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O Método KAM Aplicado à
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Itajubá – MG

30 de Março de 2012



Agradecimentos

Agradeço, em primeiro lugar, a Deus por ter me dado saúde e sabedoria para concluir
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Resumo

O objetivo desta dissertação é entender como a técnica KAM é utilizada para estudar

o espectro da Hamiltoniana de Floquet K = −i d
dt

+H0 +V (ωt), em que H0 é um operador

auto-adjunto com espectro discreto e t 7→ V (t) é uma função de peŕıodo 2π com valores

no espaço dos operadores auto-adjuntos limitados. Em particular, descrevemos a ideia

básica do algoritmo tipo KAM que consiste de um procedimento iterativo que resulta na

diagonalização da Hamiltoniana de Floquet K.

Palavras–chave

Método KAM, teoria da perturbação, Hamiltoniana de Floquet, espectro pontual puro,

pequenos divisores.
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Abstract

The aim of this dissertation is to understand how the KAM technique is used to study

the spectrum of the Floquet Hamiltonian K = −i d
dt

+H0 +V (ωt), where H0 is self-adjoint

operator with discrete spectrum and t 7→ V (t) is a 2π periodic function taking values

in the space of bounded and self-adjoint operators. In particular, we describe the basic

idea of the KAM-type algorithm which consists in an iterative procedure resulting in the

diagonalization of the Floquet Hamiltonian K.

Keywords

KAM method, perturbation theory, Floquet Hamiltonian, pure point spectrum, small

divisors.
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Introdução

A evolução temporal dos estados de um sistema quântico com Hamiltoniana dependente

do tempo é determinada pela equação de Schrödinger

i
dψ

dt
(t) = H(t)ψ(t)

em que H(t) é uma famı́lia de operadores auto-adjuntos em um espaço de Hilbert separável

H e ψ(t) ∈ H, ∀ t ∈ R. Sob condições adequadas em H(t), como veremos no Caṕıtulo 2,

existe uma solução do problema de valor inicial ψ(s) = ψ: ψ(t) = U(t, s)ψ. Os propa-

gadores, ou operadores de evolução temporal U(t, s) formam uma famı́lia fortemente

cont́ınua de operadores unitários satisfazendo

U(t, r)U(r, s) = U(t, s)

U(t, t) = Id (operador identidade),

para todo t, r, s.

Para estudar tais Hamiltonianas dependentes do tempo é comum considerar um espaço

estendido K = L2(R,H, dt) ≡ L2(R) ⊗ H ≡
∫ ⊕

R H de forma que a variável t passe a ser

incorporada como variável espacial, e estudam-se as propriedades espectrais do operador

auto-adjunto, formalmente dado por

K = −i d
dt

+H(t)

agindo no espaço de Hilbert estendido K. Tal operador é conhecido como operador quase-

energia ou Hamiltoniana de Floquet (“quasienergy”ou “Floquet Hamiltonian”em inglês).

Obtém-se assim a equação de Schrödinger estendida

i
dψ

dσ
= Kψ

cuja solução é ψ(σ) = e−iσK e, como veremos no Caṕıtulo 2, existe uma relação entre

e−iσK e os propagadores U(t, s). O operador quase-energia K foi previamente definido para
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Hamiltonianas periódicas [35, 59], e então adaptado para Hamiltonianas H(t) = H0 +V(t)

com V(t) = V(θ(t)), em que θ(t) é uma trajetória de um sistema dinâmico invert́ıvel tendo

uma medida ergódica invariante [39].

Neste trabalho estudaremos modelos cujas Hamiltonianas são da forma H(t) = H0 +

V(t), em que H0 é um operador auto-adjunto não-limitado em H e com espectro discreto,

isto é, formado apenas por autovalores isolados de multiplicidade finita e V(t) periódico

em t.

Se a Hamiltoniana H(t) é periódica no tempo com peŕıodo T , ou seja, H(t+T ) = H(t)

para todo t ∈ R, então os propagadores têm as seguintes propriedades

U(t+ T, s+ T ) = U(t, s), ∀ t, s ∈ R

U(t+ nT, s) = U(t, s)[U(s+ T, s)]n, ∀ t, s ∈ R, ∀ n ∈ ZZ.

Assim, é suficiente conhecer U(t, s) por um peŕıodo t ∈ [s, s + T ], para qualquer s. Em

particular UF(s) := U(s + T, s) é chamado de operador de Floquet em s ou operador

de monodromia. Sabe-se que UF(s1) e UF(s2) para quaisquer s1, s2 ∈ R fixados são uni-

tariamente equivalentes e, portanto, geralmente trabalha-se com o operador de Floquet

UF = UF(0) = U(T, 0).

É conhecido que e−iTK é unitariamente equivalente à Id⊗U(T, 0) (Teorema 2.4.3). As-

sim, muitas vezes é equivalente estudar as propriedades espectrais de K ou UF, e escolhe-se

o mais apropriado em cada caso para decidir sobre a estabilidade ou instabilidade espectral

de K.Quando o espectro do operador Hamiltoniana de Floquet K for pontual puro, diremos

que o sistema é espectralmente estável, sendo espectralmente instável caso contrário. Para

Hamiltonianas diferenciáveis, as propriedades espectrais são geralmente obtidas através do

estudo do operador Hamiltoniana de Floquet K. No caso em que a Hamiltoniana é singu-

lar, entre eles, quando ela corresponde a um sistema kicked, freqüentemente trabalha-se

diretamente com o operador de Floquet, por ter-se uma expressão expĺıcita. Em ambas as

situações, estamos tipicamente confrontados com o problema em que um operador pon-

tual puro, algumas vezes com espectro denso num intervalo, é perturbado ou pela adição

de um operador auto-adjunto no primeiro caso, ou por uma perturbação unitária multi-

plicativa no segundo caso. Veja entre outros ([5], [14], [19], [26], [28], [31], [34], [40], [41],

[47]) para o caso diferenciável e ([8], [10], [11], [13], [20]) para o caso kicked. No caso

diferenciável, quando um operador auto-adjunto com espectro pontual puro denso é per-

turbado pela adição de um operador auto-adjunto, geralmente é empregado um método,
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conhecido como método KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser), para encontrar condições em

que K tem espectro pontual puro. Tal método consiste em aplicar a K = K0 + V, sendo

K0 = −i∂t + H0 o operador com espectro pontual puro e denso e V a perturbação, uma

sequência infinita de transformações unitárias de forma que no s-ésimo passo

K0 + V ' K0 +Gs + Vs, com Vs = O(‖V‖2s−1

r−σ ),

isto é, K0 + V é unitariamente equivalente a uma parte diagonal K0 + Gs, na base de

autovetores de K0, mais uma parte não-diagonal Vs que é exponencialmente pequena na

variável s, desde que ‖V‖r seja suficientemente pequena.

O ponto principal desta dissertação centra-se em entender a técnica KAM como uti-

lizada em [26] na demonstração de que a Hamiltoniana de Floquet

K = −i∂t +H0 + V(ωt)

agindo em L2([0, T ],H, dt), dependendo do parâmetro ω = 2π
T

tem espectro pontual puro

para frequências ω em um conjunto de medida de Lebesgue grande sob condições adequadas

em H0 e na pertubação V(ωt) (veja Teorema 3.1.1).

O primeiro trabalho que se utilizou da técnica KAM para mostrar que a Hamiltoniana

de Floquet K tem espectro pontual puro foi [5]. Neste trabalho Bellissard considerou H0

como sendo

H0 = −α ∂2

∂x2

agindo em L2(S1; dx), cujos autovalores são hm = αm2 e autovetores são ψm = eimx, os a

perturbação V é holomorfa (veja Teorema 1 em [5]).

Então Combescure [14] tratou o caso com H0 sendo osciladores harmônicos e a per-

turbação V, periódica em t, tendo decaimento exponencial e polinomial nas entradas da

matriz de V na base do operador quase-energia não perturbado K0 = −i d
dt

+H0.

Mais tarde estas ideias foram estendidas a uma classe mais ampla de sistemas em [28].

Neste trabalho os autores consideraram Hamiltonianas de Floquet do tipo K = −i∂t +

H0 + V(ωt), com H0 : dom H0 ⊂ H → H auto-adjunto e com espectro discreto simples

h1 < h2 < h3 < . . . obedecendo uma condição do tipo infn∈N
hn+1−hn

nα > 0, para algum

α > 0, t → V(t) 2π-periódica e r vezes continuamente diferenciável. O método aplicado

usou aplicações sucessivas da interação tipo KAM, iniciada por Bellissard e melhorada por

Combescure, e de técnicas chamadas “adiabáticas”originalmente propostas por Howland

em [34] e mais tarde estendidas em [40, 48].
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Existem trabalhos que aplicam a técnica KAM para Hamiltonianas de Floquet quase-

periódicas. Os pioneiros nesta direção são [2, 7].

Nesta dissertação estudaremos o método KAM aplicado a Hamiltoniana de Floquet

periódicas conforme o trabalho [26]. Neste trabalho o algoritmo KAM aplicado a Hamil-

tonianas de Floquet periódicas é ainda melhorado. Esta se deve em grande parte a escolha

das normas nos espaços de Banach auxiliares que são constrúıdos durante o algoritmo.

Outra generalização é que são permitidos autovalores degenerados (com multiplicidade

maior que 1) do operador Hamiltoniano não-pertubado (que estamos denotando por H0)

e a multiplicidade dos autovalores hm de H0 pode crescer de forma arbitrariamente rápida

com m desde que a pertubação dependente do tempo V (ωt) seja suficientemente regular

conforme explicitado no Teorema 3.1.1.

O trabalho é organizado como segue. No Caṕıtulo 1, introduzimos algumas notações,

definições e resultados preliminares. No Caṕıtulo 2, vamos introduzir as hamiltonianas

de Floquet K = −i∂t +H(t) para sistemas quânticos periódicos no tempo descritos pela

famı́lia de operadoresH(t) e estudaremos as relações deK com os propagadores U(t, s). No

Caṕıtulo 3, estudamos como a técnica KAM é utilizada para mostrar que a Hamiltoniana

de Floquet K = −i∂t+H0+V (ωt) tem espectro pontual puro sob condições adequadas em

H0 e na pertubação V (ωt). No Apêndice são colocados a parte alguns cálculos necessários

à demonstração do Teorema principal (Teorema 3.1.1).



Caṕıtulo 1

Notações e Definições Preliminares

1.1 Considerações Iniciais

Alguns pontos de notação e nomenclatura merecem destaque. Os śımbolos N , B e H serão

usados para designar espaços normados, de Banach e de Hilbert, respectivamente, sem

menção expĺıcita toda vez que são usados. Os resultados deste caṕıtulo foram estudados

nas referências [15, 17, 18, 44, 50, 51, 52, 53].

Uma aplicação T : dom T ⊂ N1 → N2 representará um operador linear agindo em

um Espaço Normado N com domı́nio de T (dom T ) sendo um subespaço vetorial denso

em B. N(T ) denotará o núcleo do operador T e Img(T ) a imagem do operador T . A

notação T |E significa a restrição de T a um subespaço E ⊂ dom T . T ⊂ S significa que

dom T ⊂ dom S e Tξ = Sξ, ∀ ξ ∈ dom T e diremos que S é uma extensão de T . Diremos

que dois operadores T : dom T ⊂ N1 → N2 e S : dom S ⊂ N1 → N2 são iguais (T = S)

se dom T = dom S e Tξ = Sξ, ∀ξ ∈ dom T = dom S. Um número λ ∈ C é um autovalor

de T : dom T ⊂ B → B se existe ξ ∈ dom T , ξ 6= 0, tal que, Tξ = λξ e diz-se que ξ é um

autovetor de T associado ao autovalor λ. Se λ é um autovalor de T o conjunto

Vλ = {ξ ∈ dom T : Tξ = λξ}

é o auto-espaço associado ao autovalor λ e a dimensão de Vλ é a multiplicidade do autovalor

λ. Um operador T : dom T ⊂ B → B é dito cont́ınuo ou limitado, se existe C ∈ R de

forma que

‖Tξ‖ ≤ C ‖ξ‖ , ∀ξ ∈ dom T

5
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e tem-se

‖T‖ = sup
ξ∈dom T
‖ξ‖≤1

‖Tξ‖ = sup
ξ∈dom T

ξ 6=0

‖Tξ‖
‖ξ‖

.

Exemplo 1.1.1 Sejam dom TD, dom TN e dom A os seguintes subespaços do espaço de

Hilbert L2[a, b], em que a < b:

dom TD = {ψ ∈ C2[a, b] : ψ(a) = ψ(b) = 0},

dom TN = {Ψ ∈ C2[a, b] : ψ′(a) = ψ′(b) = 0},

e dom A = C2[a, b] e os respectivos operadores lineares TD, TN e A dados por

TDψ = TNψ = Aψ = −ψ′′.

Note que 0 é autovalor de TN mas não é autovalor de TD. Com efeito, ao resolvermos a

equação

−ψ′′ = 0

chegamos que

ψ(t) = αt+ β

com α, β ∈ C, mas para uma tal ψ ∈ dom TN devemos ter ψ′(a) = ψ′(b) = 0, donde

α = 0. Assim, conclúımos que qualquer função constante ψ = β(β ∈ C, β 6= 0) é um

autovetor de TN associado ao autovalor 0. Já para uma função ψ(t) = αt + β ∈ dom TD

deve-se ter ψ(a) = ψ(b) = 0, ou seja, ψ = 0 e 0 não é autovalor de TD. Ainda qualquer

z ∈ C é autovalor de A, pois

A(e
√
zx) = ze

√
zx.

Definição 1.1.1 a) O gráfico de um operador linear A : dom A ⊂ N1 → N2 é o subespaço

vetorial G(A) = {(ξ, Aξ) : ξ ∈ dom A} de N1 ×N2.

b) Um operador linear A : dom A ⊂ N1 → N2 é fechado se seu gráfico é fechado em

N1×N2. Em outras palavras, para toda sequência (ξn) ⊂ dom A convergente, ξn → ξ ∈ N1

com (Aξn) ∈ N2 também convergente, Aξn → η, tenha-se ξ ∈ dom A e Aξ = η.

Exemplo 1.1.2 [Fechado e Não-Limitado] Sejam C1[0, π] ⊂ C[0, π] (ambos com a topolo-

gia da convergência uniforme) o subespaço das funções continuamente diferenciáveis em

[0, π] e D : C1[0, π] → C[0, π], (Dψ)(t) = ψ′(t). D não é cont́ınuo, já que ψn(t) =

sen(nt)
n

→ 0, enquanto (Dψn)(t) = cos(nt) não converge uniformemente para 0. Contudo,
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este operador é fechado. Com efeito, se ψn → ψ e Dψn = ψ′n → ϕ, então como os limites

são uniformes, usando o Teorema Fundamental do Cálculo, obtemos∫ t

0

ϕ(s)ds =

∫ t

0

lim
n→∞

ψ′n(s)ds = lim
n→∞

∫ t

0

ψ′n(s)ds = lim
n→∞

(ψn(t)− ψn(0)) = ψ(t)− ψ(0),

donde, ψ ∈ dom D = C1[0, π] e (Dψ)(t) = ϕ(t), para todo t, e D é fechado.

Exemplo 1.1.3 [Não-Fechado e Não-Limitado] Sejam dom T o conjunto das funções

cont́ınuas em L1[0, 1] e (Tψ)(x) = ψ(0), para todo x, como elemento de L1[0, 1]. Este

operador não é cont́ınuo nem fechado, pois ψn(x) = e(−nx) → 0 em L1[0, 1], mas para todo

n tem-se (Tψn)(x) = ψn(0) = 1, para todo x.

Exemplo 1.1.4 [Não-Fechado e Limitado] Seja Id : dom Id ⊂ B → B, com dom Id um

subespaço próprio denso de B, o operador identidade Id(ξ) = ξ para ξ ∈ dom Id; tal

operador é limitado pois ‖Idξ‖ = ‖ξ‖ , ∀ξ ∈ dom Id. Seja (ξn) ⊂ dom Id com ξn → ξ ∈

B \ dom Id. Como ξn → ξ e Id(ξn) → ξ, mas ξ /∈ dom Id este operador não é fechado.

Teorema 1.1.1 (Gráfico Fechado) Se T : B1 → B2 é um operador linear, então T é

fechado se, e somente se, T é limitado.

Observação 1.1.1 Se T não é fechado, não necessariamente G(T ) (o fecho do gráfico de

T ) é gráfico de algum operador linear, pois, G(T ) pode conter elementos da forma (0, η),

η 6= 0.

Definição 1.1.2 Os operadores T : dom T ⊂ N1 → N2 para os quais G(T ) é o gráfico de

uma extensão linear T de T , são chamados de operadores fecháveis e T é seu fecho.

Definição 1.1.3 a) Seja T : dom T ⊂ B → B um operador linear no espaço de Banach

B 6= {0}. O conjunto resolvente de T , denotado por ρ(T ), é o conjunto dos λ ∈ C, para

os quais o operador resolvente de T em λ

Rλ(T ) := (T − λId)
−1 : B → dom T

existe e é limitado.

b) O espectro de T é o conjunto σ(T ) = C \ ρ(T ).

Note que todo autovalor de T pertence a seu espectro. Com efeito, se λ é um autovalor

de T : dom T ⊂ B → B, então existe ξ 6= 0, ξ ∈ dom T com Tξ = λξ, ou seja, (T−λId)ξ =

0, e T − λId não é injetor, logo não é invert́ıvel, e assim λ /∈ ρ(T ), donde λ ∈ σ(T ).
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Teorema 1.1.2 Se σ(T ) 6= C, então T é fechado.

Demonstração: Seja (ξn) ⊂ dom T, com ξn → ξ e T (ξn) → η, e tome z0 ∈ ρ(T ). Assim,

Rz0(T )(η − z0ξ) = Rz0(T )( lim
n→∞

(Tξn − z0ξn))

= lim
n→∞

Rz0(T )(T − z0Id)ξn

= lim
n→∞

(T − z0Id)
−1(T − z0Id)ξn

= lim
n→∞

ξn = ξ,

ou seja, ξ ∈ dom T , pois a imagem de Rz0(T ) é dom T . Agora,

η − z0ξ = (T − z0Id)Rz0(T )(η − z0ξ) = (T − z0Id)ξ = Tξ − z0ξ

e η = Tξ.

Valem as seguintes propriedades sobre o espectro e o operador

resolvente de um operador linear limitado.

Teorema 1.1.3 a) Se T é limitado e λ0 ∈ ρ(T ), então
{
λ ∈ C : |λ− λ0| < 1

‖Rλ0
(T )‖

}
⊂

ρ(T ) e

Rλ(T ) =
∞∑
j=0

(λ− λ0)
jRλ0(T )j+1.

Em particular, ρ(T ) é um conjunto aberto em C e σ(T ) é fechado em C.

b) Se T é limitado, para quaisquer λ, µ ∈ ρ(T ), vale a primeira identidade do resolvente

Rλ(T )−Rµ(T ) = (λ− µ)Rλ(T )Rµ(T ).

c) Se S e T são limitados e λ ∈ ρ(T ) ∩ ρ(S), vale a segunda identidade do resolvente

Rλ(T )−Rλ(S) = Rλ(T )(S − T )Rλ(S).

d) Se T é limitado, então σ(T ) 6= ∅.

Exemplo 1.1.5 a) σ(A) = C, sendo A como no Exemplo 1.1.1, visto que todo z ∈ C é

um autovalor de A. Portanto ρ(A) = ∅.

b) Considere agora dom D = {ψ ∈ (C1[0, 1], ‖ · ‖∞) : ψ(0) = 0}, D : dom D → C[0, 1],

(Dψ)(x) = ψ′(x). Se λ ∈ C, então o operador Wλ : C[0, 1] → dom D, dado por

(Wλψ)(x) = eλx
∫ x

0

e−λsψ(s)ds
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é limitado, pois se ψ ∈ C[0, 1], tem-se

‖Wλψ‖∞ = sup
x∈[0,1]

|(Wλψ)(x)|

= sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣eλx ∫ x

0

e−λsψ(s)ds

∣∣∣∣
≤ sup

x∈[0,1]

|eλx|
∫ x

0

|e−λs| |ψ(s)| ds ≤ C ‖ψ‖∞ ,

para alguma constante C. Além disso, se ψ ∈ C[0, 1], então

(D − λId)Wλψ(x) = (D − λId)
(
eλx
∫ x

0

e−λsψ(s)ds
)

= D
(
eλx
∫ x

0

e−λsψ(s)ds
)
−
(
λeλx

∫ x

0

e−λsψ(s)ds
)

= λeλx
∫ x

0

e−λsψ(s)ds+ eλxe−λxψ(x)− λeλx
∫ x

0

e−λsψ(s)ds

= ψ(x) = Idψ(x).

Assim, (D − λId)Wλ = Id (identidade em C[0, 1]). Por outro lado, se ψ ∈ dom D, temos

Wλ(D − λId)ψ(x) = Wλ(ψ
′(x)− λψ(x))

= eλx
∫ x

0

e−λs(ψ′(s)− λψ(s))ds

= eλx
∫ x

0

(e−λsψ′(s)− λe−λsψ(s))ds

= eλx
∫ x

0

d

ds
(e−λsψ(s))ds

= eλx(e−λxψ(x)− e−λ0ψ(0)) = ψ(x) = Idψ(x),

e Wλ(D − λId) = Id (identidade em dom D). Portanto Wλ = (D − λId)
−1. Logo, todo

λ ∈ C está no conjunto ρ(T ) e σ(D) = ∅.

Definição 1.1.4 a) Um operador linear T : dom T ⊂ H → H, com dom T denso em H,

é hermitiano se para todo ξ, η ∈ dom T,

〈Tξ, η〉 = 〈ξ, Tη〉 (1.1)

b) Se em a) dom T não for denso em H e vale (1.1) diremos que T é simétrico.

Exemplo 1.1.6 Os operadores TN e TD do Exemplo 1.1.1 são hermitianos. Verificaremos

que TD é hermitiano, TN se verifica de forma análoga. Lembre que dom TD = {ψ ∈
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C2[a, b] : ψ(a) = ψ(b) = 0} ⊂ L2[a, b]. Sejam ξ, η ∈ dom TD, então

〈TDξ, η〉L2[a,b] =

∫ b

a

TDξ(x)η(x)dx =

∫ b

a

−ξ′′(x)η(x)dx

= −[−ξ′(x)η(x)|ba −
∫ b

a

ξ
′
(x)η′(x)dx] =

∫ b

a

ξ
′
(x)η′(x)dx

= ξ(x)η′(x)|ba −
∫ b

a

ξ(x)η′′(x)dx = 〈ξ, TDη〉L2[a,b] .

Vamos agora definir o operador adjunto, T ∗, de um operador T : dom T ⊂ H → H

com dom T denso em H. O domı́nio dom T ∗ é definido por

dom T ∗ = {η ∈ H : existe φ ∈ H de modo que 〈Tξ, η〉 = 〈ξ, φ〉, ∀ξ ∈ dom T}

e

T ∗η = φ.

Observe que um operador linear T é hermitiano se, e somente se, T ⊂ T ∗ e que se S e

T são dois operadores lineares com T ⊂ S, então S∗ ⊂ T ∗.

Definição 1.1.5 Um operador T : dom T ⊂ H → H é auto-adjunto se T = T ∗.

Observe que pelo Teorema de Hellinger-Toeplitz (veja [18]) se T : H → H é um

operador linear satisfazendo

〈Tξ, η〉 = 〈ξ, Tη〉, ∀ξ, η ∈ H,

então T é um operador limitado e auto-adjunto. Observe também que todo operador

auto-adjunto é hermitiano.

Seguem alguns resultados sobre os operadores auto-adjuntos e hermitianos.

Lema 1.1.1 O gráfico G(T ∗) = (JG(T ))⊥ em H×H, sendo J(ξ, η) = (−η, ξ) um operador

unitário.

Demonstração: Como (η, φ) ∈ G(T ∗) se, e somente se, 〈Tξ, η〉 = 〈ξ, φ〉 , ∀ξ ∈ dom T

se, e somente se,

〈(−Tξ, ξ), (η, φ)〉H×H = 0, ∀ξ ∈ dom T se, e somente se, 〈J(ξ, T ξ), (η, φ)〉H×H = 0,

∀ξ ∈ dom T se, e somente se, (η, φ) ∈ (JG(T ))⊥, o resultado segue.
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Corolário 1.1.1 Se T : dom T ⊂ H → H é um operador linear com dom T denso em

H, então

a) T ∗ é fechado. Em particular, todo operador auto-adjunto é fechado.

b) T é fechável se, e somente se, dom T ∗ é denso em H. Além disso, se T é fechável

temos que T ∗∗ = T e T
∗

= T ∗.

Proposição 1.1.1 Todo operador hermitiano é fechável e seu fecho, T , também é her-

mitiano. Além disso se, T for auto-adjunto ele será a única extensão auto-adjunta de

T .

Demonstração: Se T é hermitiano temos, T ⊂ T ∗ e como T ∗ é fechado segue que T é

fechável. Como T ⊂ T ∗ segue que T ∗∗ ⊂ T ∗. Portanto T = T ∗∗ ⊂ T ∗ = (T )∗ e dáı T é

hermitiano. Agora se T é auto-adjunto e A for uma extensão auto-adjunta de T, então

A = A∗ ⊂ T ∗ = T
∗

= T e por outro lado T = T ∗∗ ⊂ A e segue que T = A.

Definição 1.1.6 Seja T hermitiano. T é dito essencialmente auto-adjunto se T é auto-

adjunto.

Teorema 1.1.4 Se o espaço de Hilbert separável H possui uma base ortonormal de au-

tovetores de um operador hermitiano T : dom T ⊂ H → H, então T é essencialmente

auto-adjunto e σ(T ) é o fecho em R do conjunto dos autovalores de T .

Exemplo 1.1.7 TD e TN são hermitianos e essencialmente auto-adjuntos.

Exemplo 1.1.8 Seja T : dom TN∩dom TD ⊂ L2[a, b], Tψ = −ψ′′. Então T é hermitiano

e não é essencialmente auto-adjunto pois TN e TD são duas extensões auto-adjuntas de T

distintas.

Definição 1.1.7 Seja T um operador auto-adjunto.

a) O espectro essencial de T é o conjunto σess(T ) dos pontos de acumulação do σ(T )

juntamente com os autovalores de T de multiplicidade infinita.

b) O espectro discreto de T é o conjunto σd(T ) = σ(T ) \ σess(T ), ou seja, o conjunto

dos autovalores isolados de T , cada um deles com multiplicidade finita.

Diremos que um operador auto-adjunto T tem espectro discreto se σess(T ) = ∅. O

espectro pontual de um operador auto-adjunto T , σp(T ), é o fecho do conjunto dos au-

tovalores de T , neste caso o restante do espectro é chamado de espectro cont́ınuo de T ,
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σc(T ), que pode ser decomposto em espectro absolutamente cont́ınuo, σac(T ), e espectro

singular cont́ınuo, σsc(T ), de acordo com a decomposição de Lebesgue da parte cont́ınua

da medida espectral de T . Diremos que um operador auto-adjunto T tem espectro pontual

puro se σc(T ) = ∅.

Exemplo 1.1.9 [Hamiltoniana do Oscilador Harmônico] Considere o operador T0H :

S(R) ⊂ L2(R) → L2(R), em que S(R) é o espaço de Schwarz, dado por

(T0Hψ)(x) = −ψ′′(x) + x2ψ(x). (1.2)

É padrão verificar que T0H é hermitiano. A equação de autovalores para este operador

T0Hψ = λψ tem como solução as funções de Hermite (veja [60, 58])

ψj(x) = Nje
x2/2d

je−x
2

dxj
, j = 0, 1, 2, . . . ,

(em que Nj é uma constante de normalização) sendo os autovalores correspondentes λj =

2(j + 1/2). Como {ψj} é uma base ortonormal de L2(R), segue do Teorema 1.1.4 que

T0H : S(R) ⊂ L2(R) → L2(R) com a lei dada em (1.2) é essencialmente auto-adjunto e

T0H (única extensão auto-adjunta de T0H) é conhecido como o Hamiltoniano do Oscilador

Harmônico unidimensional. Além disso, σ(T0H) = {λj}. Observe que T0H tem espectro

discreto.

Exemplo 1.1.10 [Veja [17]] Considere o operador T : C∞(S1) ⊂ L2(S1) → L2(S1) dado

por

(Tψ)(x) = −ψ′′(x).

É padrão verificar que T é hermitiano. O conjunto {ψn(x) = einx, n ∈ Z} é uma base

ortonormal de L2(S1) e como Tψn = n2ψn, segue do Teorema 1.1.4 que T é auto-adjunto;

T é conhecido como o Hamiltoniano da part́ıcula livre em S1 e ainda σ(T ) = {n2}. Observe

que, exceto o zero, cada autovalor tem multiplicidade 2, logo T tem espectro discreto.

Teorema 1.1.5 Seja T hermitiano. Então

a) T é essencialmente auto-adjunto se, e somente se, a dimensão do N(T ∗ + i) for igual

a dimensão do N(T ∗ − i) e ambas forem iguais a zero.

b) T possui extensão auto-adjunta se, e somente se, a dimensão do N(T ∗ + i) for igual

a dimensão do N(T ∗ − i) e existe uma correspondência biuńıvoca entre extensões auto-

adjuntas de T e operadores unitários entre N(T ∗ + i) e N(T ∗ − i).
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Observe que do Teorema 1.1.5 existem as seguintes possibilidades para um operador

T : dom T ⊂ H → H hermitiano:

i) T não possui extensão auto-adjunta (quando a dimensão do N(T ∗ + i) for diferente da

dimensão do N(T ∗ − i));

ii) T possui apenas uma extensão auto-adjunta que é T (quando a dimensão do N(T ∗ + i)

for igual a dimensão do N(T ∗ − i) e ambas forem zero);

iii) T possui infinitas extensões auto-adjuntas (quando a dimensão do N(T ∗ + i) for igual

a dimensão do N(T ∗ − i) e tal dimensão for maior ou igual a 1).

1.2 Operador de Multiplicação

Seja E ⊂ Rn um conjunto de Borel e µ uma medida positiva σ-finita. Para ϕ : E → C

mensurável e limitada em qualquer subconjunto mensurável e limitado de E, definimos o

operador de multiplicação Mϕ : dom Mϕ ⊂ L2
µ(E) → L2

µ(E) por

Mϕψ = ϕψ

e

dom Mϕ = {ψ ∈ L2
µ(E) : (ϕψ) ∈ L2

µ(E)}.

Proposição 1.2.1 dom Mϕ é denso em L2
µ(E) e (Mϕ)

∗ = Mϕ.

Demonstração: Se φ ∈ (dom Mϕ)
⊥ e En = ϕ−1([0, n]), então En é mensurável, µ(E \

∪∞n=1En) = 0 e φn := XEnφ ∈ dom Mϕ. Assim 0 = 〈φ, φn〉 =
∫
En
φφndµ =

∫
E
φφdµ =∫

En
|φ|2 dµ. Logo φ = 0 µ−q.t.p. em En, e portanto φ = 0 µ−q.t.p. em E, donde dom Mϕ

é denso em L2
µ(E). Note que dom Mϕ = dom Mϕ. Se f ∈ dom (Mϕ)

∗, então para

todo ψ ∈ dom Mϕ vale 〈f,Mϕψ〉 = 〈(Mϕ)
∗f, ψ〉, ou seja,

∫
E
fψϕdµ =

∫
E

(Mϕ)∗fψdµ,

∀ψ ∈ dom Mϕ. Logo
∫
E
ϕfψdµ −

∫
E
M∗

ϕfψdµ = 0, ∀ψ ∈ dom Mϕ. Assim
∫
E
(ϕf −

M∗
ϕf)ψdµ = 0, ∀ψ ∈ dom Mϕ. Tomando ψ = (ϕf −M∗

ϕf)XEn ∈ dom Mϕ, obtemos∫
E

∣∣ϕf −M∗
ϕf
∣∣2XEndµ = 0.

Então
∫
En

∣∣ϕf −M∗
ϕf
∣∣ dµ = 0 e M∗

ϕf = ϕf µ-q.t.p. em En. Logo M∗
ϕf = ϕf µ-q.t.p.

em E. Portanto M∗
ϕ = Mϕ.

Corolário 1.2.1 Mϕ é auto-adjunto se, e somente se, ϕ é real.
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1.3 Limite Indutivo, Teorema de Lidskii e Solução de

Equações Envolvendo Operadores

Seja {Bs}∞s=0 uma sequência de espaços de Banach que estão relacionados via trans-

formações lineares

τus : Bs → Bu, se s ≤ u, com ‖τus‖ ≤ 1,

(e τss = Id) e tais que

τvuτus = τvs, se s ≤ u ≤ v.

Para simplificar a notação usaremos τs := τs+1,s. A sequência de espaços de Banach Bs
e as transformações τus, {Bs, τus}, é chamada de sistema indutivo ou sequência direta de

espaços de Banach. Denotaremos por B∞ o limite indutivo ou limite direto de {Bs, τus}

conforme Seção 1.3.4 de [49] ou Seção 1.23 de [55], descrito a seguir.

Seja B̃∞ a união disjunta dos Bs para s = 0, 1, 2, . . . e considere a relação de equivalência

∼ definida em B̃∞ por as ∼ bu se, e somente se, existe um v ∈ N com s ≤ v, u ≤

v e τvs(as) = τvu(bu). Seja ˜̃B∞ o quociente de B̃∞ com essa relação de equivalência.

Finalmente, para a ∈ ˜̃B∞
‖a‖ = lim sup

u→∞
‖τus(a)‖

define uma semi-norma em ˜̃B∞. O limite indutivo ou limite direto B∞ é o espaço de

Banach obtido dividindo ˜̃B∞ pelo núcleo da semi-norma e completando o espaço normado

obtido.

De acordo com a construção acima, para cada s ∈ N ficam definidas as transformações

lineares τ∞s : Bs → B∞ que associa a cada a ∈ Bs sua classe de equivalência em B∞
satisfazendo ‖τ∞s‖ ≤ 1 e τ∞uτus = τ∞s se s ≤ u. Pela construção , a união

⋃
s≥s0 τ∞s(Bs)

é densa em B∞, para qualquer s0 ∈ Z+.

Além disso, se {As ∈ B(Bs)} é uma famı́lia de operadores limitados definidos para

s ≥ s0 e tais que

Auτus = τusAs, se s0 ≤ s ≤ u e sup
s
‖As‖ <∞,

então o operador A∞ ∈ B(B∞) denotará o limite indutivo da famı́lia de operadores limi-

tados {As} caracterizado pela propriedade A∞τ∞s = τ∞sAs, para todo s ≥ s0.

Outro resultado bem conhecido que utilizaremos é o Teorema de Lidskii, o qual da uma

relação entre os autovalores de operadores auto-adjuntos em espaços vetoriais de dimensão

finita e cuja demonstração pode ser encontrada em [44]; mais precisamente:
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Teorema 1.3.1 (Teorema de Lidskii) Sejam A e B operadores auto-adjuntos em um

espaço vetorial de dimensão finita N e C = B − A. Sejam αn, βn e γn, n = 1, . . . , N os

autovalores repetidos em ordem crescente de A, B e C, respectivamente. Então

βn − αn =
N∑
j=1

σnjγj

com
∑N

j=1 σnj = 1,
∑N

n=1 σnj = 1 e σnj ≥ 0.

Suponha agora que H1 e H2 são espaços de Hilbert, A ∈ B(H2), B ∈ B(H1), ambos A

e B auto-adjuntos, e V ∈ B(H1,H2). Apresentaremos um resultado que garante existência

e unicidade de solução para a equação

AW −WB = V (1.3)

na incógnita W sob a condição

dist(σ(A), σ(B)) > 0. (1.4)

A demonstração da proposição que segue pode ser encontrada em [6]. Se além de (1.4)

tivermos que supσ(A) < inf σ(B) ou supσ(B) < inf σ(A) diremos que σ(A) e σ(B) não

são entrelaçados.

Proposição 1.3.1 Se a condição (1.4) vale, então a solução de (1.3) existe e é única em

B(H1,H2) e

‖W‖ ≤ π

2

‖V ‖
dist(σ(A), σ(B))

.

Além disso, se σ(A) e σ(B) não são entrelaçados, então

‖W‖ ≤ ‖V ‖
dist(σ(A), σ(B))

.



Caṕıtulo 2

A Hamiltoniana de Floquet

Neste caṕıtulo faremos uma breve discussão de como as Hamiltonianas de Floquet K =

−i∂t + H(t) foram introduzidas por Howland [35] e Yajima [59] para estudar sistemas

quânticos periódicos no tempo descritos por um sistema Hamiltoniano H(t) agindo em

um espaço de Hilbert H. Também estudaremos a relação de K com o operador de Floquet

UF e apresentaremos alguns resultados relacionando o tipo espectral de K, equivalente ao

de UF , com as propriedades dinâmicas da solução da equação de Schrödinger associada

com H(t), a fim de justificar o interesse no estudo do tipo espectral de K.

2.1 Grupos de Evolução

Se T : dom T ⊂ H → H é um operador linear, estamos interessados na solução do

problema de valor inicial  i ∂
∂t
ξ(t) = Tξ(t)

ξ(0) = ξ0 ∈ dom T
. (2.1)

Definição 2.1.1 Uma aplicação G : R → B(H) é um grupo de evolução unitário a um

parâmetro (ou simplesmente grupo de evolução) se

a) G(t) é unitário ,∀t ∈ R;

b) G(t+ s) = G(t)G(s), ∀t, s ∈ R.

Note que se G é um grupo de evolução unitário, então para todo t ∈ R, G(t) =

G(t− 0) = G(t)G(0), logo G(t)−1G(t) = G(t)−1G(t)G(0), e portanto

G(0) = Id.

16
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Além disso, G(0) = G(t− t) = G(t)G(−t) e segue que, para todo t ∈ R

G(t)−1 = G(−t).

Definição 2.1.2 Se G(t) é um grupo unitário a um parâmetro o operador T definido por

dom T =

{
ξ ∈ H : existe lim

h→0

(G(h)− Id
h

)
ξ

}

Tξ = i lim
h→0

(G(h)− Id
h

)
ξ

é chamado de gerador infinitesimal de G(t).

Observe que, ∀t ∈ R, como G(t) é unitário, tem-se(G(t+ h)−G(t)

h

)
ξ = G(t)

(G(h)− Id)

h
ξ =

(G(h)− Id)

h
G(t)ξ.

Assim, se ξ ∈ dom T, então G(t)ξ ∈ dom T . Ou seja, G(t)dom T ⊂ dom T, ∀t ∈ R.

Portanto, G(t)dom T = dom T e para ξ ∈ dom T

G(t)Tξ = TG(t)ξ, ∀t ∈ R.

De fato,

T (G(t)ξ) = i lim
h→0

G(t)
(G(h)− Id)

h
ξ = iG(t) lim

h→0

(G(h)− Id)

h
ξ = iG(t)(

1

i
T ξ) = G(t)Tξ.

Nessa situação, se T é gerador infinitesimal de G(t), então ξ(t) = G(t)ξ é solução do

problema de valor inicial i ∂
∂t
ξ(t) = Tξ(t), com ξ(0) = ξ ∈ dom T . De fato,

ξ(0) = G(0)ξ = Idξ = ξ

Tξ(t) = TG(t)ξ = i lim
h→0

(G(t+ h)−G(t))

h
ξ = i lim

h→0

ξ(t+ h)− ξ(t)

h
= i

∂ξ(t)

∂t
.

Proposição 2.1.1 O gerador infinitesimal T de um grupo unitário G(t) é simétrico, e a

solução ξ(t) = G(t)ξ do problema de valor inicial (2.1) é única.

Demonstração: Para ξ, η ∈ dom T, temos

〈Tξ, η〉 = lim
h→0

〈iG(h)− Id
h

ξ, η〉 = −i lim
h→0

1

h
〈(G(h)− Id)ξ, η〉

= −i lim
h→0

1

h
〈ξ, (G(−h)− Id)η〉 = lim

h→0

〈
ξ,
i(G(−h)− Id)

−h
η

〉
= 〈ξ, Tη〉,
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e assim T é um operador simétrico. Para a unicidade da solução do problema de valor

inicial, suponha que η(t) seja outra solução para o problema, então, para ∀t,

d

dt
‖ξ(t)− η(t)‖2 = 2Re

〈
[ξ(t)− η(t)],

d

dt
[ξ(t)− η(t)]

〉
= 2Re 〈[ξ(t)− η(t)],−iT [ξ(t)− η(t)]〉 = 0,

visto que T é simétrico (portanto, 〈φ, Tφ〉 ∈ R, ∀φ ∈ dom T ). Deste modo ‖ξ(t)− η(t)‖

é constante, e como ξ(0)− η(0) = 0, verifica-se que ξ(t) = η(t), ∀t ∈ R.

Definição 2.1.3 Seja G(t) um grupo de evolução unitário. Então G(t) é:

a) cont́ınuo em norma ou uniformemente cont́ınuo se, para todo t0 ∈ R,

lim
t→t0

‖G(t)−G(t0)‖ = 0.

b) fortemente cont́ınuo se, para todo ξ ∈ H e t0 ∈ R, limt→t0 ‖G(t)ξ −G(t0)ξ‖ = 0.

c) fracamente cont́ınuo se, para todo ξ, η ∈ H e t0 ∈ R, limt→t0 〈G(t)ξ, η〉 = 〈G(t0)ξ, η〉 .

d) mensurável se, para todos ξ, η ∈ H, a função R 3 t 7→ 〈G(t)ξ, η〉 ∈ R é Lebesgue

mensurável.

Exemplo 2.1.1 Seja ϕ : E → R uma função mensurável e limitada em cada subconjunto

limitado do conjunto aberto E ⊂ Rn; pelo Corolário 1.2.1, Mϕ é auto-adjunto. Considere

U(t) = e−itϕ(x) := Me−itϕ , t ∈ R, agindo em L2
µ(E), que é um grupo de evolução unitário.

Para ψ ∈ L2
µ(E), segue-se pelo teorema da convergência dominada que

lim
h→0

‖U(h)ψ − ψ‖2 = lim
h→0

∫
E

∣∣e−ihϕ(x) − 1
∣∣2 |ψ(x)|2 dµ(x) = 0.

Portanto, U(t) é fortemente cont́ınuo.

Agora seja T o gerador infinitesimal de U(t), o qual é simétrico pela Proposição 2.1.1.

Se ψ ∈ dom Mϕ, então∥∥∥ i
h

(U(h)ψ − ψ)−Mϕψ
∥∥∥2

=

∫
E

∣∣∣ i
h

(e−ihϕ(x) − 1)− ϕ(x)
∣∣∣2 |ψ(x)|2 dµ(x).

Como |eiy − 1| ≤ |y| , para y ∈ R,∣∣∣ i
h

(e−ihϕ(x) − 1)− ϕ(x)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣1h(e−ihϕ(x) − 1)

∣∣∣∣+ |ϕ(x)| ≤ 2 |ϕ(x)| ,

e pelo Teorema da Convergência Dominada, obtemos que

lim
h→0

∥∥∥∥ ih(U(h)ψ − ψ)−Mϕψ

∥∥∥∥ = 0,
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assim, ψ ∈ dom T e Tψ = Mϕψ, ou seja, Mϕ ⊂ T . Como T é simétrico e Mϕ é auto-

adjunto, segue que Mϕ = T . Pela Proposição 2.1.1, U(t)ψ = e−itϕ(x)ψ é uma solução

de

i
dψ

dt
(t) = Mϕψ(t), ψ(0) = ψ ∈ dom Mϕ,

e é a única.

Os seguintes resultados da teoria de grupos de evolução unitários são bem conhecidos

e suas demonstrações podem ser encontradas em [17, 50].

Proposição 2.1.2 Se G(t) é um grupo de evolução unitário em um espaço de Hilbert

separável H, então b), c) e d) na Definição 2.1.3 são equivalentes.

Teorema 2.1.1 Se G(t) é um grupo de evolução unitário, então são equivalentes:

a) G(t) é cont́ınuo em norma.

b) Existe T ∈ B(H) auto-adjunto de forma que

lim
h→0

∥∥∥∥i(G(h)− Id)

h
− T

∥∥∥∥ = 0,

logo, T ∈ B(H) é o gerador infinitesimal de G(t).

c) Existe T ∈ B(H) auto-adjunto de forma que

G(t) = e−itT :=
∞∑
n=0

(−itT )n, ∀t ∈ R.

Além disso, T em b) e c) é o mesmo operador.

Frequentemente, dado um operador auto-adjunto T : dom T ⊂ H → H, tenta-se

construir um grupo de evolução unitário para o qual T é o seu gerador infinitesimal. Isso

é uma situação comum em mecânica quântica.

Teorema 2.1.2 Se T : dom T ⊂ H → H é auto-adjunto, então existe um único grupo

de evolução unitário fortemente cont́ınuo U(t) de modo que T é seu gerador infinitesimal.

Neste caso, escrevemos U(t) = e−itT , ∀t ∈ R.

A rećıproca do Teorema 2.1.2 é o bem conhecido Teorema de Stone:

Teorema 2.1.3 (Stone) Se U(t) é grupo unitário fortemente cont́ınuo, então seu gerador

infinitesimal T é auto-adjunto, ou seja, U(t) = e−itT .



20

Exemplo 2.1.2 [Translação Espacial] Seja H = L2(R) e, para t ∈ R,

(U(t)ψ)(x) := ψ(x− t), ψ ∈ H.

Então, como demonstrado no Exemplo 5.4.4 de [17], U(t) é um grupo de evolução unitário

fortemente cont́ınuo e seu gerador infinitesimal é o operador momento P, definido por

dom P = H1(R) := {ψ ∈ L2(R) : ∃ g ∈ L2(R), tal que,
∫

R ψ
dϕ
dx
dx = −

∫
R gϕdx, ∀ ϕ ∈

C∞
0 (R)} e Pψ = −iψ′.

Exemplo 2.1.3 [Dilatações] Seja H = L2(R). A dilatação em R é a função x 7→

e−sx, s ∈ R, que induz o operador Ud(s) : H → H,

(Ud(s)ψ)(x) = e−s/2ψ(e−sx), ψ ∈ H.

Então, como demonstrado no Exemplo 5.4.8 de [17], Ud(s) é um grupo de evolução unitário

fortemente cont́ınuo e seu gerador infinitesimal é o fecho do operador essencialmente auto-

adjunto Td, dado por dom Td = C∞
0 (R),

(Tdφ)(x) = −ixφ′(x)−i
2
φ(x).

Observação 2.1.1 Se T é auto-adjunto e U(t) = e−itT , então se ξ ∈ dom T,

〈U(t)ξ, TU(t)ξ〉 = 〈U(t)ξ, U(t)Tξ〉 = 〈ξ, T ξ〉

Isto é interpretado como a lei de conservação de energia em Mecânica Quântica.

Observação 2.1.2 [Exponencial de operadores] Observe que se T : N1 → N1 é um ope-

rador linear e limitado, então define-se eT : N1 → N1 por

eT =
∞∑
k=0

1

k!
T k = Id + T +

1

2!
T 2 +

1

3!
T 3 + . . . ,

o qual também é um operador linear limitado.

2.2 Sistema Dependente do Tempo

Começaremos com a definição de propagador unitário.

Definição 2.2.1 a) Um propagador fortemente cont́ınuo sobre o espaço de Hilbert H é

uma famı́lia de operadores U(t, s), (t, s) ∈ R2, satisfazendo
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i) U(t, s) : H → H são invert́ıveis, para cada t, s;

ii) U(t, t) = Id, ∀ t ∈ R;

iii) U(t, r)U(r, s) = U(t, s), ∀ t, r, s;

iv) Para cada ξ ∈ H a aplicação R2 3 t, s 7→ U(t, s)ξ é cont́ınua.

b) Uma tal famı́lia é um propagador unitário se além de a) satisfaz U(t, s) é unitário, para

todo t, s.

Note que de iii) segue que U(t, s)−1 = U(s, t). Também U(t, s) = U(t, 0)U(0, s) =

U(t, 0)U(s, 0)−1.

Se para cada t ∈ R tivermos associado um operador auto-adjunto H(t) queremos saber

quando a equação de Schrödinger com Hamiltoniana dependente do tempo idξ(t)
dt

= H(t)ξ(t)

ξ(s) = ξs
(2.2)

admite uma solução. Mais precisamente, quando é posśıvel encontrar um propagador

unitário U(t, s) de forma que ξ(t) = U(t, s)ξs seja solução de (2.2). O seguinte resultado

(Teorema X.70 em [52]) contém condições suficientes convenientes na Hamiltoniana H(t)

para a existência dos propagadores unitários U(t, s).

Teorema 2.2.1 Considere a aplicação H(t), que a cada t ∈ R associa um operador auto-

adjunto H(t), de modo que

a) O domı́nio D de H(t), denso em H, é independente de t.

b) A função

t, s 7→ (t− s)−1[(i+H(t))(i+H(s))−1 − Id]

estende-se a uma função fortemente cont́ınua em R2.

Então existe um único propagador unitário U(t, s) de forma que U(t, s)D ⊂ D e

i
d

dt
U(t, s)ψ = H(t)U(t, s)ψ,

para todo ψ ∈ D.

O teorema acima se aplica quando H(t) = H, para todo t, e neste caso tem-se que

U(t, s) = e−i(t−s)H .

Observações. 1) Se para cada s existe uma única solução U(t, s) de d
dt
U(t, s) = −iH(t)U(t, s)

U(s, s) = Id,
(2.3)
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então para cada r tem-se U(t, r)U(r, s) = U(t, s). De fato, se

V (t) := U(t, r)U(r, s)− U(t, s),

então para ξ ∈ dom H(s)

d

dt
‖V (t)ξ‖2 = 〈−iH(t)U(t, r)U(r, s)ξ + iH(t)U(t, s)ξ, V (t)ξ〉+

〈V (t)ξ,−iH(t)U(t, r)U(r, s)ξ + iH(t)U(t, s)ξ〉

= 〈−iH(t)V (t)ξ, V (t)ξ〉+ 〈V (t)ξ,−iH(t)V (t)ξ〉 = 0

e como V (r) = U(r, r)U(r, s)− U(r, s) = 0 tem-se que V (t) = 0, ∀ t, e o resultado segue.

2) Se para cada s existe uma única solução de (2.3) e H(t) é auto-adjunto, para cada t,

então U(t, s) são unitários. De fato, para ξ ∈ dom H(s)

i
d

dt
‖U(t, s)ξ‖2 = i

d

dt
〈U(t, s)ξ, U(t, s)ξ〉

= 〈−H(t)U(t, s)ξ, U(t, s)ξ〉+ 〈U(t, s)ξ,H(t)U(t, s)ξ〉 = 0

como ‖U(s, s)ξ‖ = ‖ξ‖ segue que ‖U(t, s)ξ‖ = ‖ξ‖, ∀ t. Assim, para cada ξ ∈ dom H(s)

denso em H tem-se que ‖U(t, s)ξ‖ = ‖ξ‖ e como os U(t, s) são invert́ıveis o resultado

segue.

3) Se para cada s existe uma única solução de (2.3) e H(t+T ) = H(t), então U(t+T, s+

T ) = U(t, s), ∀ t, s. De fato se, V (t) := U(t+T, s+T )−U(t, s), então para ξ ∈ dom H(s)

d

dt
‖V (t)ξ‖2 = 0

e como V (s) = U(s+ T, s+ T )−U(s, s) = 0 tem-se que V (t) = 0, ∀ t e o resultado segue.

Resultados mais gerais de existência e unicidade de propagadores unitários para a

equação de Schrödinger correspondendo a uma Hamiltoniana H(t) podem ser encontrados,

entre outros, em [25, 37, 38, 42, 43, 56]. Uma das condições que é enfraquecida é que o

domı́nio de H(t) não precisa ser constante. O seguinte exemplo mostra que a solução pode

existir mesmo que domH(t) ∩ domH(s) = {0}, para t 6= s.

Exemplo 2.2.1 Sejam D = −i d
dx

em L2(R), com dom D = H1(R) denso em L2(R) e

q ∈ L∞(R), com q(x) real e sem derivada em qualquer ponto. Considere

H(t) = eiq(x)tDe−iq(x)t

com dom H(t) = {eiq(x)tψ(x) : ψ ∈ dom D} denso em L2(R), então H(t) é auto-adjunto

para qualquer t. Agora, se t 6= s, então dom H(t) ∩ dom H(s) = {0}. De fato, se
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φ ∈ dom H(t) ∩ dom H(s), então φ(x) = eiq(x)tψ(x) = eiq(x)sϕ(x), para ψ, ϕ ∈ dom D,

logo ψ(x) = e−iq(x)teiq(x)sϕ(x) ∈ dom D, e portanto ϕ só pode ser nula, pois q não tem

derivada em qualquer ponto e o resultado segue. Contudo, para ψ ∈ dom H(s), s fixado,

a equação de Schrödinger  idψ
dt

(t) = H(t)ψ(t)

ψ(s) = ψ

possui uma solução

ψ(t) = eiq(x)te−i(D+q(x))(t−s)e−iq(x)s︸ ︷︷ ︸
U(t,s)

ψ,

pois para ψ ∈ dom H(s), tem-se

d

dt
U(t, s)ψ = iq(x)eiq(x)te−i(D+q(x))(t−s)e−iq(x)sψ

+eiq(x)t(−i)(D + q(x))e−i(D+q(x))(t−s)e−iq(x)sψ

= −ieiq(x)tDe−i(D+q(x))(t−s)e−iq(x)sψ

= −ieiq(x)tDe−iq(x)teiq(x)te−i(D+q(x))(t−s)e−iq(x)sψ

= −iH(t)U(t, s)ψ

e U(t, s) é propagador unitário.

2.3 Integral Direta ou Soma Direta Cont́ınua

As demonstrações dos resultados enunciados nessa seção podem ser encontradas em [46] e

[53].

Sejam (Ω,A, µ) um espaço de medida e H um espaço de Hilbert separável. Seja uma

aplicação

Ω 3 ω 7→ ξω ∈ H.

Denotaremos ξ := {ξω}ω∈Ω = {ξ(ω)}ω∈Ω. Dizemos que ξ é mensurável se para todo η ∈ H

a função

Ω 3 ω 7→ 〈η, ξω〉

é mensurável. Disto, segue que para ξ = {ξω} e η = {ηω} mensuráveis o produto interno

Ω 3 ω 7→ 〈ξω, ηω〉 =
∑
k

〈ξω, ek〉〈ek, ηω〉

em que {ek} é uma base ortonormal de H, é mensurável. Defina ξ + η = {ξω + ηω}ω∈Ω e

para α ∈ C, αξ = {αξω}ω.
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Definição 2.3.1 O espaço vetorial dos ξ = {ξω}ω∈Ω acima em que∫
Ω

‖ξω‖2dµ(ω) <∞,

com produto interno 〈ξ, η〉 :=
∫

Ω
〈ξω, ηω〉dµ(ω) é um espaço de Hilbert chamado de integral

direta ou soma direta cont́ınua de H relativamente a (Ω,A, µ), e denotado por
∫ ⊕

Ω
Hdµ(ω).

Um exemplo simples é L2(R) =
∫ ⊕

R C dt.

Se {ek} é base ortonormal de H, então cada vetor ξ = {ξω}ω∈Ω corresponde exatamente

ao conjunto das seqüências numéricas

ak(ω) = 〈ek, ξω〉

e ‖ξ‖2 =
∑

k

∫
Ω
|ak(ω)|2dµ(ω) <∞.

Denotaremos I :=
∫ ⊕

Ω
Hdµ(ω). Se φ : Ω → C, φ ∈ L∞µ (Ω), define-se o operador de

multiplicação Mφ : I → I por

(Mφξ)ω = φ(ω)ξω, ω ∈ Ω,

e verifica-se que

‖Mφ‖ = supess |φ(ω)| = ‖φ‖∞

e C, denotará o conjunto desses operadores de multiplicação.

Definição 2.3.2 Um operador limitado T em I =
∫ ⊕

Ω
Hdµ(ω) é dito ser fibrado, se existe

uma função T (·) de Ω em B(H) de forma que, para todo ξ ∈ I,

(Tξ)ω = T (ω)ξω.

Escreveremos T =
∫ ⊕

Ω
T (ω)dµ(ω) = {T (ω)}ω∈Ω. Diremos que T (·) é mensurável se,

para todas ϕ, ψ ∈ H, a aplicação ω 7→ 〈ϕ, T (ω)ψ〉 é mensurárel. Tem-se que ‖T‖ =

supess ‖T (ω)‖.

Valem os seguintes resultados.

Teorema 2.3.1 Um operador limitado T : I → I é fibrado se, e somente se, T comuta

com todo operador em C.

Proposição 2.3.1 Seja T fibrado. Então:

a) T é invert́ıvel se, e somente se, T (ω) é invert́ıvel para ω µ−q.t.p. e
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supess ‖T (ω)−1‖ <∞.

b) T é unitário se, e somente se, T (ω) é unitário µ−q.t.p..

c) No caso Ω = R e µ = l (medida de Lebesgue), para σ ∈ R denote por Tσ o operador em∫ ⊕
R Hdt dado por

(Tσξ)t = ξt−σ.

Então T é constante se, e somente se, T comuta com Tσ, ∀ σ ∈ R.

Definição 2.3.3 Uma função T (·) de um espaço de medida (Ω,A, µ) no espaço dos ope-

radores auto-adjuntos em um espaço de Hilbert H (não necessariamente limitados) é dita

mensurável se a função (T (·) + i)−1 é mensurável. Dada uma tal função, definimos um

operador T em I =
∫ ⊕

Ω
Hdµ com

dom T =
{
ξ ∈ I : ξω ∈ dom T (ω) µ− q.t.p. e

∫
Ω

‖T (ω)ξω‖2
Hdµ(ω) <∞

}
por

(Tξ)ω = T (ω)ξω.

Escreve-se T =
∫ ⊕

Ω
T (ω)dµ(ω) = {T (ω)}ω∈Ω.

As propriedades de tais operadores são resumidas por:

Teorema 2.3.2 Seja T =
∫ ⊕

Ω
T (ω)dµ(ω) em que T (·) é mensurável e T (ω) é auto-adjunto,

para cada ω. Então:

a) O operador T é auto-adjunto.

b) Um operador auto-adjunto T em I tem a forma
∫ ⊕

Ω
T (ω)dµ(ω) se, e somente se,

(T + i)−1 é um operador fibrado.

c) Para qualquer função de Borel limitada F em R

F (T ) =

∫ ⊕

Ω

F (T (ω))dµ(ω).

d) λ ∈ σ(T ) se, e somente se, ∀ ε > 0

µ({ω : σ(T (ω)) ∩ (λ− ε, λ+ ε) 6= ∅}) > 0.

e) λ é um autovalor de T se, e somente se,

µ({ω : λ é um autovalor de T (ω)}) > 0.

f) Se cada T (ω) tem espectro absolutamente cont́ınuo puro, então T também tem espectro

absolutamente cont́ınuo puro.
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A parte f) do teorema acima diz que uma condição suficiente para T =
∫ ⊕

Ω
T (ω)dµ(ω)

ter espectro absolutamente cont́ınuo puro é que cada T (ω) tenha espectro absolutamente

cont́ınuo puro. Mas essa condição não é necessária. Na verdade, T pode ter espectro

absolutamente cont́ınuo puro e cada T (ω) ter espectro discreto. O seguinte exemplo ilustra

este fenômeno.

Exemplo 2.3.1 Sejam Ω = [0, 1] com medida de Lebesgue, H um espaço de Hilbert

separável de dimensão infinita e T =
∫ ⊕

[0,1]
T (t)dt com cada T (t) auto-adjunto. Suponha

que {ψn(.)}∞n=1 são funções de [0, 1] em H de classe C1, e {λn(.)}∞n=1 são funções de [0, 1]

em C de classe C1 tais que:

i) dλn

dt
(t) > 0, ∀ n, t.

ii) T (t)ψn(t) = λn(t)ψn(t), para todo t ∈ [0, 1]; n = 1, 2, . . ..

iii) Para cada t, o conjunto {ψn(t)}∞n=1 é uma base ortonormal para H.

Então T tem espectro absolutamente cont́ınuo puro.

Demonstração: Para cada n defina

In = {ξ ∈ I : ξ = fψn; f ∈ L2([0, 1])}.

Então os In são subespaços fechados que são mutuamente ortogonais e I =
⊕
In, pois

cada ξ ∈ I tem uma expansão

ξt =
∞∑
n=1

〈ψn(t), ξt〉ψn(t).

Além disso, In ⊂ dom T com T (In) ⊂ In. Considere a aplicação unitária Un : In 7→

L2([0, 1]), dada por Un(fψn) = f . Então Tn ≡ UnT
∣∣
In
U−1
n é dado por

(Tnf)t = λn(t)f(t).

Basta mostrar que cada Tn tem espectro absolutamente cont́ınuo puro. Defina W :

L2([0, 1]) → L2([λn(0), λn(1)]) por

(Wf)(t) =
( d
dt
λ−1
n (t)

) 1
2
f(λ−1

n (t)),

então

(WTnW
−1g)(t) = tg(t).

Assim, Tn é unitariamente equivalente à Mt, e o resultado segue.
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2.4 Formalismo de Howland

Nesta seção descreveremos um método devido a Howland e Yajima ([35, 36, 59]) olhando

problemas dependentes do tempo em problemas independentes do tempo. As equações de

Hamilton para um sistema com função Hamiltoniana H(p1, . . . , pn, q1, . . . , qn, t) são

dqi
dt

=
∂H

∂pi
, −dpi

dt
=
∂H

∂qi
, i = 1, . . . , n.

Se H depende em t, a energia não é conservada para um tal sistema, mas pode-se montar

um sistema correspondente que conserva energia introduzindo t como uma coordenada e

a energia E como seu momento conjugado. A nova Hamiltoniana é

K(p,q, t, E) = E +H(p;q; t)

portanto, se denotarmos por σ o novo parâmetro “temporal”, as equações de Hamilton

correspondentes são

dqi
dσ

=
∂H

∂pi
, −dpi

dσ
=
∂H

∂qi
, i = 1, . . . , n

dt

dσ
=
∂K

∂E
= 1, −dE

dσ
=
∂H

∂t
.

Note que t = σ + cte e, assim, essas duas formulações são equivalentes.

Pode-se reformular o problema em Mecânica Quântica similarmente. Seja H(t) uma

famı́lia de operadores auto-adjuntos em um espaço de HilbertH e seja K := L2(R,H, dt) ≡∫ ⊕
R Hdt. Definindo K em K por

(Kf)(t) = −i d
dt
f(t) +H(t)f(t),

existiria (de acordo com a analogia clássica) uma correspondência entre as soluções de

d

dσ
ϕ(σ) = −iKϕ(σ)

em K e as soluções do problema dependente do tempo

d

dt
ϕs(t) = −iH(t)ϕs(t), ϕs(s) = ψ,

em H. Os detalhes técnicos são:

Proposição 2.4.1 Dado um propagador fortemente cont́ınuo e limitado U(t, s) sobre H,

tem-se que Wσ : K → K, dado por

(Wσf)t = U(t, t− σ)f(t− σ)
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é um grupo limitado fortemente cont́ınuo. Se K é o gerador infinitesimal de Wσ, então

escreve-se Wσ = e−iKσ.

Por exemplo, se U(t, s) = Id, ∀ t, s, então (Wσf)t = Idf(t − σ) = (Tσf)t, e portanto

e−iKσ = Tσ e é conhecido que K = −i d
dt

.

Teorema 2.4.1 Um grupo limitado fortemente cont́ınuo e−iσK sobre K é um grupo de

evolução limitado se, para cada σ, e−iσKT ∗σ é um operador fibrado e limitado.

Note que pelo Teorema 2.3.1 esse operador é fibrado se, e somente se,

e−iσKT ∗σMφ = Mφe
−iσKT ∗σ ,

para toda φ ∈ L∞(R). Isto é equivalente a

Mφσ = TσMφT
∗
σ = e−iσKMφe

iσK

sendo φσ(t) = φ(t− σ).

Dado um propagador U(t, s) fortemente cont́ınuo nota-se pela Proposição 2.4.1 que

(e−iKσf)t = U(t, t− σ)f(t− σ)

o qual é um grupo de evolução limitado, pois,

e−iKσT ∗σ = {U(t, t− σ)}t.

Além disso,

(e−iKσT ∗σ )t = U(t, t− σ)f(t) = U(t, 0)U(0, t− σ)f(t)

= U(t, 0)TσU(0, t)f(t+ σ) = U(t, 0)TσU(t, 0)−1T ∗σf(t)

e assim e−iσK = UTσU−1, em que U é o operador fibrado U = {U(t, 0)}t. Portanto, tal

grupo de evolução é similar a Tσ e o operador que faz a similaridade é fibrado. O próximo

teorema afirma que isso permanece verdadeiro em geral.

Teorema 2.4.2 Um grupo limitado fortemente cont́ınuo e−iσK em K é um grupo de

evolução limitado se, e somente se, existe um operador fibrado U = {U(t)}t∈R de forma

que

e−iσK = UTσU−1.

Além disso, se e−iσK é unitário, então U pode ser escolhido unitário.
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Observação. Se no Teorema 2.4.2 U e U1 são tais que UTσU−1 = e−iσK = U1TσU−1
1 ,

então TσU−1U1 = U−1U1Tσ, logo pela Proposição 2.3.1 c) U−1U1 é um operador fibrado

constante. Portanto, U(t) = U1(t)B em que B é invert́ıvel. Isso significa que o propagador

U(t, s) = U(t)U(s)−1 é unicamente determinado e, portanto, existe uma correspondência

bijetiva entre propagadores e grupos de evolução.

No caso H(t + τ) = H(t) sabemos que os propagadores satisfazem U(t + τ, s + τ) =

U(t, s), para todo t, s ∈ R e então , ∀ n ∈ Z,

U(t+ nτ, s) = U(t, s)[U(s+ τ, s)]n

e o operador UF(s) := U(s + τ, s) é chamado de operador de Floquet em s ou ope-

rador de monodromia. Como UF(t) = U(t + τ, t) = U(t + τ, s + τ)U(s + τ, s)U(s, t) =

U(t, s)UF(s)U(t, s)−1, segue que UF(t) e UF(s) são unitariamente equivalentes e traba-

lhamos com o operador de Floquet como sendo UF := UF(0) = U(τ, 0).

Suponha que Kf = λf , como (e−iKσg)(t) = U(t, t− σ)g(t− σ), então

e−iλσf(t) = U(t, t− σ)f(t− σ),

logo,

f(t) = eiλσU(t, t− σ)f(t− σ), ∀ σ ∈ R,

denotando t− σ = s

f(t) = eiλ(t−s)U(t, s)f(s),

e como U(·, ·) é fortemente cont́ınuo conclui-se o seguinte lema.

Lema 2.4.1 Se Kf = λf em K, então a aplicação R 3 t 7→ f(t) ∈ H é cont́ınua.

Lema 2.4.2 No caso de sistemas com peŕıodo τ , valem:

a) Se Kf = λf, então UF(s)f(s) = e−iλτf(s), ∀ s ∈ R.

b) Se UF(s)ξs = e−iλτξs, ξs ∈ H, ∀ s, então a função fξ(t) := eiλ(t−s)U(t, s)ξs ∈ dom K e

Kfξ = λfξ.

Denote por W :=
∫ ⊕

[0,τ ]
U(t, 0)dt o operador unitário fibrado em K =

∫ ⊕
[0,τ ]

Hdt e

B :=
∫ ⊕

[0,τ ]
UFdt = Id⊗ UF =

∫ ⊕
[0,τ ]

U(τ, 0)dt, tem-se o seguinte

Teorema 2.4.3 W (Id ⊗ UF)W ∗ = e−iKτ , ou seja, Id ⊗ UF e e−iKτ são unitariamente

equivalentes.
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Demonstração: Seja {ξj} base ortonormal de H e considere a base ortonormal {un,j}

de K, dada por (un,j)(t) = 1√
τ
e

2πint
τ ξj. Tem-se que

(W (Id⊗ UF)W ∗un,j)(t) = U(t, 0)((Id⊗ UF)W ∗un,j)(t)

= U(t, 0)UF(W ∗un,j)(t)

= U(t, 0)U(τ, 0)U(t, 0)−1un,j(t)

=
1√
τ
e

2πint
τ U(t+ τ, τ)U(τ, 0)U(0, t)ξj

=
1√
τ
e

2πint
τ U(t+ τ, t)ξj =

1√
τ
e

2πint
τ U(t, t− τ)ξj

e, por outro lado,

(e−iKτun,j)(t) = U(t, t− τ)un,j(t− τ) =
1√
τ
e

2πint
τ U(t, t− τ)ξj,

e assim

W (Id⊗ UF)W ∗un,j = e−iKτun,j, ∀ n, j.

Portanto, W (Id⊗ UF)W ∗ = e−iKτ .

De acordo com ([27], [35], [59]) se existe o propagador unitário U(t, s) associado com

o sitema periódico de peŕıodo T

H(t) = H0 + V (t), ∀t ∈ R

com H0 : dom H0 ⊂ H → H auto-adjunto e V (t) : H → H limitado e auto-adjunto para

todo t, então o operador quase-energia ou Hamiltoniana de Floquet K é dado formalmente

por K = −i∂t +H(t) = −i∂t +H0 + V (t) = −i∂t ⊗ Id + Id ⊗H(t) e ele é entendido como

o fecho do operador essencialmente auto-adjunto

K0 : C∞
T (R)⊗ dom H0 ⊂ K → K,

em que C∞
T (R) é o espaço das funções C∞ e periódicas de peŕıodo T em R e C∞

T (R) ⊗

dom H0 é o espaço vetorial gerado pelo conjunto

{η(t)ψ : η ∈ C∞
T (R), ψ ∈ dom H0}.

Para η ⊗ ψ ∈ C∞
T (R)⊗ dom H0, tem-se que

K0(η ⊗ ψ)(t) = −iη′(t)ψ + η(t)H(t)ψ.
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Sistemas Quânticos governados por Hamiltonianas periódicas no tempo tem seu com-

portamento da dinâmica frequentemente caracterizado pelas propriedades espectrais do

correspondente operador de Floquet UF ([1], [3], [4], [9], [12], [16], [21], [24], [30], [32], [33],

[40], [45], [47]). Sendo Id⊗UF unitariamente equivalente a e−iKτ , é equivalente estudar as

propriedades espectrais de K ou UF .

O interesse principal na análise espectral das Hamiltonianas de Floquet K é o estudo

da estabilidade do sistema quântico periódico no tempo associado, visto que é uma con-

sequência do Teorema RAGE (Ruelle-Amrein-Georgescu-Enss), veja [30], que UF é pontual

puro se, e somente se,

lim
n→∞

sup
t>0

∥∥∥∥∥
∞∑
m=n

Pmψ(t)

∥∥∥∥∥ = 0, ∀ψ0 ∈ H, (2.4)

em que Pm é a projeção espectral sobre o auto-espaço do autovalor hm de H0, se K =

−i∂t + H(ωt), com H(ωt) = H0 + V (ωt), e H0 com espectro discreto com autovalores

{hm}.

A equação (2.4) diz que a probabilidade da trajetória quântica ψ(t), com uma condição

inicial arbitrária ψ0 explorar os auto-estados de H0 de energia maior do que En torna-se

cada vez menor para n cada vez maior. Por outro lado, se ψ0 pertence ao subespaço

espectral cont́ınuo de UF , então (veja [30])

∀m ∈ N, lim
t→∞

1

t

∫ t

0

‖Pmψ(t)‖ dt = 0,

que significa que a probabilidade de retorno média da trajetória estar no m-ésimo sub-

espaço espectral de H0 se anula. Isso implica que supt>0 〈H0ψ(t), ψ(t)〉 = ∞. Em geral, o

fato de ψ0 pertencer ao subespaço espectral pontual de UF não implica que

sup
t>0

〈H0ψ(t), ψ(t)〉 <∞,

ou seja, limitação uniforme da energia (veja [22], [23]). No entanto, em [27] é provado que a

aplicabilidade do método KAM fornece um limite uniforme em t no crescimento da energia

para Hamiltonianas como em [26] que estudamos no Caṕıtulo 3, mais precisamente,

sup
t>0

〈H0ψ(t), ψ(t)〉 <∞

e

sup
t>0

〈(H0 + V (ωt))ψ(t), ψ(t)〉 <∞.
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O estudo do espectro da Hamiltoniana de Floquet K = −i∂t+H0+V (ωt) em geral não

é uma tarefa fácil pois, em muitas situações interessantes, o espectro da Hamiltoniana de

Floquet associada a Hamiltoniana não-perturbada H0, a saber K0 = −i∂t +H0, é pontual

puro e denso em R. Particularmente, isso exclui a aplicação da teoria de pertubação regular

devida a Kato [44] e Rellich [54].



Caṕıtulo 3

A Técnica KAM

Neste caṕıtulo estudaremos como a técnica KAM é utilizada para mostrar que a Hamilto-

niana de Floquet−i∂t+H0+V(ωt), atuando em L2([0, T ],H, dt), dependendo do parâmetro

ω = 2π
T
, possui espectro pontual puro para valores adequados de ω. Assumiremos que o

espectro de H0 em H é discreto, σ(H0) = {hm}∞m=1, mas possivelmente degenerado, e

que t → V(t) ∈ B(H) é uma função 2π-periódica com valores no espaço de operadores

hermitianos em H.

O caṕıtulo é organizado como segue. Na Seção 3.1 introduziremos a notação e apresen-

taremos o teorema principal. Na Seção 3.2 daremos a idéia básica do algoritmo tipo KAM,

o qual consiste num procedimento interativo que resulta na diagonalização da Hamilto-

niana de Floquet. Para este propósito é considerada uma sequência direta de espaços

de Banach. Nas Seções 3.3 a 3.7 serão apresentados resultados adicionais necessários

para a demonstração do teorema principal, particularmente os detalhes da construção dos

espaços de Banach auxiliares e a construção do conjunto de frequências não-ressonantes

para as quais a Hamiltoniana de Floquet apresentará espectro pontual puro. A Seção 3.8

é devotada à demonstração do teorema principal.

3.1 O Teorema Principal

O objeto central que queremos estudar neste trabalho é um operador auto-adjunto da

forma K + V agindo no espaço de Hilbert

K = L2([0, T ], dt)⊗H ∼= L2([0, T ],H, dt),

33
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em que T = 2π
ω

, ω é um número positivo (que será chamado de frequência) e H é um

espaço de Hilbert separável fixado. O operador K é auto-adjunto e tem a forma

K = −i∂t ⊗ Id + Id ⊗H0,

em que o operador diferencial −i∂t age em L2([0, T ], dt) e representa o operador auto-

adjunto caracterizado por condições de fronteira periódicas. Isto significa que os auto-

valores de −i∂t são da forma kω, k ∈ Z, e os correspondentes autovetores normalizados

são Xk(t) = T−1/2eikωt. H0 é um operador auto-adjunto em H e é suposto ter espectro

discreto com autovalores {hm}∞m=1. Observe que neste caṕıtulo o operador K representará

a Hamiltoniana de Floquet do sistema não-perturbado correspondente à Hamiltoniana

independente do tempo H0. Finalmente, V é um operador Hermitiano e limitado em K

determinado por uma função mensurável t 7→ V(ωt) ∈ B(H) tal que supt∈R, V(t) é 2π-

periódica, e V(t)∗ = V(t) para q.t.p., t ∈ R. Naturalmente, (Vψ)(t) = V(ωt)ψ(t) em

K ∼= L2([0, T ],H, dt).

Seja ∑
k∈Z

kωPk,

a decomposição espectral de −i∂t em L2([0, T ], dt) e

H0 =
∑
m∈N

hmQm,

a decomposição espectral de H0 em H. Assim, podemos escrever

H =
⊕∑

m∈N

Hm,

em queHm = Img(Qm) é o auto-espaço de hm. Supomos que as multiplicidades são finitas,

Mm = dimHm <∞, ∀m ∈ N.

Portanto, o espectro de K é pontual puro e sua decomposição espectral fica

K =
∑
k∈Z

∑
m∈N

(kω + hm)Pk ⊗Qm, (3.1)

implicando a decomposição de K na soma direta,

K =
⊕∑

(k,m)∈Z×N

Img(Pk ⊗Qm).

Observe que o espectro de K é pontual puro e denso em R, para q.t.p. ω ∈ R. A

densidade do espectro segue da seguinte proposição cuja demonstração pode ser encontrada

no Apêndice A de [29]:
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Proposição 3.1.1 Suponha que um conjunto E ⊂ R satisfaz supE = +∞. Então o

conjunto ωZ + E é denso em R, para q.t.p. ω ∈ R (no sentido de Lebesgue).

Seguem algumas notações adicionais. Sejam

Vknm =
1

T

∫ T

0

e−ikωtQnV(ωt)Qmdt (3.2)

=
1

2π

∫ 2π

0

e−iktQnV(t)Qmdt ∈ B(Hm,Hn)

Além disso,

∆mn = hm − hn,

∆0 = inf
m6=n

|∆mn| ,

e se Ω∗ é um subconjunto mensurável de R, então |Ω∗| denota sua medida de Lebesgue.

Agora somos capazes de formular o resultado principal. Observe que embora não

indicado explicitamente na notação, o operador K + V depende do parâmetro ω. Além

disso, K + V é auto-adjunto pelo Teorema de Kato-Rellich(veja[17]).

Teorema 3.1.1 Fixe J > 0 e seja Ω0 = [8
9
J, 9

8
J ]. Assuma que ∆0 > 0, e que existe σ > 0

tal que

∆σ(J) := Jσ
∑

m,n∈N
∆mn>J/2

MmMn

(hm − hn)σ
<∞.

Então, para cada r > σ+ 1
2
, existem constantes positivas ε∗ = ε∗(r,∆0, J) e δ∗ = δ∗(σ, r, J)

com a propriedade: se

εV := sup
n∈N

∑
k∈Z

∑
m∈N

‖Vknm‖max{|k|r , 1} < min
{
ε∗(r,∆0, J),

|Ω0|
δ∗(σ, r, J)

}
,

com Vknm como em 3.2 então existe um subconjunto mensurável Ω∞ ⊂ Ω0 tal que

|Ω0| − |Ω∞| ≤ δ∗εV, (3.3)

e o operador K + V tem espectro pontual puro, para todo ω ∈ Ω∞.

Conclúımos esta seção com uma breve descrição de um modelo que ilustra a eficácia

do Teorema 3.1.1. Considere H = L2([0, 1], dx), H0 = −∂2
x com condições de contorno

Dirichlet, ou seja, dom H0 = {ψ ∈ H2[0, 1] : ψ(0) = ψ(1) = 0} e V(t) = z(t)x2, sendo

z(t) uma função de peŕıodo 2π suficientemente regular. Como mostrado em [57] a análise

espectral deste modelo é equivalente à análise do também chamado Acelerador de Fermi.
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Os autovalores de H0 são simples, hm = m2π2 para m ∈ N = 1, 2, 3, ..., com autofunções

normalizadas iguais a ψm =
√

2 sen(mπx). Neste caso,

Vknm = zk ×


8(−1)m+nmn
(m2−n2)2π2 se m 6= n,

1
3
− 1

2m2π2 se m = n,

em que zk = 1
2π

∫ 2π

0
e−iktz(t)dt é o coeficiente de Fourier de z(t). Com efeito, se m = n

QnV(t)Qn(ψn) = QnV(t)(
√

2sennπx) = Qn(z(t)x
2ψn(x))

= 〈z(t)x2ψn(x), ψn(x)〉ψn(x)

=
(∫ 1

0

z(t)x2
√

2 sen(nπx)
√

2 sen(nπx)dx
)
ψn

=
(
2z(t)

∫ 1

0

x2sen2(nπx)dx
)
ψn.

Como
∫ 1

0
x2sen2(nπx)dx = 1

3
− 1

2n2π2 , obtemos que

Vknm =
1

2π

∫ 2π

0

e−iktz(t)
(1

3
− 1

2n2π2

)
dt = zk

(1

3
− 1

2n2π2

)
.

Se m 6= n

QnV(t)Qm(ψm) = QnV(t)(
√

2senmπx) = Qn(z(t)x
2ψm(x))

= 〈z(t)x2ψm(x), ψn(x)〉ψm(x)

=
(∫ 1

0

z(t)x2
√

2 sen(mπx)
√

2 sen(nπx)dx
)
ψm

=
(
2z(t)

∫ 1

0

x2sen(mπx)sen(nπx)dx
)
ψm.

Como
∫ 1

0
x2sen(mπx)sen(nπx)dx = 4(−1)m+nmn

(m2−n2)π2 , obtemos que

Vknm =
1

2π

∫ 2π

0

e−iktz(t)
8(−1)m+nmn

(m2 − n2)π2
dt = zk

8(−1)m+nmn

(m2 − n2)π2
.

Portanto,

εV = sup
n∈N

∑
k∈Z

∑
m∈N

‖Vknm‖max{|k|r , 1}

= sup
n∈N

∑
k∈Z

(
|zk|

(1

3
− 1

2n2π2

)
+
∑
m6=n
m∈N

|zk|
8mn

(m2 − n2)π2

)
max{|k|r , 1}

= sup
n∈N

∑
k∈Z

|zk|
[(1

3
− 1

2n2π2

)
+
∑
m6=n

8mn

(m2 − n2)π2

]
max{|k|r , 1}

= sup
n∈N

(1

3
+

2

n2π2
+

4

π2

n−1∑
j=1

1

j2

)∑
k∈Z

|zk|max{|k|r , 1}

=
∑
k∈Z

|zk|max{|k|r , 1}.
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Fixe J > 0,

∆σ(J) = Jσ
∑

m,n∈N
∆mn>J/2

1

(m2 − n2)σ(π2)σ
<∞

se, e somente se, σ > 1. Por outro lado, para termos εV finito, é suficiente que z(t) ∈ Cs,

sendo s > r + 1 > σ + 1
2

+ 1 > 5
2
. Então, z(t) ∈ C3 é suficiente para que a teoria seja

aplicável. Isto pode ser comparado a um resultado anterior de [28] que fornecia a condição

z(t) ∈ C17.

3.2 Procedimento Limite Formal

Considere uma sequência direta de espaços de Banach {Bs, τus} com limite indutivo ou

limite direto B∞, como definido na Seção 1.3.

Seja D∞ ∈ B(B∞) o limite indutivo, como definido na Seção 1.3 de uma famı́lia de

operadores limitados {Ds ∈ B(Bs)}s≥0 com a propriedade

‖Ds‖ ≤ 1, ‖1−Ds‖ ≤ 1, ∀s. (3.4)

Seja uma sequência de espaços de dimensão 1, KKs, s = 0, 1, 2, 3, . . . ,∞, em que Ks

é o elemento básico e K = R ou C dependendo se os espaços de Banach Bs são reais ou

complexos, respectivamente. Sejam

B̃s = KKs ⊕ Bs, s = 0, 1, . . . ,∞.

Então {B̃s}∞s=0 define uma sequência direta de espaços vetoriais se definimos τ̃us : B̃s → B̃u,

para s ≤ u por τ̃us|Bs = τus e τ̃us(Ks) = Ku.

Seja

φ(x) =
1

x

(
ex − ex − 1

x

)
=

∞∑
k=0

k + 1

(k + 2)!
xk (3.5)

se usarmos que ex =
∑∞

k=0
1
k!
xk.

Proposição 3.2.1 Suponha que além das sequências {Bs}∞s=0, {Ks}∞s=0 e {Ds}∞s=0, são

dadas as sequências {Vs}∞s=0 e {θsu}∞u=s+1 tais que Vs ∈ Bs, θsu ∈ B(Bu) e

θsvτvu = τvuθ
s
u se s < u ≤ v. (3.6)

Sejam

Ts = eθ
s−1
s eθ

s−2
s . . . eθ

0
s ∈ B(Bs), para s ≥ 1. (3.7)
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Seja {Ws}∞s=0 outra sequência, com Ws ∈ Bs, definida recursivamente:

W0 = V0,

Ws+1 = τs(Ws) + Ts+1(Vs+1 − τs(Vs)) + θss+1φ(θss+1)τs(1−Ds)(Ws − τs−1(Ws−1)), (3.8)

em que, por convenção, B−1 = 0, W−1 = 0. Estenda as transformações θsu à θ̃su : B̃u → B̃u
por

θ̃su(Ku) = −θsuDu(τus(Ws))− (1−Du)(τus(Ws)− τu,s−1(Ws−1)), (3.9)

e consequentemente as transformações Ts à T̃s : B̃s → B̃s,

T̃s = eθ̃
s−1
s eθ̃

s−2
s . . . eθ̃

0
s ,

para s ≥ 1, T̃0 = Id. Então

T̃s(Ks + Vs) = Ks + Ds(Ws) + (1−Ds)(Ws − τs−1(Ws−1)), (3.10)

para s = 0, 1, 2, . . . .

Observação 3.2.1 Como θ̃su(Ku) ∈ Bu, então

T̃s(Ks)−Ks ∈ Bs.

Além disso, obtemos de (3.9) que para 0 ≤ s < u ≤ v,

τvuθ̃
s
u(Ku) = τvu(−θsuDu(τus(Ws))− (1−Du)(τus(Ws)− τu,s−1(Ws−1)))

= −τvuθsuDu(τus(Ws))− τvu(1−Du)(τus(Ws)− τu,s−1(Ws−1))

= −θsvτvuDu(τus(Ws))− (1−Dv)τvu(τus(Ws)− τu,s−1(Ws−1))

= −θsvDv(τvs(Ws))− (1−Dv)(τvs(Ws)− τv,s−1(Ws−1))

= θ̃sv(Kv).

Assim, as funções θ̃su satisfazem

θ̃sv τ̃vu = τ̃vuθ̃
s
u se s < u ≤ v.

Demonstração da Proposição 3.2.1: Por indução em s. Para s = 0 tem-se T̃0(K0+

V0) = K0 + V0 e o lado direito de (3.10) fica

K0 + D0(V0) + (1−D0)(V0) = K0 + D0(V0) + V0 −D0(V0) = K0 + V0.



39

Suponha que a afirmação é verdadeira para s, e mostremos que vale para s+ 1,

T̃s+1(Ks+1 + Vs+1) = T̃s+1(Ks+1 + τ̃sVs − τ̃sVs + Vs+1)

= T̃s+1(τ̃s(Ks) + τ̃s(Vs)− τs(Vs) + Vs+1)

= T̃s+1τ̃s(Ks + Vs) + Ts+1(Vs+1 − τs(Vs))

= (e
eθs
s+1e

eθs−1
s+1 . . . e

eθ0s+1)τ̃s(Ks + Vs) + Ts+1(Vs+1 − τs(Vs))

= e
eθs
s+1 τ̃sT̃s(Ks + Vs) + Ts+1(Vs+1 − τs(Vs))

= e
eθs
s+1 τ̃s(Ks + Ds(Ws) + (1−Ds)(Ws − τs−1(Ws−1))

+Ts+1(Vs+1 − τs(Vs))

= e
eθs
s+1(Ks+1 + Ds+1τs(Ws)) + eθ

s
s+1τs(1−Ds)(Ws − τs−1(Ws−1))

+Ts+1(Vs+1 − τs(Vs)).

Como e
eθs
s+1 = (Id +

∑∞
k=1

1
k!

(θ̃ss+1)
k) e

θ̃ss+1τ̃s(Ks + Ds(Ws)) = θ̃ss+1(K
s
s+1 + τsDs(Ws))

= θ̃ss+1(Ks+1) + θ̃ss+1τsDs(Ws)

= −θss+1Ds+1(τs(Ws))− (1−Ds+1)(τs(Ws)− τs+1,s−1(Ws−1))

+θss+1Ds+1τs(Ws)

= −(1−Ds+1)(τs(Ws)− τs+1,sτs,s−1(Ws−1))

= −(1−Ds+1)(τs(Ws) + (1−Ds+1)τsτs−1(Ws−1)

= −τs(1−Ds)(Ws) + τs(1−Ds)τs−1(Ws−1)

= −τs(1−Ds)(Ws − τs−1(Ws−1)),
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obtemos que

T̃s+1(Ks+1 + Vs+1) = Ks+1 + Ds+1τs(Ws) +
( ∞∑
k=1

1

k!
(θ̃ss+1)

k−1
)
θ̃ss+1(τ̃s(Ks + Ds(Ws)))

+eθ
s
s+1τs(1−Ds)(Ws − τs−1(Ws−1)) + Ts+1(Vs+1 − τs(Vs))

= Ks+1 + Ds+1τs(Ws) +
eθ

s
s+1 − 1

θss+1

θ̃ss+1τ̃s(Ks + Ds(Ws))

+eθ
s
s+1τs(1−Ds)(Ws − τs−1(Ws−1)) + Ts+1(Vs+1 − τs(Vs))

= Ks+1 − (1− Ds+1)τs(Ws) + τs(Ws) + Ts+1(Vs+1 − τs(Vs))

+
(
eθ

s
s+1 − eθ

s
s+1 − 1

θss+1

)
τs(1−Ds)(Ws − τs−1(Ws−1))

= Ks+1 − (1−Ds+1)τs(Ws) + Ws+1

= Ks+1 − τs(Ws) + Ds+1τs(Ws) + Ws+1

+Ds+1(Ws+1)−Ds+1(Ws+1)

= Ks+1 + Ds+1(Ws+1) + (1−Ds+1)(Ws+1 − τs(Ws)).

Proposição 3.2.2 Assuma as sequências {Vs}∞s=0, {Ws}∞s=0 e {θsu}∞u=s como na Proposi-

ção 3.2.1. Denote

ws = ‖Ws − τs−1(Ws−1)‖

(com w0 = ‖W0‖). Assuma que existam uma sequência de números reais positivos {Fs}∞s=0

tal que

‖θsu‖ ≤ Fsws, ∀s, u e u > s, (3.11)

uma sequência de números reais não negativos {vs}∞s=0 tal que

‖Vs − τs−1(Vs−1)‖ ≤ vs, ∀s,

(para s = 0 isso significa ‖V0‖ ≤ v0) e uma constante A ≥ 0, tal que,

Fsv
2
s ≤ Avs+1, ∀s, (3.12)

e que

B =
∞∑
s=0

Fsvs <∞. (3.13)

Denote

C = sup
s
Fsvs. (3.14)
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Se d > 0 obedece

edB + Aφ(dC)d2 ≤ d, (3.15)

então

ws ≤ dvs, ∀s. (3.16)

Demonstração: Por indução em s. Para s = 0, temos V0 = W0, ‖V0‖ ≤ v0, ‖W0‖ =

w0. Dáı, w0 = ‖W0‖ = ‖V0‖ = v0 e (3.16) é verdadeiro se d ≥ 1, mas por (3.15) tem-se

que d ≥ 1. Suponha que (3.16) vale para s e mostremos que vale para s + 1. De (3.8),

obtemos

ws+1 = ‖Ws+1 − τs(Ws)‖

=
∥∥Ts+1(Vs+1 − τs(Vs)) + θss+1φ(θss+1)τs(1−Ds)(Ws − τs−1(Ws−1))

∥∥
≤ ‖Ts+1(Vs+1 − τs(Vs))‖+

∥∥θss+1φ(θss+1)τs(1−Ds)(Ws − τs−1(Ws−1))
∥∥

≤‖Ts+1‖ ‖Vs+1 − τs(Vs)‖+
∥∥θss+1

∥∥∥∥φ(θss+1)
∥∥ ‖τs‖ ‖(1−Ds)‖ ‖(Ws − τs−1(Ws−1))‖ .

De (3.4) e (3.11), segue que

ws+1 ≤ ‖Ts+1‖ vs+1 +
∥∥θss+1

∥∥φ(
∥∥θss+1

∥∥)ws
≤

∥∥∥eθs
s+1eθ

s−1
s+1 . . . eθ

0
s+1

∥∥∥ vs+1 + Fswsφ(Fsws)ws

≤
∥∥eθs

s+1

∥∥∥∥∥eθs−1
s+1

∥∥∥ . . . ∥∥∥eθ0s+1

∥∥∥ vs+1 + φ(Fsws)Fsw
2
s

≤ e‖θs
s+1‖e‖θ

s−1
s+1‖ . . . e‖θ0s+1‖vs+1 + φ(Fsws)Fsw

2
s

≤ eFswseFs−1ws−1 . . . eF0w0vs+1 + φ(Fsws)Fsw
2
s

= exp
( s∑
j=0

Fjwj

)
vs+1 + φ(Fsws)Fsw

2
s

≤ exp
(
d

s∑
j=0

Fjvj

)
vs+1 + φ(dFsvs)Fsd

2v2
s

≤ edBvs+1 + φ(dC)d2Avs+1

= (edB + φ(dC)d2A)vs+1 ≤ dvs+1.

Observação 3.2.2 a) Se B ≤ 1
3
ln 2 e Aφ(3C) ≤ 1

9
, então (3.15) vale com d = 3, pois

e3B + Aφ(3C)9 ≤ e3
1
3

ln 2 + 1
9
9 = 2 + 1 = 3.

b) Relembre que θs∞ ∈ B(B∞) é o único operador limitado em B∞ tal que

θs∞τ∞u = τ∞uθ
s
u, ∀u > s.
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Se (3.11) vale, então

‖θs∞‖ ≤ Fsws, (3.17)

pois se u > s e X ∈ Bu, segue que

‖θs∞τ∞u(X)‖ = ‖τ∞uθ
s
u(X)‖ ≤ ‖τ∞u‖ ‖θsu‖ ‖X‖ ≤ Fsws‖X‖,

e
⋃
u>s τ∞u(Bu) é denso em B∞.

Corolário 3.2.1 Sob as mesmas hipóteses da Proposição 3.2.2, se existe d > 0 tal que

(3.15) é satisfeito, e

Finf = inf
s
Fs > 0, (3.18)

então os limites

V∞ = lim
s→∞

τ∞s(Vs), W∞ = lim
s→∞

τ∞s(Ws)

existem em B∞, o limite

T∞ = lim
s→∞

eθ
s−1
∞ . . . eθ

0
∞

existe em B(B∞) e T∞ ∈ B(B∞) pode ser estendido para uma aplicação linear T̃∞ : B̃∞ →

B̃∞ por

T̃∞(K∞)−K∞ = lim
s→∞

τ∞s(T̃s(Ks)−Ks), (3.19)

com o limite existindo em B∞. Estes objetos obedecem a igualdade

T̃∞(K∞ + V∞) = K∞ + D∞(W∞). (3.20)

Demonstração: Se u ≥ s, então

‖τ∞u(Vu)− τ∞s(Vs)‖ =

∥∥∥∥∥
u∑

j=s+1

τ∞j(Vj − τj−1(Vj−1))

∥∥∥∥∥ ≤
u∑

j=s+1

‖τ∞j(Vj − τj−1(Vj−1))‖

≤
u∑

j=s+1

‖τ∞j‖ ‖(Vj − τj−1(Vj−1)‖ ≤
u∑

j=s+1

‖(Vj − τj−1(Vj−1)‖

≤
u∑

j=s+1

vj.

Como
∑∞

s=0 vs ≤
∑∞

s=0
Fs

Finf
vs = 1

Finf

∑∞
s=0 Fsvs <∞, a sequência {τ∞s(Vs)} é uma sequência

de Cauchy em B∞ e, portanto, V∞ ∈ B∞ existe. Como ωs ≤ dvs, ∀s, obtemos que, para
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u ≥ s,

‖τ∞u(Wu)− τ∞s(Ws)‖ =

∥∥∥∥∥
u∑

j=s+1

τ∞j(Wj − τj−1(Wj−1))

∥∥∥∥∥
≤

u∑
j=s+1

‖Wj − τj−1(Wj−1)‖

=
u∑

j=s+1

ωj = d

u∑
j=s+1

vj,

e com os mesmos argumentos anteriores segue que τ∞s(Ws) é uma sequência de Cauchy

em B∞ e, portanto, W∞ ∈ B∞ existe.

Sejam T s = eθ
s−1
∞ . . . eθ

0
∞ se s ≥ 1 e T 0 = Id. Se u ≥ s, então temos

∥∥T u − T s
∥∥ =

∥∥∥eθu−1
∞ . . . eθ

0
∞ − eθ

s−1
∞ . . . eθ

0
∞

∥∥∥
=

∥∥∥eθu−1
∞ . . . eθ

s
∞T s − T s

∥∥∥
=

∥∥∥(eθu−1
∞ . . . eθ

s
∞ − Id)T s

∥∥∥
≤

∥∥∥eθu−1
∞ . . . eθ

s
∞ − Id

∥∥∥∥∥T s∥∥
≤

(
exp

( u−1∑
j=s

∥∥θj∞∥∥ )− 1
)

exp
( s−1∑
j=0

∥∥θj∞∥∥ )
≤ exp

( u−1∑
j=0

∥∥θj∞∥∥ )− exp
( s−1∑
j=0

∥∥θj∞∥∥ )
≤ exp

(
d
u−1∑
j=0

Fjvj
)
− exp

(
d
s−1∑
j=0

Fjvj
)
.

Por (3.13) segue que {T s} é uma sequência de Cauchy em B(B∞) e, portanto, T∞ ∈ B∞
existe. Para mostrar (3.19) vamos primeiro verificar a desigualdade∥∥∥eeθs

u(Ku)−Ku

∥∥∥ ≤ 1 + dB

Finf

(eFsws − 1), (3.21)

se u > s. Observe que

e‖θ
s
u‖ − 1

‖θsu‖
=

∑∞
j=0

1
j!
‖θsu‖

j − 1

‖θsu‖

=

∑∞
j=1

1
j!
‖θsu‖

j

‖θsu‖

=
∞∑
j=1

1

j!
‖θsu‖

j−1.
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Portanto,

∥∥∥eeθs
u(Ku)−Ku

∥∥∥ =
∥∥∥(eeθs

u − Id)(Ku)
∥∥∥ =

∥∥∥∥∥(Id +
∞∑
j=1

1

j!
(θ̃su)

j − Id)(Ku)

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥(
∞∑
j=1

1

j!
(θ̃su)

j
)
(Ku)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥(
∞∑
j=1

1

j!
(θ̃su)

j−1
)
(θ̃su(Ku))

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

1

j!
(θ̃su)

j−1

∥∥∥∥∥∥∥∥(θ̃su(Ku))
∥∥∥ ≤ ∞∑

j=1

1

j!

∥∥∥θ̃su∥∥∥j−1 ∥∥∥(θ̃su(Ku))
∥∥∥

=
e‖θ

s
u‖ − 1

‖θsu‖

∥∥∥θ̃su(Ku)
∥∥∥

=
e‖θ

s
u‖ − 1

‖θsu‖
‖θsuDu(τus(Ws))− (1−Du)(τus(Ws)− τu,s−1(Ws−1))‖

≤ e‖θ
s
u‖ − 1

‖θsu‖
(
‖θsu‖ ‖Ws‖+ ‖τus(Ws)− τu,s−1(Ws−1)‖

)
=

e‖θ
s
u‖ − 1

‖θsu‖
(
‖θsu‖ ‖Ws‖+ ‖τus(Ws − τs,s−1(Ws−1))‖

)
≤ e‖θ

s
u‖ − 1

‖θsu‖
(
‖θsu‖ ‖Ws‖+ ‖Ws − τs−1(Ws−1)‖

)
≤ eFsωs − 1

Fsωs
(Fsωs ‖Ws‖+ ωs) = (eFsωs − 1)

(
‖Ws‖+

1

Fs

)
e agora ‖Ws‖ =

∑s
j=1(‖Wj‖ − ‖Wj−1‖) + ‖W0‖ , mas

ωj = ‖Wj − τj−1(Wj−1)‖ ≥ ‖Wj‖ − ‖τj−1(Wj−1)‖ ≥ ‖Wj‖ − ‖Wj−1‖ , ∀j,

e, portanto,

‖Ws‖ ≤
s∑
j=1

ωj ≤
∞∑
j=0

ωj ≤
∞∑
j=0

dvj ≤
d

Finf

∞∑
j=0

Fjvj =
dB

Finf

.

Assim, ∥∥∥eeθs
u(Ku)−Ku

∥∥∥ ≤ (eFsωs − 1)
(
‖Ws‖+

1

Fs

)
≤ (eFsωs − 1)

( dB
Finf

+
1

Fs

)
≤ (eFsωs − 1)

(1 + dB

Finf

)
,

e (3.21) está demonstrada.

Com o uso da identidade elementar

aj . . . a0 − 1 = aj . . . a1(a0 − 1) + aj . . . a2(a1 − 1) + (aj − 1),
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obtemos de (3.21), se 0 ≤ s ≤ t ≤ u que∥∥∥eeθt
u . . . e

eθs
u(Ku)−Ku

∥∥∥ ≤ e‖θt
u‖+...+‖θs+1

u ‖
∥∥∥eeθs

u(Ku)−Ku

∥∥∥
+e‖θt

u‖+...+‖θs+2
u ‖

∥∥∥eeθs+1
u (Ku)−Ku

∥∥∥+ . . .+
∥∥∥eeθt

u(Ku)−Ku

∥∥∥
≤ 1 + dB

Finf

(
eFtωt+...+Fs+1ωs+1(eFsωs − 1)

+(eFtωt+...+Fs+2ωs+2(eFs+1ωs+1 − 1) + . . .+ (eFtωt − 1)
)

=
1 + dB

Finf

(
eFtωt+...+Fsωs − 1

)
.

Para terminar esta demonstração denotemos temporariamente τs = τ∞s(T̃s(Ks)−Ks) ∈

B∞. Se t ≥ s, então

τt − τs = τ∞t(e
eθt−1
t . . . e

eθ0t (Kt)− τtse
eθs−1
s . . . e

eθ0s (Ks))

= τ∞t(e
eθt−1
t . . . e

eθ0t (Kt)− e
eθs−1
t . . . e

eθ0t (Kt))

= τ∞t((e
θt−1
t . . . eθ

s
t − 1)(e

eθs−1
t . . . e

eθ0t (Kt)−Kt) + e
eθt−1
t . . . e

eθs
t (Kt)−Kt).

Portanto,

‖τt − τs‖ ≤ 1 + dB

Finf

((eFt−1ωt−1+...+Fsωs − 1)(eFs−1ωs−1+...+F0ω0 − 1)

+(eFt−1ωt−1+...+Fsωs − 1))

=
1 + dB

Finf

(eFt−1ωt−1+...+F0ω0 − eFs−1ωs−1+...+F0ω0),

e, assim, {τs} é uma sequência de Cauchy, portanto o limite do lado direito de (3.19)

existe.

Para demonstrar (3.20), observe que

T̃∞(K∞ + V∞) = K∞ + lim
s→∞

τ∞s(T̃s(Ks)−Ks) + lim
s→∞

τ∞s(T̃s(Vs))

= K∞ + lim
s→∞

τ∞s(T̃s(Ks + Vs)−Ks)

= K∞ + lim
s→∞

τ∞s(Ds(Ws) + (1−Ds)(Ws − τs−1(Ws−1)))

= K∞ + lim
s→∞

(D∞(τ∞s((Ws)) + (1−D∞)(τ∞s(Ws)− τ∞,s−1(Ws−1)))

= K∞ + lim
s→∞

D∞(τ∞s((Ws)) + τ∞,s(Ws)− τ∞,s−1(Ws−1)

−D∞τ∞s(Ws) +D∞τ∞,s−1(Ws−1)

= K∞ +W∞ −W∞ +D∞W∞ = K∞ +D∞W∞.
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3.3 Convergência no Espaço de Hilbert Estendido K

Seja {Bs, τus} uma sequência direta de espaços de Banach reais ou complexos, conforme

vimos na Seção 3.2. Nesta seção assumimos que K é um espaço de Hilbert separável

complexo e K é um operador densamente definido fechado em K. Suponha que para cada

s ∈ Z+ é dado uma aplicação linear limitada,

ks : Bs → B(K), com ‖ks‖ ≤ 1,

e tal que

∀s, u, 0 ≤ s ≤ u, kuτus = ks.

Se os espaços de Banach Bs são reais, então a aplicação ks é suposta ser linear sobre

R caso contrário, é linear em C. Então existe uma única aplicação linear e limitada

k∞ : B∞ → B(K) que satisfaz, ∀s ∈ Z+, k∞τ∞s = ks. Claramente, ‖k∞‖ ≤ 1. Estenda a

aplicação ks para k̃s : B̃s = KKs + Bs → CK +B(K), definindo

k̃s(Ks) = K, ∀s ∈ Z+ ∪ {∞}.

Então k̃s(Ks+X) = K+ks(X), com X ∈ Bs, é um operador fechado em K com dom (K+

ks(X)) = dom K.

Suponha, além disso, que existe D ∈ B(B(K)) tal que

∀s ∈ Z+, Dks = ksDs.

Então tem-se que, ∀s ∈ Z+, ∀X ∈ Bs,

k∞D∞(τ∞sX) = k∞τ∞sDs(X) = ksDs(X) = Dks(X) = Dk∞(τ∞sX).

Uma vez que o conjunto de vetores {τ∞s(X); s ∈ Z+, X ∈ Bs} é denso em Bs, obtemos

k∞D∞ = Dk∞.

Proposição 3.3.1 Sob as hipóteses do Corolário 3.2.1 e as definidas acima, seja {As}∞s=0

uma sequência de operadores limitados em K tal que

∀s, u, 0 ≤ s < u, ∀X ∈ Bu ku(θ
s
u(X)) = [As, ku(X)], (3.22)

∀s ∈ Z+, As(dom K) ⊂ dom K,

e

∀s, u, 0 ≤ s < u, [As,K] = ku(θ̃
s
u(Ku))|dom K.
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Além disso, assuma que
∞∑
s=0

‖As‖ <∞. (3.23)

Sejam

V = k∞(V∞), W = k∞(W∞).

Então o limite

U = lim
s→∞

eAs−1 . . . eA0 , (3.24)

existe na norma de operadores, U ∈ B(K) tem uma inversa limitada e vale

U(dom K) = dom K,

e

U(K + V)U−1 = K + D(W). (3.25)

Para demonstrar esse resultado precisamos do seguinte lema, em que usaremos a

notação adAB = [A,B]. Logo, eλadAB = eλABe−λA. De fato,

eλadAB =
( ∞∑
j=0

1

j!
(λadA)j

)
(B)

=
(
Id + λadA +

1

2!
λ2ad2

A + . . .+
1

n!
λnadnA + . . .

)
B

= B + λadAB +
1

2!
λ2adA(adAB) + . . .+

1

n!
λnadnAB + . . .

= B + λ[A,B] +
1

2!
λ2adA[A,B] +

1

3!
λ3ad2

A[A,B] + . . .

= B + λ[A,B] +
1

2!
λ2[A, [A,B]] +

1

3!
λ3adA[A, [A,B]] + . . .

= B + λ[A,B] +
1

2!
λ2[A, [A,B]] +

1

3!
λ3[A, [A, [A,B]]] + . . . .

Por outro lado,

eλABe−λA =
(
Id + λA+

λ2

2!
A2 + . . .+

λn

n!
An + . . .

)
B
(
Id − λA+

λ2

2!
A2 + . . .+

λn

n!
An
)

=
(
B + λAB +

λ2

2!
A2B + . . .+

λn

n!
AnB + . . .

)
×
(
Id + λA+

λ2

2!
A2 − λ3

3!
A3 + . . .

)
= B + λAB − λBA+

λ2

2!
A2B +

λ2

2!
BA2 − λ2ABA+ . . .

= B + λ[A,B] +
1

2!
λ2[A, [A,B]] + . . .

e o resultado segue.
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Lema 3.3.1 Assuma queH é um espaço de Hilbert, K é um operador fechado emH, A,B ∈

B(H),

A(dom K) ⊂ dom K,

e

[A,K] = B|dom K .

Então, ∀λ ∈ C vale

eλA(dom K) = dom K, (3.26)

e

e−λAKeλA = K +
e−λadA − 1

adA
B.

Demonstração: Escolha um vetor arbitrário v ∈ dom K e sejam

vn =
n∑
k=0

λk

k!
Akv, ∀n ∈ Z+.

Então vn ∈ dom K, pois A(dom K) ⊂ dom K e vn → eλAv, quando n → ∞. Por outro

lado,

Kvn =
n∑
k=0

λk

k!
(KAk − AkK)v +

n∑
k=0

λk

k!
AkKv

= −
n∑
k=1

λk

k!

k−1∑
j=0

AjBAk−1−jv +
n∑
k=0

λk

k!
AkKv.

Logo, limn→∞Kvn existe e chamemos o limite de u. Como K é fechado, vn → eλAv e

Kvn → u segue que eλAv ∈ dom K e K(eλAv) = u. Portanto,

eλA(dom K) ⊂ dom K.

Mas (eλA)−1 = e−λA e dáı

dom K ⊂ e−λA(dom K).

Assim, eλAdom K = dom K, ∀λ ∈ C. Além disso, o cálculo acima também mostra que

KeλAv = −
∞∑
k=1

λk

k!

k−1∑
j=0

AjBAk−1−jv +
∞∑
k=0

λk

k!
AkKv, ∀v ∈ dom K.

Portanto,

KeλA = −
∞∑
k=1

λk

k!

k−1∑
j=0

AjBAk−1−j + eλAK,
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e segue que KeλA = −eλA
(

1−e−λadA

adA
B
)

+ eλAK; logo,

e−λAKeλA = K +
e−λadA − 1

adA
B.

Demonstração da Proposição 3.3.1: Sejam 0 ≤ s < u, para todo X ∈ Bu, temos

que

k∞θ
s
∞(τ∞uX) = k∞τ∞uθ

s
u(X) = kuθ

s
u(X) = [As, ku(X)] = [As, k∞(τ∞uX)].

Como o conjunto de vetores {τ∞u(X); s < u,X ∈ Bu} é denso em B∞, temos, ∀X ∈ B∞,

k∞θ
s
∞(X) = [As, k∞(X)]

e, portanto, k∞

(
eθ

s
∞(X)

)
= eAsk∞(X)e−As. Sejam

Us = eAs−1 . . . eA0 , para s ≥ 1, U0 = Id.

A hipótese (3.23) implica que ambas as sequências {Us} e {U−1
s } são de Cauchy em B(K),

pois para u ≥ s, temos

‖Uu −Us‖ ≤
(

exp(
u−1∑
j=s

‖As‖)− 1
)

exp(
s−1∑
j=0

‖As‖)

= exp(
u−1∑
j=0

‖As‖)− exp(
s−1∑
j=0

‖As‖),

ainda (Us)
−1 = (eAs−1 . . . eA0)−1 = e−A0 . . . e−As−1 e, portanto, o limite (3.24) existe na

norma de operadores, com

U−1 = lim
s→∞

U−1
s ∈ B(K).

Além disso, ∀X ∈ B∞,

k∞T∞(X) = k∞( lim
s→∞

eθ
s−1
∞ . . . eθ

0
∞X)

= lim
s→∞

(k∞e
θs−1
∞ (eθ

s−2
∞ . . . eθ

0
∞X)e−As−1) (3.27)

= lim
s→∞

(
eAs−1k∞e

θs−2
∞ . . . eθ

0
∞Xe−As−1

)
= lim

s→∞
Usk∞(X)U−1

s .

Agora vamos calcular k̃sT̃s(Ks). Para 0 ≤ s < u, seja Bs = ku(θ̃
s
u(Ku)) ∈ B(K) e observe

que Bs não depende em u > s, pois se 0 ≤ s < u ≤ v, então

ku(θ̃
s
u(Ku)) = kv(τvuθ̃

s
u(Ku)) = kv(θ̃

s
v(Kv)).
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Podemos aplicar o Lema 3.3.1 aos operadores K,As e Bs para concluir que e−As(dom K) =

dom K e

eAsKe−As = K +
eadAs − 1

adAs

Bs. (3.28)

Por outro lado, usando (3.22)

k̃u(e
eθs
u(Ku)) = k̃u

(
Ku +

eθ
s
u − 1

θsu
θ̃su(Ku)

)
= K +

eadAs − 1

adAs

Bs.

Assim, k̃u(e
eθs
u(Ku)) = eAsKe−As . Consequentemente, Us(dom K) = dom K e

k̃sT̃s(Ks) = k̃s

(
e
eθs−1
s . . . e

eθ0s (Ks)
)

= k̃se
eθs−1
s

(
e
eθs−2
s . . . e

eθ0s (Ks)
)

= eAs−1 k̃s

(
e
eθs−2
s . . . e

eθ0s (Ks)
)
e−As−1 (3.29)

= eAs−1 . . . eA0Ke−A0 . . . e−As−1 = UsKU−1
s .

Seja Cs = UsKU−1
s −K de (3.28), obtemos que Cs ∈ B(K) e podemos calcular, usando

a relação (3.29), o limite

C = lim
s→∞

Cs = lim
s→∞

ks(T̃s(Ks)−Ks)

= k∞( lim
s→∞

τ∞s(T̃s(Ks)−Ks)) = k∞(T̃∞(K∞)−K∞).

Logo, K + C = k̃∞(T̃∞(K∞)). Usando que K é fechado, a equação UsKU−1
s = K + Cs e

o fato das sequências {U±1
s } e {Cs} convergirem, obtemos que U±1(dom K) ⊂ dom K e,

portanto, U±1(dom K) = dom K. Além disso,

UKU−1 = lim
s→∞

UsKU−1
s

= K + lim
s→∞

Cs (3.30)

= K + C = k̃∞T̃∞(K∞).

De (3.27) e (3.30), segue que

k̃∞T̃∞(X) = Uk̃∞(X)U−1, ∀X ∈ B̃∞.

Mas por (3.20) T̃∞(K∞ + V∞) = K∞ +D∞(W∞). Portanto, aplicando k̃∞, obtemos

k̃∞T̃∞(K∞) + k̃∞T̃∞(V∞) = K + k∞D∞(W∞),

ou seja, U(K + V)U−1 = K +D(W ).
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3.4 Escolha da Sequência Direta de Espaços de Ba-

nach

Suponha que sejam dados uma sequência decrescente de subconjuntos do intervalo ]0,∞[,

Ω0 ⊃ Ω1 ⊃ Ω2 ⊃ . . . , uma sequência decrescente de números reais positivos {ϕs}∞s=0 e uma

sequência estritamente crescente de números reais positivos {Es}∞s=0, 1 ≤ E1 < E2 < . . . .

Considere os espaços de Banach complexos 0Bs, s ≥ 0, como o subespaço

0Bs ⊂ L∞
(
Ωs × Z× N× N,

∑
n∈N

⊕∑
m∈N

B(Hm,Hn)
)
,

formado por aqueles elementos X = {Xknm(ω)} que satisfazem

Xknm(ω) ∈ B(Hm,Hn), ∀ω ∈ Ωs, ∀(k, n,m) ∈ Z× N× N,

e tem norma finita

‖X‖s = sup
ω,ω′∈Ωs

ω 6=ω′

sup
n∈N

∑
k∈Z

∑
m∈N

(
‖Xknm(ω)‖+ ϕs

∥∥∥∂̃Xknm(ω, ω′)
∥∥∥)e|k|/Es , (3.31)

onde o śımbolo ∂̃ designa a derivada discreta em ω,

∂̃X(ω, ω′) =
X(ω)−X(ω′)

ω − ω′
.

No Apêndice, é mostrado que (0Bs, ‖ · ‖s) é um espaço de Banach e que se X, Y ∈ Bs e a

multiplicação XY é dada por (3.78), então ‖XY ‖s ≤ ‖X‖s‖Y ‖s.

Seja Bs ⊂ 0Bs o subespaço fechado formado pelos elementos X ∈ 0Bs que satisfazem

∀(k, n,m) ∈ Z× N× N, ∀ω ∈ Ωs, Xknm(ω)∗ = X−k,m,n(ω) ∈ B(Hn,Hm). (3.32)

A sequência de espaços de Banach, {Bs}∞s=0, torna-se uma sequência direta se conside-

ramos, para u ≥ s,

τus : Bs → Bu, τus(X) = X|Ωu .

Por causa da monotonicidade das sequências {Ωs}, {ϕs} e {Es} claramente temos ‖τus‖ ≤

1. De fato, se X ∈ Bs, então

‖τusX‖u = sup
ω,ω′∈Ωu

ω 6=ω′

sup
n

∑
k

∑
m

(
‖Xknm(ω)‖+ ϕu

∥∥∥∂̃Xknm(ω, ω′)
∥∥∥)e|k|/Eu

≤ sup
ω,ω′∈Ωu

ω 6=ω′

sup
n

∑
k

∑
m

(
‖Xknm(ω)‖+ ϕs

∥∥∥∂̃Xknm(ω, ω′)
∥∥∥)e|k|/Es

≤ sup
ω,ω′∈Ωs

ω 6=ω′

sup
n

∑
k

∑
m

(
‖Xknm(ω)‖+ ϕs

∥∥∥∂̃Xknm(ω, ω′)
∥∥∥)e|k|/Es

= ‖X‖s .
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Agora, introduzimos o operador limitado Ds ∈ B(Bs) como o operador que extrai a

parte diagonal, ou seja,

Ds(X)knm(ω) = δk0δnmX0nn(ω). (3.33)

Claramente, ‖Ds‖ ≤ 1 e ‖1−Ds‖ ≤ 1.

Seja

V ∈ L∞
(
Z× N× N,

∑
n∈N

⊕∑
m∈N

B(Hm,Hn)
)
,

o elemento com componentes Vknm ∈ B(Hm,Hn) dado em (3.2). Como, por hipótese, V (t)

é hermitiano, para quase todo t, segue que (Vknm)∗ = V−k,m,n. Ainda assumiremos, como

no Teorema 3.1.1, que existe r > 0 tal que

εV = sup
n∈N

∑
k∈Z

∑
m∈N

‖Vknm‖max{|k|r , 1} <∞. (3.34)

Vamos definir os elementos Vs ∈ Bs, s ≥ 0, por

(Vs)knm(ω) =

 Vknm se |k| < Es,

0 se |k| ≥ Es.
(3.35)

Verifiquemos que Vs ∈ Bs: pela definição de Vs, tem-se que para todo (k, n,m) ∈ Z×N×N

e ω ∈ Ωs, (Vs)knm(ω)∗ = (Vs)−k,m,n e

‖Vs‖s = sup
ω,ω′∈Ωs

ω 6=ω′

sup
n∈N

∑
k∈Z

∑
m∈N

(
‖(Vs)knm(ω)‖+ ϕs

∥∥∥∂̃(Vs)knm(ω, ω′)
∥∥∥)e|k|/Es

= sup
ω,ω′∈Ωs

ω 6=ω′

sup
n∈N

∑
|k|<Es

∑
m∈N

(
‖Vknm‖+ ϕs

∥∥∥∥Vknm − Vknm
ω − ω′

∥∥∥∥
)
e|k|/Es

= sup
n∈N

∑
|k|<Es

∑
m∈N

‖Vknm‖ e|k|/Es <∞,

pois εV <∞. Para s ≥ 1, temos a estimativa

‖Vs − τs−1(Vs−1)‖s = sup
n∈N

∑
Es−1≤|k|<Es

∑
m∈N

‖Vknm‖ e|k|/Es

≤ e sup
n∈N

∑
k∈Z

∑
m∈N

‖Vknm‖
max{|k|r , 1}

(Es−1)r
(3.36)

=
eεV

(Es−1)r
.

Similarmente, para s = 0, temos ‖V0‖ ≤ eεV convencionando E−1 = 1 e V−1 = 0.

A sequência {Ks}∞s=0 tem o mesmo significado que na Seção 3.2, ou seja, cada Ks é

um vetor básico distinto em um espaço vetorial unidimensional RKs. Além disso, uma
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sequência θsu ∈ B(Bu), 0 ≤ s < u, satisfaz a regra (3.6). Da mesma forma como na

Proposição 3.2.1 constrúımos sequências Ts ∈ B(Bs), s ≥ 1, e Ws ∈ Bs, s ≥ 0, usando as

relações (3.7) e (3.8), respectivamente.

Proposição 3.4.1 Suponha que

‖θsu‖ ≤
5

ϕs+1

‖Ws − τs−1(Ws−1)‖s , ∀s, u, 0 ≤ s < u, (3.37)

e sejam

A∗ = 5e sup
s≥0

(Es)
r

ϕs+1(Es−1)2r
, B∗ = 5e

∞∑
s=0

1

ϕs+1(Es−1)r
, C∗ = 5e sup

s≥0

1

ϕs+1(Es−1)r
. (3.38)

Se

εVB∗ ≤
1

3
ln 2 e εVA∗φ(3εVC∗) ≤

1

9
, (3.39)

então as conclusões do Corolário 3.2.1 valem e, em particular,os limites V∞,W∞ ∈ B∞,

T∞ ∈ B(B∞) e T̃∞ ∈ B(B̃∞) existem e satisfazem a igualdade

T̃∞(K∞ + V∞) = K∞ +D∞(W∞).

Demonstração: Sejam

Fs =
5

ϕs+1

e vs =
eεV

(Es−1)r
, s ≥ 0. (3.40)

Lembre que ωs = ‖Ws − τs−1(Ws−1)‖ . Como por hipótese

‖θsu‖ ≤
5

ϕs+1

‖Ws − τs−1(Ws−1)‖ = Fsωs, ∀s, u, u > s,

segue que (3.11) da Proposição 3.2.2 é satisfeita. Também de (3.36)

‖Vs − τs−1(Ws−1)‖ ≤ vs, ∀s.

Se A = εVA∗, obtemos

Fsv
2
s =

5

ϕs+1

e2ε2V
(Es−1)2r

=
5

ϕs+1

eεV
(Es−1)2r

eεV

= εV 5e
(Es)

r

ϕs+1(Es−1)2r

eεV
(Es)r

≤ εVA∗vs+1 = Avs+1,

que é a condição (3.12) da Proposição 3.2.2. Além disso,

B =
∞∑
s=0

Fsvs =
∞∑
s=0

5

ϕs+1

eεV
(Es−1)r

= εVB∗ <∞
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e

C = sup
s
Fsvs = sup

s

5

ϕs+1

eεV
(Es−1)r

= εVC∗.

Como pela hipótese (3.39)

εVB∗ = B ≤ 1

3
ln 2 e εVA∗φ(3εVC∗) = Aφ(3C) ≤ 1

9
,

segue da Observação 3.2.2 que (3.15) vale com d = 3. Além disso,

Finf = inf
s
Fs = inf

s

5

ϕs+1

=
5

ϕ1

> 0,

e todas as hipóteses do Corolário 3.2.1 bem como as da Proposição 3.2.2 são satisfeitas e

o resultado segue.

3.5 Relação entre os Espaços de Banach Bs com o

Operador Auto-adjunto em K

Sejam Bs os espaços de Banach como na seção anterior e

Ω∞ = ∩∞s=0Ωs.

Suponha que Ω∞ 6= ∅ e fixe ω ∈ Ω∞ (logo ω > 0). Para cada função [0, T ] 3 t 7→

X(t) ∈ B(H) existe naturalmente um operador X em K = L2([0, T ],H, dt) definido por

(Xψ)(t) = X(t)ψ(t). Como é bem conhecido (veja [29, 53]),

‖X‖ ≤ ‖X‖SH ,

em que ‖.‖SH é conhecida como a norma de Schur-Holmgren,

‖X‖SH = max
{

sup
(l,n)∈Z×N

∑
(k,m)∈Z×N

‖Pl ⊗QnXPk ⊗Qm‖,

sup
(k,m)∈Z×N

∑
(l,n)∈Z×N

‖Pl ⊗QnXPk ⊗Qm‖
}

= max
{

sup
n∈N

∑
k∈Z

∑
m∈N

‖Xknm‖, sup
m∈N

∑
k∈Z

∑
n∈N

‖Xknm‖
}
,

em que

Xknm =
1

T

∫ T

0

e−iωktQnX(t)Qmdt.
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Se X(t) é hermitiano para quase todo t ∈ [0, T ], então vale, ∀(k, n,m), (Xknm)∗ =

X−k,m,n e, portanto,

‖X‖SH = sup
n∈N

∑
k∈Z

∑
m∈N

‖Xknm‖ = sup
m∈N

∑
k∈Z

∑
n∈N

‖Xknm‖ .

Note também que, ∀s ∈ Z+, ∀X ∈ Bs, ‖X(ω)‖SH ≤ ‖X‖s . De fato,

‖X(ω)‖SH = sup
n∈N

∑
k∈Z

∑
m∈N

‖Xknm(ω)‖

≤ sup
ω,ω′∈Ωs

ω 6=ω′

sup
n∈N

∑
k∈Z

∑
m∈N

(
‖Xknm(ω)‖+ ϕs‖∂̃Xknm(ω)‖

)
e|k|/Es = ‖X‖s

e, consequentemente, o mesmo é verdadeiro para s = ∞.

A cada elemento X ∈ 0Bs ⊂ L∞
(
Ωs × Z × N × N,

∑
n∈N

∑⊕
m∈NB(Hm,Hn)

)
tal que

‖X(ω)‖SH <∞, podemos associar uma função definida no intervalo [0, T ],

t→
∑
k∈Z

∑
n∈N

∑
m∈N

eikωtXknm(ω).

O operador correspondente em K é denotado por ks(X). Para X ∈ Bs, temos

‖ks(X)‖ ≤ ‖X(ω)‖SH ≤ ‖X‖s . (3.41)

De fato, ks(X) é um operador fibrado e as fibras são

ks(X)(t) =
∑
k∈Z

∑
n∈N

∑
m∈N

eikωtXknm(ω) ∈ B(H,H).

Logo, ‖ks(X)‖ = supt ‖ks(X)(t)‖. Agora se ψ ∈ H, então ψ =
∑

m cmψm com ψm ∈ Hm

e para ψm ∈ Hm

‖ks(X)(t)ψm‖ =
∥∥∥∑
k∈Z

∑
n∈N

eikωtXknm(ω)ψm

∥∥∥
≤

∑
k∈Z

∑
n∈N

‖eikωtXknm(ω)ψm‖

≤
(∑
k∈Z

∑
n∈N

‖Xknm(ω)‖
)
‖ψm‖,

e, portanto, para todo t ∈ [0, T ],

‖ks(X)(t)‖ ≤ sup
m∈N

∑
k∈Z

∑
n∈N

‖Xknm(ω)‖ = ‖X(ω)‖SH

e (3.41) segue.

Além disso se, X ∈ Bs, então o operador ks(X) é Hermitiano, devido à propriedade

(3.32) de X. Desta forma, introduzimos as aplicações lineares ks : Bs → B(K), para
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s ∈ Z+ com ‖ks‖ ≤ 1. Outra propriedade que temos considerando a multiplicação de

operadores dada no Apêndice (veja a regra (3.78)) é a seguinte: se X, Y ∈ 0Bs satisfazem

‖X‖SH <∞ e ‖Y ‖SH <∞, então ‖(XY )(ω)‖SH <∞ e

ks(XY ) = ks(X)ks(Y ).

Seja D ∈ B(B(K)) o operador que toma a parte diagonal de um operador X ∈ B(K)

D(X) =
∑
k∈Z

∑
m∈N

Pk ⊗QmXPk ⊗Qm.

Temos que Dks = ksDs e ‖D‖ ≤ 1.

Uma consequência de (3.34) é que V = {Vknm} tem norma de Schur-Holmgren finita,

‖V ‖SH <∞, pois

‖V ‖SH = sup
n∈N

∑
k∈Z

∑
m∈N

‖Vknm‖

≤ sup
n∈N

∑
k∈Z

∑
m∈N

‖Vknm‖max{|k|r, 1} = εV <∞.

Seja Vs ∈ Bs, s ∈ Z+, definida por (3.35). Então como para |k| ≥ Es,
max{|k|r,1}

(Es)r ≥ 1,

obtemos

‖V − Vs‖SH = sup
n∈N

∑
k∈Z

∑
m∈N

‖(V − Vs)knm‖ = sup
n∈N

∑
|k|≥Es

∑
m∈N

‖Vknm‖

≤ sup
n∈N

∑
k∈Z

∑
m∈N

‖Vknm‖
max{|k|r , 1}

(Es)r
=

1

(Es)r
εV =

εV
(Es)r

.

Impomos agora uma condição adicional na sequência crescente {Es} de números reais

positivos que ocorrem na definição da norma ‖.‖s em Bs conforme (3.31), a saber, supore-

mos que

lim
s→+∞

Es = +∞. (3.42)

Neste caso, lims→∞ ‖V − Vs‖SH = 0 e, portanto,

V = lim
s→∞

ks(Vs) = k∞(V∞), (3.43)

na norma de operadores.

Também assumiremos que existe As ∈ 0Bs+1, s ∈ Z+, tal que,

(As)knm(ω)∗ = −(As)−k,m,n(ω), (3.44)
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e, usando esses elementos, definimos as transformações 0θsu ∈ B(0Bu), u > s, por

0θsu(X) = [τu,s+1(As), X]. (3.45)

Como para X ∈ 0Bu, temos∥∥0θsu(X)
∥∥
u

= ‖τu,s+1(As)X −Xτu,s+1(As)‖u ≤ ‖τu,s+1(As)X‖u + ‖Xτu,s+1(As)‖u

≤ ‖τu,s+1(As)‖u‖X‖u + ‖X‖u‖τu,s+1(As)‖u

≤ ‖As‖s+1‖X‖u + ‖X‖u‖As‖s+1 = 2 ‖As‖s+1 ‖X‖u ,

segue que ∥∥0θsu(X)
∥∥ ≤ 2 ‖As‖s+1 .

Sendo Bu ⊂ 0Bu um subespaço invariante por 0θsu, podemos definir θus = 0θsu|Bu ∈ B(Bu).

Como iAs ∈ Bs+1, podemos definir

As = −iks+1(iAs) ∈ B(K).

Claramente, ‖As‖ = ‖ks+1(iAs)‖ ≤ ‖iAs‖s+1 = ‖As‖s+1 e usando (3.45), obtemos que,

∀s, u, 0 ≤ s < u, ∀X ∈ Bu,

ku(θ
s
u(X)) = ku([τu,s+1(As), X]) = ku(τu,s+1(As)X −Xτu,s+1(As))

= ku(τu,s+1(As)X)− ku(Xτu,s+1(As))

= ku((τu,s+1)(As))ku(X)− ku(X)ku(τu,s+1(As))

= ks+1(As)ku(X)− ku(X)ks+1(As)

= −iks+1(iAs)ku(X)− ku(X)(−iks+1(iAs))

= Asku(X)− ku(X)As = [As, ku(X)].

Lema 3.5.1 Seja {Ws}∞s=0 uma sequência de elementos Ws ∈ Bs e θ̃su : B̃u → B̃u as

extensões de θsu, 0 ≤ s < u, definidas em (3.9). Assuma que os elementos As ∈ 0Bs+1, s ∈

Z+, satisfazem

(kω−∆mn)(As)knm(ω) =
(
θsu(τusDs(Ws))+τus(1−Ds)(Ws−τs−1(Ws−1))

)
knm

(ω), (3.46)

∀(k, n,m) ∈ Z× N× N, ∀s, u, 0 ≤ s < u. Então,

∀s ∈ Z+, As(dom K) ⊂ dom K,

e

∀s, u, 0 ≤ s < u, [As,K] = ku(θ̃
s
u(Ku))|dom K.
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Demonstração: Denote

Bs = −ku(θ̃su(Ku)).

Por (3.9), temos que

−θ̃su(Ku) = θsuDu(τus(Ws)) + (1−Du)(τus(Ws)− τu,s−1(Ws−1)),

logo, o lado direito de (3.46) são na verdade as entradas da matriz de −θ̃su(Ku) e, assim,

podemos reescrever (3.46) como

(kω −∆mn)(As)knm(ω) = (−θ̃su(Ku))knm(ω),

aplicando ku em ambos os lados da igualdade acima chegamos na igualdade KPl⊗QnAsPk⊗

Qm = Pl⊗QnAsPk⊗QmK+Pl⊗QnBsPk⊗Qm, ∀(l, n), (k,m) ∈ Z×N. Como K é fechado,

segue que, ∀(k,m) ∈ Z× N,

KAsPk ⊗Qm = AsPk ⊗QmK + BsPk ⊗Qm. (3.47)

Particulamente, As(Img(Pk⊗Qm)) ⊂ dom K. Mas Img(Pk⊗Qm) são auto-espaços dois a

dois ortogonais de K. Consequentemente, se v ∈ dom K, então a sequência {vN}∞N=1 dada

por

vN =
∑

k,|k|≤N

∑
m,m≤N

Pk ⊗Qmv,

tem a propriedade: vN → v e KvN → Kv, quando N → ∞. A igualdade (3.47) implica

que

KAsvN = AsKvN + BsvN , ∀N.

Fazendo N → ∞ e usando As(Img(Pk ⊗ Qm)) ⊂ dom K e o fato de K ser fechado

conclúımos que

Asv ∈ dom K e KAsv = AsKv + Bsv.

Portanto,

As(dom K) ⊂ dom K

e (−KAs+AsK)v = −Bsv, ∀v ∈ dom K; logo, [As,K]v = ku(θ̃
s
u(ku))v, ∀v ∈ dom K, ou

seja, [As,K] = ku(θ̃
s
u(ku))|dom K.

Proposição 3.5.1 Assuma que ω ∈ Ω∞ e as normas ‖.‖s no espaço de Banach Bs satis-

fazendo (3.42). Sejam θsu ∈ B(Bu), 0 ≤ s < u, os operadores definidos em (3.45) através

dos elementos As ∈ 0Bs+1 satisfazendo (3.44), e seja Ws ∈ Bs, s ∈ Z+, a sequência
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definida recursivamente de acordo com (3.8). Assuma que os elementos As, s ∈ Z+,

satisfazem a condição (3.46) e que

‖As‖ ≤
5

2ϕs+1

‖Ws − τs−1(Ws−1)‖ , ∀s ∈ Z+. (3.48)

Além disso, assuma que os números A∗, B∗ e C∗, como definidos em (3.38), satisfazem a

condição (3.39). Então existe em K um operador unitário U e um operador Hermitiano

limitado W de tal forma que

U(dom K) = dom K

e

U(K + V)U−1 = K + D(W).

Demonstração: As normas de θsu podem ser estimadas por

‖θsu‖ ≤ 2 ‖As‖ ≤
5

ϕs+1

‖Ws − τs−1(Ws−1)‖ .

Desta forma, as hipóteses da Proposição 3.4.1 são satisfeitas e, consequentemente, de

acordo com Proposição 3.4.1 (e sua demonstração), o mesmo é verdadeiro para a Pro-

posição 3.2.2 e o Corolário 3.2.1 (com Fs e vs como definidos em (3.40) e as constantes

A,B e C como definidas na demonstração da Proposição 3.4.1). Como

‖As‖ ≤ ‖As‖ ≤
5

2ϕs+1

‖Ws − τs−1(Ws−1)‖

=
1

2
Fs ‖Ws − τs−1(Ws−1)‖ =

1

2
Fsωs,

e a condição (3.15) está satisfeita com d = 3, obtemos

∞∑
s=0

‖As‖ ≤ 1

2

∞∑
s=0

Fsωs ≤
1

2

∞∑
s=0

Fs3vs =
3

2

∞∑
s=0

Fsvs =
3

2
B <∞.

Isto verifica a hipótese (3.23) da Proposição 3.3.1 e observe que as demais hipóteses da

Proposição 3.3.1 são satisfeitas, visto que as hipóteses do Lema 3.5.1 também são satis-

feitas. Então da Proposição 3.3.1 temos que, sendo V = k∞(V∞), W = k∞(W∞) (que é

hermitiano, pois, é limite de operadores hermitianos), o limite U = lims→∞ eAs−1 . . . eA0

existe e é um operador unitário em B(K), satisfazendo U(dom K) = dom K e

U(K + V)U−1 = K + D(W),

o que demonstra o teorema.
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3.6 Conjunto de Frequências Não-Ressonantes

Seja J > 0 fixado e assuma que, ∀s ∈ Z+,

Ωs ⊂
[8
9
J,

9

8
J
]
.

A seguinte definição diz respeito aos ı́ndices (k, n,m) correspondendo as entradas não-

diagonais, isto é, os ı́ndices para os quais k 6= 0 ou m 6= n. Os ı́ndices da diagonal com

k = 0 e m = n, serão sempre tratados separadamente.

Definição 3.6.1 Diremos que um multi-́ındice (k, n,m) ∈ Z× N× N é cŕıtico se m 6= n

e
kJ

∆mn

∈
]1
2
, 2
[
. (3.49)

Caso contrário, o multi-́ındice será chamado não-cŕıtico.

Definição 3.6.2 Seja ψ(k, n,m) uma função positiva definida nos ı́ndices não-diagonais

e W ∈ Bs. Uma frequência ω ∈ Ωs será chamada (W,ψ)-não-ressonante se para todos os

ı́ndices não-diagonais (k, n,m) ∈ Z× N× N, vale

dist
(
σ(kω −∆mn +W0nn(ω)), σ(W0mm(ω))

)
≥ ψ(k, n,m). (3.50)

Caso contrário, ω será chamado (W,ψ)-ressonante.

Note que, em virtude de (3.32), W0mm(ω) é um operador auto-adjunto em Hm.

Lema 3.6.1 Assuma que Ωs ⊂
[

8
9
J, 9

8
J
]
,W ∈ Bs e ψ é uma função positiva definida nos

ı́ndices não-diagonais e satisfazendo

ψ(−k,m, n) = ψ(k, n,m), ∀ (k, n,m) não-diagonal. (3.51)

Se

∀m ∈ N, ∀ω, ω′ ∈ Ωs, ω 6= ω′,
∥∥∥∂̃W0mm(ω, ω′)

∥∥∥ ≤ 1

4
, (3.52)

e se a condição (3.50) é satisfeita, para todo ω ∈ Ωs e todos os ı́ndices não-cŕıticos

(k, n,m), então a medida de Lebesgue do conjunto

Ωruim
s = {ω ∈ Ωs;ω é (W,ψ)-ressonante} ⊂ Ωs,

pode ser estimada por∣∣Ωruim
s

∣∣ ≤ 8
∑

m,n∈N
∆mn> 1

2 J

∑
k∈N

∆mn
2J

<k< 2∆mn
J

MmMn

k
ψ(k, n,m). (3.53)
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Demonstração: Como W0mm(ω) : Hm → Hm é auto-adjunto e Mm = dimHm < ∞,

segue do Teorema Espectral para espaços vetoriais de dimensão finita que o espectro de

W0mm(ω) é formado pelos autovalores (que são reais) de W0mm(ω). Sejam

λm1 (ω) ≤ λm2 (ω) ≤ . . . ≤ λmMm
(ω),

os autovalores de W0mm(ω) ordenados em forma não-decrescente e repetidos de acordo

com sua multiplicidade e considere os conjuntos

Ωruim
s (k, n,m, i, j) := {ω ∈ Ωs : |ωk −∆mn + λni (ω)− λmj (ω)| < ψ(k, n,m)}.

Então

Ωruim
s =

⋃
(k,n,m)

⋃
i,j

1≤i≤Mn
1≤j≤Mm

Ωruim
s (k, n,m, i, j).

De fato, se ω ∈ Ωruim
s , então ω é (W,ψ)-ressonante; logo, existe um ı́ndice não-diagonal

(k, n,m) de forma que

dist(σ(kω −∆mn +W0nn(ω)), σ(W0mm(ω))) < ψ(k, n,m),

ou seja,

dist({kω −∆mn + λni (ω)}Mn
i=1, {λmj (ω)}Mm

j=1) < ψ(k, n,m),

e então existe 1 ≤ i ≤Mn e 1 ≤ j ≤Mm tal que

dist({kω −∆mn + λni (ω)}Mn
i=1, {λmj (ω)}Mm

j=1) =
∣∣kω −∆mn + λni (ω)− λmj (ω)

∣∣ ,
ou seja, ω ∈ Ωruim

s (k, n,m, i, j), o que implica Ωruim
s ⊂

⋃
(k,n,m)

⋃
i,j

1≤i≤Mn
1≤j≤Mm

Ωruim
s (k, n,m, i, j).

Reciprocamente, se

ω ∈
⋃
k,n,m

⋃
i,j

Ωruim
s (k, n,m, i, j),

então ω ∈ Ωruim
s (k, n,m, i, j), para algum (k, n,m) ∈ (Z× N× N), 1 ≤ i ≤ Mn e 1 ≤ j ≤

Mm; assim, ∣∣ωk −∆mn + λni (ω)− λmj (ω)
∣∣ < ψ(k, n,m),

e, portanto,

dist(σ(kω −∆mn +W0nn(ω)), σ(W0mm(ω))) < ψ(k, n,m)

donde ω é (W,ψ)-ressonante e ω ∈ Ωruim
s .

Por hipótese, se (k, n,m) é um ı́ndice não-cŕıtico, então (3.50) vale, ∀ω ∈ Ωs, ou seja,

dist(σ(kω −∆mn +W0nn(ω)), σ(W0mm(ω))) ≥ ψ(k, n,m)
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e, portanto, Ωruim
s (k, n,m, i, j) = ∅ (para qualquer i, j). Além disso, observe que devido a

(3.51)

Ωruim
s (k, n,m, i, j) = Ωruim

s (−k,m, n, j, i).

De fato,

ω ∈ Ωruim
s (k, n,m, i, j) ⇔

∣∣ωk −∆mn + λni (ω)− λmj (ω)
∣∣ < ψ(k, n,m)

⇔
∣∣−(ω(−k)−∆nm + λmj (ω)− λni (ω))

∣∣ < ψ(−k,m, n)

⇔
∣∣ω(−k)−∆nm + λmj (ω)− λni (ω)

∣∣ < ψ(−k,m, n)

⇔ ω ∈ Ωruim
s (−k,m, n, j, i).

Pelo Teorema de Lidskii (Teorema 1.3.1) com B = W0mm(ω) e A = W0mm(ω′), temos que

λmj (ω)− λmj (ω′) =
Mn∑
n=1

σjnγn,

em que γn são os autovalores de C = B − A e σnj como no Teorema de Lidskii. Conse-

quentemente, ∀j, 1 ≤ j ≤Mm, ∀ω, ω′ ∈ Ωs, ω 6= ω′,

∣∣∣∂̃λmj (ω, ω′)
∣∣∣ =

∣∣∣∣λmj (ω)− λmj (ω′)

ω − ω′

∣∣∣∣ =

∣∣∣∑Mn

n=1 σjnγn

∣∣∣
|ω − ω′|

≤
∥∥∥∥W0mm(ω)−W0mm(ω′)

ω − ω′

∥∥∥∥ =
∥∥∥∂̃Womm(ω, ω′)

∥∥∥ ≤ 1

4
.

Se ω, ω′ ∈ Ωruim
s (k, n,m, i, j), ω 6= ω′, então (k, n,m) é necessariamente um ı́ndice cŕıtico

e

2ψ(k, n,m)

|ω − ω′|
=

ψ(k, n,m) + ψ(k, n,m)

|ω − ω′|

>

∣∣ωk −∆mn + λni (ω)− λmj (ω)
∣∣+ ∣∣ω′k −∆mn + λni (ω

′)− λmj (ω′)
∣∣

|ω − ω′|

≥
∣∣∣∣((ωk)−∆mn + λni (ω)− λmj (ω))− (ω′k −∆mn + λni (ω

′)− λmj (ω′))

ω − ω′

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(ω − ω′)k

ω − ω′
−
(−λni (ω) + λni (ω)

ω − ω′
+
−λmj (ω′) + λmj (ω)

ω − ω′

)∣∣∣∣
≥ |k| −

∣∣∣∣λni (ω′)− λni (ω)

ω − ω′
+
λmj (ω)− λmj (ω′)

ω − ω′

∣∣∣∣
≥ |k| −

(∣∣∣∣λni (ω′)− λni (ω)

ω − ω′

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣λmj (ω)− λmj (ω′)

ω − ω′

∣∣∣∣
)

≥ |k| −
(1

4
+

1

4

)
= |k| − 1

2
=

2 |k| − 1

2
≥ |k|

2
.

Isso implica que ∣∣Ωruim
s (k, n,m, i, j)

∣∣ ≤ 4ψ(k, n,m)

|k|
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e, portanto,

∣∣Ωruim
s

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
⋃

(k,n,m)

⋃
i,j

1≤i≤Mn
1≤j≤Mm

Ωruim
s (k, n,m, i, j)

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∑
(k,n,m)(cŕıticos)

∑
i,j

1≤i≤Mn
1≤j≤Mm

∣∣Ωruim
s (k, n,m, i, j)

∣∣
≤ 2

∑
(k,n,m)

k>0
∆mn
2J

<k< 2∆mn
J

∑
i,j

1≤i≤Mn
1≤j≤Mm

4

k
ψ(k, n,m)

= 8
∑

(k,n,m)
k>0

∆mn
2J

<k< 2∆mn
J

ψ(k, n,m)

k

∑
i,j

1≤i≤Mn
1≤j≤Mm

1

= 8
∑

(k,n,m)
k>0

∆mn
2J

<k< 2∆mn
J

MmMn

k
ψ(k, n,m)

= 8
∑

m,n∈N
∆mn> 1

2 J

∑
k∈N

∆mn
2J

<k< 2∆mn
J

MmMn

k
ψ(k, n,m),

o que conclui a demonstração do lema.

3.7 Construção das Sequências {Ωs} e {As}

Para um multi-́ındice não diagonal (k, n,m) e s ∈ Z+ seja

ψs(k, n,m) =


1
2
∆0, se (k, n,m) é não-cŕıtico e k = 0,

7
18
J
(
|k| − 1

2

)
, se (k, n,m) é não-cŕıtico e k 6= 0,

π
2
ϕs+1|k|

1
2 e−ρs|k|/2, se (k, n,m) é cŕıtico,

(3.54)

em que

ρs =
1

Es
− 1

Es+1

.

Observe que ψs obedece a condição de simetria (3.51). A escolha de ψs(k, n,m) para um

ı́ndice não-cŕıtico é guiada pelo seguinte lema.

Lema 3.7.1 Se ω ∈ Ωs ⊂
[

8
9
J, 9

8
J
]
, (k, n,m) ∈ Z × N × N é um ı́ndice não-cŕıtico e

W ∈ Bs satisfaz

‖W0mm(ω)‖ , ‖W0nn(ω)‖ ≤ min
{1

4
∆0,

7

72
J
}
, (3.55)
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então os espectros σ(kω −∆mn +W0nn(ω)), σ(W0mm(ω)) não são entrelaçados, e vale

dist(σ(kω −∆mn +W0nn(ω)), σ(W0mm(ω))) ≥ ψs(k, n,m).

Demonstração: Distinguimos dois casos.

1◦ caso: Se k 6= 0, então

|kω −∆mn| =
∣∣∣∣k(ω − ∆mn

k

)∣∣∣∣ = |k|
∣∣∣∣ω − ∆mn

k

∣∣∣∣ ≥ 7

18
J |k|

visto que, por hipótese,

∆mn

k
− ω ∈

]
−∞,

1

2
J − 8

9
J
]
∪
[
2J − 9

8
J,+∞

[
.

Portanto,

dist
(
σ(kω −∆mn +W0nn(ω)), σ(W0mm(ω))

)
≥

≥ |kω −∆mn| − ‖W0mm(ω)‖ − ‖W0nn(ω)‖

≥ 7

18
J |k| − 7

72
J − 7

72
J

=
7

18
J
(
|k| − 1

2

)
= ψs(k, n,m).

2◦ caso: Se k = 0, então a distância pode ser estimada por

∆0 − ‖W0nn(ω)‖ − ‖W0mm(ω)‖ ≥ 1

2
∆0.

Isso conclui a demonstração do lema.

Agora, especificaremos de que maneira é constrúıda a sequência decrescente dos con-

juntos {Ωs}∞s=0. Sejam Ω0 =
[

8
9
J, 9

8
J
]
. SeWs ∈ Bs já está definido, introduzimos Ωs+1 ⊂ Ωs

como o conjunto de todas as frequências (Ws, ψs)-não-ressonantes. Lembre que os espaços

de Banach Bs são determinados pelas escolhas dos ϕs, Es e Ωs, como na Seção 3.4.

Como um próximo passo vamos considerar, para s ∈ Z+, ω ∈ Ωs+1 e um ı́ndice

não-diagonal (k, n,m), a seguinte equação

(kω −∆mn + (Ws)0nn(ω))X −X(Ws)0mm(ω) = Y, (3.56)

com incógnita X ∈ B(Hm,Hn) e o lado direito Y ∈ B(Hm,Hn). Como ω ∈ Ωs+1, ou seja,

ω é (Ws, ψs)-não-ressonante, temos que os espectros

σ(kω −∆mn + (Ws)0nn(ω)) e σ((Ws)0mm(ω))
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não se interceptam (Definição 3.6.2). Portanto, uma solução X existe e é única pela

Proposição 1.3.1. Dessa maneira, podemos introduzir a seguinte transformação linear

(Γs)knm(ω) : B(Hm,Hn) → B(Hm,Hn)

Y 7−→ X = (Γs)knm(ω)Y,

tal que X = (Γs)knm(ω)Y resolve (3.56). Além disso, de acordo com a Proposição 1.3.1,

sabemos que

‖X‖ ≤ π

2

‖Y ‖
dist(σ(A), σ(B))

,

sendo A = kω −∆mn + (Ws)0nn(ω) e B = (Ws)0mm(ω), ou seja,

‖(Γs)knm(ω)Y ‖ ≤ π

2

1

dist(σ(A), σ(B))
‖Y ‖ , ∀Y ∈ B(Hm,Hn),

e então

‖(Γs)knm(ω)‖ ≤ π

2

1

dist(σ(A), σ(B))
≤ π

2ψs(k, n,m)
(3.57)

e, se os espectros de A e B não são entrelaçados, teremos

‖(Γs)knm(ω)‖ ≤ 1

ψs(k, n,m)
. (3.58)

Estendemos a definição de (Γs)knm aos ı́ndices diagonais pondo (Γs)0nn(ω) = 0 ∈

B(B(Hm,Hn)). Dessa maneira, define-se uma função

Γs : Ωs+1 × Z× N× N →
∑
n∈N

⊕∑
m∈N

B(B(Hm,Hn)), (3.59)

que naturalmente define uma aplicação linear, denotada pelo mesmo śımbolo, Γs : 0Bs →
0Bs+1, de acordo com a regra

Γs(Y )knm(ω) := (Γs)knm(ω)(Yknm(ω)).

Lema 3.7.2 Assuma que para todos os ı́ndices não-diagonais (k, n,m) e ω, ω′ ∈ Ωs+1, ω 6=

ω′, vale ∥∥∥∂̃(Γs)
−1
knm(ω, ω′)

∥∥∥ ≤ |k|+ 1

2
. (3.60)

Assuma também que quando ω ∈ Ωs+1 e (k, n,m) é um ı́ndice não-cŕıtico, então os es-

pectros σ(kω − ∆mn − (Ws)0nn(ω)) e σ((Ws)0mm(ω)) não estão entrelaçados. Assuma

finalmente que

ϕs+1 ≤ min
{2

3
∆0,

1

6
J
}
. (3.61)

Então a seguinte estimativa na norma de Γs ∈ B(0Bs,0 Bs+1) vale

‖Γs‖ ≤
5

2ϕs+1

.
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Demonstração: Para estimar ‖Γs‖ usaremos a relação (3.83) da Proposição 3.8.3. Note

que ∥∥∥∂̃(Γs)knm(ω, ω′)
∥∥∥ =

∥∥∥∥(Γs)knm(ω)− (Γs)knm(ω′)

ω − ω′

∥∥∥∥ ,
e como ∥∥∥(Γs)knm(ω)∂̃(Γs)

−1
knm(ω, ω′)(Γs)knm(ω′)

∥∥∥ =

=

∥∥∥∥(Γs)knm(ω)
(Γs)knm(ω)−1 − (Γs)knm(ω′)−1

ω − ω′
(Γs)knm(ω′)

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥−(−Γs)knm(ω′) + (Γs)knm(ω)

ω − ω′

∥∥∥∥ =
∥∥∥(∂̃Γs)knm(ω, ω′)

∥∥∥ ,
obtemos usando (3.60)∥∥∥(∂̃Γs)knm(ω, ω′)

∥∥∥ =
∥∥∥(Γs)knm(ω)∂̃(Γs)

−1
knm(ω, ω′)(Γs)knm(ω′)

∥∥∥
≤ ‖(Γs)knm(ω)‖

∥∥∥∂̃(Γs)
−1
knm(ω, ω′)

∥∥∥ ‖(Γs)knm(ω′)‖ (3.62)

≤ ‖(Γs)knm(ω)‖ ‖(Γs)knm(ω′)‖
(
|k|+ 1

2

)
.

Se (k, n,m) é cŕıtico, então temos, de acordo com (3.57) e (3.54),

‖(Γs)knm(ω)‖ ≤ π

2ϕs(k, n,m)
=

π

2π
2
ϕs+1 |k|

1
2 e−ρs

|k|
2

=
1

ϕs+1 |k|
1
2

eρs
|k|
2 ,

e, consequentemente, utilizando (3.62)

e−ρs|k|
(
‖(Γs)knm(ω)‖+ ϕs+1

∥∥∥∂̃(Γs)knm(ω, ω′)
∥∥∥) ≤

≤ e−ρs|k|
( 1

ϕs+1 |k|
1
2

eρs
|k|
2

+ ϕs+1 ‖(Γs)knm(ω)‖ × ‖(Γs)knm(ω′)‖ (k +
1

2
)
)

≤ e−ρs|k|
( 1

ϕs+1 |k|
1
2

eρs
|k|
2

+ ϕs+1
1

ϕs+1 |k|
1
2

eρs
|k|
2

1

ϕs+1|k|
1
2

eρs
|k|
2
eρs
|k|
2

(|k|+ 1

2
)
)

= e−ρs|k|
( 1

ϕs+1 |k|
1
2

eρs
|k|
2

+
(|k|+ 1

2
)

ϕs+1 |k|
eρs |k|

)
=

1

ϕs+1

( 1

|k|
1
2

e−ρs
|k|
2

+
|k|
|k|

+
1

2 |k|

)
≤ 1

ϕs+1

(
1 +

1

2 |k|
+ 1
)
≤ 1

ϕs+1

(
1 +

1

2
+ 1
)

=
5

2ϕs+1

.

Se (k, n,m) é não-cŕıtico e k 6= 0, então temos, de acordo com (3.58) e (3.54),

‖(Γs)knm(ω)‖ ≤ 1

ψs(k, n,m)
=

1
7
18
J(|k| − 1

2
)

=
18

7J(|k| − 1
2
)
,
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e, consequentemente,

e−ρs|k|
(
‖(Γs)knm(ω)‖+ ϕs+1

∥∥∥∂̃(Γs)knm(ω, ω′)
∥∥∥) ≤

≤ e−ρs|k|

(
18

7J(|k| − 1
2
)

+ ϕs+1 ‖(Γs)knm(ω)‖ ‖(Γs)knm(ω′)‖
(
|k|+ 1

2

))

≤ e−ρs|k|

(
18

7J(|k| − 1
2
)

+ ϕs+1
18

7J(|k| − 1
2
)

18

7J(|k| − 1
2
)

(
|k|+ 1

2

))

= e−ρs|k| 18

7J(|k| − 1
2
)

(
1 + ϕs+1

18

7J(|k| − 1
2
)

(
|k|+ 1

2

))

≤ 18

7J(|k| − 1
2
)

(
1 + ϕs+1

18
(
|k|+ 1

2

)
7J
(
|k| − 1

2

))

=
1

ϕs+1

18

7J(|k| − 1
2
)
ϕs+1

(
1 + ϕs+1

18
(
|k| − 1

2
+ 1
)

7J
(
|k| − 1

2

) )

≤ 1

ϕs+1

18

7J(1
2
)

J

6

(
1 +

J

6

( 18(|k| − 1
2
)

7J(|k| − 1
2
)

+
18

7J(|k| − 1
2
)

))
≤ 1

ϕs+1

36

7

1

6

(
1 +

1

6

18

7
(1 + 2)

)
=

1

ϕs+1

1

6

36

7

(
1 +

1

6

54

7

)
<

2

ϕs+1

.

No caso em que (k, n,m) é não-cŕıtico e k = 0

‖(Γs)knm(ω)‖ ≤ 1

ψ(k, n,m)
=

1
1
2
∆0

=
2

∆0

,

e, consequentemente,

e−ρs|k|
(
‖(Γs)knm(ω)‖+ ϕs+1

∥∥∥∂̃(Γs)knm(ω, ω′)
∥∥∥) ≤

≤ e−ρs|k|
( 2

∆0

+ ϕs+1 ‖(Γs)knm(ω)‖ ‖(Γs)knm(ω′)‖
(
|k|+ 1

2

))
≤ e−ρs|k|

( 2

∆0

+ ϕs+1
2

∆0

2

∆0

(
|k|+ 1

2

))
= e−ρs|k| 2

∆0

(
1 + ϕs+1

2

∆0

(
|k|+ 1

2

))
≤ 2

∆0

(
1 + ϕs+1

2

∆0

(
|k|+ 1

2

))
=

2

∆0

(
1 + ϕs+1

1

∆0

)
=

1

ϕs+1

2

∆0

ϕs+1

(
1 + ϕs+1

1

∆0

)
≤ 1

ϕs+1

2

∆0

2

3
∆0

(
1 +

2

3
∆0

1

∆0

)
=

1

ϕs+1

4

3

(
1 +

2

3

)
<

5

2ϕs+1

.

Logo, ∀(k, n,m) e ω, ω′, temos

e−ρs|k|
(
‖(Γs)knm(ω)‖+ ϕs+1

∥∥∥∂̃(Γs)knm(ω, ω′)
∥∥∥) ≤ 5

2ϕs+1

,

e o resultado segue.
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Seja As ∈ 0Bs+1 dado por

As = Γs((1−Ds)(Ws − τs−1(Ws−1))), (3.63)

e Ws ∈ Bs satisfazendo (3.32). Aplicando o adjunto em (3.56) e a definição de Γs estendida

a 0Bs, obtemos

((Γs)knm(ω)Y )∗ = −(Γs)−k,m,n(ω)(Y ∗).

Isso implica que As obedece a condição (3.44),

(As)knm(ω)∗ = ((Γs)knm(ω)((1−Ds)(Ws − τs−1(Ws−1))))
∗

= −(Γs)−k,m,n(ω)((1−Ds)(Ws − τs−1(Ws−1))) = −(As)−k,m,n(ω).

As aplicações θsu, s < u, são definidas por (3.45) envolvendo os elementos As.

3.8 Demonstração do Teorema Principal

Nesta seção demonstraremos o Teorema 3.1.1. Começamos com a especificação das sequências

{ϕs} e {Es},

ϕs = asαq−rs, para s ≥ 1, Es = qs+1, para s ≥ 0, (3.64)

em que α > 1 e q > 1 são constantes satisfazendo

qr ≥ eα e q−rζ(α) ≤ 3 ln 2, (3.65)

em que ζ é a função zeta de Riemann (ζ(p) =
∑∞

k=1 k
−p, para p ∈ C, com Re(p) > 1) e

a = 45eq2rεV . (3.66)

Observe que, α = 2 e qr = e2 satisfazem a condição (3.65). O valor de ϕ0 ≥ ϕ1 = aq−r

pode ser qualquer e convencionamos E−1 = 1. A condição r ln(q) ≥ α garante que a

sequência {ϕs} é decrescente. De fato, como

1 +
1

s
≤ e, ∀s ≥ 1,

segue que (
1 +

1

s

)α
≤ eα ≤ qr,
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ou seja, (s+ 1

s

)α
≤ qr

donde

(s+ 1)αq−r ≤ sα.

Logo,

a(s+ 1)αq−rq−rs ≤ asαq−rs,

ou seja,

a(s+ 1)αq−r(s+1) ≤ asαq−rs

e, assim,

ϕs+1 ≤ ϕs.

Note também que

ζs =
1

Es
− 1

Es+1

=
1

qs+1
− 1

qs+2
=

1

qs+1

(
1− 1

q

)
=
(
1− 1

q

)
q−s−1.

Outra razão para a escolha de (3.64) e (3.66) é que as constantes A∗, B∗ e C∗, como

definidas em (3.38), satisfazem a condição (3.39) da Proposição 3.4.1. De fato, primeira-

mente, observe que
∞∑
s=0

1

ϕs+1(Es−1)r
<∞,

pois

∞∑
s=0

1

a(s+ 1)αq−r(s+1)qsr
=

∞∑
s=0

1

a(s+ 1)αq−r
=

1

aq−r

∞∑
s=0

1

(s+ 1)α
=

1

aq−r

∞∑
n=1

1

nα
<∞.

Agora, temos

A∗ = 5e sup
s≥0

{ qr

aq−r
,

q(s+1)r

a(s+ 1)αq−r(s+1)q2sr

}
= 5e sup

s≥0

{q2r

a
,

q2rs+2r

a(s+ 1)αq2rs

}
= 5e sup

s≥0

{q2r

a
,
q2r

a

1

(s+ 1)α

}
= 5e

q2r

a
,

B∗ = 5e
1

aq−r
ζ(α) =

5eqr

a
ζ(α)

e

C∗ = 5e sup
s≥0

{ 1

aq−r
,

1

a(s+ 1)αq−r(s+ 1)qsr

}
= 5e sup

s≥0

{qr
a
,
qr

a

1

(s+ 1)α

}
= 5e

qr

a
.
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Portanto,

εVB∗ = εV 5e
qr

a
ζ(α) = εV 5e

qr

45eq2rεV
ζ(α) =

1

9
q−rζ(α) ≤ 1

9
3 ln 2 =

1

3
ln 2,

e, além disso,

εVA∗φ(3εVC∗) = εV 5e
q2r

a
φ
(
3εV 5e

qr

a

)
= εV 5e

q2r

45eq2rεV
φ
(
3εV 5e

qr

45eq2rεV

)
=

1

9
φ
(1

3
q−r
)

≤ 1

9
φ
(1

3

)
=

1

9
3(e

1
3 − 3(e

1
3 − 1))

=
1

3
(3− 2e

1
3 ) = 1− 2

3
e

1
3 ≤ 1

9
.

Vamos agora resumir a construção das sequências {Bs}, {Ws} e {θsu}u>s que levam a

demonstração do Teorema 3.1.1. Alguns detalhes adicionais podem ser vistos nas seções

anteriores. Sejam Ω0 =
[

8
9
J, 9

8
J
]

e W0 = V0. Lembre que os Vs são definidos a partir de

V por (3.35). Defina Ω1 ⊂ Ω0 como o conjunto das frequências (W0, ψ0)-não-ressonantes,

sendo ψ0 como introduzido em (3.54). Consequentemente, o espaço de Banach B1 está

definido, visto que sua definição depende de Ω1, ϕ1 e E1. Então podemos introduzir o

elemento Γ0 (no sentido de (3.59)) cuja definição é baseada na equação (3.56), a qual

determina um operador limitado Γ0 ∈ B(0B0,
0 B1). O elemento A0 ∈ 0B1 é dado pela

igualdade (3.63) e que satisfaz a condição (3.44).

Logo, θ0
1 está definido a partir de A0 visto anteriormente. Usando (3.8) podemos então

definir

W1 = τ0(W0) + τ1(V1 − τ0(V0)) + θ0
1φ(θ0

1)τ0(1−D0)(W0 − τ−1(W−1)).

Em geral, em cada passo numerado por s ∈ Z+, assuma que Ωt e Wt, 0 ≤ t ≤ s,

e At com 0 ≤ t ≤ s − 1, já estão definidos. As aplicações θtu, com u > t, são dadas

por θtu(X) = [τu,t+1(At), X], desde que At ∈ 0Bt+1 satisfaça a condição (3.44). Define-

se Ωs+1 ⊂ Ωs como o conjunto das frequências (Ws, ψs)-não-ressonantes, sendo ψs como

introduzido em (3.54). Consequentemente, o espaço de Banach Bs+1 está definido, visto

que sua definição depende de Ωs+1, ϕs+1 e Es+1. Então podemos introduzir o elemento

Γs (no sentido de (3.59)) cuja definição é baseada na equação (3.56), a qual determina

um operador limitado Γs ∈ B(0Bs,0 Bs+1). O elemento As ∈ 0Bs+1 é dado pela igualdade

(3.63) e que satisfaz a condição (3.44). Conhecendo Wt, t ≤ s, e θts+1, t ≤ s, (o que é

equivalente a conhecer At, t ≤ s) a partir de (3.8) podemos definir Ws+1.
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Tomemos ε∗(r,∆0, J) de forma que

3e

1− q−r
ε∗(r,∆0, J) ≤ min

{1

4
∆0,

7

72
J
}

(3.67)

e

45eqrε∗(r,∆0, J) ≤ min
{2

3
∆0,

1

6
J
}
. (3.68)

Mostraremos que se εV < ε∗(r,∆0, J) as hipóteses dos resultados auxiliares anteriores serão

satisfeitas em cada passo, com s ∈ Z+. Isso diz respeito a hipótese (3.55) do Lema 3.7.1

‖(Ws)0mm(ω)‖ ≤ min
{1

4
∆0,

7

72
J
}
, ∀ω ∈ Ωs, ∀m ∈ N, (3.69)

a hipótese (3.52) do Lema 3.6.1.∥∥∥∂̃(Ws)0mm(ω, ω′)
∥∥∥ ≤ 1

4
, ∀ω, ω′ ∈ Ωs, ω 6= ω′, ∀m ∈ N, (3.70)

as hipóteses (3.60) e (3.61) do Lema 3.7.2∥∥∥∂̃(Γs)
−1
knm(ω, ω′)

∥∥∥ ≤ |k|+ 1

2
, ∀(k, n,m), ∀ω, ω′ ∈ Ωs, ω 6= ω′, (3.71)

e

ϕs+1 ≤ min
{2

3
∆0,

1

6
J
}

(3.72)

e a hipótese (3.48) da Proposição 3.5.1

‖As−1‖ ≤
5

2ϕs
‖Ws−1 − τs−2(Ws−2)‖ . (3.73)

Como a sequência {ϕs} é decrescente, a condição (3.72) reduz-se a mostrar o caso

s = 0. Sendo ϕ1 = aq−r = 45eq2rεV q
−r = 45eqrεV , obtemos de (3.68) que

ϕ1 = 45eqrεV < 45eqrε∗(r,∆0, J) ≤ min
{2

3
∆0,

1

6
J
}
,

e (3.72) está demonstrado.

Note também que (3.71) é um consequência de (3.70). De fato, da definição de

(Γs)knm(ω), baseada na equação (3.56) temos que, para todo Y ∈ B(Hm,Hn),

(Γs)
−1
knm(ω)Y = (kω −∆mn + (Ws)0nn(ω))Y − Y (Ws)0mm(ω).

Portanto,

∂̃(Γs)
−1
knm(ω, ω′)Y =

(Γs)
−1
knm(ω)Y − (Γs)

−1
knm(ω′)Y

ω − ω′

=
1

ω − ω′

[
(kω −∆mn + (Ws)0nn(ω))Y − Y (Ws)0mm(ω)

−(kω′ −∆mn + (Ws)0nn(ω
′))Y − Y (Ws)0mm(ω′)

]
= kY + ∂̃(Ws)0nn(ω, ω

′)Y − Y ∂̃(Ws)0mm(ω, ω′)

= (k + ∂̃(Ws)0nn(ω, ω
′))Y − Y ∂̃(Ws)0mm(ω, ω′),
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e assumindo (3.70), obtemos∥∥∥∂̃(Γs)
−1
knm(ω, ω′)Y

∥∥∥ =
∥∥∥(k + ∂̃(Ws)0nn(ω, ω

′))Y − Y ∂̃(Ws)0mm(ω, ω′)
∥∥∥

≤
∥∥∥(k + ∂̃(Ws)0nn(ω, ω

′))Y
∥∥∥+

∥∥∥Y ∂̃(Ws)0mm(ω, ω′)
∥∥∥

≤ |k| ‖Y ‖+
1

4
‖Y ‖+ ‖Y ‖ 1

4
=
(
|k|+ 1

2

)
‖Y ‖ ,

e, portanto, ∥∥∥∂̃(Γs)
−1
knm(ω, ω′)

∥∥∥ ≤ |k|+ 1

2
, ∀(k, n,m) ∀ω, ω′ ∈ Ωs e ω 6= ω′,

e (3.71) está demonstrada.

Agora demonstraremos que em cada passo, com s ∈ Z+, que as condições (3.69), (3.70)

e (3.73) são satisfeitas. Para s = 0, a condição (3.73) é vazia e a condição (3.70) é óbvia,

pois ∀ω, ω′ ∈ Ω0, ω 6= ω′ e m ∈ N∥∥∥∂̃(W0)0mm(ω, ω′)
∥∥∥ =

∥∥∥∥(W0)0mm(ω)− (W0)0mm(ω′)

ω − ω′

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥(V0)0mm − (V0)0mm

ω − ω′

∥∥∥∥ = 0 ≤ 1

4
.

A condição (3.67) também segue, visto que ∀ω ∈ Ω0 e ∀m ∈ N

‖(W0)0mm(ω)‖ = ‖(V0)0mm‖ ≤ εV < ε∗(r,∆0, J)

≤ 1− q−r

3e
min{1

4
∆0,

7

72
J} < min{1

4
∆0,

7

72
J}.

Assuma agora que, para cada t ∈ Z+, as condições (3.69), (3.70)e (3.73) são satisfeitas,

para cada s ≤ t. Mostremos que (3.69), (3.70) e (3.73) valem, para s = t+ 1. Lembre que

em (3.40), temos

Fs =
5

ϕs+1

e vs =
eεV

(Es−1)r
,

e usamos a notação

ws = ‖Ws − τs−1(Ws−1)‖s ,

com a convenção W−1 = 0.

Usando as hipóteses de indução, o Lema 3.7.1 e o Lema 3.7.2, obtemos que

‖Γt‖ ≤
Ft
2
,

e, portanto, de (3.63) e (3.4)

‖At‖ ≤ ‖Γt‖ ‖Wt − τt−1(Wt−1)‖ ≤
Ft
2
ωt,
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e a condição (3.73) está satisfeita para s = t+ 1.

Pelas hipóteses de indução e o passo acima, segue que ‖As‖ ≤ Fsωs, ∀s ≤ t. Como já

sabemos as constantes A∗, B∗ e C∗ satisfazem (3.39) e, portanto, as quantidades A, B e C,

dadas por A = εVA∗, B = εVB∗ e C = εVC∗, obedecem B ≤ 1
3
ln 2 e Aφ(3C) ≤ 1

9

(veja a demonstração da Proposição 3.4.1 e a Observação 3.2.2)e, consequentemente, a

desigualdade (3.15), com d = 3. Pelas escolhas de A, B e C, conforme (3.38) e (3.40), as

quantidades também obedecem (3.12), (3.13) e (3.14). Isso significa que todas as hipóteses

da Proposição 3.2.2 são satisfeitas, para s ≤ t (lembre que ‖θsu‖ ≤ 2 ‖As‖). Portanto, temos

que a conclusão da Proposição 3.2.2, a saber, ωs ≤ dvs vale, para todo s, s ≤ t+1. Agora,

‖(Ws)0mm(ω)‖ ≤ ‖Ws‖s , ∀s,

e por (3.67)

‖Wt+1‖t+1 ≤
t+1∑
s=0

ωs ≤ 3
∞∑
s=0

vs

= 3
∞∑
s=0

eεV q
−rs =

3e

1− q−r
εV ≤

3e

1− q−r
ε∗(r,∆0, J)

≤ 3e

1− q−r
(1− q−r)

3e
min

{1

4
∆0,

7

72
J
}

= min
{1

4
∆0,

7

72
J
}
.

Logo, (3.69) vale com s = t+ 1.

Finalmente,∥∥∥∂̃(Wt+1)0mm(ω, ω′)
∥∥∥ ≤ t+1∑

s=0

∥∥∥∂̃(Ws − τs−1(Ws−1))0mm(ω, ω′)
∥∥∥ .

Pela definição (3.31)∥∥∥∂̃(Ws − τs−1(Ws−1))0mm(ω, ω′)
∥∥∥ ≤ 1

ϕs
‖(Ws − τs−1(Ws−1))‖s .

Portanto, ∥∥∥∂̃(Wt+1)0mm(ω, ω′)
∥∥∥ ≤

t+1∑
s=0

1

ϕs
‖(Ws − τs−1(Ws−1))‖

=
t+1∑
s=0

1

ϕs
ωs ≤

∞∑
s=0

3vs
ϕs+1

=
3

5

∞∑
s=0

5vs
ϕs+1

=
3

5

∞∑
s=0

Fsvs =
3

5
B ≤ 1

5
ln 2 <

1

4
.

Isso verifica (3.70) para s = t + 1 e, portanto, verificamos que as condições (3.69), (3.70)

e (3.73) valem para s = t+ 1.
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Seja, como anteriormente, Ω∞ = ∩∞s=0Ωs ⊂ Ω0. Vamos estimar a medida de Lebesgue

de Ω∞.

|Ω∞| = |Ω0| − |Ω0 − Ω∞| =
(9

8
J − 8

9
J
)
−

∞∑
s=0

|Ωs − Ωs+1|

=
(81J − 64J

72

)
−

∞∑
s=0

∣∣Ωruim
s

∣∣ =
17

72
J −

∞∑
s=0

∣∣Ωruim
s

∣∣ .
Pelo Lema 3.6.1 e Lema 3.7.1, lembrando que as hipóteses estão satisfeitas, e usando a

expressão de ψs dada em (3.54), obtemos∣∣Ωruim
s

∣∣ ≤ 8
∑

m,n∈N
∆mn> 1

2 J

∑
k∈N

∆mn
2J

<k< 2∆mn
J

MmMn

k
ψs(k, n,m)

= 8
∑

m,n∈N
∆mn> 1

2 J

∑
k∈N

∆mn
2J

<k< 2∆mn
J

MmMn

k

π

2
ϕs+1 |k|

1
2 e−ρs

|k|
2

= 4πϕs+1

∑
m,n∈N

∆mn> 1
2 J

MmMn

∑
k∈N

∆mn
2J

<k< 2∆mn
J

|k|
1
2

k
e−ρs

|k|
2

≤ 4πϕs+1

∑
m,n∈N

∆mn> 1
2 J

MmMn

∑
k∈N

max{1, ∆mn
2J

}<k< 2∆mn
J

k−
1
2 e−ρs

|k|
2

≤ 4πϕs+1

∑
m,n∈N

∆mn> 1
2 J

MmMn2
∆mn

J

(∆mn

2J

)− 1
2
e−ρs

∆mn
4J

= 8πϕs+1
(2J)σ

(2J)σ

∑
m,n∈N

∆mn> 1
2 J

MmMn

(∆mn)σ
(∆mn)

σ2
∆mn

2J

(∆mn

2J

)− 1
2
e−ρs

∆mn
4J

= 2× 8πϕs+1(2J)σ
∑

m,n∈N
∆mn> 1

2 J

MmMn

(∆mn)σ

(∆mn

2J

)σ(∆mn

2J

)(∆mn

2J

)− 1
2
e−ρs

∆mn
4J

= 16π(2J)σϕs+1

∑
m,n∈N

∆mn> 1
2 J

MmMn

(∆mn)σ

(∆mn

2J

)σ+ 1
2
e−ρs

∆mn
4J

= 16π2σϕs+1J
σ
∑

m,n∈N
∆mn> 1

2 J

MmMn

(∆mn)σ

(∆mn

2J

)σ+ 1
2
e−ρs

∆mn
4J .

Agora, se α > 0 e β > 0, então supx>0 x
αe−βx =

(
α
eβ

)α
. Aplicando este resultado com

α = σ + 1
2

e β = ρs

2
, obtemos que para ∆mn >

1
2
J, m, n ∈ N(∆mn

2J

)σ+ 1
2
e−ρs

∆mn
4J ≤

(σ + 1
2

eρs

2

)σ+ 1
2

=
(2σ + 1

eρs

)σ+ 1
2
.

Portanto, ∣∣Ωruim
s

∣∣ ≤ 16π2σϕs+1

(2σ + 1

eρs

)σ+ 1
2
∆σ(J).
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Para completar a estimativa precisamos mostrar que a soma
∑∞

s=0
ϕs+1

(ρs)
σ+1

2
é finita, o que

impõe restrições na escolha de {ϕs} e {Es}. Com nossa escolha (3.64) isso é garantido pela

condição r > σ + 1
2
, pois

∞∑
s=0

ϕs+1

(ρs)
σ+ 1

2

=
∞∑
s=0

a(s+ 1)αq−r(s+1)(
1
Es
− 1

Es+1

)σ+ 1
2

= a
∞∑
s=0

(s+ 1)αq−r(s+1)[(
1− 1

q

)
q−s−1

]σ+ 1
2

=
a(

1− 1
q

)σ+ 1
2

∞∑
s=0

(s+ 1)αq−r(s+1)q(σ+ 1
2
)(s+1)

=
a(

1− 1
q

)σ+ 1
2

∞∑
s=0

(s+ 1)αq−(r−σ− 1
2
)(s+1) <∞.

Usando a notação Linn(z) =
∑∞

k=1
zk

kn (|z| < 1), temos

Li−α(q
−r+σ+ 1

2 ) =
∞∑
k=1

q(−r+σ+ 1
2
)k

k−α
=

∞∑
k=1

kαq(−r+σ+ 1
2
)k

=
∞∑
s=0

(s+ 1)αq−(r−σ− 1
2
)(s+1)

e considerando δ1(σ, r) = 720πeeσ+ 1
2 q2r2σ

(
2σ+1(
1− 1

q

)
e

)σ+ 1
2

Li−α(q
−r + σ + 1

2
), obtemos

|Ω∞| =
17

72
J −

∞∑
s=0

∣∣Ωruim
s

∣∣
≥ 17

72
J − 16π2σ(2σ + 1)σ+ 1

2 ∆σ(J)
∞∑
s=0

ϕs+1

ρ
σ+ 1

2
s

=
17

72
J − 16π2σ(2σ + 1)σ+ 1

2 ∆σ(J)
a(

1− 1
q

)σ+ 1
2

∞∑
s=0

(s+ 1)αq−(r−σ− 1
2
)(s+1)

=
17

72
J −∆σ(J)eσ+ 1

2 16π2σ

(
2σ + 1(
1− 1

q

)
e

)σ+ 1
2

Li−α(q
−r + σ +

1

2
)a

=
17

72
J −∆σ(J)εV 16π2σeσ+ 1

2

(
2σ + 1(
1− 1

q

)
e

)σ+ 1
2

Li−α(q
−r + σ +

1

2
)45eq2r

=
17

72
J − 720πeeσ+ 1

2 q2r2σ

(
2σ + 1(
1− 1

q

)
e

)σ+ 1
2

Li−α(q
−r + σ +

1

2
)∆σ(J)εV

=
17

72
J − δ1(σ, r)∆σ(J)εV .

Isso demonstra (3.3), considerando δ∗(σ, r, J) = δ1(σ, r)∆σ(J).
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Para concluir a demonstração considere que ω ∈ Ω∞. Queremos aplicar a Proposi-

ção 3.5.1. Olhando as hipóteses de tal proposição observamos que resta apenas demonstrar

a igualdade (3.46). Na verdade, essa igualdade é uma consequência da construção de As ∈
0Bs+1. De fato, pela construção de As (conforme(3.63))

As = Γs((1−Ds)(Ws − τs−1(Ws−1))),

o que significa que para qualquer ω ∈ Ωs+1 e todos os ı́ndices (k, n,m)

(kω −∆mn + (Ws)0nn(ω))(As)knm(ω)− (As)knm(ω)(Ws)0mm(ω) =

= ((1−Ds)(Ws − τs−1(Ws−1)))knm(ω). (3.74)

Por outro lado, pela definição de θsu (conforme(3.45)) e a definição de Ds (conforme(3.33)),

e como ω ∈ Ω∞ vale que, para todo u, u > s,

θsu(τusDs(Ws))knm(ω) =
(
[τu,s+1(As), τusDs(Ws)]

)
knm

(ω)

= (τu,s+1(As)τusDs(Ws))knm(ω) (3.75)

−(τusDs(Ws)τu,s+1(As))knm(ω)

= (As)knm(ω)(Ws)0mm(ω)− (Ws)0nn(ω)(As)knm(ω).

Dáı, de (3.74)

(kω −∆mn)(As)knm(ω) + (Ws)0nn(ω)(As)knm(ω)− (As)knm(ω)(Ws)0mm(ω) =

= ((1−Ds)(Ws − τs−1(Ws−1)))knm(ω),

e usando (3.75), segue que

(kω −∆mn)(As)knm(ω) = (θsu(τusDs(Ws)) + τus(1−Ds)(Ws − τs−1(Ws−1)))knm(ω),

que é a relação (3.46).

Conclúımos que de acordo com a Proposição 3.5.1 o operador K + V é unitariamente

equivalente à K + D(W) e, portanto, tem espectro pontual puro. Isso conclui a demons-

tração do Teorema 3.1.1.



Apêndice

Considere

H =
⊕∑
n∈N

Hn,

a decomposição espectral de um espaço de Hilbert em uma soma direta de subespaços

mutuamente ortogonais e Ω ⊂ R. Para qualquer par de números reais positivos, ϕ e E, o

subespaço

B ⊂ L∞
(
Ω× Z× N× N,

∑
n∈N

⊕∑
m∈N

B(Hm,Hn)
)
,

formado pelos elementos V que satisfazem

Vknm(ω) ∈ B(Hm,Hn)

e tem norma finita

‖V‖ = sup
ω,ω′∈Ω
ω 6=ω′

sup
n∈N

∑
k∈Z

∑
m∈N

(
‖Vknm(ω)‖+ ϕ

∥∥∥∂̃Vknm(ω, ω′)
∥∥∥)e |k|E , (3.76)

em que ∂̃ representa o operador diferença

∂̃V(ω, ω′) =
V(ω)− V(ω′)

ω − ω′
.

Note que o operador de diferença obedece à regra

∂̃(UV)(ω, ω′) =
U(ω)V(ω)− U(ω′)V(ω′)

ω − ω′

=
U(ω)V(ω′)− U(ω′)V(ω′) + U(ω)V(ω)− U(ω)V(ω′)

ω − ω′
(3.77)

=
(U(ω)− U(ω′)

ω − ω′

)
V(ω′) + U(ω)

(V(ω)− V(ω′)

ω − ω′

)
= ∂̃U(ω, ω′)V(ω′) + U(ω)∂̃V(ω, ω′).

Proposição 3.8.1 (B, ‖ · ‖) é um espaço de Banach.
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Demonstração: Seja {Xl} ⊂ B uma sequência de Cauchy. Logo, para todo ε > 0, existe

N ∈ N tal que se l, p ≥ N implica

‖Xl −Xp‖ < ε.

Assim, se l, p ≥ N

sup
ω,ω′∈Ω;

ω 6=ω′

sup
n∈N

∑
k∈Z

∑
m∈N

(
‖(Xl −Xp)knm(ω)‖+ ϕ

∥∥∥∂̃(Xl −Xp)knm(ω, ω′)
∥∥∥)e|k|/E < ε.

Dáı, para ω ∈ Ωs, k ∈ Z e m,n ∈ N

‖(Xl)knm(ω)− (Xp)knm(ω)‖ < ε, ∀l, p ≥ N,

e portanto {(Xl)knm(ω)} é uma sequência de Cauchy em B(Hm,Hn), que é um espaço de

Banach; assim

(Xl)knm(ω) → Xknm(ω) ∈ B(Hm,Hn).

Isto define X ∈ B de forma que Xl → X na norma ‖·‖ .

Proposição 3.8.2 Seja U ,V ∈ B e considere a regra de multiplicação

(UV)knm(ω) =
∑
l∈Z

∑
p∈N

Uk−l,n,p(ω)Vlpm(ω). (3.78)

Então

‖UV‖ ≤ ‖U‖ ‖V‖ . (3.79)

Demonstração: Para abreviar vamos denotar nesta demonstração

χp(ω) =
∑

l∈Z
∑

m∈N ‖Vlpm(ω)‖ e
|l|
E e ∂̃χp(ω, ω

′) =
∑

l∈Z
∑

m∈N

∥∥∥∂̃Vlpm(ω, ω′)
∥∥∥ e |l|E .

Temos ∑
k

∑
m

‖(UVV)knm(ω)‖ e
|k|
E ≤

≤
∑
k

∑
m

∑
l

∑
p

‖Uk−l,n,p(ω)‖ e
|k−l|

E ‖Vlpm(ω)‖ e
|l|
E

=
∑
k

∑
m

∑
l

∑
p

‖Uknp(ω)‖ e
|k|
E ‖Vlpm(ω)‖ e

|l|
E

=
∑
k

∑
p

‖Uknp(ω)‖ e
|k|
E χp(ω).
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Similarmente, usando (3.77),∑
k

∑
m

∥∥∥∂̃(UV)knm(ω)
∥∥∥ e |k|E ≤

≤
∑
k

∑
m

∑
l

∑
p

(
‖Uknp(ω)‖ e

|k|
E

∥∥∥∂̃Vlpm(ω, ω′)
∥∥∥ e |l|E +

∥∥∥∂̃Uknp(ω, ω′)∥∥∥ e |k|E ‖Vlpm(ω′)‖ e
|l|
E

)
≤

∑
k

∑
p

(
‖Uknp(ω)‖ ∂̃χp(ω, ω′) +

∥∥∥∂̃Uknp(ω, ω′)∥∥∥χp(ω′))e |k|E .

A combinação dessas duas desigualdades fornece∑
k

∑
m

(
‖(UV)knm(ω)‖+ ϕ

∥∥∥∂̃(UV)knm(ω, ω′)
∥∥∥)e |k|E ≤

≤
∑
k

∑
p

(‖(Uknp(ω)‖ (χp(ω) + ϕ∂̃χp(ω, ω
′)) + ϕ

∥∥∥∂̃Uknp(ω, ω′)∥∥∥χp(ω′))e |k|E

≤ sup
ω,ω′

sup
p

(χdp(ω) + ϕ∂̃χp(ω, ω
′))
∑
k

∑
p

(
‖Uknp(ω)‖+ ϕ

∥∥∥∂̃Uknp(ω, ω′)∥∥∥)e |k|E

= ‖V‖
∑
k

∑
p

(
‖Uknp(ω)‖+ ϕ

∥∥∥∂̃Uknp(ω, ω′)∥∥∥)e |k|E .

Para obter (3.79) é suficiente aplicar supω,ω′ supn para esta desigualdade.

Suponha agora que são dados dois pares de números reais positivos, (ϕ1, E1) e (ϕ2, E2),

e que vale

ρ =
1

E1

− 1

E2

≥ 0 e ϕ2 ≤ ϕ1. (3.80)

Consequentemente, temos dois espaços de Banach, B1 e B2. Além disso, suponha que é

dada uma aplicação

Γ : Ω× Z× N× N →
∑
n∈N

⊕∑
m∈N

B(B(Hm,Hn)), (3.81)

tal que para cada par (ω, k) ∈ Ω×Z e cada ı́ndice duplo (n,m) ∈ N×N, Γknm(ω) pertence

a B(B(Hm,Hn)). Γ naturalmente determina uma aplicação linear, denotada pelo mesmo

śımbolo Γ, de B1 para B2, de acordo com a regra

(ΓV)knm(ω) = Γknm(ω)(Vknm(ω)). (3.82)

Com respeito ao operador diferença, neste caso vale a regra

∂̃(Γ(V))(ω, ω′) = ∂̃Γ(ω, ω′)(V(ω′)) + Γ(ω)(∂̃V(ω, ω′)).

Proposição 3.8.3 A norma de Γ : B1 → B2 pode ser estimada como segue,

‖Γ‖ ≤ sup
ω,ω′∈Ω
ω 6=ω′

sup
k∈Z

sup
(n,m)∈N×N

e−ρ|k|
(∥∥Γknm(ω)

∥∥+ ϕ2

∥∥∥∂̃Γknm(ω, ω′)
∥∥∥). (3.83)
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Demonstração: Observe que, se for conveniente, podemos trocar ω e ω′ em
∥∥∥∂̃U(ω, ω′)

∥∥∥.
Temos ∑

k

∑
m

(
‖Γknm(ω)(Vknm(ω))‖+ ϕ2

∥∥∥∂̃(Γknm(Vknm))(ω, ω′)
∥∥∥)e−ρ|k| ≤

≤
∑
k

∑
m

(
‖Vknm(ω)‖

(
‖Γknm(ω)‖+ ϕ2

∥∥∥∂̃Γknm(ω, ω′)
∥∥∥)e−ρ|k|

+ϕ2

∥∥∥∂̃Vknm(ω, ω′)
∥∥∥ ‖Γknm(ω′)‖ e−ρ|k|

)
e
|k|
E1

≤ sup
ω,ω′

sup
k

sup
(n,m)

e−ρ|k|
(
‖Γknm(ω)‖+ ϕ2

∥∥∥∂̃Γknm(ω, ω′)
∥∥∥)

×
∑
k

∑
m

(
‖Vknm(ω)‖+ ϕ1

∥∥∥∂̃Vknm(ω, ω′)
∥∥∥)e |k|E1 .

Para terminar a demonstração é suficiente aplicar supω,ω′ supn a esta desigualdade.
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