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Resumo

O objetivo deste estudo ¢ a caracterizacdo de conjuntos relativamente compactos (precom-
pactos) em espagos de Lebesgue com expoente variavel em espagos de medida métricos.
Sera apresentada uma detalhada discussao a respeito de tais espacos e de suas proprie-
dades fundamentais a fim de estabelecer uma conexao para alcancarmos este proposito
fundamental. Além disso, o estudo de conjuntos relativamente compactos em espagos de
Lebesgue com expoente variavel sera abordado de forma particular para o espago Eucli-
diano e também para o caso do espago analogo discreto, isto ¢, o espaco de sequéncias

com expoente variavel.

Palavras—chave: Precompacidade, Espacos de Lebesgue, Expoente Variavel.
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Abstract

The objective of this study is the characterization of relatively compact sets (precom-
pacts) in variable Lebesgue spaces in metric measure spaces. A detailed discussion will
be presented of such spaces and their fundamental properties in order to establish a con-
nection to achieve this fundamental purpose. Moreover, the study of relatively compact
sets in variable Lebesgue spaces will be approached in a particular way for the Fuclidean
space and also for the case of the discrete analogue space, that is, the space of sequences

with variable exponent.

Keywords: Precompacity, Lebesgue Spaces, Variable Exponents.



Sumario

Agradecimentos i
Resumo iv
Abstract v
Indice vi
Introducao 1
1 Preliminares )
1.1 Uma Coletanea de Resultados . . . . . . .. ... . ... ... ....... 5

1.2 Espacos de Lebesgue com Expoente Variavel . . .. .. .. ... .. ... 17
1.2.1 Definigoes e Resultados Basicos . . . . .. .. ... ... ... ... 18

1.2.2  Propriedades do Espaco LPO)(Q) . . ... ... L. 22

2 Espacos de Medida Métricos 30
2.1 Condicao de Continuidade Log-Hdlder . . . . .. . ... ... .. .. ... 30
2.2 Medidas de Duplicacao . . . . . . . . Lo o 35
2.3 O Operador Maximal em Espacos de Lebesgue com Expoente Varidvel . . 40

3 Precompactos em Espacos de Lebesgue Generalizados 57
3.1 Conceitos Iniciais . . . . . . . . . . . e e 57
3.2 Caracterizacdo de Precompactos em LP)(X, 0,p) . . . . . . ... ... .. 60

vi



Vil

4 Precompactos em Espacos de Lebesgue Generalizados no Espaco Eucli-

diano 70
4.1 Precompactos em LPO(R™) . . ... .. 70
4.2 A Nio Invariancia por Translagoes em LPO(R™) . . . ... ... ... ... 76
5 Precompactos em Espacos de Sequéncias GGeneralizados 83
5.1 Definicoes e Resultados Béasicos . . . . .. .. .. ... ... .. 83
5.2 Precompactos em It} 90

Bibliografia 93



Introducao

Os espacos de Lebesgue com expoente varidvel, como o proprio nome ja diz, sao
extensoes naturais dos espagos classicos de Lebesgue, LP, onde substituimos o expoente
constante p por uma fungao expoente p(-). No caso do espagos LP podemos destacar a
homogeneidade em sua definicao. Porém, nao podemos dizer o mesmo a respeito dos
espacos de Lebesgue com expoente variavel, denotados por LP(), neles utilizamos uma
abordagem diferente onde deixamos o dominio intacto e permitimos que o expoente varie
de acordo com o ponto dado.

Mais precisamente, para um conjunto {2 mensuravel qualquer e ¢ uma medida em €2,

definimos os espago LP()(Q) da seguinte maneira:
LPO(Q) = {f Q> R:fé mensuréwel,/ 1f ()P du(z) < oo} :
Q
Como um exemplo simples em 2 = R, considere a fungdo expoente p(-), dada por

2, se x <0,
p(z) =
4, se x > 0.

Entdo, LP)(R) consiste de todas as funcoes reais, f, tais que

/0 f(2)]? dz + /Ooo|f(a:)|4 dz < oo.

—0o0

Evidentemente, quanto mais complexa a funcao expoente p(-), mais delicado o espago
LP0) resultante. Assim, podemos perceber que mesmo assumindo condicées sobre a funcio
expoente, ainda podemos obter um comportamento bastante complicado.

Podemos também considerar espagos onde a fun¢do expoente p(-) é ilimitada, por
exemplo, considere 2 = R e p(x) = 1 + |z|. Porém, aqui neste estudo nos contentaremos

em considerar o caso onde p(-) é limitada.



Os espacos LP() possuem diversas propriedades analogas a dos espacos LP. Contudo
eles também se diferem em alguns aspectos. Por esta razdo, os espacos LP{) possuem um
interesse intrinseco, mas eles também sao muito importantes, por exemplo, para aplicacoes
em equacoes diferenciais parciais.

Nos tltimos anos, observamos um intenso crescimento no interesse no estudo de tais
espacos. Destacamos o uso no estudo de fluidos eletroreologicos que tém sido utilizados,
por exemplo, na roboética e tecnologia espacial. Devido tais fluidos possuirem inomoge-
neidades, modelar um problema utilizando os espacos de Lebesgue e Sobolev classicos,
LP e WP ndo é adequado, pois o expoente p é fixo. Necessita, entdao, que o expoente
possa variar, ou seja, requer o uso de espacos com expoente variavel. Para obter mais
informacoes sobre propriedades, modelagem e aplicagoes a esses fluidos com espacos com
expoente variavel, indicamos a referéncia [21].

Seguindo, como ja dito, os espacos LP() sio importantes nos estudos de equacoes
diferenciais parciais e um interesse comum neste estudo ¢ a busca de existéncia de solucoes
para uma dada equacao diferencial parcial. Sabemos que até mesmo para o caso de
equacgoes diferenciais ordinérias esta questao ¢ muitas vezes dificil. Um artificio que
buscamos seria a compacidade de seus dominios, que é um importante objeto de pesquisa
em analise, devido suas relevantes propriedades e grandes aplicagoes, como por exemplo
garantir que sequéncias possuirao subsequéncias convergentes e tal limite da subsequéncia
seria um forte candidato a solucao almejada.

Posto isto, o objeto central de estudo deste trabalho sao conjuntos relativamente com-
pactos (precompactos) em espagos de Lebesgue com expoente varidvel em espacos de
medida métricos, isto é, caracterizar familias relativamente compactas (precompactas)
em tais espagos. Apontamos, [10], como principal referéncia utilizada para a realizagao
deste trabalho.

A dissertacao compoe-se de cinco capitulos e esta disposta como segue. O Capitulo 1
¢ destinado a abordagem de conceitos preliminares e é composto por duas secoes. Sendo
a primeira dedicada a apresentar defini¢oes e resultados da Teoria de Espacos Métricos,

Anélise Funcional e Medida e Integracao que serao importantes para a leitura deste tra-



balho. J& na segunda secao abordamos de maneira precisa os espacos de Lebesgue com
expoente variavel, estabelecendo inicialmente sua definicao e, por conseguinte, algumas
de suas propriedades estruturais, fundamentados principalmente em [6, 7, 11]. Dando
destaque ao Teorema 1.2.6 que se refere a convergéncia em norma destes espacos, devido
a [10].

O Capitulo 2 dedica-se a Espacos de Medida Métricos e divide-se em trés se¢oes. Ao
longo das duas primeiras, baseados em |6, 7] e em |1, 13] respectivamente, estudaremos
duas condigbes, sendo a primeira relacionada a regularidade da fun¢do expoente p(-),
chamada de continuidade log-Hélder e a segunda relativa a medida, que intitularemos
de condicao de duplicacao. E, por fim, na tltima secao buscaremos entender sobre a
limitacdo do Operador Maximal de Hardy-Littlewood em LP®) ¢ para tal tivemos por
referéncia [1].

Em suma, os Capitulos 1 e 2 foram propostos a fim de oferecer o preparo necessario
para o desenvolvimento do capitulo subsequente.

Sendo assim, o Capitulo 3 é destinado ao nosso objetivo central e esta dividido em
duas secoes. Para tal, inicialmente abordamos propriedades relacionadas a precompaci-
dade em espacos métricos, que serao essenciais e cruciais para a secao seguinte. Segao
esta dedicada ao estudo do Teorema 3.2.1, o ponto chave desta dissertacao, onde expli-
citaremos, embasados em [10], uma caracterizagdo das familias precompactas em espacgos
de Lebesgue com expoente varidvel em espacgos métricos. Veremos, fazendo uso do estudo
acumulado dos capitulos precedentes, que certas condi¢oes serao necessarias e suficientes
para que uma familia seja precompacta nestes espacos.

Por fim, nos Capitulos 4 e 5, fundamentados em [10], particularizaremos o resultado
obtido no Teorema 3.2.1 para o caso Euclidiano e o caso do espaco de sequéncias com
expoente variavel, denotado por [P}, No contexto Euclidiano, abordado no Capitulo 4,
destacaremos duas caracterizagoes para conjuntos precompactos, sendo uma delas com
um enfraquecimento na hipoétese sobre a funcao expoente. E, ainda, trataremos do caso
da nio-invariancia por translacdes dos espacos LP()(R") para p(-) ndo constante, como o

intuito de exemplificar que mesmo ocorrendo este fato podemos encontrar familias pre-



compactas neste espago, sem nos recairmos sempre no caso p(-) constante. Para o caso
do espaco [P} retratado no Capitulo 5, propomos a principio em explorar algumas de
suas propriedades bésicas, tendo por referéncia [16], para entdo completarmos com a
caracterizagao de precompactos nestes espagos.

Para finalizar, salientamos que o tema proposto possui uma aplicagdo direta (veja
[10]), onde prova-se o mergulho compacto do espaco de Hajlasz-Sobolev, denotado por
MU0 em LPO) para o caso de espacos métricos compactos munido por uma medida de

duplicagao e p(-) uma funcao expoente log-Hélder continua.



Capitulo 1

Preliminares

O presente capitulo tem por objetivo expor os conceitos basilares que envolvem o tema
deste estudo. As propriedades e defini¢oes aqui estudadas, muitas vezes serao diretamente
aplicadas ao longo da dissertagao, enquanto outras serao apresentadas a fim de facilitar a

compreensao deste trabalho.

1.1 Uma Coletanea de Resultados

Nesta secao apresentamos os conceitos iniciais para a leitura desta dissertacao e tam-
bém estabelecemos algumas notacoes que serao utilizadas ao longo do texto. A teoria

aqui apresentada pode ser encontrada com mais profundidade e detalhes nas referéncias

[’ ? ) ? ? ]

Definigao 1.1.1. Se X e Y sdo conjuntos, denotamos por X\Y, a diferenga de X por
Y, isto é,

X\Y ={z;zeXex¢Y}.
E, ainda, serd denotado por XAY , a diferenca simétrica de X e deY, isto €,
XAY = (X\Y)U(Y\X).
Lema 1.1.1. Sejam 1 <p < oo ea, b > 0. Entao
(a+b)P < 2771 (aP 4 bP).

5



Proposicao 1.1.1 (Desigualdade de Young). Para 1 < p < 00 e q = p%l, isto €,

p~t 4+ q ' =1 e para quaisquer dois nimeros positivos a e b, temos

a? b
ab < —+ —.
p q

Definicao 1.1.2. Uma métrica num conjunto M € uma aplicacio d : M x M — R, que
associa a cada par ordenado de elementos x, y € M um nidmero real d(x,y), chamado a

distdncia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as sequintes condi¢oes para quaisquer

,y, 2 € M:
(i) d(z,z) = 0;
(ii) Sex %y entio d(z,y) > 0;
(iii) d(x,y) = d(y, z);
(iv) d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2).

Defini¢ao 1.1.3. Um espag¢o métrico é um par (M,d), onde M é um conjunto e d é
uma métrica em M. Ou, ainda, diremos simplesmente “o espaco métrico M7, deixando

subentendida qual métrica d que estd sendo considerada.

Definicao 1.1.4. Em um espaco métrico M a bola aberta de centro a e raio r € o

conjunto B(a,r), também denotado simplesmente por B, definido por
B(a,r):={x € M ; d(z,a) <r}.

Definicao 1.1.5. Seja M um espaco métrico. Dizemos que um subconjunto X C M ¢é

aberto se para todo x € X existe r > 0 tal que B(z,r) C X.

Definicao 1.1.6. Um ponto a diz-se aderente a um subconjunto X de um espaco métrico

(M,d) quando d(a,X) =0, isto é, para cada € > 0, existe x € X tal que d(a,x) < €.

Definicdo 1.1.7. O fecho de um conjunto X num espaco métrico M €é o conjunto X

dos pontos de M que sao aderentes a X.

Definicao 1.1.8. Um subconjunto X C M dizse denso em M quando X = M.



Definicao 1.1.9. Um subconjunto X C M diz-se fechado em M quando seu comple-
mentar, X¢, é aberto, ou quando X = X. Ou ainda, se x, € X para todo n € N e

lim z, =z, entao x € X.
n—0o0

Definicao 1.1.10. Seja X um subconjunto de um espa¢o métrico M. Uma cobertura

de X é uma familia C = (Cy)rer de subconjuntos de M tal que X C U Cy.

AeL
Se existe um subconjunto J C L tal que, para cada v € X, ainda se pode obter A € J

com x € Cy, entdo a subfamilia C; = (C)\)aes chama-se subcobertura de C.

Uma cobertura X C U Cy diz-se aberta quando cada conjunto Cy, X € L, é aberto
AeL
em M. A cobertura X C U Cy diz-se finita quando L é um conjunto finito.
AeL

Definicao 1.1.11. Um espagco métrico M chama-se compacto quando toda cobertura

aberta de M possui uma subcobertura finita.

Definicao 1.1.12. Um subconjunto X de um espaco métrico (M,d) chama-se limitado
quando existe uma constante ¢ > 0 tal que d(x,y) < ¢ para quaisquer x, y € X. O menor

desses nimeros ¢ serd chamado o didmetro de X, isto é, definimos o didmetro de X por
diam(X) = sup {d(z,y) ; v,y € X}.

Definigao 1.1.13. Uma sequéncia {x,}, . em um espagco métrico (M,d) é chamada de
Cauchy, se d(x,,x,) — 0 quando m,n — oo. Diz-se que (M,d) é completo quando

toda sequéncia de Cauchy em M € convergente.

Definigao 1.1.14. Uma norma num espago vetorial V sobre o corpo F (real ou complexo)

é uma aplicacao || . |y : V — R, que satisfaz:
(i) €]l = 0 para todo £ € V, e ||€]|, = 0 se, e somente se, £ =0;
(ii) |IXElly = A €]l para todo € € V' e qualquer \ € TF;

(iii) 1€ +nlly <€l + [Inlly para todos &9 € V.

Definicao 1.1.15. Um espago vetorial normado é um par (V,| . |), onde V é um

espago vetorial (real ou complexo) e || .|y € uma norma em V. Ou, ainda, diremos



simplesmente “o espago normado V7, deizando subentendida qual norma || . ||y, que estd

sendo considerada.

Definicao 1.1.16. Sejam (V|| . |lv) e (W, . |l\y) espagos normados. Definimos a norma

do espaco V+W :={x+y: z€ X, y €Y}, por
||Z||V+W:inf{”xnv""HyHW cxeV,yeW, z=x+vy}.

Definig¢ao 1.1.17. Um espaco normado (V,|| . |) € dito espaco de Banach, quando

(VL - |ly) for completo em relagio a métrica induzida pela norma, isto €,
d($7y) = HiL’ - y”Va T,y € V.
Definicao 1.1.18.

(a) Um operador linear entre espagos vetoriais X e Y € uma aplica¢io T : domT C
X =Y, em que seu dominio domT é um subespaco vetorial e T({ +an) =T(&) +

a T(n), para todos £,m € domT e todo escalar o € F (real ou complexo);

(b) Sejam X e Y espacos normados. Um operador linear continuo é também chamado
de limaitado, e o conjuntos dos operadores limitados de X em Y serao denotados

por B(X,Y);

(c) Se X é um espago normado, entdo o espago de Banach B(X,F) serd denotado
por X* e chamado de espaco dual de X. Cada elemento de X* é chamado de

funcional linear continuo em X.

Observacao 1.1.1. Como X* € um espaco de Banach, estd bem definido X := (X*)*,
chamado de bidual de X. Uma maneira de identificar elementos de X com elementos de

X** consiste em: a cada & € X associa-se £ € X** por

()= fE), feX"

Esta aplicacao é chamada aplicagao candénica de X em X** e é uma isometria linear.



Definicao 1.1.19. Se a aplicacdo candnica € sobrejetora, entao o espaco normado X €
chamado espacgo reflexivo. Ou seja, X € reflexivo se ele é isomorfo a X** e o isomorfismo

€ dado por esta aplicacao candnica.

Definigao 1.1.20. Seja X um espa¢o normado. Dizemos que uma sequéncia {&,}, cn C

X converge fracamente a £ € X se lim f(&,) = f(&) para todo f € X*.
n—oo

Teorema 1.1.1. Seja X um espago de Banach reflexivo, entao toda sequéncia limitada

em X possui subsequéncia fracamente convergente.
Definicao 1.1.21. Seja X um conjunto.

(a) Uma colegao T de subconjuntos de X € dita uma topologia em X, se T satisfaz as

sequintes propriedades:

(i) 0T eXeT;

(ii)) Se V; € T parai=1,2,--- ,n entao (\V; € T;

1=1
(i) Se {V,} é uma colecao arbitraria de elementos de T, entao |JV, € T.
«

(b) Se T é uma topologia em X, entao X é chamado um espago topoldgico, e os
elementos de T sao chamados conjuntos abertos de X. Usa-se a notacio (X, T)
para denotar espacos topoldgicos, mas comumente é usada simplesmente a notacao

X para denotar estes espacos, quando € claro a topologia em que X esta munido;

(c) Seja f: X =Y, onde X eY sdo espagos topoldgicos, entio f € dita continua se

7YV é um conjunto aberto de X para todo conjunto aberto, V, de Y.
Definicao 1.1.22. Seja f um funcao real em um espaco topoldgico.

(a) Se o conjunto {x; f(x) > a} é aberto para todo nimero real o, dizemos que f ¢é

semicontinua inferiormente;

(b) Se o conjunto {x; f(x) < a} € aberto para todo nimero real o, dizemos que f €

semicontinua superiormente.
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Definicao 1.1.23. Chamamos de suporte de uma funcao complexa f em um espaco

topoldgico X o fecho do congunto {x ; f(x) # 0}, denotado por suppf.

Definicao 1.1.24. Seja X um conjunto.

(@)

(b)

Uma colecao M de subconjuntos de X € dita uma o-dlgebra em X se I satisfaz

as sequintes propriedades:

(1) X € M;
(ii) Se A € M, entao A° € M, onde A° é o complementar de A relativo a X;

(ii)) Se A= |J A, e se A, € M para n € N, entdo A € M.

n=1
Se M € uma o-dlgebra em X, entao X € chamado um espa¢o mensurdvel, e os
elementos de M sao chamados conjuntos mensurdveis de X. Usa-se a notagcao
(X,9M) para denotar espagos mensurdveis, mas comumente é usada simplesmente
a notacao X para denotar estes espacos, quando € claro a o-dlgebra que X estd

munido;

Se X ¢ um espaco mensurdvel, Y € um espaco topologico e f é uma aplicacdo de
X para Y, entdo [ € dita mensurdvel se f~1(V) é um conjunto mensurdvel de X

para todo conjunto aberto, V', de Y.

Proposicao 1.1.2. Seja X um espaco mensurdvel. Se E é um conjunto mensurdvel de

X e se

1, sex e E,

xe(@) =
0, sex ¢ F,

entao xg € uma funcao mensurdvel, chamada de fun¢ao caracteristica do conjunto E.

Teorema 1.1.2. Seja X um espaco mensurdvel. Se F € uma coleciao de subconjuntos

de X, entao existe uma menor o-dlgebra IM* em X tal que F € IM*. Chamamos N* de

o-dlgebra gerada por F.
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Observacao 1.1.2. Se X € um espaco topoldgico, pelo Teorema 1.1.2 existe a menor

o-dlgebra B em X tal que todo conjunto aberto de X pertence a B. Chamamos B de

o-dlgebra de Borel de X e seus elementos sao chamados de conjuntos de Borel ou

borelianos de X.

Definicao 1.1.25. Sejam X um conjunto e I uma o-dlgebra em X.

(@)

(b)

(¢)

(d)

(¢)

Uma medida positiva é uma funcio p: MM — [0, 00] aditiva contdvel, ou seja, se

{A;}2, € uma sequéncia de conjunto mensurdveis dois a dois disjuntos, entdo

H <GA2> ZiM(Az‘)-

Frequentemente chamamos uma medida positiva somente de medida;

Um espaco de medida é um espago mensurdvel munido de uma medida positiva
definida na o-dlgebra dos conjuntos mensurdveis. Denotamos um espaco de medida

pela trinca (X, M, pu);

Se 1 (X) < oo dizemos que p € uma medida finita. Se X = |J A;, onde A; € M
i=1
com p (A;) < oo para todo i € N, dizemos que pu é uma medida o-finita ou, ainda,

dizemos que X € um congunto o-finito para u;

Se para qualquer conjunto A mensurdvel de X com p(A) > 0 existe um subcongjunto
A de A mensurdvel tal que pu (A) > p(A) > 0, dizemos que a medida pu é uma medida

nao-atémaica;

Uma medida de Borel em X é uma medida p definida na o—dlgebra de Borel
de X. E, ainda, uma medida de Borel u em X é dita regular quando satisfaz as

sequintes condicoes:

(i) p(A) =inf{u(U); A CU aberto em X}, para todo A boreliano em X ;
(1i) w(U) =sup{u(K); K CU compacto}, para todo subconjunto aberto U de X ;

(i1i) p(K) < oo, para todo subconjunto compacto K de X.
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Defini¢ao 1.1.26. Seja (X, 9, 1) um espaco de medida.
(a) Um conjunto A € M tal que u(A) =0 € chamado de conjunto de medida nula;

(b) Se uma afirmativa sobre pontos de x € X wvale, exceto possivelmente para x em um

conjunto de medida nula, dizemos que a afirmativa vale quase sempre em X ;

(¢c) Uma medida cujo dominio contém todos os subconjuntos de conjuntos com medida

nula € chamada completa.

Definicao 1.1.27. Ezxiste um medida p completa definida na o—dlgebra M de R™, satis-

fazendo as sequintes propriedades:

(a) Para todo W = {x = (&1,&, -+ ,&) €ER"; o; <& < Bi, 1 <i <k}, tém-se

w(W) = vol(W) = H (Bi — ) ;

i=1
(b) M contém todos os conjuntos de Borel e pu é reqular;

(¢) 1 € invariante por translagao, isto €, (E + x) = u(E), para todo E € M e todo

xr e R™;

(d) Se v é qualquer medida de Borel positivamente invariante por transla¢ao em R™ tal
que v(K) < oo para todo conjunto compacto K, entio existe uma constante c tal

que v(E) = cu(E) para todo conjunto de Borel E C R™;

(e) Para toda transformacao linear T : R™ — R™ corresponde um nimero real AT tal

que, W(T(F)) = ATu(E), para todo E € M.

Os membros de N sao chamados de conjuntos Lebesgue mensurdveis em R™ e 1 €

dita medida de Lebesgue em R".

Definigao 1.1.28. Seja (X, 9, 1) um espago de medida. Para uma sequéncia { fn},cx

de funcoes complexas em X, uma funcdo complexa f em X e um subconjunto mensurdvel

A de X, dizemos que
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(a) a sequéncia {fn},cn converge para f, que denotaremos por {fu}, cn =% f, pontu-

almente em A se lim f,(x) = f(x), para todo x € A;
n—oo

n—oo

(b) a sequéncia {fn},cn =% f, pontualmente quase sempre em A, se {fatnen

| pontualmente em A\B, onde B C X € mensurdvel e possui medida nula;

(c) a sequéncia {fn},cn =% f, uniformemente em A, se para cada € > 0 existe

N € N tal que sup |f,(z) — f(x)| < e, para todo n > N.
T€EA
Definigao 1.1.29. Seja (X, 9, 1) um espaco de medida.
(a) Denotamos por Lt (X) o espago de todas as fungoes mensurdveis f: X — [0, 00].

(b) Denomina-se por fun¢do simples uma funcao s € LT (X) dada pela sequinte forma

n
§= E QX Ay
=1

onde oy, -+, ay, sao distintos e se B2 € M, definimos

/sd,u:Zai,u(AiﬁE);
E

i=1

(c) Se feLT(X)eEeM, definimos

/fduzsup/sdu,
E E

o supremo sobre todas as fungoes simples tal que 0 < s < f e o chamamos de

integral de Lebesgue de f sobre E, com respeito a .

Teorema 1.1.3 (Convergéncia Mono6tona de Lebesgue). Sejam (X, 9, 1) um espago

de medida e { f,}, oy uma sequéncia de fungoes em L™ (X), e suponha que
(a) 0 < fi(z) < fo(x) < -+ < o0 para quase todo x € X;
(b) fo ™= f(z) para quase todo x € X.

Entao f € mensurdvel, e

/fndu—>/fd,u quando n — oo.
X X
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Lema 1.1.2 (de Fatou). Sejam (X, M, 1) um espago de medida e f, € LT(X), para

cada inteiro positivo n, entao

/ (hmmf fn> du < liminf / £ dy.
Corolério 1.1.1. Seja (X, 9, i) um espago de medida e suponha que {fn},cy € LT (X),

feL(X) e f,— [ quase sempre, entdo

/ fdu < liminf/ frn dp.
X n—o0 X

Defini¢do 1.1.30. Denotamos por L'(X) ou L'(1) a colegao de fungoes complexas men-

surdveis f em X tal que

J ot dn <.

Chamamos os membros de L'(p) de fungoes Lebesgue integrdveis (com respeito a ).

Teorema 1.1.4 (Convergéncia Dominada de Lebesgue). Sejam (X, 9, p) um es-

pago de medida e {f,}, o wma sequéncia de fungoes em L'(p), tal que f(z) = lim f,(x)
n—oo

ezista para quase todo v € X. Suponha ainda que exista g € L'(p) tal que |fn(z)] < g(x),

para quase todo v € X en € N. Entao f € L'(u1) e valem as sequintes propriedades:

(a) Y [ 12 11 du=0;

o)t [ o= [ rau
Teorema 1.1.5 (de Fubini). Sejam (X, 0, 1) e (Y, N, v) espacos de medida o-finitos e

seja f um fungao (M xN)-mensurdvel em X xXY.

(a) Se 0 < f<oo,ese

sO(HS)Z/fodV v(x)Z/Xfydu (reX.yeY),

entao ¢ € M-mensurdvel, v € N-mensurdvel e

/Xsodu=/Xnyd(u><V)=/Y’de;
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(b) Se f: XxY —C ese

@*(x)—/]f]x dv e/gp*du<oo,
Y X

entao f € L' (uxv);

(c) Se f € LY (uxv), entio f, € L'(v) para quase todo v € X, f¥ € L'(u) para
quase todo y € Y; as fungdes ¢ e 7 definidas em (a) pertencem a L'(u) e L*(v),

respectivamente, e o item (b) vale.

Definicao 1.1.31. Dizemos que uma sequéncia {f,} de funcoes mensurdveis em um

neN

espago de medida (X, M, 1) € de Cauchy em medida em X se para todo € > 0,
p(r € X [fu(z) = fu(z)| > €) =0 quando m,n — oo,
e que { fn},en converge em medida para f em X se para todo € > 0,
p(r € X |fulx) = f(x)] > ) =0 quando n — oo.

Teorema 1.1.6 (Riesz). Seja (X, 9, 1) um espago de medida. Se {fn},cn — [ em
medida em X, entdo eviste uma subsequéncia { fn, }cn de {fu},en que converge pontual-

mente a [ quase sempre em X.

Teorema 1.1.7 (Egoroff). Seja (X,9M, u) um espaco de medida. Suponha que p(X) <
o0 e que {fu},en. [ sejam fungoes mensurdveis em X tais que f, "2 quase sempre.

Entao para todo € > 0 existe E C X tal que u(E) < e e f, =% f uniformemente em E°.

Proposicao 1.1.3. Assuma que I possua medida finita. Seja {fn},cn uma sequéncia de
fungoes em LT(E) que converge pontualmente quase sempre para f em E e ainda que f

¢ finita quase sempre em E. Entio f, — f em medida em E.

Defini¢ao 1.1.32. Seja (X, 9, u) um espago de medida. Uma fun¢ao mensurdvel f ¢é
dita localmente integrdvel (com respeito a p), se f for integrdvel em cada subconjunto

de A de seu dominio X, cujo fecho € compacto, isto €, seja K C A compacto entio

[t dn <.

L (A) a colegio de fungoes localmente integrdaveis f em A.

Denotamos por L;,
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Defini¢do 1.1.33. Seja (X, 9, 1) um espago de medida. Se f € L (X) e A é um

loc

conjunto mensurdvel de X, definimos o valor médio da funcao f sobre o conjunto A por

l£f®w=;%5[ﬁﬂw

Teorema 1.1.8 (da Diferenciagao de Lebesgue). Se f é nao-negativa e localmente

integrdvel no espaco de medida (X, 9, u), entdo

lim fdu = f(x),
r—0 B(z,r)

para quase todo x € X.

Definicao 1.1.34. Caso 1 < p < 00, definimos o espaco I[P como o conjunto de todas as

sequéncias © = {xp}, o, com T, € R para todo n € N, tais que

o0 v
x|, == (Z |xn\p> < 0.
n=1

Caso p = 00, 0 espago I° ¢ definido como o cole¢io de todas as sequéncias x = {xn}, oy

com x, € R para todo n € N, tais que
|lz||, :=sup |z,| < occ.
neN

Definicao 1.1.35. Seja (X, 9, 1) um espago de medida. Caso 1 < p < oo, definimos

o0 espaco LP(X) como o conjunto de todas as func¢oes complexas mensurdveis em X, tais

1l = ( [ du>p < oo.

Caso p = 00, 0 espago L>(X) € definido como o colegio de todas as fungoes complexas

que

mensurdveis em X, tais que

| fll, := ess sup | f(z)| < oc.
zeX

Proposicao 1.1.4 (Desigualdade de Holder). Seja (X, 0, 1) e suponha 1 < p < oo
ept+qt=1. Sefell(X)ege LYX), entio fge L*(X) e

1Fglly < I1F1L, llgll, -
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Proposicao 1.1.5 (Desigualdade de Chebyshev). Se f € L? (0 < p < ), entdo

para qualquer o > 0,

||f\|pr

(67

w({e: 17@)] > o)) < {

Proposigao 1.1.6 (Desigualdade de Jensen). Sejam (X, 9, 1) um espago de medida,

q € [1,00] constante e f € LY(B), onde B € uma bola em X, entdo

( |f(y)| duly > ][|f )7 duly)

Defini¢ao 1.1.36. Seja (X, 90, 1) um espago de medida. Dados {fn}, .y C L*(X) e
o conjunto N(E) := limsup [, |fo(2)]" du(z), para E C X mensurdvel, dizemos que
neN

{fu},en € equi-integrdvel se:
1. Para todo € > 0 existe um § > 0 com ANE) < € para todo E mensurdvel com
n(E) < 6;
2. Para todo € > 0 existe um conjunto mensurdvel Xo com u(Xo) < 0o e A(X\Xp) < e.

Teorema 1.1.9 (da Convergéncia de Vitali). Seja (X, 0, 1) um espago de medida
o—finito e completo. Seja ainda 1 < s < 00 e {fn},cn C L (X) uma sequéncia de fungoes

—>Ose e

que converge quase sempre para f em X. Entao f € L°(X) e ||fn — fll .

somente se { fn},cn € equi-integravel.

1.2 Espacos de Lebesgue com Expoente Variavel

Nesta secao daremos a definicao precisa dos espacgos de Lebesgue com expoente varia-
vel, também comumente chamado por espacos de Lebesgue generalizados, que diferem dos
espacos de Lebesgue classicos devido o expoente p nao ser constante e sim uma fungao.

Apresentaremos também algumas de suas propriedades estruturais e, salientamos aqui,
que demonstracoes de resultados que, porventura nao forem expostas, serao substituidas
por referéncias apropriadas.

Ao longo desta secao, considere (€2, 1) um espaco de medida o—finito, onde © é um
conjunto mensuravel qualquer e y ¢ uma medida completa. As principais referéncias para

esta se¢ao sao [0, 7, 11].
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1.2.1 Definicoes e Resultados Basicos

Para a definicao de espagos de Lebesgue com expoente variavel é necessario primeira-

mente introduzirmos qual tipo de expoente variavel estamos interessados.

Definigao 1.2.1. Seja P(Q2) o conjunto de todas as fung¢oes mensurdveis com respeito a
w definidas em Q no intervalo [1,00], isto €, p(:) : Q — [1,00]. Os elementos de P(2)
sao chamados de funcoes expoente ou simplesmente expoentes. Para distinguir entre

expoente varidveis e constantes, denotaremos fungoes expoente por p(-).

Exemplo 1.2.1. Alguns exemplos de funcoes expoente em 2 = R sao p(x) = p para
alguns p constantes, 1 < p < oo, ou p(x) = 2 + sen(z).
Fungées expoente podem ser ilimitadas, como por exemplo: se Q = (1,00), seja p(x) =

1
x, e se Q= (0,1), seja p(z) = —.
x

Definicao 1.2.2. Dados U C Q e p(-) € P(QY), definimos os pontos p™(U) e p~(U) por

pT(U) :=esssupp(x) e p (U) :=ess inf p(x).
xelU zelU

Caso U = (), escreveremos simplesmente, p™ = pT(Q) e p~ = p~(Q).

Neste trabalho vamos assumir que as fungoes expoente sao limitadas, isto ¢, p™ < oco.

Logo temos a seguinte possibilidade:
1<p <p'<oo

Definicao 1.2.3. Dado p(:) € P(£2), definimos a fun¢do expoente conjugado, p'(-),

pela formula

4 .1
com a sequinte convencao: — = 0.
00

Agora estamos prontos para definir os espacos de Lebesgue com expoente varidvel em

Q, denotado por LPO)(Q).
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Defini¢ao 1.2.4. Dado p(-) € P(Q) e f uma funcdo mensurdvel, definimos a fungao

modular (ou simplesmente modular) associada a p(-), por

po(5) = [ 1@ duta).
Além disso, LPC)(Q) consiste das fungdes mensurdveis, f : Q — R, para o qual o modular,

pp()(f), € finito, ou seja,

LPO(Q) = {f Q=R fé mensurcivel,/ |F ()P dp(x) < oo}.
0

Como vimos, o modular é de grande importancia para os espagos de Lebesgue gene-

ralizados. Assim, é importante destacar algumas de suas propriedades:

Proposigao 1.2.1. Dado p(-) € P(R), tem-se que para todas f, g € LPV)(Q):
(a) ppiy(f) =0 se, e somente se, f =0 quase sempre em §);
(b) poy (=) = ppy (f);
(¢) poy(tf + (1 =1)g) < oy (f) + (1 = t)pp((9), para todo t € [0,1], isto € py) €

uma funcgao convexa,

(d) pp(-)(f +g) < v 1 [pp(-)(f) + pp(')(g)};
(e) Se A > 1, entdo

o) (F) S X0p(y () SN p () < py (M) < X iy (),

ese) < \<1, temos

N 00y () < 0oy NF) S A oy (F) < Aoy () < i (F);

(f) Para cada f € LPO(Q)\ {0}, a fungdo pyy(Nf) € crescente, continua e conveza em
A € [0, 00).

Demonstragao. Veja [11], Proposicao 1.1. m

Observacao 1.2.1. Segue imediatamente da definicao de modular que para N\ € R e
f e 1PO(Q), que

o) AS) = ey (ML) < X ooy (f), para todo |A] < 1,

Po(y(AS) = ooy (IALF) 2 Al pp(y (f), para todo |A] = 1.

(1.1)
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Proposicao 1.2.2. Dado p(-) € P(), LPV)(Q) é um espago vetorial.

Demonstracao. Segue dos itens (a), (b), (d) e (e) da Proposicao 1.2.1. "

Vamos agora definir uma norma no espaco LP1)(Q), que serd denotada por || . -

Defini¢ao 1.2.5. Dados p(-) € P(Q), e f uma func¢io mensurdvel, defina o sequinte

funcional, chamado de “Norma de Luxemburg”,

| fllpe) = inf{)\ >0 pp() ({) < 1} 1

O funcional || . ||, define uma norma em LPO)(Q).

Notamos que, frequentemente, se faz necessario passar entre norma e modular. Assim,
os proximos resultados nos fornecem relagoes entre a norma e o modular que serao muito

lteis ao longo deste trabalho.

Lema 1.2.1. Dados p(-) € P(Q) e f € LPV(Q). Sdo equivalentes:

(i) 1fll,y <1
(it) pp(y(f) < 1.

Além disso, como py()(f) € continuo, entao |||, <1 e py)(f) <1 sdo equivalentes,

bem como também sao equivalentes || f||, ) =1 e pp)(f) = 1.

Demonstragao. Considere p(-) € P(Q) e f € LPO(Q).

Se pp()(f) < 1, entao | f[[,.) < 1 pela definicao de |[-[|,,. Por outro lado, caso
Hpr(_) < 1, entao py(, ({) < 1, para todo A > 1. Logo, como p,.y(f) é continuo, segue
que py()(f) < 1.

Agora, se || f[[,, < 1 entdo existe A < 1 tal que py, (£) < 1. Assim, por (1.1)

temos que p,y(f) < App( ({) < A < 1. Reciprocamente, caso pp.y(f) < 1, segue da

ICabe destacar que para o caso dos espacos de Lebesgue classicos, quer dizer, p = constante, temos
que a norma estabelecida na Defini¢do 1.2.5 coincide com a norma usual, (Veja [11], Proposi¢oes 1.3 e

1.4).
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continuidade de p,() que existe o > 1 tal que py)(af) < 1. Portanto, [af],, < 1e
1
< -<1
7l < =
A equivaléncia de [[f[|,.) = 1 e pp)(f) = 1 segue como uma combinagao dos casos
anteriores. -

Proposicao 1.2.3. Sejam p(-) € P(Q) e f € LPV(Q). Entdo

(i) Se | flly) <1 entao ppiy(F) < 1,
(ii) Se || fll ) > 1 entdo ppy(f) = [[fll,05
(ii) [ flly < Py (f) + 15
(iv) Se || fll,0) > 1, entdo | FI00) < poor (F) < IFI0);

(v) Se || Fll,ey < 1 entio [ FI%) < poor (F) < IFI,.

Demonstragao. Considere p(-) € P(Q) e f € LPO(Q).
(i): Se f = 0, a prova & 6bvia. Suponha, entdo que 0 < | f[[,, < 1. Como

= 1, pelo Lema 1.2.1 segue que pp, <W> = 1. Dado que W > 1,

f 1
1 = . > . ,
o (Hf!lp(.)> = Tl o

o que implica que p,.y(f) < ||f||
(it): Assuma que [|f||,., > 1. Entao py, (%) > 1 para 1 <X < [[f]|,., e por (1.1)

|t
o 1L
segue dé (1.1) que

segue que

1
L < pp(y <§> < ;Pp(o(f),

o que implica que A < py((f). Como A é arbitrario, vem que py()(f) = || fl,.
(111): Segue imediatamente de (7).

(iv): Seja || fIl,(., > L. Entdo, py) ( ;

7l < 1, temos pelo item (e)
o

_ 1
> = 1. Como oo

da Proposicao 1.2.1 que

1
() <1
T

1
< — Pp(- (f)
T
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_ +
Logo [|fl[5¢) < ooy (f) < [ f15)-

(v): E analogo ao item (iv). "

Como consequéncia do Lema 1.2.1 e da Proposicao 1.2.3 obtemos o proximo resultado

que nos mostra que a convergéncia em norma ¢é equivalente a convergéncia em modular

em LPO)(Q).

Proposicao 1.2.4. Sejam p(-) € P(Q) e {f.},en € LPOV(Q). Se f € LPO(Q), entio as

sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) T [[fo = fll,) = 0;
(2) lim ppey (fu = f) = 0.

Demonstracao. Sejam p(-) € P(Q) e {fu},en: f € LPO(Q).
Suponha, primeiramente, que lim ||f, — f||p(‘) = 0, entdo dado 0 < ¢ < 1 existe
n—oo

no € N tal que para n > ng temos ||f, — f|[,, < e < 1. Logo, pela Proposi¢ao 1.2.3 -

item (i), pp() (fu — f) <|lfa — f||p(-) <e. Assim,

lim py(.) (fu—1f)=0.

n—00

Reciprocamente, se lim p,.) (fn — f) =0, dado 0 < € < 1 existe n; € N tal que para
n—o0

n > ny temos pyy (fo — f) < e < e < 1. Logo, pelo Lema 1.2.1, ||f, — fllpoy < 1. E,

por fim, pela Proposicao 1.2.3 - item (v), ||fn — szZ) < pp(y(fa — f) < €, para todo

n > n;. Portanto,

nh_{f)lo an - pr(.) =0.

1.2.2 Propriedades do Espaco L"1)(Q)

Intuitivamente podemos nos perguntar de quais propriedades estruturais os espacos
LPO)(Q) estdo munidos. Como vimos, eles sdo espacos vetoriais normados e adiante ve-

remos que uma de suas propriedades basicas é que sao espacos de Banach reflexivos. A



23

proposta desta parte da secao sera apresentar tais propriedades de modo que no decorrer
deste estudo possamos fazer uso das mesmas. Em especial, pode-se destacar que sera
exposto um teorema do tipo de convergéncia de Vitali (Teorema 1.1.9) que sera essencial

para a demonstracao de um dos principais resultados estudados nesta dissertacao.
Teorema 1.2.1. LPU)(Q) é um espago de Banach.

Demonstracao. Veja [l1], Teorema 1.8. "

Teorema 1.2.2 (Representacdo de Riesz para LP1)(Q)).
Seja p~ > 1. Entio (LPO)(Q))* = LP'0)(Q), isto ¢,

(i) Para toda v € LP)(Q), f definido por
f0) = [ ulepo(o) due), Vue (@), (1.2
0
¢ um funcional linear continuo sobre LPO)(Q);

(i) Para todo funcional linear continuo f definido em LPC)(QQ), existe um tinico v €

LPO(Q) tal que f € definido exatamente por (1.2).
Ou seja, o espago dual de LPO(Q) é LV 1)(Q).
Demonstragao. Veja [I1], Teorema 1.12. "
Teorema 1.2.3. Se p~ > 1, entdo LPY)(Q) é um espago de Banach reflezivo.

Demonstracao. Veja [11], Teorema 1.11. "

Proposi¢ao 1.2.5 (Desigualdade de Hélder para LP0)(Q)).
Seja p~ > 1. Se f € LPV)(Q) e g € LP'O(Q), entdo

<1 1
S — + G
p b

Demonstragao. Veja [11], Proposi¢ao 1.10. n

/Q F(@)g(z) du(x)

)||f||p(.) l9llry < 2 [1f 1oy 19l - (1.3)

- . 1 1
Observacao 1.2.2. Note que, como p~ > 1, isto é, — < 1, seque que — < 1 e
p p

1 1
<—_ + ,—_> < 2. Portanto, a sequnda desigualdade em (1.3) seque de forma imediata.
p p
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Ja é bem conhecido da teoria dos espagos de Lebesgue classicos que se u(2) < oo,
LP(Q) é um subespaco de L(2) com p, ¢ € [1,00] se, e somente se p > ¢. Logo, isto
nos sugere uma semelhante caracterizacdo para o mergulho LP0)(Q) «— L10)(Q) para p(-),

q(+) € P(2) que veremos a seguir.

Teorema 1.2.4. Sejam p(+), q(-) € P(Q). Defina o expoente r(-) € P(2) por

1 a { 1 1 0} tod e
—— =max4{ —— — —, , para todo y .
7(y) q(y) py)

(a) Se q(-) < p(-) quase sempre em Q e 1 € L"(Q), entdo LPV)(Q) — LIO(Q) com

norma no mdzimo 2||1| L)

(b) Se u é uma medida nao-atémica e LPO)(Q) — LIO(Q) com norma K > 0, enldo

q(-) < p(-) quase sempre em Q e |[1]|1r)q) < 4K.
Demonstracao. Veja |7], Teorema 3.3.1. n
Teorema 1.2.5. Sejam p(-), q(-), r(-) € P(2) com p(-) < q(-) < r(-) quase sempre em

Q. Entao
LPOQ) N L"O(Q) — L1Y(Q) — LPOY(Q) + L"O(Q).
As constantes de mergulho sdo no mdzimo 2. Mais precisamente, para g € L1(Q) as

fungoes go := sgn g max{|g| — 1,0} e g; :==sgng min{|g|, 1} satisfazem g = go + g1, |gol,
911 < gl; llgollpey < 1 e llgallney < 1.

Demonstracao. Veja [7], Teorema 3.3.11. "

Agora sera demonstrado um lema técnico, que é apontado por [10] como uma versao

para LP()(Q) da Desigualdade de Chebyshev (Proposicdo 1.1.5).

Lema 1.2.2. Para qualquer A >0 e g € LPY(Q), temos:

/|g d/L x), se0<A<1

)P
/]g ’ (x), se A > 1.

p({r € Qlg(z)| = A}) <
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Demonstragao. Como 1 < p~ < p(z) < pt < oo, para todo x € (, segue que:

L lo@ P _ @ _ o)

, para 0 < A < 1;

AP~ -  )\pl@®)  — PVl
9@ _ Jg@)P _ |g@)"
° S ww S e para A > 1.

Logo.p({r €2 g 2N = [ o

lg(a)["
< /deu(x)

p(z)
/%du(@, se0< A<
Q

p(z)
/ % du(z), se A >1
Q

]
O teorema a seguir é tipo de convergéncia de Vitali (Teorema 1.1.9) e em sua demons-
tracao utilizaremos o Lema 1.2.2. Empregaremos, ainda, as seguintes notagoes, P (X, )
e LPO(X, ), para o conjunto das fungoes expoentes e para o espago de Lebesgue com ex-

poente variavel, respectivamente, quando o espag¢o em discussao for um espago de medida

(X, ).

Teorema 1.2.6. Sejam (X, ) um espago de medida e p(-) € P(X,p), 1 <p~ <pt < oc.
— 00

Assuma que f,, f € LPO(X, u) para qualquer n € N. Entio f, = f em LPO(X, 1) se,

e somente se as sequintes condicoes forem satisfeitas:
(i) f. =3 f em medida;
(ii) a familia { f,},cy € p(-)-equi-integrdvel, isto €, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que

para todo A C X com pu(A) <9, vale que

neN

sup / (@) dp(z) < e
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(i) a familia {f,},cn decai uniformemente no infinito, isto €, para todo € > 0, eziste

Co C X com p(Cp) < oo, tal que

sup / @) dpa(z) <
neN J X\Cy

Demonstracao. Suponha, primeiramente, que sao verdadeiras (i), (i) e (iii) e entdo
mostraremos que f, — f em LPO(X, ).

Como f, "3 f em medida pelo Teorema de Riesz (Teorema 1.1.6), {f,}, oy possui
uma subsequéncia que converge quase sempre em (X, ) para alguma f € LPO (X, ),
(utilizaremos a notagao { f, },cy Para tal subsequéncia).

Fixe € > 0 e sejam Cyp C X e 0 > 0 como em (ii) e (ii7). E ainda, podemos escolher

C" C X com p(C'") < oo, tal que

Jo P ante) <= (1.4

Considere C' = Cy U C". Desde que 1 (C) < oo (pois 11 (Cy), 1 (C") < 00) e f =3 f
quase sempre em (X, i), entao pelo Teorema de Egoroff (Teorema 1.1.7) podemos escolher
E C C tal que 4 (C\E) <6 e f, =3 f uniformemente em F.

Temos que,

15 = el aua) = | \E!fn(x)—f(ﬂf)!”(”ﬁ) e
+ [ Uhle) = F@P dnto)
" /x\c’fn(fﬁ)—f(fﬁﬂp(x) du(e) = L+ I+ 15

Por (ii) e pelo Corolario do Lema de Fatou (Coroléario 1.1.1) obtém-se para I, que

_ ) — wp(r) T
- /C\E!fn() @) du(z)

< g ( / P dute) + / N du(w))

< ot <€+liminf / | fu() P du(x))

< Pl (eqe) = e



27

E, como f, =% f uniformemente em E, vem que |f,(-) — f()["") =3 0 uniforme-

mente em F. Logo,

/ Ful@) — F@ P du(e) < e,

para n € N suficientemente grande. Além disso, por (i) e (1.4)

_ ) — xp(x) I~
I - /X\Crfm @) du(z)

pt—1 p(l‘)d
< 2 (/X\len(x)l u(w)+/x\c

< 2 (1P e+ [ e )

< ¥ eqe) = 2e

Portanto, / | fulz) — f(2)]P™) du(z) < <2p++1 + 1) E.
X

Logo, pela Proposicao 1.2.4, concluimos que f, — f em LPO)(X, ), devido a con-

7 ()P dum)

vergéncia em modular.
Reciprocamente, assuma, agora, que f, —= f em LP()(X, ;1) e vamos mostrar que as
condigoes (i), (i) e (iii) sdo satisfeitas.
(i) Como LPO)(X, ) é um espaco vetorial, segue que (f,(-) — f(+)) € LPY)(X, ) para

todo n € N. Assim, pelo Lema 1.2.2, para qualquer e > 0 fixo, temos

p(l’)
/ [ fn(@ €p+ ?)l du(z), 0<e<1
p(fr ’
/ [l 2l du(z), e>1

p({z € X;[fulx) — f(z)|

isto é,
p({r € Xilfule) = @1 2 ) < 5 [ 1) = F@P duo)
Como, por hipotese, f, = f em LPO)(X, 1), pela Proposicio 1.2.4, segue que

/ Fale) — F@" du(z) =3 0.

Logo,

lim g ({z € Xs[fol@) = f(2)] 2 €}) =0,

ou seja, fn — f em medida.
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Vamos mostrar que a familia {f,},.y € p(-)—equi-integravel, para tal fixe ¢ > 0.

Como f, =3 f em L’V (X, 1), pela Proposicio 1.2.4, existe N € N tal que

x €
/ |l |p( du(z) < o> baran > N. (1.5)

A partir de agora, para esta demonstragdo, usaremos a seguinte notacao f = fo.

Fixe §; > 0,i=0,1,...,N —1, para o qual para todo A C X com p(A) < ¢;, temos

JUE@F dute) < 5= (16)

Entdo, para 6 = min{d; : i=0,1,....,.N—1},n < N e A C X satisfazendo

J U@l duta) < o <

ja para n > N segue de (1.5) e (1.6) que

P du@) < 2 ([ @) - 1@)P duta)
/| ([t
= [uwre d#(x))

< o' ( J 1) = F@P duta)

" /!f ) dp >)
+_1 3 o
< 2F <2p++2p+> =c.

Portanto, {f,},cy ¢ uma familia p(-)—equi-integravel.

w(A) <6 temos

Por fim, mostraremos que a familia {f,} decai uniformemente no infinito. Para

neN

isto fixe e > 0 e N € N tal que satisfaca (1.5), para todo n > N.

Seja C; C X, 1 (C;) < 00,1 =0,1,..., N — 1, tais que

[ P ) < (17)

N-1
Para C' = |J C; e para qualquer n < N, temos
i=0

/ Fu(@)P dp() < / Fu(@)P duz) < e
X\C X\Ch,
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e, ja para n > N obtemos de (1.5) e (1.7) que

PO duls pto1 () — FOPD dule
/X\C!fn()! dp(z) < 2 (/X\COU”() F@P dp(a)

v/ IC du(sc))
< o' ( [ 180) = 1@ dute)

o f T <x>)

< 2p+_1 (i _I_ i) — 5’

oot T opt

mostrando que a familia {f,}, .y decai uniformemente no infinito, o que completa

a demonstragao.



Capitulo 2

Espacos de Medida Métricos

No Capitulo 1 estudamos os espacos L) de uma maneira geral. Vimos que certas
propriedades sao validas para funcoes expoentes quaisquer, isto é, nao impomos condicoes
adicionais aos expoentes para que estas propriedades fossem satisfeitas.

Este Capitulo é dedicado a obter ferramentas mais avancadas para tais espacos, a
fim de obtermos uma bagagem adequada para a compreensao dos resultados pretendi-
dos ao longo da dissertacdao. Aqui estamos interessados em espagos de medida métricos
onde a medida da qual o espaco esta munido satisfaga uma condicao especial, que cha-
maremos de condicao de duplicacao e, ainda caracterizaremos o operador maximal de
Hardy-Littlewood para expoentes variaveis.

Vamos perceber que as tarefas aqui nao serao faceis, no sentido de que nao usaremos
simplesmente o que é conhecido para os espacos de Lebesgue classicos, em geral nao
¢ possivel transferir essas ferramentas para LP(), acontece que uma certa regularidade

devera ser necessaria sobre os expoentes, chamada de continuidade log-Hélder.

2.1 Condicao de Continuidade Log-Holder

Para esta secdo considere (X, ) um espaco métrico e 2 C X um conjunto qualquer.
A ideia aqui é estabelecer um condi¢ao quanto a regularidade dos expoentes p(-) € P(2).

As principais referéncias para esta se¢ao sao [0, 7.

30
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Definicao 2.1.1. Diz-se que uma funcdo p : 2 — R € localmente log-Hdélder continua
em () se, existe constante ¢y > 0 tal que, para todos x,y € €2
&1

p(z) = p(y)| < (e N ;) : (2.1)

log o(z,y)

Diz-se ainda, que o expoente p(-) satisfaz a condigao de decaimento log-Hélder
no wnfinito com base no ponto ro € X se, existem constantes po, € R e co > 0 tais

que, para todo x € )
Co

log (e + o(x, x0))

Além disso, diz-se que o expoente p(-) é globalmente log-Hdélder continuo em ()

p(z) — Poo| < (2.2)

se, p(-) satisfaz as condigées (2.1) e (2.2). E, as contantes ¢; e ¢y sao chamadas de
constante log-Hdélder local e constante Holder de decaimento, respectivamente.
Jd, a constante

Clog(p) = max {ci, 2}

¢ chamada de constante log-Hélder relacionada com o expoente p(-).

Observagao 2.1.1. A condi¢ao de decaimento estabelecida em (2.2) independe do ponto
xg € X escolhido como base, isto €, se p(-) € uma funcao que satisfaz a condi¢ao (2.2) com
base no ponto xy € X, entdo p(-) satisfaz a condicao (2.2) com base em um ponto yo € X
qualquer. E claro que a constante de decaimento possivelmente poderd ser diferente para

pontos distintos. (Veja [1], Lema 2.1).

Proposicao 2.1.1. Seja p : Q2 — R uma funcao globalmente log-Hélder continua em (2,

entdo p(-) € limitada em Q.

Demonstracao. De fato, sejap : 2 — R uma fungao globalmente log-Ho6lder continua
em (). Entdo, como p(-) satisfaz a condi¢do (2.2), existem constantes p,, € R e ¢ > 0
tais que, para todo x € €}

Co
log (e + o(x, )

P() — Poo| <
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Assim, temos que

p()] = Pl < lp(2)] = [Pol|
< [p(®) = Pool
< =

log (e + o(x, xp))’
isto é,

Co
log (e + o(x, xq))

p(z)| < |po| +

Como log (e + o(z,z9)) > log e = 1, segue que

p(@)] < [pocl + co.

Portanto, p(-) é limitada em (. =

Definicao 2.1.2. Definimos o conjunto dos expoentes log-Holder continuos por

Pog(2) = {p(:) € P(Q); p(-) € globalmente log-Hélder continuo} .

Proposicao 2.1.2. Se p(-) € P(Q) com p™ < oo, entdo p(-) € Pig(S2) se, e somente se,

1
m € Plog(Q) .

Demonstracao. De fato, se p(-) € Piog(§2) entdo existem constantes ¢; > 0,c5 > 0 e

Poo € R, tais que para todos x,y € Q e xg € ()

p(2) — ply)| < “ e |p(x) — pool < & .
g 7 log (e—l— g(iy)> ! Y log (e + o(z, o))
Assim,
‘L_ L' _ 'p(y)—p(w)
p(x)  ply) p(@)p(y)
< Ip(x) — p(y)|
< a
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e, ainda temos que

’L _ i — ’poo - p(l’)
P(T) P P(7)Pso
1
= m |p(l‘) - poo|
1 Co

[Poc| log (€ + o(x, 20))

1
Entao, — ¢é globalmente log-Holder continuo em 2.

p(-)

1
Reciprocamente, se — 0 € Prog(£2) entdo existem constantes ¢; > 0,¢c2 > 0 e py € R,
p
tais que para todos x,y € Q e xg € ()
‘ 1 1 ‘ a1 ' 1 1 ‘ Co
— < e |———| < .
p(z)  py) p(x)  Pss| ~ log(e+ o(z, x0))

log (e + g(;’y)>

E, temos que

p(x) = p(y)| = ‘p( P(z) ;%
- ‘ z)p(y)) (py )’
< [p(@)l Ip(y) I‘px _L)‘
< (p*)? %—%‘
< pyr—r—

e, de forma analoga obtemos
o) =l < (o) el
P\T) = Poo| = [P\T)||Po| |7 X — —
p(x)

1 ‘
Do
Co
log (e + o(x, x0))

1
< pYpsol ’M -

< phpeol

Portanto, p(-) é globalmente log-Holder continuo em ). ]
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Considere agora o espago métrico (R", 0). As vezes, gostariamos que os resultados
para fung¢oes expoente p(-) fossem definidos em todo R", mas, no entanto, o expoente
varidvel é nos dado em um subconjunto @ C R", isto é, p(:) € Plog(€2). O seguinte lema
nos fornece que tal expoente variavel pode ser estendido para todo R™ sem alteragoes em

suas propriedades fundamentais.

Lema 2.1.1. Sejam Q C R” e p(-) € Piog(€2), entao existe um expoente q(-) € Plog(R"),

que € uma extensao de p(-) em R"™ e satisfaz

Clog(Q) = Clog(p)v qg =p eq =p.

Demonstracao. Sejam c¢; > 0, c3 > 0 e py > 1, tal que para quaisquer z,y € ) e
xg € R

Co
log (e + o(x, x0))

1 1 e
‘p(l’) - p(y)‘ = > e [p(x) = pool <

g (et iy

Defina a(-), uma fun¢ao continua de R™, por

1 1 C1
—— :=sup — ,
a(y zeq \ P2 1
( ) S ( ) log (e + g(z,y))
para todo y € R". Note que, a(:) é localmente log-Holder continua com constante log-
1
Holder local menor ou igual a ¢; e ainda a(y) = ﬁ, para todo y € Q.
Py

Para garantirmos que a extensao satisfaca também a condicao de decaimento log-
Hoélder com base no ponto xy € R e possua os mesmos limites superior e inferior de p(-),

definimos ¢(-) por

1 . { { ( ) 1 Co 1 } 1 + Co 1 }
—— = min { maxs a(y), — — e s — 0,
q(y) Poo  logle+o(z,70)) py ) P log(e+ o(z,70)) pg

Co
log(e + o(x, o))

continua com constante ¢y, temos que a constante de W
q .

Clog (p)-

A condigao de decaimento de

para todo y € R™. Desde que a funcao x —

é globalmente log-Holder

nao excede o max {cy,c} =

1 1
— —— =a(y) = —, para todo y € .
() q(y) p(y)
Portanto, ¢(-) é o expoente variavel desejado. [

nos da que

Observagao 2.1.2. Se Q ¢ ilimitado, entio qso = poo- (Veja [7], Proposi¢ao 4.1.7).
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2.2 Medidas de Duplicacao

Estudaremos, agora, uma condi¢ao de duplicacao sobre medidas e veremos na secao
seguinte que medidas que sao de duplicacao nos fornecem resultados importantes. Os
estudos para esta parte do trabalho foram baseados nas referéncias |1, 13| e destacamos
que elas sao boas fontes de consulta para o leitor interessado em propriedades adicionais
envolvendo esta condicao.

Para esta se¢do, considere (X, o, ) um espaco de medida métrico, onde g é uma

métrica e p é uma medida de Borel regular.

Definicao 2.2.1. Uma medida v é dita de duplicacao se existe uma contante C,,, cha-

mada de constante de duplicacao de i, tal que dado v € X er > 0 temos que para

toda bola B(x,r),
1 (B(2,2r)) < Cops (Blar, 1)) (2.3

Exemplo 2.2.1. A medida de Lebesque usual em R™ € uma medida de duplicacdao, com

constante de duplicacao C), = 2".

Lema 2.2.1. Assuma que p seja uma medida de duplicagio e sejam ainda B(xqy,r1) C X,

x9 € B(x1,1m1) e 0 <ry <r; <oo. Entao,

i =2 (5)

onde s =log, C, e D = C, 2.
Demonstracao. Considere o inteiro nao-negativo k tal que
2k717“2 <r < 2kT2. (24)

Se x € B(xy,71), entdo o(z,x1) < 71 e, da desigualdade triangular e de (2.4) segue
que

o(z,22) < oz, 21) + o(z1, 12) < 2y < 281y,
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Logo, € B(xy, 28 1ry) e assim

13(x1,71) Cil?(x2,2k+1r2), (2.5)

e, por consequéncia de (2.5), vem que

p(B(ay, 1)) < pu (B(wg, 261r,)) . (2.6)

Como p ¢ de duplicacdo, temos que p (B(z2,287r,)) < Cyup (B(x2, 2%r5)).

Analogamente, obtemos que

p (B(x2, 2 1ry)) < CRHp (B(xa,72)) - (2.7)

Assim, (2.6) e (2.7) implicam que

p (B(zg,72))
H (B(xb Tl)) N

_ 0;2210g20,£—k _ 0;2 (21—1@)10%20”‘

—k=1 _ =241k
C, = C,°C,

r
< 2. Portanto, obtemos que
Qk_l ™

e 2 2 (5)

onde s =log, C, e D = C’;Q e, o resultado segue. [

Note ainda que, por (2.4), segue que

Lema 2.2.2. Se X ¢é um conjunto limitado e p uma medida de duplicacao, entao existe

b > 0 tal que para r < diam(X), entao p(B(z,r)) > br®, onde s = log, C,,.

Demonstragao. De fato, sejam z € X e 0 < r < diam(X) < oo, entdo pelo Lema

2.2.1, temos que

onde s =log, C)y e D = C}%.

Logo, segue que

2 S
> _ 5.
p(Bn) = D) wlx)
Tome b= D 2 S (X) e, o resultado segue
me b = —_— resu ue. "
diam(X) a ’ &
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Observacao 2.2.1. Por outro lado, se o espaco de medida munido de uma medida de du-

plicagao € nao-limitado, entao a desigualdade dada pelo Lema 2.2.2 nao é necessariamente

vdlida. (Veja [10]).
Definicao 2.2.2. Sejam a > 0, v € X er > 0. Diz-se que a medida p € inferiormente
Ahlfors a-regular se existe uma constante c tal que

cr® < p(B(w,r)).

Diz-se, também, que u € uma medida superiormente Ahlfors a-regular se existe uma

constante C' tal que
w(B(z,r)) < Cre.

E, por fim, a medida v é chamada de uma medida Ahlfors a-regular se ela é inferior-

mente e superiormente Ahlfors a—reqular, isto €, exristem constantes ¢ e C' tais que
cr® < p(B(z,r)) < Cre.

Observacao 2.2.2. Note que nas condicoes do Lema 2.2.2 a medida | € inferiormente

Ahlfors s-reqular.
Proposicao 2.2.1. Seja p uma medida Ahlfors a-regular, entado p € uma medida de
duplicacao.

Demonstracao. Seja p uma medida Ahlfors a-regular, isto é, para qualquer xz € X

e r > (0 existem constantes c e C', tais que
cr® < p(B(z,r)) < Cre.
Entao para B(z,2r), existe constante D tal que

w(B(z,2r)) < (D2%)r« (2.8)
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e, ainda
(D2%)er* < (D2%)pu (B(z, 1)) . (2.9)
Portanto, de (2.8) e (2.9) segue que
(B, 20) < (P2 (Bl ),

ou seja, u ¢ uma medida de duplicagao com constante de duplicagao C), = (

D2%
c

=)

Observagao 2.2.3. A reciproca da Proposicao 2.2.1 nao é vdlida. (Veja [10]).

Proposicao 2.2.2. Seja p é uma medida de duplicagao, entao as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

(i) para todo r > 0, vale que inf {u (B(x,r)):x € X} >0;

(i1) existe 0 > 0, tal que inf{p(B(z,1)):xz€ X} > 4.

Demonstracao. Considere que p seja de duplicagdo e suponha, inicialmente, que (7)

vale, ou seja, para todo r > 0
inf {p (B(x,r)): 2z € X} > 0.
Tome r = 1, entdo inf {u (B(x,1)) : x € X} > 0. Logo existe § > 0 tal que
inf {p (B(x,1)) :x € X} > 6.
Reciprocamente, suponha que (ii) é valida, isto é, existe 6 > 0 tal que
inf {p(B(x,1)) :x € X} > 6.

r
Assim, existe ng, multiplo de 2, tal que para todo r > 0, temos que — < 1. E, como pu é
No
de duplicacao, segue que
" r
u(B(x,r)) < Cpelu(B(, n_o))'

E, ainda como B(z, nio) C B(z,1), segue que
pu(B(z,r)) < Clott i (B(x, 1))
Das propriedades de infimo, concluimos que

inf {p (B(z,7)):x € X} > C’ZOH inf {p(B(z,1)):x € X} > C’;}OHQ > 0.
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Exemplo 2.2.2. Seja (X, o, ) um espaco de medida métrico. Entao, a condicdo (i) da

Proposicao 2.2.2 € vdlida, nos sequintes casos:
1. Se (X, 0, 1) € inferiormente Ahlfors a—reqular;
2. Se o diam(X) < oo e p uma medida de duplicagio;

3. Se X € compacto e p uma medida continua com respeito a métrica o, isto €,

se para todos x,y € X er >0

lim p (B(x,r)AB(y,r)) = 0.

Yy—x

Verificagdo. 1. De fato, se (X, o, 1) é inferiormente Ahlfors a-regular, entao existe
uma constante ¢ tal que cr® < p (B(z,r)), para todos z € X e r > 0.

Em particular, temos que para todo r > 0
inf {p (B(z,r));x € X} >cr® > 0.

2. Caso p seja uma medida de duplicagao e diam(X) < oo, pelo Lema 2.2.2; existe

b > 0 tal que para r < diam(X)
p(B(z,r)) > br®, s=1log,C,,.
Em particular, temos que
inf {p (B(x,r));x € X} >br* > 0.

3. Fixe r > 0 e seja {B(x,r);z € X} uma cobertura aberta de X, e como X ¢é

n
compacto, temos que X C |J B(z;, 7). Seja ainda x € X qualquer, entao
i=1

B(x,r) C X C OB(a:i,r).

i=1

Suponha que 1ri1j<n p(B(x,r)AB(x;,r)) > €. Por hipotese, 1 é continua com respeito a
<i<n

métrica p, isto &,

lim p (B(x,r)AB(y,r)) = 0.

y—x
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Em outras palavras, existe 7; > 0 tal que, se o(x;,y) < 7;, entéo

1 (B, r)AB(y, 1)) < % (2.10)

Mas, sabemos que
B(zi,r)AB(y,r) = (B(zi,r)\B(y,r)) U(B(y,r)\B(x,7))
= (B(xir)UB(y,r)) — (B(xi;r) N B(y, 7)) -

Assim, dé (2.10), segue que u ((B(zi, ) U B(y,r)) — (B(x;,r) N B(y,r))) < g.

Além disso, B(z,r) = |J (B(zi,7) N B(x,r)). Seja 7 = max7; e considere x; tal que

-

=1

o(zj,x) < 7, logo

p(B(x,r)) = p(B(z,r)N B(x;r))
> p(Bla,r) U Bla;,m) - 5
£
—Z>o0.
~ 2
Portanto, para todo r > 0, segue que inf {u (B(z,7));2z € X} > 0. n

2.3 O Operador Maximal em Espacos de Lebesgue com
Expoente Variavel

Nesta secao nos propusemos a investigar o operador maximal de Hardy-Littlewood em
Lp(')(X, 0, 1), onde (X, o, 1) € um espago de medida métrico. As consultas para esta parte

do trabalho foram tomadas de [1] e de referéncias indicadas por ele.

Definigao 2.3.1. Para toda f € L (X) definimos
Mpanf = |f(w)] du(y)
B(z,r)
e a fun¢ao mazimal de Hardy-Littlewood
Mf = sup MB(.Z’,’I‘)f?
r>0

para todos x € X er > 0.

O operador M é chamado de operador maximal de Hardy-Littlewood.
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1
loc

E bem conhecido, que para f € Li (X) a fun¢gio M : X — [0,00] é semicon-
tinua inferiormente e satisfaz |f| < M quase sempre em X, e que para qualquer
q € [1,00] e f € LX) a funcdo Mf é em quase toda parte finita. Além do mais,
para 1 < ¢ < oo o operador maximal é limitado, no sentido de que existe constante ¢ > 0

tal que

c

|MF, < === 1151, (2.11)

q

O principal objetivo desta se¢ao é mostrar um resultado que caracteriza a limitacao de
M em [PV (X)), isto é, generalizar (2.11) para LP()(X), resultado este que sera essencial na
prova de um dos principais resultados estudados no Capitulo 3 deste trabalho que descreve
conjuntos relativamente compactos em LP()(X). Estes resultados, aqui mencionados, sio
bem conhecidos da literatura para o operador M no contexto dos espacos de Lebesgue
classicos. No entanto, para os leitores interessados em examinar propriedades adicionais
do operador M recomendamos, por exemplo, as referéncias || para o caso Euclidiano e
|13] para os espagos de medida métricos.

Iniciamos com algumas defini¢oes e lemas técnicos, com a finalidade de facilitar o

compreensao dos resultados almejados nesta secao.

Lema 2.3.1. ' Sejam p(-) € P(X) € po € [1,00]. A fungdo 1 € L*V)(X), onde s(-) €
P(X) dada por =~ = |~ — =

s() p()  Peo

, se, e somente se, existe v > 0 tal que

/78("”) du(z) < oo.
b

Definicao 2.3.2. Seja p(-) € P(X). Diz-se que p(-) € P, (X) se existe ¢ > 0 tal que

para toda bola B C X e eriste ps € [1,00], tal que 1 € L*)(X), onde s(-) € P(X) dada

(S U
por%'—‘po) poo‘-

Indicamos para o leitor interessado em mais detalhes a referéncia [7].
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Lema 2.3.2. Sejam o € L>®(X) ec > 0. Entdo, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) Para toda bola B C X, temos p (B)O‘;_a;Ee <c¢;
(ii) Para toda bola B C X e todo x € B, temos p(B)*5 ™" < ¢;

(iii) Para toda bola B C X e todo x € B, temos (B)O‘(I)_O‘E < ¢

(iv) Para toda bola B C X e todos z,y € B, temos pu(B)™1*®7Wl < ¢,

Demonstragao. Primeiramente, note que em todos os casos as inequagoes sao ver-
dadeiras quando ¢ =1 e u(B) > 1. Consideremos, entdo o caso u(B) < 1.
Assuma que (ii) seja valida e escolha pontos z; € B tais que lim a(x;) = o). Entao,

+

[ (B)ag—aB < M (B)ag—lima(xi)

= limp(B)* s ") <,

isto &, (i) é valida. A reciproca segue de que

+

p(B)* ) <y (B)e s

quando p (B) < 1. As equivaléncias de (i) e (iii) e de (i) e (iv) sao verificadas similar-

mente. [ ]

Lema 2.3.3. Sejam p(-) € Piog(X) e p uma medida de duplica¢io. Entao para toda bola
B C X e para todos x,y € B, temos

p(B) <

onde ¢ depende das constantes C,,, j1(B(zo,1)) e Clog(p).

Demonstracao. Considere que p(-) € Piog(X) e 1 uma medida de duplicagio. Fixe

By := B(xo,1), Cy := “(C—]f;f) e B:=B(z,r)ey € B.

[ S
p(z)  p(y)

< | )|(>_<> 3 {1 1 }S“pW‘W - {1 1} C(n)
_ max 4§ 1, = =maxe L e T ’
1(B) a G “ '

< L < 1. Entdo

Inicialmente, tome p(B) > C) e note que sup 5
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o que implica M(B)f|ﬁfﬁ| < C(p).

Assuma, agora, que u(B) < C;. Para este caso, suponha primeiramente que o raio
r de B seja no minimo 1, isto é, r > 1. Se o(z,y) < 1, entdo pela desigualdade tri-
angular, segue que o(xo,y) < o(xg,z) + o(z,y) < (1 + o(zg,z)). Consequentemente,
1B C (1 + o(xo, x)) By. Pelo Lema 2.2.1, temos que

N(Bo)

IA

(14 o(wo, 7)) Bo)

1
C2 1% (1+ ol 1)) (> B)

C2 %20 (14 oo, 1)) 1 (B)

IN

IN

Cﬁ rloga Cpu

Logo, tomando ¢ = (Bo)

u(B) 77| < (1 + o(xo, )% %letn sl | (2.12)

Agora, precisamos estimar o lado direito da desigualdade (2.12). Para tal, necessitamos
analisar o seguinte: suponha que By N 2B # @. Seja z € ByN2B e w € By, entao
o(z,w) < o(x, z) + o(z,w) < 2(1 4+ r) < 4r, desde que r > 1. Isto significa que By C 4B.
Usando novamente o Lema 2.2.1, temos u(B) > “(0423) > “(CBQO) C1, 0 que é uma

contradigao. Logo ByN2B = @ e, em particular, zq ¢ 2B. Logo, segue que (g, x) > 2.

Pela desigualdade triangular
o(x, o) < o(z,y) + o(xo,y).
Como p(xg, ) > 2r, segue que o(zg,y) > r. Portanto, o(x, o) < 20(y, zo), € assim
(1+ oz, zo)l 7 70| < (14 oz, 20)) /7 7| (1 + 2 0(y, o)) 70 7| < ¢,

pela condigao log-Holder de decaimento de p(+), e portanto (2.12) conclui este caso.

Resta considerar o caso 7 < 1. Novamente pelo Lema 2.2.1, temos

M(3)"ﬁ>‘ﬁ| < Cr_1°g20u|ﬁ—ﬁ|u(13)_|p(w)_my) .
r

1 1 |

Analogamente, podemos argumentar como em (2.12) para a bola %B para mostrar que o
tltimo termo é limitado por uma constante; e pela continuidade log-Hélder local de p(-),

|1
r Fokbol < c. Portanto,

W (B)_|ﬁ_1)(1y)| <ec,
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onde x é o centro de Bey € B.
Considere, por fim, o caso y,z € B, nao necessariamente no centro. Se u(B) > 1,
entdo o resultado é valido, tomando ¢ = 1. Logo, assuma que p(B) < 1, onde = é o centro

de B. Assim, temos

1 1 1 1

,u(B)—|m‘W> < ﬂ(B)‘|m‘p<x)+ﬁ‘p(lT>|
< wB) U=l )
1 1 1 1
< u(B) I 4 u(p) Il

1 1
E, para verificar que u(B)f‘ Fonrol é limitado, basta aplicar aos membros do lado direito

da desigualdade acima a primeira parte da prova. [

Lema 2.3.4. Sejam p(-) € Piog(X), poo € [1,00] € 29 € X. Se s(-) € P(X), dada por

?1.) = ‘ﬁ — zi , entdo para todo m > 0 existe v € (0,1), dependendo da constante

Clog(p), tal que

para todo x € X.

Demonstragao. Se para todo x € X temos que s(x) = oo, entdo v° = 0. Assuma
entdo que s(z) < co. Como p(-) € Piog(X), temos que

1 ClOg<p>
s(x) = log(e + o(z, z0))’

para todo x € X e, portanto,

log(e + o(x, xo))‘

° (‘T) Clog (p)

IN

Considere v := exp(—mCieg(p)), entdo para todo z € X

log(e+o(z,zq))

/ys(a:) < ol Clog (P)
= exp(—mlog(e + o(z, z)))

= (e+ o(z,z)) ™.
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Lema 2.3.5. Sejam (X, 0,1u) um espaco de medida métrico, onde p é uma medida de

duplicagao e xo € X. Se m > log, C,, entio (e + o(-,z0))” " € L*(X).

Demonstragido. Denotaremos a bola centrada em x4 e raio 2%, B(xg,2%), simples-

mente por By. Logo, X = |J Bx.

k=0
Assim, temos que
[erotean™ dute) = 3 [ (et o)™ auto
X k=3 Y Bk\Br-1

+ /B (e+ oz, )™ du(z).

Se x € Bi\By_1, entdao 2871 < o(x, z0) < 2%, entao

o0

/X(e—l—g(x,:co))_m du(z) < Z/B \B (e+ o(x,x0)) ™ du(x) —|—€im6’5,u (Bo)

< Z Qk ) Cha (Bo)

k=3

= 1(By) (CM; (2—g)k +03> .

C
Portanto, como log, C,, < m, isto ¢, C), < 2" = Q—m” < 1, concluimos que o lado direito

da desigualdade acima ¢ finito. Logo, (e + o(-,z9)) " € L*(X). n

Corolario 2.3.1. Sejam (X, 0, 11) um espaco de medida métrico, onde pu é uma medida

de duplicagio, p(-) € Piog(X), 7o € X € P € [1,00]. Entdo 1 € LV, onde s(-) € P(X)

1 1‘

p() Poo |

dada por % =
Demonstragao. Pelo Lema 2.3.4, para todo x € X e m > 0, em particular para
m > log, C,, existe v € (0,1) tal que
P < (e + ol 20)

Logo, pelo Lema 2.3.5, v*() & superiormente integravel, e consequentemente v*() €

LY(X), isto &,
/fmw®<m7
X

o que é equivalente a dizer que 1 € L°0), pelo Lema 2.3.1. [
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Teorema 2.3.1. Se pi ¢ uma medida de duplicagio e p(-) € Piog(X), entdo p(-) € P, (X).

Demonstracao. Pelo Lema 2.3.3, como p(+) € Piog(X) e p é uma medida de dupli-
cagao, temos que (B)|ﬁ*ﬁ| < ¢, para toda bola B C X e para todos x,y € B.
a1

Assim, pelo Lema 2.3.2 segue que para toda bola B C X, u(B)*s vz < c. B, pelo
Corolario 2.3.1, 1 € L*"), onde s(-) € P(X) dada por

1. ’L _ 1
s() 7 [p() P |
Portanto, p(-) € P, (X). u

Observacao 2.3.1. Por outro lado, a reciproca do Teorema 2.5.1 ndo € vdlida. (Veja

[1]).

Lema 2.3.6. Sejam (X, 0, u) um espaco de medida métrico e p(-) € P(X). Assuma que

pt < oo e defina as sequintes condigoes:
(1) p(-) € localmente log-Hélder continuo;
(ii) Para toda bola B C X, temos p (B)pg*pg <ec.

Se € inferiormente Ahlfors a—regular, entao (i) implica (ii) e se j € superiormente

Ahlfors a—regular, entdo (ii) implica (i).

Demonstracao. Suponha que p é inferiormente Ahlfors a—regular, isto é, para todos
x € X er > 0, existe constante ¢y tal que cor® < u (B(x,r)). E, suponha adicionalmente,

que p(.) é localmente log-Holder continuo, ou seja, para todos x,y € X, existe constante

c1 > 0 tal que |p(z) — p(y)| < 1og(ef—11)'

o(z,y)

Como, pp — pj < 0, temos que para qualquer bola B C X

M(B)pgﬁvg < (Cora)pgfpg

1
1
< (cor?) los(et o1z 4y

= C.
Logo, (ii) é valida. Considere agora que p (B)pg_pE < ¢, para toda B C X, e ainda que pu

seja superiormente a—regular Ahlfors, ou seja, para todos x € X e r > 0, existe constante

co tal que p (B(x,r)) < cor®.
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Sejam z,y € X quaisquer e denote B = B(z, (e + —~)), entao

s(z.y)
( N 1 >|p(I)P(y)|
(A —_— =
o(z,y)

(+50) )

—lp(z)—py)|

—lp(z)—p(y)|

IN

IN
9 —~ — —
. [\?lH

=

)

~__

Entao,

—|p(z) = p(y)| < loge,_1yD

o(z,y)

log D

log (6 * g(i,w)

Portanto, p(.) é localmente log-Hélder continuo e a prova esta finalizada. [

Definigao 2.3.3. O espago de Lebesgue fraco, w — L%, com q € [1,00] € definido pela
norma

1Fll—za = sup [ Mxsi=al], -
A>0

A quase norma apresentada acima satisfaz a seguinte desigualdade triangular:

Hf + g”waq S 2 (Hf“wfl/l + HgwaLq) )

enquanto as outras propriedades de norma permanecem verdadeiras.
Sabe-se ainda que M ¢ do tipo fraco (1, 1), isto ¢, M mapeia L'(X) para w — L'(X)

e vale o seguinte mergulho
w— LX) N L®(X) — LI(X). (2.13)

Para o leitor interessado em se aprofundar nos detalhes das propriedades acima menci-
onadas recomendamos as referéncias |7, 8, 13]. Os resultados seguintes sdo generaliza¢oes

para estimativas pontuais do caso Euclidiano estudado em [7].
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Definicao 2.3.4. Definimos parat >0 e 1 <p < oo, ¢,(t) ==t e, ainda, para p = 0o

0, para0<t<1
Voo(t) = )
00, para 1 <t < oo
Denotamos a fungao inversa de p,(t) por cpgl(t) — ts. Note que para o caso p = 0o
temos que o (t) = X(0,00)(t)-
Dado y € X et > 0 definimos para o caso de expoente varidvel, p(-) € P(X), que

©p() (U, 1) := @pey) (t).

Observagao 2.3.2. Dadost > 0 e p € [1,00) a fungio ¢,(t) € continua, positiva e

convera.

1 1 1

Lema 2.3.7 (Desigualdade de Young). Sejam p, ¢, s € [1,00] com — = —+—. Entao,
s P 9

para todos a, b > 0

pslab) < §¢p<a> + gmb»

S

s
com a sequinte convengdo — = — =1 para s = p = q = 00.”
p q

Lema 2.3.8. Seja p(-) € Py,

1N (@)
(G < st

para todo \ € [0,1], e qualquer bola B C X e x € B.

(X). Entdo existe 5 € (0,1), dependendo da constante

Clog(p), tal que

Demonstragao. Considere p(-) € P, (X), uma bola B C X ez € B. Se A = 0,
1
entdo o resultado segue, desde que 07z = 0 e 0P(*) = (.
Entao, suponha que A > 0. Se py = 00, entao pela continuidade de 1%, p(r) = o0

para todo z € X e oo (3050 (Au(B)™)) = oo (3) = 0, uma vez que o = X(0,00)-

2Para mais detalhes a respeito da fungéo ¢, e provas de suas propriedades indicamos [7] - Segao 3.1.
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Assuma agora que pp < 00 e p(r) < oo. Como p(-) € P}, (X), pelo Lema 2.3.2, existe
B € (0,1) tal que

1

Bu (B)ﬁ)_ﬁ <1. (2.14)

Multiplicando (2.14) por u(B)_ﬁ e elevando o resultado a p(z), obtemos

((5#(3)’@%%(3)@)”@ < (MB)@YM

N
o)
VR

=
/US —
N———
=
5=
N———
=
&
I
‘H

pu(B)
e, assim, obtemos o desejado para A = 1.

Para o caso 0 < A < 1, temos

(s (ﬁg))é)m < 2% (ﬁ)”;)m N

Resta considerar o caso p(z) = 0o e pg < oco. Note que,
oo (ﬁ (A (B)_l)"B) =0,

1
se (3 ()\M (B)_l) rs < 1. No entanto, como p() c PpH

log

(X), segue que

1 1 1

¢ 2 p(B)™ 7 = u(B) 75 > (\u(B) )7

Y

1
logo o resultado segue tomando § = —. [
c

O seguinte lema nos revela que é possivel generalizar o caso do expoente constante
apresentado na Desigualdade de Jensen (Proposi¢ao 1.1.6) para o caso de expoente va-
ridvel, p(-) € Piog(X). Porém, ha um prego a se pagar, visto que aparecerdo um termo
multiplicativo ao lado esquerdo e um termo aditivo ao lado direito da desigualdade obtida,

isto é, obtemos um erro adicional.

Lema 2.3.9. Seja p(-) € Py,

=" )

(X). Defina q(-) € Piog(X x X) por
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Entéao para qualquer v € (0,1) existe 8 € (0,1), dependendo de v e Ciog(p) tal que

p(z)
B (Ji\f(y)! dﬂ@)) < ]é\f(yﬂp(y) du(y) +]{B’Yq(z’y)X{o<|f(y)|g1} du(y),
para toda bola B C X, 2 € B e f € LPY(X) + L®(X) com 1 Lot (x0yspoo ) < 1-

Demonstragao. Considere f € LPV)(X)+L>(X), de modo que || 1| ooy (x) 4 oo (x) < 1
Pela convexidade de ,,)(t) é suficiente mostrar separadamente os casos || f[|,, < 1 e
TS}

Sejam B C X uma bola e z € B. Se py = 00, entdo p(y) = oo para todo y € B,
e o resultado é justamente a propria Desigualdade de Jensen (Proposicao 1.1.6) para a
funcao convexa ...

Assuma entdo que py < co. Seja 5 € (0,1) a constante do Lema 2.3.8, assim podemos
supor que [ < 7.

Dando sequéncia, vamos dividir a funcdo f nas seguintes partes:

fiy) = fW)Xes: 1rw)>1)
fo(y) = F(W)X(yeB: o<ifw)<L. pw)<p(@)}>
f3(y) = fW)X(weB: o<ifw)I<1, p@w)>p(a)}-

L0g07 f = fl + f2 +f3 e ‘f]l < |f’7 e entao pp()(f]) < pp()(f) < 17 ] = 1a273' Pela
convexidade de ;) (%),
3 p(z) 3 p(z)
(Fhirmnawm) ™ < 33 (of 15w )

Jj=1

(I + I+ 1I3) .

Wl Wl

(Note que g corresponde a 8 no resultado desejado). Assim, é suficiente considerar as
funcoes f1, fo e f3 separadamente. Comecando por fi, temos pela convexidade de Pz (1)

e da Desigualdade de Jensen (Proposi¢ao 1.1.6), que

I < (ﬁ (][ ) du<y>)p;>p(m),



o1

onde usamos que @y, (t) e go;_l (t) sdo nao-decrescentes, desde que |f1(y)| > 1 ou | fi1(y)| =
B
0 ¢ ps < ply), entdo |fi(y)I"” < |fu(y)"", e portanto

(( AP duty >)p;)pm.

Se || flloo <1, entdo fi = 0e Iy = 0. Se, por outro lado, || f[[,, <1, temos pelo Lema
1.2.1, que pyy(f) <1, e assim [, 1A )[PY du(y) < 1. Logo, pelo Lema 2.3.8, tomando

A= [51F@)PY duly), segue que

h= £GP aut) < f 7P dut),

A Desigualdade de Jensen (Proposi¢ao 1.1.6) implica que

< ]{B Bl Ly)" du(y).

Uma vez que (|fa(y)] < |fo(y)] < 1 e @pa)(t) < @p(t) para todo t € [0,1] com

p(y) < p(x), obtemos que

L= GO ) < £ 1£0P dut) < F 1#6PY dulw),

Finalmente, para I3, segue da Desigualdade de Jensen (Proposigao 1.1.6), que

I3 ][ BLEWN" X (yer: 0<1w)1<1, ply)>pa)y A(Y)-

1

_ 1 =1 4 _1
Neste caso, como p(y) > p(x), temos que (m 7= 5 sy 1980 o = s T sy

Assim, usando a Desigualdade de Young (Lema 2.3.7) para 6@ e v, e tendo em

p(

vista que 8 < 7, obtemos

!f(y)l
b= ]{9 (B y X{yGB; 0<I£(v)I<1, p(y)>p(=)} d1(Y)
< N - _ q(xry) ) d
- ][ ( ) gl + a(r,y) X{yeB; 0<If(w)I<1, p(y)>p()} d(Y)
fly p(y) i
é <(ﬁ| E}/ >| + ’Yq( 7y) X{yEB; 0<|f(y)‘§1’p(y)>p(m)} dlu(y)

]i F )P du(y) + ]i YD X e B; o< 1) <1, py)>p(a)} DY)

IA

IN
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O que conclui a demonstracao. [
No caso onde pi = lim zﬁ existe, ¢ 1til dividir a segunda integral da estimativa
° |z|—o00

do Lema 2.3.9 em duas partes, descreveremos este processo no lema a seguir.

Lema 2.3.10. Seja q(-) definida tal como no Lema 2.3.9 e, ainda s(-) € P(X) dado por
1

I S
p(z) Poo

. Entéo, para todo t € [0, 1],

Demonstracao. Seja t € [0, 1]. Para todos x, y € X. temos

1 1 1 1 1
S @) _max{ﬁ - @’O} R CRED)
s(z)s(y) )
Logo, q(z,y) > @) T 5(0) e, concluimos que

[ s(x) s(y)
> —_— = 5.
i) = min {20, 20
Como t € [0, 1], obtemos o desejado, isto é,

s(x

1@V <73 4t

“
X
<

Combinando os Lemas 2.3.9 e 2.3.10, obtemos o préximo resultado.

Teorema 2.3.2. Sejam (X, 0,1) um espaco de medida métrico onde p é uma medida

de duplicacao e p(-) € Pl

log(X). Entao para todo v > 0 existe f € (0,1) dependendo da

constante de duplicacio de p e de p(-) tal que

p(x)
s(furoiam) < Lo am s f oo, a),

para toda bola B C X e toda f € LPV)(X) + L=(X) com 1 e 0y z0e ) < 1-

Observacao 2.3.3. Note que no Teorema 2.5.2, vy corresponde a 7% no Lema 2.5.9.
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Como exposto no inicio desta secao para obtermos resultados mais sofisticados a res-
peito dos espacos de Lebesgue com expoente varidvel precisamos investigar o operador
maximal de Hardy-Littlewood, M, nestes espacos. Este operador é um recurso muito
poderoso e veremos que sua importancia vem do fato de que uma de suas propriedades
centrais é sua limitacdo. E sabido que para os espacos de Lebesgue classicos, tal operador
M é limitado e neste momento estamos prontos para apresentar uma generalizacao deste
resultado para o caso de fungoes expoente que sera de grande aplicabilidade para o estudo

de precompactos em espacos de Lebesgue com expoente variavel.

Proposicao 2.3.1. Sejam (X, o, u) um espago de medida métrico, onde p é uma medida
de duplicagio, e p(-) € P, (X). Entdo para qualquer v > 0 existe 3 € (0, 1), dependendo
das constantes C,, e Ciog(p), tal que

M) < M) @)+ (),
para toda [ € LPO(X) + L®(X) com [ f e (xyp 2oy < 1 € para todo x € X, onde

h(z) :==2M (V) (z) e T{p) =

1 1

p(z)  Poo

Demonstragao. Seja v > 0 qualquer, pelo Teorema 2.3.2 existe 5 € (0,1), depen-

dendo de C), e de p(-), tal que

p(x)
3 (]é £ ()] du(y)) < ]i F )P du(y) + ]i (7™ + %) xgo<irwyi<1y duy)
][ F@PY du(y) + @ + ][ +0 du(y),
B

B

IN

para toda f € LPO)(X) + L*(X) com 1f 1l o) () noex) < 1 € para toda bola B C X e
r € B.
Tomando o supremo dos raios de todas as bolas B C X, com x € B e usando que

lg] < Mg, temos

IN

(BMS@PT < M1FPD) @)+ 7" + M (1) (@)

)
< M(If1PV) (@) + h(z).



24

Teorema 2.3.3. Sejam (X, 0, ) um espaco de medida métrico e p(-) € P{f)g(X) com
p~ > 1. Entao existe C > 0, dependendo de p(-), tal que

1M1l < C Ul -

para toda f € LPO(X).

Demonstragao. Para () = 1%7 temos que q(-) € P}, (X) com ¢~ = 1, pois
qg = ess inf@
rzeX p-

1
pe ess inf p(z)

Seja f € LPY)(X) com 11,0y < 1. Como ¢(-) < p(+) < oo, entdo pelo Teorema 1.2.5
LPO(X) = L1O(X) 4+ L®(X)

e, ||f||Lq<.>(X)+LOO(X) < 2||fll;p» < 1. Portanto, pela Proposi¢ao 2.3.1, para qualquer
v > 0 existe 3 € (0,1), dependendo de C), e Cioe(p) tal que

(M) < (M) () + ()"

com h(z) :=2M (v*0) (z). Entao

((BMf () )’

(M (1) @) + b))

< (M) @) +hty).

(BM f ()P

IN

Integrando em X ambos os lados a desigualdade acima, obtemos
by (M) = [ 18MI@I" du(o)
X

e [ |m (e ) <w>”_ + e | dulo))

([ e i) o+ [l auto)
= o [Jae () Hp + ||h||§) .

IA

IA
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Como 7*) € LY(X) e M ¢ do tipo fraco (1,1), entdo h € w — L'(X). E, como
h € L>(X) segue de (2.13) que h € LP (X). Além disso, como || ][,y < 1 implica que
H\f]q(')H < 1. De fato,
-

o = [ (@)

- /X @) du(z)
Pr( (

|

logo da Proposicao 1.2.4, segue que
N
[ < sl <.

Dando sequéncia a demonstragao, temos que usando a limita¢ao de M em L* (X), (veja

(2.11)), segue

ooy (BMF) < %(HVWHZ+H75<"H§)

Cpi
p~—1

<

Portanto, novamente da Proposicao 1.2.4, obtemos que

Ml < =
para Hpr(.) < %1-
Para o caso geral, f # 0, tome f := 1 ||J;f||p(.)' Entao, segue da mesma forma feita
anteriormente que
~ Cp_
Hwﬁpogp—F

do qual segue da linearidade da norma e homogeneidade de M que

f
M
(4 ||f||p(.)>

1
= HMpr(') WH()
(-

p(*)

|7

p(")

<

p~—1
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Portanto,
dep™
p~ —1

1Ml < 1l -

Tome C = 4c, e o resultado segue. [

No Teorema 2.3.1 é estabelecida uma relacao entre os expoentes que pertencem aos
conjuntos Plog(X) e Pj, (X), onde tal relagdo depende de C,- constante de duplicagao da
medida p, Clog(p)- constante log-Holder de p(-) e da p (B(xo, 1)). Tais dependéncias foram
estabelecidas através dos resultados estudados para obtermos o teorema mencionado. Em

consequéncia deste fato, obtemos o proximo resultado, que é o central desta secao.

Teorema 2.3.4. Sejam (X, o, ) um espago de medida métrico, onde j é uma medida de

duplicagdo. Assuma que p(-) € Piog(X), com p~ > 1. Entdo

Cp~
[IMFll, < p—— 1 f 1Ly -

para toda f € LPY)(X), onde C depende de pu(B(xo,1)), C,- constante de duplicacio da

medida ;1 e Clog(p)- constante log-Hélder de p(-).



Capitulo 3

Precompactos em Espacos de Lebesgue

(zeneralizados

Este capitulo foi fundamentado em [10] e tem por objetivo o estudo de conjuntos
relativamente compactos (precompactos) em espagos de Lebesgue com expoente variavel
em espacos de medida métricos. Serao apresentados preliminarmente alguns resultados
relacionados com precompacidade para espacos métricos e em seguida o resultado central

desta dissertacao que visa caracterizar conjuntos precompactos em UD(')(X7 0, 1)

3.1 Conceitos Iniciais

Descreveremos nesta segao alguns conceitos e propriedades importantes a respeito de
conjuntos relativamente compactos (precompactos) em espago métricos. Tais resultados
podem, muitas vezes, ser considerados relativamente simples no sentido de que a teoria
necessaria para obté-los nao necessita necessariamente ser muito vasta, contudo serao
essenciais e cruciais para a secao e capitulo subsequentes onde serao apresentados os
resultados principais deste trabalho.

Esta segao foi embasada na teoria que pode ser encontrada nas referéncias |12, 17].

57
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Definicao 3.1.1. Um subconjunto X de um espaco métrico M chama-se totalmente

limitado se para todo € > 0, existe um conjunto finito {x1,--- ,x,} de pontos de M tal

que X C | Bl(x;,¢), onde B(x;,€) € uma bola aberta de centro x; e raio € para cada
i=1

1=1,---,n.

Observacao 3.1.1. Em consequéncia da Definicao 3.1.1, qualquer conjunto totalmente

limitado € também limitado.

Definicao 3.1.2. Um subconjunto X de um espaco métrico M chama-se relativamente
compacto ou precompacto quando seu fecho X € compacto, isto é, toda sequéncia de

pontos x, € X possui uma subsequéncia convergente em M.

Lema 3.1.1. Sejam (X, 0) um espago métrico e A C (X, o) precompacto, entdo A é

totalmente limitado e, assim, limitado.

Demonstracao. Se A = @, entao dado € > 0, A esta contido em uma bola aberta de
X e raio e.

Assuma entao que A # @ e tome z; € A qualquer fixado. Se existe ¢ > 0 tal que
o(x1,y) < € para todo y € A, entdo A C B(xy,¢).

Por outro lado, se existe x5 € A tal que o(z1,x2) > € e se para todo y € A temos que
o(z1,y) < e ou p(z2,y) < g, entdo A C B(z1,¢) U B(xa,¢).

E, ainda se existe z3 € A tal que o(z1,x3) > € ou o(za,x3) > € e se para todoy € A
temos que o(x1,y) < € ou o(z2,y) < € ou p(x3,y) < €, entdo A C B(z1,e) U B(xg,¢) U
B(zs,¢).

Recursivamente, existe um n € N tal que este processo acaba, e assim
A C B(x1,e) U B(x2,e) U---U B(xy,¢). (3.1)

De fato, suponha que nao existe n € N tal que (3.1) ocorra, assim obtemos uma
sequéncia {z,},.y C A tal que o(z;, ;) > € para i # j.

Logo {x,},cy nd0 possui subsequéncia convergente em A. Porém, A é precompacto,
ou seja, A é compacto, e {z,},.y C A C A. Entdo {z,},.y ¢ uma sequéncia em um

compacto que nao possui subsequéncia convergente, o que é um absurdo.
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Portanto,
n
Ac|JB(zi.¢)
i=1
o que implica que A é totalmente limitado. n

Lema 3.1.2. Sejam (X, 0) um espaco métrico e A C (X, o) totalmente limitado, entdo
para todo € > 0, A estd contido na unido de um numero finito de bolas abertas de raio €

centradas em pontos de A.

Demonstracao. O caso A = @ é trivial. Suponha entdao que A # @, e por hipotese

dadoe >0
€
A B(x;, =
Cll (x 2)

i=1
onde B(x;,5) C X paratodoi=1,---,n.
Sejam z; € B(x;,5) N A, i =1,---,n, pontos quaisquer dessas interse¢des. Entao o

conjunto {z1,--- ,2,} C Ae

AC CJB(zi7€),

=1

pois para todo z € A

o(z, z1) < o(z, %) + o(wi, z) <

Lema 3.1.3. Sejam (X, o) um espagco métrico completo e A C (X, p) totalmente limitado,

entao A € precompacto.

Demonstragao. Seja A C (X, o) totalmente limitado. Inicialmente note que A tam-
bém é totalmente limitado, uma vez que modificando a cobertura de A com 0s mesmos
centros, porém com raios dobrados temos que ela cobrira A.

Como A esté contido em (X, ) que é completo, para mostrar que seu fecho é compacto
basta verificar que toda sequéncia {z,}, .y C A possui subsequéncia de Cauchy.

Uma vez que A é totalmente limitado, dado uma sequéncia {&n},en €m A existe uma

subsequéncia {1, }, .y de {zn}, oy contida em uma bola aberta de raio 1. De maneira
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anéloga, existe uma subsequéncia {wy, },cy de {21, },cy contida em uma bola aberta de

neN

.1 . L. . N . .
raio 5. Recursivamente constroi-se, assim, subsequeéncias {wx, },cy de {#x—_1, },c contidas

neN
em bolas de raio %, para todo k € N,

Portanto, {, },cy ¢ uma subsequéncia de Cauchy de {z,}, .

Lema 3.1.4. Sejam (X, 0y) um espago métrico. Assuma que para qualquer € > 0 existem

d >0, um espago métrico (W, o) e uma funcao ® : X — W satisfazendo
(a) ®(X) é totalmente limitado;
(b) Se x,y € X e 0y(P(x),P(y)) <0 entao ox(z,y) < e.

Entao, X € totalmente limitado.

Demonstracao. Para qualquer ¢ > 0, escolha § > 0, espaco métrico (W, oy) e uma
funcao ® : X — W tais como na hipotese.
Como ®(X) é totalmente limitado, ®(X) estd contido em uma unido finita de bolas

abertas em W de raio ¢, isto é,

n

o(X) C | Bu(@(x:),9). (3.2)

i=1

Sendo assim, aplicando a inversa de ® e usando o item (b) em (3.2), temos que

X C O By(z4,¢).

i=1

Portanto, X é totalmente limitado. [

3.2 Caracterizacao de Precompactos em L"U)(X, o, j1)

Esta secao é dedicada ao estudo do Teorema 3.2.1, em especifico, que ¢ o ponto chave
desta dissertacao e que nos diz a respeito da caracterizacao de conjuntos relativamente
compactos em espacos de Lebesgue com expoente variavel em espacos de medida métri-

cos.!

1O Teorema 3.2.1 ¢ a generalizagao para o caso p(-) = constante, mostrado em [9].
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Para a demonstracao de tal teorema faremos uso de toda a bagagem acumulada dos
Capitulos 1 e 2, e veremos que ele ¢ um recurso valioso e muito poderoso para o entendi-
mento de familias precompactas em espacgos de Lebesgue generalizados.

No que segue, dado (X, 0, ) um espaco de medida métrico, denotaremos para f €
L. (X) e Aéum conjunto mensuravel de X, o valor médio da fungao f sobre o conjunto

A por

(f)Azz]éfduzﬁ/Afdu-

Teorema 3.2.1. Sejam (X, o, ) um espago de medida métrico, onde jn é uma medida de

duplicagao e p(-) € Prog(X, 1) com 1 <p~ <p* < oo. Assuma que, para todo r > 0
h(r) :=inf{p (B(z,r)); z € X} > 0,

isto €, vale a condicdo (i) da Proposicdo 2.2.2 (Veja também o Exemplo 2.2.2).
Entio uma familia F C LPY(X, 0, 1) € precompacta em LPV)(X, 0, 11) se, e somente

se as sequintes condigoes forem satisfeitas:

(i) F € limitada em L") (X, o, 1), isto €, eviste M > 0, tal que / |F ()P du(z) <
b
M, para toda f € F;

P) du(x) < e, para

(ii) Para todo ¢ > 0, existe ro > 0, tais que/ ‘f(:c) — (f) B
X
todo 0 <r <ry etoda f eF;

(iii) Para todo € > 0, existe R > 0, tal que / |f(2)P") du(z) < e, para toda
X\B(z0,R)
f € F epara algum xy € X. ’

Demonstracao. Inicialmente assuma que a familia F C LPY)(X, g, 1) é precompacta

em LP0) (X, o, 1t). Fixe 0 < e < 1 tal que & = pg;,le < 1, onde C' > 0 é escolhido tal como

nas hipoteses do Teorema 2.3.4.

Pelo Lema 3.1.2 podemos escolher {fk}k:L.__’N em F, de forma que

N
Fc|JB(fe).
k=1
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Para f € F, fixe k € {1,--- | N} satisfazendo || f — pr(_) < . Assim, pela Proposicao
1.2.3-(7), temos
(=D = [ 1hda) = F)F duta)
< = Flly (3:3)
< E.
Mostremos, entdo, que as condicoes (i)-(iii) sao satisfeitas:
(i): Como F é precompacta em LPO)(X, o, 1), segue pelo Lema 3.1.1 que F é total-
mente limitada e, assim, limitada.

: Primeiramente, note que

/ 76) — (Dot dua) < (le L@ dua)

+ /\fk ) = (N pen|™ M(fc))
£(2) ~ S dna)
+ 22 ([ ) = (en ™ duta)

+ / |(fr) Blew) — (f)B(z,r)‘p(x) du(x))
X

= T 49 (L 4 1)

IN
><\

Para I;, temos que por (3.3)

/ £(2) = o)™ du(o)

Seguindo, para I temos que desde que p~ > 1, temos que L0 (X, u) C LL (X, p),

logo pelo Teorema da Diferenciacdo de Lebesgue (Teorema 1.1.8)

m (fi) ) = fe(®), (3.4)

r—0
para quase todo = € X.

Além disso, pelo Teorema 2.3.4

) = (Fsien "™ <277 (1@ + | (A e )

(3.5)
<27 (@) + M) @))€ LA(X, p).
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Portanto, tendo em vista (3.4) e (3.5) podemos aplicar o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue (Teorema 1.1.4) para obter o seguinte

L = /X (@) — ()| du(a)

< g,

para r > 0 suficientemente pequeno.

E, por fim, para I3 notamos que, pelo Teorema 2.3.4 temos

Cp

[Mfe = Pl S 7k =l

Cp .
S —1
=e<1.

Entao pela Proposicao 1.2.3-(4) segue que

J MU= D@ duta) < 1M = Dy,
< €.

Logo, usando (3.6) e (3.7) obtemos para I3 que

Iy = /X|(fk)B(z,r)_(f)B(:r,r)‘p(m) dp(z)

p(z)
-,

]i )~ 1) )| e
IMfi— Pl

IN

Portanto,

/X £() = (Dpeen [ dulz) < 2715492 2(c 1)

p -1 opt—1
= 5(270+ e~ 4 o% )
Cp~

Tome 79 = 7 e o item (ii) esta provado.

(3.7)
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(7i): Parak =1,--- N fixe Ry > 0 tal que

[ 1a@r ) < (3)
X\B(mo,Rk)

para alguns zy € X.

Entao, para R = max{Ry; k=1,--- , N}, temos que por (3.8), para toda f € F

[ @ e < 2 (/ fi@) = F@I dpz)
X\B(mo,R)
p(x)
v [ e ) du<x>)

< P e+e)=2"¢

o que implica que (4i) é valida.

Reciprocamente, mostraremos a suficiéncia de (i)-(iii) para que F C LPO) (X, o, 1) seja
precompacta.

Seja { fn},cn UM sequéncia qualquer em F. Como LPO(X, 1) é reflexivo e F ¢ limitada,
pelo Teorema 1.1.1 existe uma subsequéncia { f,,, } o de {fn},cn que converge fracamente
para alguma f € LPO(X, u). (Denotaremos esta subsequéncia por {f,}, o)
também converge fortemente em LP0) (X, o, 1), isto &, na

Mostraremos que {f,}

norma de LPO)(X o, ).

neN

Note que, X é um espago métrico, assim dado xy € X temos que X = |J B(xo, k).
k=1
Inicialmente provaremos que f,XB(zo,k) iy [XB(zok) €m LPO)(X, 1), para qualquer
k € N. Para tal, fixe kK € N e apliquemos o Teorema 1.2.6.
(1): p(-)-equi-integrabilidade: Seja ¢ > 0 fixo, » > 0 tal como em (i) e fixe
A C X. Usando a condicao (i), onde M > 0 é a constante de limitacao, a condic¢ao (i),

a Desigualdade de Holder (Proposicao 1.2.5) e a Proposi¢ao 1.2.3-(iii), obtemos
[ e @ duw) < [ 1P du) <
A A

2p+ ! (/ ‘fn fn acr){p(x) d,u / ‘ fn acr)‘p(x) d:u )
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2
(B Pl 1o

p(x)
du(I)) <

2 p(z)
m Hf”HLP(‘)(B(m,r)) (/B(LT) dup(z) + 1> d,u(a:)) —

i p(z)
(e au(z) ) =
A
2

p(z)
2! 5+/ '2||fn|| © + — = I fall e du(z) | =
( " Lr0)(B(z,r)) 1 (B(z, 1)) LrO) (B(z,r))

1 p(z)
2p+—1 5+/ ’2 fn p(- (1 —+ ) du T <
( " H HL O)(B(z,r)) ,M(B(QS,T‘)) ( )

op* -1 <5+2p+ (an”Lp(,)(X’u) N 1)p /A 1 :é;(fz(i);))

opt -1 5+/

A

or -1 e—l—/
A

m anHLP(')(B(:p,r)) (,U (B(Z’J’)) + 1)

p(z)
du(fﬁ)) <

p(z)
du(%)) <

1+ (B(z,r)) ™
p(B(z,r))

1+ p(B(z,r))
p(B(z,r))

" (6 + 27 (pp (fa) + 2)p+ /A

A

WAG+W“WWHW/

1 p(z)
A N M+1p+/1+‘ du(z) | <
( ( ) A p(B(z,r)) (@)

~——
IN

or* -1 <s + 22 L (M 4 1) (M (A) + /A W du(@)

v =1 <5 F 22 (M 4 1P (A) (1 + W)) .
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h(r)iﬁg

Assim para a escolha de 0 < § < - -
227 (M +1)7 (14 h(r))"

e A C X tal que

u(A) < 6, obtemos

p(z) R h(r)"e I
J st o) < 2 <+<1+h<r>>p* <1+h<r>p+)>

— o'l <€—|— hr)”"e -+ 2 +>
(L +n(r)" (14 h(r)”
= ¥ (e 4¢)

+
= 2P ¢

(2): Convergéncia em medida: Fixe ¢ > 0 e considere o seguinte conjunto:

{xEX;

Fa (@)X Blao ) (@) — F(@)XBow (@) =€} =

{z € B(xo, k); [fulx) = f(2)] Z €} C

{x € Bzo, k); |ful@) = (fa)pem| > g} g
{x € B(xo, k); |(fn)Bar) — (f)B(:c,r)’ > %} U

{x € Blzo, k); [£(x) = (f)pam| > %} — A UA, U A,

Note que A;, Ay e A3 sao disjuntos, assim vamos mostrar que para qualquer 6 > 0

fixado existe N € N tal que para todo n > N a seguinte condicao é satisfeita
p(ALU Ay U Ag) = 11 (Ar) + p(Az) + p(As) <6

. £ .~ ..
Supondo sem perda de generalidade que 0 < 3 < 1, temos que, pela condicao (i) e
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pelo Lema 1.2.2, para u (A;) vale

p(A) < (5) / " [ fal@) = () Ban [ dpa(a)
< @) /X [Fal@) = ()" dula)
< (&Y
< g

para 0 <r < rq.

Novamente pelo Lema 1.2.2, temos que para p (Asz) vale
3\ p()
p(As) < | - |f(x) = (Np@n|" du(z)
B(zo,k)

3

< (5) /X [F@) = (D™ dule).

Pelo Teorema da Diferenciacdo de Lebesgue (Teorema 1.1.8), a fun¢io integrada em

(3.9)

(3.9) tende a zero quando r — 0%, portanto é suficiente mostrar que valem as hipoteses
do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema 1.1.4) para esta funcao e
aplica-lo.

Note que

F@) = (Dpan]™ <27 (1F@PD + IM)@)FD) € LX),

logo para 0 < r < ry, temos

p(4s) <

) ™| w

A

Resta analisar o conjunto A,. Desde que f, =3 f fracamente em LPO) (X, o, 1) e
XB(zr) € LPO)(X, 0, 1) para todo z € X e r > 0, temos pela definicdo de convergéncia
fraca e pela caracterizacao de dualidade entre LPO) (X, o, 1) e LP'©)(X, o, 1), que para todos
x € B(xg,k)er >0

/X Fal) X @) duly) =3 /X F(0)X5m () duy).
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Assim sendo, para todos x € B(zg,k) e r >0

(fa)Bar) = (f)BG@r)-

A convergéncia acima implica que (f,)B@or) —3 (f)B@or) em medida em B(zg, k),

J
desde que p (B(xg, k)) < co. Portanto, segue que p(Az2) < 3, paran > N.

Finalmente, para 0 < r < min {ry,r2} e n > N temos que

(A1) + p(Ag) + pu(As) < 0.

n—oo

Logo, fuXB(ok) — JXB(wok) em medida.

(3): Condicao de decaimento no infinito: Segue diretamente da condigao (#i7).

n—oo

Assim, concluimos pelo Teorema 1.2.6, que f,XBor) — fXBox em LPO(X, )
para qualquer k£ € N fixado.
Para concluir a prova, mostraremos que f,, — f em LPO(X, 0, 11).

Note que,
[ 1@ = @ duw) = [ Jfule) = 1@ duto)
X B(xo,k)
() — f(2)P® du(x
n /X\B(mo’k)\f() F(@) P dpu(a)

z) — f(z)P® T
< / M) = J@P )

Loy ( /X o P )
o,

s e du(x))
X\B(zo,k)
= Ji+ o+ Js

Seja € > 0 fixado. Escolha R > 0 tal como na condigao (iii) para e R >0

€
3.9pt-1
tal que

£
f(x p(z) du(z) < ——.
S P ut) < gy
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n—o0

Seja k= max {[R], [Ba]}. Como fuxpwor =5 fXpmr em LPO(X, 0, p) para
qualquer k € N fixado, segue que dado N € N, temos que J; < % para n > N. Entao

- € _ £ £
J10@) = 1@l duta) < 542" G+ ) =

Logo, como obtemos convergéncia em modular, segue pela Proposicao 1.2.4 a conver-

géncia em norma e, portanto, a prova esta finalizada. [



Capitulo 4

Precompactos em Espacos de Lebesgue

(Generalizados no Espaco Euclidiano

Neste Capitulo estudaremos conjuntos relativamente compactos em LPC)(R™), sendo
R™ munido da medida de Lebesgue usual. Daremos duas caracterizacoes diferentes para
precompactos em LP()(R") fundamentados em [10] e exemplos de familias onde tais ca-

racterizacoes poderdo ser aplicadas. '

4.1 Precompactos em L’')(R")

Como um simples corolario do Teorema 3.2.1, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1. Seja F C LPV)(R™) e assuma que p(-) € Piog(R™) com 1 < p~ < pt < o0.

Denote por

foe) = Do = f 1) dy,

B(z,h)

entdo a familia F € precompacta em LPO(R™) se, e somente se as seguintes condigoes

forem satisfeitas:

(i) F € limitada em LPO(R™);

1Como uma observagao interessante destacamos que antes da publicagao de [10] as caracterizagoes de

precompactos conhecidas, sendo elas para um conjunto €2 limitado de R", podem ser encontradas em

[3, 18].
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(ii) Para todo € > 0, existe § > 0, tal que / |fu(x) — f(2)P) dz < e, para todo
Rn
|h| <19 € toda f € F;

(iii) Para todo € > 0, existe R > 0, tal que / |f ()™ dz < ¢, para toda f € F.
R\ B(0,R)

Agora, generalizaremos o Teorema 4.1.1 para qualquer 2 C R™.

Corolério 4.1.1. Sejam Q C R"™ um conjunto qualquer mensurdvel, F C LPO(Q), p(-) €
Prog(Q) com 1 < p~ <pF <ocoeF = {f: fxa; f€ .7:}. Seja ainda p(-) a extensao
log-Hélder continua de p(-) em R". Entdo a familia F ¢é precompacta em LP0)(Q) se, e

somente se as sequintes condicoes forem satisfeitas:
(i) F ¢é limitada em LPC)(Q);

(i) Para todo € > 0, existe 6 > 0, tal que / fu(z) = f(2) dz < e, para todo

\h| <o e toda f € F;

n

(ii1) Para todo € > 0, existe R > 0, tal que / |f(2)[P") da < ¢, para toda f € F.
O\B(0,R)

Demonstracao. Primeiramente note que a extensao log-Holder continua de p(-), p(+),
existe e estd bem definida em virtude do Lema 2.1.1 e ainda F C LPO)(R").

Pelo Teorema 4.1.1 a familia F ¢ precompacta em LPO)(R™). Vamos mostrar que F é
precompacta em LP()(()).

Fixe {f,},cn C F uma sequéncia qualquer. Entdo {fn} C F possul uma sub-

neN
sequéncia {fnk} convergente em LPC)(R") para alguma fe LPO(R™). Portanto, temos
keN

J

Logo, fu, % fya em LPO)(Q), assim F é precompacta em LPU)(Q).

que

" ) < [ Jte) - o " dn) =3 0.

Suponha, agora, que F seja precompacta em LP0)(Q). Entao, temos que Fé precom-

pacta em LPO)(R™).



72

De fato, para qualquer sequéncia {fn} C F e subsequéncia {fnk} - {fn}
neN keN neN

convergente em LP()(Q) para alguma f € LP()(Q), temos

/.

Assim, segue do Teorema 4.1.1, que F satisfaz as condices (i)-(iii). Logo, F satisfaz

p(z)

fnk(x) - fXQ(x)

dpfz) = / (@) — F@P dp(z) 25 0.

estas condicoes e a prova esta finalizada. [

E conhecido para o caso dos espacos classicos de Lebesgue o seguinte teorema:

Teorema 4.1.2 (Kolmogorov - Riesz?). Seja 1 < p < co. Um subconjunto F de

LP(R™) € totalmente limitado se, e somente se, as condi¢des a sequir forem satisfeitas
(i) F € limitado em LP(R™);

(i) Para todo € > 0, existe § > 0, tal que / |f(x+h)— f(x)]" de < P, para toda
feF etodo h e R* com |h| <4,
(iii) Para todo € > 0, existe R > 0, tal que / |f(x)]” dx < €P, para toda f € F.
|z|>R
Ou seja, para o caso p = constante a condicao (i7) do Teorema 4.1.1 pode ser substi-

tuida pela seguinte

0

/n Fla+h) — f@)F de =3 0.

Assim, é natural perguntar sobre quais condicoes similares podemos obter um resul-
tado analogo para o caso de espaco de Lebesgue com expoente variavel?

O proéximo teorema nos fornecerd um resposta para esta questao.

Teorema 4.1.3. Seja F C LPYO(R") e assuma que p(-) € P(R") com p* < co. Se as

sequintes condicoes forem satisfeitas

(i) F ¢é limitada em LPC)(R™);

2Para o leitor interessado em se aprofundar a respeito de resultados voltados ao tipo do Teorema de
Kolmogorov-Riesz, ou seja, no estudo de precompacidade no espago euclidiano para o caso dos espacos

de Lebesgue classicos, indicamos as referéncias [2, 12].
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(ii) Para todo € > 0, existe § > 0, tal que |f(z+ h) — f(2)P") dz < e, para todo
Rn
|h| <19 € toda f € F;

(iii) Para todo € > 0, existe R > 0, tal que / |f ()™ dz < ¢, para toda f € F;
R\ B(0,R)

entdo a familia F €é precompacta em LPO)(R™).

Demonstracao. Seja € > 0 fixo e sejam 6 > 0 e R > 0 tais como nas condi¢oes (i7) e
(441).
Note que podemos encontrar uma d-cobertura da bola B(0, R) consistindo de cubos

disjuntos {Qi},_; ... y-

Seguindo, defina o seguinte operador
P:LPORY - W:=[{Q; : i=1,--- N} c LPO(RY)
da seguinte maneira
N
P(f)(x) =) _xaf [f)dy.
i=1 Qi
Com isso, obtemos que

[ W@ =PI dr = [ 1) = PO@P da

+ Z 5 f(x) — P(f)(@)]"™ da

/ F@)P da
R"\B(0,R)

+ 3 /Q 1) = PP ds

= [1 +IQ

IN

Da condigdo (iii) segue imediatamente que

L= [ @ a
R™\B(0,R)

< €.
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Vamos agora analisar I,. Para tal consideraremos a seguinte notagao

=1Qi = 4.

Pela Desigualdade de Jensen (Proposigao 1.1.6), temos

L = Z — P(£)(@) da

Qz
_ i/'f(x) 1w
e Qs
- > [ 1L ue - sw) of
N e

L . p(z) dv d
< ;u@ A f(z) — f(y)["' dy d.

Fazendo a mudanca de variaveis y = = + z, temos que como = e y € ();, entao z esta
contido no cubo 2@) com comprimento igual a 20 e centrado na origem do sistema de
coordenadas.

Pelo Teorema de Fubini (Teorema 1.1.5) e usando a condigao (i), obtemos

I, < // :E~|—zp dz dz
i zl’uQ z )|

_ uQ / 5 1f(z) = flz+2)P® dz dz

< f@) = flz+2)P® dz dz
< —2Q]¢€

u@' |

1
= —2"uQe = 2"¢.

TR

Assim, temos a seguinte desigualdade

- f(@) = P(N)@)"™ de < (2" + 1)e.

Agora, mostraremos que P é uma aplicacao que satisfaz as condi¢oes do Lema 3.1.4.
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(a): Usando a Desigualdade de Holder (Proposigao 1.2.5), temos

N p(x)
P @) dr = / () fo)dy|  de
R~ n 22:; Q Q Qz
N 9 p(z)
< [ [Soval@hg o Mvog| o
=1
9 N p(z)
< Fll Lot gn (14 pQ) dz
/Q@ 20 Mo D¢
ON Pt
S - A f p( n 1+MQ +1 dl‘
/‘ﬁj |25 ey (145
ON rr
= Q\IfI\LpuRn)( +uQ) +11 NuQ.

A limitacao da familia F implica na limitacao da imagem P(F). Além disso, desde
que o espago W é de dimensao finita, entdao P(F) é totalmente limitado.

(b): Seja [[P(f) — P(g)ll ot)gny < €. Entdo, temos que

If =9l < I1F =P oo @y + 1P = PO o @ny + 1P(9) = 9l Lo ny

< 2((2"+ 1)5)7# +e.

Portanto, pelo Lema 3.1.4 a familia F ¢ totalmente limitada e como LP()(R™) é um espaco

de Banach (Teorema 1.2.1), segue do Lema 3.1.3 que F ¢é precompacta em LPO)(R"). m

Observacao 4.1.1. Vale a pena notar que nao hd suposicao sobre a regularidade do

expoente p(-) no Teorema 4.1.5.

Corolario 4.1.2. Sejam Q C R™ um conjunto mensurdvel e F C LPY)(Q). Seja ainda F
uma familia de funcées de F estendidas por 0 fora de U, isto é, F = {f =fxa : f€ }"}.
Assuma que p(-) € P(Q) com p* < oo e tome p(x) = p(x) + p~ xrm\a(z). Se as sequintes

condi¢oes forem satisfeitas

(i) F € limitada em LPO)(Q);

p(z)

(i) Para todo € > 0, existe 6 > 0, tal que / f(xz+h) — f(x) dz < e, para todo

n

\h| <o e toda f € F;
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(iii) Para todo € > 0, existe R > 0, tal que / ]f(x)]p(z) dz < ¢, para toda f € F;
R\ B(0,R)

entio a familia F € precompacta em LPU) ().

Demonstracao. Primeiramente, note que F € LPO(R"). Além disso, a familia F é

limitada em LP0)(R™) e a condicio (7ii) é claramente vélida para F. Para a condicio (i)

[ i
R"\B(0,R)

para R > 0 suficientemente grande e para qualquer f e F. Logo, pelo Teorema 4.1.3, a

temos

p(z)

o = / F@)® de
Q\B(0,R)

< e,

familia F é precompacta em LP0)(R™).

Vamos mostrar que F & precompacta em LPO(Q). Para isto, seja {f,},cy C F uma
sequéncia fixada e seja também {fnk }keN C {fn}HEN uma subsequéncia convergente para
alguma f € LPO(R") em LPO(R™).

A subsequéncia fnk pode ser escolhida de modo que convirja quase sempre pontual-

mente, e assim obtemos que f ¢ igual a 0 quase sempre em R™\(). Logo, segue que

p(z)
/ -
Q n
k—o0

Portanto, f,, — fxq em LP0)(Q), o que completa a demonstracio. [

~ p(z) k—o0

fur (@) = Fxa(@) fun() = f()| dz =5 0.

4.2 A Nao Invariancia por Translagoes em L"U)(R")

Esta secao é dedicada ao estudo de um possivel contratempo que podemos nos deparar
ao aplicar a exemplos o Teorema 4.1.3.

A principio apresentaremos dois lemas bastante surpreendentes e veremos por meio
deles que translaces sdo limitadas em LP()(R™) se, e somente se p é constante, isto é, se
estamos no cenario dos espagos classicos de Lebesgue. Quer dizer, veremos assim que 0s
espacos Lp(')(IR”) para p nao constante nao sao invariantes por translagoes.

Porém, a ideia aqui é mostrar através de exemplos que existem sim casos de familias

em LP0)(R™) cujas as hipoteses do Teorema 4.1.3 se aplicam.
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As pesquisas para esta parte do trabalho foram fundamentadas em [5, 10, 14].

Lema 4.2.1. Assuma que p(-) € P(R"), f € LPO(R") e defina o operador translagdo por
mwf = fly +h). Entio 7, - LPO(R™) — LPO)(R™) esta bem definido para todo h € R" se,

e somente se p = constante.

Demonstracao. Se p(-) = p, isto é, p(-) é constante entdo 75, esta bem definido para
todo h € R™.

Suponha agora que 7, é limitado em LPU)(R™) para todo h € R™ e fixe h € R"
arbitrariamente. Entdo 7,f € L?O(R™ +h), onde R" + h = {x +h : x € R"} e, assim

HTthp(.) = ||f||7'_hp(') ;

o que implica

LPO(R™) e L7-»PO)(R™),

Pelo Teorema 1.2.4-(b) temos que p(-) > 7_,p(-) quase sempre. Substituindo f por

—h temos que
p(-) = mp(-) = p(-).

Como h é arbitrario, concluimos que p é constante. [

Lema 4.2.2. Seja p(-) € P(R"), entdo se p(-) é nio constante existe f € LPO(R") e
h € R" tais que 7,f ¢ LPO(R™). Além disso, LP")(R™) € ndo continuo, isto é, ewiste
f e LPOR™) tal que

tim [l f — £, # 0.

|h|—0
Demonstracao. Seja p(-) € P(R") ndo constante. Para construir a fun¢io f €
LPO(R™) desejada, fixe h € R™ tal que 7, ¢ um operador ndo limitado, podemos afirmar
que tal h existe em virtude do Lema 4.2.1.
Entdo existe uma sequéncia de fungdes f, € LPO)(R™), com k € N, tais que kaHp(_) <1,
mas |74 f||,,.) = 4*. Se para algum k, 7, f, ¢ LP1)(R™) obtemos o desejado, caso contrario,

seja

= 1
f=>_ g lhl-
k=1



78

Entao
o0

1
||f||p(.) Z ok ||fk:||p(.) <1, (4.1)

k=1

1
mas, para todo k € N, [ > 5 | fxl, e entao

1
170 f Ny = oF I7n il ) > 2%

Portanto, |[74f|,., =occ e nf ¢ LPO)(R™).

Para provar a outra parte do lema, note que para qualquer h € R", (Th/2 o Th/2) =7f.
Entao 7, f ¢é limitado se 7,-x;, o for.

Portanto, pela primeira parte da prova, podemos encontrar h € R"”, tal que se h, =
27%h, entdo 7, é ndo limitado. Assim sendo, existem fungdes f, € LPU(R™), [ fll,y <1,
tais que 7, fr ¢ LPO(R™).

Seja

F= S lAl,
k=1

1
entdo f € LPO(R™), por (4.1), mas para qualquer k € N, f > o |fi| e assim 73, ¢&
LPO(R™). Portanto, 73, f — f ¢ LPO)(R™) e o resultado segue. n

Assim, surge a seguinte questao: as hipoteses do Teorema 4.1.3 nos levam sempre ao

caso p(-) = p, isto é, nos levam aos espacos de Lebesgue classicos?

Exemplo 4.2.1. Seja 2 =R, CR, com 0 < A< B <0. Considere a sequinte familia
de funcoes

]-':{f(x):/\e_’\m; AS)\SB}.

Vamos mostrar que a familia F satisfaz as hipoteses do Coroldrio 4.1.2 para qualquer

expoente varidvel limitado p(-) € P(QQ), e assim concluiremos que F é precompacta em

LPO(Q).

Verificagio. Sejam F e p(+) as extensoes para a familia F e para o expoente variavel

limitado p(-) € P(2), definidas tais como no Corolario 4.1.2.
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(i) F é limitada em L*0)(Q):
De fato,

/ (e )" dp — [{ }(Aem)pm dr + A }(Aem)p(m de
0 >0 ; de <1 >0 ; e~ Ar>1

< / ()\efm)p_ d:c—i—/ ()\(M”)p+ dz
0 0

D
= +
P pt
Br -1 prt-l
T <.
P P

(ii) Decaimento uniforme para translagoes:

Fixe h satisfazendo ‘e"\h — 1‘ < 1 para todo A < A < B. Desta forma, para cada h,

J

obtemos

p(z)

flx+h) = f(z)

o = /’ e +h) - f@)P@ da
{z>0 ; 2+h>0}

n / F@) de
{z>0 ; z+h<0}

+ / |f(z+h)P" da
{z<0 ; z+h>0}

= 0L+ 1+ I,

onde I, # 0 para h < 0 e I3 # 0 para h > 0.

Assim, temos que para [,

n- £+ h) = f@)P) do
{z>0 ; z+h>0}

- /m ) — f@)P da

max{0,—h}

= /OO ‘)\e—xx (6—,\h . 1) ‘p(x) de

max{0,—h}

< ’6—)\h o 1’17* /oo ()\e—m)p(z) de

max{0,—h}

‘efAh . 1‘1’_ /OO ()\67,\30)?(1) dx
0

’e”\h — llp_ / ()\e’)‘x)p(m) d:c—l—/ ()\e )p(x) dx
{z20; @1} 2>0 5 eMe>1}

IA

IA
!
S



IN

|e_’\h — 1|p7 (/ (/\e_)‘:”’)pi dx—f—/ (/\e_)‘:”)p+ da:)
0 0

YV T VAR
= e —1f ( + ) =2,

P pt

Para I, obtemos

L = / F@)P® da
{z>0 ; z+h<0}
—h
- / F@)P da
0
—h
_ / ()\ef,\x)p(x) dr
0
—h n —h _
< / (Ae™)" da + / (Ae™)? dz
0 0

APl AP 1 B _
- = (1—ekhp+)+ = (1—6”"’) =0,

E, finalmente, para I3

.y Pl )P da
{z<0 ; z+h>0}

= [ eenr a

—h

= /0 ()\e_’\(”h))pi dx

(iii) Decaimento uniforme no infinito:

Para R > 0 fixo, temos

L o\ p@) A\ P@)
/R ()\6 ' )p v = [{ SR A —/\:c<1} (/\6 ' )p de

+ / (/\e_’\x)p(gc) dz
{sz ; )\e"\le}
h e )P dx + b e A a dx
(Ae™)
R R

) e R Vet R
eV R+—+6_)\p R
P p

IN
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Portanto, pelo Corolario 4.1.2, a familia F é precompacta em LPO)(Q), com p(-) € P(Q)

qualquer, nao necessariamente constante. ]

Antes de prosseguirmos com o proximo exemplo, se faz necessario a apresentacao do

seguinte lema técnico:

Lema 4.2.3. Sejam Q C R™ tal que u(Q2) < oo e p(+), q(-) € P(Q) onde p(z) < q(x)

quase sempre em ), entao

1l ey @) < (LA ) [l acr @) -

Demonstracio. E suficiente mostrar que [fllror ) < (1+u(S2)) para toda f €

L1O(Q) com || £ e o
Dada f € L10(Q) com HfHLq(A)(Q) < 1, segue do Lema 1.2.1, que py(f) < 1.

<1

Assim, como por hipétese p(x) < g(x) quase sempre em €2, vem que

- / F@)P dpu(z)

< [ @I dute) o)
< p(€2) 4 pg(y (f)
< (@) + 1.

Usando a convexidade de py.), (Proposigao 1.2.1-(c)), e (4.2) temos

/
Ppt) (m(m m 1>> S WO+

Portanto, novamente pelo Lema 1.2.1, seque que

|

= — o Mllog < L
po@ (@) +1) ©)

isto é,

Hf”Lp(»(Q) < (1+p(Q).
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Exemplo 4.2.2. Sejam Q C R™, com u(2) < oo e p(-), q(-) € P(Q) onde p(x) < q(z)
quase sempre em ). Vamos mostrar que se pt < oo, funcoes, f, limitadas com suporte

compacto satisfazem

FC+h) 22 em LrO(Q).

Verificacdo. De fato, considere p™ < oo e f uma funcao limitada com suporte com-
pacto em 2. Entao para todo h, |h| < 1, existe um conjunto compacto, K C R", tal que
supp(f(-+h)) C K.

Sabemos, ainda, que se 1 < p < oo, o conjunto das funcoes continuas (limitadas)
com suporte compacto é denso em LP(R"), assim temos que, se f € LP(R"), entdo
}lg% If(-+h) - fHLP(R") = 0.

Logo, pelo Lema 4.2.3 e usando o fato de que o operador translacao ¢ continuo em

LP"(Q), segue que

B [|£(- 4+ 1) = fllpogaun < (1 #(@UE) m|F(+ 1) = fll o ey = 0.
Portanto, se p™ < oo, as funcoes, f, limitadas com suporte compacto satisfazem

F-+h) 28 fem LPO(Q).



Capitulo 5

Precompactos em Espacos de

Sequéncias Generalizados

Neste capitulo estamos interessados em analisar o espaco discreto analogo ao espaco de
Lebesgue generalizado, LP() (), ou seja, os espacos de sequéncias com expoente variavel,
denotado por [P}, Estudaremos algumas de suas propriedades bésicas com o intuito de
compreendermos tais espacos, onde tivemos por referéncia [16], e o indicamos como boa
fonte de consulta, bem como também as referéncias indicadas por ele. E por fim, funda-
mentados em |10], apresentaremos o ponto chave deste capitulo que é uma caracterizagao

para familias precompactas em (1P},

5.1 Definicoes e Resultados Basicos

Da mesma forma da Subsecao 1.2.1, para a definicao de espacos de sequéncias com ex-
poente variavel é necessario primeiramente definirmos com qual tipo de expoente variavel

estamos interessados.

Definigao 5.1.1. Denotamos por P o conjunto de todas as sequéncias reais {pp}, oy que
satisfazem

1 < p :=infp, < pt:=supp, < oo.
neN neN

83
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Para esta segao fixemos {p,}, .y € P.

Definigao 5.1.2. Dado x = {z,}, .y, com x, € R para todo n € N, definimos 0 modular

associado a {p,} por

neN’

Pipat(T) = Z |2 |7

neN
Além disso, 1\P»} ¢ definido por

[pn} . — { ={zn}en : Pipoy(x) < 00}

Observacao 5.1.1. Note que, para s > 1, a funcao t — t°, t > 0, € convexa. Logo,

seque que x — pgp. 3 () também € uma fungao conveza.

Proposicao 5.1.1. Se A € R e z, y € 1P}, temos:

(@) ppy(x +y) <277 (ppy(2) + Py (1) 5
() pipny () < max (AP LIAP) iy (2).

Demonstracio. (a): Dados z, y € [P} temos que

p{pn}(‘fE + y) = Z |In + yn|pn

neN
00

Z opn—1 (lzalP™ + |ynlP™)

neN

< ot (Z N Iynlpn) = 277 (g (2) + P13 (v)

neN neN

IN

(b): Se A\ € (=00, —1]U[1,00), segue que para x € [{Pn}

Py (Ar) = D Al

neN
00

_ Z ‘)\’pn |xn|pn

neN
o0

+ +
AP laal™ = AP pppay ().

neN

IN
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Caso A € (—1,1), segue que para x € [P}

Py (Az) = D Az,

neN

< AP lal™ = A ppay (@),

neN

Portanto, para Se A € R e z € [P}, vem que

- +
Pipny(AT) < max (W’ AP ) Pipn(T).

]

Note que, segue da Proposicao 5.1.1 que o espaco [{P»} & um espaco vetorial.

Definicdo 5.1.3. Dados x € 1P} defina o sequinte funcional
. x
lll,,,, := inf {)\ >0 pion) (X) < 1} .

O funcional || . H{pn} define uma norma em 1P}, chamada de “Norma de Luzem-
burg”, e (l{p"}, | - H{pn}> é um espaco de Banach.'
Proposicao 5.1.2. Sepy=p; = --- =p, = --- = p = constante, entio o espago [{Pn}

cotncide com o espaco de sequéncias cldssicos, P, e as normas sobre esses espacos também

cotncidem.

Demonstracao. Claramente, se pg = p; = --- = p, = - -- = p = constante, 0s espacos

1{rn} e [P coincidem. Agora, dado = € [P} =[P temos que

. T
Izll,,, = inf {)\ >0 pipy <X) <1

o) T,
= mf{A>o.Z7
N
I o=
= inf )\>O:EZ|5E”| <1
neN
— inf{)\>0:\|x||p§)\} — |||,

!Para mais detalhes indicamos a referéncia [16].
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Lema 5.1.1. Para qualquer x € I1Pr}, temos

poy (T — | <1
”xH{pn}

Demonstragio. Considere 2 € {7} arbitrario. Pela definicdo da norma | . [

em [P} para qualquer k¥ € N existe )\, com [zl gy < A < lzllg,,y + 5 tal que

k
T

Sendo assim, segue que

- |Tn - |7,
2 NS 2 S < e (3) S
= (Il +2)" 7 3 (I, + 1)

|p'n m

Sl Y
(1, )

Pn
05 (el + )

Portanto,

Proposigdo 5.1.3. Dado x € [P} entio py,,(z) =1, se e somente se Izl = 1.

Demonstracdo. Seja z € [P} ¢ suponha, inicialmente, que Pipn}(x) = 1. Aplicando

a defini¢do da norma || . [[, , em {2} obtemos

T
L= 0@ = pp (T) = lely,-

Caso [|z|[, , <1, pela convexidade de py,,} e pelo Lema 5.1.1, segue que

HxH{ nt L x
Pipa}(T) = Pipa) (W < Hfu{pn}ﬂ{pn} W < 1
{pn} {pn}

o que é uma contradi¢do. Logo, [|z|[;, , = 1.



87

Reciprocamente, se H:L‘H{pn} = 1, temos pelo Lema 5.1.1, que

X
P} (T) = Pipay <W> < 1.
Pn

Suponha que para algum z € [P} com [z, =1, temos pg,3(z) < 1, entdo existe
e > 0 tal que pyp,y(x) +¢ < 1.
Sabemos que a fungao x —— py,.1(x) € convexa e como pg,.3(x) < 1 também é

superiormente limitada, e portanto continua. Assim,

lim pgpy(Az) = pppay ().

Logo, existe § > 0 tal que para cada A com [\ — 1| < 8, temos |pg,,.1(Ax) — pyp,y ()] <e.
Resulta que, para 1 < A < 144, temos py,,1(Ax) < pgp,y(z) +e < 1. Como x € [P},

entdo \zr € 1P}, Assim, uma vez que Pipay(T) < 1, segue que

L > ppa0a) = o6 () = el = Al
Entao,
Mallp, < 1= llol,, < % <1
uma contradi¢do. Logo, pg,,3(z) = 1. "

Coroléario 5.1.1. Seja x € 1P}, Se |z, <1, entao

+ —
21y < Pwa(@) < llzllf,, -

Se ||lzll g,y > 1, entdo

_ +
1215,y < Poa) < e,

Demonstrac¢ao. Como p~ < p, < p* para todo n € N, segue que para HxH{pn} <le

para todo n € N,

+ —
||$||Z{7pn} < ||$H?;n} < ||5L"||%{)pn}~



38

Pela Proposicao 5.1.3, usando o fato de que =1, vem que
HIH{pn} {pn}
H H{pn} Pn B
p{pn}(x) = P{pn} H ” Z H {pn} |I||
o /om0 (5.1)
< N2l o | = | = Nl
" [ P "
e, ainda
p'VL
Pn
(5.2)
p+ X . p+
> HxH{Pn} P{pn} (Hx“{pn}) = HxH{pn}'
Logo, segue de (5.1) e (5.2), que
+ —
1215y < Pwa(@) < 2l -
Para o caso em que [|z|/;, , > 1, a prova é analoga. =

Definicio 5.1.4. Seja A C 1P} um subconjunto qualquer.

Dizemos que A ¢ limitado em modular se existir constante positiva Cy > 0 tal que
Pipny(x) < C1 para qualquer x € A.

E, ainda, dizemos que A € limitado em norma se ezistir constante positiva Cy > 0

tal que HxH{pn} < Oy para qualquer x € A.

Corolario 5.1.2. Seja A C IiPn} entdo A ¢é limitado em norma se, e somente se A é

limitado em modular.

Demonstracio. Considere A C [P}, Primeiramente, suponha que A ¢ limitado em
norma, isto é, existe constante positiva C' > 0 tal que para qualquer z € A tém-se que
|z, < C. Logo, segue pelo Corolério 5.1.1, que pyp,3(z) < ||x||?;} < CP*. Portanto,
A c 1t} ¢ limitado em modular.

A prova da reciproca é analoga. [



89

Corolario 5.1.3. Sejam z e (Jc(k)) k=1,2--- €} Entdo as sequintes afirmacées

sao equivalentes:
(a) Jim ||+ =], =0;

(b) lim pg,y (+® = 2) = 0.

Demonstragdo. Considere z e (z¥)  k =1,2,.-- € [{Pn),

Suponha, inicialmente, que klim Hx(’“) = 0, entao dado 0 < € < 1 existe
—00

B xH{pn}
ko € N tal que para k > ko, temos Ha:(k) —[EH{pn} < ¢ < 1. Logo, pelo Corolario 5.1.1,
Plpn} (x('“) — m) < Hx(k) — xH?;n} < el . Portanto, kllg)lo Plpn} (x(k) — x) =0.

Por outro lado, se klggo Plpn} (x(’“) —x) = 0, dado ¢ > 0 existe k; € N tal que
para k > ki, temos pyp,.} (x(k) — x) < e. Novamente, pelo Corolario 5.1.1, segue que

Hx(k) — a:H?;} < Pipn} (m(k) — x) < e. Portanto, kh_)rglo Hx(k) =0. [

— |
{pn}
Como podemos perceber os espacos [P} possuem diversas propriedades analogas com
as dos espacos classicos [P. Veremos agora uma extensao para estes espacos da Desigual-

dade de Holder.

Definicao 5.1.5. O conjugado q = {q,}, .y de p = {pn},en € P € definido por

1 1
—+—=1,neN,
Pn an

Claramente, se p € P entao q € P.

Proposi¢ao 5.1.4 (Desigualdade de Hélder para [{P}),
Se ¢ = {qn},en € 0 conjugado de p = {pn},cn € P, entao para todo v = {x,},cy €

1Pn} e para todo y = {yn},cn € 119, temos

> 1 1
N (;+q—_> el Il < 20l Mol (5:3)
n=0

Demonstragao. Para todo © = {z,},.y € 1"} e para todo y = {yn}, oy € 119,
onde ¢ = {¢y},cy € 0 conjugado de p = {p,},cn € P, temos que a desigualdade (5.3) &

trivialmente satisfeita se ||lz[|, , [vll,.; = 0. Suponha, entdo que |[z|,  [lyll,., #O.
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Da Desigualdade de Young (Proposigao 1.1.1), para quaisquer dois inteiros positivos

a, b, temos
apn an
ab < + —.
Pn dn
. Tn Yn .
Assim, tomando a = eb= , obtemos o seguinte
”xH{pn} Hy“{yn}
Pn qdn
el L2 + =2 . (5.4)
||IH{pn} HZJH{%} DPn Hl'”{pn} dn H?JH{qn}

Somando em n, ambos os lados da desigualdade (5.4), segue que

o) Pn [e's) dn
TnYn 1 T 1 n
|ZnYn| < — T T Z Y
1 T n 1 Y
__ p n T __ p n o °
p= "\ lellg,y ) o T vl
T Yy C .
Uma vez que, W = vl = 1, segue da Proposicao 5.1.3, que a
x
et llp,) Ylan) {an}
desigualdade (5.5) se resume em
TnUn 1 1
Z LI N (5.6)
|z H{pn}HyH{qn} p q

1 1 1 1
E, ainda, como p~ > 1leq > lentao — < 1le — < 1. Logo, — + — < 2, e,

P q P q
portanto segue de (5.6) o resultado desejado, isto &,

— 11
Z |Znyn| < ]F + q__ HxH{pn} ||yH{qn} < 2 qu{pn} HyH{qn} -
n=0

5.2 Precompactos em [1Pn}

Esta se¢do foi embasada em [10] e é dedicada ao estudo do Teorema 5.2.1, que nos
diz a respeito de condigoes que serdo necessarias e suficientes para que uma certa familia

A C 1iPn} geja precompacta.
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Teorema 5.2.1. Seja A = {a'},.; C e} pt < co. Entdo o conjunto A C 1P} ¢

precompacto em 11"} se, e somente se as sequintes condicoes forem satisfeitas:

(i) A ¢ limitado em 1P}, isto é, existe M > 0, tal que i lal |"" < M, para todo
a’ € A; "~
o0
(i) Para todo € > 0 eziste K € N, tal que Y. |al|["" < ¢, para todo a* € A.
n=K+1
Demonstragao. Seja A = {a'},.; C I{rn} onde pt < co. Assuma, primeiramente,
que as condicoes (i) e (ii) sdo satisfeitas. Vamos mostrar que o conjunto 4 é totalmente
limitado, para entao concluirmos a precompacidade deste conjunto.
Com efeito, seja e > 0 qualquer fixado. Escolha K € N da condigao (i7) de modo que

para todo a' € A temos
o0

> il < e

n=K-+1

Com o intuito de fazermos uso do Lema 3.1.4, definamos o operador projecao de um

elemento a' € A nas suas primeiras K coordenadas, ou seja,
P:AcCi 5 RE o)
onde
P(a') = P({aﬁ,aé,-~}) = {a’i,aé,~~ ,aiK,O,O,-~}.
Note que a limitagao de A4, dada pela condigdo (7), implica na limitagao de P (A). Além

disso, P (A) é totalmente limitado, um vez que P (A) C RX que possui dimensao finita.

o0

Segue da condicdo (i7), que
] K
SIS SITILESD ol 1
n=1 = n=K+1
< Z |P |p" p++1

n=1
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Para o', b’ € A satisfazendo Z |P(a"),, — P(b"),|"" < ° . temos

27
n=1
S ah —bi " = | Pla), = PO+ D ek — b
n=1 n=1 n=K+1
K o)
< > |P(a), = PO 22 > (Jal [+ 8™
n=1 n=K+1
€ _ 2e € €
< §+2p+1(ﬁ) 254—5:8.

Logo, pelo Lema 3.1.4, A é totalmente limitado e, como 1"} & um espaco de Banach,
segue pelo Lema 3.1.3 que A é precompacto.

Reciprocamente, assuma que o conjunto A C 1P} seja precompacto. Queremos mos-
trar que as condicoes (i) e (i7) s@o satisfeitas. De fato,

(4): Como o conjunto A é precompacto em [P} segue do Lema 3.1.1 que A é total-
mente limitado e, assim, limitado.

(11): Fixe € > 0. Pelos Lemas 3.1.1 e 3.1.2 podemos escolher {a',a? ---  a™} C A tal
que

AC UB (ai,Q}%) .
i=1

o

. . n €
Com isso, podemos escolher K; € N satisfazendo Z ’aj |p S 5t para qualquer
n:Kj+l
j = 17 e, M
Consideremos K = max {K;: j=1,---,m}. Para qualquer a” € A fixado existe a’,
. Pn €
j=1,-, mtalqueZ‘a aJ’ _2?.

Assim, temos que

S < 2( S a3 w’")

n=K+1 n=K-+1 n=K+1

oo oo
+ . .
D —1 0 | Pn ‘ i ’pn
2 ( E |an an‘ + E ay,
n=1

n=K+1
pt—1(_¢& € ) _
< 2 (2p+ + wr) =

Como a’ € A foi escolhido arbitrariamente, a prova esta finalizada. n

IA
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