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Resumo

Neste trabalho de dissertagdo propomos uma interpretagao para o efeito Aharonov-Bohm
em termos da interagao entre os campos eletromagnéticos. Nesta proposta, o campo gerado
pela funcao de onda carregada interage com o campo de Aharonov-Bohm, produzido
por uma fonte externa. Inicialmente, apresentamos uma revisao sobre a interpretacao
usual do efeito, bem como uma proposta de interpretacdo em termos de campos por
abordagens semiclassicas. Entao, apresentamos uma formulacao lagrangeana de uma teoria
nao-relativistica de campo que descreve a interagao entre uma particula quantica carregada
e o campo eletromagnético classico, incluindo fontes externas. Determinamos entao os
campos eletromagnéticos gerados pelo campo nao relativistico e sua energia de interacao
com a fonte externa. Para o rotor quantico, mostramos que a mudanca no espectro de
energia de uma particula carregada devido a presenca do potencial de Aharonov-Bohm pode
ser interpretada como a energia de interacao do sistema. Para os casos de espalhamento,
mostramos que é possivel obter a mudanga de fase das particulas como consequéncia da
evolucao temporal do sistema. Por fim, mostramos que na presenca de materiais lineares e
isotrépicos, o efeito depende da permissividade elétrica e permeabilidade magnética do

meio.

Palavras-chave: efeito aharonov bohm. mecanica quéantica. teoria de campos.






Abstract

In this thesis we propose an interpretation for the Aharonov-Bohm effect in terms of the
interaction between electromagnetic fields. In this proposal, the field generated by the
charged wave function interacts with the Aharonov-Bohm field, produced by an external
source. First, we present a review on the usual interpretation of the effect, as well as
a proposal to interpret it in terms of fields by using semiclassical approaches. Then we
present a Lagrangian formulation for a non-relativistic field theory that describes the
interaction between a charged quantum particle and the classical electromagnetic field,
including external sources. Thus, we determine the electromagnetic fields generated by the
non-relativistic field and its interaction energy with the external source. For the quantum
rotor, we show that the change in the energy spectrum of a charged particle due to the
presence of the Aharonov-Bohm potential can be interpreted as due to the interaction
energy of the system. For the scattering cases, we show that it is possible to obtain the
phase changes of the particles as a consequence of the time evolution of the system. Finally,
we show that in the presence of linear and isotropic materials, the effect depends on the

electric permittivity and the magnetic permeability of the material medium.

Keywords: aharonov bohm effect. quantum mechanics. field theory.
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1 Introducao

Em 1948, Ehrenberg e Siday estudavam a construcao de uma lente magnética para
um espectrometro beta; essencialmente, um método de desviar particulas beta fazendo-as
passar através de campos magnéticos uniformes [1]. Utilizando uma analogia ético-mecanica,
mostraram, através de calculos tedricos, que o potencial vetor magnético poderia se
comportar como um componente de um “indice de refragao” da lente magnética, alterando
o comportamento de um feixe de elétrons passando através da lente [2]. Entretanto, a
dependéncia explicita do potencial vetor magnético levou a constatacao de um efeito
curioso: se dois feixes de elétrons passassem pelos lados opostos de uma regiao fechada
com campo magnético interno (por exemplo, um solenoide), haveria uma diferenca de fase
observavel entre os dois feixes, mesmo que os elétrons estivessem em uma regiao de campo
magnético nulo. Isso ocorria pois, embora o campo magnético fosse nulo nas regides onde

as particulas estavam, o potencial vetor magnético nao era.

Na época, este fendmeno nao obteve atencao suficiente da comunidade cientifica,
sendo tratado por alguns colegas de Ehrenberg e Siday como um provavel erro ainda
nao identificado. Foi s6 em 1959 que este efeito ganhou notoriedade com a publicagao do
celebrado artigo “Significance of Electromagnetic Potentials in the Quantum Theory” [3],
onde Y. Aharonov e D. Bohm deduzem o mesmo efeito de maneira independente e com
argumentos mais profundos. Estendendo a andlise para casos mais gerais, propuseram
configuragoes do efeito envolvendo a acdo de potenciais elétricos e magnéticos sobre
particulas carregadas em regioes de campos nulos. Desde entdo, este fendmeno ficou

conhecido como Efeito Aharonov-Bohm!.

Desde a consolidacao do eletromagnetismo classico, os potenciais eletromagnéticos
sempre foram interpretados como campos matematicos desprovidos de significado fisico,
servindo apenas como funcoes auxiliares usadas para efetuar calculos. Com a descoberta do
efeito Aharonov-Bohm, esta interpretacao passou a ser questionada: seriam os potenciais
eletromagnéticos as quantidades fisicas fundamentais do eletromagnetismo, e nao apenas

campos auxiliares?

Muitos experimentos foram realizados desde entao [5][6][7][8], comprovando o efeito.
O impacto conceitual trazido por estas descobertas foi muito forte, o que motivou uma série
de trabalhos propondo uma interpretacao para o efeito em termos dos campos, ao invés dos
potenciais [9][10][11][12]. Em geral, estes trabalhos recorrem a abordagens semicléssicas

para a explicagao dos fenémenos, utilizando conceitos como forgas de reagao. Embora

1 Em 1962, em outra publicacio sobre o tema [4], Aharonov e Bohm reconheceram o pioneirismo dos

trabalhos de Ehrenberg e Siday, e atualmente o fendmeno é tratado em alguns textos como efeito
Ehrenberg-Siday-Aharonov-Bohm.
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consigam obter os mesmos resultados, estas abordagens assumem uma série de hipoteses e
idealizacoes, muitas delas pela necessidade técnica de tornar os célculos possiveis de serem
feitos. Além disso, as técnicas utilizadas sdo particulares de cada problema, ndo havendo

um formalismo tinico para explicar as diversas configuracoes do efeito.

Neste trabalho, propomos uma interpretacao alternativa, mostrando que o efeito
Aharonov-Bohm pode ser visto, exclusivamente, como uma consequéncia da interacao entre
os campos eletromagnéticos gerados pela particula e pela fonte externa que gera um campo
de Aharonov-Bohm, o que introduz uma energia de interacdo no sistema. Além disso,
propomos que a mudanca de fase nas particulas seja proveniente da evolucdo temporal
do sistema, em contraponto a interpretacao de fase geométrica usualmente empregada
[13][14]. Para atestar a validade desta proposta, revisitamos as principais configuragoes do
efeito a luz desta interpretacao, obtendo resultados compativeis com os que vem sendo

apresentados na literatura nos ultimos 60 anos.

Como ja mencionado, a interpretacao do efeito Aharonov-Bohm em termos da
interacao dos campos eletromagnéticos gerado por particulas ja foi considerada em outros
trabalhos na literatura. Nessa dissertacao usamos uma abordagem de teoria de campo,
na qual consideramos nao particulas, mas o campo de Schrodinger (ndo relativistico)

minimamente acoplado ao campo de calibre.
As discussoes apresentadas neste trabalho seguem a seguinte estrutura:

No capitulo 2, apresentamos uma rapida revisao de alguns conceitos bésicos de
mecénica quantica® necessarios para a compreensio deste trabalho, como a equacao de
Schrodinger e o operador de evolugao temporal. Apresentamos a equagcdo modificada
de Schriodinger, que leva em consideragao a atuacgao dos potenciais eletromagnéticos so-
bre particulas carregadas. Entao, apresentamos as configuracoes tradicionais do efeito
Aharonov-Bohm, reproduzindo os célculos convencionais (em termos de potenciais) co-
nhecidos na literatura [15][13][16][3][17], a saber: a quebra de degenerescéncia do espectro
de energia do rotor quantico e as diferencas de fase induzidas em feixes de particulas
carregadas, devido a presenga do campo de Aharonov-Bohm (efeito AB magnético) e as
diferencas de fase provocadas devido a presenca de tubos condutores carregados (efeito
AB elétrico). Depois, discutimos a interpretagao semiclassica de Boyer para o efeito AB

magnético [9].

No capitulo 3, apresentamos o formalismo lagrangeano do eletromagnetismo, in-
troduzindo a lagrangeana de Maxwell e algumas de suas propriedades. Neste contexto,
deduzimos as equagoes de Maxwell como equagoes de movimento de Euler-Lagrange através
do tensor de campo F*. De modo semelhante, tratamos a lagrangeana de Schrodinger,

cujas equacoes de movimento levam a equacgao de Schrodinger.

2 Neste trabalho, utilizamos a interpretacdo de Copenhague, usualmente apresentada nos livros texto

das disciplinas de Mecanica Quéantica
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Impondo sobre a lagrangeana de Schrodinger um acoplamento minimo com o
campo eletromagnético (substituindo as derivadas ordinarias por derivadas covariantes),
obtemos uma lagrangeana cujas equacoes de movimento levam a equagao modificada de
Schrodinger (equagao de Schrodinger na presenga de campos eletromagnéticos). Somando
esta lagrangeana a de Maxwell, obtemos uma lagrangeana total, onde notamos uma
corrente intrinseca proveniente do campo de Scrodinger (particulas quéanticas), além de
possiveis correntes externas, e um termo d epotencial potencial adicional para o campo
eletromagnético (ou seja, um termo quadratico no campo de calibre). Ainda neste capitulo,
obtemos a hamiltoniana total do sistema, que pode ser separada em termos de auto-energia
e energias de interacao, que podem ser escritas em termos dos campos eletromagnéticos
do sistema. A hamiltoniana de interagdo apresentada é o cerne da interpretacao para o

efeito Aharonov-Bohm apresentada nessa dissertacao.

No capitulo 4, voltamos aos problemas discutidos no capitulo 2, desta vez re-
correndo a uma abordagem de campos, através do formalismo apresentado no capitulo
3. Utilizando fungoes de Green, calculamos os potenciais eletromagnéticos gerados pelo
campo de Schrodinger (particulas quanticas carregadas). Por questoes técnicas, utilizamos
representacoes das fungoes de Green no espaco de Fourier, levando a solugoes em termos
de fungoes de Bessel modificadas. Buscamos investigar as configuracoes do efeito AB da
forma mais fiel possivel, impondo o minimo de modificagdes e condigoes aos sistemas. Uma
dessas modificacoes foi a substituicao de feixes de particulas (descritos por estados de
espalhamento tridimensionais) por particulas se propagando sobre fios retilineos infinitos.
Os campos obtidos sao utilizados para determinar a energia de interagdo entre as particulas.
Como sera mostrado, esta energia de interagao explica a mudanca no espectro de energia
do rotor quantico na presenca do potencial de Aharonov-Bohm, bem como as diferencas de
fase observadas nas demais configuragoes. Os resultados obtidos concordam com aqueles

apresentados no capitulo 2 e bem conhecidos na literatura.

Ao final do capitulo 4, é feita uma breve discussao sobre o efeito AB na presenca
de meios materiais. Por simplicidade, consideramos meios lineares e isotrépicos. Vemos
que a modificacao causada pela presenca destes materiais é bastante simples, introduzindo
um fator multiplicativo na energia de interacao (e consequentemente nas mudancgas de

fase), cuja natureza estd associada as caracteristicas elétrica e/ou magnética do material.

Por fim, apresentamos as conclusoes extraidas deste trabalho assim com alguns
comentarios finais. Identidades matematicas e outros resultados tteis ndo apresentados no

corpo principal do trabalho sao discutidos no apéndices.
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2 O Efeito Aharonov-Bohm

Como discutido na introducao, o efeito Aharonov-Bohm deu surgimento a uma
questao conceitual muito forte: seriam os potenciais (e nao os campos) eletromagnéticos os
verdadeiros entes fisicos primordiais da teoria eletromagnética? Os potenciais sempre foram
vistos como fungoes auxiliares, e grandezas fisicas mensuraveis nao deveriam depender
explicitamente deles. Tal interpretacao é reforcada pela invariancia de calibre que estes
apresentam. Entretanto, no regime quantico, estas fungoes auxiliares produzem efeitos
nas particulas, mesmo em regioes em que os campos sao nulos. Esses efeitos tem sido
interpretados nas tultimas décadas como consequéncia do acoplamento minimo entre
a particula e os potenciais, na equagao de Sherédinger [3][4], e por fases geométricas

introduzidas nessas fungdes de onda devido & presenca dos potenciais [14].

Neste capitulo, exploraremos esta interpretagao através de uma revisao dos resulta-
dos mais relevantes obtidos acerca do efeito Aharonov-Bohm até o momento. A abordagem
apresentada aqui ¢ comumente encontrada em livros de mecéanica quantica [15][13] e em

artigos de revisao sobre o assunto [18][19][20].

Apresentamos aqui também uma conhecida proposta de explica¢ao semiclassica
para o efeito Aharonov-Bohm em termos dos campos eletromagnéticos, desenvolvida por
Boyer|[9].

2.1 A func3o de onda na presenca de potenciais eletromagnéticos

2.1.1 Equacao de Schrodinger

A equagao de Schrodinger, utilizada para descrever a dindmica de um sistema de
particulas em mecanica quantica, pode ser construida no espago de configuragoes através
da quantizacdo canonica da funcao hamiltoniana classica para um sistema de particulas.
Neste sentido, é também possivel descrever a dinamica de um sistema quantico submetido

a um campo eletromagnético, quantizando a correspondente hamiltoniana classica.

Nessa secao faremos uma breve revisao de alguns aspectos da Equagao de Schro-

dinger para sistemas compostos de uma tnica particula.

A hamiltoniana para uma particula classica de massa m é escrita, em termos de

sua posi¢ao r e seu momentum canonicamente conjugado I, como

H2 p2

onde p é o momentum linear da particula e V(r;t) sua energia potencial. E importante
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ressaltar neste momento que, embora o momentum canonicamente conjugado neste caso
seja o préprio momentum linear da particula, isto nem sempre é verdade, como veremos

logo mais.

Através da quantizacdo candnica, convertemos as variaveis dinamicas em operadores
(H—-H,p— P, r— R):

A

2

N P N
H=—+V(R;1). 2.2
L+ V() (22)

A equagao de Schrodinger para um vetor de estado |W(t)) é postulada como uma equagao

diferencial para a variavel temporal:

(D) = ih 2 [U(1)),

(PQ TR, t)) W(0)) = i o () (2.3)

2m

para expressarmos esta equacao em termos das coordenadas espaciais e da fungdo de onda

U(r,t), aplicamos a ambos os lados da equagao o vetor dual (r|:

(r (P FV(R t)) (1)) = (el ih 0 [(1)

2m

2m

(_hv2 V(s t)) (K1) = ih - Gelw(),

—hn_, . .0
(va + V(r,t)) U(r,t) = zhallf(r,t), (2.4)

onde foram usadas as relagoes:

P|r) = ihV]r), 25

A

(r| P = —ihV (r|.
No caso em que o potencial nao depende do tempo, V(r;t) = V(r), a equagao (2.4)
¢é separavel nas variaveis espaciais e na variavel temporal. Nesse caso, sob a condi¢ao de

que o vetor de onda possa ser expresso em auto-estados de energia F, e que a hamiltoniana

nao dependa explicitamente do tempo, ou seja,
H|W(t) = E|V(t)), (2.6)

e expressando a fungao de onda de forma separéavel, U(r,t) = ¥ (r)f(t), podemos obter a

Equacao de Schrodinger independente do tempo:

V() + V()(r) = B, .1
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e a solucao da parte temporal, neste caso, é imediata, obtida comparando-se a equacao

(2.7) com a equagao (2.4):
) =e =, (2.8)
portanto, a funcao de onda total pode ser expressa na forma

(r,t) = (r)e YN, (2.9)

Em muitos casos, é conveniente definir um operador de evolugao temporal, U(ta, t1),

que leva o vetor de estado de um instante de tempo ¢; a um instante ts:
W (ty)) = Ulta, t1) |[W(t1)) . (2.10)

Aplicando esta defini¢ao na equagao (2.3):

A A

41, 1) [ (1)) = ih (1) (1))

0
. 9.
HU(t, ty) = zFLaU(t,to), (2.11)
levando as solugoes
Z:{(t,to) = exp %ﬁ(t — to)] , se H ¢é independente do tempo, (2.12a)
R (o . N
Z/{(t, to) = eXp % dt/H(t/)] y se [H(tl), H(tg)] = O, tl 7é tg, (212b)
to

A

A terceira solucdo, quando [H (t), H(t,)] # 0, que pode ser escrita em termos de

1

uma série de Dyson', nao sera discutida neste trabalho. Isso nos sugere definir uma funcao

escalar U(t):

exp | —FEt|, se E independe do tempo,
Ult) = (2.13)

o
exp %/ dt'E(t")

se E depende do tempo,

de modo que a funcdo de onda possa ser expressa na forma?

U(r,t) = P(r)U(t). (2.14)

Uma discussdo detalhada sobre as solugbes do operador de evolucdo temporal é apresentada na
referéncia [15], se¢do 2.1.

Essa expressao s € valida se a fungdo de onda for separdvel em suas coordenadas espaciais e temporais.
Para os casos discutidos neste trabalho, esta condi¢ao sempre é satisfeita.



24 Capitulo 2. O Efeito Aharonov-Bohm

Agora, vamos analisar o caso de uma particula sujeita a um campo eletromagnético.
Neste caso, 0 momentum canonicamente conjugado Il nao serd apenas o momentum linear
da particula, mas conterda um termo associado ao momento do campo magnético definido

pelo potencial vetor A:
II=p-—qA, (2.15)

além disso, a acdo de um campo elétrico E = —V, introduz uma energia potencial

V = qp. Entao, a fungdo hamiltoniana classica para esta particula sera

HQ _A2
H:7+V:(p gA)

. 2.16
Sy 5y TP (2.16)

Os mesmos procedimentos de quantizagao canonica podem ser aplicados a esse

caso, levando a equagao de Schrodinger modificada:

2
1 0
— | — 1AV — gA v =1th—V 2.1
[2’” ( ihV —q ) +ap| U(r,t) = iho U(r, 1), (2.17)
e a correspondente equacao independente do tempo:
. 2
[2m ( —ihV — qA) +qp|(r) = E(r). (2.18)

2.1.2 Mudanca de fase na funcdo de onda

Consideremos agora a seguinte situagao: uma particula, descrita pela funcao de
onda W, é submetida a agdo de um potencial elétrico ¢(t), fungdo apenas do tempo na
regiao em que a particula se encontra (por exemplo, uma particula confinada em uma
Gaiola de Faraday, em cujo interior o campo elétrico é nulo e o potencial é independente

da posigdo) . Vamos propor uma solugao da forma
U = Yoe St/ (2.19)

sendo W, a solucao da equacgao de Schrodinger na auséncia do potencial ¢, e S; uma fase

a ser determinada. Substituindo esta proposta na equagao (2.17) com A = 0, teremos

. 0 .
Yoe S/ = iha (‘I/oe_zs‘/h> )

2m

[— hiVQ + qp(t)

h? L0\ o i S _is

0S5, . qp(t)

ot h

S, = % / dto(t). (2.20)
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Agora, consideremos um cenario no qual a particula estd contida em uma regiao
cujo campo magnético é nulo, porém, o potencial vetor A(r) é ndao-nulo, e varia apenas

com as coordenadas espaciais. Propomos entao uma solu¢ao em termos de uma fase S;:

U = Wye /M, (2.21)

Semelhante ao que foi feito na equacao (2.20), substituindo esta solu¢do na equagao

(2.17), e usando as relagoes:

Ve iSe/h = —%vsre*isr/h, (2.22a)
2 —iSe/h . Vlo2a L 2| _iSe/h
Ve = | V5 h(vsr) e s/, (2.22D)

obtemos
2
ihWgV2S, + Wy (VS,)” + 20V, - VS,

+29A - (ihV T + UV S, ) + ¢ AT = 0. (2.23)
A solugao desta equagao nao é imediata como a equagao (2.20). Entretanto, podemos
fazer a seguinte reflexao: se a fase introduzida na funcao de onda pela atuagao de um
potencial (t) é proporcional a integral deste potencial na varidvel temporal, é razodvel
supor que a fase introduzida pela atuagdo de um potencial vetor A(r) seja proporcional &
integral deste campo vetorial através da curva percorrida pela particula. Como estamos

considerando o campo magnético nulo nessa regiao (V x A = 0), a integral ndo deverd

depender deste caminho®. Entdo, vamos propor a seguinte solucao:
Sy = )\/A -dr, A constante, (2.24)
de onde extraimos as seguintes relagoes:

VS, = MA, (2.25a)

V23S, =0  (gauge de Coulomb), (2.25Db)
o que leva a equagao (2.23) em uma equagao algébrica para A:
T A2\ + q)? + 2ihA - VI(A +¢) = 0, (2.26)

cuja solucao é A = —q.

3 Para que essa afirmativa seja verdadeira, devemos impor também que a particula reside em um espaco

stmplesmente conexo.
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Se considerarmos uma situacao onde a particula se encontre em uma regiao de
campo eletromagnético nulo, mas com potenciais ¢(t) e A(r) ndo nulos, podemos juntar

S; e Sy em um unico termo, e a fungdo de onda sofrerd uma mudanca de fase dada por

W(r,t) = Wo(r,t)e ™t (2.27)
onde
. q Tt / / / AW
glr.t) = — (o(#)dt' — A(x')dr'); (2.28)

este efeito pode ser também interpretado como um caso particular de fase geométrica[14].

2.2 Efeito Aharonov-Bohm magnético: estado ligado

2.2.1 O rotor quantico

Consideremos um anel de raio R, cujo eixo de simetria é o eixo z e que por
simplicidade, fixaremos no plano xy. Sobre este anel, uma particula de massa m move-se

restrita apenas ao vinculo p = R, em um sistema de coordenadas cilindricas (p, ¢, z = 0).

Figura 1 — Particula restrita a mover-se sobre um anel de raio R (rotor quéntico).

Denotemos por ¥(¢) a solugao espacial da fungdo de onda que representa esta
particula. A equacgao de Schrodinger independente do tempo para esta particula serd
R 0*p(¢)

Tomme o UYO) 229
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Propondo uma solugao ¥ (¢) o exp(5¢), a equacao (2.29) leva a seguinte equagao
caracteristica:
2mR*E

g =T,

2mE
B2

f==xin; n=R (2.30)

Uma vez que a energia E é toda proveniente do termo cinético da equacao de

Schrodinger, garantimos que n é real positivo. Com isso, obtemos a solucao geral
Y(p) = Be™ + Ble™™?, (2.31)

com B e B’ constantes. Como ¢ = 0 e ¢ = 27 representam o mesmo ponto no plano, a
fungao de onda deve ser a mesma nestes dois casos. O mesmo vale para a derivada da

funcao de onda, o que leva as condi¢oes de contorno periddicas:

Y(0) = (27) = B+ B' = Be*™ 4 Ble”*™", (2.32a)

d d ‘ .
M — M —~ B — B/ — Be2ﬂ'2n o B/€727rzn7 (232b)

do do
¢=0 ¢=2m
de onde obtemos:

B = Be*™™, (2.33a)
B' = B'e ™, (2.33b)

estas condigoes s6 sao satisfeitas se n for um nimero inteiro.

Para compreendermos o significado fisico dos sinais nas exponenciais da solugao
(2.31), é conveniente escrever a fungao de onda como ¥ (¢) = ¥+ (¢p) + 1~ (¢), onde

U (¢) = Be™?, (2.34a)
V() = B'em™?. (2.34b)

Medindo o valor do momentum angular na direcao de z em ambos os estados

(expresso na base de coordenadas |¢)):

U = —ih- st () = nht (),

(0] L. =

(2.35)

(O E. ) = =il (8) = —np™ (),

99
vemos que ¥T e 1)~ representam autoestados de momentum angular com autovalores nh e
—nh, respectivamente. Se permitirmos que n admita valores negativos (n = £R/2mE /h?),

podemos simplificar a solugao (2.31):

V(p) = Ae'™?, (n=0,41,42,£3..). (2.36)
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O fator A pode ser obtido através da condi¢ao de normalizacao da funcao de onda:
2w

doRIY ()" = 1;
A (2.37)
- V2rR’ '
e portanto a solucdo para a fun¢do de onda normalizada é dada por
1 :
P(g) = en?, (n=0,+1,+2,43..) (2.38)

V2R

Com isso, podemos determinar as func¢oes densidade de probabilidade e densidade de
corrente de probabilidade para a funcdo de onda W(¢;t) = ¥(¢)e B4
1

= U= —— 2.
o=l = (2.390)
th 1 ov* 1 oV nh
j=—|V— —Ur——— | = . 2.39b
] Zm( R o6 R 0$ ) omn 2 ® (2.390)
A energia da particula pode ser obtida através da equagao (2.30):
n?h?
En — W. (2.40)

O espectro de energia apresenta degenerescéncia associada ao sinal de n. Como este
sinal indica o sentido do momentum angular da particula, esta degenerescéncia é esperada,
uma vez que a energia deve depender apenas do valor absoluto do momentum angular,
analogamente a energia de rotacao classica. Isto se torna evidente quando expressamos a
energia em termos do momentum angular L, = nh:

_ L
* 2mR?’

E; (2.41)

2.2.2 Rotor quantico na presenca de um solenoide: tratamento padrao

Na eletrodinamica de Maxwell um solenoide cilindrico infinitamente longo de raio

a, tendo como 2 seu eixo de simetria, tem seu campo magnético dado por

P
72Z, P <a
B,, =¢™ (2.42)

0, p>a
onde ¢ ¢ o fluxo magnético produzido pelo solenoide em seu interior (figura 2).

Embora o campo magnético seja nulo fora do solenoide, o potencial vetor nao é:

dp
<
A m® PO (2.43)
sol — o - .
®, p>a,
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A

-

«

Figura 2 — Uma particula se move sobre o anel externo (raio R), com momentum angular nfi2 . Inter-
namente & este anel, um solenoide de raio a e comprimento infinito é ligado, produzindo um
campo magnético em seu interior.

este potencial vetor é continuo em p = a e satisfaz a equagao (2.42) (Bsoy = V X Agy).

Consideremos agora a seguinte situacao: no centro do rotor quantico, introduzimos
um solenoide cilindrico de raio a < R, conforme figura 2. Nesta situagao, a equagao de
Schrodinger é modificada devido a presenca do potencial vetor magnético produzido pelo
solenoide em seu exterior, onde a particula se encontra. Portanto, usando a equagao (2.18),
temos

1 2072 | 242 ~
om — WV 4+ ¢° AL, + 2ihqAs, - V| = EY
h? 0% ithq® oY P2
2mR? 0¢?>  2mmR%20¢ = 8m?R’m

W = Ep. (2.44)

Definindo os fatores

_4®
27h’
" (2.45)
2mR*E
I==
a equacao (2.44) pode ser reduzida:
0%y o
— — 2l = 0. 2.46
gz~ 2iogg Y (2.46)

De forma semelhante ao que foi feito na secao 2.2.1, propomos uma solugao do tipo
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1 x exp(A¢), obtendo a equagao

A2 — 2ia\ + = 0;

P 2mkE
A =in, n:ocj:\/oﬂ—i-ﬁzzqﬁ—hifi\/ 7;;2 . (2.47)

Aqui também as condig¢oes de contorno peridédicas restringem n a valores inteiros e a

solugdo para ¢ (normalizada) serd
1

— ing —
@/J(qb) = me , (n = ﬂ:l,:i:2,:i:3...). (2.48)

Embora esta solugdo seja idéntica a solugao (2.31), é importante observar que o

nimero quantico n, embora assuma valores inteiros, é escrito em termos da energia do

sistema de maneira diferente nos dois casos. Expressando a solucao explicitamente em

| qP 2mkE
+ .
Z(27rh B\ = >¢

Podemos também escrever a energia do sistema em termos de n a partir da

termos de E e ®, temos que

1
V2rR

Y= exp (2.49)

equagao(2.47):

2
h? qd
E, = 5 2 (n — 27rh) : (2.50)

Note que o operador de momentum angular na direcao Z tem como autovalores nh,
como nao poderia deixar de ser, tanto no caso onde o solenoide esta presente como no caso
onde nao ha solenoide. Poderemos medir o0 momentum angular L) em termos de sua
dependéncia com o fluxo magnético do solenoide e da energia correspondente do sistema.
Se compararmos esta medida ao momentum angular L, sem a presenca do solenoide

(denotando a energia da particula sem a presenca do solenoide como F;), temos que

2mE
L, — ( +R ”7; ’) , (2.51a)
qP 2mE
Lz(sol) - (m :i: R h2 )h (251b)

E importante notar que, além de modificar o espectro de energia da particula, a
presenca do solenoide quebra a degenerescéncia observada no rotor livre (E,, # E_,). Isso
também pode ser observado pelo fato de que a energia nao mais dependera apenas do

médulo do momentum angular, mas também de seu sentido (e do sinal de @), como segue

1 qq)Lz sol q2CI)2
(Lg(sol)— (sol) 4 . (2.52)

L _ ——
2o ImMR T 47?2
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2.3 Efeito Aharonov-Bohm magnético: estado de espalhamento

Vamos abordar nessa se¢ao a configuracao mais conhecida e amplamente discutida
do efeito Aharonov-Bohm: a mudanca de fase de particulas carregadas na presenca de um
solenoide cilindrico e infinitamente longo, que produz em seu interior um campo magnético

uniforme.

Nas configuragoes tipicas referentes ao Efeito Aharonov-Bohm, um feixe de parti-
culas carregadas (em geral, elétrons) é dividido em duas partes através de algum processo
de separacao, usualmente, em um experimento de dupla fenda. Os dois feixes resultantes
viajam por lados opostos a um solenoide cilindrico infinito de raio @ com um campo mag-
nético como o da equagao (2.42). Apds passarem pelo solenoide, os feixes sdo novamente

aproximados de modo a interferirem entre si (figura 3).

Figura 3 — a: dispositivo de separacao do feixe. b: regiao de interferéncia.

Os feixes sao divididos de tal forma que a funcao de onda total possa ser dividida
como uma soma de duas func¢oes de ondas, ¥ e W,, correspondestes aos feixes que passam

pelo caminho superior e pelo caminho inferior, respectivamente:

U=, + U, (2.53)

Durante toda a trajetoria ao redor do solenoide, as particulas sofrem a acao do
potencial vetor (2.43). Essa agao introduzird uma fase em cada uma das fungoes de onda,

de modo que

U = \Ifleigl + \Ilgeim. (254)

A fase introduzida por esse solenoide em cada funcdo de onda serd, segundo a

equagao (2.28):

ry
g g Asol -dr

s
qg ® /7r/2 /pz 1 o
=1_ ~- dpd
hon nss ], pcb (F@)pdpdg
®
- (2.55)

2hn’
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onde os sinais — e + correspondem respectivamente as func¢oes ¥, e Uy, r, é a posicao
inicial das particulas (no dispositivo de separagao) e r;, é a posigao final (no detector). As

fases introduzidas em cada particula sdo entao:

q®
g1 = — o>
2h
, (2.56)
_ 92
g2 = 5%
e a diferenca de fase entre as particulas:
)
Ag=g— g1 = % (2.57)

Para entendermos os efeitos dessa diferenca de fase nos resultados experimentais,
vamos analisar sua implicacdo nos padroes de interferéncia. Iniciamos com o caso onde

nao ha solenoide e, por simplicidade, vamos descrever ambos os feixes como ondas planas:
) = A’k (2.58a)
Uy = Aer2, (2.58b)

podemos determinar o padrao de interferéncia através da funcao densidade de probabilidade

da funcao de onda total:
U1 = [T + [Ts) + Ty + U, T
— 2A2 +A26ik~(r2—r1) + A26—ik~(r2—r1)

- 2A2{1 + cos (k- (ry — I’l))}

= A? cos? (k<r22_rl)> : (2.59)

o que leva a um padrao de interferéncia do tipo cossenoidal, dependente apenas dos

diferentes caminhos tomados pelos feixes 1 e 2.

Sobre a influéncia do solenoide, as fungoes de onda mudam:
U, = Aelkrital (2.60a)
W, = Aeilkratoal, (2.60D)
bem como a fun¢ao densidade de probabilidade:

W2 = [0 2 4 [ Wy + AZelelrara el | g2 pmille(rar)+ag

= A%cos? (k(r;—rl) + A2g) . (2.61)
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Vemos entao que o efeito da diferenca de fase produzida pelo solenoide é um
deslocamento no padrdao de interferéncia. Embora isto tenha sido ilustrado com um exemplo
simples de onda planas, este resultado pode ser generalizado para fun¢des de onda mais

complicadas, como, por exemplo, pacotes gaussianos tridimensionais.

Feixe

Figura 4 — Deslocamento do padrao de interferéncia devido a agdo do potencial vetor magnético sobre as
funcoes de onda. O feixe atravessa um dispositivo de interferéncia (por exemplo, uma fenda
dupla) e as particulas difratadas sdo capturadas em uma superficie de detecgao. Em vermelho,
o padrao de interferéncia esperado para um experimento usual de fenda dupla. Em verde, o
padréo deslocado devido & diferenca de fase Ag.

2.4 Efeito Aharonov Bohm elétrico

Outro problema apresentado por Aharonov e Bohm, embora nao tao discutido na
literatura quanto o anterior, é a mudanga de fase em uma particula devido a atuacao de
um potencial elétrico dependente do tempo. Nesta configuragao, o feixe de particulas é
dividido em dois, e cada um dos feixes resultantes é direcionado de modo a passar por
dentro de um tubo metélico. Em um dos tubos, é ativado um potencial em um instante ¢,

que perdura em um valor constante ¢ até um instante ¢, :

0, t <ty
ot) =qp,  ti1<t<ty, (2.62)
0, t > to,

enquanto o outro tubo é mantido a um potencial nulo (uma forma de produzir este
potencial ¢ utilizar uma bateria para provocar uma diferenca de potencial entre a casca

interna e a externa de um cilindro).
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Figura 5 — Um feixe de particulas é dividido em dois feixes representados pelas fungoes de onda ¥y e Wy
(a). Os feixes sdo redirecionados pelos dispositivos by e by para dentro de dois tubos metélicos,
um mantido a um potencial nulo, enquanto é ativado no outro um potencial elétrico no intervalo
t1 — ta. Os feixes sdo novamente redirecionados pelos dispositivos ¢; e ¢ e a diferenca de fase
entre eles é medida em d.

Um feixe de particulas carregadas, representado pela fungdo de onda W, sofrera

uma adicao de fase conforme a equagao (2.28):

E ty —1
g = _% 2 odt = _Q‘P( 2h 1)’ (2.63)

t1

enquanto o outro feixe ndo experimenta nenhuma mudanga de fase (g2 = 0). Desta forma,

os dois feixes apresentarao, ao final do processo, uma diferenca de fase relativa

Ag = q“”(t?h_tl). (2.64)

A mesma analise feita para o caso do efeito AB magnético pode ser utilizada aqui: o
efeito mensuravel desta diferenga de fase serd um deslocamento no padrao de interferéncia.
Por questoes praticas, experimentos desse tipo sdo mais dificeis de serem executados do que
aquele abordado na secao 2.3. Um destes problemas é que, como o potencial é dependente
do tempo, diferentes particulas do feixe experimentarao diferentes mudancas de fase, uma
vez que o fluxo de particulas para dentro e para fora do tubo continua durante o intervalo
t; — to. Outro problema a ser levado em conta é que os feixes poderiam induzir uma
densidade de cargas na superficie interna do tubo, o que poderia prejudicar o controle do

potencial.
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2.5 Interpretacdo semiclassica em termos de campos magnéticos

Nesta secao, discutiremos uma possivel explicagao semiclassica apresentada por

Timothy H. Boyer [9] para justificar a diferenga de fase calculada na segdo 2.3.

Para gerar o campo magnético uniforme dentro do solenoide (Bg, = ®/ ma?), existe

uma densidade de corrente superficial:

B - d .
Ksol:7¢:

Ho Talpo

(2.65)
O momento de dipolo por unidade de comprimento do solenoide pode ser calculado:

M:;/drersol(r)

1 gor ~ D
- f/ déa’p x ¢
2 Jo ma? [
P
_—— (2.66)
Ho

O campo magnético gerado por uma particula de carga ¢, passando pela origem a

uma velocidade v, é dado por:*

o gV X T
Ar  r2

(2.67)

entao, o campo magnético gerado por um particula situada em v = z,, y = y, e 2 = 0,

movendo-se a uma velocidade v = v,y sera

_ HMogYo 2L — (v —1xp)2

B, 1
T (@ =)+ (v — )2+ 22)

il (2.68)

4 Este resultado pode ser obtido determinando-se o campo elétrico gerado pela particula em seu préprio

referencial, e efetuando uma transformacéo de Lorentz para um referencial que se move a uma velocidade
-v com relagdo & particula, tomando |v| << ¢. O campo magnético entdo surge naturalmente como
consequéncia da transformacao.
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(xp) Yps 0)

Figura 6 — Particula movendo-se préxima a um solenoide de raio a.

O campo magnético da particula produzirda uma forca sobre o solenoide, devido ao

momento de dipolo deste:

Fy = /Z 4=V (B, - M)

_que® oo [ —(x —x,)2 ]
= dzV 37
A [oo ((w —m)? 4 (Y — )2 + 22) /

~ quod Ood 1
N 47 /—oo : B 3/2

(@ =22+ (y — %) + 22)

L3 (z— ) (2r - 2u) )m
2@—a)r+ -y +22)"
3 (z — xp)(2y - 2yp) .3 3w — xp)z A
+3 Yt 5 5/2%
2@z 4 -u2+22)" (w2 w2+ 22)”
(2.69)

Por simplicidade, consideraremos o solenoide com um raio muito pequeno, de modo
que a interacao possa ser obtida aproximando-se o campo magnético da particula pelo seu

valor no eixo de simetria do solenoide (z = y = 0). Dessa forma podemos escrever

quo® [o° 1 3%12) A 3L,y )
Far = x /Oodzl(_ 2 2 23/2+ 2 2 25/2 T 2 2 25/2y '
(w3 + 3 +22) (w3 + 53 +22) (23 + 93 +22)

(2.70)
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Para o nosso proposito atual, precisamos apenas da componente y da forga:

D oo 3
Py - 102 [~ v

5/2
dm 22+ y2 + 2?)
)
_ 4% :rpyp? (2.71)
(ot + )
Pela terceira lei de Newton, o solenoide deve exercer sobre a particula uma forca de reacao
Fr = —F)yy) na diregao y. Essa forca deve provocar uma modificacao na velocidade da
particula:
t 1 /st d v d x
Av, = / dt'o, = — / dt' Fa(t') = — 1% / v __ T (2.72)
—00 m J—oco

™ J—oo v(t) (%20 + yz)

Considerando um regime em que a variagao na velocidade seja pequena se comparada
com a velocidade absoluta da particula (Av << vg), podemos aproximar v(t') ~ vy no

denominador do integrando, obtendo

qP v TpY
vy = dy(+)
o (22 4y
P
- (2.73)
27r(x§+yf,)

como consequéncia, teremos um deslocamento Ay da particula no decorrer do processo de

espalhamento:

Ay = /_o:o dtAv,(t)

[0)) 00
_ q / dyp xp

- 2mm J-o ng + y;
q®
= 2% sgn,) (2.74)

onde sgn(x,) é a funcdo sinal. Assim, particulas que movem-se de lados opostos do

solenoide, com a mesma velocidade, sofrerao deslocamentos em sentidos diferentes:

Ay — 12
2muyg (2.75)
Ayo) — 4% |
2mug

Até o momento, toda a analise foi feita considerando uma particula classica. Para
entendermos como essa abordagem pode ser usada para obter a diferenca de fase do efeito

AB, vamos considerar uma fun¢ao de onda do tipo ¥ = f(z, z,t) exp(ip,y/h), onde nos
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interessa explicitar apenas sua dependéncia em y. Duas particulas idénticas deslocando-se

cada uma por um lado do solenoide, sofrerao diferentes deslocamentos em suas fases:

()

v, = fl('razat> exp (Zpy(y _'_hAy >) ) (276&)
(=)

v, = f2('r7 2 t) exp (Zpy (y _'_hAy ) ) ) (276b)

portanto, a diferenca de fase entre as duas particulas sera

PN el o) gp
h h h’ '

que é a mesma diferenca calculada na equagao (2.57).
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3 Campo eletromagnético de uma particula

quantica carregada

No eletromagnetismo classico (teoria de Maxwell), podemos obter os campos
eletromagnéticos presentes em uma regiao conhecendo as fontes (distribuigoes de cargas e
correntes) do sistema. As relagoes entre os campos elétricos, magnéticos e estas fontes sao
sintetizadas através das ilustres equacoes de Maxwell. Tais equagoes, construidas pelos
trabalhos experimentais de varios cientistas, podem ser também extraidas de primeiros

principios através do formalismo lagrangeano.

Entretanto, quando lidamos com fontes quénticas (particulas carregadas descritas
por fungoes de onda), a teoria de Maxwell ndo é eficiente em descrever os campos eletro-
magnéticos. Um dos problemas surge do fato de as distribui¢oes de cargas e correntes nao
serem localizadas: uma particula carregada, por exemplo, ¢ descrita no regime classico por
um conjunto de coordenadas ¢(t), enquanto no regime quéantico é descrita por uma fungao
de onda ¥(g,t), um campo que assume valores diferentes para cada valor da coordenada q.
Esta diferencga evidencia a necessidade de um formalismo proprio para o tratamento deste

problema, que leve em conta o carater quantico dos sistemas.

Neste capitulo, buscamos resolver este problema construindo uma teoria lagrangeana
que seja capaz de descrever a interagao entre o campo de Schrodinger (que descreve as
particulas no regime quéantico) e os campos de Maxwell. Para isso, revisamos o formalismo
analitico destes dois campos, expondo suas caracteristicas mais relevantes. Entao, através
de um regime de acoplamento minimo, propomos uma lagrangeana total para o sistema,
onde ambos os potenciais eletromagnéticos e a funcdo de onda sao variaveis dinamicas.
Mostramos que o acoplamento minimo leva naturalmente a um termo de corrente na teoria,
acrescido de um potencial V,,,. E justamente nesse potencial que reside a diferenca entre a

teoria apresentada aqui e a teoria classica de Maxwell.

Por fim, investigamos a hamiltoniana desta teoria, o que ¢é essencial para a inter-
pretacao do efeito Aharonov-Bohm proposta neste trabalho, que sera discutida no capitulo
4.

3.1 Campo de Maxwell

3.1.1 Densidade lagrangeana do campo eletromagnético

O desenvolvimento da teoria eletromagnética, em sua formulacao mais cléassica,

recorre a uma abordagem bastante empirica, de modo que as equagoes de Maxwell
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nos apresentam campos elétricos e magnéticos como agentes que atuam sobre sistemas
fisicos, conferindo dinamica a estes. Em suma, estes campos eram usualmente tomados
como agentes externos a um sistema de particulas. Entretanto, a construcao de uma
teoria de campo para o eletromagnetismo. Desde entao, campos fisicos (e ndo apenas
eletromagnéticos), passaram a serem vistos como agentes dotados de dindmica prépria (e
nao apenas agentes mediadores), uma abordagem que, posteriormente, mostrou-se essencial

para o desenvolvimento de teorias mais modernas como a Teoria Quantica de Campos.

Com o avango da mecanica analitica, conceitos como o principio da minima agado,
anteriormente associados aos corpos, passaram também a ser utilizados para descrever o
comportamento dos campos. Nos dias de hoje sabemos do grande potencial da abordagem

analitica para a descri¢do de teorias de campos.

Nessa sec¢ao fazemos uma breve revisao sobre a abordagem analitica do eletromagne-
tismo classico, cujas variaveis dinamicas sao as componentes de um 4-vetor de Minkowski,

chamado potencial quadri-vetor A"

Ab = l“"(”,A(r)} , (3.1)

onde ¢(r) é o potencial elétrico, A(r) é o potencial vetor magnético e ¢ é a velocidade da
luz no vacuo. Também é conveniente definir o quadri-vetor de corrente J*, que compde em
uma mesma grandeza a densidade volumétrica de cargas p(r) e a densidade volumétrica

de corrente J(r):

= [ep(r), 3(x)] (3.2)

Podemos expressar os campos elétrico E e magnético B em termos dos potenciais:

OA
E=—-Vp——

ot (3.3)
B=VxA

As equagoes (3.1) e (3.3) nos sugerem que é possivel expressar o campo eletromagné-
tico em uma notagao covariante. Para isso, utilizamos um tensor de rank 2, antissimétrico,
denominado tensor de campo eletromagnético, que sintetiza a equagao (3.3) em um tnico

termo:

Fr = 0rAY — oY AP, (3.4)

Aplicando a defini¢ao (3.1) e utilizando a equagao (3.3), podemos escrever explici-

tamente o tensor de campo em coordenadas cartesianas:

0 E./c E,/c E./c
“E,Je 0 B. -B,
-E,/Jc =B, 0 B,
_E.Je B, -B, 0
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A acdo que descreve os campos eletromagnéticos deve ser invariante de Lorentz e

de calibre, podendo ser escrita na forma
Su = / dLL(AP, 0 AP;1) (3.6)

onde L(A*,0,A*; 1) é a lagrangeana do campo eletromagnético. Quando estudamos um sis-
tema de particulas, descrito pelas coordenadas generalizadas ¢; e velocidades generalizadas
i, construimos a lagrangeana total do como a soma das lagrangeanas associadas a cada par
(gi, G;) no espago de configuragoes (supondo que nao hajam termos de acoplamento entre
diferentes coordenadas e velocidades). Entretanto, em uma teoria de campos, onde a cada
ponto do espago associamos um valor para o campo (X — A#(X)), devemos substituir
a soma discreta por uma integracao em todo o espaco. Podemos entao construir, por

analogia, a acao do campo eletromagnético:

L= Lilgid) = L= [ d*eLy(a",0,47)

(3.7)
= Sy = /d4x£M :
onde propomos a densidade lagrangeana Ly
1
Ly =—F"F,, —J, A" 3.8
M 4;“0 H © ( )

Para justificar esta proposta, expressemos £y, em termos de A*. Da equagao (3.4),
expandimos o termo F* [,
1

-
" 2410

(0" Av0,A, — 0" A0, A,) — J, AV, (3.9)

Uma propriedade importante da densidade lagrangeana L, é sua invaridncia sob
a transformagao de calibre, insto é, dada uma fungao escalar A(X), a teoria deve ser

invariante pela transformacao
A% — A% 4 0%A, (3.10)

desde que seja imposta a condi¢ao de que a corrente satisfaca a equagao da continuidade,

ou seja,

o, = 0. (3.11)

Aplicando a transformagao (3.10) a equagao (3.9), obtemos

Ly = —2; 0"(A” +0"1)9, (A, +0,A) — 0"(A” +0"A)0, (A, + 0,A)]
0
— J, (A" 4 0mA)
= —i(aﬂAyaﬂAy — Q" A0, A,) — T, AP — ] 0", (3.12)

240
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Calculando a contribuicao do ultimo termo para a acao total, vemos que esta é

nula:
[dws,on = [dataon(g,n) - [ den(091,) <o, (3.13)

onde a integral de A(@“J u) se anula devido & equagao da continuidade (3.11), e a integral
de O* (J # A) se anula pelo teorema da divergéncia'. Assim,
1

Lo =
" 2410

(0" 470, A, — 0" A*0,A,) — J, A" = Ly, (3.14)
Por meio de uma integragao por partes, podemos modificar o segundo termo da

equagao (3.9):
/ d2d" A0, A, = / d'wo (470,A,) — / d'a A (049,) Ay (3.15)

o primeiro termo do lado direito da equagao (3.15) se anula pelo teorema da divergéncia.
No segundo termo, podemos trocar a ordem das derivadas parciais de modo a obter uma
densidade lagrangeana equivalente a equagao (3.9),
1 1
Ly =——0"A"0,A, — —A"0,(0"A,) — J, A" 3.16
M 2,”0 H 2/1/0 ( N) 1% ( )
Por fim, fixamos o calibre de Lorenz (0" A, = 0), obtendo

1
2410
Nesta forma, a densidade lagrangeana possui uma similaridade mais evidente com a fungao

Lo = CHON (3.17)

lagrangeana para particulas nao relativisticas sob a agao de uma forca externa F

2 2
1 (dg 1 [oar )

3.1.2 Equacoes de Maxwell

Assim como em um sistema de particulas, a minimizacao da agao do campo
eletromagnético em relacao as variaveis dinamicas A* também leva as equagoes de Euler-

Lagrange

DLy 0Ly
(%(6‘(@%)) ~oh, = (3.19)

Vamos separar a densidade lagrangeana L, em uma parte livre e um termo de

interagao (corrente), como segue,

1
Lo, = = —F"F,,

Ho (3.20)
Loy = —J, A¥,

1 Como em toda teoria de campo, consideramos que as fontes e os campos sejam nulos no infinito.
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aplicando a equacao de Euler-Lagrange,

8A< DL, ) 0Lw, _ —1@(8(””&”))

0(9,As) 0Az 441 9(9,Ap)

1 OF
| o T
g 3(@/1/3))

9(9,4, - a,,AM))

=——0, _2F/W( a@AAB)

— _4;08,\ [2F‘”’ (mﬁmﬁ - ”v/\nuﬂﬂ

1
= ——0,F*; (3.21)
Ho A

8(8/\145)

o [ OLw | 0Lw, _ 0L,
* 04, 0A,
- Ju%ﬁ

=J° (3.22)

Somando as equagdes (3.21) e (3.22), obtemos a equagao dindmica do campo

eletromagnético

ONF™ = poJ. (3.23)

Analisando a equacao de movimento termo a termo, obtemos as equacoes de
Maxwell nao-homogéneas. A primeira equagao nao homogénea ¢é obtida ao fixarmos A = 0

em (3.23) e levarmos em conta que F% = 0, como segue,

ain'O — MOJO

0,(9"A° + 0"A") = procp

v E=" (Lei de Gauss) . (3.24)
€0
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A segunda equagao nao homogénea é obtida tomando A = j em (3.23),

0,(0' AT — T AT) — 0, (0" AT — P A) = pio.J?

1 0?A 1 0y
~V2A+V(V-A) +628t2+v() = 1d

(Lei de Ampeére).
(3.25)

Nota-se que a equagao de movimento (3.23) nos dé apenas as equagoes de Maxwell
nao homogéneas. as equagdes nao homogéneas sao uma decorréncia imediata da definicao
do tensor F* em termos dos potenciais ¢ e A e dos campos eletromagnéticos®. Isso pode
ser visto através da equagao (3.3):

0
VxE:—Vngo—a(VxA)

B
VXxE= _aﬁt (Lei de Faraday); (3.26)

V-B=V-(VxA)

V-B=0 (Lei de Gauss para o magnetismo). (3.27)

3.2 Campo de Schrodinger

3.2.1 Densidade Lagrangeana de Schrodinger

Na Mecanica Quantica, a dindmica de sistemas de particulas é descrita por uma
funcao de onda W, solucao da equacao de Schrodinger, com a presenca de potenciais
e, possivelmente, de condigoes de contorno. Temos entao uma teoria de campo, onde
a variavel dindmica é a funcdo de onda. Sabemos que a formulagao analitica é um

poderoso instrumento no tratamento tanto de sistemas de particulas como de campos®.
2

Uma maneira alternativa de obter as equagoes de Maxwell homogéneas é definindo um tensor dual
Fob = 604375]?%_ Ver, por exemplo, referéncia [21], se¢do 11.9.

E importante ressaltar que estamos lidando aqui apenas com campos nao quantizados, ou seja, funcoes
de onda. Dizemos entdao que temos uma teoria em primeira quantizagao.
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Portanto, analogamente ao que foi feito para o campo eletromagnético na segao 3.1, vamos
entao relembrar a formulagao analitica para o campo de Schrodinger. Para simplificar,

consideramos apenas sistemas quanticos compostos de uma tnica particula.

A a agao de Schrodinger Sg pode ser escrita como a integral

Sg = / d*zLs, (3.28)
onde a Densidade Lagrangeana de Schrodinger é definida como sendo a Lagrangeana de
Schrodinger

ov  h?
Ls=1hV"— — —VU* . VU — VUV 3.29
S ? ot 2mv \Y% ) ( )

sendo V' = V/(r;t) o potencial externo.

Usando a equagao de Euler-Lagrange,

(955 8£S . (9 aLS ES aES N
a)\ (8({9)\\1/*)) - ov* Ot (aq/*/at> +V (V\I/*) o 0; (3.30)
obtemos
R, OV
om ¥ LG =V (3.31)

que é a equacao de Schrodinger.

Se tomarmos o complexo conjugado da equagao (3.29) e aplicarmos a equagao de
Euler-Lagrange com respeito ao campo W*, obtemos o complexo conjugado da equacao
(3.31):

h? ov*

—V2U* — ih

o o =V (3.32)

As equagoes (3.31) e (3.32) s@o totalmente equivalentes.

Multiplicando a equagao (3.31) por W* e subtraindo da equagao (3.32) multiplicada

por ¥ temos que

h2 2T * *v72 - a\Ij* *8\11
2m<xw A xp) —zh<\1/ U é?t> ~0
= Q(xp*xp) LG, (BT — U'VE) = 0; (3.33)
ot 2m ’

Definimos agora a funcao densidade de probabilidade:
0=V"U, (3.34)
e a densidade de corrente de probabilidade:
ih

" 2m

jo (PVe — vV, (3.35)

0 que nos permite reescrever a equagao (3.33) na forma de uma equagao de continuidade

o TV do=0. (3.36)
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3.2.2 Densidade Lagrangeana de Schrédinger na presenca de um campo

eletromagnético

E conhecido da mecénica classica que a hamiltoniana de uma particula carregada

com carga elétrica ¢ submetida a um campo eletromagnético externo é dada por

H= 27171(13 —qA) + qp, (3.37)

que difere da hamiltoniana para a particula livre pela transformacao p — p — ¢A e pelo
acréscimo de um termo de potencial gp, onde A é o potencial vetor magnético e ¢ é o

potencial eletrostatico.

Fazemos agora a quantizagao candonica do momentum linear e da posicao, o que

torna os potenciais vetor e escalar também operadores, p — p, r — R, A(r,t) — A(ﬁ, t),
o(r,t) = o(R, 7).

Levando em conta que, na base de posi¢oes

p = —hV
A 0
H =ih—
Mot
podemos ver da versao quantizada da equagao (3.37) que basta tomarmos as substituigoes
qA
—ihV — —ihV — gA = —ih (v - th) : (3.38)
L0 0 [0 igp
zha — zha —qp =ih (8 + h) ) (3.39)

para obter a equacao de Schrodinger de uma particula quantica carregada na presenca de

um campo eletromagnético externo.

As substituigdes (3.38) e (3.39) também podem ser usadas para encontrar a agao
de uma particula quantica carregada na presenca de um campo eletromagnético externo.
Para encontrar encontrar essa agao, efetuamos uma integragao por partes na a¢ao (3.28)

de modo a escrever uma lagrangeana equivalente a (3.29)

A 1
WU —— — — ¥ (—ihV)? U — VI, 4
Lg=1 5 o (—ihV) \% (3.40)

Aplicando as substituigoes (3.38) e (3.39) a densidade lagrangeana (3.40), construi-
mos a densidade lagrangeana Lg); de uma particula quantica de carga ¢ na presenca de um

campo eletromagnético externo descrito pelos potenciais ¢ e A (além de, possivelmente,

_ 1qA
ih (V 5 )

um potencial externo V) :

' 1
Lsy = ihU* (a W) v g

2

U — VU, 41
6t+ h 2m v (3-41)
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Expandindo os termos da equacao (3.41), apds algumas manipulagoes algébricas,

obtemos

AV — Pygy. A
m 2m

oV h? 1qh
Loy = ihW" S — g0 0 4+ —— g v2p — 2
ot 2m

2
LA - VU, (3.42)
2m

Uma integracao por partes nos permite escrever
UV - A = —v(\p*\p) A = —(\IJ*V\I}) A — (\w\p*) A,
e a lagrangeana (3.42) torna-se entao

v 2 qh
F A RV SR oL N R A
ot 2m m

+;€’7Z(\IJ*W) A+

. h 2
L ove) - A - AT - VU,
2m 2m

v 2 ;
Lon =i Y vy~ gy yy - P
ot 2m 2m

(\p*vqf _ \I!V\I/*) A
q2

— AT - VU, (3.43)
2m

Novamente, obtemos a equacgao dinamica do sistema através das equagoes de Euler-

Lagrange. Teremos as derivadas:

OLsm 0:
o(%)
2 .
OLsu — _ivqj + @Agf (3.44)
a(v\p*) 2m 2m
OLsy . OF iqh 7 o
=ith— —qo¥ — —VV. A - —A“VU-VVU:
O+ Wor T 1¥ QmV om Vs

e a equacao de movimento

0 8£5M ESM aESM N
ot (aw&) V- (v\y*) ~ o

R _, iqh
BN v 22/
2mv + QmV

O qh 2
(AD) —ih o +gpU + VW A+ AP VU =0;  (3.45)
ot 2m 2m

reorganizando os termos, obtemos a equacao de Schrodinger para uma particula carregada

na presenca de um campo eletromagnético:

2
0 h? iq
h— — U+ — — —A| U=VVU. A4
(zhat qap) + 5 (V N ) V (3.46)
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que pode também ser obtida diretamente da equagao de Schrodinger (3.31) através das
transformagoes (3.38) e (3.39).

E importante ressaltar que o potencial V ¢é usualmente utilizado para descrever
potenciais conservativos que nao sejam de origem eletromagnética. De certa forma, é
possivel descrever a dinamica de uma particula submetida a um campo elétrico introduzindo
um potencial V' = g, ao invés de efetuar a transformagao (3.39). Entretanto, o mesmo nao
pode ser feito para descrever uma interacao magnética que, em geral, nao é conservativa.
Desta forma, é conveniente utilizar estas transformagoes para lidar com as interagoes

eletromagnéticas e descrever outros tipos de interacoes através do potencial externo V.

Multiplicando a equagao (3.45) por U* e o seu complexo conjugado por W, obtemos

h? n v h
A B 'q \I!*V(A\I/) . mw*% F U ixp*v\y A
q2
+ APV 4 VI =0, (3.47)
2m
B2 iqh o iqh
YV oveyr — gy (AT + inw oo — Lgygr. A
2m Vv 2m V( )—Hh ot tay 2m v
2
+q—mA2qf*\p LV = 0 (3.48)

subtraindo a equagao (3.47) da equacao (3.48),

, o+ LOv h? . v igh .
m(qf v (,%) _ %(\w v VR 2m<\PV(A\IJ )+ AV vw)

_lgh (xy v(Aw) + A\IIV\I!*) —0
m
h . igh
ih(w” \11) fv (PVe" - wvw) — —V(A\IJ W) =0
2m
9 {h UV - V) - qA\IJ*\IJ} —0
8 m m
2 (v W) +V ih [ <V+mA)\II*—\I/*<V—mA)] —0; (3.49)
ot h h T
definindo a densidade de corrente j..:
. ih q iq
= AU — 0 (V- ZA )T .
Je = Qm{ <V+h ) (V I ) } (3:50)

e utilizando a defini¢ao (3.34), obtemos uma equagao da continuidade para a funcao de

onda da particula na presenca de campos eletromagnéticos:

do
—= - 51
o V=0 (3.51)
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3.3 Campo gerado por uma particula quantica carregada

3.3.1 Lagrangeana de interacao

Inicialmente, reescrevemos a equagao (3.43) em termos das definigoes (3.34) e

(3.35):
ov h? q*
Loy =1hU*— — qpo— —VU* - VU +gA - jo— —A%. 3.52
su = 1Y = —qpo — 5 VU VU 4 gA -jo — 5 A0 (3.52)
Definimos agora a quantidade
J' = qlco , jol - (3.53)

que nao pode ser classificada como um quadrivetor, pois nao se transforma em um “ boost”
de acordo as matrizes de Lorentz. Mesmo assim, por abuso de linguagem, vamos nos referir
a essa quantidade como quadrivetor e definir J, = J"n,,. Isso acontece pois estamos
lidando com uma teoria com dois campos onde um deles é nao relativistico (campo de

Schrodinger) e o outro é relativistico (eletromagnético).

Podemos entdao escrever a equagao (3.52) usando a notacao de soma implicita,

ov 12 R
Lon = 0" =2 = Ao’ = V" VU — A, J' — 2‘LmA2@. (3.54)

Usando a matriz n de Minkowski, podemos escrever que
A? = A(1,, = Muono ) A” (3.55)

Substituindo (3.55) em (3.54) temos que

ov R 2
Lo = ihl" = — VU VU — A, J" —

ot 2m %QAM (n;w - 77“0771/0)141/- (356)

Definindo o termo de potencial

2
q
V,u,l/ - _EQ<T”LLI/ - 77“0771/(])7 (357>

e a lagrangeana de interacao
1 v
Lp=—-AJ"+ iA“VW A", (3.58)
podemos escrever que Lgy = Ls + L), e a lagrangeana total do sistema se torna

L=Ly+Ls+ Ly

L—— L puwp + m\y*a—\l’ — hiwf* VU — A JH+ Ly av (3.59)
g " ot 2m # 27 T '
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Note que os termos quadraticos no campo eletromagnético A* da lagrangeana (3.59)
contém a parte de Maxwell e uma parte do tipo potencial, A*V,, A”. Essa caracteristica ¢
decorréncia do fato de que existem derivadas covariantes de segunda ordem no campo de
Schrodinger na lagrangeana. Situagao parecida ocorre com o campo de Klein-Gordon (que

¢ um campo relativistico).

Vamos estabelecer a equagao dinamica para o campo eletromagnético. Isso pode
ser feito com as equacoes de Euler-Lagrange para A",

oc 1

Oy—— = —— O FY
Yo(0,4,) Mo
1
- _%(@amﬂ —0,0°AY), (3.60)
oL 1 1
= _ _ 7B M8 v A Bv
oA, J —|—277 V., A —|—2A Vin

= -J' 4 ;(Vﬂa +V,7)A°

=-J+ VB A~. (3.61)

Fixando o gauge de Lorenz, temos que o tltimo termo da equacdo (3.60) se anula (9, 0° A* =
0°0, A* = 0). Levando em conta que 9,0*A? = 0,0*n° A%, chegamos & equacio de

movimento
NP A + VB A = o J”. (3.62)
Note a presenca do termo de potencial, que nao existe na teoria de Maxwell simples.

A equacao de Euler-Lagrange para a funcao de onda leva novamente a equacao
(3.46). Se a solugao da fungao de onda for conhecida, podemos usar (3.53) e a equagao

(3.62) para determinar o campo eletromagnético.

3.3.2 Funcao de Green

Nessa agao estudamos a fungao de Green da equagao (3.62). Para isso, reescrevemos

essa equacao na forma
MP AY = pyJ”, (3.63)
onde definimos

MP, = 0,0, + oV, . (3.64)

A solucao particular da equacao acima pode ser obtida com a integragao

A2(@) = [ dyGor(a, ), () (3.65)
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onde G*(x,y) é a fungdo de Green, que obedece a equacao

MP,(2)G* (z,y) = n’*6* (x — y); (3.66)

Se aplicarmos o operador M” () & ambos os lados da equagao (3.65), levando em
conta a equagao (3.66), recuperamos a equacao (3.63), o que garante a validade da solugao

proposta.

Devido a presenca do termo V¥, | resolver a equacdo diferencial (3.66) ndo é uma

tarefa trivial.

Comecgamos por definir a G 0" pr aue satisfaz a equacao

000G )" (. y) = 0ot (x —y); . (3.67)

A funcao de Green definida em (3.66) satisfaz a equagao recursiva
Gy (,9) = Goyly) = [ 4262 (2, )V, ()G, (5), (3.68)

o que pode ser verificado aplicando-se o operador M” (x) em ambos os lados de (3.68), o

que recupera a equagao (3.66).

Por simplicidade de notagao, vamos definir a funcao Gy tal que

G(O)ap(x7 y) = napGO('Ta y)7 (369)

N Go(z,y) = 6*(x — ). (3.70)

Note que Go(z,y) é a fungdo de Green é bem conhecida na literatura.

Propomos agora uma solugao para G, na forma

Gap(xu y) - napG1<x)y) + (nap - 77007],)())(;2(% y)a (371>

onde Gi1(x,y) e Go(z,y) sao fungdes a serem determinadas.

O integrando da equagao (3.68) pode ser escrito em termos de Gy, G e Go, para
isso substituimos (3.71) , (3.69) e (3.57) no integrando de (3.68),

2
q a o o
—pl2) G, 2) (0%, = ot ) oy o 229) =

_ij(z) 1%, Gi(z,y) + (0, = 1000 Ga(x, 2)] (1%, = 1% )17, Go(2, 9)

2

—p(2) (1%, = 1om0) (Gr(w.y) + Ga(.2))Golzy). (3.72)
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Substituindo (3.72) e (3.71) em (3.68) temos que

0, G, y) + (1%, = 0,0 Ga(w, y) = n°,Go(x,y)
_ 4 q2ﬂ0 a o«
d*z m Q(Z)<77 p n Onp0> (Gl(I,Z) +G2(I7Z))G0(Zvy)’ (373)

4 (03 (6 (64 ~
Agora comparamos os coeficientes de °, e (77 =1 Onpo), 0 que nos leva as relagoes

Gl(x7y) - Go(l',y), (374)

2
Gala,y) = =L [ @2(Gu(w,2) + Ga(a. 2) ) o(2)Gol2: ). (3.75)
m
Substituindo (3.74) em (3.75) temos que
2
Galw,y) = = L1 [ at2(Go(w, 2) + Galw, 2)) 0(2)Golz.y). (3.76)
Com o uso de (3.71), (3.74) e (3.76), obtemos finalmente

G, (x,y) = 1, Go(,y) - qfn“"(nap 1) [ d'2(Golw, 2) + Galz, 2))o(2)Go(2: 1)
(3.77)

Note que para encontrar a fungao de Green (3.77) temos que resolver a equagdo integral

recursiva para Ga(z,y), (3.76).

3.3.3 Hamiltoniana

Nessa secao consideramos a hamiltoniana total do sistema, cuja lagrangeana é dada
por (3.59). O termo cinético do campo de calibre pode ser escrito em termos dos campos

eletromagnéticos

FrE 1 B2
TR (P o ) I (3.78)
44t 2 o

Como discutido na secao 3.1, através de uma integracao por partes e fixando o

gauge de Lorenz, podemos escrever

FWFW 1 Ah A
—_ _> PR ”
410 2410 .
1
= Az00\n" A°. 3.79
2 180N (3.79)

Multiplicando a equagao (3.62) por Ag e levando em conta as equagoes (3.79) e

(3.78), podemos expressar o termo Az.J? em termos dos campos eletromagnéticos

BQ
AgJP = (EOE2 — u) + A*V,5A°. (3.80)
0
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Para obtermos a energia do sistema descrito pela densidade lagrangeana (3.59),

determinamos sua densidade hamiltoniana através de uma transformada de Legendre

oL oL
_ A —

onde usamos o fato de que 9L/9(9p¥*) = 0, o que pode ser constatado da lagrangeana
(3.59).

Os dois primeiros termos da equacao acima sao dados por

oL oL
o)~ o0.0)
= hU"— 0 v (3.82a)
ot '

or d 9,/ o A
O 0o A N ouge g s AT
A T 2 {a(a(aoAA)>a O ”a(a(aom))

- 25;0 (0" A" noan,® + 0, An™ny” )

1
= —M—OOAAGOAA, (3.82b)
0

Podemos agora encontrar a densidade de hamiltoniana do sistema

2 o FWEL 1
H=—VU.VU — —80A 0" Ay + B — ARV, AV + AL TH
2m o 4110 2

h? 1 B?\ 1
= 5 -VU VU - —80AA80AA +5 <eOE2 — ) + 5 AV A

Ho Ho
h2 BQ 2
—V\If* \VAZ ;aOAAaOAA +5 (€0E2 — u) — %QM (3.83)
0 0

com a correspondente hamiltoniana

B2 2
= / d%—vw* VA / B 80A’\6°AA+ / B (eoE —) _ / BrL pA?,
Ho m

(3.84)
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4 |nterpretacao do Efeito Aharonov-Bohm

em termos da interacao dos campos

Como discutido no capitulo anterior, é possivel descrever os campos eletromagnéticos
produzidos por uma particula carregada em um regime quantico. De um modo geral, as
equacoes de movimento para ¥ e A* devem ser solucionadas simultaneamente, o que em

geral nao é simples.

Entretanto, quando a particula se encontra em uma regiao de campos nulos (como é
o caso do efeito Aharonov-Bohm), os potenciais apenas introduzem uma fase na funcao de
onda (como discutido no capitulo 2). Como consequéncia, podemos utilizar as fungdes de
onda obtidas na auséncia de potenciais como fun¢oes prescritas nas equagoes de movimento
para A*. Utilizando este fato, revisitamos os problemas abordados no capitulo 2, agora
através de uma nova interpretacao: calculamos os campos gerados pelas particulas e suas

interacoes com os campos das fontes externas.

Para o rotor quantico, utilizamos a fun¢ao de onda de uma particula restrita a
mover-se sobre um anel, reproduzindo exatamente a mesma configuragao descrita na secao
2.2. Para os casos de espalhamento, substituimos os feixes de particula por particulas
restritas a moverem-se sobre fios retilineos infinitos. Tal modificacao nao prejudica a

interpretacao do efeito, e tem por unica finalidade facilitar o calculo de A*.

Apresentamos ainda, neste capitulo, uma outra maneira de obter as energias
de interagao na teoria proposta, utilizando os potenciais e correntes envolvidos. Por fim,
discutimos acerca das modificagoes causadas no efeito Aharonov-Bohm, quando na presenca

de meios materiais lineares.

4.1 Rotor quantico na presenca do potencial de Aharonov-Bohm

Nessa secao fazemos uma anélise sobre a influéncia do potencial de Aharonov-Bohm
na dindmica de uma particula quantica carregada restrita a se mover sobre um anel de
raio R (que consiste na versao mais simples do rotor quintico bidimensional). Procedemos
a analise de forma alternativa aquela apresentada na se¢ao 2.2, com uma abordagem de

campos.
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4.1.1 Corrente de Matéria na presenca do campo de Araronov-Bohm

E um resultado conhecido da literatura [13], e revisado no capitulo 2, que as

autofuncoes do rotor quantico bidimensional de raio R sao
Yn(@) = Voe™ | o=1/21R , n=0+1,£2,--- . (4.1)

E importante destacar que essas sio também autofuncoes da projecio do momento angular

na direcao z.

Se formos associar uma densidade de carga para essas auto-fung¢oes, devemos
garantir que esta seja definida apenas ao longo do circulo onde a funcao de onda esta

definida. Dessa forma, temos a densidade de cargas dada por
1
o(r) = [¥’8(p = R)d(z) = o(r) = 5—d(p — R)4(2). (4.2)

Note que, ao integrarmos o(r) em todo o espago obtemos o valor 1, como se espera
de uma densidade de cargas,
1

/d3rg(r) = /dpd@dz pﬁé(p —R)é(z)=1. (4.3)

E importante ressaltar também que a densidade de carga (4.2) tem o mesmo valor

para todas as autofungoes, ou seja, ndo depende de n.

De forma semelhante, temos a densidade de corrente

s ih * * " . nh n
Jofr) = o - W)V (1) — 0 () V()] 5o~ RIS()G = Jofr) = 58— R)S(2)6
(4.4)
Com as equagoes (4.2) e (4.4) pode-se mostrar a validade da equagao da continui-
dade.
Quando temos a presenca de um potencial externo do tipo Aharonov-Bohm, ou
seja
dp
r2? PG
Aup(r) = (4.5)

o .
7¢7 P > a,
2mp

2\~ p)+Olp—a)| & (4.6)
= —|=06(a— —a )
27p | a? P P
onde O(x) é a fungao degrau de Heaviside, ja vimos no capitulo 2 que a funcdo de onda
nao ¢ modificada e, portanto, a densidade de carga (4.2) também nao. Ja a densidade de

corrente é modificada de acordo com (3.50),

i) = Jo(r) = L Aun(r)o(r) (47)
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Usando (4.6) e (4.2) e levando em conta que R > a, obtemos

q®

W5(P — R)5(2)¢ (4.8)

J(r) = jo(r) —
e podemos mostrar que o divergente do ultimo termo do lado direito da equagao acima é

nulo. Essa é uma caracteristica especial do potencial de Aharonov-Bohm (4.6).

4.1.2 Funcao de Green para o rotor quantico

Nesse ponto relembramos que a a densidade de carga correspondente a uma fungao
de onde tem um papel duplo, agindo como fonte de campo e também como potencial
externo. Isso faz com que a fungdo de Green do campo de calibre seja também dependente
da densidade de carga. Nessa secdo vamos determinar qual é a funcao de Green do campo

de calibre na presenca de um rotor quantico.

Primeiramente, determinamos a fungao de Green livre, Gy, em coordenadas cilin-

dricas. Da equagao (3.70), temos

1, /
(QW—V )GO(X X') =X - X'), (4.9)

Podemos expressar o lado direito da equacao acima em uma forma separavel, em

coordenadas cilindricas (apéndice A.2),

FUX — X7 = 50— )30 — &)3(= — 2)o(t — 1)

cp
:ié(p—pl)i i els(o— ¢ eik(z— z’)/ o iw(t— t') (4.10)
cp 2m =

propomos também uma expansao semelhante para a funcao Gy,

0 dk 2 dwe—zwt t)

G(XX Z e 27T 2

S§=—00

Go(ﬂ, )7 (411)

onde a funcao Go(p, p') deve ser determinada (de fato, Gy deve depender dos pardmetros

s, w e k, que estao sendo omitidos no argumento por simplicidade de notagao).

Aplicando o operador de D’Alembert (lado esquerdo da eq. (4.9)), obtemos

1, C[re 1af 0\ 1o @ ,
(czf)t?_v )GO(XaX) = [CQatg—pap<Pap) X 822]G0(X X')

1 & n [ dk dw / w? 52 1 0 0 ~
is(p—a¢') z —zw(t—t) o k’2 2 e G ay
"o ¢ o [ z T 02 pdp (pﬁp)] o(p: )

S=—00

(4.12)
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Definindo A\* = k* — % e comparando a equacdo (4.12) com a equagao (4.10), obtemos a

d? 1d 52
IR D LT
Llp? " pdp ( " p2)

Esta é a equagdo diferencial de Bessel[22]; como as integragoes na equagao (4.11)
varrem todos os valores de k e w, o pardmetro A = {/k? — w?/c? pode assumir tanto valores
reais como imaginarios. Neste caso, a solugao serd dada em termos das funcoes modificadas

de Bessel', I,(\p) e K (A\p):

equacao diferencial

Go = _}M (4.13)
¢ p

Golp, o) = i LA ) K (Ap)O(p — o) + L (Ap) Ks(A)O(p — p)} , (4.14)

onde O(p — p') é a funcao degrau de Heaviside.

Agora, vamos determinar a fungao G5(X, X’) definida na equacao (3.76). Para isso,
precisaremos da densidade de probabilidade dada pela equagao (4.2) assim como a fungao

de Green livre (4.14). Um dos termos a ser calculado é dado por

dw dk

[ X Go(X, X" o(X")Go( X", X') = [ d(et”) [ dz"dg"app" [ S22
D e gl di
X B g MGyl ks )od(p ~ RIS [ G50

s 1 - 1" ! s ol /! ! 2 1./ " ! ~
% Z ?e—zw (" —t )615 (¢"—¢ )ezk (z"—= )Go(w,, k/7 S,; p//’ pl) (415)
= 2w
Utilizando as identidades do apéndice A.2 e a equagao (A.25), integrando em p”,
W't 2", ¢@", e somando em s’, obtemos:
C dw dk dk/ s 1 . N WA ’
d4X//G X. XMNo(X"NGo(X". X' = — [ =220 = —iw(t—t) jikz  —ik'Z is(¢p—¢')
/ (X, XT)o(XT)Go(XT, X) 2w ) 27 2w 2m S:z_:oo%r ©c c
xGo(w, k, s: p, R)Go(w, k', s: R, p').
(4.16)

Vamos agora propor uma expansao para (G, semelhante ao que foi proposto para
Gy, com a diferenca de que a funcio G deva depender também de z, ou seja

d . / 1 0 ; Y
7(’0 —iw(t—t") ~ Z 618(¢_¢ )G2<OJ, s p, pl, 2, Zl), (417)

S§=—00

Ga(X,X') = |

2 21

sendo G5 uma funcao a ser determinada.

1 Uma discussdo mais detalhada sobre essa solucdo é apresentada no apéndice A.4
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Podemos determinar o outro termo da equagao (3.76) de maneira idéntica ao que

foi feito nas equagdes (4.15) e (4.16), como segue
/d4X//G2(X, X//)Q<X//> X// / /d Ct// /dZ//d¢//d 1 ///

dw' dE'

XD eI Gyl s 2, Yoo — R [ S5 0E
T 4T

S§=—00

o 1 7,“0 ” is' (¢ — ') ik (2 —2)
XZQW (t"=t) pis'(¢" =¢') ik'( Go(wk’spp)

_ ¢ AN L i gisto-e)
27 J 27w 2w 27

S§=—00

xGa(w, s;p, R, 2,0)Go(w, k', 5; R, p). (4.18)

Substituindo (4.16) e (4.18) na equagao (3.76), obtemos

2 / o)
q o C dw dk ik 1 I\ i)
Go(X. X' = — ik'z 2 : w(t—t") is(¢—¢')
2(X, X7) m 2x) 27 2" o ¢

S§=—00

dk . ~ ~ ~ ~
X {/ Q—e”“GQ(w,k,s;p, R)Go(w, k', s; R, p') + Go(w, s;p, R, 2,0)Go(w, k', s; R, p') | .
7

(4.19)

Comparando os integrandos das equagoes (4.17) e (4.19), podemos escrever

m 27 2 T

~ 2 Ak’ dk ~
Gz(was§P7P,aZ7Z/) - _q MOL 7€_Zkz [/ 9 Zsz()(w k 55 Ps R)GO(wak,7 53 Ra :0/)

_’_62((")) S50, R7 Z, 0)6()(("-}7 k/) S5 R7 p/> )

(4.20)

que é uma equacao recursiva em Ga(w, s; p, p', z, 2'). Para resolvé-la, tomamos em ambos

oslados p = Re 2/ =0,

2

~ dk’' dk ~
Go(w, s;p, R, 2,0) = _9 ’uoc/[ LTen (w, k, s;p, R)Go(w, k', s; R, R)

m 2mJ 27 o

+Gy(w, s;p, R, 2,0)Go(w, k', s: R, R) (4.21)

0 que nos permite escrever

q° o < dk’

Go(w, s;p, R, 2,0) |1 + —Go(w, k', s;R,R)| =

m 2w J 2w
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200 ¢ [ dk .. ~ dk’ ~
= —qn{jO% gelszO(wakas;pv R)/gGO(Q% k/aS;R7 R) . (422)

A integral presente em ambos os lados da equacdo equagdo (4.22) deve ser tratada
com cautela. Ela é uma integral divergente e necessita ser regularizada, o que é feito no
em detalhes apéndice A.6, onde obtemos o resultado

dk' ~ ,
%GO(UJ, K. s;R,R)— 0, (4.23)

o que fornece Go(w, s; p, R, z,0) = 0. Substituindo esse resultado na equacio (4.19) deter-
minamos Gq(X, X'):

2 / 00

g poc [ dwdkdk’ ;. . Lo tath islodr

Go(X. X = — T Y i(ka—k'2) Z iw(t—t") Jis(¢—a')
2< ’ ) 2mm 27r27r27r6 27r6 €

S§=—00

xGolw, k, s; p, R)Go(w, k', s; R, p'). (4.24)

Note que a fungao (4.24) nao exibe invaridncia de translagao na coordenada z,

como esperado da simetria do sistema.

Agora podemos, enfim, substituir fungdes Gy e Gy (equagdes (4.11) e (4.24))
na equacio (3.71) e obter a funcio de Green G°,(X,Y’) (lembrando que G1(X,Y) =
GO(Xa Y))

e dw —iw(t—t' dk ikz 1 . is(p—q’ a —ikz /Y
G p(X7 Y) = /ge ¢=¢) %6 %S;we (#=¢) p€ Go(k,w,s;p,p)
2 !
4 HoC/ o @ dk —ik'Z . ~ /e /
- 2rm (77 p — 1 onpo) 271‘6 Gﬁ(w7k)8ap7 R)G0<w7k7SaR7p>}7 (425)

onde éo(w, k,s;p,p') é dado em termos das fungdes modificadas de Bessel pela equagao
(4.14).

O primeiro termo entre colchetes na fungao (4.25) nada mais é do que a funcao de
Green para o campo de Maxwell (sem a contribui¢ao de potencial). O segundo termo é

uma contribuicao oriunda do termo de potencial na lagrangeana para o campo de calibre.

4.1.3 Campo magnético gerado pelo rotor quantico

Para determinar o campo eletromagnético produzido pela particula, utilizamos a

fungdo de Green (4.25) na equacao (3.65), manipulando os indices de maneira conveniente



4.1. Rotor quantico na presenga do potencial de Aharonov-Bohm 61

(G*, — G?), para encontrar o potencial A*:

dw _,; dk: = /
@ _ / Pl g —iw(t—t") is(¢p—9")
A%(r,t) = po /(cdt YdZ'de'dp'p /72716 o€ 727r > e

S§=—00

2
ao  —iks A q HoC /o «
x{n Pe= kR Go(k,w, s;p,p)) — (77 P—n 077’)0)

2mm

™

X/Zk —Zk"zG ((JJ ]{f S P, R)éo(w’k‘/’8;R7p/)}Jp(t/’pl,¢/’Z/)‘ (426)

A fonte externa, J, = ¢[co, —jo], para este problema é construida dada pelas
equagoes (4.2) e (4.4), ou seja,

Ty = 8l — R)3(:) [, 1

Substituindo (4.27) em (4.26) e tomando as componentes espaciais do potencial
(o =1=1,2,3), teremos

dk > ,
2 : is(¢p—¢')
2 e 27r ¢

S§=—00

A1) = o (et )azagtapy [ e

. 2 dk’'
{ - Gy (kw5 ) + L [

—ik' 2 . ~ ro. /
2mm 271'6 GO(W7k7SaPa R)GO(wak 757R7p)}

xJ'(t 0, ¢, 2);

(4.28)
que podem ser escritas em notacao vetorial A,
dv . dk S /
A £ — / dt/d/d ,d,,/i —iw(t—t") T is(¢p—9')
(r,t) = po [ (cdt')dz'd¢'dp'p 5 5 2“;006
T 2 C dk’' ik o ~

% {e ikz Golk,w, s;p,p') — (]2:;;1 %e iK'z Go(w, k, s; p, R)Go(w, k', s; R, p,)}

x8(p — R)a(z’)(q”hq&) (4.29)
P 2mm R? ' '

Integrando em p’ e 2/,

_ qnlipge / , / ity [ R S is(6—d)
A dt'd E
(r.?) - 2m7R ¢ 27T 27r

~ 2 dk’
X{GO(kawaS;pv R) - 4 70C

5 | 9n —Golw, k, s; p, R)Go(w, k', s; R, R)}qb : (4.30)
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Novamente, temos no segundo termo entre chaves, a integral (4.23), que se anula apés a

regularizagao, e

_ qnlipge / / N KL e :
Alr,t) =3 [ dt'dd! | 7€ 27T >oe Go(k,w, s:p, R)

S§=—00

X (—sen ¢'@ + cos d'g) .

(4.31)
Integrando em ¢', usando as identidades (A.26) e (A.27),
qnhuoc/ /dw —iw(t—t") % ikz — i8¢ /Y .
A(r,t) SR 5 ¢ s:z_:ooe Go(k,w, s;p, R)
i L1 N
X 5(5571 — (557,1)-’13 + 5(55,1 + (557,1)y . (432)

As funcoes de Bessel sdo simétricas com respeito ao sinal de s quando este assume
valores inteiros (K, (z) = K_,(z) e I,(z) = I_,(z)), e portanto Go(w, k, s; p1, pa) =

Go(w, k, —s; p1, p2). Entéo, ao efetuarmos a soma em s, obtemos

_ qnhpge / _W(t_t,) / dk ;.. ~ e —e el e
A dt’ —e"*Go(k,w, 1;p,R)| —
(1'7 2m7TR 27re 0( W, L3 0, ) % T+ 9 AN
(4.33)

onde o termo entre colchetes é —sen ¢& + cos oy = q?) Integrando em t, a exponencial

leva a um fator 6(w). Entdo, a integracao em w leva & w = 0:

qnhﬂoc / zkz
A Go(k,0,1;p, R
( r, Qmﬂ'R ¢ 0 y 13 0y )

_ qnhyg
2mrm R

¢/dk k[ (IkIR) K1 (Jklp)© <p—R)+11(|k|p)K1(|k|R)9<R—p)].
(4.34)

De forma totalmente semelhante, podemos calcular a componente temporal do

campo de calibre como

2
(e, 1) = P07 [ R ey, 0,0:p. R)

2m 2
5720 ;zk k[ Io(|k|R) Ko (Ik|p)©(p — R) +Io(|k|p)K0(|k|R)@(R_p)]_

(4.35)

E importante ressaltar que o segundo termo entre colchetes na equacio (4.30)
acabou por nao contribuir para o potencial (4.34). Esse termo é decorrente da presenga de

um potencial para o campo de calibre em sua equacao de movimento. Nesse caso especifico,
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o campo de calibre acaba sendo obtido apenas com a func¢ao de Green livre, na auséncia
do potencial. A mesma conclusao é obtida para a componente zero do campo de calibre.
Essa caracteristica é uma peculiaridade do rotor quantico, nao sendo valida, de um modo
geral, para outras fun¢oes de onda. Podemos dizer entao que o campo de calibre produzido
pela corrente gerada pelo rotor quantico é exatamente o mesmo que teriamos encontrado
na teoria de Maxwell, onde o campo de calibre nao tem a presenca do potencial V*” em

sua equacao dinamica.

Tomando o rotacional de A(r,t), obtemos o campo magnético gerado pelo rotor:

x| o g [ X ke, (k] p) K (1417)

Bror) = 2mr R

_ anhpo dk )
o2mnRJ or

K (1) 1 (1R)0 (5 — ) + 11 (1) £ (161 7) O (a p)] ;

(Kl<\k\p)fl(|k|R) + p(Ko(ykyp) - W) \k|]1(|k]R)) O(p—a)
+ ([1(yk|p)K1(\k\R) + p<10(ykyp) - W) \k\Kl(\k\R)) O(a- p)] z}

(4.36)

4.1.4 Espectro de energia

Até o momento calculamos o campo eletromagnético produzido pelo rotor quantico
na presenca de um potencial externo de Aharonov-Bohm (4.6). Mostramos que esse campo
é 0 mesmo que teriamos obtido sem a presenca do potencial externo, e é definido em todo
0 espaco, inclusive na regiao onde existe campo eletromagnético nao nulo, no interior do
solenoide. Dessa forma, pode surgir uma interacao entre o rotor e o campo de Aharonov-
Bohm, intermediada pelo campo eletromagnético. Nosso objetivo nessa se¢do é encontrar

essa energia de interacao.

Podemos resumir o sistema como sendo composto por dois elementos: o potencial
de Aharonov-Bohm (4.6) e a fonte externa produzida pelo rotor (4.27). O potencial vetor
correspondente é entao dado pela soma do potencial vetor do rotor quantico, A’(l ROT) (),
calculado na segdo anterior, com o potencial de Aharonov-Bohm (4.6). Isso faz com que os

campos eletromagnéticos também possam ser escritos em termos de duas contribuicoes,
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uma oriunda do rotor e outra do potencial de Aharonov-Bohm,

1 B?\ 1 Be 1 B3
3 (60E2 - Mo) =3 (EOE(QROT) - (Z:T)) +3 <€0E33 - ;B) + €0Eror) - Ean

B -B
_ 2(ROT) " PAB. (4.37a)
Ho
1 A0 1 A 0 1 A a0 2 A 0
76014 a A)\ = 780A(ROT)8 A(ROT))\ + 780;4[436 AAB)\ + 780A(ROT)8 AABA,
Ho Ko Ho Ho
(4.37b)
e a hamiltoniana (3.84) pode ser separada em trés partes:
h?
Hy = / a5V, (4.382)
m
1 Biror B}
H:/d?’x—eE2 — ZWROT) | ¢ B2, — ZAB
1 5 ( 0&(Rror) 10 054 T 7
1 2
— % (aoA?ROTaOA(ROT))\ + 30Ag380AAB)\> - %Q(A%ROT) + AiB)] 5 (438b)
B -B 2 2¢*
Hint = /d3x coE(ror) - Eap — (ROT;AB - ;aOA?ROT)aOAABA — %(A(ROT) : AAB)] :
0 0

(4.38¢)

Os campos de calibre envolvidos sao estacionarios, ou seja, nao dependem do tempo.

O termo H, corresponde exatamente a energia do rotor quantico obtida pela

equagao de Shchrodinger na auséncia do campo externo de Aharonov-Bohm

Hy = BO — 71

O termo H; contém intimeras contribuigoes produzidas exclusivamente pelos campos
de Aharonov-Bohm e contribuigbes geradas exclusivamente pelo rotor, que estao associadas,
respectivamente, com a auto-energia da fonte que gera o campo de Aharonov-Bohm e
com a auto-energia eletromagnética do rotor quantico. Esses fatores sao divergentes, nao
contribuem para a energia de interagao do sistema e serao desconsiderados de agora em
diante. Um fator presente em H; estd associado com a interacao entre o potencial de

Aharonov-Bohm e o rotor, a saber

2
q
AH = / 'z —Lon%, (4.40)
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Ja o termo H;,; é composto de contribuicoes de interagao entre os campos de

Aharonov-Bohm e do rotor. Desta forma, a energia total da particula sera

A

Hror) = Hy + Hip + AH. (4.41)

Para encontrar (4.40) usamos o fato de que

| p 1 N
A )+ 2o - 4.42
ap = 5| 50 —p)+ p@(p a)| @, (4.42)
e a equagao (4.2), obtemos
0" 4.43
AH=——"+—. .
(2m)?>mR? (4.43)

Temos portanto uma contribuicao com o mesmo valor constante para todos os estados n.
Isso caracteriza apenas um deslocamento global nos niveis de energia e nao contribui para
as energias de transi¢do entre os diferentes niveis n. Podemos entao desconsiderar esse

fator, e a energia do rotor quantico fica dada por

E,= E}f) + Bint

n? Bror) - Bap  2q
2mR2 / &z (M)O— / & oA ror) - A g, (4.44)

onde A (rory é 0 potencial gerado pelo rotor (4.34) e A 4p, o potencial de Aharonov-Bohm,

cujo respectivo campo magnético €

)

Calculando a contribuicao do acoplamento entre os potenciais,

nhpy® 2m -
24 [ 0 oAmor) - Aas =S5 [T [T [T [T dkdzdodpps(2)o(0 — R}

x zl(|k|R)K1(|k|p)@<p— R) + I,(|klp) K1 (|| R)©(R — p)

p 1
X ?@(a —p)+ ;@(p —a)
¢*nhyo®
= dk; L (k[ R) Ky ([k|R)
0
R 1

onde calculamos a ultima integral no apéndice com regularizacao.
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Sendo assim, a tUnica contribuicdo da energia de interacdo vem do termo de

acoplamento entre os campos. Usando (4.45) e (4.36) obtemos

Biror - B h o ® oo y2moqa dk
/ Bt U VI A LU / / / d=dédp / AR ks
—o0Jo Jo 2w

Lo ~ 2mm R ma?

x []1(|k:|p)K1(|k|R) +p([0(|k|p) - Il<|k|p)) kK (1K R)

i . (4.47)

Integrando em p, ¢, e identificando uma representagao de d(k) na integragdo em z:

Bror) - Bap  qnh ® [ dk .
/d?’x ( ,U)o = /_oodz/gek Il(|/<:|R)K1(|k;|a)

= IR i 30y (161B) K ()

mRa

mh @ o
mRanm 2R
qnh®

Substituindo (4.48) na equagao (4.44), obtemos o espectro de energia
P n’h? qnh®
" 2mR? 2rmR?’

que, completando quadrados, pode ser reescrito como

2
h2 P 2(1)2
( a ) a (4.50)

(4.49)

En: - - 5
omRz\" " 27n 812 R

que é a mesma energia encontrada pelo célculo convencional descrito na se¢ao 2.2 (equagao
(2.50)), a menos de um fator que nao depende de n e apenas redefine o zero de energia,

nao alterando as transicoes entre os niveis.

4.2 Estado de espalhamento na presenca do potencial de Aharonov-
Bohm

Nesta secao, estudaremos os efeitos de mudanca de fase provocados na funcao de
onda de uma particula devido a presenca de um solenoide. Na proposta apresentada a
seguir, modelamos este efeito considerando particulas carregadas movendo-se sobre fios

retilineos muito longos, dispostas em lados opostos deste solenoide.

4.2.1 Campo magnético gerado por uma particula em um fio retilineo

Consideremos uma particula de massa m restrita a mover-se sobre um fio retilineo

de comprimento L — o0, coincidente com o eixo z do sistema de coordenadas cartesianas.
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A equacao de Schrodinger independente do tempo para esta particula serd
n* 9*y(z)
" 2m 922

levando a solugao (ja normalizada)

= Ey(2), (4.51)

(4.52)

com k, = +/2mFE/h? e momentum linear P = hk,2. Neste caso, temos as densidades

lineares de probabilidade e de corrente de probabilidade

hk
j “ 2 4.53b
i= T2 (4.53Db)
através das quais podemos escrever
. 0(p)[ac _qhk.
a 2mp [L’ - mL z], (4:54)

o fator d(p)/2mp é introduzido para garantir que a integragao da densidade de cargas em
todo o espago corresponda a carga total, e o fluxo da densidade de corrente elétrica através
de uma superficie (digamos, uma circunferéncia de raio arbitrario R, transversal ao fio)

corresponda a corrente elétrica total

L/2 r21 roo )
[ 7 azdoapp 20 %
L/2Jo  Jo 2mp ¢

27 7p A_qhkz
//d¢d 27p L

A funcao de Green livre Go(X, X”) para esta particula é a mesma obtida na se¢ao

(4.55)

4.1 (equagao (4.11)). Como o fio ¢ infinito (apresentando uma simetria na coordenada z),

esperamos que a fungdo Go(X, X”) possua uma expansao semelhante

dw _. ' dk . Nl s
G2(X, X') :/%e_w(t_t)/%em(z_z)? > =@~y (w, k, s p, p). (4.56)

s=—00
onde Go(w, k, s;p, p') é uma funcao a ser determinada.

Calculando os termos da equagao (3.76)

dw dk
/d4X//GO (X7 X”)Q(X”)GO (X// /d Ct// /dzlld¢//d /11 2(/(.] 2
>0 1 7 Z " 1 dw/ dk/
71w(t t") Jis(¢p—¢ ) ik(z—z )G ]f 5(0" s g
Xs_z_:oo 27_‘_ € O(W 3 p? )L (p ) 27T 27T
s 1 -~ 1" ’ s ol 1/ / 1./ 17 AN
x > %e_w =t s @ =N W =G (W K S ", ). (4.57)

s'=—o00
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Utilizando as identidades do apéndice A.2 e a equagao (A.25), integrando em p”, ', t”, K/,

2", ¢", e somando em s’, obtemos

dwdk & 1 _. N N ,
d4X// X. X" X X// X' = = —iw(t=t) jik(z—2") jis(¢p—¢)
/ Go(X, XT)e(XT)Gol )= L o 21 o ¢ c

S§=—00

xGo(w, k, s;p,0)Go(w, k, 5: 0, p').
(4.58)

De maneira semelhante, obtemos

[ AXGa(X, X" o(X")Go( X", X') = dw dk ie—wa—t')eik(z—zoez‘s(gs—qs/)
L on 27r 2T

Xé2(w7 ka S5 P, 0)é0<w7 ka S; 07 101)7

(4.59)
Substituindo (4.59) e (4.58) na equagao (3.76),
2 0o
N _CHoc [dwdk o L i) k(o) gis(oo')
GaX, X7) = m LJ 2727 27r6 © ¢
X {GO(wa ka S5 P, O)éo(w, k; S Oa pl) + éQ(w7 ka S5 P, O)éﬂ(w7 k? S5 07 pl)}a (460)

Usando a representacdo de Fourier (4.56) no lado esquerdo de (4.60), pode-se

mostrar que
2

62(w7k78;p7 p,) = —qn{j()%[éo(w,k,s;p, O)GO(w7k78;07p/>+é2(w7k78;p7 0)éo<w7k78;07p/>:| :
(4.61)

Tomando p’ = 0 na equagao acima e efetuando algumas manipulagoes simples

temos que N N
q2,uO E GO(W7 k? S5 P, O)G()(wv ka 53 07 O)
m L 1+ f#%éo(w, k,s;0,0)

é2(w7 kf>3§P7 O) = - (462)

A funcao éo(w, k,s;0,0) se anula por regularizagdo (A.36), e a equagao (4.62) é

nula; substituindo em (4.61) e usando o resultado em (4.56) obtemos finalmente

¢ fdw _iom [AE e 1 = isto—o
Go(X, X') = — ‘IW/;OL e (t—t)) %6“ >%Ze(¢ ¢)

S§=—00

xGo(w, k, s:p,0)Go(w, k, 5,0, ). (4.63)

A fungao de Green do sistema fica dada por

dw _io-vy [ in-zy 1 i pis(6—")

* Golk,w, s;p, o/
27 o’ 2 = 1 Golk, . 5:p. )

G (X,Y) = /

_(77 — % )q”ljo Go(w k,s;p,0 )CNJO(W, k:,s;(),p')] (4.64)
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Com este resultado, podemos calcular o potencial gerado pela particula, com o uso

da equagao (3.65)

/ dk 1 &2 . ,
A%(p, ¢, 2,t) = ,uo/(cdt)dz do dp’p’/ e~ w(t=t") 7€ otk >§ 3 pis(—¢")

S§=—00

2

a Y o fo q C ~ ~
x |n®,Golk,w, s;p,p') — (77 p onop) ﬂ?OZGo(wﬁs;p, O)Go(w,k,s;O,p’)] Jo(p, b, 2,1),

(4.65)

sendo a corrente J, dada por (4.54). A parte espacial sera dada por

hk dw dk > . /
A(p’(b’,z’t) — wﬁ/dt/dz’d¢’dp’p'/2 —iw(t— t)/ 7,k(z z Z ezs(¢,¢)

2mrmL e
~ 2 _ S ’
e Go(w,k,S;p,p’)—%*Go( ,k,S;p,O)Go(W,k,s;O,p’)l (pp,).
(4.66)

Integrando nas coordenadas espaciais e temporal (usando a identidade (A.25) para
a integracdo em ¢'), obtemos os fatores 050, (k) e d(w) e avaliamos o integrando em
p =0, por conta da fun¢ao delta de Dirac. Integramos entao em w e efetuamos algumas

manipulacoes simples

/loqk he / ikz
Alp¢,21) = BE=2 [ dke™ (k) [ Go(0,k,0: p, 0)
2 i
qHo C = ~
L a0k, 0; k., 0;
02 Go(0, k. 0: 9, 0)Go(0, . 050, 0)
- “quzhcﬁ/dke“%(k)é (0,k,0;p,0)|1 - eho C (0, k,0;0 0)- (4.67)
—27TmL ol\Y, R, U5 p, LO??;: .

Novamente, da equacao (A.36), temos @0(0, k,s;0,0) — 0. Usando entdo a equagao

(4.14),
Alp, 6,2, 1) = Lokl S [ ke 50 10(0) 5o 1])
A 2mmL
_ Hogk:h gik=
o 2 lim Io(0) Ko |k|p). (4.68)

Usando o fato de que I(0)Ko([klp) ~ n(2) — 5 — In(|k|p) + O(([k|o(((|k]p)?),

podemos escrever

khogoo
A(p,¢,2,t) = MO 5 Yy 2 (\k’|p>, (4.69)

2mml k=0
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onde descartamos uma contribui¢do que nao depende do espago (e do tempo) e, portanto,

nao contribui para os campos eletromagnéticos. Dessa forma, o campo magnético sera

ikz
BovxA loakhg,
2rmL " k=0 p
poqk.h 4
= 4.70
2rmLp "’ (4.70)
ou em coordenadas cartesianas
k.h . "
Fod (—yx + zg). (4.71)

B 2rmL(z? + y?)

4.2.2 Mudanca de fase

Consideremos agora a seguinte situagao: seja o potencial de Aharonov-Bohm, com
eixo de simetria sendo z, e dois fios retilineos perpendiculares ao eixo z e paralelos um ao
outro, dispostos um de cada lado do eixo z a uma distancia d deste e paralelos ao eixo .
Vamos tomar o comprimento de cada fio como sendo L e no final das contas tomaremos o
limite de fios infinitos, L. — oco. Sobre cada fio, move-se uma particula quantica de carga g
e momentum linear P = hk,&, cujas fun¢oes de onda sao

eikzx

Vi) = =), (4.72a)

eier

VL

sendo E = h?k%/2m a energia de cada uma das particulas. Este esquema pode ser

\Ifg(l’, t) =

V(1) (4.72D)

visualizado na figura 7.

Nosso objetivo é encontrar a energia de interacao de cada uma das particulas com o
campo de Aharonov-Bohm. Ressaltamos que ndo vamos considerar a energia de interagao

de uma particula com a outra.

Para cada uma das particulas podemos proceder de forma totalmente similar ao
que fizemos para obter as equagdes (4.38¢), (4.38b) e (4.38a), com a tinica modificagao
no subscrito (ROT'), que deve ser substituido por + ou —, no caso das particulas 1 e 2,
respectivamente. Em resumo, temos as contribuigoes
B:-Bas 2¢ g

q 2
m + AB in AB

h?
+ / LA VAR v
Ho 2m

EL = /d?’x

(4.73)

Para encontrar a primeira contribuigao de (4.73) devemos obter o campo magné-

tico produzido por cada uma das particulas. Promovendo na equagao (4.71) a seguinte
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SH

Figura 7 — Duas particulas carregadas se movendo sobre fios de comprimento L — oo proximas a um

solenoide com campo magnético interno %2.

transformacao:

y—y—d  (Particula 1) (4.74)
y—y+d (Particula 2)

k, — k;

obtemos os campos magnéticos das duas particulas

_ pogksh | (y — d)Z — 29
2rmL | 22+ (y — d)?

(4.75a)

pogkali | (y + d)2 — 29|
B,—B_— . 4.75b
? 2rmL | 224 (y + d)? ( )

Podemos agora encontrar a primeira contribuicdo de (4.73) de cada uma das
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particulas,

1
Apy = —*/dgﬂf B. -Byus
Ho

gk, ®h / /a/2/ a?—y? Do y—q:d
T 2m2ma?l Va2—y? Y + (y Fd)?

o a/2 py/a?—y? 1
=+ gk, PR ’ dxdy sgn (d)’

2mma?L —Ja2—y? (4.76)
onde sgn(1/d F y) é a fungao sinal. Como d > y em toda a regidao de integracao, a funcao
sinal é positiva para ambos os casos, e a integral restante ¢ a area de um circulo de raio a.
Portanto, as energias de interacao para cada particula sao dadas por
qk,Ph
2mL '

Apy =+ (4.77)

A segunda contribuicao de (4.73) é determinada pelos seus respectivos potenciais

vetores,

o _Moquhi . ikx 2 2
Al = B llcl_r%e In (|/{:|\/z + (y Fd) ) : (4.78)

Devemos também escrever o potencial de Aharonov-Bohm em coordenadas cartesi-

anas

o
Ajgp=——
AB o

e R a)}; (w.79)

o que nos permite calcular a segunda contribuigao de (4.73),

2(]2 3 o 2M0q3k h® ikx 2 4
- /d ToAL - Aup = (27r VL kaﬂ/ / / dxdydz " In <|k;|\/z (y Fd) )
Y / Y /
§@<a— a:2+y2) +m@< :1:2+y2—a>] 5(2)5(y:Fd)

2010q° k. h® ik
~ oz 1y | 0 < n (k1)

Lol i) 7 el -

2M0q3kxhq> . —dlk
(27)2m2L? lim e I (‘k||z|) T
z—0

X

3
foq ks h® —d|k|
Dz e n (Jkll:])
z—0
Qi
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onde definimos 31 hd
Hoq Ry
0= 4.81
2mrm? (481)

A terceira contribui¢ao em (4.73) trem o mesmo valor para ambas as particulas,

ou seja

0 = d?’:L‘—ﬁ A
= mé’i AB -

(4.82)

Algo semelhante ocorre para a ultima contribuicao em (4.73), que divergente e

corresponde a auto energia de cada particula. Podemos mostrar que 6, = d_, onde

/ d%—V\IJ* V. = 122 /2m = E

Levando em conta os resultados (4.77) (4.80) (4.82) e

lado direito de (4.73) como

Q
Ei =Apy +

+

I+ E.

(4.83)

(4.83), podemos escrever o

(4.84)

A aplicacao do operador de evolucao temporal em ambas as particulas, em um

intervalo de tempo ¢; — ¢, altera suas fases, o que pode ser obtido com a equagao (4.84)

Uty )03 (2) = \}Eexp

1
= —=exp

VL

1
= —=exp

VL

1
= —=exp

VL

Ulty,t;)Va(x)

ikyx —

l .
tkyx (ty —ti) — . dt

1kyx —

hr — LE(t — 1) i/tfdt<A +
et m B =W bt

+
EAt—iqk(I)h 1 Q)

h h 2mL

h L?

1 gk, Dh 1~
hEAHﬁ omL

h L?

)

: ) (4.85a)

At — —— At — féAt

Q
Ap_ +L2+5))

At — —— At — ham) (4.85b)

onde At =ty —t;. Assim, temos mudancas de fase g; e g provocadas nas particulas 1 e 2,

devido a presenca do solenoide:

g1 = —

g2 =

qk, P Qr 5A
2mL hL? h
qk: P Q- 0
—— At — —At — —AL
2 L t hL? t h

(4.86a)

(4.86b)

Se considerarmos que as particulas percorrem, no intervalo de tempo At, todo o

comprimento L do fio, & uma velocidade média |P|/m = hk,/m, teremos

mL

At ==
hk,’

(4.87)
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e podemos escrever

_q® Q'm dmL
N TR T Rk L Rk, (4.882)

g Q™ m  dmL

=f— - — ) 4.88b
S T T (4.88b)
A diferenca de fase entre as particulas sera entao
g QT —-Q7)m
Ag—ago— g = 1% —)m 4.
9=92— 0= 5 + kL (4.89)

Os termos proporcionais a €2 vao a 0 quando L — oco. Assim, a mudancga de fase

total se reduz a
(4.90)

que é exatamente o mesmo valor obtido na segdo 2.3, equacao (2.57).

Alguns pontos importantes devem ser observados. Note que a mudanca de fase

(4.90) ndo depende do médulo do momento.

O segundo ponto é o fato de que somente o fator (4.77) contribui para a mudanga
de fase (4.90), que é uma contribuicao da energia de interacao de cada particula com o
campo de Aharonov-Bohm onde se leva em conta apenas os campos magnéticos. Os fatores
que dependem do potencial vetor de Aharonov-Bohm, (4.80) e (4.82), acabam por nao

contribuir para a mudanga de fase (4.90).

Isso nos permite interpretar o efeito como sendo decorrente da interagdo entre cada
uma das particulas com o campo de Aharonov-Bohm. Mesmo que esse ultimo nao produza
campo algum na regiao onde as particulas estao, as particulas produzem campo magnético
nao nulo na regiao interna ao solenoide, originando uma energia de interacao de origem

eletromagnética.

4.3 Efeito Aharonov-Bohm elétrico

Nesta se¢ao, utilizamos o método alternativo em termos da energia de interacao
para descrever o efeito Aharonov-Bohm elétrico. Para este fim, modelamos o problema
como duas particulas restritas a moverem-se sobre fios retilineos de comprimento L — oo,
paralelos entre si. Dispomos estes fios de modo que sejam paralelos ao eixo z do sistema

de coordenadas e suas fungoes de onda sejam dadas por

Ui(z,t) = 6:/;1/11(25), (4.91a)
eikzz
Us(z,t) = ﬁ?h(t), (4.91Db)
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de modo semelhante as equagoes (4.72a) e (4.72b). Ao redor de cada fio, é colocado um

tubo cilindrico feito de um material condutor, de raio interno a e raio externo b.

Figura 8 — Duas particulas se movem sobre fios retilineos longos, internas a tubos condutores. Durante
um intervalo de tempo At = ¢ — ¢, é aplicada uma diferenca de potencial entre as camadas
de um dos tubos, gerando um campo elétrico entre elas.

Em um dado instante t1, o tubo ao redor da particula 1 é carregado com cargas
+@Q e —() em suas camadas interna e externa, respectivamente. Desse modo, considerando
que o fio 1 esteja sobre o eixo z, é produzido neste intervalo de tempo, um campo elétrico

entre as placas interna e externa:

Euwbo = 5——P, a<p<b, 4.92
tub 27T60L,0p a<p ( )
cujo potencial associado é
o(p) = — ¢ Inp+ constante, a<p <b. (4.93)
2megL

Queremos manter a particula 2 em uma regiao de potencial nulo. Para isso, fixamos

©(b) = 0, e a expressao para o potencial fica

o Q p
P(p) = “ore L™y (4.94)

e o potencial no interior do tubo serd o potencial da camada interna,

Q b
el In ~ (4.95)

¢(p<a)=dy=
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No instante to, este potencial é desligado. Assim, no interior do tubo (onde o fio se

encontra), teremos um potencial ¢(t) entre os instantes t; e to:

0, t <t
0, t >t

O potencial ¢,(p) = cA® gerado pela particula 1 pode ser obtido da equagdo (3.65)
e da densidade de corrente (4.54):

Bulp) = tto [ AYG" (@), (). (4.97)

Note pela equacao (3.71) que G%(z,y) é a propria fungao de Green livre, que
satisfaz as equacoes classicas do eletromagnetismo. Sendo assim, o potencial elétrico da
particula é idéntico ao potencial classico de um fio infinito carregado com densidade linear

de cargas ¢/L, gerando um campo elétrico

q A
E,=——p 4.98
p 27TEOLpp ( )
Calculamos entao a energia de interagao entre a particula e o tubo
Eint = /d3$ EO]E)p : Etubo
o L2 s 1
(2m)? €0L2/ / /L/2 2d¢ p;
_ 9@ (0
= nil—
27T€0L a
= q%o; (4.99)
Atuando com o operador de evolugdo temporal na particula 1, para t > to,
Ut 0V, () = — ik, Et /th
, 2)=—=exp |1t - = i
1 \/f p t
1 i 1 [12
= — k,z — —Ft — — dt’
7P|k g 0l 9900)
1 . .
= o |k %Et - Zq;:(’ (ts — tl)), (4.100)
ou seja, a interacao entre os campos elétricos introduz uma fase g; na particula 1,
E(ty, —t to —t
g = oo Pl2=t) apolle = 1) (4.101)

h h
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Como a segunda particula permanece a um potencial nulo em todo o processo, a

particula 2 nao sofre mudanca de fase,

E(ty —1
g2 = k.2 — Btz — 1) ; (4.102)
h
portanto, a diferenca de fase entre as particulas ao final do processo é
to — 1
Ag=gs—g1 = aolts — 1) % 1>, (4.103)

resultado igual ao encontrado na segao 2.4, equagao (2.64).

4.4  Calculo por correntes

Uma outra maneira de calcular as energias de interagao investigadas nas segoes
precedentes é através das correntes. Substituindo a relagao (3.79) na densidade hamiltoniana
(3.83) temos

2 1 Pt Vi
H= VU VO — —gyA A, — A, | T2 e T ) qv g g g
2m Ho 2410 2
JH /2
h2 1
= 5 -VU- VU - M—@oAAaoAA + A" (4.104)
0

Vamos tomar a corrente como sendo composta por duas partes; uma dada pelo
campo de Schrodinger livre (3.53), J/, e outra dada por uma fonte que gera o potencial
de Aharonov-Bohm (4.42), J 5,

JE=J" 4+ TN . 4.105
¥ AB

Com isso, pela equagao (3.65), temos que o potencial deve ser dado pela contribuigao de

dois termos,
At(z) = Ay () + Alyp(z)
A(@) = [ d'yGo (@, y)iao Ty (v)

Alp(z) = / d'yG (2, y) o pan) () (4.106)

portanto,

A JH —Aw J +A(AB)MJAB +A¢)M‘]AB —f—AAB)MJ( b)? (4107)
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Considerando que as correntes Jf; e J! 5 sdo independentes do tempo, os potenciais
4.106) também serao. Das equagoes (4.104) (4.107) podemos entao escrever a energia de
quag p g

interagao
1 1
Hin = 5 / CeAwydip + 5 / Al (4.108)

Usando o fato de que
T = (0700 + oV ) A7
Ho () M aONO" + oV | Ay

poJip = (n"a&y + ro‘i) Alp (4.109)
podemos reescrever

GA(?,\n”V

+ V,w) AB: (4.110)
Ho

A(w)uJZB = A(w)u(

Levando em conta que V), ¢ uma fun¢ao e nao um operador diferencial, que exibe
a simetria V,,,, = V,,,, e considerando que os potenciais e correntes nao dependem do tempo,

temos que

3 w 3 aAaA
[ Erdwtis = [ dal, =+ Vi | Al

_ / &z Ay ( UW+VW>AM
_ / Br AT (4.111)

onde fizemos duas integragdes por partes e usamos a equagao (4.109). Assim, é possivel
reescrever a energia de interagao (4.108) utilizando apenas a corrente da fungao de onda e

do potencial de Aharonov-Bohm,
Hpt = / BrAapudl,. (4.112)

Para o caso do rotor quantico, usando o potencial de Aharonov-Bohm e a corrente

(4.27),

Einy = — / &*zA g - I(rom)

= Y o ®1lp 1 qnh
B /—00/0 /0 dzdgzﬁdpr?T a2@(a p)-i—p@(p %) 2m7rR25(p R)i(2)

gnh®
=—— 4.113
2mm R?’ ( )
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que é a mesma expressao da equagao (4.48).

Para o caso de espalhamento, utilizando a corrente (4.53b)(trocando k, — k, e

Z — &, e fazendo o deslocamento y = +d):

_ qhk, X
Ji = T Iy £d)o(z)z, (4.114)

a energia de interacao sera

By = _/dngAAB -Ji

[e'e) o) o) (I)
= / / / dxdydz—
o0 d—o0J—co 2w

xlij@(a — /2 +y2) + ;T?ﬁ@(\/:c? + 2 — a)]

x
ghk. —y
X \/m5(yj:d)5(z)
< O |ViPt+d? — 1 —
:/_Oodfl,’% T@(CL— Jf2+d2)+m@( x2+d2—a)]
i Aks  =d (4.115)

mL /22 + d?’
como d > a, v/ x? + d? > a para todo x, temos (9(61—\/352 + d2) =0e @(\/:U2 + d2—a) =1:

qhk,®d [ 1
Ii

2mrmL J-oo 22 + d?
_ iqhkmq)dz

2mmL d

qhk,®
=4

o2mL’

Eiy = £

(4.116)

que corresponde a expressao (4.77).

Para o efeito AB elétrico, temos apenas a componente 0 do campo de calibre.
Devemos considerar a energia de interacao entre os instantes ¢t + € e to — €, e depois tomar
o limite e = 0. Neste intervalo, o potencial entre os cascas cilindricas é constante no tempo.
Além disso, o potencial A%ﬁ) da funcao de onda é também independente do tempo e o
termo com derivadas temporais na equagao (4.104) serd nulo. Com isto, podemos utilizar

novamente a corrente (4.54) e o potencial gerado pelo tubo

¢07 P S a
q . p
qbtubo = _27T€0L lnga a < p <b (4117)
0, p>0b
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para calcular a energia de interacao

By = / deEAguboJ?ROT)

L/2/2”/ d=ddpp )qc¢tubo

L/2
—/dp<5 q¢0—/dp5 In?

2 EOL b ’
= q¢o, (4.118)

resultado igual ao obtido na equagao (4.99).

E interessante notar, observando as funcdes O, que quando calculamos a energia
de interacao pelo acoplamento dos campos, a integracao é feita dentro o solenoide, ou seja,
na regiao em que o campo do solenoide é nao nulo. O mesmo vale para o efeito elétrico,
em que a integracao é feita entre as cascas do tubo, onde ha campo elétrico . J& quando
calculamos a energia pela integracao de A,J", a integral se anula dentro do solenoide,
contribuindo apenas para p > a; para o caso elétrico, a integracao é feita no interior
do tubo, onde o campo elétrico da fonte externa é nulo. Em outras palavras, quando
utilizamos o acoplamento entre os campos, o campo externo ao solenoide ndo contribui
(pois é nulo), bem como o campo elétrico dos tubos s6 contribui entre as cascas, pois no
interior do tubo também é nulo. Quando efetuamos os calculos através dos potenciais, a
situacao se inverte: a integracao é feita apenas nas regioes onde os campos externos sao
nulos, que é onde a particula se encontra. Neste contexto, podemos interpretar o efeito
Aharonov-Bohm de duas maneiras distintas: através do acoplamento entre os campos, ou

através da interagao direta entre os potenciais de Aharonov-Bohm e a particula.

4.5 Efeito Aharonov-Bohm em meios materiais lineares

Nas discussoes anteriores, exploramos configuragoes do efeito AB em situagoes onde
o campo eletromagnético externo existe em uma regiao de vacuo. Nesta secao, discutimos
brevemente como o efeito se manifesta quando temos a presenca de meios materiais. Os
resultados apresentados aqui sao particularizados para meios lineares e isotrépicos, mas o

tratamento pode ser estendido para materiais de natureza mais complexa.

Vamos considerar materiais dielétricos e magnéticos nos quais campos de deslo-

camento elétrico D e campos magnéticos H se relacionem aos campos elétrico E e de
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inducao magnética’? B através das seguintes relacoes constitutivas:

D =¢E, (4.119a)
1

H= "B, (4.119b)
I

onde € ¢ a permissividade elétrica do meio, e p a permeabilidade magnética. Neste caso, as

densidades de energia referentes aos campos ¢ modificada pela presenca do material:

E* - E-D = ¢cE? (4.120a)
1 2 1 2

—B> - B-H=-B (4.120b)
Ho 2

Por outro lado, os campos E e B gerados por uma distribui¢ao de cargas e correntes
no vacuo, se relacionam aos campos E e B no interior de meios materiais, produzidos

pelas mesmas distribuigoes, através das equacoes

_ 1

E=—E, (4.121a)
€r

B = 11, B, (4.121Db)

onde €, = €/¢y é a permissividade relativa e . = pu/ug a permeabilidade relativa do meio.

A energia de interacdo entre o campo da particula e o campo externo, desconside-
rando os termos de derivadas temporais e de contribui¢ao do potencial vetor (que, como

mostrado, nao afeta nenhum dos casos estudados), passa a ser
3 I ls 7
Ei = /d r(eEy-Esp——By-Bap|, (4.122)
L

onde a integragao é feita na regiao de interacao e o subindice ¢ indica o campo gerado pela
funcao de onda.. Consideremos, para o caso magnético, que a regiao interna ao solenoide
seja completamente preenchida com um material magnético de permeabilidade p, e para o
caso elétrico, que a regiao entre as cascas interna e externa do tubo esteja preenchida com
um material dielétrico de permissividade €. A modificacdo que estes materiais provocam
na energia de interacao pode ser expressa em termos da energia de interagao no vacuo de

maneira simples

_ 1= = 1 1
/d?’l’ EEw 'EAB —/d?’l‘ ;qu 'BAB = :/dgx éoEw 'EAB —ur/d3x ;Bw 'BAB-
T 0
(4.123)

2 Embora o campo B seja frequentemente chamado de "campo magnético” esta denominacido é, por

questoes histéricas, atribuida de fato ao vetor H, e a disting¢do entre as nomenclaturas, embora mera
convencao, se faz importante quando discute-se o eletromagnetismo em meios materiais.
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As modificagoes nos resultados obtidos anteriormente é imediata: para o caso do

rotor quintico, modificamos a equacao (4.48) e obtemos o espetro de energia:

2
h? i) . 2(1)2 2
E, (n - ) 7= (4.124)

- 2mR? 2mh  Sm2mR2’

e para o caso de espalhamento, modificamos as energias de interagao(4.77) e obtemos a

diferenca de fase

P,
Ag=1 h’”‘ . (4.125)
Para o caso elétrico, modificando a equagao (4.99), obtemos a diferenga de fase
to — 1
Ag = PPl =) (4.126)

he,

Vamos verificar a compatibilidade destes resultados com os obtidos através dos
métodos convencionais. Para o efeito AB magnético, devemos fazer a modificacao By, —

1-Bsor, 0 que é equivalente a mudar o fluxo magnético dentro do solenoide:
d — dpu,, (4.127)

o que também modifica o potencial vetor. Aplicando esta modificagdo nas equagoes (2.50)

e (2.57), obtemos resultados compativeis com as equagoes (4.124) e (4.125).

No caso elétrico, a modificagao Eupe — Ewpo/€, altera o potencial no interior do
tubo:
1
© = —; (4.128)
€

e a aplicagao dessa modificagdo na equacao (2.64) leva a um resultado equivalente a

equagao (4.126).

4.6 Fonte do campo de Aharonov-Bohm

Até o momento usamos o campo de Aharonov-Bohm sem nos preocuparmos em
especificar qual seria a corrente que produz esse campo. Fizemos mencao a essa corrente

em (4.105), mas na ocasiao, nao precisamos especificar qual seria sua forma.

Sabemos que na eletrodindmica de Maxwell essa corrente é dada por um solenoide
infinitamente longo (uma densidade superficial de corrente fluindo ao longo de um cilindro
perpendicularmente ao seu eixo), mas quando temos o acoplamento do campo de Schro-
dinger, a equacao de movimento do campo de calibre é alterada em comparagao com a
eletrodinamica de Maxwell. Essa corrente pode ser facilmente obtida ao substituirmos
(4.42) em (3.62), o que leva ao resultado

® 5(p—a)- (273221%35(2)5(/) ~R)|é. (4.129)

Jap = 5
HoTra
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O primeiro termo em (4.129) é exatamente a corrente associada & um solenoide. O
segundo termo vem do potencial da equagao (3.62). Podemos ver, entao, que o potencial
de Aharonov-Bohm nao é gerado por um solenoide na teoria do campo nao relativistico

carregado.
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5 Conclusao

Nesta dissertacao, mostramos que o efeito Aharonov-Bohm pode ser interpretado
como decorrente da interagao de campos eletromagnéticos, sem a necessidade de recorrer

a uma interpretacao fisica dos potenciais.

Apresentamos uma teoria quantica nao-relativistica de acoplamento minimo entre
o campo de Maxwell e o campo de Schrodinger, através da qual é possivel tratar o
eletromagnetismo em um regime onde particulas quanticas (nao relativisticas) sao fontes
de campos. Resolvendo as equagoes de movimento desta teoria, pudemos determinar os

campos gerados por essas fontes.

Mostramos que a energia de interagdo entre uma particula quantica e uma fonte
externa pode ser descrita em termos do acoplamento entre seus campos eletromagnéticos.
Verificamos que os termos de acoplamento entre os potenciais vetores (que deveriam
contrubuir para essa energia de interagao) sdo todos nulos para as configuragoes estudadas.

Nao ha, portanto, contribuicao destes termos.

Calculando as energias de interagao entre os campos, pudemos verificar que a
interacao entre o potencial de Aharonov-Bohm e um rotor quantico levam a adi¢gao de um
termo na energia da particula, condizente com o espectro de energia obtido pelos calculos
convencionais do efeito AB (a menos de um termo constante que ndo depende dos niimeros

quéanticos e nao afeta as energias de transi¢ao entre os niveis).

Estudando a dindmica de duas particulas carregadas viajando por lados opostos
ao potencial de Aharonov-Bohm, verificamos que a diferenca de fase entre elas é causada
pela evolugao temporal das mesmas, devido a interacao de seus campos magnéticos com o
campo magnético de Aharonov-Bohm. Um procedimento semelhante foi realizado com
particulas que viajam sobre fios retilineos internos a tubos condutores, onde uma diferenca
de potencial é produzida durante um intervalo de tempo. Também neste caso a diferenca
de fase entre as duas particulas é causada pela evolucao temporal do sistema. Novamente,

os resultados obtidos concordam com a interpretacao convencional.

Finalmente, mostramos que a presenca de meios materiais nas regioes de campo
externo (no interior do solenoide, para o caso magnético e do tubo, para o caso elétrico),
modifica os resultados obtidos de maneira simples quando lidamos com materiais lineares e
isotropicos, introduzindo fatores multiplicativos (permissividade e permeabilidade relativas)
nas energias e mudancas de fase. Entretanto, mais estudos podem ser feitos futuramente,

considerando meios materiais com relagoes constitutivas mais complexas.

Com esses resutados concluimos que o efeito Aharonov-Bohm, nas suas versoes
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mais populares (efeito magnético de espalhamento, efeito magnético de estado ligado
e efeito elétrico) podem ser compreendidos exclusivamente pela interacdo de campos

eletromagnéticos.

Mostramos também que o potencial de Aharonov-Bohm, na teroia de calibre do

campo nao relativistico, ndo é produzido pela corrente externa de um solendide infinito.

Como perspectiva futura, consideramos ser factivel e relevante verificar se podemos

fazer uma analise semelhante para o efeito Aharonov-Casher.
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A Apéndices

A.1 Calculos de campos magnéticos utilizados neste trabalho

e Campo magnético de um solenoide infinito de raio a concéntrico ao

eixo z

O potencial vetor

dp
A 27TCL2¢ p=a (A1)
sol — P - .
7¢7 p > a,
2mp

pode ser reescrito utilizando func¢oes degrau de Heaviside:

Asol =

| p 1 5
> ?@(a —p)+ ;@(p - a)] ?; (A.2)

o calculo do campo magnético B,,; = V X Ay, leva a

1|10 .
B, = {p {8p(pA¢) }Z

2mp | a?
o 5
= _—536(a—p)z (A.3)
portanto,
¢
72.2, 14 <a
B, =1¢ 7™ (A.4)
0, p>a.

e Campo magnético gerado por uma particula a velocidade v
O campo elétrico gerado por uma particula pontual de carga ¢, centrada na origem,
1 qr

D
ey 12

(A.5)
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e seu campo magnético B é nulo. Entretanto, o campo magnético B’ originado por essa
1

r o 1
C2

A transformacao acima deve também levar em conta as transformacgoes das coordenadas

particula, para um observador a uma velocidade —v é

(A.6)

x,y,z — 2',y, 2. Entretanto, no limite nao relativistico (v << ¢), temos vy ~ 1, e 0 campo

magnético observado pelo referencial movel, quando este passa pela origem, é

1
B,:*QVXE
C

fo gV X T
= — . A7
4 r? (A7)
Esta situacao é equivalente a observacao de uma particula a velocidade v, passando pela

origem de um referencial em repouso, levando ao mesmo campo magnético.

A.2 Representacoes da funcao Delta de Dirac

e Representacao separavel:

Coord. cartesianas:  5(r — 1) = 8(z — 2')5(y — )3(= — 2 (A.82)
Coord. cilindricas:  8(r — ') — /1)5(,0 )66 —¢)5(z — ) (A.8D)
Coord. esféricas: 8(x — ) = —s(r —)3(6 ~ )50~ 0)  (Aso)
Minkowski:  6%(X — X") = ié(r — )t — ) (A.8d)

¢ Representacao integral:
5z — ) / dke*ika=a") (A.9)

onde subentende-se que a integracao é felta no intervalo k = (—o0, 00). Para uma

delta de Dirac tridimensional, podemos utilizar uma interpretagao semelhante:

1 ik-(r—r’
S(r—r') = 2 Hike(r—r) (A.10)

onde a integracgao é feita sobre todo o espaco euclidiano de k.

e Representacao de soma

0(¢p—¢) = Z e, (A.11)

S§=—00

onde ¢ e ¢’ sdo coordenadas azimutais que assumem valores entre 0 e 27.

1 Ver, por exemplo, referéncia [21], secio 11.10, com a ressalva de que as contas aqui estdo sendo feitas

no SI, enquanto no livro sao utilizadas unidades gaussianas.
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A.3 Funcoes Modificadas de Bessel e algumas propriedades

e Expressoes em termos de séries infinitas

—nl(n+s)!

L) =3 —L1 (;”) , (A.122)

El—s(x) — ]s(m)

2 sen sm

K(r) = (A.12Db)

no caso de K(z), para s = n inteiro, toma-se o limite s — n. Ainda, para s inteiro, temos

(A.13)
K(z) = K_4(x)
e Limites assintéticos (z — 0)
L(z) ~ (;x> (s +1), (s £ —1,-2,-3..) (A.14a)
1 —S

K.(z) ~ F(3)<2x> , (Re 5 > 0) (A.14b)
Ko(z) =~ —1In(x) (A.14c)

e Limites assintéticos (z — o0)

3/2
() ~ ! e’ +e" -0 = (A.15a)
R o v) |

3/2
K(x) ~ 1/%6736 +e "0 (;) : (A.15b)

A.4  Solucao da equacdo modificada de Bessel

Considere a equacao diferencial

d? 1d 52
TR B
[dp2 " pdp ( " p2>
onde definimos A = /k? — w?/c2. Impomos que a funcio Gy(w, k, s; p, p') deva se anular

para p — 00, e ser convergente para p — 0. Assim, fixando p’, a funcao deve ser proporcional

~ Lé(p—p
GO(w7k75;p7 p/> - _C(ppp)ﬂ (A16)

a Ky(\p) para p > p' e a I;(\p) para p < p

Go(w, k, s3p,p') = Us(Ap") Ks(Ap)O(p — p) + Vi(A) Ls(Ap)O(p" — p); (A.17)
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as funcoes U, e V; podem ser determinadas impondo-se que a funcao G seja invariante

por uma troca de argumentos, ou seja, éo(w, k,s;p,p) = éo(w, k,s;p',p), o que leva a
Us(Ap) = als(A),
(A.18)
Vi(Ap) = aK, (M),
e a constante o deve ser determinada. Reescrevemos entdo a funcio Gy:

Golw, k, 50, p') = a[ L) K (A0)O(p — ) + K.\ L(A0)O(p = p)|.  (A.19)

Temos as seguintes derivadas:

;p@o(w, kysip,p) = o[ L) K. (Ap) — KoM L(Ap)|6(p — o)
+ | I(A\p) (;p&(W) O(p —p') + Ks(\) (dls(Ap)) Oy - p)]
(d , NE ,
= a[ls(kp)(des(Ap))G(p—p)+K5(Ap)<dpfs(Ap)) ©(p —p)],
(A.20a)
d2c§ k V= alLow) [ LK. K\ I(\p) | |6 i
7 o(w, k. s;p,p') = a|L(Ap') o sA0) | = K ) | - Ls(Ap) | |0(p = £)

KS(AM) O(p — p) + K (M) (ijIS(Ap)) O — p)] ;

aplicando estes resultados na equacao diferencial,

d? 1d 2\ | ~
SLE L P k. sip, ) =
[dp2+pdp ( +p2) GO(w7 787p7p)

, N d? 1d , 8

= aly(\")O(p — p') d7p2+7d7p_ ()\ +2) K(Ap)
, , ? 1d , 8

+ o (Ap)O(p" — p) [dpz odp (A +2) Is(Ap)

I(A) (;;KS(AP)) — K(\p) (;pls(kp))] o(p—¢)

= al {IS(AP') (dApK‘SO‘p)) — K (M) (dipfs(kp))] o(p—p'); (A.21)
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o termo entre colchetes, avaliado no polo da delta de Dirac (p' = p), pode ser identificado

como o Wronskiano da equacao diferencial:

W(Ao) = L(A) (dﬁpf@(m) ~K.(\) (d‘jpfswﬂ ; (A22)

calculando o valor particular W (1) = —1, para todo s, podemos calcular o valor de W (\p):

W) = W (1) exp [— I dp’pl,]

v (A.23)

Substituindo este resultado na equagao (A.21) e comparando com o lado direito da equagao

(A.16), determinamos a = 1/¢, e a solugao final é

Golw, k,s;p,p) = i[ls(Ap’)Ks(Ap)@(p = p) + K. L) = p)].  (A24)

A.5 Integrais (teis

Sendo s e s’ nimeros inteiros e d, ¢ a delta de Kronecker:

27 . ,

° / dgf)el(s_s )9 — 2m0s s (A.25)
0
2 dop . 1
; ;:e—mﬁ cos ¢ = 5(5371 +0s-1) (A.26)
27 . 7
; ;ﬁe”‘ﬁ sen ¢ = —5((53,1 —0s-1) (A.27)

A.6 Calculo da integral de Gy(w, k, s; R, R) pelo teorema dos re-

siduos

Vamos calcular a integral

/OO %éo(u}, k,s; R, R) = _oo QOZCCKS(\/I{:Q — wQ/CQR)]S<\/k2 — wQ/CQR). (A.28)

—00 27

Deslocando os polos (fazendo k — k — i, com 6 — 0), podemos efetuar esta integral,

fechando um arco de circunferéncia no plano inferior do plano complexo (Figura 9).
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10

Cy

Figura 9 — Caminho de integracdo. A curva C fechada é composta por uma segdo sobre o eixo real, de —r
a r, e uma secdo Cy formada por uma semi-circunferéncia de raio 7.

A integral (A.28), avaliada no setor —r < k < r, pode ser expressa em termos das
integrais no plano complexo:

/T ﬁm(m; —i6)2 — w?/ER) L, (\/(k — i6)2 — w?/2R) =

—r 2TC

_ [ KS(\/(z—i5)2 —w2/c2R)]s(\/(z—i6)2 —WQ/CQR)

c 2mc

dz , .
~ o, %KS(\/(z —10)% — w2/c2R>IS(\/(z —10)% — w2/02R). (A.29)
Como nao ha polos no interior da curva, a integral sobre C' é nula. Para a integracao sobre
a curva Cy, escrevemos z em coordenadas polares:
z=re”,
4 (A.30)
dz = idf re®,

e teremos a integral

dZKs(\/(Z —10)% — UJ2/C2R)[S(\/(Z —id)2 — w2/c2R) _

Co

=i [ a0 v K (ire? —iop w2 R)L(\(re? —i6)? —w?/@R): (A1)

expandindo o integrando para r — co:

lim i/o_7T do reieKs(\/(rew —10)% — wQ/CQR)IS(\/(rew —10)% — wz/czR)

r—00
0\ —i0
—r | 1esgn(e?)e 1
= lim z/ df re”e[()+0( )
0

r—00 2 Rr r2

R

_ i/iﬂ decsgn(ew)
0

—0, (A.32)
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com csgn(x) sendo a fungdo sinal complezo:

1, Rex>0, ou Rex=0eZImax >0,
csgn = (A.33)
-1, Rex<0,ouRex=0eImazx<0

Portanto, a integral sobre o eixo real, no limite » — oo, se anula:

/°° ﬁm(ﬂk —i0)? —w/R)L(\/(k — i6)? — w?/*R) =

—o0 2TC
= 1m [’ ;Zin (\/(k = i6)2 — w2/ R)L(\/(k — 16)* — w?/2R)
= lim ;/ df re” K, (\/(rew —10)? — w2/02R)IS(\/(rei9 ' 2/62R)

= 0. (A.34)

Se construirmos a curva Cy no semiplano superior, o resultado serd o mesmo, pois os

residuos de i + w sdo nulos. Portanto,

/ e (ks BR) = 0. (A.35)

—00 21

O resultado acima foi obtido para R > 0, no entanto, podemos considerar o limte

R — 0 na equacgao acima e tomar

/ I e (0%, 5:0.0) = 0. (A.36)

—o0 &4T0
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