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Resumo

Considere um sistema de controle linear auténomo, completamente controlavel,
¥’ = Ax + Bu,

com z € R", u € R, A e B matrizes n x n e n x 1, respectivamente. E sabido da
teoria de controle que dados n € N ntimeros simétricos com respeito ao eixo real do plano
complexo, existe uma matriz F, 1 X n, tal que a matriz H = A + BF tem estes nimeros
como autovalores.

Utilizando este resultado, com os ntmeros A\ = iwg, Aa = —iwy, A3,...,\,, sendo
wp um numero real positivo e Re(\;) # 0, para i = 3,...,n, a proposta deste trabalho
¢é encontrar uma familia a quatro parametros de realimentacoes estaticas de estado da

forma

(1) ER" x R* = u = Fa + K(x, p)

com p = (o, pt1, f2, pt3) 0 vetor de parametros, tal que seja possivel determinar precisa-
mente o numero e a estabilidade dos ciclos limites que surgem no retrato de fase de cada

sistema de controle linear auténomo em malha fechada
' = Hx + BK(z, p),
em decorréncia de bifurcagoes de Hopf de codimensoes um e dois.

Palavras—chave: Sistema de Controle Linear, Bifurcacao de Hopf, Ciclo Limite.



Abstract

Let
1’ = Az + Bu,

be a autonomous linear control system, totally controllable, where x € R, u € R, A and
B matrices n x n and n x 1, respectively. It is known from control theory that given
n € N numbers symmetrical with respect to the real axis of the complex plane, there is a
matrix F, 1 x n, such that the matrix H = A + BF has these numbers as eigenvalues.
Using this result, with the numbers A\ = iwgy, Ay = —iwp, A3,..., \,, Where wy is a
positive real number and Re(\;) # 0, for i = 3,...,n, the purpose of this study is to find

a four—parameter family of static state feedback of the form
(z, 1) €ER" x R* = u = Fa + K(x, )

where = (o, pt1, f12, p£3) is the parameter vector, such that it is possible to precisely
determine the number and stability of limit cycles arising in the phase portrait of each
closed—loop control system

' = Hx + BK(z, p),

due to codimension one and two Hopf bifurcations.

Keywords: Linear Control System, Hopf Bifurcation, Limit Cycle.
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Capitulo 1

Introducao

No presente capitulo, sera apresentada a ideia geral desta dissertacao. Na Segao 1.1, serao
abordados alguns fatos historicos, fonte de motivagao para este trabalho. J& na Secao 1.2,
sera apresentado o problema o qual essa dissertacao pretende responder, bem como onde
foram encontrados recursos para a solugao deste problema. A Segao 1.3 consiste em uma
pequena revisao de literatura, onde estarao elencadas as principais referéncias utilizadas
nessa pesquisa, juntamente com um pequeno resumo sobre cada uma. E, para concluir,
na Secao 1.4 serd apresentada a estrutura desta dissertacao através da explanagao dos

contetidos que serao desenvolvidos em cada capitulo.

1.1 Aspectos Histoéricos

E conhecido na literatura, no que se diz respeito & Teoria Qualitativa das Equacées Dife-
renciais Ordindrias (EDQ’s), que as solugoes de um sistema diferencial autonomo podem
ser pontos singulares ou de equilibrio, imagens biunivocas de um intervalo da reta ou
orbitas periodicas. E, quando uma orbita periddica for isolada no conjunto de todas as
orbitas periddicas do sistema apresentado, tem-se entao um ciclo limite. A ideia inicial
sobre ciclos limites, se deu através dos estudos de equagoes diferenciais no plano, reali-
zados por Poincaré, entre os anos de 1880 e 1890. Apds isso, muitos pesquisadores tem

se dedicado a esse ramo da Teoria Qualitativa das EDO’s, ramo considerado dificil, mas,



ao mesmo tempo, fascinante. Exemplos disto, sao os estudos realizados por van der Pol,
Liénard e Andronov, no final da década de 1920, nos quais provaram que uma trajetoria
fechada de um modelo de oscilagao continua ocorrida em um circuito tubular a vacuo era
um ciclo limite, no sentido em que foi definido por Poincaré. A partir dai, com o surgi-
mento da definicao de ciclos limites, passou-se a estudar a existéncia ou nao, a unicidade,
bem como o numero maximo e outras propriedades que estes possuem. Atualmente, o
estudo de ciclos limites esté presente em muitas areas da ciéncia, dentre elas a Economia,
a Biologia e a Engenharia.

Ja a Teoria Matemdtica de Controle ou simplesmente Teoria de Controle, largamente
aplicada na area de engenharia, trata basicamente do estudo sobre o comportamento dos
sistemas dinamicos. E aqui que surgem os conceitos de malha aberta e malha fechada
(ou realimentacao), conceitos estes utilizados para controlar o comportamento dindmico
de um sistema.

Historicamente, as ideias sobre sistemas de controle estao presentes desde a Grécia
Antiga. Mas a Teoria de Controle tem como marco inicial, a publicacao do trabalho On
Governors de James C. Maxwell, em 1868, no qual hé analises de modelos dindmicos de
reguladores centrifugos. Um regulador centrifugo é um dispositivo que controla a veloci-
dade de rotagao de uma maquina de forma a manter a velocidade constante, independente
da carga mecanica ou das condi¢oes de operacao. Por exemplo, pode-se citar as maquinas
a vapor, onde se regula a admissao de vapor nos cilindros.

A partir da publicacao desse estudo houve um maior interesse, por parte da comu-
nidade cientifica, pelo tema na época. Assim, Edward Routh em 1877 e Adolf Hurwitz
em 1895 generalizaram, de maneira independente, os resultados de Maxwell referentes a
estabilidade de polinémios, visto que os resultados apresentados por Maxwell eram um
tanto limitados, pois apresentavam condigoes necessarias e suficientes para a estabilidade
de polinémios de grau 4, no maximo. Essa generalizacao ficou conhecida como Critério
de Estabilidade de Routh-Hurwitz.

No final do ano de 1903, os irmaos Wright fizeram seus primeiros voos de teste bem

sucedidos, uma grande aplicacao da teoria de controle. Mas, com o avango da teoria de



sistemas dinamicos, surgiu a oportunidade de desenvolver uma nova abordagem para os
sistemas de controle lineares. Com isso, nas décadas de 1960 e 1970 houve um grande
desenvolvimento de uma teoria estrutural dos sistemas de controle. Nesta teoria, tornou-
se importante os conceitos de controlabilidade e observabilidade, introduzidos por Rudolf
E. Kalman. A partir dai surge um maior ntimero de aplicagdes desta teoria, como o
lancamento de foguetes e satélites, o desenvolvimento da robética, bem como a modalidade

de piloto automaético nos avides em geral.

1.2 Problema Abordado Neste Trabalho

O presente trabalho tem por finalidade responder a seguinte pergunta:

E possivel construir uma classe de equacoes diferenciais na qual seja possivel
controlar o numero e a estabilidade dos ciclos limites que surgem no retrato

de fase de cada membro da classe?

Respostas para esta pergunta foram dadas em [1], [2] e [16] utilizando teoria de con-

trole. Aqui sera utilizada a abordagem fornecida em [2|, modificando apenas uma hipotese.

1.3 Revisao de Literatura

Nas referéncias 9] e [19] encontram-se as principais defini¢oes e resultados preliminares, os
quais permitem ter uma ideia geral sobre o que é e como se aplica a Teoria de Controle.
Como, no contexto desta dissertacao, um sistema de controle ¢ um caso particular de
equacao diferencial, alguns conceitos da Teoria Qualitativa das EDQO’s sao empregados.
Tais conceitos podem ser encontrados em [14]| ou, ainda, em [4], no qual se baseia parte
do artigo [2].

Ja o estudo de bifurcacoes de Hopf possui uma vasta literatura como, por exemplo,
[5] e [8]. No que se refere as aplicagoes da teoria de bifurcagoes de Hopf a sistemas de
controle, pode-se citar, no caso de codimensao um, o controle de bifurcacoes de Hopf de

codimensao um, estudadas em [16] e [17]. E, no caso de bifurcagoes de codimensao dois,



hé o estudo de bifurcagoes de Hopf nos casos de Bautin [1] e Bogdanov-Takens [3] os quais
desenvolvem o estudo em sistemas planares.

Vale ressaltar que existe um numero significativo de artigos que estudam sistemas
de controle juntamente com a teoria de bifurcagdes. Por exemplo, no artigo [1|, dado
um sistema nao linear no plano, cuja parte linear do campo de vetores, calculada no
equilibrio, tem autovalores complexos com partes reais nulas, busca-se encontrar maneiras
de controlar as bifurcacoes de Hopf de codimensao um e de Bautin, usando as funcgoes
multilineares simétricas que aparecem na expansao em série de Taylor do campo de vetores
proxima ao equilibrio. A realimentacao estatica de estado (ou lei de controle) empregada
nesse estudo, depende de dois parametros de bifurcacao e quatro parametros de controle,
onde é possivel estabelecer critérios tanto para a estabilidade do ponto de equilibrio, como
para a estabilidade dos ciclos limites.

Ja |16] tem como objetivo encontrar condigoes para controlar a ocorréncia de bifurca-
¢oes de Hopf de codimensao um em sistemas de controle nao lineares, cuja parte linear
na forma de Jordan real tem um bloco com dois autovalores complexos com partes reais
nulas e os demais blocos com autovalores com partes reais negativas. Sem assumir a hi-
potese de controlabilidade, é empregado o Teorema da Variedade Central para restringir
a dindmica a uma variedade bidimensional e projetar realimentacgoes estaticas de estado
as quais permitem identificar a estabilidade e a direcao da solugao periddica que surge.

Por fim, em [2], o qual é o artigo base desta dissertagao, encontram-se os resultados
que permitem garantir a existéncia de bifurcagoes de Hopf de codimensao um e dois em
sistemas de controle lineares autéonomos em malha fechada. Para isto é construida uma
familia a quatro parametros de realimentagoes estaticas de estado tal que, a variacao
de seus parametros, determina o ntimero e a estabilidade dos ciclos limites que surgem
no retrato de fase da correspondente familia de sistemas de controle lineares em malha

fechada.



1.4 Contetido dos Capitulos

Para uma melhor estrutura desta dissertacao, no Capitulo 2 serao abordados os conceitos e
os principais resultados associados com a Teoria de Controle Linear e a Controlabilidade
apresentados por Kalman, tendo como objetivo o estudo dos sistemas de controle em
malha fechada. Tais resultados darao suporte ao estudo de controle de ciclos limites que
vird no capitulo posterior.

Ja no Capitulo 3, aplicando os conceitos sobre controlabilidade, modificando uma
hipotese de [2] e construindo uma familia a quatro parametros de sistemas de controle
lineares auténomos em malha fechada (simplesmente uma familia a quatro parametros de
equagoes diferenciais ordinérias), sera abordado o estudo sobre a existéncia de bifurcagoes
de Hopf de codimensoes um e dois na tal familia. Neste capitulo estarao os teoremas
que garantem a existéncia de bifurcagoes de Hopf de codimensao um e dois, bem como
resultados os quais permitirao analisar a estabilidade dos ciclos limites em questao. Duas
aplicacoes estarao neste capitulo, as quais permitirao um melhor entendimento sobre a
teoria estudada até entao. A dissertacao é finalizada com as principais consideracoes em

Conclusoes.



Capitulo 2

Controlabilidade em Sistemas de

Controle Lineares

Neste capitulo, serao apresentadas defini¢oes e resultados referentes a Teoria de Controle
Linear, de modo particular, a controlabilidade. A Segdo 2.1, trata das defini¢oes e re-
sultados iniciais sobre o assunto. J& a partir da Secao 2.2, o interesse estara voltado
apenas para sistemas de controle lineares auténomos ou invariantes no tempo e dar-se-a
condicoes suficientes para definir quando tal sistema é dito ser completamente controlavel.
Na Secgao 2.3, dedicada a forma normal dos sistemas autonomos, sera apresentada uma
versao do Teorema da Decomposicao de Kalman. E, nas duas tltimas se¢oes do capitulo,
estarao as condigoes necessarias para que se possa avaliar quando um sistema de controle
linear auténomo pode ser estabilizado e, ainda, alguns métodos de estabilizacao. Cabe
ressaltar aqui, que os resultados apresentados nesse capitulo encontram-se em [9], porém
as demonstragoes de certos teoremas sofreram algumas modificacoes, a fim de evitar o

uso do conceito de observabilidade.



2.1 Sistemas de Controle Lineares

Neste trabalho, um sistema de controle linear ¢ um sistema da forma

' = A(t)x + B(t)u,
(2.1)
Yy = C(t)l'a
com o pardmetro t € [to,t1] C R chamado de tempo, x : [to,t1] —> R™ o vetor de estado,
u : [tg,t1] — R™ a entrada de controle ou vetor de controle e y : [tg, 1] — R a safda de
controle ou vetor de saida. Cabe ressaltar ainda que, a menos de que se afirme o contrério,
as fungoes

A [to,tl] — R™" B [to,tl] — R™™

neste contexto de estudo, serao consideradas continuas. Aqui, a notacao R™™ denota o
espaco vetorial de todas as matrizes reais com n linhas e m colunas. Os espagos vetoriais
R e R™! sdo identificados com o préprio R™.

Observe que a acao das variaveis de controle sobre a dinimica do sistema ocorre
unicamente na primeira equagao do sistema (2.1). Sendo assim, nao é necessario considerar
a equagao y = C(t)z. Com isso, a notagao (A, B) sera utilizada para representar um
sistema de controle linear descrito no sistema (2.1) ou, mais precisamente, a primeira
equagao em (2.1).

Considere agora a seguinte definicao.
Definigao 2.1.1. Seja ¢ : [to, t1] — R™" uma matriz fundamental para o sistema linear
¥ = A(t)x, (2.2)
com x € R". A func¢ao matricial
Dy : [to, t1] X [to, t1] — R™"

(ts) == Qa(t,s) = (t)o7'(s)

¢ denominada matriz de transi¢do do sistema linear (2.2).

As propriedades de ¢ e, portanto, de ® 4 podem ser encontradas em [14].



Como vetores de controle admissiveis serao considerados as fungoes
m
u e Lp([to,tl],R ),

isto é, as fungoes pertencentes ao espago vetorial de todas as classes de equivaléncias de
fungdes v : [to, t1] — R™ Lebesgue mensuraveis (que diferem apenas em um conjunto de

medida nula) tais que

/ o(8)[Pdt < oo.
[to,t1]

Aqui os casos de interesse sdo apenas p = 1 e p = 2. Assim, uma solu¢do em [ty, 1] do

Problema de Cauchy

o' = A(t)z + B(t)u, 03

l’(fo) = Xy,

com ty € [to, 1], € uma fun¢ao absolutamente continua
Q. [to,tl] — R"
t — oz =)

que satisfaz a equagao integral
t
z(t) = xo + /t0 (A(s)x(s) + B(s)u(s)) ds,
ou, equivalentemente, satisfaz a equacao diferencial ordinaria em (2.3) quase em toda
parte e a condicao inicial. Os espacos LP e o conceito de funcao absolutamente continua
podem ser estudados em [11], Capitulo 3 e pagina 120, respectivamente.
A solug¢ao do Problema de Cauchy anterior é tratada no seguinte teorema, cuja de-

monstragao ¢ dada em |[9].

Teorema 2.1.1. A solugdo ¢ : [to,t1] = R do Problema de Cauchy (2.3), com
u € L'([to, 1], R™), o € [to, t],

€ da forma

o(t) = P a(t, to)xo +/ D 4(t, s)B(s)u(s)ds.

to



O teorema anterior ainda é valido para u € L*([to,t1],R™), pois, como o intervalo [tg, t;]

é compacto, resulta da Desigualdade de Hdlder que L*([to, t1], R™) C L*([to, t1], R™).

Com essas preliminares torna-se possivel definir quando um sistema de controle linear

é controlavel.

Definigao 2.1.2. O par (A, B) € dito controlavel em [tg,t1], quando para todo par de
estados xg, v1 € R", existe um vetor de controle u € L([ty,t1],R™) de forma que a

solugao x : [to,t1] — R™ do Problema de Cauchy
¥ = A(t)xr + B(t)u(t),

x(to) = Xy,

satisfaz também a condigcdo de contorno x(ty) = z.

Quando a fungao u € L!([tg, t;], R™) controla a evolugao do estado z a partir do estado
inicial zy € R™ até o estado final x; € R", através da dindmica de 2’ = A(t)z + B(t)u,

conforme a Definigao 2.1.2; a notagao utilizada se dara da seguinte forma
(to, wg) — (t1,21).
Note que, pelo Teorema 2.1.1, um controle u satisfaz
(to, x0) — (t1,21)
se, € somente se,

x1 = Da(ty, to)zo + / 1 D 4(t1, s)B(s)u(s)ds.

to

O seguinte resultado é imediato a partir da Definigao 2.1.2 e mostra que o conceito

de controlabilidade pode ser definido de outras formas.

Teorema 2.1.2. Sao equivalentes as sequintes afirmacoes:

a. O par (A, B) é controldvel em [to, t1];

b. Para todo v, € R", existe uma funcgao u € L'([to,t1], R™) satisfazendo

(t(), 0) 'L> (tl, l’1>,
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c. Para todo xy € R", existe uma funcio u € L*([tg, 1], R™) satisfazendo

(to, xo) '# (tl, 0)
Demonstracao. Note que as implica¢oes (a) = (b) e (a) = (c) s@o imediatas, pois
valem para todo xg, z; € R", em particular, para xo =0 e z; = 0.

(b) = (a). Tome zy, 1 € R™ arbitrarios. Entao, z1 — ®4(t1,t0)xe € R™ e, por (b), existe

u € LY([to, t1],R™), tal que

(t[), 0) 'i> (tl, r1 — @A(tl, to)fﬂo),

ou seja, .
x1 — Palty, to)ro = Pa(t1,10)0 + / 1 D4 (t1, 5)B(s)u(s)ds.
Mas dai, t ’
11— Balty, fo)y = /t "Bt ) Bls)u(s)ds,
isto é, 0

21 = Bty to)mo + / " s(tr, ) B(s)u(s)ds.

to

e, portanto, (to, o) — (t1,71), o que implica que o par (A, B) é controlavel em [to,].
(c) = (a). Escolha zg, ; € R™ arbitrarios. Logo, xg — ®a(ty,t0) 'y € R" e, por (c),
existe u € L*([to, t1], R™), tal que

(to, o — Palty, to) toy) — (t1,0),

isto é, .
0 = @4t o) (o — Daltr, o) 121 + /t Bk, 5)B(s)uls)ds.
Mas entdo, (to, ) — (t1,71), pois 0
0 = ®a(ts, to)zo — 71 + / " (. ) B(s)u(s)ds.

to

21 = Bty to)mo + / " 4(t1, ) B(s)u(s)ds.

to
Logo, o teorema esté provado. |

A propriedade apresentada no item (c) do Teorema 2.1.2 é chamada de controlabili-

dade ao zero.
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2.2 Sistemas de Controle Lineares Auténomos

Definigao 2.2.1. Um sistema de controle linear (A, B) € dito ser wm sistema de controle
linear autdnomo ou um sistema de controle linear invariante no tempo, quando as matrizes

A e B forem constantes.

Como, neste caso, A € R™" é uma matriz constante, uma matriz fundamental ¢ com
a propriedade ¢(0) = E, sendo E a matriz identidade, é ¢(t) = e*4, Vt € R.

A matriz Wy, definida por
T *
Wy = / e *ABB*e " ds, (2.4)
0

sendo T" um numero real positivo, desempenha um papel importante no estudo da con-
trolabilidade de um sistema de controle linear auténomo (A, B). Esta matriz é real, pois
A eR™ e B e R™™ e ésimétrica, visto que (Wr)* = Wr. Aqui R* denota a transposta,

da matriz R. Note que a simetria decorre de
(e = e, ((B*SABB*e*SA*)}k = e BB*e, Vs € [0, 7).

Além disto, como para = € R,

T
(x,Wrz) = <£L’, (/ e_SABB*e_SA*ds) x>
0

T
:/ <x,e’SABB*e’SA*x>ds

0

. (2.5)
:/ <B*e_SA*x,B*e_SA*x>ds

0

T *
= / ||B*e™ 4 x
0

pois o integrando ¢ nao negativo, segue que Wr é positiva semidefinida, conforme a

ds > 0,

definicao a seguir.
Definicao 2.2.2. Uma matriz simétrica R € R™" é denominada:
a. Positiva definida, quando (z, Rx) > 0 para todo x € R™, x # 0;

b. Positiva semidefinida, quando (x, Rx) > 0 para todo x € R";
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c. Negativa definida, quando —R for positiva definida,
d. Negativa semidefinida, quando —R for positiva semidefinida,
sendo (-,-) : R" x R" — R, o produto interno usual em R™.

A notagao utilizada no caso (a) ¢ R > 0, no caso (b) ¢ R > 0, no caso (c) ¢ R <0 e,
por tltimo, R < 0 é empregada no caso (d).
E facil mostrar que os autovalores de uma matriz real simétrica positiva semidefinida

sao sempre reais e nao negativos.

Lema 2.2.1. Uma matriz simétrica R € R™™ € positiva definida se, e somente se, for

positiva semidefinida e nao singular.

Demonstragao. Ver a segao de Operadores AutoAdjuntos em [10]. |

No restante deste trabalho, o polindmio caracteristico pp da uma matriz D € R™" é
calculado da seguinte forma

n—1
pp(A) =det(AE — D) = A" + > " d;\,

=0

comd; €eR, i=1,...,n.

Teorema 2.2.1. Seja (A, B) um sistema de controle linear auténomo. As sequintes

afirmacgoes sao equivalentes:

a. O par (A, B) é controldvel em [0,T] para todo T > 0;
b. O par (A, B) € controldvel em [0,T| para algum T > 0;
c. A matriz Wy € nao singular para algum T > 0;

d. A matriz Wy € nao singular para todo T > 0;

e. Po(M) = n, sendo M = (B|AB|---|A"'B) a matriz de controlabilidade ¢ Po(M) o

posto da matriz M.
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Demonstracao.
(a) = (b). Nao ha o que fazer.

(b) = (c). Suponha que o par (A, B) seja controlavel em [0, T], para algum 7' > 0, e que
Wr seja singular. Se Wy é singular, entao existe x; € R™\{0} tal que Wrxz; = 0. Desta

forma, de (2.5), vem que

T
(x1, Wrxy) = / ||B*e™*4 2,||?ds = 0.
0
Da igualdade anterior, segue que
Be Vg, =0, Vtelo,T].

Como (A, B) é controlavel em [0, 7], existe u € L*([0,T],R™) tal que

(07 xl) 'L> <T7 0)7

ou seja,
T
0=e"™ (xl +/ eSABu(s)ds) :
0
e, assim,
T
T, = —/ e_SABu(s)ds.
0
Mas,

[l21][* = (z1,21)

— <g;1, — /0 ' eSABu(s)ds>

__ /0 " (oA Bu(s)) ds
- /OT (B*e**a1,u(s))ds = 0,

o que implica que x; = 0, ou seja, uma contradi¢ao. Portanto, W é nao singular para

T > 0.

(c) = (d). Seja T' > 0 como em (c) e tome T > 0 arbitrario. Da igualdade

T
<x1,fo1>:/ | B*e™5" 21 ||%ds, (2.6)
0
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segue que para (z1, Wiz1) = 0 deve ocorrer

a(s) = B¢ 1, =0, Vs € [0,T7.
Derivando a(s) k vezes, em relagao a s e calculando em s = 0, obtém-se
a®(0) = (=1)FB* (A 'z, =0, k=0,1,....

Com isso, multiplicando a igualdade anterior por t*/k!, segue que

(-1

b k!

(A )z, =0, k=0,1,... e tecl0,T).

Assim, tem-se

2
ds =0,

T T
(x1, Wrxy) :/ ||B*e_SA x1||ds :/
0 0

. * —1 ksk *
k=0 ’

ou seja,

1‘120.

Logo, T" > 0 tal como no item (c) implica em z; = 0. Assim, de (2.6), Wj ¢é positiva
definida e, portanto, nao singular. Como 7" > 0 é arbitrario, resulta que Wy é nio singular

para todo 1" > 0.

(d) = (a). Decorre do Lema 2.2.1 que o item (d) ¢ equivalente a Wy ser positiva

definida. Utilizando este fato, tome z; € R" e defina a fungao u € L*([0,T], R™) como
u(t) = Be* Wrta, t€10,7],
a qual esta bem definida pelo fato de Wy ser nao singular. Assim,
T *
2(T) = e=*40 +/ e *ABB*e Wy tads
0
T *
= (/ e *ABB*e ds) Wyle
0

=0+ WTWfliUl

= T.
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Logo,
(070) 'L> (Twrl)'

Portanto, do Teorema 2.1.2, segue que o par (A, B) é controlavel para todo T > 0.

(d) = (e). Suponha que Wz > 0, mas que o posto da matriz M = (B|AB|---|A""'B) é

menor do que n, ou seja, Po(M) < n. Entao, existe v € R", v # 0, tal que
v*A'B = 0,

para todo 0 <7 <n —1.

n—1
Seja pa(A) = A" + Zak/\k o polindémio caracteristico de A. Pelo Teorema de Cayley-

k=0
Hamilton (ver [6]), tem-se que ps(A) = 0, ou seja,

n—1

pa(A) = A"+ A =0,

k=0
isto é,
n—1
At ==Y " yAr =0.
k=0
Assim, para m > n, tem-se

n—1
Am =3 oM AR =,
k=0

(m)

sendo que para cada k = 1,...,n — 1, a; ' ¢é obtido como em fungao dos ntmeros
g, a1, . .., 0,_1. Definindo
n—1 . 00 N0
t/ o
i =Y by
= =
pode-se escrever
n—1
et = Z o (t) A,
k=0
uma vez que et = —A’. Logo,
k=0 /

v B =0,
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para todo ¢, ou seja,

(v*, 0" Wr) =0,
o que é uma contradi¢ao, visto que Wy é nao singular e v # 0. Portanto, Po(M) = n.

(e) = (d). Suponha que Po(M) = n, mas que Wy seja singular para algum 7". Entao,
existe v € R", v # 0, tal que
(v*,v*"Wr) =0,

ou seja,

v B =0, vt € [0, T).
Sendo assim, considerando t = 0, obtém-se
v*B = 0.

Agora, calculando a j-ésima derivada de v*e*4B = 0, em relacdo a t, aplicada em ¢ = 0,
tem-se

v AIB =0, j>0.

Desta forma,

v*(B|AB|---|A"'B) =0,

ou seja, Po(M) < n, contrariando a hipdtese. Portanto, Wy é nao singular para todo

T > 0. [ ]

A propriedade apresentada no item (e) do teorema anterior, é conhecida como Critério

de Kalman.

Definigao 2.2.3. Um sistema de controle linear auténomo (A, B), para o qual o Critério
de Kalman € satisfeito, € chamado de sistema de controle linear auténomo completamente

controlavel.
Sendo assim, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 2.2.1. Considere o sistema

¥ = Ax + Bu,
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sendo
0 1
A= ,
—1 0
e
0
B—
1
O produto AB € dado por
1
AB =
0
Assim, seque que
0 1
Po(B|AB) = Po = 2.
1 0

Portanto, pelo Teorema 2.2.1, tem-se que este sistema de controle é (completamente)

controldvel.

O lema a seguir, permitira analisar a questao da controlabilidade quando se tem per-

turbagoes em um sistema de controle linear auténomo completamente controlavel.

Lema 2.2.2. Seja (A, B) um sistema de controle linear autonomo completamente con-
troldvel. Entao, para toda matriz F € R™", o par (A+ BF, B) também é completamente

controldvel.

Demonstragao. Seja F' € R™™. Do fato do par (A, B) ser completamente controlavel,
segue que

Po(B|AB|---|A" 'B) = n.
Mas, note que
(B|(A+ BF)B|---|(A+ BF)"'B) = (B|AB|---|A" ' B)Q

sendo Q@ = E + N € R"" com N uma matriz nilpotente, ou seja, N¥ = 0 para algum

k € N. Pode-se calcular, de maneira recursiva, a matriz (), conforme os passos a seguir.
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Para n = 2, tem-se

E FB
(B|(A+ BF)B) = (B|AB + BFB) = (B|AB)
0 E

Ja para n = 3, segue que
(B|(A+ BF)B|(A+ BF)’B), (2.7)
mas,
(A+ BF)? = A> 4 ABF + BF(A + BF),

que, multiplicado a direita por B, resulta em
(A+ BF)’B = A*B+ ABFB + BF(A + BF)B.

Assim, (2.7) pode ser representada por
(B|(A+ BF)B|(A+ BF)’B) = (B|AB + BF|A*B+ ABFB + BF(A+ BF)B)
E FB F(A+FB)B
= (B|AB|A?B) | o E FB
0 0 E

Generalizando esse processo, obtém-se a seguinte expressao,

k—1
(A+ BF)" = A"+ > " A'BF(A+ BF)*"". (2.8)

i=0
De fato, por inducao segue que para k =1

0
A+BF =A+> A'BF(A+BF)"™"~' = A+ BF.
=0

Supondo valido (2.8) para k arbitrario, serd mostrado que continua vélido para k+ 1. De
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fato,
(A+ BF)*! = (A+ BF)*(A + BF)
k—1
= (Ak +) A'BF(A+ BF)’“”) (A+ BF)
=0
k—1
= A*(A+ BF) + (Z A'BF(A + BF)’H‘l) (A+ BF)
=0
= A"+ A*BF + (BF(A+ BF)*!' + ABF(A + BF)* 2+
A’BF(A+ BF)*3 4 ...+ A*"'BF) (A + BF)
= A" + AkBF + BF(A+ BF)" + ABF(A+ BF)* '+
A’BF(A+ BF)*?+ ...+ A*'BF(A + BF),
ou seja,

(A4 BF)F = oM 4 Xk: A'BF(A+ BF)*,
Logo, (2.8) vale para todo k € N e multiplicazrzgo a direita por B, obtém-se
(A+ BF)"B = A*B + ki A'BF(A+ BF)"1B,
i=0
o qual é o termo geral que permite calcular a matriz () para todo k£ € N. Da forma
com que @ foi construida, tem-se que ela é triangular superior, cujos termos da diagonal

principal sao todos iguais a E. Logo, () é nao singular e, portanto,
Po(B|(A+ BF)B|---|(A+ BF)" 'B) = Po(MQ) = Po(M) = n,

mostrando que o par (A + BF, B) é completamente controlavel. |

2.3 Forma Normal dos Sistemas Auténomos

Conhecida também como Forma Normal de Kalman, é obtida a partir de uma propriedade
que os sistemas de controle lineares autonomos possuem, a qual permite reescrever o

sistema em uma forma especial. Sendo assim, seja

' = Ax + Bu, (2.9)



20

um sistema de controle linear auténomo e considere P € R™" uma matriz nao singular.
Fazendo
y = P,
segue que,
y = Px'. (2.10)
Desta forma, substituindo (2.9) em (2.10), obtém-se
Yy = P(Az + Bu)
= PAx + PBu

= PAP 'y + PBu.
Com isso, tem-se que

y’ = fly—i—éu,

sendo A = PAP'e B = PB.

Disto segue a seguinte defini¢ao.

Definigao 2.3.1. Os sistemas de controle lineares autonomos (A, B) e (A, B) sdo ditos
ser linearmente equivalentes, se existir P € R™", ndo singular, tal que A = PAP™' ¢

B =PB.

Note que ser linearmente equivalente, segundo a definicao anterior, ¢ uma relacao de

equivaléncia.

Teorema 2.3.1. Se (A, B) e (A, B) sdo sistemas de controle lineares auténomos linear-

mente equivalentes, entao

Po(M) = Po(M),
com M = (B|AB|---|A"'B) ¢ M = (B|AB|---|A"'B).
Demonstragido. Como (A, B) e (A, B) sdo sistemas de controle lineares auténomos
linearmente equivalentes, da Definigao 2.3.1, segue que existe uma matriz P € R™", nao
singular, tal que A = PAP~' ¢ B = PB. Desta forma, como M = (B|AB|---|A""'B),

segue que

B = PB,
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AB = PAP™'PB = PAB,

A’B = AAB = PAP'PAB = PA’B,

A" B = A" 2AR = PA" 2P lPAB = PA™ !B,

ou seja,
A*B = PA*B, k=1,...,n—1.
Assim,
M = (PB|PAB|---|PA" 'B)
= P(B|AB|---|A"'B)
= PM.
Logo

Po(M) = Po(PM) = Po(M).

Lema 2.3.1. A imagem de M, denotada por Img(M), é o menor subespago de R"™, A-

invariante, que contém o subespago Img(B).

Demonstracao. Seja
M :R"™ — R"

x+— Mx,
B:R™ — R”

xr — Bx.

Se y € Img(M), entao existe z € R™ tal que
y = (B|AB|---|A"'B)x.

Mas,
Ay = (AB|A?B|---|A"B)x € Img(M),
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isto é, A (Img(M)) C Img(M), ja que, pelo Teorema de Cayley-Hamilton, segue que

An = —an,lAnfl — e — CllA — aoE,

A"B = —q, A" 'B— ... —a,AB — ayB.
Tome agora y € Img(B). Entao, existe x € R™ tal que
y = Bz
= (B|AB|---|A"'B)(z,0,...,0)* € Img(M),

com 0 € RM ou seja, Img(B) C Img(M).
Resta mostrar ainda que Img(M) é o menor subespago A-invariante que contém Img(B).
Para isso, seja S C R™ um subespago A-invariante qualquer que contém Img(B). Assim,

B € S, significando que cada uma de suas colunas estda em S, e
AB,... A" 'Be S,

pois S é A-invariante. Logo, M € S e como Img(M) é o subespago do R" gerado pelas
colunas de M, resulta que

Img(B) C Img(M) C S.

Teorema 2.3.2. Se 0 Po(M) =r < n, entao o par (A, B) € linearmente equivalente ao

par

Ay A B,
0 Ay 0
Mais ainda, o par (Ay1, By) € controldvel e Po(M,) = r, sendo
Ml - (Bl|1211131’ e |A?{1B1)
Demonstragao. Se o Po(M) = r < n, entdo existem r colunas linearmente independen-

tes da matriz M. Sejam vy, ..., v, estas colunas. Entao, {vy,...,v,} é uma base do subes-

paco Img(M). Logo, existem vetores v,y1,...,v, € R" tais que {v1,..., 0, Vps1,...,0n}



23

é uma base do R™.

Pelo Lema 2.3.1, Av; € Img(M), j = 1,...,r, pois é A-invariante. Assim, existem

escalares o; ; € R, 4,7 = 1,...,n, com alguns nulos, tais que

Avy = a1 + -+ 10 + 00 + -+ Ovy,

AUT = 0,01 + -+ Ay rUp + OUrJrl + - O'Un,

AUT—H - Oél,r—&—lful + -+ Oé'r,r—l—lvr + aT+1,T+1UT+1 +--- 4+ an,r—i—lvny

Av, = QU1+ 0 QU + Q1 Vg1 + 00 QU

Com isso, considere a matriz nao singular
Pl = (vy] - [o|vpsa] - - - |vm).
Como A = PAP™!, entao AP~! = P~'A. Neste sentido,

Ap-1 — (AU1| - |AUT|AUT+1| s |Avn>

Gy - Ay Oy py1 -0 Q1
Qpy - Oy
= (1] - [or|vpga] - - |vn)
0 - 0
0O --- 0 Qpril ** Qo
12111 12112
— p-! 7

sendo Ai1, uma matriz r X r. Da mesma forma, cada coluna da matriz B, isto é, Be;,

sendo e;, 1 = 1,...,m, um elemento da base candnica do R™, é combinagao linear de v;,
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i=1,...,r, pois B € Img(M). Entdo, existem escalares 3;; € R, i,j = 1,...,n, com

alguns nulos tais que

Bey = v + -+ Bravy + 0vppq + - - -+ Ovy,,

B€m = ﬁl,mvl +oeee /Br,m'vr + OUT-‘rl + -+ Ovy.

ou seja,
P11 - Bim
57’,1 : Br,m 1 Bl
B = (vl o, [vrsa] - - vn) - P
0 0 0
0O --- 0

com Bj, uma matriz r X m. Agora, resta mostrar que (Aj;, B;) é controlavel e que

Po(M) = r. Para isto, basta observar que Po(M) =r e

e B, AuB, --- A7'By Ay B, - AyDB
0 0 0 0 0

Mas, pelo Teorema de Cayley-Hamilton, para cada j > r, flju ¢ combinacao linear de /Nlil,

1=20,1,...,r — 1. Assim, segue que
PO(BllzzillBﬂ ce ’A?;lél) =T,
e, como consequéncia, (A1, By) é controlavel. |

Ainda neste sentido de controlabilidade, segue uma aplicacdo de controlabilidade e

estratégias de controle 6timas. Esta aplicagao é dada pelo teorema a seguir.
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Teorema 2.3.3. Seja (A, B) um sistema de controle linear autonomo e T > 0. Defina a

matriz

T
Vi = / BB e ds. (2.11)

0

As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

a. A entrada de controle u € L*([0,T],R™) definida por
u(t) == =BT 04y 1 (e"zo — a1), t € 10,77,

satisfaz a propriedade

(0, 20) — (T, x1). (2.12)

b. Dentre todas as entradas de controle uw € L*([0,T],R™) que satisfazem (2.12), u €

aquela que minimiza o funcional quadrdtico

J(u) = / ()| Pdt,

e o valor atingido por J €
T
J(w) :/ [a(t)||Pdt = (V7 '( TAzy — 1), (g —11)). (2.13)
0

Demonstracao.

a. Considere o produto interno definido no espago L*([0, T],R™),
T
()= [ {uls)o(ods,  Vave L(0.TLRY).
0
Logo,
g 2
(wa)y = [ lato)| a
0
r 2
= / HB*e(T_t)A V(e ey — :L‘l)H dt
0
T
_ / <B*€(T_t)A VT—1<€TA:EO . xl); B*G(T_t)A VT_I(eTA.ZU() o x1)> dt
0
T *
= </ eTDAR BTy (T Ay — p))dt, Vit (€T 4wy — x1)>
0

= <VTVT_1(€TAx0 — 1), VT_I(eTAxO — x1)> ,
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isto é,
r 2 A TA
/ a2 dt = (Vi (™o — 21), (P20 — 21)) < o0, (2.14)
0

o que mostra que u € L*([0,T],R™).
Recorde que a matriz de transicao de um sistema de controle linear autonomo é dada por

D 4(t,s) = =94, Sendo assim, segue que
T
x(T) = eT4xq +/ e T=DABa(t)dt
0

T
= T2y + / T AB(—B*e TV (T A% — 21))dt
0

T
=Ty + / TR Br =AYy (T Ay 2y dt
0

T

= Tz, + (/ e(T_t)ABB*e(T_t)A*dt) Vit (—eT4zg + 21)
0

= eTAxg + VeV (—eT A2 + 21)

= eTAzy — eTxy + 21

= I.

b. Sendo u € L?([0, T],R™) um controle qualquer satisfazendo (2.12), entao resulta que
T T
/ (u(s),u(s))ds = —/ (u(s), BI04y (T Az, — 1)) ds
0 0
T
= — </ eT=D4Buy(s)ds, Vi (el a — x1)> (2.15)
0

= <(€TAZL‘0 — 1), VT_I(eTAxO — m1)> )

Portanto, de (2.14) e (2.15), obtém-se que

/0<u(s)7ﬂ(s)>d3:/0 (u(s), u(s)) ds. (2.16)

Mas, (2.16) equivale a
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Porém,
(u—a,u—1u), = (u,u), —2(u, ), + (U, u),

= <u7 u>2 —2 <?_L, ﬂ>2 + <ﬂ, ﬂ>2

= <uv u>2 - <ﬂ, a>2>
ou seja,

T T T
| P = [ aia [ - o)
0 0 0
T
> [ liapa,
0

o que implica que J(u) > J(u), com o valor de J(u) dado em (2.14). |

Cabe ressaltar aqui, que o resultado apresentado no Teorema 2.3.3 permite a seguinte

interpretacao:

A estratégia de controle dtima u dada em (2.11) € solugao do problema de

controle otimo
¢ T
win J(u) = [ lu(o)] .
0
s.a.
u € LQ([O,T],Rm),
2’ = Ax + Bu,

z(0) = xo,

z(T) = x;.

Exemplo 2.3.1. Seja
2’ = Az + Bu,

o sistema de controle linear autonomo do Exemplo 2.2.1. Tome xo = (01, %02), T1 =

(x171,212) e T =2m. Assim, como
cos(s) sen(s)

—sen(s) cos(s)
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resulta que

m 0
Vi =
0 =

Com 1isso, tem-se que a estratégia de controle otima u € dada por

a(t) = (sen(t)xm —sen(t)zyy + cos(t)xre  cos(t)zos + sen(t)ry; — cos(t)xm)

U Y
s s

para todo t € [0.27]. E, ainda,

J(u) =

(1'0,1 — .7}1’1)2 + l’il + (1’0,2 — I1,2)2 + .Ti2

™

2.4 Estabilidade

Aqui, ser@ao apresentados alguns resultados no que se diz respeito ao comportamento de
solugoes em longos periodos de tempo. De modo especifico, serd estudado o método de
Lyapunov dando sentido ao que seré feito na se¢ao seguinte, que enfatizara a estabilizacao
de sistemas de controle. Alguns conceitos, resultados e notagdes foram retirados de [14].

Seja f : A — R"™ um campo vetorial de classe C¥, k > 1 ou k = oo, no aberto A C R™.

Dada uma condigao inicial x € A, a solugao maxima tnica do Problema de Cauchy
o' = f(z)

z(0) = z,

(2.17)

definida no intervalo maximal I C R, com 0 € I, serd denotada por ¢ : I — A. Se
T € A étal que f(x) = 0, entdo T é chamado de ponto singular ou ponto de equilibrio
do campo vetorial f. Observe que um ponto de equilibrio é uma solucao constante do
sistema auténomo x’ = f(z) e, ainda, mediante uma transla¢ao do ponto de equilibrio,
nao ha perda de generalidade em supor que z = 0.

Quando f(z) = Az, para todo x € A = R", com A € R™", é sabido que a soluc¢éo ¢

de (2.17) é da forma p(t) = edx, Vt € I = R. Neste caso, se ocorrer

lim e’
t—o0

Ay =0, Vo e R",

o ponto de equilibrio Z = 0 é chamado de atrator do sistema linear autéonomo =’ = Ax.

As proximas definigoes serao utilizadas no restante da segao.
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Definigao 2.4.1. Seja ¢ uma solu¢io da equagdao diferencial em (2.17), definida para
t > 0. Diz-se que @ € estavel se para todo € > 0 existir 6 > 0 tal que se 1 € outra solugao

da equagao diferencial em (2.17) e

[(0) — ¢ (0)] <4,
entao 1 estd definida para todot > 0 e

() — ()] <,
para todo t > 0. Se além disso, existir 61 tal que

[¥(0) — »(0)] < 0y,

implicar que
li — =
Jim |9 () = o(t)] = 0,
diz-se que @ € assintoticamente estavel.

O teorema a seguir trata da estabilidade do ponto de equilibrio z = 0 de 2’ = Ax.

Teorema 2.4.1. Considere o sistema

com A € R™™. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

a. O ponto de equilibrio x = 0 € assintoticamente estdvel;

b. O ponto de equilibrio T = 0 é um atrator;

c. max{Re(X\;):i=1,...,n} <0, sendo cada \;, i =1,...,n, um autovalor de A.
Demonstragao. Ver [14]. |
Definicao 2.4.2. Uma funcio V : U — R, com U C A uma vizinhang¢a qualquer do

ponto de equilibrio T = 0, € denominada uma funcdo de Lyapunov para o sistema auténomo

' = f(x) quando satisfaz:
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a. V € diferencidvel em U;

b. V(0) =0, V(x) > 0, para todo x € U\{0};

c. V(z)= %V(cp(t)) = (VV(z), f(x)) <0, para todo x € U.

Diz-se ainda que V € uma fun¢do de Lyapunov estrita para o sistema auténomo x’' = f(x)

quando, além de (a) e (b), for satisfeita a sequinte propriedade:

d. V(x) <0, para todo x € U\{0}.

Teorema 2.4.2. Seja V' uma fungao de Lyapunov estrita em U para o sistema auténomo

' = f(x), sendo U uma vizinhang¢a de 0 € A. Entdo, o ponto de equilibrio T = 0 é

assintoticamente estdvel.

Demonstragao. Ver [14]. |

Antes de seguir, considere a seguinte definicao.

Definicao 2.4.3. Uma matriz R € R™ em que todos os autovalores possuem partes
reais negativas é denominada matriz estavel. A matriz R também € conhecida como matriz

Hurwitz.

Com isso, é possivel apresentar o seguinte lema, o qual apresentard a solugao de uma
equagao matricial que é fundamental para a formulacao do Critério de Lyapunov no

contexto da teoria de sistemas de controle lineares auténomos.

Lema 2.4.1. Sejam U € R*", V € R™™ e W € R™™. Se U e V sao matrizes estdveis,

entao a unica solu¢ao da equacao matricial
UX+XV+W=0,
com X € R™™ ¢ a matriz estavel X definida por

X::/ cUWetVdt.
0
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Demonstracao.
Existéncia. Da Proposigao 10, pag. 63, de [14] e da hipotese, segue que existem cons-

tantes reais c1,co > 1 e [y, P2 > 0, tais que
1eV]] < cre™t e ||| < e, Wt > 0.
Tomando ¢ = max {¢y, ¢} e § = min {f, B2} segue que
I[eV]| < ce™ e ||| < ce”P, vt >0.
Assim, para T > 0, tem-se que

1

T T
/ etUWetth‘ ‘ < / ||etUWetV| |dt
0

0

T
s/ VIVl dt
0
T
< / e |V ||t
0

2 28 r
. 2Bt
- [Iwlige ]

=
g, |

0

Tomando o limite quando T" — oo na expressao anterior, resulta que X é convergente

pelo Critério da Comparagao. Segue ainda que,
T d
eTVWelV — W = / — (e We'V)dt

T

:/ (UeWeV 4 " Wve)at
0
T

—/ (Ue"WetV + e WelV'V)dt
0
T T

= / (UeWeV)dt + / (e WelVV)dt
0 0

T T
=U ( / UetUWetth) + ( / 6tUWetVth> V.
0 0

Novamente, tomando o limite quando 7" — oo, obtém-se

lim |[e""WeTY —W|| = H lim e"YWelV — W” .
T—o0 T—o00
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Mas,

0 < |le™Wer || < [le™[[[[W[[[e™]] < e > ||,
o que implica, pelo Teorema do Confronto e pelas propriedades da norma, que
lim [|""WeY|| =0,
T—o0
ou seja,

lim (eTUWeTV — W) =—-W,

T—o00

concluindo que

X:/ eUWetV dt,
0

é solucao da equacao —W = UX + XV e provando a existéncia de solugao.

Unicidade. Suponha que X; e X5 sejam solugoes de
UX+XV+W=0.
Definindo X = X; — Xo, segue que
UX1+ X3 V4+W—-UXy+ XoV+W) =0,

ou seja,

(UX, —UXy) + (Xq1V — XpV) =0,

ou ainda,

U(Xy — Xo) 4+ (Xy — Xo)V =0,

sendo possivel concluir que X eRmm ¢ solugao de
UX 4+ XV =0. (2.18)

Assim, de (2.18),

d N N N N -
E(etUXetv) =UeVXe + eV XVe =V (UX + XV)e'Y =0,

o que permite concluir que eV Xe!V = C, sendo C' € R™™ uma matriz constante. Em

particular, em t = 0, tem-se que C' = Xe

etV XetV = X, vt > 0.
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Por outro lado,

0 <V XelV|| < e X, vt > 0.
Tomando o limite quando t — oo, obtém-se que X = 0, ou seja,
X=X -X,=0,
implicando que X; = X5 e provando a unicidade da solugao. |

Agora, no teorema que segue, sera apresentada uma equacao matricial, a qual fornece

uma forma equivalente de definir a estabilidade de uma matriz.
Teorema 2.4.3. Dada uma matriz A € R™", sao equivalentes as sequintes afirmagoes:
a. A € uma matriz estdvel;

b. FExiste uma matriz positiva definida P € R™"™ tal que

A*P+ PA=—F. (2.19)

Demonstragao.
(a) = (b). Se a matriz A é estavel, a existéncia da matriz P € R™" segue diretamente
do Lema 2.4.1, considerando as seguintes modificagoes: U = A*, V = A e X = P. Mas,

resta ainda, mostrar que P é positiva definida. De fato, se z € R"\{0}, entao

(x, Px) = <x, (/ etA*EetAdt> x>
0
- <:c, (/ etA*etAdt> :v>
0
= / <etAa:,etAx> dt
0
_ / et4a][2dt > 0.

0

(b) = (a). Agora, seja P € R™" uma matriz positiva definida a qual satisfaz (2.19).
Defina
V(x) = (z, Px), x € R".
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Logo, tem-se que V' € C* e satisfaz V' (0) = 0 e V(x) > 0, para todo x # 0, mostrando
(a) e (b) da Definigao 2.4.2. Além disto,

V(e(t) = 2V (o(t)

= & ol Po(t)

= (¢/(t), Po(t)) + (p(t), Pe(t))

= (Ae"x, Pe'tz) + (e, PAe'x)

(2.20)

= (etz, A*Petz) + (ex, PAe )

= (ez, (A*P + PA)e'z)

e da Definigao 2.4.2; segue que

Viz) = Lvip)

dt —0
= (x,(A*P + PA)z)
= (x,—FEx)
= —|lz[]*.
Logo, V(z) < 0, para todo z € R\{0} e, portanto, V & uma funcdo de Lyapunov
estrita segundo a Definicao 2.4.2. Com isso, do Teorema 2.4.2, segue que o equilibrio
T = 0 é assintoticamente estavel. E, do Teorema 2.4.1, pode-se concluir que A possui

todos seus autovalores com partes reais negativas. Portanto, A é estavel o que conclui a

demonstracao. |

Teorema 2.4.4. Sejam A, X, W € R™" ¢ B € R™™ matrizes satisfazendo:
a. A X+ XA =-W;

b. W — BB* ¢ positiva semidefinida,
c. O par (A, B) € controldvel.

Entao, a matriz A € estavel se, e somente se, X for positiva definida.
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Demonstracao.
(=>). Seja A € R™" uma matriz estavel. Do Lema 2.4.1, tomando U = A e V = A,

segue que a unica solugao de AX + XA* = —-W &

X = / eAWeth dt.

0
Desta forma, para x € R", tem-se
(x, Xx) = <x, </ etAWetA*dt) m>
0
— / (z, e W z) dt
0

:/ (e, We z) dt
0

- (2.21)
> / <etA*x, BB*etA*J;> dt
0
= / (B*e "z, B*e'" ) dt
0
= / || B*e x||2dt > 0.
0
Suponha que exista x # 0 tal que
Bz =0, vt > 0.
Derivando a expressao anterior em relacao ao parametro t vem que
B (A e s =0,  Vt>0, k=1...,n—1, (2.22)
e, calculando em t = 0,
(B*|B*A*| -+ |B*(A*)" N = M*z = 0, (2.23)

sendo M* = (B|AB|---|A" ' B)*. Mas, aplicando o Teorema do Nicleo e da Imagem em

M* : R™ — R™ resulta que
Po(B|AB|---|A"'B) = Po(B|AB|---|A" 'B)* < n,
contrariando a hipotese do par (A, B) ser controlavel. Logo,

/ | B*e z||?dt >0,  VoeR"\{0}
0
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e de (2.21) resulta que X é positiva definida.

(«<=). Suponha agora que X > 0 e defina
V(z) = (z, Xz), r € R"™.

Basta mostrar que V' é uma funcao de Lyapunov estrita do sistema 2’ = A*x e, assim, A*
é uma matriz estavel e, portanto, A também é uma matriz estavel.

Resulta que Ve C*, V(0) =0 e V(z) > 0, Vo € R"\{0}, o que mostra que V satisfaz
(a) e (b) da Definigao 2.4.2. Além disto, fazendo as substitui¢goes A* — A, X — P em

(2.20), calculando em ¢t = 0 e utilizando a equagdo AX + X A* = —W, segue que
V(z) = (z,(AX + X A*)z)
= (x,—Wx)
= — (=, W) <0,

pois, por hipétese, W — BB* > 0, o que implica que W também é positiva semidefinida.

Seja agora ¢(t) = ez, t € R, solugao do Problema de Cauchy

= Az,
z(0) = z,
tal que
SV(e() = (), WD) =0, Vi >0
Assim,

0 < (p(t), (W = BB*)p(t)) = (p(t), We(t)) — {p(t), BB ¢(t))
= —(B*p(t), B*o(1))
= — (B*e"x, B*e' 1)

= —||B* et x| |?, Vit > 0.

Logo, B*e!"x = 0, Vt > 0 e, repetindo o procedimento (2.22), resulta de
(B|AB|---|A"'B)*x = 0,

que z = 0, pois o par (A, B) é controlavel por hipotese. Portanto, V(x) < 0, Vz € R™\{0},
mostrando que V satisfaz o item (d) da Definicao 2.4.2. [
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2.5 Estabilizacao

Nessa secao, o principal objetivo é definir como e quando um sistema de controle linear
autonomo pode se tornar estavel. A forma mais comum de realizar esse estudo é obter
a entrada de controle através do vetor de estado ou de saida, dando sentido entao a
realimentacao estatica de estado ou de saida. Sera mostrado que no caso dos sistemas de
controle lineares autéonomos, esse estudo esté diretamente relacionado com os autovalores
da matriz A do sistema.

Sendo assim, sejam A € R™", B € R™™ e considere o sistema de controle
t' = Ax + Bu, (2.24)

também chamado na literatura de sistema de controle (linear auténomo) em malha aberta.
Suponha que a entrada de controle u do sistema é obtida através do vetor de estado z,

pela seguinte fungao linear

u= Fux, (2.25)

com F € R™" chamada de matriz de realimentagdo. Uma fungdo da forma (2.25) é um
caso particular em teoria de controle de um objeto conhecido como realimentacdo estatica

de estado. Neste contexto, em geral, uma realimentacao estatica de estado é uma fungao
u = F(z),

com F : R” — R™ uma funcdo de classe C¥, k > 1, em R".

Substituindo (2.25) em (2.24), segue
¥ = Az + BFx,

ou seja,

' = (A+ BF)z. (2.26)

O sistema de controle linear autéonomo (2.24) na forma (2.26) é conhecido como sistema
de controle (linear auténomo) em malha fechada.

Com isso, tem-se a seguinte definicao.
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Definigao 2.5.1. O par (A, B) é denominado estabilizavel, quando ezxistir F' € R™" tal

que a matriz A+ BF € R™ ¢ estdvel.

Desta forma o sistema (2.24), quando escrito em malha fechada, toma a forma (A +
BF, B). Do Lema 2.2.2 a controlabilidade de (A + BF, B) resulta da controlabilidade

de (A, B). Com isso, tem-se o seguinte resultado.

Teorema 2.5.1. Seja (A, B) um sistema auténomo controldavel. Entao, (A, B) € estabi-

lizdavel pela matriz de realimentacao
F:=-B*W;' (2.27)
com T > 0.

Demonstracao. Da Definicao 2.5.1, basta mostrar que a matriz A + BF' ¢é estéavel,
com F' tal como em (2.27). Tendo isto em conta, a demonstracao desse teorema segue do

Teorema 2.4.4 considerando as substituigoes
(A+ BF,B) — (A, B) e Wr — X.

Por construgao, Wr é positiva semidefinida e, mais ainda, o Teorema 2.2.1 garante que
W é positiva definida. Do Lema 2.2.2, segue que o par (A + BF, B) é controlavel, se o

par (A, B) também o for. Sendo assim, resta mostrar ainda que a matriz W em
(A+ BF)Wp + Wrp(A+ BF)" = -W

é tal que W — BB* é positiva semidefinida. De fato,
(A+ BF)Wp + Wrp(A+ BF)* = AWyp + BFWp + Wrp(A* + F*BY)
= AWy + B(—=B*W; YWy + WrA* + Wy (=W, ' B)B*
= AWy — BB* + WpA* — BB*
= AWr + WrA* —2BB*

Td .
= —/ pr (e_tABB*e_tA ) dt — 2BB*
0

— _efTABB*efTA* — BB*= —-W.
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Com isso, chega-se a seguinte identidade
W — BB*=¢ "BB* e ™"
concluindo que W — BB* é positiva semidefinida. |

Observe que no Teorema 2.5.1 tem-se a garantia de que sistemas de controle lineares
autonomos controlaveis sao estabilizaveis através de uma realimentacao estatica de estado.
Mas a reciproca nao é verdadeira, isto é, o fato do par (A, B) ser estabilizavel, nao implica

que (A, B) seja controlavel. Para isso, basta considerar o seguinte exemplo.

Exemplo 2.5.1. Seja
t' = Ax + Bu, (2.28)

um sistema de controle linear auténomo com

Note que (2.28) estd na forma normal de Kalman. Da Definigao 2.5.1 segque que o
sistema (2.28) ¢ estabilizdvel por F = (fo, f1) € R? com fo < —1 e fi arbitrdrio. Mas

note que
1 1 1 1
0 -1 0 0
resultando que
11
M —
0 0

Assim, Po(M) = 1 e, portanto, pelo Teorema 2.2.1 seque que o par (A, B) nao é

controldvel.

Afim de esclarecer a observac¢ao anterior, o proximo teorema ajudara no que diz res-
peito a investigacao de condigoes suficientes para garantir a controlabilidade de sistemas

estabilizéveis.
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-

Teorema 2.5.2. Seja (A, B) um sistema de controle linear autéonomo. Entao, (A, B) é

controldvel se, e somente se, (A, B) e (—A,—B) sao ambos estabilizdveis.

Demonstracao.

(=) Se o par (A4, B) é controlavel, entdo o par (—A, —B) é controlavel. De fato, basta
considerar que Wy, T > 0, tal como em (2.4), é ndo singular e o resultado segue de
forma andloga ao Teorema 2.2.1. Assim, a estabilizacao de (A, B) e (—A, —B) decorre

diretamente do Teorema 2.5.1.

(<) Considere agora que os pares (A, B) e (—A, —B) sao estabilizaveis. Pelo Teorema

2.3.2, segue que os pares (A, £B) podem ser escritos nas seguintes formas normais

) A Ap By
==+ + U,

13/2 0 A21 0

sendo que os pares (£A;11,+B1) sdo controlaveis. Da Defini¢ao 2.5.1 os sistemas

A Aip By
+ , & ;
0 Ay 0
sdo estabilizaveis, quando existirem matrizes da forma F't = (F7, Ff) e F~ = (F[ , Fy)
tais que
Ay + BiF A+ B Fy
, (2.29)
0 Az
e
All + Blpli A12 + Blei
- : (2.30)

0 Ago
forem matrizes estaveis. Note que a matriz F' garante a existéncia de autovalores com
partes reais negativas. Do Lema do Complemento de Schur [18], tem-se que dadas as
matrizes Dy, D1a, Do € Dog, p X p, p X q, ¢ X p e g X q, respectivamente, e considerando

D, uma matriz nao singular, entao

Dll D12
det = det(D11> det(Dgg — D21D1_11D12).
D21 D22
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Assim, os autovalores de (2.29) sdo determinados, da seguinte maneira

AE 0 Ay + BiF A+ B Fy
det - )
0 ME 0 Ag
isto é,
AE — (An + BiF) — (A + B Fy)
det

0 AE — Ay
e, os autovalores de (2.30), sdo determinados por

AE + AH + BlFl_ A12 + BlFQ_
det

0 \E —+ A22
Utilizando o Lema do Complemento de Schur descrito anteriormente, segue que os autova-
lores de (2.29) e (2.30) sao encontrados, respectivamente, através dos seguintes polinomios

caracteristicos

det()\E — A22) det()\E — (All + Blpf)),

det(AE + Ag) det(AE + Ay + BiF) ).

Desta forma, pode-se concluir que as matrizes (Ay; + B1F;") e —(Ay + BiF,) tém au-
tovalores com partes reais negativas, devido a F}" e F| , respectivamente. O mesmo nio
ocorre com Agg, pois Ags € —Ags nao podem ter simultaneamente autovalores com partes

reais negativas. Logo, do Teorema 2.3.2, existe uma matriz P, nao singular, tal que
A=P1'A,P, B =P 'B.

Portanto, a controlabilidade de (A, B) segue da controlabilidade de (A;;, By) garantida

pelo teorema citado anteriormente. |

Esclarecida a questao de que todo sistema de controle linear auténomo controlavel

pode ser estabilizado por uma estratégia de controle do tipo realimentacao estatica de
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estado (2.25), o proposito a partir de agora é escolher a posi¢ao no plano complexo dos

autovalores da matriz do sistema
' = (A+ BF)x.

Nesses dois resultados que seguirao, seré tratado apenas o caso no qual m = 1, isto é,

B € R". Segue, entao, o primeiro resultado, que é do tipo forma normal.
Lema 2.5.1. Sejam A € R™" e B € R". As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
a. O par (A, B) € controldvel;

b. Existe P € R™", nao singular, tal que o par (A, B) nas coordenadas y = Px tem a

forma (A, B), com

0 1 0o - 0 0 0
0 0 1 - 0 0 0
A= ., B= (2.31)
0 0 0 1 0 0
0 0 0o - 0 1 0
—Qay —a1 —G2 -+ —Up_2 —0p_1 1
Os nimeros ay, . ..,a,_1 saGo os coeficientes do polinémio caracteristico p de A, ou
n—1
seja, p(r) =r"+ Z a;r'.
i=0
Demonstragao.
(a) = (b). Deve-se encontrar uma base {wy, wy, ..., w,} para o R", de modo que a matriz
P € R™" definida por
Puwy = ey, 1<k<n, (2.32)
satisfaca:
i. PB =e,;

ii. PAP 'e; = —agpep;
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iii. PAP tej i1 = e, —agen, 1<k <n,

sendo {ej, ey, ...,e,} a base candnica do R™.

Defina w), da seguinte maneira
w, = B, wy = Awgy +ap B, 1<k <n. (2.33)
Assim, segue que
Wy = Aw,, +a,_1B = AB + a,_1B,

Wp—2 = Awn,1 + CLn,QB = A(AB -+ a,nle) + an,QB = A2 + an,lAB + an,gB,

wy = Awy + B =A""'B+a, 1A" % B +a, A" 3B+ ---+a,B.

Assim, de forma recursiva, conclui-se que

n—k
wy, = AVFB + Zan_jA”—k—jB, 1<k<n. (2.34)

j=1
Como o par (A, B) é controlavel, segue que B, AB, ..., A"' B sao linearmente indepen-
dentes. Da mesma maneira, wq, wo, . . ., w, também sao, visto que formam uma base para

o R", a qual o termo geral é dado por (2.34). Do Teorema de Cayley-Hamilton, p(A) = 0.
Com isso, tem-se

PB = Pw, = e¢,,
o que prova o item (i). Ainda
Aw1 = A(An—lB + an,lA”_QB + an,QA”_?’B + -+ CLlB) - aoB

=A"B + &nilAn—lB + &n,QAn_QB + -+ alAB - (loB

n—1
= <AnB + Z (ln_jAn_jB> — CL(]B

Jj=1

n—1
= (An + Z an_jA”_J) B — CL()B

j=1
= p(A)B — apB

= —CL()B.



Mas, B = w,, e assim,

Awy = —agwy,.
De (2.32), como P ¢ inversivel, segue que wy = P ley, Vk =1,...,n. Logo,
AP e, = —agP e,
o que implica em
PAP ey = —agpe,,
provando (ii). E, por fim, utilizando (2.33), obtém-se que
Awgy = wy, — ai B,
logo,
AP ey = P le, — apw,

= P le, —apPle,,
ou seja,

AP71€k+1 = Pil(ek - aken>7

o que implica em

PAP e 1 = ey — agen,

provando (iii) e completando a prova.

(b) = (a). Considere o par (A, B) tal como em (b). Logo, vem que Po(M) = n, pois

0 0 O 0 1

0 0 O 1 oy
M= (B|AB|---|[A"'B)y=| ' .

0 0 1 - apg Qp3

0 1 a -+ apz apo

I o ag -+ apo apog

44
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sendo que para cada i = 1,2,...,n— 1, «; é obtido como em funcao dos coeficientes
ai,...,a,_1. Portanto, do Critério de Kalman, segue que esse par é controlavel. As-
sim, pelo Teorema 2.3.1, obtém-se que (A, B) também ¢é controlavel, completando a

demonstracao. [ ]

Agora, no proximo teorema, ficaré esclarecido o principal resultado, conhecido como
alocagao de raizes do polinémio caracteristico de um sistema de controle linear auténomo

em malha fechada.

Teorema 2.5.3. Seja (A, B) um sistema de controle linear controldvel e Ay,..., A\, € R,

Aty Art 1y - - -5 Ay Ay € C\R naimeros complexos dados, com r+2(s—r) =n er,s,n € N,
Entao, existe F' € R™ tal que o polindomio caracteristico de A + BF' possui como raizes

Ao A At s Artts - -+ Ay s

Demonstracao. Sejam fy, f1,..., fn_1 as componentes da matriz F' € R". O Lema

2.5.1, afirma que existe uma matriz P € R™" nao singular tal que

A= PAP!, B = PB, F=Fp!

Y

com o par (A, B) como em (2.31) ¢ F = (fo, fi,. .., fa_1). Assim,

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A+ BF = )
0 0 0 e 1 0
0 0 0 e 0 1
fo—ao f1—a1 fQ_CLQ f~n—2_an—2 fn—l—an—1
sendo ag, ay,...,a,_1,1 os coeficientes do polindémio caracteristico p de A. Portanto, o

polinémio caracteristico p de A + BF satisfaz



46

Com Ap,..., A\ ERe Ny, Mg, .-, A, As € C\R & possivel construir um polinémio
n—1
pa(r) =r"+ Zaﬂ“l?
i=0
com «; obtido a partir destes ntmeros, para i = 0,...,n — 1. Assim, comparando os

polindémios p e py resulta que as componentes da matriz F' sao determinados por

fi:ai—l—ai, ZZO,,H—]_
e, portanto, F = F'P, o que completa a demonstracao. |

Com o intuito de mostrar a importancia destes dois tltimos resultados, no que se refere

a estabilizagao de sistemas de controle, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 2.5.2. Seja
2’ = Az + Bu,

um sistema de controle linear com A e B como no Exemplo 2.2.1. Como A e B jd estao
na forma do Lema 2.5.1, nao € necessdario determinar a matriz P. Assim, considerando
a matriz de realimentagao F = (fo, f1) € R?, tem-se

0 1 0 0 1
A+ BF = + (fo, f1) =

-1 0 1 fo—1 fi

Determinando o polinémio caracteristico de A+ BF, seque

det(AE — (A+ BF)) = det 4 B ;
1—fo A= h
ou seja,
M — AX+ (1= fo). (2.35)
Agora, escolhendo A1 2 = —1 como autovalores, obtém-se o sequinte polinémio caracteris-
tico

A 20+ 1 (2.36)
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Igualando (2.35) e (2.536), tem-se
M — AN (1= fo) = A+ 20+ 1.

Desta forma, € possivel determinar os valores de fo e fi, encontrando assim a matriz de
realimentacao, isto €,

1-—fo=1= fy=0,

-fi=2= fi=-2

Portanto, a matriz de realimentacao F €
F=(0,-2).

O proximo teorema, andlogo ao Teorema 2.5.3, fornece uma férmula explicita para o
calculo da matriz F' € R", a partir do niimeros i, Ao..., A\, € C, simétricos com respeito

ao eixo real no plano complexo.

Teorema 2.5.4. Sejam A, \o..., N\, € C, numeros simétricos com respeito ao eizo real

no plano complexo e
pA(r) = (r = A)(r = Ag) -+ (r = An). (2.37)

Se o sistema de controle linear autonomo (A, B) € controldvel, entao a matriz
F = —e, M 'p\(A), (2.38)

€ tal que os autovalores de A+ BF sdo A, \a..., \,, sendo e, o n-ésimo elemento da

base canoénica do R" e M = (B|AB|---|A""1B).

Demonstracao. Sejam A, \s..., A\, € C, numeros simétricos com respeito ao eixo real

no plano complexo e
pa(r) = (r = A)(r = A2) -+ (r = An),
isto é,

pA(r) ="+ o™+ ar? 4 anr + ag.
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sendo ag, aq, ..., q,_1 obtidos a partir de Ay, Aa..., \,.
Como o par (A, B) é controlavel, do Teorema 2.5.3, existe uma matriz F' € R" tal que o
polindémio caracteristico de A+ BF possui como raizes A, As ..., \,. Assim, pelo Teorema

de Cayley—Hamilton,
pA(A+BF) = (A+BF)"+a, 1(A+BF)" '+ -+ ay(A+BF)*+a;(A+BF)+agE = 0.

De (2.8) tem-se que

k—1
(A+ BF)" = A"+ > " A'BF(A+ BF)*",

1=0

para todo k € N. Assim, segue que
n—1

pr(A+ BF) = (A” +) A'BF(A+ BF)"—H> +
=0

n—2
01 (An—l +Y A'BF(A+B F)nw) bt
=0

as(A? + ABF + BFA+ (BF)?) + a1 (A + BF) + apE

= (A"+ BF(A+ BF)" '+ ABF(A+ BF)"?+ ...+ A" ?BF(A+ BF)
+A" 'BF) + a1 (A" '+ BF(A+ BF)" 2+ ABF(A+ BF)" 3 + ...
+A"3BF(A+ BF)+ A" 2BF) + -+ + ao(A* + BF(A + BF) + ABF)
+a1(A+ BF) + oE

= (A" + o, 1 A"+ -+ A+ apFE) + [(BF(A+ BF)" ' + ABF
(A+ BF)" 2+ ...+ A" 2BF(A+ BF) + A" 'BF) + a,,_1(BF
(A+ BF)" 2+ ABF(A+ BF)" 3+ ...+ A" *BF(A+ BF)+
A" 2BF)+ - -+ ay(BF(A+ BF) + ABF) + a; BF)

= pa(4) + ML(F) =0,
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com
F(A+ BF)" '+ a, {F(A+ BF)" 2+ ...+ ayF(A+ BF) + oy F

F(A+ BF)"? 4+ a, 1F(A+ BF)" 3 + - + aoF

F(A+ BF) + ap 1 F

F

Assim, como M é nao singular, pois o par (A4, B) é controlavel, resulta que L(F) =

—M~py(A) e multiplicando a esquerda por e, = (0,0,...,0,1) € R", obtém-se

F = —eanlpA(A),

o que conclui a demonstragao. ]

A expressao (2.38) é conhecida na literatura como Fdrmula de Ackermann.

Exemplo 2.5.3. Considerando novamente o sistema de controle do Exemplo 2.5.2,

0 1
M=
10
e
pa(r) =12+ 2r + 1,
pois, \1o = —1. Assim, empregando a Formula de Ackermann, seque que
0 1 0 2
F = —e;M 'py(A) = —(0,1) = —(0,2) = (0,-2),
10 -2 0

concordando com o resultado do Exemplo 2.5.2.



Capitulo 3

Controle de Ciclos Limites Via Teoria
de Controle e Bifurcacoes de Hopf de

Codimensoes Um e Dois

No presente capitulo, serd desenvolvido o estudo sobre o controle de ciclos limites, via
teoria de controle desenvolvida no capitulo anterior, e bifurcacoes de Hopf de codimen-
soes um e dois. Considerando as hipoéteses iniciais apresentadas, uma familia a quatro
parametros de realimentacoes estaticas sera construida e com isso, seré feita a analise dos
ciclos limites a partir do sistema de controle linear auténomo em malha fechada. Por
fim, os teoremas e as proposicoes darao uma ideia geral sobre a existéncia, bem como a
estabilidade dos ciclos limites, os quais dependerao das quantidades de parametros que
serao fixados. Apods a apresentacao desses resultados, a ultima secao do capitulo contara

com duas aplicagoes da teoria estudada, para exemplificar os resultados obtidos.

50
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3.1 Bifurcacao de Hopf e o Método da Projecao

3.1.1 A Forma Normal da Bifurcacao de Hopf

Considere o seguinte sistema autonomo, o qual depende apenas de um tnico parametro
/A 2 2
Ty = axy — x9 — vy (2 + 3),
(3.1)
Ty = 11 + ary — zo(2} + 23).
O campo vetorial associado com este sistema ¢ I : R? — R? dado por

F(z1,29) = () — 29 — 21(23 + 23), 21 + axg — zo(2? + 23)),

o qual possui um tnico equilibrio em (x,z5) = (0,0), para todo o« € R. A parte linear

deste campo vetorial é dada por

oF or
-1 - 2 2
DF(zy,z) = | 2% (-] g, (o [ e T
v 8F2( ) 8F2( ) 1 —2x1x o — 2 — 322
—(x1, 2 —(x1,x — —x] —
8w1 1,42 83:2 1,42 142 1 2

Assim, calculando no ponto de equilibrio,

a —1
DF(0,0) = ) (3.2)

1 «
De (3.2) vem que DF(0,0) possui autovalores complexos da forma A; » = a£i. Defina
entao a variavel complexa z = x1 4+ ixy. Derivando z com respeito ao parametro ¢, resulta

que z, — lel —+ Z‘%JQ e de
12|? = 22 = (21 + ixo) (21 — ix0) = 2] + 25

e (3.1), vem que
7= (a+i)z — 2|z (3.3)

Usando a representacio polar dos ntimeros complexos, z = re?, comr > 0 e € [0, 27],

e derivando em relacao ao parametro ¢, a seguinte expressao é obtida

2 =r'e? +ird e,
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Logo, substituindo (3.3) na expressao anterior com r? = 2z, segue que
v +ird =r(a —r?) +ir,

ou seja,

r = r(a—r?),

(3.4)
0 =1.

Como o sistema (3.4) é desacoplado, pode-se analisar as bifurcagoes através dele.
Assim, é possivel observar que para « > 0, tem-se 79(a) = \/a € um ponto de equilibrio
da primeira equagdo. E ainda que rq(«) descreve um ciclo limite percorrido no sentido
anti-horario, pois 8’ > 0. Desta forma, a origem é um foco atrator quando a < 0 e repulsor
quando o > 0. Para a = 0 tem-se um foco atrator fraco, ou seja, localmente equivalente a
um foco hiperbolico. Observa-se que todas as érbitas tanto as internas quanto as externas,
excetuando a origem, tendem ao ciclo limite quanto t — oo. Logo, este ciclo limite é
estavel.

O surgimento de um ciclo limite para a > 0 e a mudanca de estabilidade do foco, a
partir da mudanca do pardmetro «, recebe o nome de Bifurcagdo de Hopf (Supercritica).

E possivel analisar também o sistema que tem termos nao lineares com sinais opostos
ao do sistema (3.1), ou seja,

T = axy — 1o + 21 (2F + 23),
(3.5)
ah = x1 + azy + o] + 23).
De forma anéloga, os procedimentos aplicados em (3.1) s@o aplicados em (3.5). Sendo
assim, chega-se ao seguinte sistema desacoplado
v =r(a+1r?),
(3.6)
0 =1.
A analise do sistema é feita exatamente da mesma forma que o anterior. Pode-se observar,
neste caso, que ha o surgimento de um ciclo limite instavel, mudando a estabilidade do

foco conforme as mudancas no parametro «, ou seja, tem-se uma Bifurcacdo de Hopf

(Subcritica).
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Definigao 3.1.1. Os sistemas (3.1) e (3.5) ou, equivalentemente, (3.4) e (3.6) sao cha-

mados de formas normais da Bifurcacdo de Hopf de codimensdo um.

Agora, adicionando alguns termos de ordem superior aos sistemas (3.1) e (3.5) e, ainda,

reescrevendo na forma vetorial, tem-se

x) a —1 T ) , T )
= + s(a1 + 23) + O([l=[1"), (3.7)
xh 1 «o T T

sendo z = (71,73) € R* e s = £1. Neste trabalho, O(||x||™) denota uma funcio com
expansao em série de Taylor na variavel z = (z1,...,x,) € R" iniciando nos termos de

ordem m € N ou superior. Considerando isto, tem-se o seguinte lema.

Lema 3.1.1. O sistema (3.7) € localmente topologicamente equivalente, em torno da

origem, ao sistema (3.1) quando s = —1.

Demonstragao. A prova desse lema pode ser encontrada em [8|. |

De igual modo, é possivel mostrar, mediante o uso de coordenadas polares, que o

sistema

¥y = gy (e} 4 23) + s (a? 4 ) .
3.8

Th = 1 + g + pxe (vt + 23) + swo(x? + x3)?,
com a, it € R e s ==+1, pode ter nenhum, um ou dois ciclos limites. Em particular, os

ciclos limites podem ser hiperbolicos ou nao hiperbdlicos.

Definigao 3.1.2. O sistema (3.8) é chamado de forma normal da Bifurcacdo de Hopf de

codimensio dois ou de Bautin.

Lema 3.1.2. O sistema

7 a -1 1 2 2 1 2 oo [ 6
= + p(x7 + 73) + s(7] + 73) +O(|lz]]”),
@ 1 « T T Ty

¢ localmente topologicamente equivalente, em torno da origem, ao sistema (3.8), com

a,peR es==1.

A prova do lema anterior e maiores informagoes sobre a bifurcacao de Bautin podem

ser encontradas em |[8].
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3.1.2 Variedades Centrais em Sistemas Dinamicos Continuos

Considere novamente o sistema (dinamico continuo) apresentado na Segao 2.4,

o' = f(x), (3.9)

com f:A—=R" f(0)=0e feC* k>1ouk=o0, noaberto A C R,

Sejam Aq, Ag, . . ., A, 0s autovalores associados & matriz Jacobiana H de (3.9), calculada
no ponto de equilibrio xy = 0, isto ¢, H = D f(0). Suponha ainda que o sistema (3.9) seja
nao hiperbolico, ou seja, existem autovalores com partes reais nulas. Desta forma, defina
n, como sendo o nimero de autovalores com Re(A) > 0 (incluindo suas multiplicidades),
ny o namero dos autovalores com Re(\) = 0 e n_ como sendo o nimero dos autovalores
com Re(\) < 0. Defina E° o autoespago linear generalizado de H, gerado pelos autovetores
(generalizados) associados com os ngy autovalores sobre o eixo imaginario, os quais sao
definidos como autovalores criticos. E, por fim, seja ¢; o fluxo associado com (3.9).

Considerando estas afirmacoes tem-se o seguinte teorema.

Teorema 3.1.1 (Teorema da Variedade Central). Eziste uma variedade invariante ng—
dimensional definida localmente W€, de classe C*, que € tangente a E€ em o = 0. Além
disso, existe uma vizinhanga U de xq = 0 tal que se pi(x) € U para todo t > 0 (t < 0),

entao pi(x) — W€ para t — oo (t — —00).
Para mais informagoes ver [§].
Definicao 3.1.3. A variedade W€ é chamada variedade central local.

Na sua base de autovetores, o sistema (3.9) pode ser escrito como

o = Bu+ g(u,v),
(3.10)
v = Cv+ h(u,v),

sendo u € R™ v € R™ ™~ B uma matriz ng X ng, C' uma matriz (n, +n_) x (ny +n_)
e g e h fungoes que possuem expansoes em séries de Taylor comecando pelo menos nos
termos quadraticos. A variedade central W€ pode ser representada, localmente, como um

grafico de uma funcao C*,
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We={(u,v):v=V(u)},

com V : R™ — R™*" e, devido a propriedade da tangéncia de W¢, V(u) = O(|jul).

Baseando nisto, ha o seguinte teorema.

Teorema 3.1.2 (Principio da Reducdo). O sistema (3.10) é localmente topologicamente

equivalente, prorimo a origem, ao sistema

o/ = But glu, V(u))
(3.11)
v = Cw.

Observe que as equacoes diferenciais nas variaveis u e v sao desacopladas. Assim, a
primeira equagao de (3.11) é a equagao de restri¢cao de (3.10) a variedade central, termo

este que sera usado no decorrer do texto.

3.1.3 Meétodo da Projecao

Seja E um espago vetorial e Fi, Fy subespacos vetoriais de F, tais que £ = F; @ F3.

Definigao 3.1.4. Seja P : E — E um operador linear, E = F| & F,. Define-se a
projecdo de £ sobre [} paralelamente a Iy como sendo Pw = u, com w € E escrito de

maneira unica, w =u+ v, comu € Fy ev € F.
O operador P : E — E ¢é idempotente, ou seja, P? = P.
Escreva o sistema (3.9) na forma
' = Hx + F(z). (3.12)
O Método da Projegao, tal como apresentado em [8], ficaré claro através da aplicagao
ao estudo da Bifurcacao de Hopf.
Aplicacao do Método da Projecao a Bifurcacao de Hopf

No caso em que ocorrem bifurcacoes de Hopf, sabe-se que H possui dois autovalores

complexos conjugados com partes reais nulas, ou seja, A\ 2 = Fiwp, com wy > 0 e nenhum
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outro autovalor com parte real nula. Seja ¢ € C" um autovetor complexo associado a
A1 = iwy, OU seja,

Hq = iwopq, Hq = —iwyq.
Seja também p € C", um autovetor adjunto tal que
H"p = —iwgp, H*p = iwop,
e ainda, considere que p e ¢ satisfazem a condi¢ao da normalizacao, ou seja,

(p,q) =1,

sendo o produto interno o usual em C", isto é, sendo p = (p1,...,pn) € ¢ = (1, .-, qn),

entao
n
(p.a) = pigi
i=1
Observe que este produto interno definido pelo somatorio é linear com respeito ao segundo
argumento. Aqui, o espa¢o E° é bidimensional e gerado por {Re(q),Im(q)}. Sendo assim,
o autoespago E*" é (n — 2)-dimensional, o qual envolve todos os demais autovetores

(generalizados) de H.

Sendo assim, tem-se a seguinte afirmacao.
Afirmagao 3.1.1. (p,q) = 0.

1
Demonstracao. De fato, considerando \y = —iwy, tem-se que § = )\—ch, pois wy > 0.
2

(p.q) = <p, %QH§>

Assim,
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ou seja,

Considere agora a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.1.5. Seja A\ um autovalor da matriz H € R™". O autoespago generalizado

correspondente a A € o subconjunto definido por
Jy={veR": (H—-A)"v=0}
para algum k € N.
Com isso, é possivel enunciar e provar o seguinte lema.

Lema 3.1.3. Seja E*" o autoespago linear (n — 2)—dimensional de H gerado por todos
0s autovetores (generalizados) associados com os autovalores com partes reais nao nulas.

Entao, y € E*" se, e somente se, (p,y) = 0.

Demonstragao. (=) Sejam ay, as, . . ., a;, 0s autovalores reais de H e by, by, by, ba, . .. by,
b,, os autovalores complexos de H, diferentes de A; e Ay = \o. Seja também FE,, o autoes-
pago generalizado correspondente a a; e Ej, ;. 0 autoespago generalizado correspondente

a bj, b} Sendo assim, tem-se que
Est — Ea1 [ Ea2 DD Eal > Ebl,b] ) Ebg,bg PP Ebm,b;n-

Do fato de E,, serem espacos generalizados, segue da Definigao 3.1.5 que, para cada 7,

existe um k,, € N tal que se y € F,,, entao
(H — a;I,)*y = 0.

Logo, segue que
0= <p> (H - ai]n)kaiy> = <(H* - di]n)kaipv y>
= (A2 — @)*p,y)

= (A1 —a;)ki (p,y),
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ka,

observando que \; # a;, segue que (A — a;)" # 0 e, portanto,

(p,y) = 0.

De maneira analoga, como FE, ; sao espagos generalizados, da Definicao 3.1.5 segue
VRAS)

que, para cada j, existe ky; € N tal que se y € Ej,_ ;- , entao

(H — b;1,)™ (H — b;1,)*5y = 0.

e como A; # b; e Ay # bj, resulta que (A — b)) (A — b;)™ # 0 e com isso, (p,y) = 0.

Desta forma, para todo y € E*", pode-se escrever

l m
y = Z yai + Z ybj
=1 j=1

com Yo, € Eqpy 0 =1,... 1 e yp, € By, 5.7=1...,m, ou seja,

(P:y) = (03 Yoy + -+ Yoy +Yor + -+ Yo)
= (P2 Yar) + - Py Yar) + (P Yb) + -+ D)
=0,
provando a implicagao.
(<) Seja y € R™, sendo R" = E° @ E* tal que (p,y) = 0. Assim, pode-se escrever
Y = Ye + Ysu,

sendo y. € E¢ e yg, € E**. Como E° é gerado por q e § e y. € R", segue que

Ye = aq + Qq,
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com a € R. Logo,
Yy =aq+ aq+ Ysy-
Mas, da hipotese, obtém-se
0=(p,y) = (P, Ye + Ysu)
= (P, ye) + (P Ysu)
= (p,aq + aq) + (P, Ysu)
= (p.aq) + (p, Q) + (P, Ysu)
=a(p,q) +a{p,q) + (P, ysu) -
Mas, note que, da implicagdo anterior (p,ys,) = 0. Ainda, tem-se que (p,q) = 1 e, da

Afirmacgao 3.1.1, (p,q) = 0. Disto, segue que o = 0 e, portanto, y. = 0, completando a

prova do lema. ]

Observe que y € R™ e o autovetor p, como foi definido, pertence a C". Logo, a condi¢ao
deste lema implica duas restri¢oes a y (tanto a parte real quanto a imaginaria de (p,y) se
anulam). Considerando o lema anterior e a normalizacao de p e ¢, é possivel decompor
r € R" em

r=2zq+zZq+y,
com z € C, zq+ zq € E° e y € E*. Desta forma
(p,z) = (P, 2q+ 24 +y)

= (p,2q) + (p, 2q) + (0, v)

=z(p,q) +Z(p,q)

ou seja,

Com isso, tem-se o seguinte sistema

z=(p,x),
(3.13)

y:33—<p,£€>q—<z3,9€>67.
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Note que (3.13) permite definir dois operadores lineares,
P.:R" — R"

r +— P = (p,z)q+ (p,x)q

P, :R" — R"

r — Pyx=x— (p,x)q— (p,x)q.
Da forma como foram construidos, esses operadores sao projecoes sobre E¢ e E**,

respectivamente, conforme Definicao 3.1.4. Logo,

PQZPC) PSQu:Psua PcPsu:PsuPc:0~

[

De fato, da Afirmagao 3.1.1, da normalizagao (p,q) = 1 e de (p,q) = 0, segue que
P.q =q e P.g = q e, portanto,
P2z = P, (P.x)
= P.({p,x) ¢ + (P, ) )
= (p,7) Peg+ (p,x) Poq

= ch7
para todo x € R". As outras trés igualdades restantes seguem do lema anterior.
O escalar z e o vetor y em (3.13) podem ser vistos como novas coordenadas em R”.

Assim, derivando estas coordenadas em relagao ao parametro t vem que
Z = {p,2)
= (p, Hr + F(x))
= (P H(zq + 27+ y) + F(2q + 27 +y))
= (p. H(zq)) + (p, H(2q)) + (p, F(2q + 24 + y))
= (p,2(Hq)) + (p,2(Hq)) + (p. F(2q + 2G4 + y))
= (p,iwozq) + (p, Z(—iwoq)) + (p, F(2q + 24 + y))
= iwoz (p, q) + (—iwo2) (p, @) + (p, F(2q + 2q + )

= iwoz + (p, F(2q + 24+ y)) .
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Da mesma maneira,
y =a'—2q-2q
= Hz + F(z) — (iwoz + (p. F(2q + 2 + ) q — (—iwoz — (p, F(2q + 27+ y)))q
=H(z2q+zq+y)+ Fl2q+ 2+ y) — iwozq — (p, F(2q + 24 + y)) q + iwo2q—
(P, F(zq+ 20+ y))q
= iwozq — wzq+ Hy+ F(zq + 24+ y) — iwozq — (p, F(2q + Zg + v)) q + iwoZq—
(p, F(zq+2q+y))q

=Hy+F(zq+27+y) — (0. F(2q+ 23+ y)) ¢ — (p, F(z2q + 24 + v)) q,
ou seja,

y =Hy+ F(zq+2q+y) = (0. F(zq+ 24+ y)) = (p, Fzq + 24+ ) .
Logo, das igualdades anteriores, obtém-se o seguinte sistema,

2 = iwoz + (p, Fzq+ 2q +5) ,
(3.14)

v = Hy+F(zq+24+y) = (p, Flzq+ 20+ y) ¢ — (p, F(2q + 20+ y)) 4.
O sistema (3.14) é (n + 2)—dimensional, devido as duas restrigoes reais impostas em
y. Fazendo expansao em série de Taylor em z, Z e y, em torno da origem e até os termos

de ordem 3, segue que

2 2
= iwoz + 5 o (P F(zq + 20)) B 24 5= (P F(zq 4 20)) L
N T Ay e R EN
—_- zZ VA zZ _ zZ VA YAy
3 gz P Fla+ 20| > ga2gz P FGa+ED)
n a o
Z@<p,F(Zq+zq+y)> yi | 2+
i=1 (Z,y)Z(O,O)
n a - - 4
Z£<p,F(zq+zq+y)> yi | 2+ O(l2[*),
=1 (Z,y)Z(O,O)
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e
y’—Hy+l(a—2F(ZQ+5(i) —a—2<p F(zq+2q9))| q—
2 0z* z=0 0z? ’ z=0
5? N N, 5? N
EE (p, F(zq + zq)) . q) 2%+ (628zF(zq + 2q) By _
82 o 2 o -
oz P+ 20| g 5o o P+ z)| q) 5

1/ 02 -

2
i (p, F(zq + 2q))

2
B ¢~ 55 (p, F(zq + 2q))

2=0

q) z
z2=0

. 1 1 1
2 =iwpz + 567202’2 + G2z + §G0252 + §G21225 +(Gro,y) 2z + (Go1,y) z+

isto é, de forma simplificada, o sistema (3.14) pode ser reescrito como

¢

O(|2[*), (3.15)
! 1 2 ~ 1 52 3
\ Yy = Hy + §H2(]Z + HHZZ + QHOQZ + O(‘Z| ),
sendo que Gag, G11, Goz, Go1 € C e Gy, Gro, Hij € C*, para 4,5 = 1,...,n. Com isso, de
forma geral, obtém-se
oiti o ’ _
Gij = 02107 (p, F'(2q + 2q)) 2207 i+J =2,
_ 92
GlO,i - <paF(ZQ+2€7+y)> ) 1= ]-7 y 1,
Oy;0z (z:)=(0,0)
_ 92
GOLi = — <pa F(Zq + zq + y)> ) =1, y 1,
Oyi0z (=)=(00)
e
oiti - _ )
Hij = 8ziaZjF(Zq + 2q) ) i+j=2
Agora, a variedade central é representada localmente por
- 1 2 T 3
Yy = V(Z, Z) = 511)202 + w122 + 510022 + O(|Z| ), (316)

com (p,w;;)=0, isto &, w;; € E**. Note que, derivando (3.16), em relacao a z, obtém-se

Y = wy2z + w1 (22 + 27') + weezZ + O(|2]*). (3.17)
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Sendo assim, substituindo (3.17) na segunda equacao de (3.15) e utilizando também a,
primeira equagao segue que

1 1 1
M’UJQ()Z + an + TUJOQZ =H <§w2022 + w122 + §w0222> + §H2022 + HHZZ‘F

1
5[‘[0222 + O(lZP),

sendo,

. 1 1 1
M =iwpz + §G20Z2 + Gizz + §G0222 + §G21222 + (G10,9) 2 + (Gor, y) 7 + O(]2] 1),

1 1
N = (inZZ + §G202’2§ + G11222 + §G0223 + <G10, y} Z2Z + <G01, y> 224
4\ 5 N o 1 o, 1 -
O(’Zl )) Z+ | —wwoz + §G202’ -+ GHZZ + §G022 + §G21Z zZ+ <G107 y> Z+
(Gor, ) 2+ O(|2[")) 2,

1 1 1
T = —iwpz + §G2052 +Gnzz + §G0222 + §G2152Z +(Go,y) 2+ (Go1,y) 2 + O(|Z|4>-

Levando em consideragao que a equacgao da variedade central é expressa até termos

quadraticos, tem-se que
: 2 ; 52 1 2 .. 52
(Zwo’wgo)z + (—ngwog)z = 5 (HU)Q() + HQ()) z° + (Hwn —+ Hn) 2z + 5 (Hw02 + HOQ) z°+
O(|z]?).
Assim, igualando termo a termo,

, 1
TWoWan = §(szo + Hyy),

ou seja,

(QZWOE — H)U}QO = Hgo.
Da mesma forma,
0= Hwy + Hiy,
isto é,

—Huwy = Hy;y.
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E, por fim,

, 1
—lWoWo2 = §(Hwo2 + Hopp),
o que implica

<—QZWOE — H)/LUOQ = HQQ.

Assim os vetores wsg, w11 € woe podem ser encontrados a partir das seguintes equagoes

lineares
(QiWQE — H)UJQO = HQ(),

—Huwy; = H11,

(—Q’iWQE - H)wog = H027
sendo que estas equacoOes possuem uma Unica solugao, visto que as matrizes em seus
membros esquerdos sao nao singulares, uma vez que 0 e +2iwy nao sao autovalores de H.

Sendo assim,
Wog = (QZWOE — H)leg(),

wy = —H " Hy,
Wo2 = (—Q’LWOE — H)ilHOQ.

Com isso, pode-se escrever a equacao de restrigdo até termos ciibicos como

1 1 1
2 =idwpz + §G2022 + G2z + 5G0252 + §G21225 + (G0, y) 2 + (Gor, y) 2 + O(Jz]"),
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e levando em conta (3.16), segue que

1 1 1 1 1
Z/ = inZ + EGQOZQ + GHZE + §G0222 + §G212’22 + <G10, —w20z2 + wllzé + §QU()QZ> zZ+

2

1 1
<G01, §w2022 + wllzé + §’LU()QZ> zZ+ O(’Z|4)

) 1 1 1 1
= WJgR —f— §G20Z2 —f- GHZE —I— §G0222 + §G21222 + 5 <G10, UJ20> 2’3 + <G10, w11> 2’22—}-

1 1
5 (G, wo2) 22 + = 5 (Gor, wap) 22z + (Gor, wr1) 222+ = <G01,w02> Z? + O(’Z\ )

= Wz + = Gzoz +Gnzz+ = GozZ + = Gzlz zZ+ - <G107 (QZWOE H) ' Hy) 2°+
<G10, —H H11> 2z + = <G10, ( 2inE — H) 1H02> 2z + = <G01, (QZCUQE H) 1H20>
2?2+ (Gor, —H 'Hyy) 222 + = (G(n, (—2iwgE — H) ' Hyy) 22 + O(|2|*)
. 1 2 = 1 =2 25 -1 25

= Wz + EGQOZ + G2z + §G022 + §G21Z Z+ (Gro,—H 'Hyy) 2°2+
1
5 <G01, (2’ZWOE — H)_ng()) 2%z + O(‘Z|4)

1 1 1
= iwpz + §G2022 + G2z + §G0252 + (§G21 + (Gro,—H 'Hy1) +

1
5 <G01, (QZWOE - H)_lHQ())) 222 + O<|Z|4)

Portanto, a restri¢do da equacdo diferencial (3.14) & variedade central representada
por (3.16) ¢ dada por

Z Zw()Z + = GQO,Z + GHZZ + = G02Z + = (Ggl -2 <G10, —H~ 1H11>
(3.18)

<G01, (QZWOE — H)_1H20>) 222 + O(‘Z|4)
Cabe ressaltar ainda que, o algoritmo utilizado para a obtencao de (3.18) fornece, direta-
mente, a forma complexa adequada para o célculo do primeiro coeficiente de Lyapunov.
Os coeficientes Go1, Gro, Goo, G11, Gog, Hao € H11 que aparecem em (3.18), podem ser
determinados a partir da expansao em série de Taylor na variavel x, em torno de z =0 e

até os termos de ordem 3, da funcao F' em (3.12), isto é,

F() = 3Bl ) + Ol z,2) + O(lla]"),



sendo B e C fung¢oes multilineares simétricas calculadas da seguinte forma

0)2; Yk, (x,y, 2 (0)xyr21,
Z aé-jaé-k ! ;1 aéjafkafl !
parai=1,...,n. Assim,
1
F(zq+zq+vy) = §B(zq+zq+y,zq+zq+y,zq+zq+y)+
1 __ L _
EC(zQ+zq+y,zq+zq+y,zq+zq+y)
1 o o o
=5 (Bla, q)2* +2B(q,7)2Z + B(q,y)z + B(q,y)z + B(q, ) Z*+

Bly.y) + ¢

Com isso,

: ({p, B(g,9)) 2* +2(p, B(q, 7)) 2%+

2 =iwez + (p, F(2q + 24+ y)) = iwy + 5

66

L (Cla. 0,902 + Cla,4,0)2% + O(2%) + O(|]*).

{p, B(q,y)) z + (p, B(q,v)) 2 + (p, B(q,q)) 2>+

0 Buy)) + ~ (0,00, 0,0)) 222 + O(2]*).

6
Note que,

(Gro,y) = (p, B(q,9)),

<G017 y> = <p7 B<q_7 y)> .
Assim, a primeira equagao de (3.18) pode ser reescrita como
Z = ZWQZ + = GQOZ + Gllzz + = GOQZQ + = (Ggl -2 <p, B(q, H_1H11)> +
<p7 B(Cj, (2ZWOE - H)_1H20)>) 222 + O(‘Z‘4)a

e, ainda, verifica-se que

Gy = (p, B(q,9)),
Gu = (p,B(¢,9)),
GOZ = <pa B(Qa Cj»,

G21 = <pa C(Qv q, @) )

(3.19)

(3.20)
(3.21)
(3.22)

(3.23)
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e
H20 = B(q> Q) - <p7 B(Q? q)> q— <ﬁ> B(Q? q)> q,
(3.24)
Hll = B(Qa Q) - <p7 B(q> Q)> q— <ﬁ> B(Q? Q)> q,
pois,
y =Hy+ F(zq+2q+y) — (p, F(zq+ 20+ y)) g — (0. F(2¢ + 24 + ) 4.
Considere agora as seguintes afirmagoes.
~ 1 1
Afirmacao 3.1.2. H ¢ = —q.
1Wo
Demonstragao. Como Hq = iwyq, entao
HH 'q =iw H g,
isto &,
q = iwgH 'q.
Portanto,
1
H_lq = —
1Wo
|
~ 1= 1
Afirmagao 3.1.3. H—'¢=——4.
Wo
Demonstracao. De fato, tem-se que Hq = —iwyq, assim
HH™'¢= —iwyH g,
ou seja,
q=—iwH g,
o que mostra a identidade. |
~ . 1 1
Afirmacao 3.1.4. (2iwgE — H) 'q=—q.

1Wo
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Demonstracao. Considerando Hq = iwyq e adicionando iwgq em ambos os lados, segue

que

woq + Hq = 1wpq + 1woq

woq + Hq = 2iwpq

iwoq = (2iwoE — H)q.
Logo,
(2iwgE — H) Viwoq = q,
o que resulta na igualdade. |
~ . 1= 1
Afirmacgao 3.1.5. (2iwgFE — H) 'g= —4¢.
Wo

Demonstracao. Do fato de que H§ = —iwyq e adicionando 2iwyq em ambos os lados da

igualdade, obtém-se

inoq_ + Hq_ = —iwo(j + 22@)0(?
2iweq + twoq = 2iweq — Hq

3iwoq = (2iwgE — H)q.
Sendo assim,

(2iwgE — H) '3iweq = q,

resultando na afirmacao. |

Desta forma, substituindo (3.20) a (3.24) em (3.19), segue

= iz 3 (5, Bla,0) 2+ Bla,@) 22+ 5 B@,@) 2+ 5 (0, Closa,0) -

2
2(p,B(q, H (B(g,q) — ({p, B(a.9)) ¢ — (P, B(¢, ) 7)) +
(p. B(@, (2iwoE — H)"(B(q,q) — {p, B(a,0)) a — (P, B(a,0)) 0)))) 2*2 + O(|2[")
= iz + 5 (. Blg.0)) 2 + {p, Bla,0) 27 + 5 (0, B@0) 2+ 5 (. Cla.0,0) ~
2(p, B(¢, H'B(q,q))) + 2{p. B(¢, @) {p, H'q) + 2(p, B(q, 7)) (p, H'q) +
(p, B(q, (2iwoE — H) ' B(q,q))) — (p. B(¢,9)) {p, B(q, (2iwy E — H)"q)) —

<]§> B(Qv Q)> <pa B(Qv (2“‘}0E - H)ilc.?») 222 + O(|Z|4)
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Utilizando as afirmacoes anteriores, tem-se

= ez 3 Bl 0) 2+ (0, Bloo@)) 57+ 5 (0, B@,0) 2 + 5 (0, Cla,0,0) -
2 (p. Bla, H™*Bla,0)) + 2 (p. Bla.0) — () +2 (5. Bla.0) — () +
(p. B(q, (2iwoE — H)™' B(q.q))) — (p, B(¢,9)) wl (p, B(q,9)) — (P, B(¢,9))

1

31'(,00

(p, B(7,7)))2°Z + O(|2]*)

Lp.Claq, ) —

S Bla.0) 2+ (0. Bla.2) 7 4 L (0. B@a) g

2 2
2{p. Bla. H ' Bla.0) - - (. Bla.0) + . B(@. (2iwnE — H) ' Bla.0))) +

= inZ +

- (0. B(0.0) (. B(a.0) = 55— (0. Bla0) (B, )% + Ol

% (p, B(q,q)) 2* + (p, B(¢,q)) 22 +

2(p, B(q, H'B(q,q))) + (p, B(q, (2iwoE — H)""B(q,q))) + ﬁ (p, B(q,q))

L w.claaa) -

lmB@@»?+2

= Wwpz + 5

0. B(@.0) — | 0. Bla.0) P~ 5| (0. B(@.0)) )22 + O],

Definindo

9 = (p,C(q,4,9) —2(p, B(q, H'B(q,7))) + (p, B(q, (2iweE — H)"'B(q,q))) +

—(0.B(0.0) 0. B(2.0) ~ | 0. B@a) [ - 5| 0 B@.0) I

a primeira equagao de (3.19), pode ser representada por

) 1 _ 1 _
2 = iwoz + 592022 + 91122 + 590222 + 921222 + O(|2]").
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3.2 Hipoteses Iniciais sobre o par (A, B)
Considere novamente o seguinte sistema de controle linear auténomo
t' = Ax + Bu, (3.25)

sendo x € R™ o vetor de estado, A € R™", B € R" e u € R a entrada de controle. Seja

R™™ x B C R™™ x R™ a classe de pares (A, B) que satisfazem as exigéncias a seguir:

E1. O par (A, B) é controlavel.
Escolha n nimeros Ay = iwy, Ay = —iwp, A3,..., A\, € C, com wy > 0, A3,..., A\,
simétricos em relagao ao eixo real do plano complexo e Re()\;) # 0, parai = 3,...,n.
Do Teorema 2.5.4, existe F' € R" tal que a matriz H = A + BF possui estes
nimeros como autovalores. Sejam ¢ € C" um autovetor associado com o autovalor
A\ = iwp e, ainda, p € C™ um autovetor adjunto associado com o autovalor Ay = Ay,
isto é,

Hq = iwog, H*p = —iwop;

E2. B¢ {yeC": (p,y) =0}, sendo (-,-) = C" x C* — C o produto interno usual em
C";

E3. O autovetor p € C" esta normalizado em relacao a B € R", isto é, (p, B) = 1;

E4. O autovetor ¢ € C" estd normalizado em relacao ao autovetor p € C", ou seja,

(p,q) = 1.

A partir das hipoteses e para € R", defina w = (p, z) e a familia a quatro parametros

de realimentacoes estaticas de estado,
(w,w,p) € C* x R* = u=Fa+ K(w,w, ),

com F € R, tal como na hipotese E1, u = (o, fi1, fi2, 13) € R* o vetor de controle e

K:CxRY — R
(3.26)
(w,w, 1) +— K(w,w,u) =2Re(w)(pop + powid + pzw?w?).
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Desta forma, usando a familia a quatro pardmetros de realimentacoes estaticas de
estado (3.26), ha a seguinte classe de familias a quatro parametros de sistemas de controle

lineares auténomos em malha fechada

{2/ = Hx + BK(w,w, ) : (A, B) € R™" x B}. (3.27)

3.3 Analise Linear de Bifurcacoes de Hopf Controlaveis

Dado o par (A, B) € R™" x B, sua correspondente familia a quatro parametros de sistemas

de controle lineares auténomos em malha fechada pode ser escrita como
¥ = F(x,u), (3.28)

com
F:R"xR' — R"
(3.29)
(v,p) — F(z,p) = Hx + BK(w,w, p).

Para prosseguir, considere as seguintes defini¢oes.

Definigao 3.3.1. Um ponto de equilibrio para (3.28) é um ponto (z,,pu*) € R™ x R* tal
que F(z,, p*) = 0.

Definicao 3.3.2. Um ponto de Hopf de codimensdo um é um ponto de equilibrio (., i1*)
tal que a parte linear do campo de vetores apresentado em (3.29), calculada no equilibrio,
possui autovalores X e X, com X = \u) = v(u) + in(p), y(u*) = 0 e n(p*) = wo > 0,
nao havendo outros autovalores com partes reais nulas e, ainda, o primeiro coeficiente de

Lyapunov, denotado por ly(1*), € nao nulo.

Definicao 3.3.3. Um ponto de Hopf transversal de codimens3o um ¢é um ponto de Hopf de
codimensdo um para o qual a condi¢io de transversalidade € satisfeita, ou seja, 0, y(1*) #

0, sendo

* a *
Oy (1) = o (1*).
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Note que uma forma simples de calcular a derivada 0,,v(n*) é apresentada a seguir.

Mas antes, observe que

O H(p)q(p) + H ()0, q(1) = 0y M) q(1e) + A(12) Oy (1)

Aplicando em p*, segue que

O H (") q(p*) + H (1) 0y q(1*) = Oy M) q(1*) + A1) 9y g (1)
O H (") q(p*) + H (1) 0y q(1") = Oy M) q(1*) + iwo0y, q (1)
O H (1) q(1*) — 0y Ap*)q(1*) = iwoOp, q(p*) — H (12%) 0, q(11*)

e tomando o produto interno (em C™) com p(u*) e, ainda, empregando as hipoteses E1 e

E4, vem que

(P(1), O H (%) q (1) = Oy Mp*)a (1)) = (p(1*), iwo Oy q (1) — H (1) 0y q(117))
(P(1), O H (%) q (1)) — O A(*) = iwo (p(1*), Oy a (1)) — (p(1*), H (%) Oy g (1))
(1), O H (") g (1)) — O A () = iwo (p(1*), O q(1*)) — (H* (1)p(1*), Oy a(12%))
(1), O H (") g (1)) — Opa M) = iwo (p(1*), O a(1*)) — (—iwop(p*), Ora(®))
(1), O H (") q (1)) — Opa M) = iwo (p(1*), Oy q(11*)) — o (p(1*), Oy q(12*)) = 0.
ou seja,
O A(p") = (p(1"), O H (1) q(127)) - (3.30)
Logo,
O y(1™) = Re ({p(1*), 0 H (1" )a (1)) - (3.31)
Pode-se conhecer alguns resultados sobre os membros da classe (3.27) através da se-

guinte proposicao.

Proposicao 3.3.1. Para cada par (A, B) € R™" x B, considere o campo vetorial apre-

sentado em (3.29). As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

a. O campo vetorial (3.29) é suave;
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b. O ponto (0,u) € R"® x R* é um ponto de equilibrio de (3.28) para todo p € R*;

c. DF(0,u") = H, sendo

MO = (MO? 0, pa, ,LL3)

Demonstracao.

a. Como K é uma funcao suave e H : R — R" ¢ linear, segue que (3.29) é suave.
b. Substitui¢ao direta em (3.28).

c. Sendo H = (h;;), tem-se que
Fi(z,p) = hinzy + higva + - + hijzg + - + hinan + biK(w, 0, ).

Derivando Fj(z, ;1) em relacao a x; segue

OF; 0 )
- = —(h;;z; hi—K 0. 1),
8$] (‘ra :u) 81‘] ( ,]‘r]) + J axj (UJ, w, :u)
Aplicando em (0, u°), obtém-se
@(0 0 = h;
8:15]- H S
completando a prova. |

3.4 Bifurcagoes de Hopf no Sistema (3.28)

Considere o ponto de equilibrio (0, 4°%) € R™ x R*, assumindo que o # 0. Sendo assim,
serd realizado um estudo, no contexto das bifurcacoes de Hopf, utilizando o Método da
Projecao. Veja alguns resultados na Secao 3.1.

Seja E° o autoespago generalizado gerado por {Re(q),Im(q)} e E* o autoespago ge-
neralizado gerado pelos autovetores associados aos demais autovalores de H, com H como
na Proposigao 3.3.1, ou seja, H = DF(0,u°). No Lema 3.1.3 provou-se que y € £

se, e somente se, (p,y) = 0, e assim, qualquer x € R" pode ser escrito como

T =wq+wq+y,
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com wq+wq € BEey € B, visto que R" = E°@® E**. Desta forma, obtém-se o seguinte

sistema

w = (p, ),
(3.32)

y=z—(p,x)q— (p,7)q.
Diferenciando (3.32) com respeito a t e, usando o fato de que w = (p,z) e (p, B) =1,

segue que
w' = <p? xl> - <p7 F(l‘,u))

= (p,Hr + BK(w,w, 1))
= (p, Hz) + (p, BK(w,w, 1))
= (p, H(wq + 0 +y)) + K(w, @, 1) {p, B)
= (p,wHq) + (p,wHq) + (p,y) + K(w, w, 1)
= (p, iwowq) + (p, —iwowq) + K (w, w0, p)
= iwow (p, q) + (—iwow) (p, q) + K(w, w, n)
= twow + K (w,w, ).
Da mesma forma,
y =2 —(p,2')q—(p,2") q
= Hx + BK(w,w, pu) — (p, Hx + BK(w,w, p)) ¢ — {p, Hx + BK (w,w, 1)) q
= H(wq+wq+y) + BK(w, @, 1) — {p, H(wg + 0q +y)) ¢ — {p, BK (w, @, p)) g—
(p, H(wq +wq+y)) q— (p, BK(w, 0, 1)) §
= iwowq — iwewq + Hy + BK (w, w, i) — iwowq — K (w, w, u)q + iwewq — K (w,w, 11)q
= Hy+ BK(w,w, n) — K(w,w, u)qg — K(w,w, u)q
= Hy+ (B —q— q)K(w,w, )
= Hy — (B — 2Re(q)) K (w, @, 1),

ou seja, as seguintes equacoes diferenciais ordinarias sao obtidas

W' = iwow + K(w,w, i), (3.33)
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y' = Hy — (B — 2Re(q)) K (w, w, ). (3.34)

Claramente percebe-se que a equagao diferencial na variavel w € C em (3.33) ndo depende

de y € E**. Ainda tem-se o seguinte.
Afirmacao 3.4.1. A equagao diferencial ordindria (3.33) € suave.

Demonstragao. Segue do Método da Projecao e da Proposicao 3.3.1. |

Afirmagao 3.4.2. O ponto (0,1°) € C x R* ¢ um ponto de equilibrio de (3.33).

Demonstragao. Substitui¢ao direta em (3.33). |

Desta forma, para estudar a ocorréncia de bifurcagoes de Hopf, é suficiente estudar
a equagao (3.33). Observe ainda que o vetor B € R™ pode ser escolhido de modo que
B = 2Re(q) e, neste caso, (3.33) e (3.34) sdo desacopladas. Considere agora, a seguinte

mudancga de variavel

Logo,
w' = r'e? 4 irfe.
Observando que ¢ = cos(f) + isen(f) e substituindo em (3.33), resulta que
e +ir0'e? = iwyre® + 2Re(re) (popy + pa(re®re) 4 ps(r2ei?rie=2))
e +ir@e? = iwere? + 2rcos(0)(topn + par? + part).
Definindo G por G(r) = pop1 + par? + psr?, segue que
(r' +ir)e? = iwgre? + 2rcos(0)G(r)
' +ir0" = iwer + 2rcos(0)G(r)e*
" +irf = iwyr + 2rcos(#)(cos(f) — isen(0))G(r)
' +ir0 = iwyr + 2rcos?(0)G(r) — i2rsen(f)cos(0)G(r)

' +ir0 = 2rcos®(0)G(r) + ir(wy — 2sen(f)cos(0)G(r)),
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e decompondo as partes reais e imaginérias, resulta que
r’" = 2rcos?(0)G(r),
0" = wy — 2sen(f)cos(8)G(r).

ou, equivalentemente,

r" = (14 cos(20))rG(r),

(3.35)
0" = wo —sen(20)G(r).
Portanto, associado a (3.35), tem-se o seguinte Problema de Cauchy
dr (14 cos(20))rG(r)
db (.0, 1) wo — sen(20)G(r) ’ (3.36)
r(0,p) = €,

para € € R, € > 0, suficientemente pequeno.
Seja (0, ¢, 1) — p(0, €, 1) a solucdo de (3.36), satisfazendo p(0, ¢, 1) = €. Da Afirma-
¢ao 3.4.1 é possivel tomar a expansao em série de Taylor da fungao p na variavel e, em

torno de € = 0 e até os termos de ordem 5,

ot

1
He,uzzg (0, )" + 0,0, €%, ). (3.37)
k=1
Os termos da sequéncia finita {pg(0, ) : k = 1,...,5} s@o calculados através de um

processo recursivo envolvendo expansao em série de Taylor da funcao (r, 8, u) — S(r, 6, ),
na variavel r, em torno de r = 0 e até os termos de ordem 5 e, ainda, substituindo (3.37)

m (3.36). Fazendo isso, obtém-se

5
1
r&,uzzk— 0, w)r* +0s(r°, 0, 1), (3.38)



com ) 2(6)
i1 1o €OS
9 p—
Rl( 7:“’) Wo — fa o SiH(ZQ)’
R2(07:u) = 07
12w 1o cos? (6
R3(9»M): ort2 - <) 27
(wo — pt1 10 5in(20))
R4<07:u) = 07
240w, cos?(# 2 _ sin(20) + usw
R0, ) = 2200 (0) ((p3 — papiopis) sin(20) + pis ).

(wo — i pio sin(20))?
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(3.39)

e, assim, sucessivamente. Para k = 1,2,3,4,5, as fungoes (6, 1) — pr(6, p) sdo solugoes

dos seguintes Problemas de Cauchy

%pl(&u) = Ry(0, 1)1 (0, ),
p1(0,p) =1,
d
P20 1) = Ra(0, 1) pa(0, 1) + Ra(6, a0, )%,
p2(0, 1) =0,

d
2P0 1) = Ba(0, 1)ps(0, 1) + 3R2(0, 1) pr(0, 1)p2(0, 1) +

103(07 :u) =0,

d%m(&u) = Ri(0, 11)pa(0, 1) + Ra(0, 1) (4p1(0, 1) p3 (6, 1)+
3p2(0, 1)?) + 6R5(0, 11) p1 (0, )2 pa (0, 1)+
Ra(0, 11)pr(0, 11)*,
pa(0, 1) = 0,

d%%(am = Ri(0, w)ps(0, 1) + 5R2(6, 1) (p1(0, 1) (0, )+
2p2(0, 11)p3(0., 1)) + 5R3(0, 1) (2p1(0, 1) p3 (0, 1)+

3pa2(0, 10)*)p1(0, 1)) + 10R4(0, 1) p1 (0, 11)° p2(0, ) +

R5(0, 11)p1(0, 1)°,
p5(0, ) = 0.

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)
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Observe que pi(6, 1) = 0%p(0, ¢, ), para k € N, sendo
k o
Ocpl0, e, 1) := 5500, €, ),
notagao esta que sera utilizada no decorrer deste trabalho.
Para = (0,0,0,0), todas as solugoes de (3.33), excetuando a origem, sao periddicas de
periodo 27 /wg. Assim, a partir de (3.36) é possivel construir uma familia de aplicac¢oes de

Poincaré, chamada aqui simplesmente de aplicacao de Poincaré ou aplicacao de primeiro

retorno,
P,:X — X (3.45)
¢ — Pule) = p(2m, €, ),
com Y ={reR:0<z<c}, c>0e||p|l suficientemente pequenos.
Seja
o(€; 1) = Pule) — €,
isto é,
d(e, ) = p(2m, €, 1) — €, (3.46)

a familia de fungoes separagoes.

Como (0, 1) € C x R* & ponto de equilibrio de (3.33), segue que
5(0. 1) = P,(0) — 0 =0.

Usando expansao em série de Taylor na variavel ¢, em torno de € = 0 e até os termos

de ordem 5, resulta que

1 1 1
d(e, i) = 0(0, ) 4+ 0:0(0, p)e + 5062(5(0, p)et + 58?5(0, p)es + 5835(0, p)et+

1
a@fé((),,u)e‘r’ + Os(€%, ),

com &1 (u) = p1(2m, ;) — 1 e dp(p) = pp(2m, ), para k = 2,...,5. Note que a expansao em
série de Taylor realizada anteriormente, foi feita também através da Afirmacgao 3.4.1.
Com o objetivo de aplicar o Teorema da Fung¢ao Implicita, € mais apropriado escrever a
fungao d(e, u) como (e, ) — (e, ) = €A(e, 1), sendo que a fungao (e, u) — A(e, u) esta

definida no mesmo dominio de (¢, ). Desta forma,
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1 1 1
Ae, ) = 0.0(0, ) + 58625(0, Qe+ 50?5(0, et + 5835(0, p)e*+

1
585’5(0, et + Os(€®, ).

(3.47)

As propriedades da funcado (e, 1) — A(e, p) sao obtidas através das solugoes dos Pro-
blemas de Cauchy (3.40) a (3.44), as quais envolvem tempo e expressoes complexas (no
sentido de complicadas). Assim, uma maneira de evitar este problema, é utilizar a depen-
déncia diferenciavel das solugoes de uma equagao diferencial com respeito aos parametros
[14] e um software como o Mathematica [13|. Desta forma, as relagoes obtidas sao as

seguintes

A0, %) = pr(2m, %) =1 =0, (3.48)
1
OA(0, 1°) = §p2(27r,u0) =0, (3.49)
0 27 g
A0, 1) = z—p1(2m,p°) = 3.50
8#1 (Oa,u ) 8,Ulp1( T, K ) wo ) ( )
1 4
azA(Oa IMO) = _p3(2ﬂ-a /‘LO) = 71—#27 (351)
3 wWo
02, A0, 1) = 22y 2m, 1) = 0 (3.52)
€p1 ) 28#1 2 ) ) :
0? A2yl
A0, 1°) = 75m (2, p1°) = —52 3.53
aul (Oalu ) aﬂ%pl( ™, [ ) wg ) ( )
1
DZA(0, 1) = 2 pa(2m, 1) = 0, (3.54)
0, A0 ) = -0 py (o ) — ST bl (3.55)
€€lL] ) 36,“1 3 ) Ct)g 5 .
3 A 0 1 62 0y __
ae,ul/,u (Ovlu ) - §@M%p2<2ﬂ-vﬂ ) - 07 (356>
o3 (6 + 872)
821A(07N0) = _301(27TaUO) = (—3)”07 (357)
Oy wo

1 487 (3mpe? + w
G0, 47) = Spu(2m, i) = DT T iots) (3.58)
0
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Definicao 3.4.1. Os numeros reais da forma

1
() = )!pzj+1(27w°),

(27 +1
j > 1, sao chamados de Coeficientes de Lyapunov.

O proéximo lema, permitira definir a fungao
(6, 1) = = (e, 1) = 1 + (0, p(e, 1°), 0,0),

sendo (€, %) = 1 = (e, p1°).
Lema 3.4.1. Seja
D:RxR*—R

(3.59)
(z,y) — D(z,y),

uma fungdo suave, com y = (Yo, Y1, Y2, y3). Suponha que para (0,3°) € R x R*, sendo

v = (40,0, y2,y3), a fungdo (3.59) satisfaz as sequintes exigéncias:
A1l. D(0,4°) =0,
A2. 9,D(0,4°) = 0,
A3. 9,,D(0,y°) #0,
A4. 32D(0,y°) # 0.
Entao, existe uma unica func¢do suave
(2,4°) — 1 = d(x,1)°), (3.60)

tal que y = ®(x,9°) = y° + (0, ¢(z,4°),0,0) e D(z, ®(x,y°)) = 0. Além disso, a fungdo

(2,9°) — y1 = ¢(0,4°) tem a seguinte representacao

1
(x,9°) = 5;02(4")2 + O ([, [[9°1]), (3.61)
com
82D(0,y°
$2(y°) = =3 D(0.a0) D<(O 3;3)- (3.62)
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Demonstracao. De A3 e do Teorema da Fung¢ao Implicita, fica garantida a existéncia e

a unicidade da funcgao
(2,9°) ¥ 1 = (2. y°),
tal que
D(z,y0, d(, 90,0, Y2, Y3), Y2, y3) = 0.
Logo, a fungao
(2,9") — y = @(z,y") = y* + (0. 6(2,4°), 0, 0),
estd bem definida. Mais ainda, (3.60) é suave e assim, derivando D com respeito a z,

segue que

0. D(x,y) = 0, D(x,y) + 0, D(x,y)0sd(x,y°) = 0 (3.63)

e, em particular,
0:D(0,4") + 0, D(0,5)0:¢(0,3") = 0.
Assim, de A2 e A3, conclui-se que 9,¢(0,4°) = 0. Derivando (3.63) novamente com

respeito a x, tem-se

a§D<x’ y) = 8:c(axD(x7 y) + ale(.T, y)a$¢(xv yO))

= (02D(x,y) + 02, D(x,y)0:¢(x, y°))+

Y1
(02, D(x,y) + 07 D(x,y)0:0(x,y°))0ud(z,4°) + 0y, D(x,y)02(z, 4°)

TY1

ale(CC, y>a§¢(xa yO) =0.
Portanto, em (0,4°), vem que

92D(0,°) 4202, D(0,°)2.6(0,4°) + 9;, D(0,4°)(9:¢(0,1°))*+

Y1

(3.64)
83/1D(07 yo)aggzﬁ((), y0> - O

Fazendo a expansao em série de Taylor na varidvel x, em torno de z = 0, até os termos

de ordem 2 da funcao ¢(z,y°) obtém-se,

oz, 9°) = ¢(0,4°) + 9,0(0,4°)x + %3%(07 y)a? + Oy |z, 11y°]]).
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Como ¢(0,9°) =0 e 9,¢(0,4°) = 0, tem-se
1
¢(z,y°) = 5@3@25(0,?/0)# + Oy (|27 | 15°])-

Mas, de (3.64), resulta que

92D(0,y°) + 9, D(0,3°)924(0,y°) = 0,

ou seja,
92D(0,y°)
aigb 07y0 =—27 7
( ) ale(07 yO)
Definindo
$2(y") = 926(0,4"),
o resultado segue. |

Neste capitulo, por simplicidade, nao serao fornecidos os dominios das fungoes obtidas
através da aplicacao do Teorema da Funcao Implicita.

O proximo resultado decorre diretamente do lema anterior.

Proposigao 3.4.1. Se jg # 0 e pg # 0, existe uma tinica fungao (e, u®) — p1 = ¢(e, u¥)
tal que pp = ®(e, u°) = p° + (0, p(e, 1°),0,0) e

1
i = 510a(1)é + O 1)), (3.65)
0 ) 0 2419
=] = ——, 3.66
¢2(M ) o 1(# ) 1o ( >
2
L) = oo, (3.67)
Wo

Demonstragao. Considere D = A e (z,y) = (¢, ) no Lema 3.4.1. Note ainda que,
A1 até A4 sao satisfeitas, respectivamente, por (3.48), (3.49), (3.50) e (3.51) se o # 0 e
po # 0. Assim, (3.65) segue. Da Definicao 3.4.1 e de (3.51) resulta que

1 12mpe 2mps
h(n’) = 5yps(2m, %) = e~ o
E de (3.62),
. 8€2A(0,,u0) . WO27T,U2 . 2[&2

0
¢2(ILL ) 821A(0’M0) T Howo 1o ’
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provando a proposicao. |

Agora, serd mostrado que (0,1°) € R™ x R* ¢ um ponto de Hopf transversal de

codimensao um de (3.29).

Teorema 3.4.1. Para todo par (A, B) € R™" x B considere o campo de vetores (3.29).

As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

a. Se puy # 0, entdo o ponto de equilibrio (0,°) € R™ x R* é um ponto de Hopf de

codimensao um.

b. Se iz # 0 e pg # 0, entao o ponto de equilibrio (0, u°) € R™ x R* é um ponto de Hopf

transversal de codimensao um.

Demonstracgao.

a. Da Proposigao 3.3.1, item (b), tem-se que (0, 1) € R" x R* ¢ um ponto de equilibrio
de (3.29), para todo p. Do item (c¢) da mesma proposigao, segue que DF (0, u’) = H, ou
seja, a parte linear de (3.29), avaliada em (0, u°) ¢ a matriz H, que por E1 possui dois

autovalores A = \; e \, com \ = iwy, wy > 0. Ja pela Proposicao 3.4.1, tem-se que

2 g

L) = o

Como, por hipétese, ps # 0, segue que (0, 4°) € R*xR* ¢ um ponto de Hopf de codimensio

uIn.

b. Pelo item (a), tem-se que (0, u°) € R* x R* ¢ um ponto de Hopf de codimensio um.

Assim, basta mostrar que a condi¢ao de transversalidade

aﬂlV(UO) 7& O'

se verifica.

Note que, de (3.30), vem que

(3.68)



Derivando (3.29) com respeito a p, segue
O (F(z, 1)) = Oy (He + BE (w, @, )
= BO (K (1,, 1)
= B0, (2Re(w) (ko1 + pow + pzw?w?))
= 2poRe(w)B.
Como w = (p,z) e w = (p, x), definindo a := p(p + p), entao

O (F(, 1)) = (a,x) B.

Desta forma,

n 8 n
= S (Z akkaz) €
J

=1 k=1
n
= E CLjBZ‘Gi
i=1

= CljB,

84

com x € R" e {ey,es,...,€,} a base candnica do R". De modo analogo a Afirmagao
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3.1.1, onde provou-se que (p,q)=0 , segue que (p,q) = 0, sendo assim,

O DF(x, p1)q = Z@ DF(x,1)(qje;)

= qu (0 DF (x, p)e;)

= <(I,(]> B
= (uo(p+p),q) B

= po((p,q) + (P, ) B
= oB.

De (3.68) e de E3 juntamente com resultados anteriores, tem-se

8#1’7( ) Re(<p, ,UOB>)
= Re(ﬂo <p> B))

Assim, como pg # 0, segue que o ponto de Hopf de codimensao um, (0, %) € R™ x R?, ¢

transversal e, portanto, o item (b) segue. |

Sabe-se que o primeiro coeficiente de Lyapunov, [; (°), fornece a estabilidade da érbita

periodica. Resulta de (3.65), que o tnico ponto fixo da aplica¢ao de Poincaré (ou familia

e= /=t Ocllim 1), (3.69)

dependendo dos sinais de g # 0, p1 e pus # 0. Este resultado é consequéncia da aplicagao

de aplicagoes de Poincaré) é

do Teorema da Fungao Implicita & fungao G definida a partir de (3.65) e dada por

Gle,n) = € —n> = Oy, [|1°] ),

_ 2! _ |/ _Ho
Ve TV ™

com
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Contudo, aqui é mais facil estudar a estabilidade de uma orbita peridédica analisando
p em termos do ponto fixo e, isto &, u = ®(e, u°). Desta forma, a estabilidade do ponto
fixo é conhecida através da derivada, com respeito a €, da aplicacao de Poincaré, calculada
em y = ®(e, u°). Como
P, p) = e+ (e, p),

o€, p) = eA(e, p),
tem-se que

Ple,p) = e+ eAle, ).

Derivando com respeito a ¢,
OP(€, 1) =1+ Ale, ) + €0A(€, ),
e calculando em p = (e, u°), segue que
OP (e, (e, 1)) = 1+ Ale, ®(e, 1)) + DA(e, B(e, 1))
Mas, como A(e, @ (e, u°)) = 0, entdo
0P (e, (e, 1”)) = 1 — €0y, Ale, D(e, 1)) 0ep (e, 1) (3.70)

Assim, da expansao em série de Taylor das fungoes 9, A(e, ¢(e, u°)) e dep(e, u°), em

torno de € = 0, até termos de ordem 2, resulta que

8M1A<€7 CI)(Ea FLO)) = aﬂlA(Ov (I)(()? l’[’())) + ailA(07 @(0’ /‘LO))G + OA(€27 ||MO||)a

(e, 11") = 0:0(0, 1) + (0, 11”)e + Oy (€7, ||1°]])-

Mas, pelo Lema 3.4.1, 9.¢(0, u°) = 0. Assim, segue que

867)(67 (I)<67 MO)) =1—e¢ (8#1A<07 @(07 :U'O)>852¢(07 MO)E) + 077(637 HMOH)
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2 2
Como 9, A(0,®(0, u%)) = T por (3.50) e 9%¢(0, u°) = 22 or (3.66), obtém-se
wo Ho
o.P 0\\ __ 271—:“’0 2:“2 3 0
Pe, @(e,p’)) =1 —¢ —— )] + Op(e, [|°]])
Wo Ko
2 2
= 1+ ZR e 4 0p(e, 1)
Wo Mo
4
= 1+ =22 4 0p(e, [|u°])).
Wo
Mas de (3.67),
L (2w
M2 = 1(1;73 ’
Portanto,
OP(e,®(e, 11%)) = 1+ 21 ()€ + Op (€2, || V] ]). (3.71)

Proposicao 3.4.2. Considere a equacao diferencial ordindria (3.28).

a. Se uo < 0, entao, localmente, existe uma unica orbita periddica estavel, no retrato de
fase do sistema (3.28) restrito a variedade central e sua continuagdo, prozima ao
ponto de equilibrio. Se pg > 0, a orbita periddica existe para p1; > 0 e se g < 0 a

orbita periodica existe para py < 0.

b. Se us > 0, entao, localmente, existe uma unica orbita periodica instdvel, no retrato de
fase do sistema (3.28) restrito a variedade central e sua continuag¢ao, prorima ao
ponto de equilibrio. Se pg > 0, a orbita periodica existe para py < 0 e se pg < 0 a

orbita periodica existe para py > 0.

Demonstracao.

a. Pela Proposigao 3.4.1, existe uma tnica fungao (e, u°) — ®(e, u°) tal que
Pe, (e, p%)) = €

para todo u° € R*, com ||u°|| suficientemente pequeno. Logo, existe uma tnica 6rbita
periodica de (3.28) devido a (3.69). Agora se g < 0, entao I3 (%) < 0 e de (3.71) resulta
que |0.P(e, ®(e, u°)| < 1, mostrando que a tnica 6rbita periodica ¢ estével. De (3.65) e

(3.66), se po > 0, entdao ¢o(u’) > 0 e py > 0. Por outro lado, se ug < 0, entdao ¢o(u’) < 0
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e < 0.
b. A demonstracao é aniloga ao item (a) observando os sinais dos parametros p, i €
M- u

Segue da Proposicao 3.4.2 que em uma vizinhanca de um ponto de Hopf transversal

2
de codimensao um, (0, %) € R x R*, com [;(u°) = H2 # 0, wy > 0, o comportamento
Wo

dindmico da equagao diferencial (3.28), restrita a variedade central e sua continuagao, é

localmente topologicamente equivalente a seguinte forma normal complexa

w = (a +in)w + oyww|?,

sendo que «, n e o1 sao continuagoes de 0, wy e do primeiro coeficiente de Lyapunov em
(0, u°) € R® x R%. O sinal do primeiro coeficiente de Lyapunov determina a estabilidade
da familia de érbitas periddicas que aparece (ou desaparece) a partir de (0, u°) € R™ x R*.

Agora sera considerado o caso em que [; (1) = 0, u° € R%. Considerando esta hipotese,
ha a possibilidade de ocorrer bifurca¢oes de Hopf de codimensao dois.

Antes de seguir, considere as seguintes defini¢oes.

Definigao 3.4.2. Um ponto de Hopf de codimensio dois de (3.28) é um ponto de equilibrio
de (3.28), o qual agora serd denotado por (T, **) € R™ x R, que satisfaz as mesmas
condi¢oes da Definicao 3.3.2, exceto que Iy (1**) = 0 e, com uma condi¢ao adicional de

que o sequndo coeficiente de Lyapunov é nao-nulo, ou seja, lo(p**) # 0.

Definigao 3.4.3. Um ponto de Hopf transversal de codimens3o dois ocorre se os conjuntos

771(0) e I71(0) tem interseccio transversal ou, equivalentemente, se a aplicacdo p +—

(v(k), la(w)) € regular em p = p**.

Cabe ressaltar que, o estudo das bifurcacoes de Hopf de codimensao dois, resulta da

aplicagao de Poincaré e também do lema a seguir.

Lema 3.4.2. Suponha que a fung¢ao suave (3.59) satisfaca as propriedades Al até A4

para yO = (y07 07?/27 ?JS) e ainda

A5. 92 D(0,94°) =0;

TY1
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A6. &D(0,y°) = 0.
Entio, a tnica fungao suave (z,y°) — y1 = o(z,y°), tal que y = P(x,y°) = ¢° +
(0, 0(z,9y°),0,0) e D(x,®(z,y")) =0, tem a sequinte representacio
0 1 02, L 0y,,.4 5 11,0
$r.1) = 2:6a(3)a? + Su(6) + Oyl 1y, (3.72)

com ¢a(y°) tal como em (3.62) e

TTY1

395, D(0,5")9:D(0,4°)*  60:D(0,4°)05,,,D(0.4°)  9:D(0,4°)
9y, D(0,y°)? 9y, D(0,y°)? 0y, D(0,9°)

(3.73)

da(y°) =

Demonstragao. Segue do Lema 3.4.1, a existéncia e unicidade da funcao (z,y°) —

y1 = é(z,9°) e que

2D (x,y) + 202, D(x,y)0up(x,°) + 02 D(x,y)0: (2, y°)* + 0y, D(x, y)2¢(x,y") = 0.

Y1
Derivando a expressao anterior em relagao a x, vem que

03D(z,y) = 0, D(x,y) + 03y, D(x,y)0:0(2, 4°) + 2(03,, D(@, y) (2, 4°)+

Twy!
3y D(,9)00(,y°)? + 02, D(x,y)02¢(x,y°)) + 83,,,, D(x,y)
0:0(,y°)? + 0y, D(w,y)0pp(x, y°)* + 205, D(w,y) 059 (x, y°) (3.74)
p(,y°) + 02, D(x,9)020(x,y°) + 05 D(x,y)0u(x, y°)
070(x,1°) + 0y, D(x,y) 0} (x,y°) = 0,

e aplicando em (0,%°) e utilizando as hipoteses do lema, e ainda levando em conta o fato

de que 9,6(0,1y°) = 0, tem-se

ay1D<07 yo)ag(rb([)? yO) = 07

ou seja,

26(0,y") = 0.
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Derivando (3.74), com respeito a , obtém-se

9 D(x,y) = 92 D(x,y) + Onpuy, D(@,4)020(2,y°) + 0y D2, 4) 0 (2, 4°)+
Doy D (@, 9)0:0(2,4°)? + 034, D(@,y)026(2, y°) + 2(0y00, D (2, y)
Oud(,y°) + 03y D, y)0up(2,y°)? + 82, D(x,y) 020 (,4°) )+
2(0zayy D(@,9)0:0(2, 4°)? + 03y, 14, D(, ) 002, y°) -+
202y,y, D(,y) 020 (2, y°) 020 (2, 4°)) + 2(02,,, D(,y) 020 (x, y°)+
Oy D(, ) 0u0(, y°) 03 0(x, y°) + 02, D(w,y)056(x, y°))+
Orayn D(@,9)0sd(@,4°)? + 0z, D@, 9)0ub(x, %)+
203, D(x,y)0:0(, y°)0;(,4°) + Oy D@, y) D, y°)P+
9y, D(x,y)0,p(x,y°)* + 305 D(x,y)0:0(x, y°)? 02 (v, y°)+
2(03y,y, D(@,y)0u(x, y)056(, y°) + 0y, D(w,y)0u(x, y°)202¢(w, y°)+
05, D(x,y)0z¢(x,y°)* + 95 D(x,y)0u0(x,y°) 05 d(x. y°))+
Orayy D(@,9)050(, 4°) + 0y, D(w, )02 (2, y°) R, y°)+
02, D(x,y)050(2,y°) + 03, D(@,y) (2, y°) 07 (2, y°)+
95 D(z,y)0:0(x,y°)?020(x,4°) + 0, D(x,y)d26(x, y°)*+
92 D(x,y)0,0(x,y°)03¢(x,y°) + 92, D(x,y) 03¢ (x, y°)+
05, D(2,y)0:0(x,y°)030(x,y°) + 0y, D(2,y)05¢(z, y°) = 0.

Assim, aplicando em (0,%°) e utilizando as hipoteses do lema, vem que

92D(0,y°) 4602, D(0,3°)02¢(0,y°)+302 D(0,y°)02¢(0, y°)*+9,, D(0,y*)94(0,3°) = 0.

92D(0,y°)

Como 92¢(0,4°) = =3, D(0, )’
Y1 )

segue que

305, D(0,y")92D(0,y°)*  60;D(0,y"),,, D(0,y")  9¢D(0,4°)

Ty

4 0y _ -
%:000.97) = 9, D(0, 1)} 9, D(0,1))? 9, D(0,)

Fazendo expansao em série de Taylor na varidvel  da funcao ¢ em torno de x = 0, até
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termos de ordem 4, resulta que

1 1
o(z,y") = ¢(0,4°) + 9:9(0, %)z + 533 (0,y%)z* + 533 (0,4y%)x+

1
110200, 5)2" + O[], [19°11)-

Pelo fato de ¢(0,4°) =0, 9,¢(0,4°) = 0 e 92¢(0,4°) = 0, obtém-se
0 L 02, Lo 0y,.4 5 (1,0
Oz, y7) = 5,0:0(0,57)2" + 7;0(0,57)2" + Op (|, [[y7]]).
Como 92¢(0,y°) = ¢2(y°) e definindo 324(0,y") = d4(y°), o resultado segue. |
Proposigao 3.4.3. Se jig # 0 e pu3 # 0, a funcgdo (€, u°) — 1 = ¢(e, u°) tem a sequinte
representacao

1 1
p = o 02(i)e + [ da(n)et + Oy (€, [11°]), (3.75)

onde ¢2(u°) € dado em (3.66) e

0 6o 0 0y2 2443
=——(21 — 3l = — 7
Pa(pr”) o (212(n%) = 311 (1°)?) o (3.76)
l2 (MO) _ 271'(371'/1% + wo,ug) . (377)

w
Demonstracao. Considerando D = A e (x,y) = (€, ;1) no lema anterior, tem-se que as
propriedades A1 até A4 ja foram verificadas na Proposicao 3.4.1. Resta verificar A5
e A6. De (3.52) e (3.54), respectivamente, essas propriedades sdo verificadas. Logo, as

propriedades A1l até A6 sao satisfeitas e, com isso, (3.75) segue. Da Definicao 3.4.2,

tem-se
Lo (1°) = 1 (2, 1) = 12407 (37l +wops)  2m(3mp3 + wopts)
24
Resta mostrar que ¢4(u’) = — "3 De fato,
Ho
6w
a(1’) = =— (20(n°) = 3 (1")?)

T Ho
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e de (3.67), segue que
6wo [ [ 27(3mud + w 42 143
¢4(N0):__0 2( ( ,u22 0M3))_3( 2#2)}

_ Guwy [47m(3mps + wops 1277%%]

2 2

6w [127%p3 + dmwops — 127r2,u§}
THo [ wg
6W0 471'000/,63

2
THo Wy

Portanto,

Considere a equagao (3.70). Fazendo a expansao em série de Taylor na variavel €, em
torno de € = 0, até os termos de ordem 2, da fungao 9, A(e, ®(e, u°)) e até os termos de

ordem 3 da fungao d.¢(e, u°) e, ainda, levando em conta (3.75), resulta que

9P (e, D, IMO)) =1—ea(e, ;LO)B(E, HO)’
com,

a(e, 1°) = 8, A0, (0, 1)) + (92, A0, (0, 1)) + 92 A0, D(0, 1)) Dep(0, 11°)) e+

€p1

€ep

1
31 (0% A0, 2(0, 1)) + 05,1, A0, R(0, 1)) 0(0, %)+

02 A0, ®(0, u°))02¢(0, 1)) €2 + Oale®, ||u°]]),

e
1
Ble, 1) = ba(p)e + 5 04(1”)€” + O (€, [111°]]).
Assim, de (3.50), (3.52), (3.53), (3.55), (3.56), (3.66) e (3.76) obtém-se
0P (e, (e, ")) = 1 — ev(e, u°)7(e, 1),
sendo,

2 1 /1672 42yl w
ve, ) = TR0 g (2T L0 T (2
wo 2! W Wy T ilo

h(m))) &+ O, 1)),
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wWo 1 6&)0
7(e, 1) = _w_;mll(ﬂo)e - QW—MO(%(MO) = 3L (k")) + Oy (€ | 1]

Logo,
0P (e, ®(e, 1)) = 1+ 20 (1°)€® + 2(20(1") = L (1”)*)e" + C(e, )€ + Op(e”, [|1°)]),

com,
82 piofiz wo

el MO —
w% o ) wWo o

(e, p’) =

Portanto,
OcP (e, (e, 1)) = 1420 (1) +4lo (1) =61 (1°)? e +4 (1°) 2! =20 (1°)* "+ Op (€, || 1°)]),
ou seja,
OP (e, ®(e, 1)) = 1+ 20 (1°)e® + 4(lo(1°) — Li(1®)?)e* + Op (e, [|1°])- (3.78)

No teorema que segue, serd provado que (0,u') € R"™ x R* ¢ um ponto de Hopf

transversal de codimensao dois de (3.29).

Teorema 3.4.2. Para cada par (A, B) € R™" x B considere o campo vetorial (3.29). Se
0s pardmetros o e psz forem nao nulos, entio (0,u') € R™ x R* ¢ um ponto de Hopf

transversal de codimensao dois de (3.29), sendo

/1’1 = (,U/07 07 07 M3)

Demonstragao. Para mostrar que (0, u') € R" x R* ¢ um ponto de Hopf de codimensao
dois conforme Definigao 3.4.2, basta analisar a prova do item (a) do Teorema 3.4.1,

com os seguintes cuidados: como py = 0, entao l;(u') = 0 e de (3.77) segue que lr(p') =

2 g
Wo

condicao de transversalidade, segue que

# 0, ou seja, o segundo coeficiente de Lyapunov é nao nulo para pus # 0. E da

a/h/}/(:ul) aﬂQV(Ml) Ho 0 27rlu0
det = det o = o
au1l1<:u1) 6#212(N1) aﬂlll('ul) R 0

Wo
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Como i # 0, a condi¢do de transversalidade ¢ satisfeita. Portanto, (0, u') € R™ x R* ¢

um ponto de Hopf transversal de codimensao dois, provando o teorema. |

Considerando p = ut, o primeiro coeficiente de Lyapunov é nulo e, assim, a estabilidade
do ponto de equilibrio (0, ') € R™ x R* é dada através do sinal do segundo coeficiente

de Lyapunov. Nesse sentido, tem-se a seguinte proposicao.
Proposigao 3.4.4. Suponha que po #0 e pu3 # 0 em p = pt.
a. A equacao diferencial (3.28) nao possui ciclos limites;

b. Se u3 < 0, entao aplicagio de Poincaré P é um contragao e, portanto, o ponto de
equilibrio (0, ') € R™ x R* do sistema (3.28), restrito a variedade central e sua

continuacao, € assintoticamente estdvel;

c. Se uz > 0, entao aplicacao de Poincaré P é um expansao e, portanto, o ponto de
equilibrio (0, ') € R™ x R* do sistema (3.28), restrito a variedade central e sua

continuacao, € instdvel.

Demonstragao.
a. Sendo w = wy+iwy € C, com wy, wy € R, entdo a equagao diferencial (3.33) é reescrita,

nas coordenadas w; e wq, como

w) = g1(wy, ws) = —wows + 2uzwy (wi + w3)?,

why = ga(wy, we) = wow;.

Pelo Critério de Bendizson [14], o sistema (3.28), restrito & variedade central e sua
continuagao, nao possui solugoes periddicas, pois

0 0
— g1 (w1, wa) + =——go(wy, we) = 2u3(w%+w§)(5w%+wg) >0, Y(wy,wsy) € RQ\{(O,O)}.
awl 8w2

b. Como p = p', de (3.78) e do fato de que I;(u') = 0, segue que
0P (e, D(e, p')) = 1+ 4la(u')e* + Op (€, [|u']]),

com
2 g

lo(u') = :

wo
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Neste caso, sabe-se que wg > 0, entao o sinal do segundo coeficiente de Lyapunov depende

apenas de 3. Assim, se uz < 0, entdao lr(u!) <0 e
|8€77(6,(I>(e,,u1))} <1,

para e suficientemente pequeno, ou seja, P é uma contracao. Logo, o ponto de equilibrio
(0,u') € R™ x R* do sistema (3.28), restrito a variedade central e sua continuagio, é

assintoticamente estéavel.

c. Se uz > 0, entdo lr(u') >0 e
|0.P (€, (e, u'))| > 1,
para € suficientemente pequeno, ou seja, P é uma expansao. |

Em uma vizinhanga de um ponto de Hopf transversal de codimensao dois (0, u') €

2
R" x R?Y, com lr(p') = THs # 0, com wy > 0, o comportamento dindmico da equagao
)

diferencial (3.28), restrita a variedade central e sua continuagao, é localmente topologica-

mente equivalente a seguinte forma normal complexa
w = (Bofr + i)w + Bow|w|* 4+ sw|wl|?, (3.79)

sendo Byf3; e (2 parametros de desdobramentos e s = sinal(ly(u')) = +1.

Na Figura 3.1, C'yg é a curva de érbitas periddicas nao hiperbdlicas associada com
uma bifurcagdo de Hopf de codimensdo dois ou bifurcacdo de Bautin (ver [8]). Uma
aproximacao dessa curva, pode ser obtida assumindo a ocorréncia de uma bifurcacao de
Hopf de codimensao dois, ou seja, assumindo g # 0 e pg # 0 e usando (3.75) e (3.78).

Note que, a existéncia da curva de o6rbitas periddicas nao hiperbodlicas segue de
0P (e, ®(e, u°))| = 1.
A equagao (3.78) pode ser reescrita como
0P (e, ®(e, pu")) = 1+ 262U (e, u”),

com

We, 1) = L(p”) + 2(1a(1") — L(p®)?)e* + Op(e, ||n°l]). (3.80)
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CN H

©
©

Figura 3.1: Diagrama de bifurcagao associado com (3.28) quando pp > 0 e us < 0.

H1

Da condigao |0, P (e, ®(e, u°))| = 1 é suficiente estudar o conjunto ¥~!(0) para entender
a curva Cyg.

E necessario ressaltar que a funcéo U (e, u°) possui as seguintes propriedades.
Afirmagao 3.4.3. ¥(0, ') = 0.

Demonstragao. De fato, como u' = (19,0,0, u3), com g # 0 e uz # 0, segue que
li(u') =0 e, como € = 0, a igualdade segue. |

Afirmagao 3.4.4. 9.9 (0, ') = 0.

Demonstragao. Derivando ¥(e, u°), em relagao a €, tem-se

0cW (e, 1) = Ala(1”) = L(1”)*)e + Op (€, [|1°]]).

Assim, aplicando em (0, u!), o resultado segue. |
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2
Afirmagao 3.4.5. 9,,9(0,u') = —W, sendo wy > 0.
Wo

Demonstragao. Derivando (e, u°), em relagao a jus, resulta que

0 | 2mus 12202 4 drwops 4wl
9,0 (e, 1u0) = 2 _ 2) e 4 Op(, || u°
e ) = oo |20y (BT 1) 2 On(e 1)
21 1672y
= — 4+ ——— + Op(eX, [|1°]])-
Wo Wy
Desta forma, aplicando em (0, '), a igualdade ¢é satisfeita. |
87 i3

Afirmagao 3.4.6. 9V (0, u') = , comwy >0 e g # 0.

Wo

Demonstragao. Derivando (e, u") duas vezes em relagao a ¢, obtém-se

029 (e, 11”) = A(la(1”) — L(1°)*) + Op(e, ||1°l]).

Logo, em (0, '), ha a seguinte igualdade

R0, pu') = 4(la(p') = Lh(p')?) =

4 (27T(37W§ + Wo,u:a) _ 8mus

w3 wo

Estas afirmagoes serao utilizadas na demonstragao da seguinte proposicao associada

com a curva de orbitas periddicas nao hiperbdlicas.

Proposicao 3.4.5. Se ug # 0 e us # 0, a curva de drbitas periodicas nao hiperbolicas de

(5.28), tem a sequinte representa¢ao

P(e,u!) = (Z— —2u3€2> +0e(@, ), (381)

como curva parametrizada por € ou localmente como grdfico de funcao

1
1= Apa, ') = TS 115 + Ouy (Jp2?, |1M)). (3.82)
Hols

Demonstragao. Suponha que p # 0 e u3 # 0 e que o equilibrio (0, u') € R" x R* ¢ um
ponto de Hopf transversal de codimensdo dois. E suficiente mostrar a existéncia da curva

(€, ut) = T'(e, p') no plano dos parametros (py, p2) € R? satisfazendo:
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CL. P, T(e,n) = &
C2. 8.P(e, (e, i) = 1;
C3. 02P(e.T(e,p1)) # 0;
C4. 9, P(e,T(e, 1)) # 0;

C5. A curva (e, u') — T(e, ') pode ser localmente representada préxima ao ponto

(g1, 2) = (0,0) por (3.81) ou (3.82).

Se a aplicagao de Poincaré

(6, 10) = Ple, ) = (1 + Ale, 1),

¢é vista como um sistema dindmico discreto, entao C1 até C4 garantem a existéncia de
uma bifurcagao genérica do tipo sela-né para p = (e, ut).
Considere agora a fungao (3.80). Das Afirmagoes 3.4.3 a 3.4.6, verificou-se que ¥ tem

as seguintes propriedades:
B1. ¥(0,u') = 0;

B2. 5.9(0, ') = 0;

2
B3. 9,,0(0, u') = —;
Wo
2 1 873
B4. 020 (0,p') =
Wo

Assim, ¢é possivel observar que ¥(e, u') satisfaz as propriedades do Lema 3.4.1 e, com

isso, existe uma funcao suave (e, u') — (e, pu') tal que

\Ij(‘ga Ho, ¢(€7 Ho, O? 07 ,u3)7 ?/f(ﬁa Ho, 07 07 ,u3)7 ,u3) = 07 (383>

e, portanto, a funcio (e, u') — T'(e, u') estd bem definida, com

F<€7 /~L1> = (I)(G, :U’O) = /~L1 + (07 ¢<€7M07 0,1/)(6, M1>7ﬂ3>7¢<€7/111)7 0) (384>
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Além disso, P(e, (e, u’)) = € por (3.84) e O.P(e,T'(e,u°)) = 1, por (3.83). Logo, C1 e
C2 estao provadas.

Ainda do Lema 3.4.1, a funcao (€, ut) — s = (e, u') possui a seguinte representagao,

1
Mo = ¢(€7:u1) = §¢2(M1)62 + O¢(€37 ||M1||)a (385)
sendo
87 3
(0 Nl) w
W o <08 7 — 20— 4y, 3.86
1/}2<:U’ ) aﬂgd)(o;,ul) 2_7T H3 ( )
Wo
Portanto,
1
He = (e pt) = 5(=Aps)e® + Ou(€, 1)),
ou seja,

pe = (e, ') = —2u3e® + Oy (€, ||']])- (3.87)

Da mesma forma, de (3.75) segue que

1 1
= o6 1) = 502 (1) + 1 0a(1”)e! + 0o (€, [[1°]]).

Desta forma, calculando ¢,(u°) para ps dado em (3.87) vem que

2/ 2(—2p3€* + Oy (€, || !
) = 2 2A2ne + Ol )
Ho Ho

Aps
=~ T Onle [l

Logo,

1 [(4up 1 241
= (e, 1) = 5 [ == 4 O (1) ) €+ 5 (=== ) € + Oy, || ]])
2!\ po 4! Ho

2”3 2 M3 4
= == — =+ O4€, ||1t]]),
o< o (€7 |11 ]])

isto é,

i = 0es i) = T2t Ou(e", [l (3.88)
Com isso, a curva (e, u') — T'(e, p'), pode ser parametrizada por ¢ como em (3.81) e,
portanto, C5 é verificada.

Considere agora a funcao (e, u°) — K (e, u%) = ps — (e, pt), ou seja,

1
K(€7 MO) = M2 — §¢2(M1>€2 - 07/1(637 ||/1“1||)
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Note que
K(0,1%) =0,

K (0, 1) =0,
1
862],'((0’,“0) = _§¢2</’L1) = 2:“37
6H2K(07 MO) =1

Assim, pelo Teorema da Fung¢ao Implicita,

2 — _aMQK(()? H’O)

O 2 1
R0, ) p2 + O (||, [l7[]),

ou seja,

2

1
€ = —2—u2+0c(|u2|2,\|u1||>~ (3.89)
M3

Assim, por (3.75), a curva (e, u') — T'(e, u') pode ser localmente representada por um

grafico de uma funcao do tipo (3.82), ou seja,
1 0.2, L 0y .4 5 11,0
= 502(1°)€ + 504 (k) + O (€, [11°]])

= 3 (222 (~gmons + Oalhual ') +

2 Ho 2[,[/3
1 24/1,3 1 2
— | = _ ) 2 1 0 5 0
4! ( 1o ) ( 2tz + Ocllil Il H)) +0u(€, ||1°]])
1 1
= Zaab ™ et + O (el 1]

2f104t3 ? dpops

1

2 3 1
= —u +O 2™ [ .
4,“0,“3 2 //«1<| | H H)

Agora, para demonstrar os itens C3 e C4, é necessario calcular a derivada segunda, com

respeito a ¢, da aplicagao de Poincaré, avaliada em p = I'(e, u'). Assim, segue que
O2(P(e, 1)) = DA (e, j1) + DA(e, 1) + edAle, p),

ou seja,

O2(P(e, 1)) = 20A(e, ) + €02 A(e, ).

Aplicando em p = I'(e, u'), obtém-se

02 (P(e,T(e, ")) = 20.A(e, T(e, ) + €0?Ale, T'(e, pt)). (3.90)
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Agora, a derivada com respeito a u, da aplicagao de Poincaré, é dada por
Oy (P(€, 1)) = Oy€ + Oy, (eA(e, 1))
= EaﬂlA(e7 :u)7
e, calculada em p = T'(e, u'), segue que

O (P(e,T(€, 1)) = €0, Ale, T(e, 1)), (3.91)

Levando em conta (3.47) e fazendo a expansao em série de Taylor de cada fungao (6, ) —
pr(0, 1) (e suas respectivas derivadas com respeito a 1) para k = 1,...,5, e calculando

em p = (e, put), segue que

1 1
PP(e.T(e, n)) = xolu") + xa (e + = x2(p)e* + =xs(u')e® + Oy (e, ||nt]]),

ol 3l
(S
92, P(e,T(e, u')) = E(u')e + Og(€, [|1]]),

com

Xo(u') = pa(2m, p') = 0,

xi(p') = ps(2m,pt) =0,

Xa(pt') = pa(2m, ') = 4pi30y, po (2, ) — %%pz(?m ),
Xa(p') = ps(2m, 1) — 120130,, p3(2m, pit) — 6%@1/)3(2%, ),

€

§u(n') = O pr (2mpt).

Usando as relagoes (3.48) até (3.58) e também o fato da dependéncia diferenciavel das

solucoes com respeito aos parametros, obtém-se

27 o
aulpl(Qﬂ'?Ml) = ;
Wo
102<27T7 /1’1) = OJ

aﬂl p2<2ﬂ-7 /J“1> - O)
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au2p2<27T7 ,u1> = 07
103(27T7 Ml) - 07

8M1p3(271', Ml) =0,

127

aﬂ2p3<27rnul) = wo )

2407 U3

o, ut) = .
ps(2m, ) o

Sendo assim, segue que xo(p') =0, x1(1') =0, x2(p') =0e

Xa(u') = ps(2m, 1) — 1230, p3(27, 11"
24 12
Omps 12 s

= — 3——

Wo Wo
~ 240mps 144wy
B Wo N Wo
9673
= w—o‘
Com isso,
16mpus 4

0P(e,T(e,u')) = € + Oy [|1]])-
Da mesma forma,

27 o
et Ogle 1)

0p, Ple,T(e, p')) =

Para € > 0, suficientemente pequeno, segue que

OEP(e, T (e, 1)) £ 0,

02, Pe.Tle u")) # 0,

completando a prova da proposicao. |
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3.5 Aplicacoes

Dois exemplos serao apresentados nesta secao, os quais darao uma ideia de como os
resultados apresentados até aqui podem ser utilizados. O primeiro exemplo trata de uma
familia de sistemas de controle em malha fechada em R3? e, o segundo, de uma familia de

sistemas de controle em malha fechada em R*.

Exemplo 3.5.1. Considere o sequinte sistema de controle linear auténomo

t' = Ax + Bu, (3.92)
sendo
1 15 1
A=110 0 e B=|0
1 2 4 1

Primeiramente, observe que o par (A, B) € controldvel. Esta afirmagao seque do Teorema

2.2.1, pois como

1 15 1 6
AB=11 0 0 0O 1=11
1 2 4 1 5
e
1 15 6 32

resulta que,
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Escolhendo Ay = i, Ay = —i e \3 = —1 como autovalores, tem-se o sequinte polinémio

caracteristico
pa(r) = (r —a)(r+4)(r+1),
15to €,
pa(r) =7+ 4+ 1

Do Teorema 2.5.4 seque que a matriz ' € R3 € calculada como

F = —egM_lp/\(A).

Mas,
A=A+ A2+ A+ E.
Como
115 115 7 11 25
A= 100 1o0]|=]11 5
1 2 4 1 2 4 7 9 21
(&
7 11 25 115 43 57 135
AB=AA=]|1 1 5 1roo0|=|7 11 2 |,
7 9 21 1 2 4 37 49 119
obtém-se que
43 57 135 7 11 25 115 100
A= 7 11 25 |+ 1 1 5 |+l 100 ]|+] 010
37 49 119 7 9 21 1 2 4 00 1
15t0 €,
52 69 165
(A= 9 13 30

45 60 145



A matriz inversa de M € dada por

Assim,
-1 -4 2 52 69 165

F=-(0,01)] 3 —2-3 9 13 30
-1 11 45 60 145
52 69 165
=(3-3-3) | 91330 |
45 60 145
ou seja,

F=(-1,-2-5).

Como H = A+ BF, tem-se

1 1 5 1
H=]110 0 [+|0](-1-2-5)
1 2 4 1
1 1 5 -1 -2-5
= 10 0|+ 0 0 0],
1 2 4 -1 -2-5
ou seja,
0 -1 0

105
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Pode-se observar que H é uma matriz diagonal por blocos, assim seus autovalores sao

M =1, \g = —1 e A3 =—1. Como o interesse estd apenas nos autovalores complexos com
’ 3

partes reais nulas, seque que os autovetores associados a A1 € Ay, p € q, sao escolhidos

como

b= (17 _i70>7

1
—(=,—=,0].
q (27 27)

Com estas escolhas a hipotese E3 € satisfeita, pois

<po> = <(17_i70)7<17071>> =1+0+0=1

(p,q) = <(1,—i,0), (%;0» :%+%+0:

Sendo x = (z1, 19, 73) € R, entdo w = (p,x) = (1, —1,0), (v1, v, 73)) = 1 +ixy. Assim,

Além disto,

considerando (3.26), resulta que a realimentacao estdtica de estado K é dada por

K(w,w, j1) = 221 (popr + po(1 + ix2) (11 — i22) + ps(wy + iw2)? (21 — i12)?)

= 221 (popn + pa(@] + 23) + ps(2] + 22123 + 13)),

ou seja,
K (w, 0, 1) = 2pop@s + 2pua(a + 2123) + 2p3(2] + 227235 + 7173).
Logo,
x) 0 -1 0 T 1
l,/2 = 1 0 0 X2 + 0 K(U}7 U_), ﬂ)a
xh 0 0 -1 T3 1
15to €,

) = 2p0pi Ty — T + 2 (2] + 2123) + 2p3(2] + 20803 + 2123),
.1'2 = :rl,

Ty = 2uop Ty — T3 + 29 (x? + 1123) + 2u3(2} + 22373 + 1173),
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que € um membro da classe (3.27) para n = 3.
Para o ponto de Hopf (0, 1°) € R3 x R, com pu® = (po, 0, pia, p13), tem-se de (3.67) que o

primeiro coeficiente de Lyapunov € dado por

ll (MO) = 27{-[1’27

wisto que wy = 1. Desta forma, se s # 0, a estabilidade do ponto de Hopf é determinada
e, aplicando a Proposicao 3.4.2 dd-se o estudo das orbitas periodicas proximas ao ponto
de Hopf, isto ¢, se uy < 0, entao, localmente, existe uma orbita periodica estdvel, no
retrato de fase do sistema (3.92) restrito a variedade central e sua continuagdo, proxima
ao equilibrio e, se ps > 0, entao a orbita periodica existente, € instdvel. Ja pelo Teorema
3.4.2, considerando o ponto de Hopf (0, ') € R® x RY, com p' = (o, 0,0, u3), o seqgundo

coeficiente de Lyapunov € dado por

lo(u') = 2.

Se s # 0, a estabilidade do ponto de Hopf, bem como as propriedades da drbita periddica
proxima a este ponto, sao dadas através da Proposicao 3.4.4, ou seja, considerando
3 < 0, entao, prorimo ao equilibrio, existe wma orbita periddica estdvel, no retrato de
fase do sistema (3.92) restrito a variedade central e sua continuagao, e, caso uz > 0, a

orbita periodica existente € instdvel.

Exemplo 3.5.2. Considere agora o sistema linear de controle em malha fechada em R*

2 = Axz + Bu
sendo
0 -1 —4 0 -1
2 1 1 2 1
A - e B =
2 3 -1 3 1




Do Teorema 2.2.1 segue que o par (A, B) € controldvel, pois

0 -1 —4 0 -1 -5
2 1 1 2 1 2
AB pr— pr—
2 3 -1 3 1 3
1 3 0 2 1 4
0 -1 -4 0 -5 —14
2 1 1 2 2 2
A’B = =
2 3 -1 3 3 5
1 3 0 2 4 9
e
0 -1 —4 0 —14 —23
2 1 1 2 2 -2
A’B =
2 3 -1 3 5 3
1 3 0 2 9 13
Logo,
-1 -5 —14 -23
1 2 3 —2
M=
1 3 5 3
1 4 9 13
e
Po(M) =4
Escolhendo como autovalores A\ = 1, Ay = —i, A3 =

polindmio caracteristico € representado por

pa(r) =

(r—a)(r+i)(r—(=14+1)(r—(—1—1))

(r* +1)(r* +2r + 4),
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—1+17 el =—1—1, seque que o



15t0 €,

pa(r) =t 4+ 2% + 3r 4 2r + 2.

Calculando py(r), em r = A, seque que

mas

Assim,

pa(A) = A* + 24 4 3A% +2A + 2F,

A2

At =

—10

—34

15

24

—69

4

16

41

—165

44

71

115

-13 3 -4
8 -8 9
7T -4 9 |
8 —1 10
—-36 24 —45
b} -8 10
15 =17 20 |
27T =23 33
—65 76  —90
2 =23 6
9 =28 19
33 —46 51
—178 125 —222
40 —61 57
66 —74 92

117 =95 153
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A matriz inversa de M € dada por

2
5

Ut
|
(SIS
—_

Portanto, pelo Teorema 2.5.4, obtém-se

27 3
920 55 90\ [ 165 —178
0 -2 3 -1 44 40
F =—(0,0,0,1)
10 1 -2 1 66
2 1 4
2 1 1y 115 117
—165 —178 125 —222
44 40 —61 57
—(=2,-L1 %)
5 575 J

ou seja,

Como H = A+ BF, seque que

0

2

71 66 —74 92

115 117 =95 153

F=(-1-1,-2-2).

-4 0 -1
1 2 1
+ (—1,-1,
-1 3 1
0 2 1
-4 0 1 -12 2
1 2 -1 -1-2-2
+
-1 3 -1-1-2-2
0 2 -1-1-2-2

125 —222

—61 57

—74 92

-95 153

—2,-2)

110
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ou seja,
1 0 =2 2
10 -1 0
H =
1 2 -3 1
02 -2 0

Os autovalores da matriz H sao
)\1:i7 )\Qz—i, )\3:—1+Z € )\4:—1—2

Os autovetores escolhidos e associados com \y =i e Ay = —1, de forma que satisfacam as

hipoteses E3 e E4 | sao os sequintes

p=(-1,0,14+4—1—1),

_(LLiiidg
q_ 2 2a2727 .

Considerando x = (x1, T2, x3,74) € R* vem que w = (p,x) = —x1 + (1 —i)w3 — (1 — )24,

Portanto, de (3.26) resulta que K € dada por
K(w,w, u) = 2(—x1 + 3 — x4)(ops + po(—x1 + (1 —d)axg — (1 —i)zy)
(—z1+ (1 +i)as — (14 i)zg) + pa(—21 + (1 — i)oz — (1 — i)zy)?
(21 + (L +i)zs — (1 +14)24)?),
ou seja,
K(w,w, 1) = 2(—x1 + 23 — x4) (popt1 + p2(2? — 221203 + 23174 + 275 — 42374 + 22%)+
ps(xt — dxdws + dadey + 82323 — 1623 w30y + 8x3w] — 8vy w3 + 24710374 —
24x 2373 + 81173 + 4ws — 16237y + 242207 — 167373 + 47})).

Definindo
P(x) = af — 221 (x5 — 24) + 2(x3 — 24)%,

Q(x) = —x1 + T3 — Ty,



112

obtém-se a sequinte familia a quatro pardmetros de realimentacoes estdticas de estado
(z,1) € R* x R v— u = K(x) = 2Q(x)(pop1 + p2P(x) + p3P(2)”) € R.
Portanto, o sistema de controle linear em malha fechada
v = Hx + BK(x)
= Ha + 2410/ Q(2) B + 2Q(x) P(x) (42 + s P(2)) B,

¢ um membro da classe (3.27) para n = 4.

Note que, assim como no exemplo anterior, todos os resultados estudados podem ser apli-
cados. Como o interesse estd apenas em autovalores com partes reais nulas, vem que,
wo = 1. Assim, para o ponto de Hopf (0,u°) € R* x R* tem-se de (3.67) que o primeiro

coeficiente de Lyapunov € dado por

(1) = 27 ps.

Logo, considerando puy # 0, é possivel determinar a estabilidade do ponto de Hopf e,
através da Proposicao 3.4.2, dd-se o estudo das orbitas periodicas proximas ao ponto
de Hopf. Jd pelo Teorema 3.4.2, considerando o ponto de Hopf (0,u') € R* x R%, o

sequndo coeficiente de Lyapunov é

lo(u') = 2.

Desta forma, considerando puz # 0, da Proposicao 3.4.4 ¢ possivel determinar a estabi-

lidade bem como as propriedades das orbitas periodicas proximas ao equilibrio.



Conclusoes

Nesta dissertagao foi estudado o controle de ciclos limites em sistemas de controle lineares
em malha fechada. Apo6s um estudo inicial sobre a teoria de controle (linear), foi pos-
sivel mostrar alguns resultados que permitem verificar a existéncia de ciclos limites em
sistemas de controle lineares auténomos em malha fechada que surgem em decorréncia de
bifurcag¢oes de Hopf de codimensdes um e dois estudados em [2]. Isto fica claro, com as
demonstragoes dos Teoremas 3.4.1 e 3.4.2. Além de identificar a existéncia destes ciclos
limites, foi possivel realizar um estudo sobre suas estabilidades, com a demonstracao das
proposicoes que seguem os teoremas citados acima.

Além disso, ainda dos Teoremas 3.4.1 e 3.4.2 e de suas proposi¢oes pode-se veri-
ficar que, conforme for os pardmetros tomados na familia de realimentagoes estaticas de
estado, o retrato de fase da correspondente familia de sistemas de controle lineares em
malha fechada pode ter nenhum, um ou dois ciclos limites, como pode ser visualizado na
Figura 3.1. Ressalta-se também que no caso em que hé um tnico ciclo limite nao, neces-
sariamente, este precisa ser hiperbolico, bastando para isto tomar valores apropriados dos
parametros em Cyp, conforme Proposicao 3.4.5.

Como trabalhos futuros, deseja-se aprofundar ainda mais nos conceitos referentes a

teoria de controle, principalmente no que diz respeito ao estudo de Problemas Inversos.
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