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Resumo

Neste trabalho descreveremos parte da teoria das superficies de Riemann e sua conexdo com a geometria
Riemanniana. A teoria naturalmente descreve a transposicdo da holomorfia em uma varidvel complexa
para o contexto da geometria, que recebe o nome de geometria complexa. Alguns resultados apresentados
vdo além da teoria das superficies bidimensionais e adquirem um aspecto bastante abrangente. O teorema
da uniformizacdo de Riemann serd apresentado, o qual nos permite classificar as diferentes classes des-
sas superficies. No final serd apresentada a projecdo candnica de uma métrica Riemanniana sobre sua

correspondente estrutura complexa, bem como algumas de suas propriedades importantes e aplicagées.

Palavras—chave: superficies de Riemann, teorema da uniformizacdo de Riemann, relagdes entre estruturas

Riemannianas e Complexas.



Abstract

In this paper we will describe part of the theory of Riemann surfaces and its connection with Riemannian
Geometry. The theory naturally describes the transposition of holomorphy in one complex variable to the
context of geometry, which is called complex geometry. Some results presented here go beyond the theory of
two-dimensional surfaces and acquire a rather comprehensive appearance. The Riemann’s uniformization
theorem will be presented, which allow us to classify the different classes of such surfaces. Before finishing
the dissertation, the canonical projection of a Riemannian metric onto its correspondent complex structure

will presented, as well as some of its important properties and applications.

Keywords: Riemann surfaces, Riemann’s uniformization theorem, relations between Complex and Rieman-

nian structures.
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Introducao

A teoria das superficies de Riemann deu-se inicio com o matemdtico alemdo Georg Friedrich Bernhard
Riemann (1826-1866). Inicialmente, de uma maneira bastante heuristica, Riemann propds um modelo
geométrico para tornar fungcdes multivalentes que naturalimente surgem da teoria da andlise em uma tinica
varidvel complexa (como log(2), /z, tg~'(z), tanh ™1 (2)) em funcées univalentes agora ndo com dominio
em C mas sim nessa “estrutura” geométrica a qual consistia de “n-copias” do plano C onde o niimero n
dependia exclusivamente da funcdo estudada. Posteriormente, essas copias foram chamadas de “folhas”
que constituiam tal estrutura geométrica. A teoria das funcdes holomorfas é conhecida por sua rigidez
e capacidade de se conectar com outras dreas que, a priori, sdo independentes. A estrutura conforme
dessas funcdes pode ser transportada para o contexto da geometria por meio da estrutura de variedade
complexa. Como toda teoria matemdtica que surgiu de maneira heuristica, a teoria das superficies de
Riemann posteriormente adquiriu um aspecto abstrato e nos dias de hoje é uma drea independente da
Andlise Complexa no sentido de que usa técnicas de diversos ramos do conhecimento para estudar seus
problemas naturais, como por exemplo, a dlgebra,a topologia e até mesmo elementos de teoria dos niimeros.
O primeiro passo para essa abstragdo foi o advento das funcées elipticas. Como caso cldssico temos
a funcdo o de Weierstrass, uma fungdo meromorfa, com polo duplo e com dois periodos linearmente
independentes sobre o corpo de escalares R, que é dada por
pw) =T+ T (s~ )
AeA/{0}

onde A\ é um reticulado em C.

Neste trabalho apresentaremos a classificacdo das superficies de Riemann por meio do Teorema da
Uniformizagdo de Riemann. Ele afirma, dentro de um certo sentido (a menos do que chamamos de biho-
lomorfismos), que existem apenas trés tipos de superficie de Riemann: As elipticas, as parabdlicas e as
hiperbdlicas. Ambos os casos estdo relacionados a superficies de curvatura constante, que é positiva, nula
ou negativa, respectivamente. O teorema da uniformizacdo em si ndo implica as condigcbes anteriores,
mas é possivel relaciona-las com a estrutura complexa das superficies de Riemann por meio do conceito
de métrica Riemanniana, que generaliza a nogcdo de produto interno euclidiano para variedades. Para

isso € necessdrio introduzir o conceito de “estrutura complexa” em uma variedade. Inicalmente isso é



feito definindo um objeto (mais precisamente, um endomorfismo linear) em um espaco vetorial real V,
dim(V) = 2n, J : V. — V que satisfaz a condi¢do J?> = —Idy e transportar essa propriedade para
o espago tangente a uma variedade M em um ponto p € M denotado por T,M que naturalmente car-
rega uma estrutura de espaco vetorial. Queremos, de certa forma, entender de qual maneira as estruturas
complexas e as métricas Riemannianas estdo relacionadas. Faremos isso no seguinte sentido: dada uma

superficie orientada M, definimos

RM(M):= espago das métricas Riemannianas sobre M

CS(M):= espago das estruturas complexas sobre M

e consideramos a aplicagdo J : RM(M) — CS(M) dada por y — T[] onde, se em coordenadas temos

2
=Y vjda'd’ = E(dx")? + 2Fda'da® + G(d2”)”. (1)

i,j=1
entdo

. 1 —F B
Ihl=Tmm | o &

Nosso objetivo neste trabalho é estudar algumas propriedades de tal aplicagdo com a finalidade de colocar
as relagées entre estruturas complexas e Riemannianas em superficies sob uma perspectiva, diferente do
que usualmente é apresentado na literatura da drea. Podemos listar como as duas principais contribuicoes

deste material:

(i) Estudo da diferenciabilidade de [J[v]: observa-se que CS(M) ndo tem estrutura de espago veto-
rial, pois as operacdes de soma de estruturas complexas e multiplicacdo de uma estrutura complexa
por um escalar ndo necessariamente resultam em uma nova estrutura complexa. Analogamente para
RM(M). Porém, RM(M) é subconjunto do espago das formas bilineares simétricas sobre M de-
notado por B(M) e CS(M) é subconjuto de T(M), o espago dos campos tensoriais 1-covariantes e
1-contravariantes. Ambos B(M) e T (M) tem estrutura de espago vetorial. Isto nos permite introdu-
zir uma nogdo de diferenciabilidade para J. De forma explicita, parab € B(M) e J}. :== T[]}, (veja
equagdo (3.50)):

1 2 4 . 20 )
(@I -0k =5 | Do 77 | = D v ] 2)
Gb=1 jb=1
(ii) Mostraremos como transferir o teorema da uniformizacdo de Riemann para o teorema geométrico da
classificacdo de superficies orientadas com curvatura constante usando [J. Nesse sentido, o traba-
lho apresenta o aspecto de reorganizar fatos conhecidos das geometrias complexa e Riemanniana e

reapresenta-los sobre um novo cendrio, conectando-as, no sentido de que quando identificamos uma



métrica Riemanniana com uma estrutura complexa possibilitamos entender uma superficie Riemanni-
ana com uma superficie de Riemann. Em contrapartida, mostraremos também que toda superficie de

Riemann admite uma métrica Riemanniana de curvatura constante.

Este trabalho é dividido em trés capitulos. O primeiro é dedicado a uma introdugdo a teoria das su-
perficies de Riemann, isto é, descrevemos seus conceitos elementares e alguns exemplos. Jd no segundo
apresentaremos o teorema da uniformizacdo de Riemann, bem como as ferramentas para entende-lo. Fi-
nalmente no terceiro vamos estudar a conexdo entre superficies de Riemann e superficies Riemannianas
através da funcdo J. Espera-se do leitor no¢des de cdlculo em uma varidvel complexa, topologia bdsica,
geometria diferencial elementar e uma nogdo de variedade e seus espagos tangentes. Por completude, no

apéndice A colocamos o que é necessdrio de cdlculo tensorial.
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Capitulo 1

Introducao as Superficies de Riemann

Este capitulo corresponde a um primeiro passo na teoria das superficies de Riemann. A teoria teve
origem no estudo de funcdes complexas de uma vinica varidvel complexa e, hoje em dia, é um ramo vasto da
matemdtica, com aplicacoes em vdrias dreas. Inicialmente as superficies de Riemann foram introduzidas
para resolver o problema da descontinuidade das funcoes holomorfas ao longo do semi-eixo real negativo.
Funcoes importantes que naturalmente surgem na teoria da Andlise Complexa, como o logaritimo e a raiz
quadrada, possuem este tipo de descontinuidade. Mais do que isso, também em um primeiro momento,
as Superficies de Riemann foram utilizadas para se resolver os problemas da multivaléncia em funcoes
que também aparecem naturalmente do contexto da Andlise Complexa. A idéia das superficies de Riemann,
neste entdo primeiro momento, é a de ndo eliminar o semi-eixo real negativo(pois queremos calcular o valor
do logaritmo e da raiz quadrada, por exemplo, nesses pontos) mas sim introduzir os ramos que definem as
folhas de Riemann. Construir e entender a relagcdo dessas folhas, em geral, ndo é tarefa fdcil, pois uma
mesma fungdo pode perfeitamente admitir mais de uma superficie de Riemann.

Neste capitulo introduziremos os conceitos iniciais para o entendimento da teoria das Superficies de
Riemann. Iremos entendé-las como casos particulares de estruturas mais gerais, as variedades complexas.

Assumimos que o leior tem um pequeno conhecimento prévio de elementos da teoria das fungoes de
uma e vdrias varidveis complexas, e de variedades reais.

Relembramos rapidamente uma definicdo elementar da Topologia Geral que nos serd iitil: Considere-
mos dois espacos topoldgicos M e N e uma funcdo f : M — N. Dizemos que f é dita ser um homeomor-
fismo se for continua, inversivel com inversa = também continua. Dizemos também que a funcdo f é um
homeomorfismo local se existir uma vizinhanca U em torno de cada ponto p € M tal que a restricdo f|y é

um homeomorfismo de U em sua imagem f(U) C N.



1.1 Funcoes Holomorfas

Denotemos por C o conjunto dos niimeros complexos e, paran € N, o espaco C" = R" + iR"™ como sendo

o conjunto das n-uplas de niimeros complexos
2= (21, 2n) = T +1iy, = (21, Tn),y = (Y1, .-, yn) € R™

Sua topologia é induzida do produto hermitiano z - Z :== z121 + ... + 2p 2y, onde Z representa o complexo
conjugado (Z1, ..., Zn).
Seja U C C" um aberto. Uma aplicagdo f = u—+iv: U C C" — C é dita ser holomorfa em U se para

cada z € U, f satisfaz as equacdes de Cauchy-Riemann, isto é,

ou ov v ou

(z) , i=1,...,n. (1.1)

Podemos generalizar este conceito para fungées vetoriais da seguinte maneira: dado um aberto U C
C", uma aplicagcdo

g=1(91,-,0n): U CC" = C™ (1.2)

é chamada holomorfa se cada funcdo g;, i € {1, ...,n}, for holomorfa.
Uma condicdo necessdria e suficiente para que uma funcdo seja holomorfa é que ela ndo dependa da

varidvel conjugada z. Mais precisamente, definindo

= 1.3
onde
of _ 0w  Ou  Of _Ou . ou (14)
Oxp  Oxy,  Owy, Oyr  Oyr Oy
entdo f é holomorfa se, e 56 se,
9 g k=1 . .m (1.5)
8zk
Exemplo 1.1. A funcdo f : C — C definida por z — |z|? ndo pode ser holomorfa pois |z|* = 2z, isto é,

depende da varidvel conjugada Z.

Exemplos importantes de fungdes holomorfas sdo obtidos a partir de fungoes elementares ou Liouvillia-
nas, isto é, fungoes de uma vinica varidvel complexa que sdo combinagées de um niimero finito de operagoes
aritiméticas e composicdes com exponenciais, logaritmos, trigonométricas, hiperbdlicas e solugcoes de
equacgdes algébricas. Tais tipos de funcdes sdo de fundamental importdncia na teoria das superficies de
Riemann. Como construiremos superficies de Riemann a partir dessas funcdes, precisamos descrever suas

principais propriedades.

Exemplo 1.2. A funcdo exponencial exp : C — C é definida por exp(z) = et := e%el¥ = e%(cos(y) +

i sen(y)). Suas principais propriedades sdo:

12



7.

8.

exp(z + w) = exp(z)exp(w), Vz,w € C.

exp(z) #0,V z € C.

lexp(z)| = exp(Re(2)), V z € C.

exp(z) € periddico de periodo 2i.

exp(z) =1 se, e 56 se, z = 2mni para algum n € Z.

Seja yo um niimero real fixo. Considere o conjunto
Ay ={z=x+iy;z e R,yo <y <yo+ 27}
Entdo, exp(z) € uma fungdo bijetora de Ay, em C/{0}.
A fungdo exp(z) € inteira (holomorfa em todo C) e exp'(z) = exp(z), Vz € C.
oo

exp(z) = > Z; em todo C, em torno de zy = 0.
n=0

Exemplo 1.3. Considere o conjunto A :={z = x +iy € C;x < 0,y = 0}. Definimos a fungdo logaritmo

log : C/A — C como sendo log(z) :=log |z| + if onde 0 = arg(z) € (to, to + 2m),tp € R.

Quando arg(z) € (—m, ), diremos que o log(z) estd definido em seu ramo principal.

Algumas das propriedades de log(z) sdo:

1.

A fungdo log(z) é a inversa da funcdo exponencial exp(z) no sentido de que, dado um ramo qualquer
onde log(z) estd definido entdo, elog(z) — o Além disso, se escolhermos um ramo no intervalo

[Yo, Yo + 27) entdo, log(exp(z)) = z para z = x + iy, com y € [yo, Yo + 27).
log(z1.22) =log(z1) + log(z2) mod 2i.

Em seu ramo principal a funcdo log(z) é holomorfa e log'(z) = 1/ z.

(_l)nfl

n

o0
No ramo principal log(z + 1) = > z" cujo dominio de convergéncia é o disco unitdrio

n—=
centrado na origem D(0, 1), em torno de zy = 0.

O conjunto B = C/A é o maior conjunto no qual podemos definir o ramo principal de log(z), isto
é, dado um conjunto B C C' entdo ndo podemos definir um ramo principal para log(z) pois neste

conjunto a fungdo arg(z) ndo pode ser continua e, portanto, log(z) também ndo é.

Exemplo 1.4. A funcdo poténcia zj* onde z1,zy sdo nimeros complexos, zy # 0, é z{* = e* log(z1),

. . . - L 11y
Assim, a raiz quadrada se torna um caso particular de funcéo poténcia, z*/? = \/z = |z|ze2".

Seja b € Z. Desse modo, dado a € C, ab estd bem definida (tem vinico valor) independentemente do

ramo escolhido. Reciprocamente, se a® estd bem definido entdo b € 7. Seja agora b € Q. E suficiente

13



1n tem exa-

considerar o caso em que b = 1/n. Entdo, como consequéncia da férmula de de Moivre, a
tamente n determinagées distintas. Caso b seja irracional entdo, a® tem um niimero infinito (contdvel) de

determinagaes.

Podemos observar que a definicdo de fung¢do poténcia é equivalente a
log(27?) = z2log(z1) (1.6)

que, para z1 estritamente positivo e zy real, é uma formula familiar da andlise real. A definicdo que demos
sugere uma extensdo natural da nogdo de poténcia real de niimeros positivos, que mantém a propriedade
descrita acima. Esse fato é conhecido como Principio da Conservagdo das Propriedades Funcionais, que
também foi usado de alguma maneira para definir as outras funcdes elementares. Este principio é usado
muitas vezes na matemdtica e aparecerd novamente quando falarmos sobre estruturas complexas em va-
riedades. Além disso, devemos notar que o niimero complexo z11og(z2) é uma das possiveis solucoes w
de

22 =e". (1.7)

Outras raizes existem e o conjunto formado por elas é dado pelos possiveis valores de log(z7?),
z1log(z2) + 2kmi, k € Z. Como o logaritmo é uma fungdo multivalente, z;* é, em geral, multivalente
com o mesmo ponto de “ramificacdo” (no caso, o ponto z = 0) que o log(z). Tais fatos serdo titeis depois

para descrever as superficies de Riemann dessas funcoes.

1.2 Superficies de Riemann Como Variedades Complexas

As superficies de Riemann sdo casos particulares de variedades complexas. Estas, por sua vez, sdo definidas
de forma semelhante as variedades reais. Enquanto no caso real elas sdo identificadas localmente com o
espaco R™ e as funcdes de transicdo (fungdes de mudanca de coordenadas) sdo suaves (de clase C*),
no caso complexo, sdo localmente identificadas com C™ com funcdes de transicdo holomorfas. Vemos,
portanto, que uma variedade complexa é um espago topologico que, localmente, pode ser descrito por meio

de um sistema de coordenadas complexas. Mais precisamente:

Definicao 1.1. Diremos que um espago topologico M é uma variedade complexa de dimensdo n se as

seguintes condicoes forem satisfeitas:
1. M é Hausdorf{f com base topolégica enumerdvel;

2. Existe uma familia {(U;, v;)}ic1, onde I é um conjunto de indices, sendo para cada i € I, U; um
conjunto aberto de M e p; um homeomorfismo de U; sobre um aberto V; de C" com {U; };c1 cobrindo

M, isto é, Uie[ U, = M.

14



3. Paratodoi,j € I, se Uy N\ U; # 0, a aplicagdo
Y = pjop; : wiUiNU)) = ¢;(UiNU;)
é holomorfa no sentido de vdrias varidveis complexas.

Obs 1.1. Para aspectos mais gerais sobre variedades complexas consultar ([6]) ou ([7]).

Os homeomorfismos p; sdo chamados de cartas ou coordenadas locais e a colecdo A := {(U;, Vi, i) }ier
é chamada de atlas, onde este atlas deve ser maximal, i.e, ele ndo estd contido em nenhum atlas estritamente
maior. Isto quer dizer que qualquer carta que é compativel com toda carta em A jd estd em A.

Podemos observar que toda variedade analitica complexa possui uma estrutura subjacente de variedade
diferencidvel C*® (e mesmo analitica real) pois podemos identificar C"* com R*™. Dessa maneira, M possui
dimensdo real par.

A seguir daremos um exemplo de variedade complexa.

Exemplo 1.5. Da mesma maneira que P, (R) (espago projetivo real de dimensdo n) tem uma estrutura
natural de variedade diferencidvel, P, (C) (espaco projetivo complexo de dimensdo complexa n,isto é, o
espaco das retas complexas passando pela origem de um espaco vetorial complexo de dimensdo n+1) tem

estrutura natural de variedade complexa. As cartas locais sdo da forma

20 Zj—1 Rj+1 zZ
(20, oy 2m) — (2,222 22y
Zj Zj Zj Zj

, 2z #0. (1.8)
Obs 1.2. Para mais exemplos de variedades complexas importantes consultar ([12]).

Definimos agora superficie de Riemann e alguns conceitos importantes além de tratarmos de exemplos

concretos.

Definicao 1.2. Uma superficie de Riemann é uma variedade complexa conexa de dimensdo um (e, portanto,

dimensdo real dois).

Definiciio 1.3. Sejam M e N duas superficies de Riemann com atlas {(Uy, Us, o)} € {(Vi, Vi, ¢i)}, res-

pectivamente. Uma funcdo continua f : M — N é dita ser holomorfa se para cada o e i, a composi¢do
-1
¢io for, (1.9)
é holomorfa no seu dominio de definicdo.

Neste caso ¢; o f ot é uma fungdo de 1o (Uy N f~1(V;)) em V;. Estes conjuntos sdo abertos em C, e
entdo a condigdo de ser holomorfa recai no caso usual de uma varidvel complexa. E um exercicio simples

verificar que tal conceito independe da escolha do atlas.
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Definicao 1.4. Um biholomorfismo entre duas superficies de Riemann M e N é uma aplicacdo holomorfa
f M — N que é inversivel e cuja inversa é também holomorfa. Neste caso dizemos que M e N sdo

equivalentes ou biholomdérficas. No caso M = N, um biholomorfismo é também chamado de automorfismo.
Dessa forma podemos ver um biholomorfismo como uma espécie de difeomorfismo no sentido complexo.

Exemplo 1.6. O plano complexo C, e qualquer subconjunto aberto U de C, é claramente uma superficie
de Riemann. Neste caso, funcoes holomorfas de abertos de C em C, como superficies de Riemann, recai no

conceito de holomorfia da andlise complexa.

Exemplo 1.7. O disco unitdrio de centro na origem D(0,1) = {z € C;|z| < 1} e o semi-plano superior
H = {w € C;Im(w) > 0} sdo superficies de Riemann, pois sdo abertos de C. Eles sdo equivalentes
devido a aplicacdo
w—1
p— 1.10
T +1 (1.10)

que é um caso particular de transformacdo de Mobius (um tipo especial de transformacdo de varidvel

complexa que serd vista mais adiante), chamada de transformada de Cayley.

Exemplo 1.8. O exemplo cldssico de superficie de Riemann compacta é a chamada esfera de Riemann. A
construgdo da esfera de Riemann é um fato bastante conhecido dentro da matemdtica. Por isso, em vez de
fazer a construgdo desta vamos apenas destacar um fato importante: A esfera de Riemann é biholomorfa a
esfera usual S* C R3. De fato, a esfera de Riemann é definida como sendo C = C U {oo}. Assim, vemos
que a esfera de Riemann é a compactificacdo do plano complexo C por um ponto ideal no infinito, denotado

por co. Um conjunto de cartas para a esfera de Riemann é

{(C,2),(C/{0},1/2)}. (1.11)
Portanto, a fun¢do de transi¢do é f(z) =1/ z.

Para mostrar que S* é uma superficie de Riemann biholomorfa a C basta mostrar que elas possuem as
mesmas funcées de transicdo jd que, topolégicamente sdo idénticas. Um conjunto de cartas para esfera S*
é

{(5%/(0,0,1),6+),(5%/(0,0,-1),¢-)} (1.12)
onde ¢ sdo as projecdes estereogrdficas em coordenadas complexas nos polos norte e sul, dados respecti-
vamente por (z1,x2,x3) = (0,0,1) e (x1,22,23) = (0,0, —1) com

1 +ix r1 +ixo
= — _ = —\ 1.13
¢+ (21,22, 03) = — s © ¢ (1,2, 23) 1T o (1.13)

Dado qualquer ponto p = (1,2, x3) € S? satisfazendo a condi¢do x3 # +1, entdo ¢_ o gbjrl(z) =1

Z’
como na esfera de Riemann. Logo, qualquer uma das projecoes estereogrdficas constituem um biholomor-

fismo ao identificarmos o polo em questdo com o infinito. Portanto C e S? sdo equivalentes.
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Apesar de C, H e S? serem simples exemplos de superficies de Riemann, elas desempenham um pa-
pel importante dentro da teoria pois como veremos posteriormente estdo diretamente relacionadas com o
problema de classificacdo das superficies de Riemann.

Os dois exemplos seguintes ilustram bem como é feita a construgdo heuristica de superficies de Riemann
a partir de funcdes multivaloradas. A idéia foi criada por Bernhard Riemann por volta dos anos 1850 e é
uma construcdo geométrica que permite que superficies sejam dominios ou imagens para estas funcoes mul-
tivaloradas. Ainda de maneira heuristica podemos entender essa construcdo como o conceito de aplicagcdo
definida em uma superficie de Riemann, que pode ser vista como uma generalizacdo do plano complexo C
constituido de mais de uma folha. A teoria criada por Riemann capitaliza o fato de que uma dada funcdo
multivalente associa um tinico valor a cada ponto de uma superficie dessas. Uma vez obtida uma superficie
de Riemann para uma dada fungdo, essa fungdo estd bem definida na superficie e podemos aplicar a teoria
de funcoes univalentes. Dessa forma, resolvemos as dificuldades decorrentes da multivaléncia por meio de
uma construgdo geométrica. No entanto, a descricdo dessas superficies e a interligacdo das diversas folhas

podem ser bastante complicadas.

Exemplo 1.9. (Superficie de Riemann da raiz quadrada). Denotemos |z| = r. Sem nenhuma restricdo sobre
z # 0 e arg(z), /2 associa dois, e somente dois valores distintos para cada z. Uma superficie de Riemann
para +/z é obtida substituindo o plano z com uma superficie constituida de duas folhas Ry e Ry, cada uma
cortada ao longo do eixo real positivo e com Ry emendada a Ry da seguinte forma: a aresta inferior do
corte de Ry é unida a aresta superior do corte de Ry e a aresta inferior do corte de R, é unida a aresta
superior do corte de Ry. Se um ponto z comeca da aresta superior do corte de Ry e descreve um caminho
continuo em torno da origem no sentido anti-hordrio, o angulo 0 cresce de 0 até 2m. O ponto passa entdo da
folha Ry para folha Ry, na qual 6 cresce de 27 até 4. Se o ponto continuar dessa forma, ele retorna a folha
Ry, em que o valor de 6 pode variar de 4w até 67 ou de 0 até 27, e assim por diante. Podemos notar que o
valor de \/z em um ponto em que o camiho passa da folha Ry para folha Ry é diferente do valor de \/z em
um ponto em que o caminho passa da folha Ry para a folha Ry. Dessa forma, construimos uma superficie
de Riemann na qual \/z é uma aplicacdo injetora dos valores de z ndo nulos. Nessa construgdo, as arestas
das folhas Ry e Ry sdo unidas em pares de tal maneira que a superficie resultante é conexa e fechada. Os
pontos em que duas arestas sdo unidas sdo diferentes dos pontos em que sdo unidas as duas outras arestas.
Na visualizagdo de uma superficie de Riemann, é importante entender como devemos proceder ao alcangar
uma aresta do corte de uma folha.

A origem é um ponto especial dessa superficie, pois é um ponto comum a ambas as folhas, e uma curva
ai em torno da origem deve dar duas voltas para poder ser fechada. Portanto, temos que a origem neste
caso é um ponto de “ramificacdo”. A imagem da folha Ry pela transformacdo w = +/z é a metade superior
do plano w, pois o argumento de w em Ry é 0/2, sendo 0 < 0/2 < m. Analogamente, a imagem da folha

Ry é a metade inferior do plano w. Assim como no exemplo anterior, posteriormente veremos que em
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cada folha, a funcdo que definimos é uma continuacdo analitica da funcdo definida na outra folha, assim
como foi feito para a fungdo univalente \/z definido no ramo principal do log(z). Nesse sentido, a fungédo
univalente \/z dos pontos da superficie de Riemann é uma fun¢do holomorfa em todos os pontos, exceto na
origem. De fato, como log(z) ¢é o inverso da exp(z), que nunca se anula, entdo ndo é possivel que log(z)
seja holomorfo na origem (sequer pode ser continuo, pois a fungdo arg(z) ndo o é).

As idéias heuristicas feitas acima podem adquirir um aspecto mais rigoroso como se segue.

Seja z = a + bi € C fixo. Dado w = x + iy € C, a solu¢do da equacdo

w? =z & (z+iy)? = (a + bi) (1.14)

é dada por z = x(a,b) + iy(a, b) onde

a+va?+ b

Tr = - €

5 (1.15)

comp(b) =1,seb>0ep(b) =—1, seb <0, onde as raizes quadradas acima sdo consideradas positivas.
Assim, precisamente vemos que para cada z a fun¢do /z associa dois, e somente dois valores distintos
e, portanto, é uma funcdo bivalorada. Dessa, podemos entender a funcdo f(z) = \/z como solugdo da

2 = 2. Porém, para se obter uma funcdo univalorada de = de modo a ser continua precisamos

equagdo w
fazer um corte, i.e, definir um ramo em seu dominio. Uma maneira de fazer isso é definir f : C/R™ — C

por

z=reé? = f(z) = vz = re?? | 0 =arg(z) € (—m,7) (1.16)

a qual define a fungdo raiz quadrada com parte real positiva.

Analogamente, f : C/RT — C como em 1.16 onde 0 = arg(z) € (0,2n), define a fungdo raiz
quadrada com parte imagindria positiva. Para esta funcdo assim definida ndo existe extensdo continua (e,
portanto, holomorfa) para o semi-eixo removido. Quando z se aproxima de um ponto no semi-eixo por
sentidos opostos, os limites dos valores assumidos por \/z diferem por um sinal. Portanto, comegando em
um ponto 0 # zy € C dada qualquer escolha de +/z, percorrido continuamente em torno da origem uma
unica vez ird passar para a escolha oposta de \/z,. Logo zy precisa percorrer continuamente duas vezes
em torno da origem para que +/z, percorra uma unica vez. Assim, vemos que na prdtica é melhor usar
o simbolo “\/z" para raiz quadrada somente quando sabemos precisamente onde ela estd definida. De
acordo com o que foi estabelecido acima, podemos perceber que a origem 0 é um ponto “problema”. A
idéia neste caso é a de substituir o plano C (como dominio da funcdo f bivalorada) pelo seu grdfico. Este

conjunto (que na verdade serd a superficie de Riemann de f) é o subconjunto fechado do plano dado por
M = {(z,w) € C*;w? = 2}. (1.17)
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Assim, a fungdo w = f(z) é a proje¢cdo M — C dada por

(z,w) —»w=w(z) = f(2) (1.18)

e define uma fungcdo biholomorfa entre o grdfico de w, M e o plano w. Dessa forma a superficie de
Riemann da raiz quadrada é equivalente ao plano complexo C.
Formalizamos essas idéias da seguinte maneira: Considerando R~ como sendo o conjunto dos niimeros

reais ndo positivos, definiremos os conjuntos

U :={(z,w) € M;z ¢ R™, Re(w) > 0}

(1.19)
Us :={(z,w) € M;z ¢ R™, Re(w) < 0}
e para
Vi={z=a+bieC; b=0 implica a>0} (1.20)
sejam os sistemas de coordenadas
(,012U1—>V e ng:Ug—)V. (1.21)
No sistema de coordenadas p1, f se escreve como
Fopr'(z) = Fopr (re) = Vre® (1.22)
onde
0/2, se0 <6 <.
x(0) = (1.23)
0/2+m, sem <0 < 2.
Em particular, se Im(z) > 0 entdo fop; ' (2) “=” \/z. Além disso, vdo existir sistemas de coordenadas

Y e @ tais que

Yo fo go_l(z) = 22 (1.24)
Assim, temos um teorema:

Teorema 1.1. Existe uma vinica funcdo f : M — C holomorfa tal que f o w;l(r) = /1, parar > 0. Além
disso, f é uma funcdo bijetora. Ainda, M ¢é biholomorfa ao plano por meio da aplicacdo ® : C — M dada

por

2 ®(2) = (2,27). (1.25)
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Resumindo: O modelo apropriado de definicdo para f(z) = \/z é feito introduzindo outra cdpia do
plano complexo C e, dessa forma f(z) e z se relacionam por meio da aplica¢do C — C dada por ¢ — 2.
Dado U C C/{0} aberto, simplesmente conexo, a fungdo inversa é dada por ¢ = 212 ¢ é holomorfa em

todos os pontos z € U.

Como veremos no capitulo 2, o teorema da uniformizagao de Riemann nos garante que a superficie de

Riemann da raiz é um exemplo do que chamaremos de superficie parabélica.

Exemplo 1.10. (Superficie de Riemann do logaritmo). Se ndo colocarmos restricdo nenhuma em z e em
arg(z) a fungdo log(z) é multivalente, pois cada z associa um niimero infinito de valores todos adicionais
de 2mi, pois arg(z) = Arg(z) 4+ 2w, onde Arg(z) é o argumento principal de z. Para descrever log(z)
como uma funcdo univalente, substituimos o plano z com a origem omitida por uma superficie em que um
novo ponto ¢ identificado a cada acréscimo ou decréscimo de 2 ou um miiltiplo inteiro de 2 no argumento
do niimero z.

Tratamos o plano z com a origem omitida como uma folha fina Ry que é cortada ao longo da metade
positiva do eixo real. Nessa folha, deixamos 0 variar de 0 até 2w. Depois, cortamos uma segunda folha
R1 da mesma maneira e a emendamos com a folha Ry da seguinte forma: unimos a aresta inferior do
corte de Rg com a aresta superior do corte de R1. Em Ry, o angulo 0 varia de 27 até 4w, de modo que
se z for representado por um ponto de Ry, a fun¢do componente imagindrio de log(z) varia de 27 até 4.
Em seguida, cortamos uma folha Re da mesma maneira e a emendamos com a folha Ry assim: a aresta
inferior do corte de Ry € unida a aresta superior do corte dessa nova folha e assim sucessivamente com
as folhas R3, Ry, . ... Uma folha R_1 na qual 0 varia de 0 até —2w é cortada e unida com a folha Ry de
maneira semelhante a que foi feito acima. Portanto, as folhas R_o, R_s, ... sdo construidas de maneira
andloga. As coordenadas r e 0 de um ponto em qualquer uma das folhas podem ser consideradas as
coordenadas polares da projecdo do ponto sobre o plano z original, sendo a coordenada angular 0 restrita
a uma variag¢do definida de 2m radianos em cada folha.

Considere um caminho continuo qualquer nessa superficie conexa de um niimero infinito de folhas. A
medida que um ponto z percorre esse caminho, os valores de log(z) variam continuamente pois 6, junto a
T, varia continuamente, e agora log(z) tem um tinico valor em cada ponto do caminho.

A superficie descrita aqui é uma superficie de Riemann de log(z). Essa superficie conexa tem um
niimero infinito de folhas, arranjadas de tal modo que log(z) é uma fungdo univalente nesta superficie. A
transformagdo w = log(z) é uma aplicagdo injetora da superficie de Riemann sobre todo o plano w. A
imagem da folha Ry é a faixa 0 < v < 2m. Posteriormente poderemos observar que log(z), definida na
folha Ry, representa a continuag¢do analitica da fungdo univalente log(z) com 0 < 0 < 27, para cima
através do eixo real positivo. Nesse sentido, log(z) ndo é s6 uma fungdo univalente em todos os pontos z

da superficie de Riemann, mas é também uma funcdo holomorfa em todos os pontos z da superficie.
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As folhas poderiam, evidentemente, ser cortadas ao longo do eixo real negativo, ou, entdo, em qual-
quer raio a partir da origem, sendo unidas ao longo dos cortes de maneira apropriada, formando outras
superficies de Riemann para log(z). Assim, como dito anteriormente, uma dada fungdo geralmente admite
mais de uma superficie de Riemann.

Da mesma maneira que formalizamos e demos rigor para a construcdo da superficie de Riemann da
raiz quadrada no exemplo anterior, poderiamos fazer também com a funcdo logaritmo. Porém, como muitos

dos aspectos usados no caso anterior se mantém intactos ndo o faremos aqui.

Exemplo 1.11. Dado b € C/{0}, o cilindro formado pela relagdo de equivaléncia em C definida por

z~wES z—w=nb

2

para algum n € 7, com a estrutura complexa herdada de C mediante a projecdo canénica C — C/Z, é
biholomorfo ao plano sem a origem C/{0}. Para mostrar isso, tomemos b = 1 sem perda de generalidade

e consideremos a aplicagdo exp : C/Z — C/{0} dada por
[2] — 2 (1.26)

e mostremos que ela estd bem definida, isto é, ndo depende do representante da classe [z]. De fato, um

2mi(z+n) _ e2min 2miz 2miz

= e¥™2 ji que e*™" =

elemento na classe de |z] tem a forma z + Z. Logo, e
cos(2mn) +isen(2mn) = 1, para todo n € Z. Ainda, f é bijetora. De fato, € injetora pois dados z1 + n e

2mi(z14n) — @2mi(2240) 5o o 56 se, 2m(z1 — 2z2) = 2km, k € Z. Logo, z1 — z3 = n

z9 +n em C/Z entdo e
e, portanto, z, = zy +n = zy € C/Z. E sobrejetora pois, em primeiro lugar |*™*| = efe(2miz) - ()

e, portanto, €™ £ 0, para todo » € C/7. Além disso, dado qualquer w € C/{0} entdo e*™* = w

se, e 5O se, z = % +ilog ]w|%, 0 = arg(w). Ainda, sua derivada também ndo depende da escolha do
representante da classe (2] e é dada por (e*™?) = 2ie®™* que é ndo nula para todo = € C/7. Logo, pelo

teorema da fungdo inversa tal fun¢do é biholomorfa.

Assim como no caso da raiz, também veremos no capitulo 2, que pelo teorema da uniformizacao de

Riemann, a superficie do log é também parabdlica.

1.3 Pontos de Ramificacao

Nesta secdo descreveremos fatos importantes sobre pontos de ramificacdo para funcdes holomorfas entre
superficies de Riemann. Este conceito aparece no ambiente da Andlise Complexa para uma funcdo mul-
tivalorada, quando superficies de Riemann sdo construidas com “ramos” ou “folhas” onde esta fungdo
multivalente se torna univalente. Como exemplos, vimos que a superficie de Riemann de log(z) possui

infinitas folhas, pois o prolongamento analitico desta funcdo consiste em adicionar 27i a cada folha. Jd
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a fungdo /= possui apenas duas folhas, cada uma correspondendo a um dos diferentes valores que sa-

1/3 ,1/4

2 LA 2 sdo

tisfazem w* = z, z # 0. Sem nenhuma restri¢do sobre z e arg(z) as funcoes z
trivalentes, quadrivalentes,. . .,n-valentes e para cada uma delas suas respectivas superficies de Riemann

sdo constituidas com 3,4, . . .n folhas, respectivamente.

Definicdo 1.5. Consideremos uma funcio f : U — C holomorfa no dominio ' U C C. A multiplicidade

de f em um ponto zg € U ¢ dada por
Koo (f) := min{n > 1; f)(29) # 0}, (1.27)
exceto quando f é uma fungdo constante, que neste caso K., (f) = 0.

Proposicao 1.1. Seja f : M — N wuma fungcdo holomorfa entre duas superficies de Riemann e considere

(U, ¢) e (V,4) cartas em vizinhangas de p € M e f(p) € N. A multiplicidade de f em p definida por

Kp(f) == Kypy(ho fogp™) (1.28)
independe da escolha do sistema de coordenadas, e portanto é um niimero que depende apenas de f e p.

Demonstracéo: Tome g = 1 o f o ¢~ e novas coordenadas QZ e 5 A representacdo de f no novo

sistema de coordenadas é
g=vofod =(@oy ogo(posp ). (1.29)

Basta entdo verificarmos que g o ® = W o g tem a mesma multiplicidade k em zy para quaisquer biholo-

morfismos ® e V. Mas isso é consequéncia do fato de que para n < k valem as formulas

(g0 @)™ (20) = 3™ ($(20) (¥ (20))" e (¥ og)™(20) = ¥'(g(20))9" (=0)- (1.30)

Como ¥'(zy) e V' (g(z0)) sdo ndo nulos, o resultado fica provado. (]
A proposicdo a seguir nos dd uma condigdo necessdria e suficiente para que uma funcdo holomorfa f

entre superficies de Riemann tenha multiplicidade k em um ponto.

Proposicao 1.2. Uma funcdo holomorfa entre superficies de Riemann f : M — N tem multiplicidade

K = K,(f) emp € M se, e s se, existem cartas ¢ e 1) em vizinhangas de p e f(p) tais que

(Wofod N(z)=2" , olp)=0. (1.31)

Demonstragao: [1] [ ]
O nome ponto de “ramificacdo” (branch point) apareceu anteriormente e, agora, vamos defini-lo pre-

cisamente.

'Lembramos que por dominio entendemos um subconjunto aberto e conexo de C.
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Definicao 1.6. Um ponto de ramificacdo para uma funcdo entre superficies de Riemann f : M — N é um

ponto p € M tal que Ky(f) > 1, isto é, cuja multiplicidade é maior que 1.

A propriedade descrita na proposigdo 1.2 faz com que o conjunto dos pontos de ramificacdo p de uma
fungdo f : M — N seja discreto. Em particular se f é uma fungdo propria, isto é, f~1(K) é compacto
para qualquer K compacto entdo

di(q) == Y Ky(f) (1.32)

estd bem definida. Assim:

Definicao 1.7. Se f : M — N ¢é uma fungdo propria, entdo ds(q) ndo depende de q € f(M). Portanto o

indice de f estd bem definido como

dp= Y Ky(f) (1.33)

para qualquer q € f(M).

Demonstragdo: Considere a fungdo f : C — C dada por
z— f(z)=2" |, n>1 (1.34)

Podemos observar que para esta | a condicdo descrita acima é verdadeira. O caso geral para uma funcdo
f M — N pode ser reduzido para o caso particular anterior usando a proposicdo 1.2 da seguinte forma:
Considere um ponto q € N qualquer porém fixado. Em torno de cada ponto p € f~'(q) podemos encontrar
abertos U, em M e V), em torno de g em N de modo que nesse novo sistema de coordenadas f localmente
se escreve como z — zZ'r. Defina V.= Vp. Dessa forma, V é uma vizinhanca do ponto q € N jd
que o conjunto f *l(q) é finito, isto é, existe apenas um nimero finito de pontos p € f *1(q). Usando o
fato de que f é uma aplicagédo prépria podemos assumir sem perda de generalidade que f~(V) C | Up.
Consideremos outro ponto qualquer ¢' € V. Da mesma maneira que fizemos a constru¢do acima para o
conjunto f~1(q) podemos fazer também para o conjunto f~'(q'). Do caso especial descrito inicialmente
segue que ds(q') = ds(q). Logo, d¢(q) € localmente constante em N. Como N é conexa entdo segue que
d¢(q) € constante. (]

Queremos estabelecer o conceito de fungdo meromorfa em superficies de Riemann de modo a fazer uma
analogia e manter certas propriedades em relagcdo ao cdlculo de uma varidvel complexa. Isto é obtido se

lembrarmos que tais funcoes “tendem ao infinito” quando estamos arbitrariamente proximos de um polo,

diferentemente de uma singularidade essencial (veja teorema de Casorati-Weierstrass, [13] ).

Definicao 1.8. Uma funcdo meromorfa em M ¢é uma fungdo holomorfa f : M — S? que ndo é identica-
mente constante igual a co. Se f(p) = oo, entdo p dito ser um polo de f em M. Sua ordem é o niimero

inteiro k¢ (p).
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Além disso, uma funcdo meromorfa e propria possui um niimero finito de polos de acordo com um fato
jd visto anteriormente: Como f é prépria, entdo f~'(00) é compacto e discreto pela proposicdo 1.2, e

portanto finito. Assim temos um teorema importante:

Teorema 1.2. Se M ¢é compacto e existe uma fun¢do meromorfa em M com um tinico polo e este é de ordem

1, entdo M é equivalente a esfera de Riemann.

Demonstracdo: Suponha M uma superficie de Riemann compacta e admita que f : M — S? seja uma
fungdo ndo constante meromorfa com um unico polo de ordem 1. Vamos mostrar que f é um biholomor-
fismo. Como M é compacto e f meromorfa (portanto continua) entdo ela é uma aplicagcdo prépria. Logo
f(M) = S2, isto é, f é sobrejetora. Pela defini¢cdo 1.7, como o cdlculo do indice independe da escolha
de g € f(M) = 52 tomando o ponto ¢ = 0o € 5% concluimos que ds(oc) = 1, ou seja, o indice de f é
dy = 1. Como por hipdtese [ possui um tinico polo, isto é, existe um tinico ponto em f ~1(c0), digamos
x € f~Y(c0) (e, em particular sua ordem é K, = 1) entdo f é injetora. Logo f é bijetora e, portanto,
inversivel. A fungdo inversa f~1 é continua pois a imagem f(A) C S? para um fechado A é compacto e,
portanto, fechado. Dessa forma f é um homeomorfismo e f(z9) # 0 para todo zy € M. Pelo teorema da

funcdo inversa f~1 também é holomorfa. Portanto f é um biholomorfismo. ]
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Capitulo 2

O Teorema da Uniformizacao de Riemann

Neste capitulo estudaremos o Teorema da Uniformizagcdo de Riemann e os conceitos necessdrios para
entende-lo. O Teorema aparece inicialmente na teoria das fungdes de uma tinica varidvel complexa. Ele diz
que sempre existe um biholomorfismo entre um subconjunto proprio do plano complexo e o disco unitdrio
centrado na origem. Este teorema também aparece no contexto das superficies de Riemann e possibilita
classifica-las dentro de um certo sentido. Nesse caso, o teorema diz que toda superficie de Riemann simples-
mente conexa é biholomorfa a um e somente um dos trés tipos de superficie de Riemann: O plano complexo,
o disco unitdrio ou a esfera de Riemann. Uma consequéncia importante desse teorema é que uma superficie
de Riemann sempre admite uma métrica Riemanniana com curvatura constante. O caso geral as divide em

cinco classes diferentes e também tem conexdes com questoes de curvatura constante.

2.1 Grupos Matriciais, Acoes de Grupos e Reticulados

Para entender o enunciado do Teorema da Uniformizagdo de Riemann precisaremos de alguns conceitos
importantes, como as defini¢ées dos grupos matriciais SL(2,R), PSL(2,R) e os conceitos de agdo e agdo

livre de grupos bem como a no¢do de reticulado em C. Faremos isso a seguir.

a b
Defini¢ao 2.1. SL(2,R) é o conjunto das matrizes quadradas de ordem dois, A = ondea,b,c,d €

c d
R e com determinante unitdrio, ou seja, det(A) = ad — bc = 1.
. 2 . s . .
Por exemplo, a matriz A = pertence a SL(2,R) pois suas entradas sdo reais e seu determi-
11

nante € unitdrio. SL(2,R) tem estrutura de grupo referente a multiplicagcdo de matrizes. Ele recebe o nome

de Grupo Linear Especial.

Defini¢ao 2.2. Chamamos de Grupo Projetivo Linear Especial o conjunto PSL(2,R) = SL(2,R)/{+1, -1},



10
01

onde I é a matriz identidade quadrada de ordem dois, isto é, I =

Assim, neste grupo matrizes opostas sdo identificadas, ou seja, dado A € SL(2,R) entdo A e —A sdo

a mesmas do ponto de vista de PSL(2,R).

Definicao 2.3. Seja G um grupo e M um conjunto. Uma agdo (a esquerda) de G em M é uma funcdo

GxM-—=M
(2.1)

(9,p) =~ 9g-p

satisfazendo as condigoes:
1. (ldentidade). Dado e o elemento neutro do grupo GG entdo e - p = p, Vp € M.

2. (Compatibilidade). Dados g, h € G e p € M, onde gh denota o resultado da operacdo de grupo em
G de g com h, entdo (gh) -p=g- (h-p).

Analogamente poderiamos definir uma acdo de grupos a direita.

Definicao 2.4. Dizemos que uma acdo de grupos G x M — M é livre se para qualquerp € M, g-p=1p
implica g = e, onde e é a identidade em G. Se M é espaco topoldgico, a acdo é dita propriamente

descontinua se para qualquer p € M existe uma vizinhanga U, tal que
g#e = U,N(g-Up) =0. (2.2)

Isto significa dizer que em uma agdo livre de grupos somente a identidade fixa qualquer p. Dizer que ela
é propriamente descontinua é uma forma de garantir que o espago quociente M /G seja Hausdorff, sendo

que este é definido pela relacdo de equivaléncia
p~q & dgelG: p=g-q, (23)

com a topologia quociente, i.e., a topologia mais fina que torna a proje¢cdo M — M /G um mapeamento

continuo e aberto.

Exemplo 2.1. Um exemplo elementar de agdo livre de grupos é a acdo de um grupo G nele mesmo por
multiplicacdo a esquerda L : G x G — G. Se o grupo possuir elementos além da identidade e entdo ndo

existe elemento h # e em G que satisfaca gh = h, para todo g # e em G.

Exemplo 2.2. Um exemplo menos elementar que o anterior de agdo livre de grupos é a agdo de S' em

S?* ¢ C? dada por

0 0

e (21, 2) = (%921, € 20) (2.4)

que dd origem ao mapa de Hopf, porém, ndo entraremos nos detalhes aqui.
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Definicao 2.5. Considere o grupo dos niimeros complexos C onde a operacdo é a adicdo. Dizemos que A
é um reticulado em C se for um subgrupo aditivo discreto gerado por dois elementos linearmente indepen-

dentes sobre o corpo dos reais. Explicitamente, escrevemos:
A = {na; + mag; n,m € Z},onde{ay,a2} C C ¢éL.I sobre R}. (2.5)

Exemplo 2.3. O conjunto dos inteiros Gaussianos Z[i] = {z = a + bi;a,b € Z} visto como subconjunto

de C é um reticulado.

2.2 Automorfismos do plano, do disco e da esfera

O conjunto dos automorfismos de uma superficie de Riemann é denotado por Aut(M). Este conjunto
munido com a operagdo de composicdo é um grupo. Se f : M — N é um biholomorfismo, entdo a

aplicacdo

Oy Aut(M) — Aut(N) 26)

g fopoft

é um isomorfismo com inversa dada por

o () =fopof 2.7)

Dessa forma, duas superficies de Riemann tem o mesmo grupo de automorfismos a menos de um iso-
morfismo.

Agora descreveremos o grupo de automorfismos do plano complexo, do disco e da esfera de Riemann.

Para isso precisamos definir uma das classes mais importantes de funcoes elementares da Andlise Com-

plexa: As transformacoes de Mobius.

Definicao 2.6. Dados niimeros complexos a,b, c,d com ad — bc # 0, dizemos que uma transformacdo de

Mobius é uma funcdo racional da esfera de Riemann
T:C—C
dada por

gjis, se z # —d/ec.

T(z) = a/e, sez= . (2.8)

00, se z = —d/c.

A condi¢do ad — be # 0 € para que T ndo seja identicamente constante (em particular igual a a/c).

Algumas propriedades que tornam essa clase funcdes importante sdo:
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1. Dada uma transformacdo de Mobius T'(z) = gjj:s

_a (ad—bc) 1
T = ¢ c cz+d 9

podemos escreve-la como

Logo, T = fy o f3o foo f1 onde fi e fy sdo as translagdes f1(z) = z + % e fu(z) =2+ 2 f3
é a homotetia f3(z) = bcgigadz e fo € a inversdo fo(z) = % para ¢ # 0. E claro que em um caso

particular algumas dessas podem se omitir.

2. SeT(z) = ZZZIS é transformagdo de Mibius entdo

Tz = L2 E (2.10)

CzZ — a

também é pois —(ad — be) # 0. Além disso, se Ty = % ey = % sdo duas transformacées

de Mobius entdo
(arag + bica)z + (a1be + bids)
(crag + dica)z + (c1b2 + dida)

Ty 0 Th(z) = (2.11)

também é pois
(a1a2 +b102)(01b2 +d1d2) — (a1b2 +b1d2)(61a2 +d1c2) = (a1d1 — blcl)(agdz — bQCQ) #0. (2.12)

3. Uma transformacdo de Mobius transforma retas e circulos em retas e circulos, no sentido de que um
circulo pode ser transformado em uma reta e vice-versa onde um circulo na esfera C passando pelo

ponto oo corresponde a uma reta no plano C.

Para maiores detalhes do item 3 ver [14], Capitulo 3, Secdo 3.

A seguir descreveremos os automorfismos do plano, do disco e da esfera de Riemann. Faremos demonstracoes
simplificadas para os teoremas que descrevem tais automorfismos. Para um tratamento mais completo con-
sultar [13], Capitulo 7 ou [2], Capitulo 5.

Precisaremos de trés resultados cldssicos da andlise complexa: O lema de Schwarz, o teorema de

Casorati-Weierstrass e o terema de caracterizacdo das funcdes meromorfas na esfera de Riemann.

Teorema 2.1. (Lema de Schwarz). Seja D(0,1) o disco unitdrio e considere uma fungdo f : D(0,1) —

D(0, 1) holomorfa satisfazendo f(0) = 0. Entdo:
1. |f(2)| < z|,Vz € D,

2. Se para algum zy # 0 ocorrer | f(20)| = |20

, entdo existe « € C,|a| = 1 tal que f(z) = az.
Demonstracao: Ver [13] pdgina 210 ou [2] pdgina 70. [

Teorema 2.2. (Casorati-Weierstrass). Suponha que a origem 0 seja uma singularidade essencial de uma

fungao f e seja D(0, 1) um disco centrado na origem de raio r pequeno o suficiente de modo que f| D(0,r)/{0}
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seja holomorfa. Consideremos U := D(0,1)/{0}, isto é, o complemento de 0 em U. Entdo f(U) = C (ou
seja, a imagem f(U) é densa no conjunto dos niimeros complexos). Em outras palavras, os valores assumi-

dos por f para quando z percorre U se tornam arbitrdriamente préximos de qualquer niimero complexo.

Equivalentemente o teorema de Casorati-Weierstrass afirma que se 0 é singularidade essencial de f
~ . A . — N
entdo para todo w € C existe uma sequéncia de pontos {z}neny C C, 2, = 0 tal que f(z,) s w.

Demonstracao: Ver [13] pdgina 168 ou [2] pdgina 11. [ ]

Teorema 2.3. (Caracterizacdo das funcoes na esfera de Riemann). Considere uma fungdo da esfera de

Riemann f : C — C. Entdo:
1. f é meromorfa se, e s6 se, for uma fun¢do racional isto é, o quociente de dois polindmios.
2. f é holomorfa se, e 56 se, for constante.
3. Se f tem um polo no infinito, entdo f é necessariamente um polindémio.
Demonstracdo: Para maiores detalhes ver [13] pdgina 171. [ ]

Teorema 2.4. Uma fungdo holomorfa f : C — C estd em Aut(C) se, e s6 se, f(z) = az+b para constantes

a,b € C, a # 0. Em outras palavras, sdo as tranformagées de Mobius comc = 0e d = 1.

Demonstracio: E um exercicio direto verificar que as funcées do tipo f (z2) = az + b,a # 0 formam
um grupo com a operagdo de composicdo de fungcoes que, em particular, é um subgrupo do grupo das
transformagoes de Mobius. Vamos considerar que f : C — C é uma fun¢do holomorfa (em particular
inteira) e injetiva (ndo necessariamente sobrejetiva). Definimos F'(z) := f(1/z) para z € D(0,1)/{0}.
Como f é holomorfa e, portanto, uma fungdo aberta o conjunto f(D(0,1)) é um aberto de C. Consideremos
um ponto qualquer w € f(D(0,1)). Sendo f injetora entdo F nunca pode assumir o valor w. Pelo teorema
de Casorati-Weierstrass, F' tem a origem 0 como uma singularidade removivel ou um polo (isto é, ndo pode
ser singularidade essencial). Podemos verificar que f é uma funcdo meromorfa na esfera de Riemann e,
portanto, uma fungdo racional pelo Teorema (2.3). Como F' tem 0 como singularidade removivel ou polo

entdo, podemos verificar que f(z) = az + b para constantes a,b € C, a # 0. [

Teorema 2.5. Seja D(0, 1) o disco unitdrio centrado na origem. Os elementos de Aut(D(0, 1)) sdo preci-
samente as transformagoes de Mobius

az + ¢ 9 9
= - =1 2.1
J@=2 P = @.13)

Demonstragdo: E um exercicio verificar que as fungoes descritas por 2.13 formam um grupo digamos, G
com a operagdo de composicdo de fungoes que, em particular, é um subgrupo do grupo das transformacades

de Mobius. Sendo
ad — be

f(z) = CETE (2.14)
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az+b
cz+d’

a derivada de uma transformagdo de Mobius f(z) = comb = ¢ed = a, entdo um cdlculo nos mostra

que
(cz+a)(cz+ a) — (az +7¢)(az + ¢)
lcz +al?

1—|f(2)” = = (1 |z (2)]. (2.15)

A equagdo acima mostra que |f(z)| < 1 se, e 56 se, |z| < 1. Logo, G C AutD(0,1) (mais do que

isso, é subgrupo). Consideremos agora g € AutD(0,1). Dessa forma, |g(0)| < 1. Podemos encontrar
a, ¢ € C satisfazendo |a|* — |c|* = 1 de tal modo que g(0) = =£. Vamos tomar f como na equagdo 2.13.

Entdo, h := fg € Aut(D(0,1)) com h(0) = 0. Pelo Lema de Schwarz, (2.1), |h(z)| < |z|. Além disso,

h=1(0) = 0 e novamente pelo lema de Schwarz encontramos que |z| < |h(2)|. Logo, pela segunda parte do

0

Lema de Schwarz, existe 6 € R tal que h(z) = €%z, o que prova o teorema. ]

Existe uma maneira equivalente de caracterizar os elementos de Aut(D(0,1)):

Teorema 2.6. Seja f : D(0,1) — D(0, 1) um automorfismo do disco unitdrio e suponha que f(a) = 0

para algum o € D(0,1). Entdo existe p € R tal que

f(z) = eP——=. (2.16)
Demonstragdo: Segue diretamente do teorema 2.5. ]

Corolario 2.1. Se f ¢ um automorfismo do disco que fixa a origem, isto é, f(0) = 0, entdo f(z) = €z

para algum niimero real o, e portanto f é uma rotacdo.

Foi visto no exemplo 1.7, o semi-plano superior e o disco unitdrio sdo equivalentes por meio da
transformagdo de Cayley f(z) = j—:_i De acordo com o que foi estabelecido no inicio dessa se¢do a
existéncia de um biholomorfismo f : H — D(0, 1) em certo sentido (a menos de um biholomorfismo) deter-
mina os automorfismos de H. Assim, podemos dizer que Aut(H) = f=' o Aut(D(0,1)) o f, significando
que se ¢ € Hentdo ¢ = f~1 o po f para algum o € Aut(D(0,1)). Dessa maneira, podemos dar uma

descrigdo explicita de Aut(H).

Teorema 2.7. Considere

M —
c d

uma matriz 2x 2 real com determinante 1, isto é, ad — bc = 1. Seja [ uma aplicacdo tal que

az+b
= H. 2.17

Entdo fpr é um automorfismo de H, e todo automorfismo de H ¢é da forma fy; para alguma matriz como

M. Além disso, dois automorfismos de H, digamos, fy;r e fur s@o iguais se, e s6 se, M’ = +M.

Para maiores detalhes ver [13] pdgina 217.
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Teorema 2.8. Aut(C) = Aut(S?) é precisamente o grupo das transformagées de Mobius.

Demonstracdo: De acordo com o teorema 2.3 as fungcoes meromorfas da esfera de Riemann sdo as

racionais, isto é, quociente de dois polinomios, digamos f(z) = Z Ejg . Sem perda de generalidade, suponha

que o grau de p(z) > 2. Dessa forma, f ndo pode ser injetora. Logo, p(z) = az + b. Analogamente,

az+b
cz+d’

q(z) = cz + d. Portanto, necessariamente f(z) = onde ad — be # 0, pois caso contrdrio f seria

constante. Isto se observa na fomula (2.9) se ¢ # 0, e o Teorema 2.3 se ¢ = 0. [

2.3 Homotopia e Espacos de Recobrimento

A seguir, iremos falar um pouco sobre homotopia e recobrimento universal. Aqui ndo desenvolveremos sua
teoria geral, mas sim o que é necessdrio dentro do nosso contexto de Superficies de Riemann. Daremos

também exemplos cldssicos.

2.3.1 Grupos de Homotopia

Denotemos por QU (M, po, p1) o conjunto de todos os caminhos continuos de py até p1, ambos pontos do
espago topoldgico' M. Com isto queremos dizer que seus elementos sdo aplicacdes continuas do intervalo
I=10,1] em M.

Dizemos que dois caminhos g, p1 € Q(M,po,p1) sdo homotopicos se existe uma fungdo continua

F:IxI— M tal que
F(t,0) =po(t) e F(t,1)=pi(t) , Vtel. (2.18)

A funcdo F' é chamada de homotopia de pg em 1. Além disso, se g é um caminho fechado, i.e., py = p1,
dizemos que ele é homotdpico a zero se é homotdpico ao caminho constante. E simples verificar que ser
homotdpico é uma relacdo de quivaléncia em (M, pg, p1).

Considere os caminhos p1 € Q(M,po,p1) e p2 € Q(M,p1,p2). A operagdo justaposi¢ao entre

caminhos, denotada por p1 * @9, € definida como a seguir:
Q(M7p07p1) X Q(MaphpQ) - Q(Map()?pQ)

(01, 02) = 01 % @2

dado por

(o1 5 o)1) = | P10 et S 02 (2.19)
w2(2t — 1), set € [1/2,1].

Dado p € M, um lago em p é um caminho fechado ¢ com p(0) = p(1) = p. O conjunto dos lagos em
p serd denotado por Q(M, p).

"Para nossos objetivos futuros, o leitor pode tomar M como uma superficie de Riemann.
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Teorema 2.9. O conjunto quociente das classes de equivaléncia de lagos homotépicos em Q (M, p) é um
grupo com a operacdo de justaposicdo, chamado de grupo de homotopia de M com ponto base p, denotado

por (M, p). Ainda, se existe um caminho entre p e q, entdo i (M, p) € isomorfo a w1 (M, q).

Demonstragdo: Primeiramente, a operacdo de transposicdo estd bem definida em (M, p), pois se
existem homotopias Fy(t,s) e Fi(t,s) como em (2.18) de oo em @y e 1 em 1, respectivamente, entdo a
Justaposicdo Fy(-, s)* Fi (-, s) é uma deformagdo de oo p1 em po*p1. Em outras palavras, a justaposi¢ao
ndo depende da escolha na classe de homotopia de uma curva. A classe de equivaléncia da curva constante
e igual a p representa a identidade e a classe de p(1 — t) a inversa de p(t). Para maiores detalhes, veja
[5]. [ ]

Dado o teorema anterior, se M é uma variedade conexa, ou mais especificamente, uma superficie de
Riemann, que por definicdo estamos tomando como conexa, e portanto conexa por caminhos, entdo todos
seus grupos de homotopia em diferentes pontos sdo isomorfos. Seu grupo fundamental ¢, por definicdo,
qualquer grupo isomorfo a um de seus grupos de homotopia, e serd denotado por w1 (M ). No caso em que

este é o grupo trivial, dizemos que M ¢ simplesmente conexa.
Exemplo 2.4. Os espacos vetoriais R™ e C" sdo simplesmente conexos.

Exemplo 2.5. A esfera n-dimensional S™ é simplesmente conexo para n > 2. O grupo de homotopia do

circulo é m (S') = 7Z.
Exemplo 2.6. Para o espaco projetivo RP" temos:

Z, sen =1
1 (RP") =

/27, sen > 1

2.3.2 Recobrimento

Consideremos dois espagos topolégicos M e N e uma funcdo f : M — N. Dizemos que f é uma aplicacao

de recobrimento se:

(i) Para cada ponto q € N existe uma vizinhangca V que contém p tal que f~*(V) = o Ua para abertos
disjuntos U, C N.

(ii) A restri¢do f|u, é um homeomorfismo entre Uy e V.

Definicao 2.7. Quando existir uma aplicacdo de recobrimento de um espago topolégico M em M, diremos
que M ¢ um espaco de recobrimento de M. Se M for simplesmente conexo, diremos que ele é o espaco

de recobrimento universal de M.
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O proximo teorema nos dd condicdes sob um espaco topoldgico para que este possua um recobrimento
universal. Sua existéncia é garantida no sentido de que este serd construido. Ndo faremos a demonstragdo
com todos os detalhes, mas sim daremos as idéias principais. Para maiores detalhes consultar [5] pdgina

369.

Teorema 2.10. Todo espago topoldgico conexo por caminhos tem um espago de recobrimento universal,

que ¢é tinico a menos de um homeomorfismo.

Demonstragdo: Seja (M, p) um espago topoldgico conexo por caminhos e localmente simplesmente
conexo com ponto base p. Consideremos o conjunto QQ(M,p) que é o conjunto constituido pelos cami-
nhos continuos ¢ : [0,1] — M de modo que (1) = p e considere M como sendo o conjunto das clas-
ses de equivaléncia de lagcos homotdpicos em QU(M,p). Tome a classe p = [p| e considere a aplicagdo
f: (]\7,]3) — (M, p) dada por f([¢]) = ¢(1). Vamos definir uma topologia no espago M de tal forma que
a aplicacdo f se torne uma aplicagdo de recobrimento. Como M é um espaco localmente simplesmente
conexo, existe uma base *B da topologia em M de tal forma que seus abertos sdo conjuntos simplesmente
conexos. Para cada ponto py € M, para cada vizinhanga bdsica U € B de po e para cada [¢] € f~1(po),

vamos definir o conjunto
Uy = {[¢] € M; ¢ = 6 x o, Img(a) C U, a(0) = po}. (2.20)

Os subconjuntos Uy serdo chamados de vizinhangas bdsicas de M e denotaremos por 6 como sendo
a familia de todas essas vizinhangas bdsicas. A demonstracdo agora se baseia em verificar quatro proprie-

dades:

(p1) A familia de vizinhangas bdsicas B forma uma base para uma topologia em M.
(p2) A aplicagdo f : M — M é uma fungdo de recobrimento.

(p3) O espago topologico M é simplesmente conexo.

(p4) A aplicacdo f : M — M ¢é uma funcdo de recobrimento universal e, além disso, um espaco de
recobrimento f : M — M ¢ isomorfo ao recobrimento universal se, e sé se, M for simplesmente

conexo.

Para a propriedade (pl) basta provar que a intersec¢do de duas vizinhangas bdsicas de M , digamos U (6]
e ‘7[¢/] é a unido de vizinhangas bdsicas. Assim, consideremos a classe [] € U oIk ‘7[¢/] e escrevemos
[] = [pxa] e [] = [¢/ xa/] onde a(0) = ¢(1) e &/ (0) = ¢'(1), Img(a) C U e Img() C V. Considere
um conjunto W C (U (V') como sendo uma vizinhanga simplesmente conexa do ponto 1(1). Entdo, segue
que WM cU 0N ‘N/W]. Como a classe [1)] foi considerado como um ponto qualquer em (7[¢] N ‘7[(15/} 0

resultado segue, isto é, esta interseccdo é uma unido de elementos de ‘B.
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Com menos detalhes, a propriedade (p2) pode ser mostrada concluindo-se que, nesta ordem, a fun¢do
f € continua, bijetora, aberta e finalmente um homeomorfismo. Mas isso é consequéncia da proprie-
dade p(1), pois a topologia acima definida é exatamente para que a aplicacdo f tenha essas proprie-
dades (e consequentemente uma aplicacdo de recobrimento). Além disso, deve-se mostrar também que
U (4] N ﬁm # () = U 6] = U [p) (isto é, uma analogia com o fato de que em um conjunto com uma relagdo
de equivaléncia duas classes sdo iguais ou disjuntas). De fato, para uma classe arbitrdria [¢ * ] € U 6]
vamos mostrar que [¢ * 7y € U (|- Por hipdtese, existem caminhos o, 3 com Img(a), Img(B) C U satis-
fazendo as condicdes: a(0) = ¢(1), B(0) = (1) e [¢p x ] = [t * B]. A dltima igualdade implica que
a(1) = B(1). Entdo, considerando um novo caminho v' = (3 * a~1) x v e usando a defini¢do de conjunto
quociente de classes de equivaléncia entre lacos homotdpicos (modulo com os pontos finais dos caminhos)
concluimos que [¢p x v = [ x| € U []- A inclusdo oposta é provada da mesma maneira.
Brevemente, a propriedade descrita em (p3) pode ser mostrada da seguinte forma: Dados ¢ € Q(M, p)
e 0 <t <1, definimos
Ge(s) = olts) , 0<s<L .21)

Entdo qg(t) = [¢¢), 0 <t < 1, é um caminho continuo q~5, Img(g) C M, emanando a partir do ponto py, e
F@m) = flod) =o() , 0<t<1. (222)
Como este levantamento do caminho ¢ termina no ponto ¢(1) = [¢] e a classe [¢] é um ponto arbitrdrio de
M , concluimos que o espaco M ¢é conexo por caminhos. Por fim, se ¢ é um laco em p, entdo o caminho 5
serd um lago em p se, e so se, [¢] = [p|. Dessa forma, consideremos que o caminho v : [0,1] — M é um
lago no ponto p. Assim a composicdo de caminhos f o v no espago M é um lago em p e o caminho vy é, por
definicdo, o levantamento de f o+y. A conclusdo segue novamente usando a definicdo de conjunto quociente
de classes de equivaléncia entre lacos homotopicos modulo com os pontos finais dos caminhos.
Finalmente, para a propriedade (p4) consideramos f: M — M uma aplicagdo de recobrimento onde
0 espago M ¢é conexo. Consideremos um ponto base p € f_l(p). Queremos definir (no caso a tnica)

aplicacdo g que torna comutativo o seguinte diagrama:

M
N
M
f

Considere um ponto [p| € M e denotemos ¢ como sendo o iinico levantamento do caminho ¢ até

M

um caminho contido em M com ponto inical p. Definimos uma fungdo g, g([¢]) = 5(1) satisfazendo
a condicdo f o g = f. Se um conjunto V varia em B, as componentes conexas de f_l(V) variam ao
longo da base B para a topologia de M. Vamos mostrar que a fungdo g é continua. De fato, se V é uma

componente de 1 (V)), V € B, as componentes de g~ (V') estdo contidas nas componentes de (V).

34



Logo como queriamos g é continua. Portanto, a funcdo f : M — M é a funcdo de recobrimento universal.
A equivaléncia da segunda parte descrita em (p4) pode ser encontrada na referéncia [5] citada no inicio.

A seguir seguem alguns exemplos de recobrimento:
Exemplo 2.7. O recobrimento universal do n-toro é o R™.
Exemplo 2.8. O recobrimento universal do plano projetivo RP™ paran > 2 é a esfera S™.
Exemplo 2.9. O roro é um recobrimento duplo da garrafa de Klein.

Teorema 2.11. Se M é um espaco topoldgio conexo e conexo por caminhos e @ : M — M seu recobrimento

universal, entdo:

(i) m (M) é discreto e isomorfo ao grupo de recobrimento T' de M, onde, ¢ € T se, e somente se, ¢ é

homeomorfismo e mo ¢ = m.
(ii) T' induz uma agdo livre e propriamente descontinua em M com M /T homeomorfo a M.
Demonstragdo: Para o fato de que 71 (M) ¢é discreto, veja ([4]) capitulo 1. Para os demais fatos
consultar ([3]) capitulos 11 e 12. n
2.3.3 Recobrimento Universal de uma Superficie de Riemann

Como vimos na subsecdo anterior o conceito de recobrimento é feito no caso mais geral para espagos to-
pologicos. Entretanto, devido a rigidez da teoria das fungcoes holomorfas, no contexto das superficies de
Riemann propriedades adicionais surgem e nos guiam ao entendimento de sua classificacdo. Isso ocorre
pois entendendo o recobrimento universal de uma superficie de Riemann reduzimos nossos problemas de
classificacdo para uma classe especifica de superficies: As simplesmente conexas. De fato, uma das propri-
edades descritas no teorema 2.10 é que o recobrimento universal de uma variedade é simplesmente conexo.

Tais fatos comegcam a ser descritos pelo teorema a seguir:

Teorema 2.12. Se M é uma superficie de Riemann entdo seu espago de recobrimento universal M também

é uma superficie de Riemann e a aplicacdo de recobrimento é holomorfa. Ainda:
(i) M é tinico a menos de um biholomorfismo.
(ii) (M) é discreto e isomorfo a um subgrupo T' C Aut(M).
(iii) T induz uma agdo livre e propriamente descontinua em M com M /T equivalente a M.

Desta maneira, toda superficie de Riemann pode ser vista como o quociente de seu recobrimento universal

por uma acdo de seu grupo fundamental.
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Demonstracdo: A demonstracdo deste teorema consiste em trazer para o contexto holomorfo as afirmacées
topoldgicas dos teoremas 2.10 e 2.11. Para verificar que M é uma superficie de Riemann, tome um atlas
complexo {(Uy, o)} de M tal que cada U, é um aberto bdsico do recobrimento 7, sem perda de generali-

(1)

dade. Se 71 (U, é a unido disjunta dos abertos Uy homeomorfos a U,, entdo um atlas complexo em M
é obtido pelas cartas ( O(f), gog )) com
(pg) = (q O . (2.23)
Representada nesses sistemas de coordenadas, @o, 0 T 0 (apg ))*1 (2) = 2z, ou seja, T € holomorfa.
Sey : Ml — Memy: Mg — M sdo dois recobrimentos universais relacionados pelo homeomorfismo
®, entdo em coordenadas complexas como definidas acima temos que, quando bem definido para z € C,
90(6])2 odo ((pg,)l)*l(z) = 2. Logo o homeomorfismo ® é um biholomorfismo que faz o diagrama abaixo

comutar

M1 ki M2
R A
M

Portanto M estd bem definido a menos de um biholomorfismo. Para M = My = Ms e m™ = m = o,

(2.24)

acabamos de provar que seu grupo de recobrimento T é formado por biholomorfismos, i.e., T' C Aut(M).
Seguindo a mesma linha de raciocinio, é fdcil ver que a afirmag¢do de M /T ser homeomorfo a M no teorema

2.11, aqui se torna M /T é biholomorfo a M, provando o teorema.

2.4 O Teorema da Uniformizacao de Riemann

As trés classes de superficies de Riemann simplesmente conexas sdo as equivalentes ao plano complexo
C, a esfera de Riemann S* e ao semi-plano superior H. Este é o teorema da uniformizacdo. Para
monstrarmos que sdo trés classes distintas, i.e., ndo existe biholomorfismo entre elas, basta verificarmos
que, primeiramente, S* é compacta e C e H ndo sdo. Depois observamos que qualquer biholomorfismo
C — H, compondo com a transformacdo de Cayley (1.10), nos dd uma funcdo inteira de C no disco
unitdrio que ndo é constante, contrariando o Teorema de Liouville.?

A seguir vamos analizar algumas variantes do teorema da Uniformizacdo de Riemann mencionadas
no inicio desde capitulo. Comegaremos com a versdo em C. Este teorema diz que: Dado um aberto U
simplesmente conexo que ndo é o plano complexo C todo, entdo U é biholomorfo ao disco unitdrio centrado
na origem D(0,1). De uma maneira mais precisa, dado um ponto zy € U existe uma func¢do biholomorfa

f:U — D(0,1) de modo que f(zy) = 0. Esta fungdo é unicamente determinada a menos de uma rotagdo,

20 Teorema de Liouville afirma que toda fungdo inteira (holomorfa em todo C) limitada deve ser constante.
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isto é, ¢ f para algum 6 € R também é um biholomorfismo entre U e o disco D(0,1). Se além disso,
exigirmos que f'(29) > 0 entdo f é unicamente determinada.

Vimos no Teorema 2.6 que os automorfismos do disco D(0,1) descritos na equagdo (2.16) sdo da

0 z—a
1—az’

forma z — e

al < 1e6 € R. Dessa forma, a unicidade do biholomorfismo entre U e D(0,1)
com as restrigdes descritas acima segue do seguinte fato: Sejam f e g dois biholomorfismos entre U e
D(0,1) satisfazendo f'(0),g'(0) > 0. Entdo, f o g~ : D(0,1) — D(0,1) é um biholomorfismo do disco
satisfazendo f o g=1(0) = 0e (f o g~1)(0) > 0. Por (2.16) concluimos que f o g~ = Id. Para concluir
a demostracdo desse teorema, isto é, garantir a existéncia de tal biholomorfismo, precisamos provar os

seguintes fatos:

1. Existem fungdes injetivas que mapeiam U no disco D(0,1) de tal forma que um dado ponto zy € U

seja levado na origem 0.

2. Tal familia de funcées é relativamente compacta, isto é, dada uma sequéncia de fungées nessa famila,

existe uma subsequéncia que converge uniformemente nas partes compactas de U.

3. A derivada de uma fungdo f da familia em um ponto zy, f'(z0) € limitada em mddulo. Toma-se

uma sequéncia { fn }nen nessa familia tal que | f(z0)] ——= |f'(z0)

, que é o supremo de todos os
valores | f'(20)| para f variando na familia. Prova-se que existe um elemento f na familia o qual
|f(20)| € na verdade igual ao supremo e que de fato é o mdximo. Assim, finalmente mostra-se que
f fornece o biholomorfismo entre U e D(0,1). A prova entdo é reduzido ao lema de Schwarz para

derivadas, Teorema 2.1.

Para maiores detalhes da demonstragdo de tais fatos, veja [13], capitulo 10, ou [14], capitulo 7.

Como o semi-plano superior H e o disco unitdrio centrado na origem D(0,1) sdo equivalentes pela

z2—1

transformacdo de Cayley z — =

podemos reescrever o teorema da uniformizacdo de Riemann da seguinte

forma:

Teorema 2.13. Seja U um aberto simplesmente conexo em C que ndo é o plano complexo. Entdo existe um
biholomorfismo entre U e o semi-plano superior H, i.e., U ¢é equivalente a H como superficies de Riemann

mas ndo equivalente a C.

O teorema da uniformizagdo de Riemann ndo nos diz como encontrar explicitamente um biholomorfismo
entre um aberto conexo do plano C e o disco unitdrio (e, portanto, com o semi-plano superior H). A seguir

vamos construir simples exemplos destes biholomorfismos.

Exemplo 2.10. Considere o primeiro quadrante do plano C isto ¢é o conjunto
U:={z==a+iy € Ciz,y > 0}. U é um conjunto aberto e conexo que ndo é o plano todo. A
fungdo f : U — H dada por f(z) := 2% é um biholomorfismo. Inicialmente vamos verificar que f é inje-

tora. De fato, dados z1 = x1 +1iy1, 22 = x2 + iy € U entdo z% = z% > 21 = z9 0u 21 = —2z9. Mas o caso
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21 = —2zg ndo pode ocorrer pois contraria o fato de que z1 e zy estdo no primeiro quadrante. Mostremos
agora que f é sobrejetora. De fato, se z € U = arg(z) € (0,7) = arg(z?) € (0,2n). Finalmente vamos
mostrar que f é holomorfa com inversa também holomorfa. Como f é um polinémio entdo ela é derivdvel e

f'(20) = 220 # 0,20 € U, jd que 0 € U. Logo, pelo teorema da funcéo inversa f = é também holomorfa.

Exemplo 2.11. Usando o exemplo anterior podemos construir um biholomorfismo g : U — D(0,1).
Considere T' : H — D(0,1) a transformagdo de Cayley T'(z) = (2 —1)/(z + i). A fungdo composta
g=To f:U — D(0,1) dada por g(z) := T(f(2)) = F(2?) = (22 —4) /(2% + 1) é biholomorfa pois é

composigdo de funcoes biholomorfas.

Exemplo 2.12. Vamos mostrar que um setor do disco D(0,1) é biholomorfo ao proprio disco. Consi-
dere o setor circular S = {z = re'?;r € (0,1),0 € (2)}. Assim, S é um aberto conexo que ndo
é o plano todo. A funcdo real de varidvel real v — r™ mapeia o intervalo (0,1) em si proprio. Além
disso, a fungdo (também real de varidvel real) § — n@ leva o intervalo (0,%%) no intervalo (0,2r).
Assim, a aplicagdo f : S — D(0,1) dada por f(z) := z" é um biholomorfismo. De fato, f é inje-
tora pois, se arg(zg) = 2n/n = arg(zy) = 27 # 2% sen # 1. Além disso, [ é sobrejetora pois
f(S)={z= reil e C;7 € (0,1),6 € (0,2m)}. A fungdo f é holomorfa e f'(z0) = nzd !t £0,Vz € S

jd que, 0 € S. Logo, pelo teorema da funcdo inversa f~' é holomorfa.

Exemplo 2.13. Usando o exemplo anterior podemos construir uma equivaléncia entre um setor

S C D(0,1) e o semi-plano superior H. A inversa da transformagdo de Cayley T ¢ T~ : D(0,1) — H

que é dada por T~ (z) = cayy Assim, a funcdo composta g = T~ Yo f : S — H dada por

z—1

g(2) =T f(z) =T71(2") = ziZi‘i é uma equivaléncia jd que é composi¢do de biholomorfismos.

A seguir enunciaremos a versdo compacta da uniformizacdo para superficies de Riemann.

Teorema 2.14. Seja M uma superficie de Riemann simplesmente conexa e compacta. Entdo M é biholo-

morficamente equivalente a esfera de Riemann S>.

Nossa principal referéncia para esta demonstracdo é [1]. Para entendé-la vamos precisar introduzir
alguns conceitos e resultados que fogem um pouco do nosso contexto. Por isso indicamos os caminhos desta
prova no apéndice B.

A versdo ndo compacta da uniformizagdo é dada a seguir. Sua demonstragdo segue uma linha similar a

demonstragdo do teorema 2.14 para superficies compactas. Para maiores detalhes, veja [1].

Teorema 2.15. Seja M uma superficie de Riemann simplesmente conexa e ndo compacta. Entdo M é

biholomorficamente equivalente ao plano C ou ao semi-plano superior H.

Resumindo, segue o teorema da uniformizacdo.
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Teorema 2.16 (Teorema da Uniformizacdo). Seja M uma superficie de Riemann simplesmente conexa.
Entdo M é biholomorficamente equivalente a uma, e somente uma, das seguintes superficies de Riemann:

o plano complexo C, o semi-plano superior H ou a esfera de Riemann S>.

2.5 Classificacao das Superficies de Riemann

Dados os teoremas do recobrimento universal (Teorema 2.12) e da uniformizacdo (Teorema 2.16), uma

superficie de Riemann M pertence a uma, e somente uma, das classes a seguir:
1. M é eliptica: seu recobrimento universal é a esfera de Riemann S?;
II. M é parabdlica: seu recobrimento universal é o plano complexo C;

III. M é hiperbélica: seu recobrimento universal é o semi-plano superior H;

Ainda, pelo Teorema 2.12, M é equivalente a M /T, onde T" é um subgrupo isomorfo a i (M) de automor-
fismos da sua superficie de recobrimento universal M agindo de forma livre e propriamente descontinua.
A seguir examinamos cada uma dos trés casos possiveis.

2.5.1 Superficies de Riemann Elipticas

Neste caso, M = S2 ¢ M = 2 /T, sendo Aut(S?) o grupo das transformagées de Mobius.

Teorema 2.17. Se I é subgrupo de automorfismos de S* que age de forma livre entdo ele é o subgrupo

trivial. Em particular, toda superficie de Riemann eliptica é equivalente a esfera de Riemann.

Demonstracao: Segundo o Teorema 2.8, o grupo de automorfismos da esfera de Riemann é formado
pelas transformagdes de Mobius, que sempre possuem pelo menos um ponto fixo no plano estendido S* = C.
Mesmo a transformacdo z — z + b possui o infinito como ponto fixo. Logo, se T age livremente em S*
entdo ' = {I}. ]

2.5.2 Superficies de Riemann Parabdlicas

Neste caso, M = C e M = C /T, sendo Aut(C) o grupo das transformagées compexas afins z — az + b,
a,beC.

Teorema 2.18. Uma superficie de Riemann parabdlica M é equivalente a uma, e somente uma, das su-

perficies abaixo:
(i) C, se M ¢é simplesmente conexa;
(ii) C— {0}, semi (M) =7
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(iii) C/A, para algum reticulado A se w1 (M) = 7 ;

Demonstragdo: O primeiro item segue do Teorema 2.16. Supondo I' # {I}, entdo a hipdtese de agdo
livre implica que Ty, € T, sendo esta a translagdo = Ty(z) := z+b, com b # 0. Neste caso Ty, = (Tp))" € T’

para todo n € 7. Temos duas possibilidades:

Possibilidade 1: Existe um elemento b € C tal que I é o grupo ciclico gerado por Ty,. Neste caso M é um
cilindro e 11 (M) = Z. Segundo o Exemplo (1.11), ele deve ser biholomorfo ao plano sem

a origem.

Possibilidade 2: 1" ndo é ciclico. Se chamarmos um elemento g de um grupo discreto G de minimal quando
ndo existir h € Gen € Zcomn > 1eg = h" entdo ' possui pelo menos dois
elementos minimais distintos, by e ba, que necessariamente sdo R-L.1.. Para verificarmos
tal fato, sem perda de generalidade, tome o caso em que by = 1 ¢ 0 < by. E fdcil observar
que tanto para ba racional quanto irracional, a acdo de 1" ndo poderia ser propriamente
descontinua. Logo dois elementos minimais distintos em I sdo R-L.I, o que implica que T’
contém o reticulado A formado pelas translagées Tynp, 1np,, m,n € Z. Seja C/A o toro
formado pelo reticulado A. Se existisse b3 € I' — A, entdo as translagoes Ty, gerariam

uma acdo livre e propriamente descontinua de 7. no toro, o que é impossivel. Logo, A = T..

2.5.3 Superficies de Riemann Hiperbdlicas

Neste caso, M = H e M = H/T, sendo Aut(H) = PSL(2,R) = SL(2,R)/{xI}, o grupo das
transformagées especiais lineares projetivas. Determinar seus subgrupos discretos, que equivalente a de-
terminar os subgrupos discretos de SL(2,R), também chamados de grupos Fuschianos, é assunto bem
mais complicado, algo que ndo vamos tratar aqui. De maneira geral, ndo existe método ou mecanismo
universal para se encontrar explicitamente subgrupos de uma grande classe de grupos.

Como exemplos de superficies de Riemann hiperbdlicas, temos o disco unitdrio centrado na origem D

e as superficies compactas do bi-toro, tri-toro, etc.
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Capitulo 3

Das Métricas Riemannianas as Estruturas

Complexas em Superficies

Neste capitulo definiremos os conceitos de estruturas quasi-complexas e complexas em uma variedade real,
além de uma ligagdo com métricas Riemannianas em superficies de Riemann. Para isto precisaremos do

leitor um conhecimento prévio de andlise tensorial em variedades. Veja apéndice A.

3.1 Estruturas Complexas

Vimos no Capitulo 1 que, uma variedade complexa (em particular, uma superficie de Riemann) é uma
generalizagdo do conceito de superficies em R? onde, como espaco topoldgico pode localmente ser identi-
ficado com o espago vetorial complexo C" (no caso de uma superficie de Riemann, C) e as “funcées nela
definidas” (mais precisamente, as fungées de transicdo) sdo holomorfas. Certa parte da rigidez da teoria
das fungdes holomorfas em C" é naturalmente transmitida para as variedades complexas. Por exemplo,
toda superficie de Riemann é orientada vista como variedade real. Isso ocorre pelo seguinto fato: Dadas
duas cartas complexas (U, U, ) e (V, v, V), a fungdo de transicdo f(z) := ("' (z)) pode ser enten-
dida como um mapeamento de um aberto de R? em R? cujo jacobiano em um ponto z é simplesmente uma
aplicagdo linear dada pela multiplicagdo por um niimero complexo f'(z). E um fato bem conhecido de
que o determinante real de uma aplicacdo linear dada pela multiplicagdo por um niimero complexo zg é

2 isto é, o médulo ao quadrado desse niimero, que é estritamente positivo (isto ocorre como

igual a |z
consequéncia das equacdes de Cauchy-Riemann e o fato de que, por definicdo, as funcdes de transicdo

20|? > 0). Dessa forma, o atlas complexo é

sdo sempre ndo identicamente nulas e, consequentemente,
automaticamente um atlas orientado. Isso nos dd, por exemplo, um critério para excluir as superficies ndo
orientadas da classe das superficies de Riemann. Alids, demonstraremos mais adiante que toda superficie

orientada admite uma estrutura que a faz uma superficie de Riemann.
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Existem outras maneiras de se pensar uma superficie de Riemann (e, em geral, variedades complexas).
Uma delas ¢é fazendo o uso de certos tipos de “Estruturas Complexas”. No fundo, é uma das tentativas de
se caracterizar variedades complexas em geral. Vamos descrever brevemente os fatos cruciais sobre essas

estruturas, as quais serdo utilizadas nas proximas segoes.

3.1.1 Estruturas Complexas em Espacos Vetoriais

Definicao 3.1. Uma estrutura complexa em um espaco vetorial real EE é um endomorfismo linear
J : E — E que satisfaz a equagdo
J? = —Idg (3.1

onde Idg é a aplicagcdo identidade no espago F.

Podemos tornar um espaco vetorial real EE em um espaco vetorial complexo definindo a multiplicagcdo

por um escalar complexo como se segue: Dado um vetor v € E e um escalar a + bi € C entdo,

(a+ bi)v = av + bJwv. (3.2)

Assim, vemos que a aplicacdo J equivale a multiplicacdo por i € C. A idéia das estruturas complexas é
a de transportar essa propriedade para variedades, isto é, definir de alguma maneira uma aplica¢do “J”
em uma variedade real de dimensdo par de modo que esta aplicacdo seja “equivalente” a multiplicacdo
pela unidade imagindria i. Seguindo este raciocinio, vamos descrever todos os resultados pertinentes dessa

construgdo, primeiramente no contexto linear.

Proposicao 3.1. Sejam E um espaco vetorial real, dim E = 2n e J uma estrutura complexa em E. Entdo,

existem elementos xv; € F, 1 <1 < n, tais que o conjunto
A=Az, .., xp, Jx1, ..., Jxp } (3.3)
forma uma base para E.

Demonstragdo: Seja E um espago vetorial real, dim E = 2n. Dada uma estrutura complexa J em E
consideremos a complexificagcdo de E por J, Ec = (E,J). Logo, dimcg = n. Assim, existem escalares
ndo simultaneamente nulos o + ioy 1, ap + iao, € C (consequentemente os o; € R, 1 < ¢ < 2n sdo
simultaneamente ndo nulos) tais que, para qualquer x € Ec, v = (a1 +iap41)x1 + ... + (o + iaoy,) Ty,

Mas como J equivale a multiplicacdo por i, a iltima igualdade é equivalente a
T=0a1Z] + ... + Oy + ant1Jx1 + ... + aopJay, (3.4)

o que significa dizer que {x1, ..., Ty, Jx1, ..., J, } é uma base de E. [
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O espaco R*™ naturalmente carrega a estrutura complexa de C™ por meio da aplicacdo

(1"17 oy Tmy Y1, 7ym) = (_ylu oy TYmy L1y -eny $m) (35)

Em termos da base candnica de R*™ temos a representacdo matricial

0 I
Jo= m (3.6)
—I, O
onde I, é a matriz identidade de ordem m. Os dois teoremas a seguir, apesar de simples, desempenham

um papel importante na teoria geral das estruturas complexas.

Teorema 3.1. Sejam V e %8 espagos vetoriais e J e J' duas estruturas complexas em V e V' respectiva-
mente. Olhando para (V,J) e (V',J') como espagos vetoriais complexos entdo uma funcao f : V — V',
R-linear é C-linear se, e so se,

Jof=fol (3.7)

Demonstragdo: Para provar que f é C-linear, basta provar que f(iv) = if(v), para todo v € V, jd

que, as condigdes
1. flo+w)=f(v)+ f(w), Vv =1v1 +ivy, Yw = wy +iwg € V.
2. f) = Af(v), VA= N +ide € C Vv =v; +ivg € V.

sdo consequéncias da R-linearidade de f. Assuma entdo que f : V — V' é R — linear e que f satisfagca
a equacdo 3.7. Entdo, temos as seguintes implicacées: J? o f = J'ofoJ = —Idof = J o fo
J = f=-J ofold ComolJelJ equivalem a multiplicacio por i, dado qualquer v € V entdo
f(v) = —if(iv) = if(v) = f(v), Yo € V. Logo f é C-linear. Mostremos agora que se f : V. — V'
é C-linear entdo J' o f = f o J. Para isso mostremos que J' o f(v) — fo J(v) =0, Vv € V. Como J
equivale a multiplicagd@o pori, J' o f(v) — fo J(v) =if(v) = f(iv) = f(iv) — f(iv) = 0, Vv € V. Logo

o resultado segue. [

Definicao 3.2. Uma fungdo R-linear f : V — C é dita ser C-antilinear se dada uma estrutura complexa
J 'V =V entdo
f(Jv)=—if(v) , YveW (3.8)

Teorema 3.2. Seja A : V — C uma funcdo R — linear. Entdo A se escreve de maneira tinica como soma

de fungées C-lineares e C-antilineares.

Demonstragdo: Precisamos provar a existéncia e a unicidade de tais funcoes C-lineares e C-antilineares.
(Existéncia) - Defina:
!/ 1 0 " 1 .
Av = §(Av —iA(Jv)) e A'v= i(AU +iA(Jv)) (3.9
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onde A:V — C é R-linear. Dessa forma, A'v + A"v = Av e A'(Jv) = i3(Av —iA(Jv)) e, portanto, A’
é C — linear. De maneira andloga mostramos que A" (Jv) = —iA” (v). Logo A" é C-antilinear.
(Unicidade) - Suponha que existam B'v = 1(Bv — B(Jv)) e B"v = %(Bv + B(Jv)) satisfazendo
A = B’ + B". Assim, B’ é C-linear e B" é C-antilinear. Provemos que A’ = B’ e que A” = B". De
fato, 0 = A — A = [3(Av — iA(Jv)) + L(Av + iA(Jv))] — [3(Bv — iB(Jv)) + 3(Bv + iB(Jv))] =
1Av+ 3 Av — [ABv + iBv] = Av — Bv = (A — B)v. Logo A = B e, consequentemente, A' = B' e

A" = B". Assim, o teorema estd provado. [

3.1.2 Estruturas Complexas em Variedades

Relembramos que um campo tensorial do tipo 1-covariante e 1-contravariante é , para cada p € M, um

endomorfismo linear Jp, : T, M — T, M que varia diferenciavelmente ao longo de M.

Definicao 3.3. Uma estrutura quasi-complexa em uma variedade real M é um campo tensorial do tipo
1-covariante e 1-contravariante que para cada p € M é uma estrura complexa linear em T}, M, i.e., satisfaz
a equagdo

J) = —Idg,n. (3.10)

Dizemos que ela é uma estrutura complexa se existir um atlas A = {(Vi, ¢r);7 € I}, o : Uy C M —

Vi, € R?™ tal que, em qualquer um de seus sistemas de coordenadas tenha-se .J representado pela matriz
Jop () = , VreV, cR™ (3.11)

onde I,, é a matriz identidade de ordem m.

Na definicdo de estrutura quasi-complexa J em M, a matriz 2m X 2m que a representa em um sistema

de coordenadas qualquer tem a forma

A B
I = (@ B@) (3.12)
C(z) D(z)
com
A’=-BC ,D*=-CB ,AB+BD=1, ,CA+DC=—I,, (3.13)

onde A, B, C, D sdo fungcdes matriciais de ordem m definidas no dominio do sistema de coordenadas. Dessa
forma, J,, recebe o nome de ”quasi-complexa”pois ndo necessariamente ela equivale a multiplicagdo por
i € C, como o ocorre na definigdo de estrutura complexa J em um espaco vetorial real. Assim, definimos
a nogdo de estrutura complexa J como aquela que, em uma variedade, desempenha o papel da unidade
imagindria 1 localmente como descrito no caso linear (3.6). Assim, podemos dizer que uma estrutura

complexa em uma variedade é uma estrutura quasi-complexa com uma condicdo extra de integrabilidade.
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Uma pergunta natural que aparece é a seguinte: Dada uma estrutura quasi-complexa J, ela é com-
plexa? A resposta é sim, para dim M = 2, como veremos mais adiante no teorema 3.6, e ndo, se
dim M > 4. Existe um critério para decidir se uma estrutura quasi-complexa é complexa. Ndo abor-
daremos esse fato aqui, que consiste em definir um tensor de “torcdo”’para J que a caracteriza como

complexa se, e somente se, ele for identicamente nulo ([6]).
Exemplo 3.1. C" tem uma estrutura complexa candnica Jy que coincide com a linear definida em (3.6).

Exemplo 3.2. S® tem uma estrutura quasi-complexa que ndo é complexa (Veja [6], pag.140). Em um
trabalho ainda sob o escrutinio da comunidade matemdtica no pertodo de escrita deste texto, Sir. Michael

Atiyah afirma que S® ndo possua nenhuma estrutura complexa ([9]).

Vamos enunciar agora os dois resultados centrais sobre estrutura complexas em variedades. O resultado

chave para esse fato, junto com os enunciados dos teoremas sao:

Teorema 3.3. Uma funcdo f : U C C" — C™ preserva a estrutura complexa de C™ ¢ C™, isto é,
df o Joy = Joodf (3.14)
se, e so se, f for holomorfa.

Demonstragdo: Esta demonstracdo consiste em um procedimento direto de verificar que df satisfaz
(3.14) se, e somente se, f satisfaz as equagdes de Cauchy-Riemann (1.1). ]

A defini¢do estrutura complexa é tomada como ponto de partida para tornar, dentro de certas condigoes,
uma variedade de dimensdo 2m em uma variedade de dimensdo complexa m. Isso se deve ao fato de que a
estrutura complexa J nos dd uma condicdo para determinar se fungoes definidas na variedade satisfazem
as equacoes de Cauchy-Riemann e, assim, temos um critério para verificar se uma diferencial real é uma
diferencial complexa.

Seja M¢ uma variedade complexa de dimensdo complexa m, entdo ela pode ser vista como uma vari-
edade real M de dimensdo 2m munida de uma estrutura complexa J dada pela multiplicacdo local por i
definida em uma carta complexa ¢ : U — V. C C™. De forma contrdria, se M é uma variedade real de
dimensdo 2m e J uma estrutura complexa em M, entdo um atlas em que J assume a forma candnica (3.11)
€ um atlas onde as mudangas de coordenadas satisfazem as equagées (3.14), e portanto, as equagies de
Cauchy-Riemann. Logo ele é um atlas complexo.

Assim obtivemos que:

Teorema 3.4. Uma variedade complexa Mc é equivalente a uma variedade real M munida de uma estru-

tura complexa J, com dim M = 2 dim¢ Mc.
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3.2 A Relacao Entre Estruturas Riemannianas e Complexas em Superficies

Orientadas

No restante do capitulo, M serd uma superficie' orientada. Nosso principal objetivo é estudar a projecdo
candnica do espago das métricas Riemnnianas em M sobre o espaco das estruturas complexas sobre M.
Para tal, precisaremos recordar alguns conceitos.

Uma métrica Riemanniana em M é um campo tensorial 2-covariante que em cada ponto p € M
induz um produto interno em Ty, M, i.e., uma forma bilinear simétrica e definida positiva. Em coordenadas

(w1, 22) temos suas componentes dadas por

g 0
Yij = <8xi’ 3x3> . (3.15)

Portanto temos a matriz simétrica e inversivel, jd que v é ndo-degenerada,

Y1 Y12 E F
(vij) = = ; (3.16)
Y21 V22 F G
que também é representada por
2 . .
ds = 3 iy datdal = B(da')? + 2Fda’ do® + G(da®)? 3.17)
ij=1
Sua inversa é denotada por

(v7) = (3.18)

A21 22 T EG_F? _Fr E |’

que define um campo tensorial 2-contravariante tal que, para cada p € M, é um produto interno no espaco

cotangente T M (Veja apéndice A). Assim, temos a relagdo

2 . 1sei#j.
> Aty =0 = (3.19)
k=1

0, sei=7j.

Uma métrica Riemanniana vy define uma forma de drea, que é uma 2-forma que ndo se anula em nenhum

ponto de M, segundo a expressdo local em coordenadas

wy = /|y|dzt A da?, (3.20)

onde || é o determinante da matriz (v;5), i.e.,

17| == det(yi;) = EG — F? > 0. (3.21)

'Uma variedade de dimensdo 2.
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O fato de |y| > 0 é independente do sistema de coordenadas adotado e pode ser estendida para todo M
devido sua condicdo de orientabilidade (veja Apéndice A).
Podemos agora definir a projegdo candnica J [7y] de uma estrutura Riemanniana em uma complexa na

superficie M :

Definicao 3.4. A projecao canonica de uma estrutura Riemanniana em uma complexa, denotada por
Jv), ou simplesmente J quando o contexto estiver claro, é o unico campo tensorial 1-covariante 1-

contravariante em M que satisfaz a relacdo
Yo(Jp - u, v) = wy p(u,v), (3.22)
para todos vetores u,v € T, M e todo ponto p € M.

De fato J estd bem definida pela relagdo (3.22) e é um endomorfismo linear em cada espago tangente,
pois tanto vy quanto w- sdo bilineares e ndo-degeneradas.? Ela é unicamente definida. De fato, sejam J; e

Jo satisfazendo a equagdo (3.22). Entdo, em um espaco tangente qualquer
y(J1-u,v) = y(J2ru,v) =0 = y((J1— J2) u,v) =0, (3.23)

para todos vetores u,v € Ty,M. Como y é ndo-degenerada, J, - uw = Ja - u, para todo u,v € T, M e,

portanto, J, = Jo. Em coordenadas

JE =" Meu/Il (3.24)
com e€1g = —€91 = Ll e €11 = €99 = 0. Como Z
Podemos verificar diretamente que J* = —1d ou seja,
> Jbg = =df. (3.26)

Logo J é uma estrutura quasi-complexa. Explicitamente em termos matriciais, se vy e sua inversa sdo

expressas como nas equagoes (3.16) e (3.18), entdo J é dada por

F
TIhl=J= S ¢ : (3.27)
vVEG-F2\_g _F

Existem sistemas de coordenadas especiais (x,y) em M, chamadas de coordenadas conformalmente planas

ou isotérmicas (veja [10]). Nelas ~y satisfaz as relacbes E = G e F =0, i.e.,

v = E(dz® + dy?). (3.28)

*Uma forma bilinear b em um espaco vetorial de dimensdo finita é ndo-degenerada quando a matriz que a representa em uma

base qualquer, (b;;), tem determinante ndo nulo.
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Assim, nesse sistema de coordenadas,
Jhl=J= . (3.29)

Assim, provamos o importante teorema:

Teorema 3.5. A projecdo candnica de uma métrica Riemanniana v em M ¢é a unica estrutura complexa

J] em M cujas coordenadas complexas coincidem com as coordenadas isotérmicas de .

3.3 Propriedades da Projecio 7 [7]

Em busca das propriedades da funcdo J 7], fixamos a nota¢do para dois espacos importantes definidos a

partir de uma superficie M, que sdo:
o RM(M) : o espago das métricas Riemannianas sobre M ;
o CS(M) : o espago das estruturas complexas sobre M.

E importante observar que nenhum dos conjuntos acima é vazio, pois em uma superficie M sempre existe
uma métrica Riemanniana® . Logo, também sempre existe uma estrutura complexa J|y] em M. A inversa

também é verdadeira, o que segue imediatamente do teorema abaixo:

Teorema 3.6. A projecdo canbnica J : RM(M) — CS(M) é sobrejetora. Mais ainda, se J é uma
estrutura quasi-complexa em uma superficie orientada M, entdo existe uma métrica Riemanniana v em M

tal que J|y] = J. Em particular, toda estrutura quasi-complexa em uma superficie é complexa.

Demonstracdo: Primeiramente, como M ¢é orientada, existe uma forma de drea w em M. Sabemos que

(det J)? = det(—Id) = 1. Sem perda de generalidade, tomaremos det(J) = 1. Assim
w(J - u,J - v) =det(J) w(u,v) = w(u,v) (3.30)

para todos vetores u,v € T, M tangentes a M em um ponto qualquer. Defina o campo tensorial 2-
covariante

v(u,v) == —w(J - u,v), (3.31)

Entdo temos que vy é uma métrica Riemanniana em M com w, = w e J[y] = J. De fato, ~y € bilinear pois
w € forma de drea (em particular uma 2-forma) e J é linear. E simétrica pois como w é anti-simétrica e J

é estrutura quasi-complexa que € preservada de acordo com a equagdo (3.30) entdo, para qualquer (u,v)

3Esta afirmacio vale para variedades em geral e é uma aplicacio direta da existéncia de partices da unidade. Como exemplo,

veja [4].
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y(w,u) = —w(J -v,u) = —w(J? v, Ju) = —w(—v,J-u) = wv,J-u) =y(u,v).

E positiva definida pois necessariamente, uma vez que {u,J - u} é LI para u # 0 (veja proposi¢cdo 3.1),

temos ou
y(u,u) = wp(J -u,u) >0 , Vpe MYueTl,M
ou
Y(u,u) = wp(J -u,u) <0 , Vpe M,VueT,M.
De fato, caso contrdrio, dado qualquer p € M (que é considerada conexa) com u,u € T,M de modo que
wp(J-u,u) >0 e wy(J- -u,u) <0

entdo existiria v € T,M de forma que wy(J -v,v) = 0, contrariando a ndo degenerescéncia de w. Portanto,
sem perda de generalidade, assumimos que a segunda desigualdade é satisfeita, implicando que ~y é métrica
Riemanniana (caso contrdrio, trocariamos o sinal da escolha de orientagdo w).

Tomando um campo vetorial e1 que ndo se anula em nenhum de um aberto U de M, definimos um

“referencial movel” {e1,ea} em U com ey := J - €1, e consequentemente J - e = —ey. Assim,

v(er,e1) =y(e2, e2) = wi2 = w(er,e2) >0

Y(e1,e2) = v(ez,e1) =0

Jd que vy é simétrica. Portanto, considerando a forma de drea definida por vy, w-,

w~(e1,e2) = v/v(e1,e1)v(ea, e2) — y(e1,e2)2 = \/wiy = wia

ou seja, w = w. Em particular,

Y(J - u,v) = wu,v) = wy(u,v) (3.32)

implicando na equagdo (3.22). Em outras palavras, provamos que dado J quasi-complexa, existe métrica
v com J[y] = J, implicando que J é complexa (veja discugdo na Se¢do 3.2). Com isto J € uma aplicagdo

sobrejetora. ]

3.3.1 A Relacio com a Geometria Conforme

Duas métricas Riemannianas 1 e 2 sdo conformemente relacionadas quando existe uma funcdo dife-

rencidvel ¢ : M — R com

P

1 =e* . (3.33)

Explicitamente, em um sistema de coordenadas qualquer,

Y= I (I%I) : (3.34)
4 72|
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Teorema 3.7. Duas métricas 71 e y2 sdo conformemente relacionadas se, e so se,

Tl = Tl (3.35)

Demonstragdo: Denotemos por simplicidade J|y] por J. Suponha que, para alguma v = (x,y),
11 = €2y, Assim, |y1| = €* o, Portanto, \/yi] = ¢2*/Tyal e 7y = e 27]]. Logo, J(m) = J(12).

A reciproca segue do seguinte fato: Se

I =3 e/l =D w'eav/ el (3.36)

implica que

> (i ! = v/ e e = 0. (3.37)

1
Porém, se Zwkieil = 0 entdo, Wk = 0, k,i = 1,2. De fato, como €11 = €22 = 0 e €12 = —e€21 = 1 entdo:
i
w11€12 + w12622 =0 wl=0.

wlleu + w12621 =0—-w?=0.

(3.38)
w21611 + w22621 =0 w?=0.
wepy +wPep =0 — W =0.
Logo, 'yé“li) = %’yg). Como o quociente % independe do sistema de coordenadas, apesar de |1 | e |y2|

dependerem, temos que 1) como na equagcdo (3.34) estd bem definida em M, o que implica y; = e*Yy,. =
Queremos agora usar o teorema da uniformizacdo para mostrar que qualquer métrica Riemanniana y
em uma superficie orientada M é conformemente equivalente a uma métrica de curvatura constante. Porém
antes, recordemos das nogées fundamentais envolvendo grupos de isometrias.
Uma isometria de uma superficie Riemanniana (M, ) é um difeomorfismo ¢ de M que deixa a métrica

invariante, i.e., $*y = =y, onde o "pull-back”de um campo tensorial 2-covariante b é definido por

(0*0)p(u,v) :== be(p) (do(p) - u,dp(p) - v) u,v € TpM.
E simples verificar que
(porh)*b=1"(¢"D),

e portanto, o conjunto das isometrias de (M, ) forma um grupo com a operacdo de composicdo, chamado
de grupo de isometrias de (M, ), ou simplesmente Z(M,~). Dado a forma de drea w~ definida por -,
o subgrupo de T(M,~) formado pelas isometrias ¢ que preservam esta forma de drea, i.e., p*wy = w-, €

denotado por Toy(M, ).

Teorema 3.8. Seja (M, ~,) uma das superficies Riemannianas:
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o k=0, My = R? com a métrica Euclideana Yo 5

o k= 1, M é a esfera de raio 1 no espago Euclidiano R? e a métrica v, dada pela primeira forma

Sfundamental;

o k= —1, M_y é o semi-plano superior em R? com a métrica de Lobachewsky y_1 = y—lz (dw2 + dy2),

y > 0.
A superficie de Riemann (M., J.;), com J,. := T[], é exatamente uma das trés abaixo:
e k=0, ela é o plano complexo C ;
o =1, ela é a esfera de Riemann S2=C;
e k= —1, ela é o semi-plano superior H C C;

Ainda, se o subgrupo T' C Aut(M,, J,) age de forma livre e propriamente descontinua em M,, entdo

I' C Zo(My, k) , isto é, ~y é formado por isometrias de 7, que preservam sua orientagdo.

Demonstracdo: Podemos “condensar”as trés métricas acima em uma vinica formula:

dz? + dy?
Yo = . (339)
(14 5(22 +y2))

que representa a primeira forma fundamental da esfera S* no espaco Euclidiano no sistema de coordenadas
estereogrdficas se k = 1, a métrica Euclidiana em R? se k = 0 e, para k = —1, tomando o biholomorfismo
andlogo a transformacdo de Cayley (1.10),

z—1
z4+1i’

h(z) =2

temos que ele é também uma isometria do semi-plano de Lobachevsky sobre o disco de Poincaré, este

definido pelo disco de raio 2 em C munido da métrica acima com k = —1, i.e.,
1 dx? + dy?
— (da?® + dy?) = " vty . (3.40)
2 1 2 2 2

Logo podemos trocar o semi-plano de Lobachevsky pelo disco de Poincaré em nossa demonstragdo.
Podemos observar que v, é um miiltiplo conforme da métrica usual do plano euclidiano. Portanto,

sendo Id a matriz identidade, a representacdo matricial de y,, é ¢—1QI d. Dessa forma,
k

0 1
-1 0

VARIES

Como vimos no teorema 2.17, se T' é subgrupo da esfera S* = C que age de forma livre e propriamente

descontinua entdo, I' = {I}, jd que toda transformagdo de Mibius tem pelo menos um ponto fixo em S>.
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Ainda, para o caso do plano C, pelo teorema 2.18, vimos que I' agindo de forma livre e propriamente
descontinua necessariamente deve ser constituido das translacdes por b, z — z + b. Obviamente, para
esses dois casos I" é subgrupo do grupo de isometrias. Jd para o semi-plano, o grupo de automorfismos
coincide com a componente conexa da identidade do grupo de isometrias, ambos isomorfos a PSL(2,R)

(proposicdo 2.4.16, [8]). ]

Obs 3.1. Podemos observar que se T é uma transformacdo de Mobius que é uma isometria entdo, dado
A #£ 1, AT possivelmente ndo é uma isometria. Além disso, a aplicagdo z — Z é uma isometria da esfera
(que ndo preserva orientagcdo) que ndo é Mobius. De fato, temos “mais” automorfismos na esfera do
que isometrias. Além disso, as iinicas isometrias de S* que preservam a orientacdo sdo as rotacées, que
constituem um subgrupo das isometrias da esfera.

Ainda, as isometrias do plano sdo as rotacées, translacoes e as reflexdes. Porém, somente as duas
primeiras preservam a orientagcdo (no caso, as reflexes invertem a orientagdo). Ainda, as rotacdes possuem

2 . . “« .

apenas um ponto fixo em R* a saber, a origem 0. Logo, novamente temos que existem “mais” automorfismos

no plano do que isometrias.

Corolario 3.1. Toda superficie de Riemann (M, J) admite uma métrica Riemanniana y de curvatura cons-

tante k tal que J[y] = J e:

(i) Se ela é eliptica entdo k = 1;

(ii) Se ela é parabdlica entdo xk = 0;
(iii) Se ela é hiperbolica entdo k = —1;

Demonstracdo: A demonstracdo deste fato segue do teorema da uniformizacdo e do teorema 3.8. Fare-
mos apenas o caso de curvatura nula k = 0. Analogamente, prova-se os casos Kk =1 e Kk = —1.

Sendo M parabdlica, do teorema 2.18 temos um biholomorfismo ¢ : M — C/I" para dado subgrupo
discreto ' de automorfismos de (C, Jy). Segundo o teorema 3.8, I é também um subgrupo de isometria
da métrica Euclidiana ~y. Logo podemos definir a métrica vy em C/T" como sendo a unica tal que seu
“pull-back” com a proje¢do candnica de C em C/T" seja . Assim, v := ¢* o é uma métrica de curvatura

nula em M. n

Corolario 3.2. Toda métrica Riemanniana ~v em uma superficie M é conformemente equivalente a uma
métrica de curvatura constante k, sendo kK = 1, k = 0 ou k = —1 para os respectivos casos eliptico,

parabdlico ou hiperbdlico.

Demonstragdo: Tome a estrutura complexa J = J|y|. Utilizando as notagédes do Teorema 3.8, como
consequéncias do Teorema da Uniformizagdo, existe um biholomorfismo ® de (M, J) sobre (M /T, Jy)

paraalgum k. € {—1,0,1} e I subgrupo de Aut(My, J,;) agindo de forma livre e propriamente descontinua
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em M,. Tomando 7 := ®*~,, esta define uma métrica Riemanniana em M de curvatura constante e tal
que J = J[vy] = T[], pois os ternos (M, /T, J., i) e (M, J,7) sdo essencialmente os mesmos mediante
identificagdo com o difeomorfismo ® e, pelo Teorema 3.8, J, = J[vyx|. Pelo Teorema 3.7, vy e ¥ sdo

conformemente relacionadas. ]

3.3.2 Diferenciabilidade de 7 ||

Queremos introduzir uma nogdo de diferenciabilidade para a aplicagdo J 7). Os espacos RM(M) das
métricas Riemannianas sobre M e CS(M) das estruturas complexas sobre M ndo tem estrutura de espago
vetorial, pois nesses caso as operagcoes de soma e multiplicacdo por escalar ndo sdo fechadas nesses
espagos. Porém, RM (M) define uma condi¢do aberta no espago vetorial das formas bilineares simétricas

em M, B(M) C TX(M), pois a soma convexa de duas métricas ~y1,v2 € RM(M) satisfaz
An+ (=N € RM(M)

para todo \ € [0,1]. Mais do que isto, 2 pode ser até degenerada, desde que "pequena”. Logo podemos
tratar RM(M) como um “aberto”de B(M ), mesmo néo tendo entrado na questdo da defini¢do exata de
sua topologia. Como CS(M) é subconjunto do espago vetorial 7~11 (M) dos campos tensoriais 1-covariante
e 1-contravariante sobre M, podemos introduzir uma no¢do de diferenciabilidade para a fung¢do J || da
mesma forma que temos a diferenciabilidade de uma funcdo de um aberto de um espago vetorial em outro.
A seguir vamos relembrar os conceitos elementares dos quais precisamos para fazer tal analogia.

Em um contexto informal, dados espagos vetoriais* E, F denotamos por L(F; E) o conjunto de todas
as transformacoes lineares L : F' — E e notamos que este espaco tem estrutura de espaco vetorial. Nesse
contexto, definimos diferenciabilidade da seguinte forma: seja um aberto U C F contendo o ponto x. Entdo

f : U — E édiferencidvel no ponto x se existe uma aplicacdo linear §(z) : F — E satisfazendo
flz+eh)= f(z)+e€d(zx)-h+ole) (3.41)
para todo h em um subespaco denso de F, onde

m -’ =0. (3.42)

e—0 €

Portanto, a definicdo de derivada é feita de modo a dizer que, nas vizinhangas do ponto x, os valores
assumidos por f podem ser aproximados por uma aplicagdo linear § a menos de um fator aditivo f(x) com
um erro dado pelas propriedades de limites das fun¢des o(€) descrita acima. Assim, dado um abertoU C F
no qual uma aplicacdo f : U — E é diferencidvel temos definida uma transformagdo 6 : U — L(V; E),
que para cada x € U temos associada a aplicacdo linear df (z) := 6(x) € L(V; E), que chamamos de

derivada de f em U.

*Formalmente, sdo espagos vetoriais topolégicos completos e localmente convexos, e a derivada é a derivada de Frechet.
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Os exemplos de derivadas que daremos a seguir servem para os nossos propdsitos ao estudar a nocd@o

de diferenciabilidade para J 7).

Exemplo 3.3. Uma transformacdo bilinear B : R™ x R™ — RP ¢ diferencidvel em cada ponto

(z,y) € R™ x R™ e sua derivada é a (outra) transformagcdo bilinear dB : R™ x R™ — RP dada por
dB(z,y) - (h,k) = B(x,k) + B(h,y). (3.43)

Exemplo 3.4. Sabemos que o conjunto GL(R™) C L(R"™) dos endomorfismos lineares inversiveis de R" é
um aberto, pois A € GL(R™) se, e 56 se, det(A) # 0, jd que a fungdo det : L(R™) — R ¢é continua. Logo,
podemos falar de diferenciabilidade para a aplica¢do inversdo f : GL(R™) — GL(R") dada por

As f(A) = A" (3.44)

Ela é diferencidvel em cada ponto A € GL(R"™) e sua derivada df (A) : L(R") — L(R™) é a aplicagio
linear

Hw— —A'HA™ (3.45)

Exemplo 3.5. Considere uma matriz quadrada A de ordem 2. Entdo, uma simples verificacdo nos mostra
que

d(det)(A) - H := (jt det(A + eH)> = det(A)tr(A~ H) (3.46)
e=0

para qualquer matriz quadrada H de ordem 2. A expressdo acima faz sentido mesmo quando det A = 0,

pois det(A) A~ também estd bem definida neste caso.

Vamos agora informalmente definir uma no¢do de diferenciabilidade para J[v] da seguinte maneira:
dados uma forma bilinear simétrica b € B(M) e uma métrica Riemanniana g € RM(M) C B(M),

entdo a derivada de J em [yo] aplicada em b é

d
dJ ] -b:= (d Tl + eb]> (3.47)
€ e=0
ou equivalentemente, uma aplicagdo linear dJ[yo] € L(B(M); T{(M)) satisfazendo
Tl +eb] = T) +edT[yo] -v+o(e) lgl[l) O(:) = 0. (3.48)

De forma explicita, temos:

Teorema 3.9. A projecio J[y] : RM(M) — CS(M), v — T[] é diferencidvel de acordo com a condigdo
descrita na Equagdo (3.48) e sua derivada é a transformagdo linear dJ[y] = dJ € L(B(M); T1(M)) dada

por
1 _ _
ATl b= gtr(y"H )T =~ b TN (3.49)
Na notagdo com indices, tomando J, ,1 =J ['y]}C a formula acima significa
o1 (& A ,
(@ID] -0k =5 | D 17 | Ji= Y v by (3.50)
gib=1 ge=1
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Demonstrag@o: Assim, determinemos explicitamente sua derivada. Consideremos w[y] = +/|v|dz! A
dxz? e vamos denotar dw[y] -b = §(w) e dJ[x] -b = §J, onde por simplicidade J = [J|ry). Vamos reescrever

nessa nova notacdo a equacdo acima 3.48 da seguinte forma:

o(e)

Jy+eb) = Jy]+edJ-b+o(e) e w[y+eb] =wly]+edw-b+oe) lir% —~ =0. (3.51)
€— €
onde
Y+e L =7 —ey Iyt 10(e) , ~e(Je-u,v) = we(u,v) (3.52)

ou de outra forma

(v + €b)((J + €6 J)u,v) = (w + edw)(u, v). (3.53)
Mas,
Vv + €bl det(vij +€bij) = \/|7| +€d-b+o(e).
Assim,

d
oy-b = &k:o det(vi; + €bjj)
1

S
2\/>d e=0
= T (b11722 + b22v11 — 2712b12)
tr(y~
2

[(y11 + €b11) (711 + €b11) — (712 + €b12)?]

l\DM—t I\DM—\ [\]

Zj sz

,j=1

Portanto, w7y + €b] = ( + £ ( S b, \'y|) + 0(62)> w[y]. Logo,

22: (’Yijwij) = 22: (5%‘]‘ - bi']z'j) : (3.54)

=1 1=
Substituindo a expressdo encontrada para dw na expressdo para a derivada de J descrita em 3.51 encon-
tramos (3.49). ]

No proximo resultado vamos descrever o niicleo da aplicagdo derivada dJ 7).

Corolario 3.3. Uma forma bilinear b estd no niicleo de dJ[7] se, e s se, ela satisfaz a relagdo

1
g (v Wy1rd=~"1b, (3.55)
ou seja, em coordenadas
1
3 Z Vb | 6} = Z 7" bar. (3.56)
7f=1
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De forma explicita, a matriz que representa a forma bilinear b em coordenadas é

G F\ y
b= A (3.57)
F E| E

onde x é uma fungdo diferencidvel no dominio do sistema de coordenadas.

Demonstragdo: Suponha que b € Ker(dJ[7]), isto é, dT[y]-b = 0. Multiplicando ambos os membros
da equagdo 3.49 por J|y] = J e usando o fato de que J*> = —Id concluimos que

%tr('y_lb)fd =~ 1.
Mas, como

L. (E -F
v Mil_r

e tomando a representa¢do matricial da forma bilinear b como sendo

b b1 bs
bs by
obtemos
1 Eb; — Fb Eby — Fb
fy’lb _ 1 1 3 2 4 (3.58)
Y\ =Fby + Gbs —Fby + Gby
onde
1
tr(y~1b) = W(Ebl — Fbg — Fby + Gby). (3.59)

Portanto, a equacdo 3.55 é equivalente a equacdo matricial

tr(yv~ 1o 0 Eby — Fbs  Eby — Fb
2tr(7770) _ Lo R (3.60)
0 %tr(v‘lb) —Fby +Gbs —Fby+ Gby
Dessa forma, temos o seguinte sistema de equacoes
Eby — Fby =0
—Fb; — Gbs =0
(3.61)

Eby — Fbs — Fby + Gby = 2Eb; — 2Fbs

Eby — Fbz — Fby + Gby = —2Fby + 2Gby

Em relagcdo ao sistema acima podemos inicialmente observar que a soma das ultimas duas igualdades

nos leva a uma identidade. Além disso, resolvendo explicitamente as duas primeiras equagoes do sistema
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obtemos as seguintes condigdes:

F
Eblbe4:0:>b2:Eb4

—Fb1+Gb3:0:>b1:%b3

Substituindo os valores encontrados para bs e by na equacdo
Eby — Fby = —Fby + Gby

encontramos a condi¢do

Logo, a demonstracdo estd concluida. ]
dada uma pertubacdo de uma métrica Riemanniana o, i.e., uma curva v, em RM(M) definida para

e € I C R, I intervalo aberto contendo 0, yo = (7¢)e=o , diferencidvel no sentido de que
d
b(p) == { 57e(p) (p € M) (3.62)
€ e=0
define um campo tensorial 2-covariante e simétrico em M. Assim, podemos escrever
Ye =7 +eb+o(e). (3.63)

A idéia de estudar o niicleo de dJ [7y] estd relacionada com seguinte fato: -y, reprenta, em ordem linear
em €, uma “pertubagdo conforme” de vy se, e somente se, b definida por (3.62) estd no niicleo de d.J o),

pois pelo Teorema 3.7 e a expansdo em primeira ordem de [J (3.48), temos
Ve € "pertubagdo conforme’de vo < T[] = T[] +ole) < beker(dT[w]). (3.64)
Em coordenadas, uma pertubagdo conforme é dada por

E+ely F+ely
Ve = = E2 4+ o(e) (3.65)
FH+epx G+ex

para alguma fungdo diferencidvel x definida no dominio do sistema de coordenadas.
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Apéndice A
Tensores e Campos Tensoriais

De maneira geral, o cdlculo diferencial nos ensina a aproximar objetos (no caso, objetos “suaves”) por
objetos lineares. A estrutura de variedade diferencidvel nos permite utilizar a teoria da dlgebra linear
para, também num certo sentido, ”aproximar” tais objetos de maneira independente da escolha do sistema
de coordenadas. Assim, surge a idéia de “tensor”.

Para cada i € {1,...,n}, considere V; e E espacos vetoriais reais. Diremos que uma aplicacdo

f: Vi x...xV, — E émultilinear se para escalares o,/ € R e cada v; €V,
for,..cavi+ vl o vn) = af (vl .o e vn) A (01, U ). (A1)

Ou seja, uma funcdo é dita ser multilinear se ela for linear em cada varidvel separadamente. No nosso
caso estaremos mais interessados nas fungoes bilineares, isto é, uma funcdo multilinear de duas varidveis.
Exemplos cldssicos de fungcdes multilineares sdo: produto interno em R™ e a funcdo determinante, onde a
primeira é uma funcdo escalar bilinear de dois vetores e a segunda uma funcdo escalar de n vetores.

Vamos inicialmente definir o conceito de tensor covariante em um espago vetorial.

Definicao A.1. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita sobre o corpo R. Dado um niimero k € N,
um k-tensor covariante em V é uma aplicacdo multilinear f : V¥ — R, onde V* denota o produto de k

copias de V. Se k = 0, um O-tensor é simplesmente um escalar.

Para k natural ou nulo denotaremos por T*(V') o conjunto de todos os k-tensores em V. Dados um
escalar o e f, f k-tensores quaisquer, o espaco T* (V') naturalmente tem estrutura de espaco vetorial
mediante as operacoes

(af)(v1y...,v) == a(f(v1,...,0E))

(f+ v, . vk) = flor, ..o, ok) + fog, ..o, k).

(A.2)

A idéia por trds da definigdo de tensores covariantes é a seguinte: a descri¢cdo matemdtica das leis da

natureza (podemos pensar por exemplo, em leis fisicas) deve ser independente do sistema de coordenadas
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escolhido, isto é ndo existe sistema de coordenadas preferido. Logo, as equacdes matemdticas que desig-
nam tais leis devem agir de maneira covariante, ou seja, invariantes em sua “forma” perante mudancga de
coordenadas.

Dado um espaco vetorial real V' denotamos por V* como sendo o espago vetorial dos funcionais linea-

res i1 : V — R e o chamamos de espaco dual de V.

Exemplo A.1. Uma aplicagdo linear v : V. — R é sempre multilinear. Logo, um 1-tensor covariante é
simplesmente um vetor e podemos naturalmente indentificar T* (V) ~ V*. Analogamente, um 2-tensor
covariante é uma aplicagdo bilinear de dois vetores e, portanto, podemos identificar o espaco T?(V') com
o espaco das formas bilineares. De maneira geral, pensando em um determinante como sendo uma fungdo

multilinear de n vetores, entdo podemos indentifica-lo como um n-tensor covariante no espaco euclidiano

Rn
Vamos definir agora a idéia de k-tensor contravariante.

Definicao A.2. Considere V um espaco vetorial de dimensdo finita e seja V* seu espaco dual. Um elemento

do espago Ty, (V*) é chamado de k-tensor contravariante.
Apenas a fim de ilustracdo daremos o exemplo a seguir.

Exemplo A.2. Considere uma curva diferencidvel parametrizada o : I — R™ em algum intervalo
I = (a,b) C R. O vetor tangente a oo em t = to dado pela derivada da curva o' (ty) € R™ é um

1-tensor contravariante, isto é, um vetor contravariante.

Sabemos que naturalmente podemos fazer a identificagdo V ~ (V*)*. Se dim(V') < oo, dada uma

base ordenada {e1, ..., e,} C V existe uma tinica base ordenada {e', ..., e"} C V* tal que
. . 1sei #j.
(¢, ei) = 0] = (A.3)
0, sei =j.

O simbolo §] é chamado de delta de Kronecker.! Além disso, (.) denota o pareamento entre V e V'*.
Neste texto ndo precisaremos definir o que é um tensor n-covariante e m-contravariante para n, m # 1

pois iremos apenas falar sobre estruturas complexas em variedades. Assim:

Defini¢io A.3. Um elemento do espago T} (V) := T (V* V) é chamado de tensor do tipo 1-1, isto é,

1-covariante e 1-contravariante.

Precisamos “transportar” a idéia de tensores para o contexto das variedades. Comegcaremos a fazer

iSO a seguir.

"Em homenagem ao matemético alemao Leopold Kronecker (1823-1891).
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Definicao A.4. Considere o espaco euclidiano R™ e considere um ponto qualquer p € R"™. O espaco

tangente a R™ no ponto p € o espago T,R" := {p} x R™
T,R™ com as operagoes
(p,v) + (p,w) == (p,v+w) e Ap,v):=(p,Av) , Yo,ueT,R" e VAeR (A4)
se torna um espago vetorial. A projegcdo m : T,R" — R" dada por
(p,v) = m(p,v) =0 (A.5)

€ um isomorfismo entre T,R™ e R". Logo, estes espacos podem ser identificados.
Queremos agora definir o espaco tangente a uma variedade M de dimensdo n, em um ponto p € M,
T,M. Para isso, o definiremos de modo que T}, M tenha estrutura de espago vetorial e no caso, podemos

identifica-lo com R™. Seja I C R um intervalo, 0 € 1. Considere o conjunto

Cp) :=={¢: I —= M;p(0) =p,3¢'(0)}. (A.6)

Consideremos duas curvas 1,2 € C(p). Diremos que @1 e @y sdo equivalente se para toda carta 1;,

p € dom(v;), ocorrer
(¥i 0 ¢1)'(0) = (i 0 92)'(0). (A7)

A igualdade acima pode ser verificada para uma carta especfifica pois, se vale para esta carta valerd
para qualquer outra. Tal relacdo é de equivaléncia e vamos denotar por [¢| a classe de equivaléncia da

curva ¢ € C(p).

Definicao A.5. O espago tangente a variedade M no ponto p, T,,(M), é o conjunto das classes de equi-

valéncia [¢] para uma curva qualquer ¢ € C(p).

Vamos mostrar agora que T,(M ) tem estrutura de espago vetorial. Consideremos uma carta qualquer

Ui, p € dom(1);). A aplicagdo
Dipi(p) : T,M — R", ] = (¢ 0 ¢)'(0) (A.8)

estd bem definida, isto é, ndo depende da escolha da carta 1); e é bejetora. Logo D;(p) é um isomorfismo e
T,(M) pode ser indentificado com R". Assim, T,,(M) naturalmente carrega a estrutura de espago vetorial
de R".
Denotaremos o espago dual de T,,(M) por Ty (M ) chamado de espaco cotangente a M no ponto p.
Agora podemos definir o conceito de campo tensorial em uma variedade M. Nos restringiremos ao
nosso caso de interesse que sdo os campos tensoriais do tipo 1-1, isto é, campos tensoriais 1-covariante e

1-contravariante.
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Definicao A.6. Seja M uma variedade. Um campo tensorial do tipo 1-1 em M é uma escolha suave

(diferencidvel) de um tensor T, do tipo 1-1 a cada ponto p € M.

Na definicdo acima a palavra "suave” é no seguinte sentido: Podemos enxergar um campo tensorial do
tipo 0-1 como um campo vetorial e um campo tensorial T do tipo 1-0 é simplesmente um vetor I, a cada
ponto p € M. A diferenciabilidade nesse caso é que para cada campo vetorial suave X em M a aplicacdo
r — T p(Xp) é diferencidvel. Nesse caso o conceito de campo vetorial suave é o usual, isto é, dado um
ponto p € M um campo o associa por meio do espago tangente T,,M a um espago vetorial de modo que,
em qualquer sistema de coordenadas ¢ sua representacdo é tal que cada uma de suas funcdes componentes
sd@o derivdveis. Além disso, devemos observar que se o campo é diferencidvel em um atlas (U, @) C M ele
também serd diferencidvel em qualquer outro atlas (V,v) C M. Isso é o mesmo que dizer que o conceito
de diferenciabilidade de um campo em M como anteriormente estd bem definido, isto é, ndo depende do
sistema de coordenadas escolhido.

Considere M uma superficie. Seja U C M dominio para um sistema de coordenas ¢ = (x!,z?).

Considere um ponto qualquer p € M. Uma base para o espago tangente T,(M) é dada por

0 0
D). oy (p)} € Ty (M) (a9)
onde,
0 d _ 0 d _
@(P) = a\t:mﬂ Yag+t,25) e @(p) = %’t:mﬁ Yxg g +1) . olp)=20. (A.10)

As condi¢coes acima podem ser reescritas sob a seguinte forma:

O )= Ly _got AR
9,1 P) = gl=oe™ (0(0) +(£,0) e o5(p) = Jlemow™ (0(p) +(0,1)). (A.11)
Uma base dual para o espago Ty M é
{dx'(p),da*(p)} C Ty M (A.12)

onde, para cada i = 1,2, dz*(p) é a derivada da aplicacdo ' : U — R dada pela projecéo

2'(q) = mi(¢(q)) (A.13)

onde 7; : R? — R é tal que (z',2%) — 2,1 < i < 2.

Resumindo o que foi visto nesse topico, para o nosso contexto de superficies temos que:

1. (Propriedade de Tensor Covariante). Dados sistemas de coordenadas (%, %) e (%, %) 0

protdtipo de tensor covariante é quando este se relaciona por meio de mudanca de coordenadas da

seguinte forma:

0 ozl 9 or? 0 0 ozl 9 or? 0

627 027001 T 0a7 0 © 07 o700 oo MY
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2. (Propriedade de Tensor Contravariante). Dados sistemas de coordenadas (dxz', dz?) e (dz'', da?)
o0 protétipo de tensor contravariante é quando este se relaciona por meio de mudanca de coordenadas

da seguinte forma:

! /

82 2
< dxl—i—aw

2

’ .Z'l ’
de'’ = ——da' + ——dz? e di*¥ =
3. (Interpretacao Algébrica e Geométrica de Objetos Lineares). Um espaco vetorial V é identificado

com o espago tangente a um ponto p de uma variedade M, T, M. Uma base de um espago vetorial

V, digamos dim(V') = 2, {e1, ea} pode ser geométricamente interpretado como uma base no espago

tangente {%(p), %(p)} C T,M. De maneira andloga para a base dual {e*,e*} C V* podemos

interpreta-la geometricamente como uma base no espago cotangente {dx'(p), dz?(p)} C M.

Vamos a seguir, para finalizar esse tépico, apresentar um exemplo bastante elementar apenas para ilustrar
o que foi feito. Cabe ressaltar que a matriz que representa uma mudanca de base no contexto geométrico é
dada pela matriz jacobiana da transformacdo de coordenadas. Além disso, a matriz inversa dessa mudanca

de base é dada pela inversa da matriz jacobiana da mesma transformacdo de coordenadas.

Exemplo A.3. (Coordenadas Polares). Considere a fun¢do (que podemos pensar como um campo vetorial
em R?) f : R? — R? dada por (z,y) — f(z,y) := (x,y). As coordenadas polares de x,vy sdo dadas

respectivamente por x = r cos 0,y = r senf. A matriz jacobiana de f em um ponto (r,0) é dada por

cos —rsenf
J¢(r,0) = (A.16)
senf  rcosf
e seu determinante |J (7, 0)| = r e, portanto, positivo se r > 0. Um subconjunto no qual f é inversivel é

U:={(r,0);r > 0,0 € (0,27)}. Nesse caso, a matriz jacobiana de f~1 é dada por

_1 cos senf
T4 (r,0) = . (A17)
—senf/r cosf/r

Neste caso, f(U) = R?2/A, A = {(x,y) € R%y = 0,2 > 0}, isto é, o plano deletado o semi-eixo real

positivo.
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Apéndice B

O Teorema da Uniformizacao Para

Superficies Compactas

Como colocado anteriormente, nossa principal referéncia para demonstragdo do teorema 2.14 é o livro [1].
Inicialmente relembramos o conceito de n-formas em espagos vetoriais e variedades. A fim de exemplificagdo,

vamos nos restringir ao nosso caso de superficies. Seja E um espago vetorial, diim(FE) = 2. Uma 0-forma

em E é simplesmente um escalar. Jd uma 1-forma é um funcional linear o € E*. Finalmente uma 2-forma

em E é uma forma bilinear anti-simétrica, isto é, dados (u,v) € E e {e', e?} base de E* entdo

1
(€ A ) (w,) 1= (e )e() — ¢! (v)e?(w) (B.1)
é tal que (e! A e?)(u,v) = —(e! A e?)(v,u). No contexto de uma superficie de Riemann M uma 0-forma é

simplesmente uma aplicacdo f : M — R. Jd uma 1-forma diferencidvel é dada por
o = ai(z)dzt 4 an(z)dz?. (B.2)
Finalmente uma 2-forma diferencidvel é dada por
8= a(az)dwl A daz?. (B.3)

Definimos Q° (M), QY (M), Q?(M) como sendo os espagos das fungées holomorfas, espago das 1-formas e

espaco das 2-formas em M, respectivamente. Além disso, definimos
HY(M) = ker(d : QY (M) — Q*(M))/Im(d : Q°(M) — QY(M)) (B.4)

como sendo o grupo de cohomologia de de Rham onde d é a operacdo de derivacdo exterior.

Sabemos que se uma forma diferencial o é exata entdo ela é fechada. Se M for simplesmente conexa
entdo toda forma fechada o é exata, isto é, H' (M) = 0.

Agora queremos definir o conceito de formas holomorfas. Consideremos uma coordenada complexa

local z = x + iy. Entdo, dz = dx + idy e dz = dx — idy. Assim, entendemos que uma (1,0)-forma
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é localmente expressa como adz e uma (0, 1)-forma é localmente expressa como BZ para fungdes ., (.
Diremos que neste sistema de coordenadas locais f é holomorfa e escreveremos df = 0f = f'(2)dz
se Of = 0 significando que [ cumpre as equacdes de Cauchy-Riemann 1.1. Assim, diremos que uma
(1,0)-forma o é uma 1-forma holomorfa se o = 0. Assim, uma 1-forma holomorfa pode ser expressa
como Adz onde A é uma funcdo holomorfa.

Vamos denotar por Q4°(M) o espago das (1,0)-formas em M e Q%! o espaco das (0, 1)-formas em
M. Em uma coordenada local z = x + iy entenderemos

o 1,0 .0 o 1,0 .0

—=—(z=—iz —=—(z—+i— B.5
9. 29 '3y ¢ o 2%9s ey (B-5)
como sendo operadores, no caso 0 em Q% (M) e 3 em Q50 (M).
Definimos agora
HY(M) =kerd: Q"0 = Q* e HY(M) = cokerd : Q° — Q%L (B.6)

Assim, HY0(M) é o espaco das 1-formas holomorfas e HY' (M) é um espago associado a construcdo de
fungoes meromorfas. Para maiores detalhes do se segue consultar [1], capitulo 8 na pdgina 114, teorema
6. Temos a seguinte decomposicdo H (M) = HY' (M) @ H'O(M). De maneira simplificada esse fato
decorre de que a aplicagdo H*' (M) ® H°(M) — H'(M) dada por

(a,0) — i(a) +i(c1(0)) (B.7)

é um isomorfismo, onde a aplicacdo o : H'O — HOT ¢ induzida por o — @&. Para um superficie de
Riemann M simplesmente conexa H*(M) = {0} e, consequentemente H*' (M) = {0}, de acordo com a
decomposicdo descrita acima.

Vamos agora para a demonstragdo do teorema 2.14.

Demonstracao: Seja M uma superficie de Riemann simplesmente conexa e compacta. De acordo com
o teorema 1.2, basta mostrarmos que existe uma funcdo meromorfa em M com um iinico polo de ordem
1. Consideremos o € Ql(M) Assim, da = 0 se, e s6 se, « = d¢ para alguma ¢ € F(M). Logo,
HY(M) = {0}. Consideremos em torno de um ponto p € M um sistema de coordenadas (U, ) e uma
funcdo B : M — R suave, isto é, de classe C*° tal que B = 1 em uma vizinhanga p € UcUe =0
em M /U. Vamos mostrar entdo a existéncia de uma fungdo f : M — S? como um iinico polo de ordem 1.

Para isso vamos definir

1
f(2) = 9(=7) + B(,) B
onde g é uma funcdo de classe C* e f holomorfa, isto é,
dg 10p
2222 . B.
oz T 2oz ! e

A forma o = %% tem suporte compacto nas vizinhancas de p e é uma 1-forma holomorfa jd que dor = 0.

Em particular, nas vizinhangas de p, o é uma (0,1)-forma, isto é, o € Q%1 (M) pois se a(p) = 0 entdo
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dg ~ . . s P . 0,1 P
52 = —a. Dessa forma uma tal fungdo g existe, isto é,g é holomorfa se, e s6 se, [a] € H"". Isto é
equivalente a dizer que existe solugdo da equagdo % = —a se, e SO se, a classe [a] no espago quociente

H®! ¢ a classe nula. Dessa forma, existe py € M tal que o = O(1) em M/{po}. Assim, vamos supor
que a(p) := 0. Logo, a € QY (M) e da. = 0 e, portanto, « = —0dg para alguma fung¢do g de classe
C>® em M, isto é, g € F(M) pois, como M é simplesmente conexa entdo H>'(M) = {0}. Portanto,
g+ % B é holomorfa em C/{po}, onde o ponto py é seu tinico polo (em particular de ordem 1). Finalmente,

f: M — S? em um sistema de coordenadas complexas z = x + iy dada por
1
2 f(2) = g(2) + B() (B.10)

onde g de classe C*° em M e o € Q%Y (M) satisfazendo a equagdo % = —a e B uma fungdo do tipo “cut-
off 7 em uma vizinhanga de p € M, isto é, uma funcdo suave com suporte em U valendo 1 nas vizinhangas

de p, é uma fun¢do meromorfa em M com um tinico pélo de ordem 1. [

65



Referéncias Bibliograficas

[1] Donaldson, S.K., Riemann Surfaces., Oxford Graduate Texts in Mathematics (2011).
[2] Beardon, A.F., A Primer on Reimann Surfaces., Cambridge University Press (1984).
[3] Lee, John., Introduction to Topological Manifolds., First Edition. Springer (2000).
[4] Lee, John., Introduction to Smooth Manifolds., Springer (2002).

[5] Conlon, Lawrence., Differentiable Manifolds., Second Edition., Modern Birkhduser Classics.

(2001).

[6] Shoshichi, Kobayashi., Katsumi, Nomizu., Foundations of Differential Geometry Volume II., In-
terscience Publishers - John Wiley and Sons (1969).

[7] Mikio, Nakahara., Geometry, Topology and Physics, Second Edition., Graduate Student Series in
Physics; Taylor and Francis Group (2003).

[8] Wolf, Joseph A.. Spaces of Constant Curvature, Sixth Edition., AMS Chelsea Publishing. (2010).
[9] Atiyah, M. The Non-Existent Complex 6-sphere. arXiv:1610.09366v2 (2016).

[10] do Carmo, M. P. . Geometria Diferencial de Curvas e Superficies, Sexta Edicdo, Editora SBM.
(2014).

[11] Scheidemann, Volker., Introduction to Complex Analysis in Several Complex Variables.,

Birkhduser (2005).
[12] Sebastiani, Marcos., Fungées Analiticas de Vdrias Varidveis Complexas., Editora Impa. (1979).
[13] Lang, Serge. Complex Analysis., Fourth Edition, Springer (1999).
[14] Conway, John. Functions of one Complex Vairable., Springer (1973).

[15] Avila, Geraldo., Varidveis Complexas e Aplicagées., Reimpressoes 1994 e 1996., Editora LTC.
(1990).



[16] Shokranian, S., Varidvel Complexa 1., Editora UNB (2002).

[17] Brown, James Ward., Churchill, Ruel Vance., Varidveis Complexas e Aplicacoes, Nona Edicdo,
Editora Mc Graw Hill Education (2015).

67



