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Resumo

Este trabalho apresenta resultados de existência, unicidade e regula-
ridade de solução forte para o problema de Cauchy com inclusão de

evolução
du
dt

(t)+∂ϕ(u(t)) 3 f (t), t ∈]0,T [, onde ∂ϕ é um operador do
tipo subdiferencial em um espaço de Banach reflexivo V com dual V ∗.
No último capı́tulo, apresentamos resultados inéditos de existência de
solução para uma classe de problemas parabólicos envolvendo o oper-
ador p(x)-Laplaciano em um espaço de Hilbert H.

Palavras-chave: existência e unicidade, regularidade, subdiferencial, problemas parabólicos,
p(x)-Laplaciano.
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Abstract

This work shows results on existence, uniqueness and regularity of

strong solutions for Cauchy problem with evolution inclusion
du
dt

(t)+

∂ϕ(u(t)) 3 f (t), t ∈]0,T [, where ∂ϕ is the so-called subdifferential op-
erator from a real reflexive Banach space V with dual V ∗. In the last
chapter, we show unpublished results on existence of solutions for a
class of parabolic problems involving the p(x)-Laplacian operator in a
Hilbert space.

Keywords: existence and uniqueness, regularity, subdifferential, parabolic problems, p(x)-
Laplacian.
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Capı́tulo 1

Introdução

Neste trabalho estudamos resultados de existência, unicidade e regularidade de soluções fortes
de uma inclusão de evolução governada por um operador do tipo subdiferencial em um espaço
de Banach reflexivo, sendo o artigo [1] a parte central e [2, 4, 3] as complementações. São re-
sultados que garantem a existência, unicidade e regularidade do seguinte problema de evolução{ du

dt
(t)+∂ϕ(u(t)) 3 f (t) em V ∗,0 < t < T ;

u(0) = uo ,

onde ∂ϕ é a subdiferencial de uma função ϕ : V →]−∞,+∞] semicontı́nua inferiormente,
convexa e própria, uo pertencente ao fecho do domı́nio de ϕ em um espaço de Hilbert H,
f ∈ Lp′(0,T ;V ∗). A técnica estudada estende os resultados de existência obtidos em H para
o contexto V −V ∗ em que V ⊂ H ⊂V ∗ com inclusões densas e contı́nuas.

Inicialmente, no Capı́tulo 2 apresentamos algumas definições e resultados importantes da
teoria de Análise Funcional, Medida e Integração e principalmente sobre espaços de Sobolev e
operadores do tipo subdiferencial. No Capı́tulo 3, consideramos a tripla de evolução V ⊂ H ⊂
V ∗ e exigimos as condições

||u||pV −C1||u||2H−C2 ≤C3ϕ(u),∀u ∈ D(ϕ), p ∈ (1,∞),

||g||p
′

V ∗ ≤ l(||u||H){ϕ(u)+1}, ∀g ∈ ∂ϕ(u),u ∈ D(ϕ),

onde p−1 + p′−1 = 1, l : [0,∞)→ R é uma função não decrescente para garantir a existência da

solução forte para a inclusão da evolução acima. Adicionando a hipótese t
d f (t)

dt
∈ Lp′(0,T ;V ∗)

garantimos o resultado sobre regularidade dessa solução. Finalizando este capı́tulo, apresen-
tamos algumas observações e extensões dos resultados de existência e regularidade obtidos
anteriormente.

No Capı́tulo 4 damos um exemplo onde a teoria estudada no Capı́tulo 3 poderá ser apli-
cada. Mais especificamente, garantimos a tripla de evolução para alguns espaços particulares e
mostramos que o operador p-Laplaciano é a subdiferencial de uma função semicontı́nua inferi-
ormente, convexa e própria.

Por fim, no Capı́tulo 5 apresentamos de forma inédita resultados de existência e unicidade de
solução para um problema parabólico envolvendo o operador p(x)-Laplaciano em um espaço de
Hilbert H. Neste capı́tulo, fazemos um apanhado sobre os espaços de Lebesgue generalizados
Lp(x)(Ω) e espaços de Sobolev generalizados W 1,p(x)(Ω). Posteriormente, mostramos que o
operador A : V →V ∗ em que V =W 1,p(x)(Ω) dado por

1
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A(u)(v) =
∫

Ω

|∇u|p(x)−2
∇u.∇vdx+

∫
Ω

|u|p(x)−2uvdx.

onde Ω ⊂ RN um domı́nio limitado, p(x) ∈C(Ω) com p(x)> 2 para q.t.p x ∈ Ω, é monótono,
coercivo e hemicontı́nuo. Mostramos também que a sua realização no espaço de Hilbert H =
L2(Ω) é a subdiferencial da função convexa, semicontı́nua inferiormente e própria

ϕp(x)(u) =


∫

Ω

1
p(x)
|∇u|p(x)dx+

∫
Ω

1
p(x)
|u|p(x)dx ,se u ∈V

+∞, se u ∈ H−V

e por fim, apresentamos como consequências obtidas dessas propriedades, resultados de exis-
tência de solução para equações parabólicas envolvendo o operador p(x)-Laplaciano no espaço
de Hilbert H.



Capı́tulo 2

Preliminares

Neste capı́tulo apresentaremos algumas definições e resultados utilizados ao longo deste tra-
balho.

2.1 Uma coletânea de resultados
As definições e resultados dessa seção podem ser encontrados em [6, 5, 7].

Definição 2.1.1 Uma norma num espaço vetorial V sobre o corpo F (real ou complexo) é uma
aplicação ||.|| : V → R que satisfaz

(i) ||ξ|| ≥ 0 para todo ξ ∈V , e ||ξ||= 0 se, e somente se, ξ = 0.

(ii) ||αξ||= |α|||ξ||, para todo ξ ∈V e qualquer α ∈ F, (F= R ou F= C).

(iii) ||ξ+η|| ≤ ||ξ||+ ||η|| para todos ξ,η ∈V .

Definição 2.1.2 Seja (V, || · ||) um espaço normado e seja (ξn) uma sequência em (V, || · ||).
Então (ξn) é uma sequência de Cauchy se dado ε > 0 existe M ∈ N tal que m,n > M implica
em ||ξm−ξn||< ε.

Definição 2.1.3 Um espaço normado (V, || · ||) é um espaço de Banach se toda sequência de
Cauchy em (V, || · ||) é convergente.

Definição 2.1.4 Um operador linear entre os espaços vetoriais V e W é uma aplicação T :
dom T ⊂V →W em que seu domı́nio dom T é um subespaço vetorial e

T (ξ+αη) = T (ξ)+αT (η)

para todos ξ,η ∈ dom T e todo escalar α ∈ F (em que F= R ou F= C).

Observação 2.1.1 Se W = F então temos que T : dom T ⊂ V →W é chamado de funcional
linear.

Teorema 2.1.1 Seja T :V→W um operador linear entre espaços normados. Então as seguintes
proposições são equivalentes:

(i) sup
||ξ||≤1

||T ξ||< ∞, ou seja, a imagem da bola unitária é limitada;

3
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(ii) Existe C > 0 de modo que ||T ξ|| ≤C||ξ||, para todo ξ ∈ V ;

(iii) T é uniformemente contı́nuo;

(iv) T é contı́nuo;

(v) T é contı́nuo em zero.

Definição 2.1.5 Um operador linear contı́nuo é também chamado de limitado, e o conjunto dos
operadores lineares limitados de V em W será denotado por B(V,W ).

Definição 2.1.6 Se V é um espaço normado, então o espaço de Banach B(V,F) será denotado
por V ∗ e chamado de espaço dual de V . Cada elemento de V ∗ é chamado de funcional linear
contı́nuo em V . A norma em V ∗ será dada por

|| f ||V ∗ = sup{| f (x)|;x ∈V, ||x|| ≤ 1}.

Definição 2.1.7 O espaço bidual, V ∗∗ de V é o espaço dual de V ∗, isto é, V ∗∗= (V ∗)∗. A norma
em V ∗∗ será dada por

|| f ||V ∗∗ = sup{ f (g);g ∈V ∗, ||g||V ∗ ≤ 1}.

Observação 2.1.2 Como V ∗ é um espaço de Banach, está definido V ∗∗= (V ∗)∗. Há uma forma
natural de identificar elementos de V com elementos do seu bidual: a cada ξ ∈ V associa-se
ξ̂ ∈V ∗∗ por

ξ̂( f ) := f (ξ), para f ∈V ∗.

Definição 2.1.8 Sejam V e W espaços normados. Uma aplicação f : V →W é uma imersão
isométrica quando || f (x)− f (y)||W = ||x− y||V para todo x,y ∈V .

Definição 2.1.9 Uma isometria é uma imersão isométrica sobrejetora.

Observação 2.1.3 A aplicação ˆ: V → V ∗∗ mencionada na Observação 2.1.2 é uma imersão
isométrica linear e consequentemente injetora.

Definição 2.1.10 Se a aplicação ˆ é sobrejetora, então o espaço normado V é chamado de
espaço reflexivo. Em outras palavras V é reflexivo se ele é isomorfo a V ∗∗ e o isomorfismo
sendo dado por essa aplicação.

Definição 2.1.11 Seja 0 < p < ∞ e um espaço de medida (X ,∑,µ). O espaço Lp
µ(X) é definido

como o conjunto de todas as funções complexas mensuráveis em X tais que

|| f ||p =
(∫

X
| f |pdµ

) 1
p

< ∞.

Teorema 2.1.2 Seja (X ,∑,µ) um espaço de medida finita. Então Lp
µ(X) é um espaço reflexivo

para cada 1 < p < ∞.

Definição 2.1.12 Um produto interno no espaço vetorial V é um funcão de V×V → F que para
cada (ξ,η) ∈V ×V associa-se o elemento 〈ξ,η〉 ∈ F e que satisfaz as seguintes condições:

(i) 〈ξ+η,ζ〉= 〈ξ,ζ〉+ 〈η,ζ〉 para todo ξ,η,ζ ∈V ;
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(ii) 〈αξ,η〉= α〈ξ,η〉 para todo ξ,η ∈V e α ∈ F;

(iii) 〈ξ,η〉= 〈η,ξ〉 para todo ξ,η ∈V ;

(iv) 〈ξ,ξ〉 ≥ 0 para todo ξ ∈V e 〈ξ,ξ〉= 0 se, e somente se ξ = 0.

Proposição 2.1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja V um espaço com produto interno.
Então para ξ,η ∈V vale:

|〈ξ,η〉| ≤ ||ξ||V ||η||V .

onde ||ξ||V =
√
〈ξ,ξ〉.

Definição 2.1.13 Um espaço de Hilbert H é um espaço com produto interno que é completo
com a norma induzida pelo produto interno.

Teorema 2.1.3 (Teorema da Representação de Riesz) Seja H um espaço de Hilbert. Dado
f ∈ H∗ existe um único y ∈ H tal que

f (x) = 〈x,y〉

para todo x ∈ H. Além disso

|| f ||H∗ = ||y||H .

Em particular, H∗ = H no sentido que esses espaços são isomorfos.

Definição 2.1.14 Seja V1 e V2 espaços normados. Dizemos que V1 ⊂V2 com imersão contı́nua
se existe c > 0 tal que

||x||V2 ≤ c||x||V1, ∀x ∈V1,

e a inclusão V1 ⊂V2 é densa se V1
V2 =V2.

Lema 2.1.1 (Desigualdade de Young) Sejam θ,θ′ > 1 expoentes conjugados, ou seja
1
θ
+

1
θ′

= 1. Então para quaisquer números reais positivos a,b temos que

ab≤ 1
θ

aθ +
1
θ′

bθ′ .

Definição 2.1.15 Uma função f : [a,b] ⊂ R→ C é absolutmente contı́nua se para cada ε > 0
existir algum δ > 0, tal que se {(xi,yi)}i=1,2,...,n é uma famı́lia de intervalos disjuntos contidos

em [a,b] com
n

∑
i=1

(yi− xi)< δ, então
n

∑
i=1
| f (yi)− f (xi)|< ε.

Definição 2.1.16 Seja V um espaço normado. Uma sequência (ξn)n∈N ⊂ V converge fraca-
mente a ξ ∈V se || f (ξn)− f (ξ)||V → 0 quando n→ ∞ para todo f ∈V ∗. Iremos denotar essa
convergência por ξn ⇀ ξ.

Definição 2.1.17 Uma sequência (ξn)n∈N ⊂ (V, || · ||V ) converge a ξ ∈ V se ||ξn− ξ||V → 0
quando n→ ∞. Iremos denotar essa convergência por ξn→ ξ.
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Teorema 2.1.4 Seja V um espaço de Banach reflexivo e seja (xn)n∈N uma sequência limitada
em V . Então podemos extrair de (xn)n∈N uma subsequência que converge fracamente.

Lema 2.1.2 (Desigualdade de Gronwall) Seja m ∈ L1(0,T ;R) tal que m≥ 0 q.t.p em (0,T ) e
seja a≥ 0. Seja φ uma função contı́nua de [0,T ] em R tal que

1
2

φ2(t)≤ 1
2

a2 +
∫ t

0
m(s)φ(s)ds

para todo t ∈ [0,T ]. Então,

|φ(t)| ≤ a+
∫ t

0
m(s)ds

para todo t ∈ [0,T ].

Lema 2.1.3 (Desigualdade de Gronwall-Bellman) Seja m ∈ L1(0,T ;R) tal que m≥ 0 q.t.p em
(0,T ) e seja a≥ 0. Seja φ uma função contı́nua de [0,T ] em R verificando

φ(t)≤ a+
∫ t

0
m(s)φ(s)ds, t ∈ [0,T ].

Então

φ(t)≤ ae

∫ t

0
m(s)ds

para todo t ∈ [0,T ].

Definição 2.1.18 A topologia fraca em V é a topologia τ(V,V ∗) gerada pelos funcionais linea-
res em V ∗, ou seja, é a topologia menos fina em V na qual todos os elementos de V ∗ permanecem
contı́nuos. Uma sub-base (aberta) de τ(V,V ∗) é a coleção

V (ξ; f ;r) = f−1BF( f (ξ);r) = {η ∈V : | f (ξ)− f (η)|< r}

com ξ ∈V , r > 0 e f ∈V ∗.

Definição 2.1.19 Dizemos que ϕ : [0,T ]→V é uma função fracamente contı́nua se para cada
aberto A de V na topologia fraca, então ϕ−1(A) é aberto em [0,T ].

Lema 2.1.4 (Fatou) Seja ( fn)n∈N uma sequencia de funções mensuráveis não negativas em um
espaço de medida (X ,Σ,µ). Então∫

X
liminf

n→∞
fndµ≤ liminf

n→∞

∫
X

fndµ.

Teorema 2.1.5 (Convergência Dominada) Seja (X ,Σ,µ) um espaço de medida e considere
( fn)n∈N uma sequência de funções complexas mensuráveis em X tal que

f (x) = lim
n→∞

fn(x)

exista para cada x ∈ X. Suponha também exista g ∈ L1(X) satisfazendo

| fn(x)| ≤ g(x)
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para todo x ∈ X e n ∈ N. Então f ∈ L1(X) e vale:

(i) lim
n→∞

∫
X
| fn− f |dµ = 0;

(ii) lim
n→∞

∫
X

fndµ =
∫

X
f dµ.

Definição 2.1.20 Seja V um espaço vetorial normado. Dizemos que V é uniformemente con-
vexo se para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que para todo x,y ∈ V satisfazendo ||x||V , ||y||V ≤ 1 e
||x− y||V > ε então ∣∣∣∣∣∣∣∣x+ y

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
V
< 1−δ.

Teorema 2.1.6 Se V é um espaço de Banach uniformemente convexo e {xn}n∈N ⊂ V é uma
sequência tal que xn ⇀ x e ||x||V ≥ limsup

n→∞

||xn||V então xn→ x.

2.2 Espaços de Sobolev
Os resultados desta seção podem ser encontrados em [2, 4, 8].

2.2.1 O espaço Lp(Ω)

Dada f ∈ V ∗ e u ∈ V usaremos a seguinte notação: 〈 f ,u〉V ∗,V = f (u). Dado Ω um aberto do
Rn, 1 ≤ p < ∞, o espaço vetorial das (classes de) funções mensuráveis à Lebesgue u : Ω→ R
tais que x 7→ |u(x)|p é integrável em Ω, no sentido de Lebesgue. A norma de u ∈ Lp(Ω) é dada
por

||u||Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

.

No caso p = ∞, denotamos por L∞(Ω), o espaço vetorial das (classes de) funções u : Ω→ R,
mensuráveis à Lebesgue e essencialmente limitadas em Ω, isto é, existe C > 0 tal que |u(x)| ≤C
para q.t. x ∈ Ω. Cada constante C é denominada majorante essencial de |u| e a norma de
u ∈ L∞(Ω) é definida por

||u||L∞(Ω) = inf{C; |u(x)| ≤C, q.t. x ∈Ω}= sup ess |u|.

O espaço Lp(Ω), 1≤ p≤ ∞, munido de sua respectiva norma torna-se um espaço de Banach.

Definição 2.2.1 Seja Ω⊂ Rn. O espaço de Sobolev W 1,p(Ω) é definido por

W 1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω)| ∂u

∂xi
∈ Lp(Ω), i = 1, . . . ,n

}
,

onde a derivada
∂u
∂xi

é definida pela expressão

−
∫

Ω

∂u
∂xi

ϕ =
∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi
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∀ϕ ∈C∞
c (Rn). W 1,p(Ω) é um espaço de Banach com a norma

||u||W 1,p(Ω) = ||u||Lp(Ω)+
n

∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lp(Ω)

Proposição 2.2.1 O espaço W 1,p(Ω) é reflexivo para 1 < p < ∞ e separável para 1≤ p < ∞.

Proposição 2.2.2 Seja Ω ⊂ Rn um aberto, limitado, conexo com fronteira suave e seja p ∈ R
com 1≤ p≤ ∞. Temos

(i) Se 1≤ p < n então W 1,p(Ω)⊂ Lp′(Ω) onde
1
p′

=
1
p
− 1

n
;

(ii) Se p = n então W 1,p(Ω)⊂ Lq(Ω) para todo q ∈ [p,∞);

(iii) Se p > n então W 1,p(Ω)⊂ L∞(Ω)

com imersões contı́nuas. Além disso, se p > n temos para todo u ∈W 1,p(Ω)

|u(x)−u(y)| ≤ c||u||W 1,p(Ω)||x− y||α

para q.t.p em Ω, com α = 1− n
p

e c dependendo somente de Ω, p,n. Em particular W 1,p(Ω)⊂

C(Ω).

Teorema 2.2.1 (Rellich-Kondrachov) Suponha Ω limitado de classe C1. Temos

(i) se p < n, então W 1,p(Ω)⊂ Lq(Ω), para todo q ∈ [1, p′) onde
1
p′

=
1
p
− 1

n
,

(ii) se p = n, então W 1,p(Ω)⊂ Lq(Ω), para todo q ∈ [1,∞),

(iii) se p > n, então W 1,p(Ω)⊂C(Ω),

com imersões compactas. Em particular W 1,p(Ω)⊂ Lp(Ω) com imersões compactas para todo
p.

Definição 2.2.2 Seja 1≤ p < ∞, W 1,p
o (Ω) designa o fecho de C1

c (Ω) em W 1,p(Ω).

Corolário 2.2.1 (Desigualdade de Poincaré) Suponha que Ω é um aberto limitado. Então
existe uma constante C, dependendo de Ω e p, tal que

||u||Lp ≤C||∇u||Lp

para todo u∈W 1,p
o (Ω), com 1≤ p < ∞. Em particular, a expressão ||∇u||Lp é uma norma sobre

W 1,p
o (Ω) que é equivalente a norma ||u||W 1,p(Ω).

O espaço W 1,p
o (Ω) munido da norma induzida por W 1,p(Ω) é um espaço de Banach separável

pata 1≤ p < ∞ e é reflexivo se 1 < p < ∞.
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2.2.2 O espaço Lp(0,T ;V )

Definição 2.2.3 Seja V um espaço de Banach e 0 < T < ∞.

(a) O espaço Cm([0,T ];V ) com m = 1,2, . . . consiste de todas as funções u : [0,T ]→V que são
m vezes diferenciáveis e cujas derivadas são contı́nuas em [0,T]. A norma neste espaço é
dada por

||u|| :=
m

∑
i=0

max
0≤t≤T

||u(i)(t)||V . (2.1)

Aqui, apenas as derivadas a esquerda e as derivadas a direita precisam existir nos pontos
t = 0 e t = T respectivamente. Na expressão acima, u(0) = u.

(b) O espaço Lp(0,T ;V ) com 1≤ p<∞ consiste de todas as funções mensuráveis u :]0,T [→V
cuja norma

||u||Lp(0,T ;V ) =

(∫ T

0
||u(t)||pV dt

) 1
p

< ∞. (2.2)

Quando p = ∞, denotamos por L∞(0,T ;V ) o espaço vetorial das classes de funções u :
]0,T [→ V mensuráveis à Lebesgue e essencialmente limitadas em ]0,T[, isto é, existe
C > 0 tal que

||u(t)||V ≤C, q.t.p t ∈]0,T [.

e a norma de u ∈ L∞(0,T ;V ) é definida por

||u||L∞(0,T ;V ) = inf{C; ||u(t)||V ≤C, q.t.p t ∈]0,T [}= sup ess ||u(t)||V .

Proposição 2.2.3 Seja m = 0,1 . . . e 1≤ p < ∞, V1 e V2 espaços de Banach sobre F. Então:

(a) Cm([0,T ];V1) com a norma (2.1) é um espaço de Banach sobre F.

(b) Lp(0,T ;V1) com a norma (2.2) é um espaço de Banach sobre F.

(c) C([0,T ],V1) é denso em Lp(0,T ;V1) e a imersão C([0,T ],V1)⊆ Lp(0,T ;V1) é contı́nua.

(d) O conjunto de todos os polinômios w : [0,T ]→V1, isto é

w(t) = a0 +a1t + . . .+antn

com ai ∈V1 para todo i = 0,1, . . . ,n e n = 0,1, . . . é denso em C([0,T ];V1) e Lp(0,T ;V1).

(e) Se V1 é um espaço de Hilbert com produto interno 〈·, ·〉V1 , então L2(0,T ;V1) é também um
espaço de Hilbert com produto interno

〈u,v〉L2(0,T ;V1)
=

∫ T

0
〈u(t),v(t)〉V1dt.

(f) Lp(0,T ;V1) é separável caso V1 seja separável e 1≤ p < ∞.

(g) Se 1 < p < ∞ e V1 é uniformemente convexo então Lp(0,T ;V1) é uniformemente convexo .

(h) Se V1 ⊆V2 com imersão contı́nua, e 1≤ q≤ r ≤ ∞ então
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Lr(0,T ;V1)⊆ Lq(0,T ;V2)

com imersão contı́nua.

Teorema 2.2.2 Seja V um espaço de Banach e seja u ∈ Lp(a,b;V ), 1 ≤ p ≤ ∞ e denote por
A1,p([a,b];V ) o espaço de todas as funções u : [a,b]→V absolutamente contı́nuas, diferenciá-

veis q.t.p em (a,b) e que
du
dt
∈ Lp(a,b;V ). São equivalentes:

(i) u ∈W 1,p([a,b];V );

(ii) Existe uo ∈ A1,p([a,b];V ) tal que u(t) = uo(t) para q.t.p t ∈ (a,b). Além disso, u′ =
duo

dt
q.t.p em (a,b).

2.2.3 O espaço dual de Lp(0,T ;V ) e tripla de evolução
Vamos introduzir primeiramente a desigualdade de Hölder que é basica para muitas aplicações:

∫ T

0
|〈v(t),u(t)〉V ∗,V |dt ≤

(∫ T

0
||v(t)||qV ∗dt

) 1
q
(∫ T

0
||u(t)||pV dt

) 1
p

. (2.3)

Proposição 2.2.4 Seja V um espaço de Banach. Então a desigualdade de Hölder (2.3) vale
para todo u ∈ Lp(0,T ;V ) e v ∈ Lq(0,T ;V ∗) com 1 < p < ∞, p−1 +q−1 = 1.

Proposição 2.2.5 Seja V um espaço de Banach reflexivo e separável e seja 1 < p < ∞, p−1 +
q−1 = 1. Então:

(a) Para cada função v ∈ Lq(0,T ;V ∗) existe um único funcional v ∈ X∗, onde X = Lp(0,T ;V ),
com

〈v,u〉X∗,X =
∫ T

0
〈v(t),u(t)〉V ∗,V dt

para todo u ∈ X.

(b) Reciprocamente, para cada v ∈ X∗, onde X = Lp(0,T ;V ), corresponde um único v ∈

Lq(0,T ;V ∗) satisfazendo 〈v,u〉X∗,X =
∫ T

0
〈v(t),u(t)〉V ∗,V dt. Ambos os casos ||v||X∗ =

||v||Lq(0,T ;V ∗).

(c) O espaço de Banach Lp(0,T ;V ) é reflexivo e separável.

Proposição 2.2.6 Seja V um espaço de Banach reflexivo e separável e 1 < p,q < ∞ tais que
p−1 +q−1 = 1, e 0≤ t ≤ T < ∞. São verdadeiros:

(a) Se u ∈ Lp(0,T ;V ), então para v∗ ∈V ∗〈
v∗,

∫ t

0
u(s)ds

〉
V ∗,V

=
∫ t

0
〈v∗,u(s)〉V ∗,V ds.

(b) Se u ∈ Lp(0,T ;V ∗), então para v ∈V
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〈∫ t

0
u(s)ds,v

〉
V ∗,V

=
∫ t

0
〈u(s),v〉V ∗,V ds.

(c) Se un→ u em Lp(0,T ;V ) quando n→ ∞, então

∫ t

0
un(s)ds→

∫ t

0
u(s)ds em V

quando n→ ∞.

(d) Se un→ u em Lp(0,T ;V ) e vn→ v em Lq(0,T ;V ∗) quando n→ ∞, então

∫ t

0
〈vn(s),un(s)〉V ∗,V ds→

∫ t

0
〈v(s),u(s)〉V ∗,V ds

quando n→ ∞.

As afirmações (a), (b) e (c) são válidas para qualquer espaço de Banach V .

Definição 2.2.4 Diremos que V ⊆ H ⊆V ∗ é uma tripla de evolução se

(a) V é um espaço de Banach real, reflexivo e separável;

(b) H é um espaço de Hilbert real separável;

(c) A imersão V ⊆ H é contı́nua e V é denso em H.

Proposição 2.2.7 Seja V ⊆ H ⊆V ∗ uma tripla de evolução. Então são verdadeiras:

(a) Para cada h∈H existe um correspondente funcional linear contı́nuo h :V →R satisfazendo
〈h,v〉V ∗,V = 〈h,v〉H para todo v ∈V .

(b) A aplicação h 7→ h de H em V ∗ é linear, injetiva e contı́nua.

Proposição 2.2.8 Seja V ⊆ H ⊆ V ∗ uma tripla de evolução e seja 1 < p < ∞ tal que p−1 +
q−1 = 1 e 0 < T < ∞. Então:

(a) O espaço W 1,p(0,T ;V,H) que é o conjunto de todas as funções u ∈ Lp(0,T ;V ) com u′ ∈
Lq(0,T ;V ∗) é um espaço de Banach com a norma ||u||W 1,p(Ω)= ||u||Lp(0,T ;V )+||u′||Lq(0,T ;V ∗).

(b) A imersão W 1,p(0,T ;V,H)⊆C([0,T ];H) é contı́nua e vale

1
2
||u(t)||2H−

1
2
||u(s)||2H =

∫ t

s

〈
du
dτ

(τ),u(τ)
〉

V ∗,V
dτ

para todo s, t ∈ [0,T ] com s < t.

(c) O conjunto de todos os polinômios w : [0,T ]→V , isto é, w(t) = aot +a1t + . . .+antn com
ai ∈V para i = 1,2 . . . ,n é denso em W 1,p(0,T ;V,H).

(d) C∞([0,T ];H) é denso em W 1,p′(0,T ;V ∗).
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2.3 Funções convexas e subdiferenciais
Os resultados desta seção podem ser encontrados em [2, 9, 5, 3].

Definição 2.3.1 Seja V um espaço de Banach com dual V ∗. Uma função convexa e própria
em V é uma função ϕ : V → (−∞,+∞] para o qual existe uo ∈ V com ϕ(uo) < ∞ e satisfaz a
desigualdade

ϕ((1− t)u+ tv)≤ (1− t)ϕ(u)+ tϕ(v)

para todo u,v ∈V e t ∈ [0,1].

Definição 2.3.2 A função ϕ : V → (−∞,+∞] é dita ser semicontı́nua inferiormente (s.c.i) se

ϕ(u)≤ liminf
n→∞

ϕ(un)

para toda sequência (un)n∈N com un→ u em V .

Dada uma função ϕ : V → (−∞,+∞] convexa, própria e s.c.i denotamos por D(ϕ), o domı́nio
de ϕ, o conjunto

D(ϕ) = {u ∈V : ϕ(u)< ∞}.

Vamos agora descrever algumas propriedades elementares das funções s.c.i e convexas.

Proposição 2.3.1 Seja ϕ : V → (−∞,+∞] uma função convexa, própria e s.c.i. Então existem
f ∈V ∗ e β ∈ R tal que

ϕ(u)≥ 〈 f ,u〉V ∗,V +β

para todo u ∈V .

Definição 2.3.3 Dada uma função ϕ : V → (−∞,+∞] convexa, própria e s.c.i, a aplicação
∂ϕ : V →V ∗ dada por

∂ϕ(u) = { f ∈V ∗ : ϕ(v)−ϕ(u)≥ 〈 f ,v−u〉V ∗,V ,∀ v ∈ D(ϕ)}

é chamada a subdiferencial de ϕ. Denotamos D(∂ϕ) = {u ∈V : ∂ϕ(u) 6= /0}.

Em geral, ∂ϕ é um operador multı́voco de V em V ∗ que pode ser visto como um subconjunto
de V ×V ∗.

Proposição 2.3.2 Seja ϕ : V → (−∞,+∞] uma função convexa, própria e s.c.i. Então D(∂ϕ) é
um subconjunto denso de D(ϕ).

Se X e Y são dois espaços lineares, denotaremos por X ×Y o produto cartesiano entre eles. Os
elementos de X×Y serão representados como [x,y] onde x ∈ X e y ∈ Y .

Se A é um operador multı́voco de X em Y , podemos identificar ele com o seu gráfico em
X×Y :

{[x,y] ∈ X×Y : y ∈ Ax}.

Recı́procamente, se A⊂ X×Y , definimos

(a) Ax = {y ∈ Y : [x,y] ∈ A};
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(b) D(A) = {x ∈ X : Ax 6= /0};

(c) R(A) =
⋃

x∈D(A)

Ax;

(d) A−1 = {[y,x] : [x,y] ∈ A}.

Desta maneira, podemos identificar os operadores de X em Y com seus gráficos em X ×Y e
assim estaremos tratando dos subconjuntos de X ×Y em vez de operadores de X em Y . Como
exemplo de uma aplicação subdiferencial, considere H um espaço de Hilbert real (identificado
com seu dual) com produto interno 〈·, ·〉 e norma | · | e seja A um operador linear auto-adjunto
positivo em H. Então A = ∂ϕ onde

ϕ(x) =

{ 1
2

∣∣∣A 1
2 x
∣∣∣2 ,se x ∈ D(A

1
2 )

+∞, caso contrário

em que A
1
2 é a raiz quadrada do operador A.

Definição 2.3.4 Seja V um espaço de Banach real, um operador A :V→V ∗ é dito ser monótono
se para todo u,v ∈ D(A)

〈Au−Av,u− v〉V ∗,V ≥ 0.

Um operador monótono A : V →V ∗ é dito ser maximal monótono se ele não está propriamente
contido em qualquer outro operador monótono de V em V ∗.

Teorema 2.3.1 [9] Seja V um espaço de Banach real e ϕ : V → (−∞,+∞] uma função convexa,
própria e s.c.i. Então ∂ϕ : V →V ∗ é um operador maximal monótono.

Além disso, ∂ϕ tem várias propriedades interessantes. Seguem alguns resultados que serão
usados no decorrer do trabalho.

Lema 2.3.1 [3] Seja H um espaço de Hilbert e ϕ : H→]−∞,+∞] uma função convexa, própria
e s.c.i e seja u ∈W 1,2(0,T ;H) tal que u(t) ∈ D(∂ϕ) para q.t.p t ∈]0,T [. Suponha que exista
g ∈ L2(0,T ;H) tal que g(t) ∈ ∂ϕ(u(t)) para q.t.p t ∈]0,T [. Então a função t 7→ ϕ(u(t)) é
absolutamente contı́nua em [0,T] e vale a igualdade

d
dt

ϕ(u(t)) =
〈

h(t),
du
dt

(t)
〉

H

para q.t.p t ∈]0,T [ e para toda h(·) ∈ ∂ϕ(u(·)).

Definição 2.3.5 Seja H um espaço de Hilbert e ϕ : H→ (−∞,+∞] uma função convexa, própria
e s.c.i. Considere o seguinte problema de Cauchy com dado inicial uo ∈ D(ϕ)

H

{ du
dt

(t)+∂ϕ(u(t)) 3 f (t) ,0 < t < T

u(0) = uo

. (2.4)

Uma função u ∈ C([0,T ];H) é uma solução forte do problema (2.4) em [0,T ] se as seguintes
condições são satisfeitas:

(i) u : [0,T ]→ H é uma função absolutamente contı́nua em [0,T ];
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(ii) u(0) = uo;

(iii) u(t) ∈ D(∂ϕ) para q.t.p t ∈]0,T [ e existe uma função g(t) ∈ ∂ϕ(u(t)) satisfazendo:

du
dt

(t)+g(t) = f (t) em H para q.t.p t ∈]0,T [.

Proposição 2.3.3 [3] Seja H um espaço de Hilbert e ϕ : H→ (−∞,+∞] uma função convexa,
própria e s.c.i. Então, para cada uo ∈ D(ϕ) e f ∈ L2(0,T ;H) existe uma única solução forte u
do problema de Cauchy (2.4) satisfazendo:

(i) u(t) ∈ D(∂ϕ) para q.t.p t ∈]0,T [;

(ii) u ∈W 1,2(0,T ;H), u(0) = uo;

(iii) t 7→ ϕ(u(t)) é absolutamente contı́nua em [0,T].

Proposição 2.3.4 [3] Seja ϕ : H →]−∞,+∞] uma função convexa, própria e s.c.i e seja B :
[0,T ]×D(ϕ)

H → H satisfazendo:

(a) existe w ≥ 0 tal que ||B(t,x1)−B(t,x2)||H ≤ w||x1− x2||H para todo t ∈ [0,T ] e x1,x2 ∈
D(ϕ)

H
;

(b) para todo x ∈ D(ϕ)
H

, a aplicação t 7→ B(t,x) ∈ L2(0,T ;H).

Então para todo uo ∈ D(ϕ)
H

existe uma única solução da equação{ du
dt

(t)+∂ϕ(u(t))+B(t,u(t)) 3 0 em H,0 < t < T

u(0) = uo

tal que t
1
2

du
dt

(t) ∈ L2(0,T ;H).



Capı́tulo 3

Existência e regularidade das soluções das
inclusões diferenciais

Neste capı́tulo, assegurado por [1], apresentamos primeiramente resultados de existência e uni-
cidade de soluções fortes para uma inclusão diferencial governada por um operador do tipo
subdiferencial (∂ϕ) em um espaço de Banach reflexivo V com dado inicial uo pertencente ao
fecho do domı́nio de uma função ϕ : V →]−∞,+∞] convexa, própria e s.c.i. Posteriormente,
iremos apresentar resultados sobre a regularidade dessas soluções.

3.1 Existência e unicidade do problema de Cauchy
Seja V um espaço de Banach real reflexivo e V ∗ seu espaço dual. Iremos assumir que existe um
espaço de Hilbert real H identificado com seu dual via o Teorema de Riesz tal que

V ⊂ H ≡ H∗ ⊂V ∗

em que V ⊂ H e H∗ ⊂V ∗ são imersões densas e contı́nuas.
Lembremos que dada f ∈V ∗ e u ∈V usaremos a seguinte notação: 〈 f ,u〉V ∗,V = f (u)

Observação 3.1.1 Note que 〈u,v〉V ∗,V = 〈u,v〉 para todo u ∈ H e v ∈V , onde 〈·, ·〉 é o produto
interno em H.

Definição 3.1.1 Denotaremos por Φ(V ) o conjunto de todas as funções ϕ tais que
ϕ : V →]−∞,+∞] é s.c.i, convexa e própria.

Seja ϕ ∈ Φ(V ). Nesta seção estudamos a existência e unicidade de soluções fortes do
seguinte problema de Cauchy com dado inicial uo ∈ D(ϕ)

H
:{ du

dt
(t)+∂ϕ(u(t)) 3 f (t) em V ∗,0 < t < T

u(0) = uo

. (3.1)

Definição 3.1.2 Uma função u ∈C([0,T ];V ∗) é uma solução forte do problema (3.1) em [0,T ]
se as seguintes condições são satisfeitas:

(i) u : [0,T ]→V ∗ é uma função absolutamente contı́nua em [0,T ];

(ii) u(0) = uo;

15
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(iii) u(t) ∈ D(∂ϕ) q.t.p t ∈]0,T [ e existe uma função g(t) ∈ ∂ϕ(u(t)) satisfazendo:

du
dt

(t)+g(t) = f (t) em V ∗ para q.t.p t ∈ ]0,T [. (3.2)

Ao longo deste trabalho, para cada i ∈ N, vamos denotar por Ci constantes não negativas que
não dependem dos elementos do conjunto ou espaço correspondente.

Lema 3.1.1 Seja p′ o expoente conjugado de p ∈]1,∞[, isto é p−1 +(p′)−1 = 1. Então para
todo a≥ 0, b≥ 0 e k > 0 temos

ab≤ kap +Mp(k)bp′ ,

onde Mp(k) = {p′(pk)
p′
p }−1.

Demonstração: Sejam a≥ 0, b≥ 0 e k > 0. Pelo Desigualdade de Young (Lema 2.1.1) temos

ab = (pk)
1
p ab

1

(pk)
1
p
≤ 1

p

[
(pk)

1
p a
]p

+
1
p′

[
b

(pk)
1
p

]p′

=
1
p

pkap +
1
p′

bp′

(pk)
p′
p

= kap +Mp(k)bp′.

Lema 3.1.2 Sejam ξ,η ∈ H. Então 〈ξ−η,η〉 ≤ 1
2
〈ξ−η,ξ+η〉.

Demonstração: Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Proposição 2.1.1) e pela Desigual-
dade de Young (Lema 2.1.1) temos

〈ξ,η〉 ≤ ||ξ|| ||η|| ≤ 1
2
||ξ||2 + 1

2
||η||2⇔ 2〈ξ,η〉 ≤ 〈ξ,ξ〉+ 〈η,η〉,

logo

2〈ξ,η〉−2〈η,η〉 ≤ 〈ξ,ξ〉−〈η,η〉,

ou equivalentemente,

2〈ξ−η,η〉 ≤ 〈ξ−η,ξ+η〉.

Portanto 〈ξ−η,η〉 ≤ 1
2
〈ξ−η,ξ+η〉.

Podemos assumir, sem perda de generalidade que ϕ ∈ Φ(V ) é tal que ϕ ≥ 0 e 0 ∈ D(ϕ).
De fato, se ϕ ∈ Φ(V ), então pela Proposição 2.3.1 existem v∗ ∈ V ∗ e µ ∈ R tais que ϕ(u) ≥
〈v∗,u〉V ∗,V +µ para todo u∈V . Sendo assim, escolhemos a função não negativa ϕ̃(u) := ϕ(u)−
〈v∗,u〉V ∗,V −µ que satisfaz as seguintes condições:

(i) ϕ̃ ∈Φ(V );

(ii) D(ϕ̃) = D(ϕ);

(iii) ∂ϕ(u) = ∂ϕ̃(u)+ v∗.
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Com efeito, considere un→ u em V . Então

ϕ̃(u) = ϕ(u)−〈v∗,u〉V ∗,V −µ
≤ liminf

n→∞
ϕ(un)− limsup

n→∞

〈v∗,un〉V ∗,V − limsup
n→∞

µ

= liminf
n→∞

ϕ(un)+ liminf
n→∞

(−〈v∗,un〉V ∗,V )+ liminf
n→∞

(−µ)

≤ liminf
n→∞

(ϕ(un)−〈v∗,un〉V ∗,V −µ)

= liminf
n→∞

(ϕ̃(un))

e isto mostra que ϕ̃ é semicontı́nua inferiormente. Mostremos agora a convexidade de ϕ̃. Sejam
x,y ∈V e t ∈ [0,1], temos

ϕ̃(tx+(1− t)y) = ϕ(tx+(1− t)y)−〈v∗, tx+(1− t)y〉V ∗,V −µ
≤ tϕ(x)+(1− t)ϕ(y)− tv∗(x)− (1− t)v∗(y)−µ− tµ+ tµ
= t(ϕ(x)− v∗(x)−µ)+(1− t)(ϕ(y)− v∗(y)−µ)
= tϕ̃(x)+(1− t)ϕ̃(y).

e ϕ̃ é própria uma vez que ϕ é própria, e isto finaliza a prova do item (i).
Para provar (ii) seja x ∈ D(ϕ), então temos que ϕ(x) < ∞. Logo ϕ̃(x) < ∞, e portanto

x ∈ D(ϕ̃). Por outro lado seja x ∈ D(ϕ̃). Então ϕ̃(x)< ∞, logo cada componente de ϕ̃ deve ser
finita, e assim ϕ(x)< ∞ o que implica x ∈ D(ϕ).

Para mostrar (iii) seja f ∈ ∂ϕ(u). Então f ∈ V ∗ e ϕ(v)−ϕ(u) ≥ 〈 f ,v− u〉V∗,V ∀v ∈ D(ϕ).
Seja v ∈ D(ϕ̃), então

ϕ̃(v)− ϕ̃(u) = ϕ(v)−〈v∗,v〉V ∗,V −µ− (ϕ(u)−〈v∗,u〉V ∗,V −µ)
= ϕ(v)−ϕ(u)−〈v∗,v〉V ∗,V + 〈v∗,u〉V ∗,V
= ϕ(v)−ϕ(u)−〈v∗,v−u〉V ∗,V
≥ 〈 f ,v−u〉V ∗,V −〈v∗,v−u〉V ∗,V
= 〈 f − v∗,v−u〉V ∗,V .

Considerando g = f − v∗ temos que f = g+ v∗, g ∈ V ∗ e ϕ̃(v)− ϕ̃(u) ≥ 〈g,v− u〉V∗,V . Logo
∂ϕ(u) ⊂ ∂ϕ̃(u)+ v∗. Seja agora f ∈ ∂ϕ̃(u)+ v∗, logo f = g+ v∗ sendo que g ∈ V ∗ e ϕ̃(v)−
ϕ̃(u)≥ 〈g,v−u〉V∗,V para todo v ∈ D(ϕ̃). Note que

ϕ(v)−ϕ(u) = ϕ̃(v)+ 〈v∗,v〉V∗,V +µ− (ϕ̃(u)+ 〈v∗,u〉V∗,V +µ)
= ϕ̃(v)− ϕ̃(u)+ 〈v∗,v〉V∗,V −〈v∗,u〉V∗,V
≥ 〈g,v−u〉V∗,V + 〈v∗,v−u〉V∗,V
= 〈g+ v∗,v−u〉V∗,V
= 〈 f ,v−u〉V∗,V

e portanto ∂ϕ̃(u)+ v∗ ⊂ ∂ϕ(u), e assim (iii) está provado.
Agora, para um elemento arbitrário vo ∈ D(ϕ) seja ϕ̂(u) := ϕ̃(u+ vo). Então ϕ̂ satisfaz

(a) ϕ̂(u) ∈Φ(V );

(b) D(ϕ̂) = D(ϕ̃)− vo 3 0;

(c) ∂ϕ̃(u) = ∂ϕ̂(u− vo).
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De fato, para provar (a) considere un → u em V . Então temos que un + vo converge para
u+ vo. Agora observe que

ϕ̂(u) = ϕ̃(u+ vo)≤ liminf(ϕ̃(un + vo)) = liminf ϕ̂(un),

onde concluı́mos que ϕ̂ é semicontı́nua inferiormente. Agora como ϕ̃ é própria, então existe
v ∈V tal que ϕ̃(v)< ∞. Considere v1 = v− vo e teremos que

ϕ̂(v1) = ϕ̃(v1 + vo) = ϕ̃(v)< ∞

logo ϕ̂ é própria. Seja agora x,y ∈V e t ∈ [0,1]. Então,

ϕ̂(tx+(1− t)y) = ϕ̃(tx+(1− t)y+ vo)

= ϕ̃(tx+(1− t)y+ vo− tvo + tvo)

= ϕ̃(t(x+ vo)+(1− t)(y+ vo))

≤ tϕ̃(x+ vo)+(1− t)ϕ̃(y+ vo)

= tϕ̂(x)+(1− t)ϕ̂(y),

onde concluı́mos que ϕ̂ é convexa e isto finaliza a prova do item (a). Para provar o item (b)
seja x ∈ D(ϕ̂), então ϕ̂(x) = ϕ̃(x+ vo) < ∞, logo x+ vo ∈ D(ϕ̃). Portanto x = (x+ vo)− vo ∈
D(ϕ̃)− vo. Por outro lado seja x ∈ D(ϕ̃)− vo, então x = y− vo com y ∈ D(ϕ̃). Assim ϕ̂(x) =
ϕ̃(y−vo+vo)= ϕ̃(y)<∞ e, portanto, x∈D(ϕ̂). Para mostrarmos o item (c) seja f ∈ ∂ϕ̂(u−vo),
logo f ∈V ∗ e

ϕ̂(v)− ϕ̂(u− vo)≥ 〈 f ,v− (u− vo)〉V ∗,V ∀v ∈ D(ϕ̂) = D(ϕ̃)− vo.

Seja w ∈ D(ϕ̃) = D(ϕ̂)+ vo. Logo w = v+ vo com v ∈ D(ϕ̂). Então

ϕ̃(w)− ϕ̃(u) = ϕ̃(v+ vo)− ϕ̃(u)
= ϕ̂(v)− ϕ̃(u− vo + vo)

= ϕ̂(v)− ϕ̂(u− vo)

≥ 〈 f ,v− (u− vo)〉V ∗,V
= 〈 f ,w−u〉V ∗,V ,

onde concluı́mos que f ∈ ∂ϕ̃(u). Em contrapartida seja f ∈ ∂ϕ̃(u). Então f ∈V ∗ e

ϕ̃(v)− ϕ̃(u)≥ 〈 f ,v−u〉V ∗,V ∀v ∈ D(ϕ̃).

Seja w ∈ D(ϕ̂) = D(ϕ̃)− vo. Logo w = v− vo com v ∈ D(ϕ̃). Então

ϕ̂(w)− ϕ̂(u− vo) = ϕ̂(v− vo)− ϕ̂(u− vo)

= ϕ̃(v)− ϕ̃(u)
≥ 〈 f ,v−u〉V ∗,V
= 〈 f ,w+ vo−u〉V ∗,V
= 〈 f ,w− (u− vo)〉V ∗,V

e assim segue que f ∈ ∂ϕ̂(u− vo).

Agora, observe que fazendo û= u−vo e f̂ = f−v∗ segue que o problema
du
dt

(t)+∂ϕ(u(t))3
f (t) é equivalente a seguinte equação de evolução:
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dû
dt

(t)+∂ϕ̂(û(t)) 3 f̂ (t), t ∈]0,T [.

Com efeito, assuma que
du
dt

(t)+ ∂ϕ(u(t)) 3 f (t), t ∈]0,T [. Logo existe η(t) ∈ ∂ϕ(u(t))
satisfazendo

du(t)
dt

+η(t) = f (t), t ∈]0,T [.

Considere θ(t) = η(t)− v∗ ∈ ∂ϕ̂(û(t)) = ∂ϕ̂(u(t)− vo) = ∂ϕ̃(u(t)) = ∂ϕ(u(t))− v∗. Temos:

dû
dt

+θ(t) =
d(u(t)− vo)

dt
+θ(t)

=
du(t)

dt
+η(t)− v∗

= f (t)− v∗

= f̂ (t), t ∈]0,T [.

Assuma agora que
dû
dt

(t)+∂ϕ̂(û(t))3 f̂ (t), t ∈]0,T [. Logo existe θ(t)∈ ∂ϕ̂(û(t)) satisfazendo:

dû(t)
dt

+θ(t) = f̂ (t), t ∈]0,T [.

Como ∂ϕ̂(û(t)) = ∂ϕ(u(t))− v∗ temos que

θ(t) = η(t)− v∗,

onde η(t) ∈ ∂ϕ(u(t)). Portanto

du(t)
dt

+η(t) =
d(û(t)+ vo)

dt
+θ(t)+ v∗

=
dû(t)

dt
+θ(t)+ v∗

= f̂ (t)+ v∗

= f (t), t ∈]0,T [.

Para assegurar a existência de soluções fortes para (3.1) vamos introduzir as seguintes
condições: suponha que existem constantes não negativas C1, C2 e C3 e uma função não de-
crescente l : [0,∞)→ R (veja [1]) tais que

||u||pV −C1||u||2H−C2 ≤C3ϕ(u),∀u ∈ D(ϕ), p ∈ (1,∞), (3.3)

||g||p
′

V ∗ ≤ l(||u||H){ϕ(u)+1}, ∀g ∈ ∂ϕ(u),u ∈ D(ϕ). (3.4)

Teorema 3.1.1 Sejam (3.3) e (3.4) satisfeitas. Então para cada uo ∈D(ϕ)
H

e f ∈ Lp′(0,T ;V ∗)
existe uma única solução forte u do problema (3.1) satisfazendo

u ∈ Lp(0,T ;V )∩C([0,T ];H)∩W 1,p′(0,T ;V ∗),

a função g(t) ∈ ∂ϕ(u(t)) dada em (3.2) pertence a Lp′(0,T ;V ∗) e ϕ(u(·)) ∈ L1(0,T ).
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Demonstração: Vamos provar a unicidade. Sejam u,v soluções fortes de (3.1). Defina w(t) =
u(t)− v(t). Como u(t) é solução forte de (3.1) existe g(t) ∈ ∂ϕ(u(t)) satisfazendo

du
dt

(t)+g(t) = f (t) em V ∗, q.t.p em ]0,T [. (3.5)

Do mesmo modo, como v(t) é solução forte de (3.1) existe h(t) ∈ ∂ϕ(v(t)) tal que

dv
dt

(t)+h(t) = f (t) em V ∗, q.t.p em ]0,T [. (3.6)

De (3.5) e (3.6) temos

du
dt

(t)+g(t)− dv
dt

(t)−h(t) = 0,

ou seja,

d
dt
[u(t)− v(t)]+g(t)−h(t) = 0

e assim w(t) satisfaz

dw
dt

(t)+∂ϕ(u(t))−∂ϕ(v(t)) 3 0, q.t.p. em ]0,T [. (3.7)

Multiplicando agora (3.7) por w(t), obtemos〈
dw
dt

(t),w(t)
〉

V ∗,V
+ 〈∂ϕ(u(t))−∂ϕ(v(t)),u(t)− v(t)〉V ∗,V = 0

e pela monotonicidade de ∂ϕ segue que
1
2

d
dt
||w(t)||2H ≤ 0. Integrando esta última desigualdade

de 0 a t temos que ∫ t

0

1
2

d
dτ
||w(τ)||2Hdτ =

1
2
||w(t)||2H−

1
2
||w(0))||2H ≤ 0

logo,

1
2
||w(t)||2H ≤

1
2
||w(0))||2H = 0

o que implica ||w(t)||2H = 0 e, portanto, w(t) = 0, isto é, u(t) = v(t) para todo t ∈ [0,T ].
A demonstração da existência da solução u será dividida em três etapas.
1a Etapa: Vamos considerar o problema de aproximação em H para o problema (3.1). Para

tanto vamos introduzir a função ϕH : H→ [0,∞] definida por

ϕH(u) =
{

ϕ(u), u ∈V
∞, u ∈ H−V,

onde ϕ : V → [0,∞] é a função própria, convexa e semicontı́nua inferiormente do problema (3.1)
com ϕ≥ 0 e 0 ∈D(ϕ). Claramente ϕH é convexa e própria. Mostremos que ϕH é semicontı́nua
inferiormente em H. Com efeito, seja (un)n∈N ⊂ H tal que un → u em H quando n→ ∞ e
considere α = liminfϕH(un) ≥ 0. Se α é finito então existe subsequência unk de un tal que
ϕH(unk)→ α quando nk→ ∞. Por (3.3) segue que
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||unk ||
p
V ≤C1||unk ||2H +C2 +C3ϕH(unk)

e como (unk) e ϕH(unk) são convergentes seque ||unk ||V é limitada. Sendo V reflexivo, segue do
Teorema 2.1.4 que existe uma subsequência unk j

⊂ V de unk tal que unk j
converge fracamente

para v ∈ V quando j→ ∞. Como unk j
→ u em H quando j→ ∞ temos que unk j

⇀ u. Pela
unicidade do limite fraco, u = v. Como ϕ é semicontı́nua inferiormente concluı́mos que

ϕH(u) = ϕ(u)≤ liminfϕ(unk j
) = liminfϕH(unk j

) = α.

Para o caso em que α =+∞ segue trivialmente que ϕH(u)≤ α. Isto nos dá que ϕH é s.c.i e, por-
tanto, ϕH ∈Φ(H). Pela definição de ϕH segue imediatamente que D(ϕH) = D(ϕ). Mostremos
que ∂ϕH ⊂ ∂ϕ. Seja f ∈ ∂ϕH(u). Então f ∈ H∗ ⊂V ∗ e

ϕH(w)−ϕH(u)≥ 〈 f ,w−u〉V ∗,V para todo w ∈ D(ϕH) = D(ϕ).

Como w ∈ D(ϕH) = D(ϕ) e ϕH(u)≥ ϕ(u) segue que

ϕ(w)−ϕ(u) = ϕH(w)−ϕ(u)≥ ϕH(w)−ϕH(u)≥ 〈 f ,w−u〉V ∗,V

e, portanto, f ∈ ∂ϕ(u).
Como uo ∈ D(ϕ)

H
e f ∈ Lp′(0,T ;V ∗) existem uon ∈ D(ϕ) e fn ∈C∞([0,T ];H) tais que

(i) uon → uo em H quando n→ ∞;

(ii) fn→ f em Lp′(0,T ;V ∗) quando n→ ∞;

e considere para cada n ∈ N o seguinte problema de Cauchy:{ dun

dt
(t)+∂ϕH(un(t)) 3 fn(t) em H, 0 < t < T

un(0) = uon.
(3.8)

A existência de uma única solução forte un de (3.8) é garantida pela Proposição 2.3.3. Para
investigar a convergência de un vamos fazer algumas estimativas nas próximas etapas que irão
garantir a convergência da solução un de (3.8) para uma função u que será a solução forte de
(3.1).

2a Etapa: Sendo un solução forte de (3.8) existe gn(t) ∈ ∂ϕH(un(t)) tal que

dun

dt
(t)+gn(t) = fn(t) em H, 0 < t < T.

Multiplicando a equação acima por un(t) obtemos〈
dun

dt
(t),un(t)

〉
V ∗,V

+ 〈gn(t),un(t)〉V ∗,V = 〈 fn(t),un(t)〉V ∗,V .

Logo,

1
2

d
dt
||un(t)||2H + 〈gn(t),un(t)〉V ∗,V = 〈 fn(t),un(t)〉V ∗,V ≤ || fn(t)||V ∗ ||un(t)||V (3.9)

q.t.p. em ]0,T [. Agora como gn(t) ∈ ∂ϕH(un(t)) temos que

ϕH(v)−ϕH(un(t))≥ 〈gn(t),v−un(t)〉V ∗,V
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∀v ∈ D(ϕH) = D(ϕ) e como 0 ∈ D(ϕH) = D(ϕ) segue que

ϕH(0)−ϕH(un(t))≥ 〈gn(t),−un(t)〉V ∗,V

e usando que ϕH(0) = ϕ(0) e que un(t) ∈ D(ϕH) = D(ϕ) temos

ϕ(0)−ϕ(un(t))≥−〈gn(t),un(t)〉V ∗,V

o que implica
ϕ(un(t))≤ 〈gn(t),un(t)〉V ∗,V +ϕ(0). (3.10)

A condição (3.3) nos dá que

||un(t)||pV ≤C1||un(t)||2H +C2 +C3ϕ(un(t)). (3.11)

De (3.11) podemos obter

C4||un(t)||pV ≤C5||un(t)||2H +C6 +
1
2

ϕ(un(t)), (3.12)

em que C4 =
1

2C3
, C5 =

C1

2C3
e C6 =

C2

2C3
. Daqui segue que C3 > 0 na condição 3.3. Observe

também que de (3.9) e (3.10) temos respectivamente

1
2

d
dt
||un(t)||2H ≤−〈gn(t),un(t)〉+ || fn(t)||V ∗||un(t)||V

e

1
2

ϕ(un(t))≤
1
2
〈gn(t),un(t)〉+

1
2

ϕ(0).

Logo,

1
2

d
dt
||un(t)||2H +

1
2

ϕ(un(t))+C4||un(t)||pV ≤ C5||un(t)||2H +C6 +
1
2

ϕ(un(t))+
1
2
〈gn(t),un(t)〉

+
1
2

ϕ(0)−〈gn(t),un(t)〉+ || fn(t)||V ∗||un(t)||V

≤ C5||un(t)||2H +C6 +
1
2
〈gn(t),un(t)〉+

1
2

ϕ(0)

+
1
2
〈gn(t),un(t)〉+

1
2

ϕ(0)−〈gn(t),un(t)〉

+ || fn(t)||∗V ||un(t)||V
= C5||un(t)||2H +C7 + || fn(t)||V ∗ ||un(t)||V ,

onde C7 = C6 +ϕ(0). Usando o Lema 3.1.1 para a = ||un(t)||V , b = || fn(t)||V ∗ e k =
C4

2
con-

cluı́mos que

1
2

d
dt
||un(t)||2H +

1
2

ϕ(un(t))+C4||un(t)||pV ≤ C5||un(t)||2H +C7 +
C4

2
||un(t)||pV

+ Mp

(
C4

2

)
|| fn(t)||p

′

V ∗ . (3.13)

Agora vamos verificar as seguintes limitações:

(i) un é limitada em C([0,T ];H);
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(ii) un é limitada em Lp(0,T ;V );

(iii) ϕ(un(t)) é limitada em L1(0,T ).

(iv) gn é limitada em Lp′(O,T ;V ∗) e un é limitada em W 1,p′(0,T ;V ∗).

Com efeito, observe que de (3.13) e pelo fato de que || fn(t)||p
′

V ∗ ≤C|| fn(t)||p
′

H temos

1
2

d
dt
||un(t)||2H ≤C5||un(t)||2H +C7 +Mp

(
C4

2

)
C|| fn(t)||p

′

H

agora, integrando esta expressão de 0 até t, obtemos

||un(t)||2H ≤ ||uon||2H +
∫ t

0
{2CMp

(
C4

2

)
|| fn(s)||p

′

H +2C7}ds+
∫ t

0
2C5||un(s)||2Hds. (3.14)

Aplicando o Lema 2.1.3 para φ(t) = ||un(t)||2H , a(t) = ||uon||2H +
∫ t

0
{2CMp

(
C4

2

)
|| fn(s)||p

′

H +

2C7}ds segue que

||un(t)||2H ≤
(
||uon ||2H +

∫ t

0
{2CMp

(
C4

2

)
|| fn(s)||p

′

H +2C7}ds
)

e2C5T ≤ K

para todo n ∈ N e t ∈ [0,T ]. Logo,

sup
t∈[0,T ]

||un(t)||H ≤
√

K

o que mostra (i). Para verificar (ii) novamente de (3.13) temos que

1
2

d
dt
||un(t)||2H +

C4

2
||un(t)||pV ≤C5K +C7 +Mp

(
C4

2

)
sup

τ∈[0,T ]
|| fn(τ)||p

′

H ,

onde sup
t∈[0,T ]

||un(t)||H ≤
√

K. Integrando esta expressão de 0 até T obtemos

1
2
||un(T )||2H +

1
2

C4

∫ T

0
||un(t)||pV dt ≤ T

{
C5K +C7 +Mp

(
C4

2

)
sup

τ∈[0,T ]
|| fn(τ)||p

′

H

}
+

1
2
||uon||2H ≤ J̃

para todo n ∈ N. Como
1
2
||un(T )||2H ≥ 0 temos

(∫ T

0
||un(t)||pV dt

) 1
p

≤

(
2J̃
C4

) 1
p

.

e (ii) segue. Para justificar a ocorrência de (iii), usando (3.13) e || fn(t)||p
′

V ∗ ≤C|| fn(t)||p
′

H obtemos

1
2

d
dt
||un(t)||2H +

1
2

ϕ(un(t))+
C4

2
||un(t)||pV ≤C5K +C7 +CMp

(
C4

2

)
|| fn(t)||p

′

H
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e como ||un(t)||pV ≥ 0 segue que

1
2

d
dt
||un(t)||2H +

1
2

ϕ(un(t))≤C5K +C7 +CMp

(
C4

2

)
|| fn(t)||p

′

H ≤ D,

para todo n ∈ N. Integrando a expressão acima de 0 até T obtemos

1
2
||un(T )||2H +

∫ T

0

1
2

ϕ(un(t))dt ≤ 1
2
||uon||2H +T D

logo, lembrando que
1
2
||un(T )||2H ≥ 0, obtemos

∫ T

0
ϕ(un(t))dt ≤ ||uon ||2H +2T D≤ R,

para todo n ∈ N concluindo que ϕ(un(t)) é limitada em L1(0,T ). Para verificar (iv), decorre de
(3.4) que

||gn(t)||p
′

V ∗ ≤ l(||un(t)||H{ϕ(un(t))+1}.

Pelo fato de que ||un(t)||H ≤K para todo t ∈ [0,T ] e que l : [0,∞[→R é não decrescente, tem-se
que l(||un(t)||H)≤ l(K), logo

||gn(t)||p
′

V ∗ ≤ l(K){ϕ(un(t))+1}.

Integrando de 0 até T obtemos(∫ T

0
||gn(t)||p

′

V ∗dt
) 1

p′
≤
(

l(K)
∫ T

0
(ϕ(un(τ))+1)dτ

) 1
p′

e isso nos dá que gn é limitada em Lp′(0,T ;V ∗) pois ϕ(un(·)) é limitada em L1(0,T ).

Como
dun

dt
(t) = fn(t)−gn(t) segue que

||un||W 1,p′(0,T,V ∗) = ||un||Lp′(0,T ;V ∗)+

∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lp′(0,T ;V ∗)

=

(∫ T

0
||un(t)||p

′

V ∗dt
) 1

p′
+

∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lp′(0,T ;V ∗)

≤ C
(∫ T

0
||un(t)||p

′

H dt
) 1

p′
+ || fn||Lp′(0,T ;V ∗)+ ||gn||Lp′(0,T ;V ∗)

≤ C
(∫ T

0

(√
K
)p′

dt
) 1

p′
+ || fn||Lp′(0,T ;V ∗)+ ||gn||Lp′(0,T ;V ∗)

= CT
1
p′
√

K + || fn||Lp′(0,T ;V ∗)+ ||gn||Lp′(0,T ;V ∗) ≤ L,

para todo n ∈ N e isto nos dá que un é limitada em W 1,p′(0,T,V ∗).
3a Etapa: Mostraremos a convergência de un para uma função u que é solução de (3.1).

Sendo un−um solução forte de

d
dt
(un(t)−um(t))+∂ϕH(un(t))−∂ϕH(um(t)) 3 fn(t)− fm(t) em H,0 < t < T
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existe gn(t)−gm(t) ∈ ∂ϕH(un(t))−∂ϕH(um(t)) tal que

d
dt
(un(t)−um(t))+(gn(t)−gm(t)) = fn(t)− fm(t).

Multiplicando a equação acima por un(t)−um(t) obtemos〈
d
dt
(un(t)−um(t)),un(t)−um(t)

〉
V ∗,V

+ 〈gn(t)−gm(t),un(t)−um(t)〉V ∗,V

= 〈 fn(t)− fm(t),un(t)−um(t)〉V ∗,V

ou equivalentemente

1
2

d
dt
||un(t)−um(t)||2H + 〈gn(t)−gm(t),un(t)−um(t)〉V ∗,V = 〈 fn(t)− fm(t),un(t)−um(t)〉V ∗,V

e como ∂ϕH é monótona, ou seja, 〈gn(t)−gm(t),un(t)−um(t)〉V ∗,V ≥ 0 segue que

1
2

d
dt
||un(t)−um(t)||2H ≤ 〈 fn(t)− fm(t),un(t)−um(t)〉V ∗,V q.t.p t em ]0,T [. (3.15)

Integrando (3.15) de 0 até t temos∫ t

0

1
2

d
ds
||un(s)−um(s)||2Hds≤

∫ t

0
〈 fn(s)− fm(s),un(s)−um(s)〉V ∗,V ds

e concluı́mos que

1
2
(
||un(t)−um(t)||2H−||un(0)−um(0)||2H

)
≤

∫ t

0
〈 fn(s)− fm(s),un(s)−um(s)〉V ∗,V ds.

Logo,

||un(t)−um(t)||2H ≤ ||uon−uom||2H +2
∫ t

0
〈 fn(s)− fm(s),un(s)−um(s)〉V ∗,V ds

≤ ||uon−uom||2H +2
∫ t

0
|| fn(s)− fm(s)||V ∗||un(s)−um(s)||V ds

≤ ||uon−uom||2H +2|| fn− fm||Lp′(0,T ;V ∗)||un−um||Lp(0,T ;V ).

Como un é limitada em Lp(0,T ;V ) e uon , fn são sequências convergentes em H e Lp′(0,T ;V ∗)
respectivamente concluı́mos que un é uma sequência de Cauchy em C([0,T ];H). Como este
espaço é completo, existe u ∈C([0,T ];H) tal que un→ u em C([0,T ];H). Como un é limitada
em Lp(0,T ;V ) e W 1,p′(0,T ;V ∗) e gn é limitada em Lp′(0,T ;V ∗) e esses espaços são reflexivos,
pelo Teorema 2.1.4 podemos extrair uma subsequência nk de n tal que

unk ⇀ u em Lp(0,T ;V )

unk ⇀ u em W 1,p′(0,T ;V ∗)

gnk ⇀ g em Lp′(0,T ;V ∗).

Para completar a demonstração, é suficiente mostrar que g(t) ∈ ∂ϕ(u(t)) q.t.p t em ]0,T[. Para
tanto, seja v ∈ D(∂ϕ) e h ∈ ∂ϕ(v) fixada. Multiplicando (3.8) por un(t)− v obtemos〈

d
dt

un(t),un(t)− v
〉

V ∗,V
+ 〈gn(t),un(t)− v〉V ∗,V = 〈 fn(t),un(t)− v〉V ∗,V

e como v é constante em t temos que
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〈
dun

dt
(t),un(t)− v

〉
V ∗,V

=

〈
d
dt
(un(t)− v),un(t)− v

〉
V ∗,V

=
1
2

d
dt
||un(t)− v||2H

e consequentemente

1
2

d
dt
||un(t)− v||2H + 〈gn(t),un(t)− v〉V ∗,V = 〈 fn(t),un(t)− v〉V ∗,V q.t.p t em ]0,T[.

Pela monotonicidade de ∂ϕ obtemos

〈gn(t),un(t)− v〉V ∗,V = 〈gn(t)−h,un(t)− v〉V ∗,V + 〈h,un(t)− v〉V ∗,V
≥ 〈h,un(t)− v〉V ∗,V .

Logo,
1
2

d
dt
||un(t)− v||2H ≤ 〈−h+ fn(t),un(t)− v〉V ∗,V .

Integrando a expressão anterior de s até t, 0≤ s≤ t ≤ T obtemos

1
2
(
||un(t)− v||2H−||un(s)− v||2H

)
≤

∫ t

s
〈−h+ fn(τ),un(τ)− v〉V ∗,V dτ. (3.16)

Como

1
2
(
||un(t)− v||2H−||un(s)− v||2H

)
=

1
2
〈un(t)− v,un(t)− v〉

− 1
2
〈un(s)− v,un(s)− v〉= 1

2
(〈un(t),un(t)〉−〈un(t),v〉−〈v,un(t)〉+ 〈v,v〉)

− 1
2
(〈un(s),un(s)〉−〈un(s),v〉−〈v,un(s)〉−〈v,v〉)

=
1
2
(−〈un(t)−un(s),v〉−〈v,un(t)−un(s)〉)+

1
2
(〈un(t),un(t)〉−〈un(s),un(s)〉)

=
1
2
(〈un(t)−un(s),−2v〉+ 〈un(t),un(t)〉+ 〈un(s),un(s)〉) =

1
2
〈un(t)−un(s),−2v〉

+
1
2
(〈un(t)−un(s),un(t)+un(s)〉) =

1
2
〈un(t)−un(s),un(t)+un(s)−2v〉

de (3.16) concluı́mos que

1
2
〈un(t)−un(s),un(t)+un(s)−2v〉 ≤

∫ t

s
〈−h+ fn(τ),un(τ)− v〉dτ. (3.17)

Pelo Lema 3.1.2 com ξ = un(t)− v e η = un(s)− v temos que

〈un(t)−un(s),un(s)− v〉 ≤ 1
2
〈un(t)−un(s),un(t)+un(s)−2v〉

e por (3.17) obtemos

〈un(t)−un(s),un(s)− v〉 ≤
∫ t

s
〈−h+ fn(τ),un(τ)− v〉dτ.

Então, para todo s, t ∈ [0,T ] com s < t, temos〈
un(t)−un(s)

t− s
,un(s)− v

〉
≤ 1

t− s

∫ t

s
〈−h+ fn(τ),un(τ)− v〉dτ. (3.18)
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Agora, lim
n→∞

1
t− s

∫ t

s
〈−h+ fn(τ),un(τ)− v〉dτ =

1
t− s

∫ t

s
〈−h+ f (τ),u(τ)− v〉dτ.

De fato, seja A(τ) = 〈−h+ fn(τ),un(τ)− v〉−〈−h+ f (τ),u(τ)− v〉. Temos

|A(τ)| = |〈−h,un(τ)− v〉+ 〈 fn(τ),un(τ)− v〉−〈−h,u(τ)− v〉−〈 f (τ),u(τ)− v〉|
= |〈−h,un(τ)−u(τ)〉−〈 f (τ),u(τ)− v〉+ 〈 fn(τ)− f (τ)+ f (τ),un(τ)− v〉|
= |〈−h,un(τ)−u(τ)〉+ 〈 f (τ),un(τ)−u(τ)〉+ 〈 fn(τ)− f (τ),un(τ)− v〉|.

Logo,

|A(τ)| ≤ |〈−h,un(τ)−u(τ)〉|+ |〈 f (τ),un(τ)−u(τ)〉|+ |〈 fn(τ)− f (τ),un(τ)− v〉|
≤ ||−h||H ||un(τ)−u(τ)||H + || fn(τ)− f (τ)||V ∗||un(τ)− v||V
+ || f (τ)||V ∗||un(τ)−u(τ)||V .

Assim,

1
t− s

∫ t

s
|A(τ)|dτ≤ ||−h||H

t− s

∫ t

s
||un(τ)−u(τ)||Hdτ

+
1

t− s

∫ t

s
|| fn(τ)− f (τ)||V ∗||un(τ)− v||V dτ+

1
t− s

∫ t

s
|| f (τ)||V ∗ ||un(τ)−u(τ)||V dτ

≤ ||−h||H
t− s

∫ t

s
||un(τ)−u(τ)||Hdτ+

1
t− s
|| fn− f ||Lp′(0,T ;V ∗)||un− v||Lp(0,T ;V )

+
1

t− s

∫ t

s
|| f (τ)||V ∗||un(τ)−u(τ)||V dτ.

Notemos que ||un− v||Lp(0,T ;V ) ≤C. Seja então ε > 0, logo existem n1,n2,n3 ∈ N tais que

||un(τ)−u(τ)||H <
ε

3||−h||H
,∀τ ∈ (s, t), n≥ n1,

|| fn− f ||Lp′(0,T ;V ∗) <
(t− s)ε

3C
, n≥ n2,

||un−u||Lp(0,T ;V ) <
(t− s)ε

3|| f ||Lp′(0,T ;V ∗)
, n≥ n3.

Tome agora N = max{n1,n2,n3} e teremos que para todo n≥ N∣∣∣∣ 1
t− s

∫ t

s
A(τ)dτ

∣∣∣∣≤ 1
t− s

∫ t

s
|A(τ)|dτ <

ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε

e isso mostra que

lim
n→∞

1
t− s

∫ t

s
(〈−h+ fn(τ),un(τ)− v〉= 1

t− s

∫ t

s
〈−h+ f (τ),u(τ)− v〉dτ.

Fazendo n→ ∞ em (3.18) segue que ∀s, t ∈ [0,T ] com s < t〈
u(t)−u(s)

t− s
,u(s)− v

〉
V ∗,V
≤ 1

t− s

∫ t

s
〈−h+ f (τ),u(τ)− v〉dτ.
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Agora, fazendo s→ t temos que〈
du
dt

(t),u(t)− v
〉

V ∗,V
≤ lim

s→t

1
t− s

∫ t

s
〈−h+ f (τ),u(τ)− v〉dτ

= lim
s→t

F(t)−F(s)
t− s

= F ′(t),

onde F(y) =
∫ y

0
〈−h+ f (τ),u(τ)−v〉dτ para 0≤ y≤ T . Pelo Teorema Fundamental do Cálculo

temos que F ′(t) = 〈−h+ f (t),u(t)− v〉. Logo〈
du
dt

(t),u(t)− v
〉

V ∗,V
≤ 〈−h+ f (t),u(t)− v〉

e portanto concluı́mos que〈
du
dt

(t)− f (t)+h,u(t)− v
〉

V ∗,V
≤ 0, q.t.p em ]0,T[.

Pela arbitrariedade de v ∈ D(ϕ) e h ∈ ∂ϕ(v) bem como pela monotonicidade maximal de ∂ϕ

em V ×V ∗ temos que g(t) = f (t)− du
dt

(t) ∈ ∂ϕ(u(t)) para q.t.p em ]0,T[ e assim u(t) ∈ D(∂ϕ)

q.t.p. t ∈ [0,T ]. Vamos mostrar agora que ϕ(u(t)) ∈ L1(0,T ). Realmente, sendo u solução forte
de (3.1) existe g(t) ∈ ∂ϕ(u(t)) tal que

du
dt

(t)+g(t) = f (t) em V ∗, 0 < t < T.

Multiplicando esta equação por u(t) obtemos〈
du
dt

(t),u(t)
〉

V ∗,V
+ 〈g(t),u(t)〉V ∗,V = 〈 f (t),u(t)〉V ∗,V .

Logo,
1
2

d
dt
||u(t)||2H + 〈g(t),u(t)〉= 〈 f (t),u(t)〉 ≤ || f (t)||V ∗||u(t)||V (3.19)

q.t.p. t em ]0,T [. Agora como g(t) ∈ ∂ϕ(u(t)) temos que

ϕ(v)−ϕ(u(t))≥ 〈g(t),v−u(t)〉V ∗,V ,

para todo v ∈ D(ϕ) e como 0 ∈ D(ϕ) segue que

ϕ(0)−ϕ(u(t))≥ 〈g(t),−u(t)〉V ∗,V ,

ou seja,

ϕ(0)−ϕ(u(t))≥−〈g(t),u(t)〉V ∗,V ,

o que implica
ϕ(u(t))≤ 〈g(t),u(t)〉+ϕ(0). (3.20)

A condição (3.3) nos dá que

||u(t)||pV ≤C1||u(t)||2H +C2 +C3ϕ(u(t)). (3.21)
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De (3.21) podemos obter

C4||u(t)||pV ≤C5||u(t)||2H +C6 +
1
2

ϕ(u(t)),

em que C4 =
1

2C3
, C5 =

C1

2C3
e C6 =

C2

2C3
. Observe também que de (3.19) e (3.20) temos

respectivamente

1
2

d
dt
||u(t)||2H ≤−〈g(t),u(t)〉+ || f (t)||V ∗||u(t)||V

e

1
2

ϕ(u(t))≤ 1
2
〈g(t),u(t)〉+ 1

2
ϕ(0).

Logo,

1
2

d
dt
||u(t)||2H +

1
2

ϕ(u(t))+C4||u(t)||pV ≤ C5||u(t)||2H +C6 +
1
2

ϕ(u(t))+
1
2
〈g(t),u(t)〉

+
1
2

ϕ(0)−〈g(t),u(t)〉+ || f (t)||V ∗||u(t)||V

≤ C5||u(t)||2H +C6 +
1
2
〈g(t),u(t)〉+ 1

2
ϕ(0)

+
1
2
〈g(t),u(t)〉+ 1

2
ϕ(0)−〈g(t),u(t)〉

+ || f (t)||∗V ||u(t)||V
= C5||u(t)||2H +C7 + || f (t)||V ∗||u(t)||V ,

onde C7 = C6 +ϕ(0). Usando o Lema 3.1.1 para a = ||u(t)||V , b = || f (t)||V ∗ e k =
C4

2
con-

cluı́mos que

1
2

d
dt
||u(t)||2H +

1
2

ϕ(u(t))+C4||u(t)||pV ≤ C5||u(t)||2H +C7 +
C4

2
||u(t)||pV

+ Mp

(
C4

2

)
|| f (t)||p

′

V ∗

e como sup
t∈[0,T ]

||u(t)||pH ≤ K e ||u(t)||pV ≥ 0 segue que

1
2

d
dt
||u(t)||2H +

1
2

ϕ(u(t))≤C5K +C7 +Mp

(
C4

2

)
|| fn(t)||p

′

V ∗

Integrando esta expressão de 0 até T obtemos∫ T

0
ϕ(u(t))dt ≤ −||u(T )||2H + ||uo||2H +TC5K +TC7 +Mp

(
C4

2

)∫ T

0
|| f (t)||p

′

V ∗dt

= −||u(T )||2H + ||uo||2H +TC5K +TC7 +Mp

(
C4

2

)
|| f ||p

′

Lp′(0,T ;V ∗)
< ∞

observando que f ∈ Lp′(0,T ;V ∗). Sendo assim ϕ(u(t)) ∈ L1(0,T ).

Observação 3.1.2 Como ϕ(u(t)) ∈ L1(0,T ) segue que u(t) ∈ D(ϕ) para q.t.p t ∈]0,T [.
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3.2 Regularidade das soluções do problema de Cauchy
Nesta seção, de acordo com [1], sob algumas condições, apresentaremos um resultado sobre a
regularidade da solução forte u de (3.1).

Lema 3.2.1 [7] (Desigualdade de Hardy) Se p > 1, f (x)> 0 e F(x) =
∫ x

0
f (t)dt então

∫
∞

0

(
F(x)

x

)p

dx≤
(

p
p−1

)p∫ ∞

0
f (x)pdx.

Lema 3.2.2 Se f ∈ Lp′(0,T ;V ∗) com t
d f
dt
∈ Lp′(0,T ;V ∗) então existe uma sequência fn ∈

L∞(0,T ;V ∗)∩C∞(]0,T ];H) satisfazendo:

(i) t fn ∈C∞([0,T ];H);

(ii) fn→ f em Lp′(0,T ;V ∗);

(iii) t
d fn

dt
→ t

d f
dt

em Lp′(0,T ;V ∗);

(iv) lim
t→0+

t fn(t) = 0.

Demonstração: A partir do fato de que f ∈ Lp′(0,T ;V ∗) segue que t f ∈W 1,p′(0,T ;V ∗) pois

||t f ||p′ =
(∫ T

0
||t f (t)||p

′
dt
) 1

p′
=

(∫ T

0
t p′|| f (t)||p

′
dt
) 1

p′

≤
(

T p′
∫ T

0
|| f (t)||p

′
dt
) 1

p′
= T || f ||p′ < ∞

e
d(t f )

dt
= f + t

d f
dt
∈ Lp′(0,T ;V ∗). Pelo Teorema 2.2.2 W 1,p′(0,T ;V ∗) ⊂ C([0,T ];V ∗), logo

temos que t f é uma função contı́nua de [0,T] com valores em V ∗. Então,

lim
t→0+
||t f (t)||V ∗ = α

existe e α ≥ 0. Mostremos que α = 0. Com efeito, se α > 0, sendo lim
t→0+
||t f (t)||V ∗ = α, dado

ε =
α

2
existe δ > 0 tal que se 0 < t < δ então | ||t f (t)||V ∗−α|< α

2
, isto é

−α

2
< ||t f (t)||V ∗−α <

α

2

logo|| f (t)||V ∗ ≥
α

2t
para 0 < t < δ, o que contradiz o fato de que f ∈ L1(0,T ;V ∗), pois

∫ T

0
|| f (t)||V ∗dt ≥

∫
δ

0
|| f (t)||V ∗dt ≥ α

∫
δ

0

1
2t

dt =
α

2
lim
a→0

∫
δ

a

1
t

dt =
α

2
lim
a→0

ln t

∣∣∣∣∣
δ

a

=
α

2
lim
a→0

(lnδ− lna) = ∞.
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Logo lim
t→0+
||t f (t)||V ∗ = 0. Pelo Teorema Fundamental do Cálculo temos

t f (t) =
∫ t

0

d
dτ

[τ f (τ)]dτ

e
f (t) =

1
t

∫ t

0

d
dτ

[τ f (τ)]dτ. (3.22)

Sendo H ⊂ V ∗ uma imersão contı́nua e densa escolhemos uma sequência ρn ∈ C∞([0,T ];H)

com ρn(0) = 0 e ρn → t f em W 1,p′(0,T ;V ∗). Considere fn(t) =
1
t

ρn(t). Então temos que

fn ∈C∞(]0,T ];H) visto que ρn ∈C∞([0,T ];H). Agora

t fn(t) = ρn(t)−ρn(0) =
∫ t

0

d
dτ

ρn(τ)dτ

e portanto

fn(t) =
1
t

∫ t

0

d
dτ

ρn(τ)dτ. (3.23)

Observe que como ρn ∈C∞([0,T ];H) temos

|| fn(t)||V ∗ =
∣∣∣∣∣∣∣∣1t

∫ t

0

dρn

dτ
(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣∣∣
V ∗
≤ 1

t

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣dρn

dτ
(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
V ∗

dτ

≤ c
t

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣dρn

dτ
(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
H

dτ

≤ c sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣∣∣dρn

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣

H
.

Logo, sup ess|| fn(t)||V ∗ ≤ c sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣∣∣ d
dt

ρn(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣

H
< ∞ e segue que fn ∈ L∞(0,T ;V ∗). Como

t fn(t) = ρn(t) ∈C∞([0,T ];H) segue (i). Por (3.22) e (3.23)

fn(t)− f (t) =
1
t

∫ t

0

d
dτ

ρn(τ)dτ− 1
t

∫ t

0

d
dτ

[τ f (τ)]dτ =
1
t

∫ t

0

d
dτ

[ρn(τ)− τ f (τ)]dτ.

Logo

|| fn(t)− f (t)||p
′

V ∗ =
1

t p′

∣∣∣∣∣∣∣∣∫ t

0

d
dτ

[ρn(τ)− τ f (τ)]dτ

∣∣∣∣∣∣∣∣p′
V ∗

≤ 1
t p′

(∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ d
dτ

[ρn(τ)− τ f (τ)]
∣∣∣∣∣∣∣∣

V ∗
dτ

)p′

. (3.24)

Então, por (3.24) e pelo Lema 3.2.1 (Desigualdade de Hardy) temos

|| fn− f ||p
′

Lp′(0,T ;V ∗)
=

∫ T

0
|| fn(t)− f (t)||p

′

V ∗dt

≤
∫ T

0

(
1
t

(∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ d
dτ

[ρn(τ)− τ f (τ)]
∣∣∣∣∣∣∣∣

V ∗
dτ

))p′

dt

≤
(

p′

p′−1

)p′ ∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∣ d
dt
[ρn(t)− t f (t)]

∣∣∣∣∣∣∣∣p′
V ∗

dt

= pp′
∣∣∣∣∣∣∣∣ d

dt
(ρn− t f )

∣∣∣∣∣∣∣∣p′
Lp′(0,T ;V ∗)

.
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Assim,

|| fn− f ||Lp′(0,T ;V ∗) ≤ p
∣∣∣∣∣∣∣∣ d

dt
[ρn− t f ]

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lp′(0,T ;V ∗)

.

Como ρn→ t f em W 1,p′(0,T ;V ∗) temos que
dρn

dt
→ d(t f )

dt
em Lp′(0,T ;V ∗) e concluı́mos que

fn→ f em Lp′(0,T ;V ∗) e (ii) está provado. Além disso,

dρn

dt
(t) =

d
dt
[t fn(t)] = fn(t)+ t

d fn

dt
(t)→ d

dt
[t f (t)] = f (t)+ t

d
dt

f (t)

em Lp′(0,T ;V ∗) e (iii) segue. Para finalizar a demonstração do lema, basta observar que

lim
t→0+

t fn(t) = lim
t→0+

ρn(t) = ρn(0) = 0

o que garante (iv).

Lema 3.2.3 Seja FV : V → V ∗ a aplicação dualidade que a cada v ∈ V associa o conjunto
FV (v) = { f ∈V ∗; f (v) = ||v||2V = || f ||2V ∗}. Então v ∈ F−1

V ( f ) se, e somente se, v ∈ FV ∗( f ).

Demonstração: Observe primeiramente que pelo Teorema de Hanh-Banach FV (v) 6= /0, ∀v ∈
V . Suponha que v ∈ F−1

V ( f ), logo f ∈ FV (v). Temos

〈v, f 〉V,V ∗ = 〈 f ,v〉V ∗,V = f (v) = ||v||2V = || f ||2V ∗

e como FV ∗ : V ∗→ (V ∗)∗ ≡V é tal que

FV ∗( f ) = {h ∈V ;〈h, f 〉V,V ∗ = || f ||2V ∗ = ||h||2}

segue que v ∈ FV ∗( f ). Reciprocamente, suponha que v ∈ FV ∗( f ). Então

〈v, f 〉V,V ∗ = || f ||2V ∗ = ||v||2 = f (v) = 〈 f ,v〉V ∗,V .

Logo, f ∈ FV (v), isto é, v ∈ F−1
V ( f ).

Lema 3.2.4 [2] Seja X um espaço normado e u(t) uma função com valores em X definida em
um intervalo da reta real. Suponha que u(t) tem derivada fraca u′(s) ∈ X em t = s. Assuma
também que t→ ||u(t)|| seja diferenciável em t = s. Então

||u(s)||X
d
ds
||u(s)||X = f (u′(s)) = 〈 f ,u′(s)〉X∗,X

∀ f ∈ FX(u(s)).

Agora estamos em condições de demonstrar os resultados a respeito da regularidade da
solução de (3.1).

Teorema 3.2.1 [1] Sejam (3.3) e (3.4) satisfeitas. Então para cada uo ∈D(ϕ)
H

e f ∈Lp′(0,T ;V ∗)

com t
d f
dt

(t) ∈ Lp′(0,T ;V ∗), a solução u de (3.1) satisfaz:

(a) u ∈C(]0,T ];Vw)∩C([0,T ];H)∩W 1,p′(0,T ;V ∗);

(b) u(t) ∈ D(ϕ) ∀t > 0, sup
t∈[0,T ]

tϕ(u(t))< ∞;
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(c) t
1
p′

du
dt

(t) ∈ L∞(0,T ;V ∗), t
1
2

du
dt

(t) ∈ L2(0,T ;H),

onde C(]0,T ];Vw) representa o conjunto de todas as funções de ]0,T] com valores em V que
são fracamente contı́nuas.

Demonstração: Do Teorema 3.1.1 temos que

u ∈C([0,T ];H)∩W 1,p′(0,T ;V ∗)∩Lp(0,T ;V ).

Agora, seja uo ∈ D(ϕ)
H

e considere a sequência uon → uo em H como na demonstração do
Teorema 3.1.1. Considere fn ∈ L∞(0,T ;V ∗)∩C∞(]0,T ];H) satisfazendo as condições do Lema
3.2.2. Vamos considerar a equação (3.8) como no Teorema 3.1.1. Multiplicando esta equação

por t
dun

dt
(t) obtemos

t
∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
+ t〈gn(t),

dun

dt
(t)〉V ∗,V = t〈 fn(t),

dun

dt
(t)〉V ∗,V

e pelo Lema 2.3.1 segue que

〈gn(t),
dun

dt
(t)〉V ∗,V =

d
dt

ϕH(un(t)).

Assim,

t
∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
+ t

d
dt

ϕH(un(t))+ϕH(un(t))−ϕH(un(t)) = t
〈

fn(t),
dun

dt
(t)
〉

V ∗,V

+ 〈 fn(t),un(t)〉V ∗,V −〈 fn(t),un(t)〉V ∗,V + t
〈

d fn

dt
(t),un(t)

〉
V ∗,V
− t
〈

d fn

dt
(t),un(t)

〉
V ∗,V

.

Logo

t
∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
+

d
dt
{tϕH(un(t))}= ϕH(un(t))+ 〈 fn(t),un(t)〉V ∗,V + t

d
dt
〈 fn(t),un(t)〉V ∗,V

− 〈 fn(t),un(t)〉V ∗,V − t
〈

d fn

dt
(t),un(t)

〉
V ∗,V

= ϕH(un(t))+
d
dt
{t〈 fn(t),un(t)〉V ∗,V}

− 〈 fn(t),un(t)〉V ∗,V − t
〈

d fn

dt
(t),un(t)

〉
V ∗,V

(3.25)

q.t.p t ∈]0,T [. Integrando (3.25) de 0 até t e notando que lim
t→0+

t fn(t) = 0 obtemos

∫ t

0
τ

∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dτ
(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
H

dτ+
∫ t

0

d
dτ
{τϕH(un(τ))}dτ =

∫ t

0
ϕH(un(τ))dτ

−
∫ t

0
〈 fn(τ),un(τ)〉V ∗,V dτ+

∫ t

0

d
dτ
{τ〈 fn(τ),un(τ)〉V ∗,V}dτ−

∫ t

0
τ

〈
d fn

dτ
(τ),un(τ)

〉
V ∗,V

dτ.
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Pelo Teorema Fundamental do Cálculo segue que
∫ t

0

d
dτ
{τϕH(un(τ))}dτ = tϕH(un(t)) e assim

∫ t

0
τ

∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dτ
(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
H

dτ+ tϕH(un(t)) =
∫ t

0
ϕH(un(τ))dτ+ t〈 fn(t),un(t)〉V ∗,V

−
∫ t

0
〈 fn(τ),un(τ)〉V ∗,V dτ−

∫ t

0
τ

〈
d fn

dτ
(τ),un(τ)

〉
V ∗,V

dτ≤ t|〈 fn(t),un(t)〉V ∗,V |

+
∫ T

0
ϕH(un(τ))dτ+

∣∣∣∣∫ t

0
〈 fn(τ),un(τ)〉V ∗,V

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ t

0
τ

〈
d fn

dτ
(τ),un(τ)

〉
V ∗,V

dτ

∣∣∣∣∣
≤

∫ T

0
ϕH(un(τ))dτ+

(∫ T

0
|| fn(τ)||p

′

V ∗dτ

) 1
p′
(∫ T

0
||un(τ)||pV dτ

) 1
p

+ t|| fn(t)||V ∗||un(t)||V

+

(∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∣τd fn

dτ
(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣p′
V ∗

dτ

) 1
p′ (∫ T

0
||un(τ)||pV dτ

) 1
p

(3.26)

para todo t ∈ [0,T ]. Pela condição (3.3) e por (3.11) obtemos

1
2C3
||un(t)||pV ≤

C1

2C3
||un(t)||2H +

C2

2C3
+

1
2

ϕH(un(t)). (3.27)

Pelo Lema 3.1.1 com k =
1

2C3
e (3.27) temos

t|| fn(t)||V ∗||un(t)||V ≤ tMp

(
1

2C3

)
|| fn(t)||p

′

V ∗+
1

2C3
t||un(t)||pV

≤ tMp

(
1

2C3

)
|| fn(t)||p

′

V ∗+T
{

C1

2C3
||un(t)||2H +

C2

2C3

}
+

t
2

ϕH(un(t)). (3.28)

Portanto, usando (3.28) em (3.26) concluı́mos que

∫ t

0
τ

∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dτ
(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
H

dτ+
t
2

ϕH(un(t))≤
∫ T

0
ϕH(un(τ))dτ+Mp

(
1

2C3

)
sup

t∈[0,T ]
t|| fn(t)||p

′

V ∗

+
C1

2C3
T sup

t∈[0,T ]
||un(t)||2H +

C2

2C3
T +

(∫ T

0
|| fn(τ)||p

′

V ∗dτ

) 1
p′
(∫ T

0
||un(τ)||pV dτ

) 1
p

+

(∫ T

0
||un(τ)||pV dτ

) 1
p
(∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∣τd fn

dτ
(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣p′
V ∗

dτ

) 1
p′

(3.29)

para todo t ∈ [0,T ]. Tomando agora uma sequência (tm) de forma que

|| fn(tm)||V ∗ ≤ || fn||L∞(0,T ;V ∗)

e tm→ 0 temos pelo Teorema Fundamental do Cálculo

t|| fn(t)||p
′

V ∗− tm|| fn(tm)||p
′

V ∗ =
∫ t

tm

d
dτ
{τ|| fn(τ)||p

′

V ∗}dτ.
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Logo,

t|| fn(t)||p
′

V ∗ =
∫ t

tm

d
dτ
{τ|| fn(τ)||p

′

V ∗}dτ+ tm|| fn(tm)||p
′

V ∗

=
∫ t

tm

(
|| fn(τ)||p

′

V ∗+ τ
d
dτ
|| fn(τ)||p

′

V ∗

)
dτ+ tm|| fn(tm)||p

′

V ∗

=
∫ t

tm
|| fn(τ)||p

′

V ∗dτ+
∫ t

tm
τ

d
dτ
|| fn(τ)||p

′

V ∗dτ+ tm|| fn(tm)||p
′

V ∗

=
∫ t

tm
|| fn(τ)||p

′

V ∗dτ+
∫ t

tm
τ

d
dτ

(
|| fn(τ)||2V ∗

) p′
2 dτ+ tm|| fn(tm)||p

′

V ∗

=
∫ t

tm
|| fn(τ)||p

′

V ∗dτ+
∫ t

tm
τ

p′

2
{
|| fn(τ)||2V ∗

} p′−2
2 d

dτ
|| fn(τ)||2V ∗dτ

+ tm|| fn(tm)||p
′

V ∗ =
∫ t

tm
|| fn(τ)||p

′

V ∗dτ+
p′

2

∫ t

tm
τ|| fn(τ)||p

′−2
V ∗

d
dτ
|| fn(τ)||2V ∗dτ

+ tm|| fn(tm)||p
′

V ∗ .

Pelo Lema 3.2.4 com X =V ∗ temos que para hn(τ) ∈ F−1
V ( fn(τ))

d
dτ
|| fn(τ)||2V ∗ = 2|| fn(τ)||V ∗

d
dτ
|| fn(τ)||V ∗

= 2
〈

d fn

dτ
(τ),hn(τ)

〉
V ∗,V

≤ 2

∣∣∣∣∣
〈

d fn

dτ
(τ),hn(τ)

〉
V ∗,V

∣∣∣∣∣
≤ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣d fn

dτ
(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
V ∗
||hn(τ)||V = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣d fn

dτ
(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
V ∗
|| fn(τ)||V ∗.

Assim,

t|| fn(t)||p
′

V ∗ ≤
∫ t

tm
|| fn(τ)||p

′

V ∗dτ+ p′
∫ t

tm
|| fn(τ)||p

′−1
V ∗

∣∣∣∣∣∣∣∣τd fn

dτ
(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
V ∗

dτ+ tm|| fn(tm)||p
′

V ∗

≤
∫ t

tm
|| fn(τ)||p

′

V ∗dτ+ p′
(∫ t

tm
|| fn(τ)||p

′

V ∗dτ

) p′−1
p′
(∫ t

tm

∣∣∣∣∣∣∣∣τd fn

dτ
(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣p′
V ∗

dτ

) 1
p′

+ tm|| fn(tm)||p
′

V ∗.

Fazendo tm→ 0 obtemos

t|| fn(t)||p
′

V ∗ ≤
∫ t

0
|| fn(τ)||p

′

V ∗dτ+ p′
(∫ t

0
|| fn(τ)||p

′

V ∗dτ

) p′−1
p′
(∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣τd fn

dτ
(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣p′
V ∗

dτ

) 1
p′

.

Como fn → f e t
d fn

dt
(t) → t

d f
dt

(t) em Lp′(0,T ;V ∗) podemos extrair uma subsequência n′

de n tal que fn′(t)→ f (t) em V ∗ q.t.p t ∈]0,T [. Como fn → f em Lp′(0,T ;V ∗) temos que
fn → f em Lp′(0, t;V ∗) para cada t ∈ [0,T ]. Logo || fn||p

′

Lp′(0,t;V ∗)
→ || f ||p

′

Lp′(0,t;V ∗)
e, portanto,
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∫ t

0
|| fn(τ)||p

′

V ∗dτ →
∫ t

0
|| f (τ)||p

′

V ∗dτ. Analogamente vemos que
(∫ t

0
|| fn(τ)||p

′

V ∗dτ

) p′−1
p′

con-

verge para
(∫ t

0
|| f (τ)||p

′

V ∗dτ

) p′−1
p′

. Pelo fato de que t
d fn

dt
(t)→ t

d f
dt

(t) em Lp′(0,T ;V ∗) temos

que t
d fn

dt
(t)→ t

d f
dt

(t) em Lp′(0, t;V ∗) para cada t ∈ [0,T ]. Sendo assim, podemos concluir que(∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣τd fn

dτ
(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣p′
V ∗

dτ

) 1
p′

→

(∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣τd f
dτ

(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣p′
V ∗

dτ

) 1
p′

. Fazendo n′→ ∞ com n substituı́do por

n′ temos

t|| f (t)||p
′

V ∗ ≤
∫ t

0
|| f (τ)||p

′

V ∗dτ+ p′
(∫ t

0
|| f (τ)||p

′

V ∗dτ

) p′−1
p′
(∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣τd f
dτ

(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣p′
V ∗

dτ

) 1
p′

. (3.30)

Logo, decorre de (3.30) que t|| f (t)||p
′

V ∗ ∈ L∞(0,T ) e lim
t→0+

t|| f (t)||p
′

V ∗ = 0. Com efeito,

t|| f (t)||p
′

V ∗ ≤
∫ t

0
|| f (τ)||p

′

V ∗dτ+ p′
(∫ t

0
|| f (τ)||p

′

V ∗dτ

) p′−1
p′
(∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣τd f
dτ

(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣p′
V ∗

dτ

) 1
p′

≤ || f ||p
′

Lp′(0,T ;V ∗)
+ p′|| f ||p

′−1
Lp′(0,T ;V ∗)

∣∣∣∣∣∣∣∣t d f
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lp′(0,T ;V ∗)

< ∞

q.t.p t ∈]0,T [. Logo ||t|| f (t)||p
′

V ∗||L∞(0,T ) < ∞. Como 0≤ t|| f (t)||p
′

V ∗ e

∫ t

0
|| f (τ)||p

′

V ∗dτ+ p′
(∫ t

0
|| f (τ)||p

′

V ∗dτ

) p′−1
p′
(∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣τd f
dτ

(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣p′
V ∗

dτ

) 1
p′

→ 0

quando t→ 0+ segue, pelo Teorema do Sanduı́che que lim
t→0+

t|| f (t)||p
′

V ∗ = 0. Mostraremos agora

que t
1
2

du
dt
∈ L2(0,T ;H) e sup

t∈[0,T ]
tϕ(u(t))< ∞. De fato, lembremos primeiramente que

−2
∫ T

0
t
∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
dt ≤ 0.

Agora, por (3.29) temos

tϕ(un(t))≤−2
∫ T

0
t
∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
dt +2

∫ T

0
ϕ(un(τ))dτ+2Mp

(
1

2C3

)
sup

t∈[0,T ]
t|| fn(t)||p

′

V ∗

+
C1

C3
T sup

t∈[0,T ]
||un(t)||2H +2

(∫ T

0
|| fn(τ)||p

′

V ∗dτ

) 1
p′
(∫ T

0
||un(τ)||pV dτ

) 1
p

+
C2

C3
T

+ 2
(∫ T

0
||un(τ)||pV dτ

) 1
p
(∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∣τd fn

dτ
(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣p′
V ∗

dτ

) 1
p′

≤ 2
∫ T

0
ϕ(un(τ))dτ+

C2

C3
T

+ 2Mp

(
1

2C3

)
sup

t∈[0,T ]
t|| fn(t)||p

′

V ∗+
C1

C3
T sup

t∈[0,T ]
||un(t)||2H +2|| fn||Lp′(0,T ;V ∗)||un||Lp(0,T ;V )

+ 2||un||Lp(0,T ;V )

∣∣∣∣∣∣∣∣t d fn

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lp′(0,T ;V ∗)
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para todo n ∈N. Agora, como un é limitada em Lp(0,T ;V ), ϕ(un(t)) é limitada em L1(0,T ), fn

e t
d fn

dt
são limitadas em Lp′(0, t;V ∗) e que

t|| fn(t)||p
′

V ∗ ≤
∫ t

0
|| fn(τ)||p

′

V ∗dτ+ p′
(∫ T

0
|| fn(τ)||p

′

V ∗dτ

) p′−1
p′
(∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∣τ d
dτ

fn(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣p′
V ∗

dτ

) 1
p′

= || fn||Lp′(0,T ;V ∗)+ p′|| fn||p
′−1

Lp′(0,T ;V ∗)

∣∣∣∣∣∣∣∣t d fn

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lp′(0,T ;V ∗)

≤ K

q.t.p t ∈]0,T [ e todo n ∈ N concluı́mos que tϕ(un(t))≤C e, portanto,

sup
t∈[0,T ]

tϕ(un(t))≤C

para todo n ∈ N. Como un → u em C([0,T ];H) temos que un(t)→ u(t) para cada t ∈ [0,T ].
Pela semicontinuidade inferior de ϕ decorre que,

ϕ(u(t))≤ liminf
n→∞

ϕ(un(t))

ou de forma equivalente
tϕ(u(t))≤ liminf

n→∞
tϕ(un(t))< ∞.

Logo, sup
t∈[0,T ]

tϕ(u(t)) < ∞. Agora lembrando que −1
2

tϕ(un(t)) ≤ 0 obtemos, novamente de

(3.29) ∫ T

0
t
∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
dt ≤−1

2
tϕ(un(t))+

∫ T

0
ϕ(un(τ))dτ+Mp

(
1

2C3

)
sup

t∈[0,T ]
t|| fn(t)||p

′

V ∗

+
C1

2C3
T sup

t∈[0,T ]
||un(t)||2H +

(∫ T

0
|| fn(τ)||p

′

V ∗dτ

) 1
p′
(∫ T

0
||un(τ)||pV dτ

) 1
p

+
C2

2C3
T

+

(∫ T

0
||un(τ)||pV dτ

) 1
p
(∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∣τd fn

dτ
(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣p′
V ∗

dτ

) 1
p′

≤
∫ T

0
ϕ(un(τ))dτ+

C2

C3
T

+ Mp

(
1

2C3

)
sup

t∈[0,T ]
t|| fn(t)||p

′

V ∗+
C1

2C3
T sup

t∈[0,T ]
||un(t)||2H + || fn||Lp′(0,T ;V ∗)||un||Lp(0,T ;V )

+ ||un||Lp(0,T ;V )

∣∣∣∣∣∣∣∣t d fn

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lp′(0,T ;V ∗)

para todo n ∈ N. Pelos mesmos argumentos apresentados anteriormente concluı́mos que∣∣∣∣∣∣∣∣t 1
2

dun

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣2
L2(0,T ;H)

=
∫ T

0
t
∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
dt ≤C
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para todo n ∈ N e portanto t
1
2

dun

dt
∈ L2(0,T ;H). Como un→ u em C([0,T ];H) temos

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣t 1
2

dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
= lim

n→∞

〈
t

1
2

dun

dt
(t), t

1
2

dun

dt
(t)
〉

= lim
n→∞

〈
t

1
2 lim

x→t

un(x)−un(t)
x− t

, t
1
2 lim

x→t

un(x)−un(t)
x− t

〉
=

〈
t

1
2 lim

n→∞
lim
x→t

un(x)−un(t)
x− t

, t
1
2 lim

n→∞
lim
x→t

un(x)−un(t)
x− t

〉
=

〈
t

1
2 lim

x→t
lim
n→∞

un(x)−un(t)
x− t

, t
1
2 lim

x→t
lim
n→∞

un(x)−un(t)
x− t

〉
=

〈
t

1
2 lim

x→t

u(x)−u(t)
x− t

, t
1
2 lim

x→t

u(x)−u(t)
x− t

〉
=

〈
t

1
2

du
dt

(t), t
1
2

du
dt

(t)
〉
=

∣∣∣∣∣∣∣∣t 1
2

du
dt

(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
.

Logo, ∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∣t 1
2

du
dt

(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
dt =

∫ T

0
lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣t 1
2

dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
dt

e pelo Lema de Fatou

∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∣t 1
2

du
dt

(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
dt =

∫ T

0
lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣t 1
2

dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
dt =

∫ T

0
liminf

n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣t 1
2

dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
dt

≤ liminf
n→∞

∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∣t 1
2

dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
dt ≤C

e portanto t
1
2

du
dt
∈ L2(0,T ;H). Vamos mostrar agora que

(i) t
1
p u ∈ L∞(0,T ;V )∩C([0,T ];Vw);

(ii) t
1
p′ g ∈ L∞(0,T ;V ∗);

(iii) t
1
p′

du
dt
∈ L∞(0,T ;V ∗).

ondeg(t) = f (t)− du
dt

(t). De fato, decorre de (3.3) e sup
t∈[0,T ]

tϕ(u(t))< ∞ que

||t
1
p u(t)||pV = t||u(t)||pV ≤ t

(
C1||u(t)||2H +C2 +C3ϕ(u(t))

)
= C1t||u(t)||2H +C2t +C3tϕ(u(t))
≤ C1T ||u(t)||2H +C2T +C3 sup

t∈[0,T ]
tϕ(u(t))

≤ C1T sup
t∈[0,T ]

||un(t)||2H +C2T +C3 sup
t∈[0,T ]

tϕ(u(t))< ∞

q.t.p. t ∈]0,T [. Portanto t
1
p u ∈ L∞(0,T ;V ). Para mostrar que a função
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t 7→ t
1
p u(t)

é fracamente contı́nua em [0,T] basta ver que como u(t) ∈ C([0,T ];H) então u(t) é contı́nua
restringindo-se o contradomı́nio V ⊂ H. Como todo aberto da topologia fraca é um aberto da
topologia forte segue que t

1
p u(t) é fracamente contı́nua em [0,T] e (i) segue. Observe que

1

t
1
p

t
1
p u(t) = u(t) ∈C(]0,T ];Vw).

Para mostrar (ii) decorre de (3.4) que

||t
1
p′ g(t)||p

′

V ∗ = t||g(t)||p
′

V ∗ ≤ l(||u(t)||H){tϕ(u(t))+ t}

e como ||u(t)||H ≤ sup
t∈[0,T ]

||u(t)||H =C < ∞ temos que l(||u(t)||H)≤ l(C). Sendo assim,

||t
1
p′ g(t)||p

′

V ∗ ≤ l(C){ sup
t∈[0,T ]

tϕ(u(t))+T}< ∞

e, portanto, t
1
p′ g ∈ L∞(0,T ;V ∗). Para provar (iii) observemos que∣∣∣∣∣∣∣∣t 1

p′
du
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
V ∗

=

∣∣∣∣∣∣∣∣t 1
p′ f (t)− t

1
p′ g(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
V ∗
≤
∣∣∣∣∣∣∣∣t 1

p′ f (t)
∣∣∣∣∣∣∣∣

V ∗
+

∣∣∣∣∣∣∣∣t 1
p′ g(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
V ∗

e como t|| f (t)||p
′

V ∗ ∈ L∞(0,T ;V ∗) e t
1
p′ g ∈ L∞(0,T ;V ∗) segue que

∣∣∣∣∣∣∣∣t 1
p′

d
dt

u
∣∣∣∣∣∣∣∣

V ∗
< ∞ e (iii) está

provada.

Corolário 3.2.1 Sejam (3.3) e (3.4) satisfeitas. Então para cada uo ∈D(ϕ) e f ∈W 1,p′(0,T ;V ∗)
a solução u de (3.1) satisfaz

(i) u ∈C([0,T ];Vw)∩C([0,T ];H)∩W 1,p′(0,T ;V ∗);

(ii) u(t) ∈ D(ϕ), ∀t ≥ 0 e sup
t∈[0,T ]

ϕ(u(t))< ∞;

(iii)
du
dt
∈ L2(0,T ;H)∩L∞(0,T ;V ∗).

Demonstração: Quando uo ∈ D(ϕ) ⊂ D(ϕ)
H

e f ∈W 1,p′(0,T ;V ∗) basta tomar a sequência

(uon)n∈N ⊂ D(ϕ) como uon := uo ∀n ∈ N e sendo f ∈ Lp′(0,T ;V ∗) com
d f
dt
∈ Lp′(0,T ;V ∗)

podemos tomar uma sequência fn ∈C∞([0,T ];H) tal que fn→ f em Lp′(0,T ;V ∗) e
d fn

dt
→ d f

dt
em Lp′(0,T ;V ∗). Multiplicando (3.8) por

dun

dt
(t) obtemos∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
+

〈
gn(t),

dun

dt
(t)
〉

V ∗,V
=

〈
fn(t),

dun

dt
(t)
〉

V ∗,V

e pelo Lema (2.3.1) concluı́mos que∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
+

dϕH(un)

dt
(t) =

〈
fn(t),

dun

dt
(t)
〉

V ∗,V
+

〈
d fn

dt
(t),un(t)

〉
V ∗,V

−
〈

d fn

dt
(t),un(t)

〉
V ∗,V

=
d
dt
〈 fn(t),un(t)〉V ∗,V −

〈
d fn

dt
(t),un(t)

〉
V ∗,V
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q.t.p t ∈]0,T [. Integrando esta expressão no intervalo ]0,t[ temos∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dτ
(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
H

dτ+
∫ t

0

d
dτ

ϕH(un(τ))dτ =
∫ t

0

d
dτ
〈 fn(τ),un(τ)〉V ∗,V dτ

−
∫ t

0

〈
d fn

dτ
(τ),un(τ)

〉
V ∗,V

dτ

e pelo Teorema Fundamental do Cálculo segue que∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dτ
(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣2
H

dτ+ϕH(un(t))−ϕH(uo) = 〈 fn(t),un(t)〉V ∗,V −〈 fn(0),uo〉V ∗,V

−
∫ t

0

〈
d fn

dτ
(τ),un(τ)

〉
V ∗,V

dτ≤
∫ T

0

∣∣∣∣∣
〈

d fn

dτ
(τ),un(τ)

〉
V ∗,V

∣∣∣∣∣dτ+ |〈 fn(t),un(t)〉V ∗,V |

+ |〈 fn(0),uo〉V ∗,V | ≤ || fn(t)||V ∗||un(t)||V + || fn(0)||V ∗||uo||V

+
∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∣d fn

dτ
(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
V ∗
||un(τ)||V dτ≤

(∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∣d fn

dτ
(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣p′
V ∗

dτ

) 1
p′ (∫ T

0
||un(τ)||pV dτ

) 1
p

+ || fn(0)||V ∗ ||uo||V + || fn(t)||V ∗||un(t)||V .
(3.31)

Pelo Lema 3.1.1 com k =
1

2C3
e (3.27) tem-se

|| fn(t)||V ∗||un(t)||V ≤ Mp

(
1

2C3

)
|| fn(t)||p

′

V ∗+
1

2C3
||un(t)||pV

≤ Mp

(
1

2C3

)
|| fn(t)||p

′

V ∗+T
{

C1

2C3
||un(t)||2H +

C2

2C3

}
+

1
2

ϕH(un(t))

e

|| fn(0)||V ∗||uo||V ≤ Mp

(
1

2C3

)
|| fn(0)||p

′

V ∗+
1

2C3
||uo||pV

≤ Mp

(
1

2C3

)
|| fn(0)||p

′

V ∗+T
{

C1

2C3
||uo||2H +

C2

2C3

}
+

1
2

ϕ(uo).

Observando que W 1,p′(0,T ;V ∗) está imerso em C([0,T ];V ∗) vamos mostrar que

(a) u ∈C([0,T ];Vw)∩W 1,2(0,T ;H)∩W 1,∞(0,T ;V ∗);

(b) g ∈ L∞(0,T ;V ∗);

(c) sup
t∈[0,T ]

ϕ(u(t))< ∞,

ondeg(t)= f (t)− du
dt

(t)∈ ∂ϕ(u(t)). De fato, como u(t)∈C([0,T ];H) temos que u(t) é contı́nua
restringindo-se o contradomı́nio V ⊂ H. Como todo aberto da topologia fraca é um aberto da
topologia forte segue que u(t) é fracamente contı́nua e portanto u(t)∈C([0,T ];Vw). Novamente,
sendo u(t) ∈ C([0,T ];H), ou seja, u(t) contı́nua no compacto [0,T] temos que ||u(t)||H ≤ C.
Sendo assim,

||u||2L2(0,T ;H) =
∫ T

0
||u(t)||2Hdt ≤

∫ T

0
C2dt =C2T
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e isso nos dá que ||u||L2(0,T ;H) < ∞ e, portanto, u ∈ L2(0,T ;H). Agora como un é limitada em

Lp(0,T ;V ) e C([0,T ];H) temos que
(∫ T

0
||un(τ)||pV dτ

) 1
p

< K1 e sup
t∈[0,T ]

||un(t)||2H < K2. Como

fn→ f ,
d fn

dt
→ d f

dt
em Lp′(0,T ;V ∗) concluı́mos que || fn(t)||p

′

V ∗ <K3 e

(∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∣d fn

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣p′

V ∗
dt

) 1
p′

<

K4. Lembrando que ϕH(un(t))≥ 0, isto é, −ϕH(un(t))≤ 0, então de (3.31) segue

∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
≤−ϕH(un(t))+ϕH(uo)+Mp

(
1

2C3

)
|| fn(t)||p

′

V ∗+
1
2

ϕH(un(t))

+ T

{
C1

2C3
sup

t∈[0,T ]
||un(t)||2H +

C2

2C3

}
+Mp

(
1

2C3

)
|| fn(0)||p

′

V ∗+
1
2

ϕH(uo)

+

(∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∣d fn

dτ
(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣p′
V ∗

dτ

) 1
p′ (∫ T

0
||un(τ)||pV dτ

) 1
p

+T
{

C1

2C3
||uo||2H +

C2

2C3

}
≤ T

{
C1

2C3
||uo||2H +

C2

2C3

}
+2K3Mp

(
1

2C3

)
+T

{
K2

C1

2C3
+

C2

2C3

}
+

3
2

ϕH(uo)

+ K1K4 = K5 < ∞. (3.32)

Agora, como un→ u em C([0,T ];H) tem-se

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
= lim

n→∞

〈
dun

dt
(t),

dun

dt
(t)
〉

= lim
n→∞

〈
lim
x→t

un(x)−un(t)
x− t

, lim
x→t

un(x)−un(t)
x− t

〉
=

〈
lim
n→∞

lim
x→t

un(x)−un(t)
x− t

, lim
n→∞

lim
x→t

un(x)−un(t)
x− t

〉
=

〈
lim
x→t

lim
n→∞

un(x)−un(t)
x− t

, lim
x→t

lim
n→∞

un(x)−un(t)
x− t

〉
=

〈
lim
x→t

u(x)−u(t)
x− t

, lim
x→t

u(x)−u(t)
x− t

〉
=

〈
du
dt

(t),
du
dt

(t)
〉
=

∣∣∣∣∣∣∣∣du
dt

(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H

e assim
∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∣du
dt

(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
dt =

∫ T

0
lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
dt. Logo, pelo Lema 2.1.4

∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∣du
dt

(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
dt =

∫ T

0
lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
dt =

∫ T

0
liminf

n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
dt

≤ liminf
n→∞

∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
dt ≤ liminf

n→∞
K5 = K5 < ∞.

Logo
∣∣∣∣∣∣∣∣du

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(0,T ;H)

≤
√

K5 < ∞, concluindo que
du
dt
∈ L2(0,T ;H). Com isso, podemos con-

cluir que u ∈W 1,2(0,T ;H). Para finalizar a demonstração de (a) vamos provar (c) e (b) nesta
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ordem. De (3.32) obtemos

ϕH(un(t)) ≤ −2
∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∣dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣2

H
dt +4k3Mp

(
1

2C3

)
+2T

{
C1

2C3
||uo||2H +

C2

2C3

}
+ 2T

{
k2

C1

2C3
+

C2

2C3

}
+2k1k4 < ∞

e como un → u em C([0,T ];H) temos que un(t)→ u(t), ∀t ∈ [0,T ]. Assim, pela semicon-
tinuidade inferior de ϕ

ϕ(u(t))≤ liminf
n→∞

ϕ(un(t))< ∞

e, portanto, sup
t∈[0,T ]

ϕ(u(t))< ∞. Para mostrar (b), por (3.4) temos

||g(t)||p
′

V ∗ ≤ l(||u(t)||H){ϕ(u(t))+1}

e devido u∈C([0,T ];H) sabemos que ||u(t)||H ≤C para todo t ∈ [0,T ]. Notando que ϕ(u(t))≤
sup

t∈[0,T ]
ϕ(u(t)) e como l é uma função não decrescente temos que l(||u(t)||H)≤ l(C). Logo

||g(t)||p
′

V ∗ ≤ l(C)

{
sup

t∈[0,T ]
ϕ(u(t))+1

}
< ∞.

Portanto g ∈ L∞(0,T ;V ∗). Para completar a demonstração de (a), precisamos mostrar que u ∈
W 1,∞(0,T ;V ∗). Para isso, mostremos primeiramente que f ∈ L∞(0,T ;V ∗). De fato, por (3.30)
com t substituı́do por 1 temos

|| f (t)||p
′

V ∗ ≤
∫ t

0
|| f (τ)||p

′

V ∗dτ+ p′
(∫ t

0
|| f (τ)||p

′

V ∗dτ

) p′−1
p′
(∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣d f
dτ

(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣p′
V ∗

dτ

) 1
p′

≤
∫ T

0
|| f (τ)||p

′

V ∗dτ+ p′
(∫ T

0
|| f (τ)||p

′

V ∗dτ

) p′−1
p′
(∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∣d f
dτ

(τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣p′
V ∗

dτ

) 1
p′

= || f ||p
′

Lp′(0,T ;V ∗)
+ p′|| f ||p

′−1
Lp′(0,T ;V ∗)

∣∣∣∣∣∣∣∣d f
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lp′(0,T ;V ∗)

q.t.p. t ∈]0,T [, logo f ∈ L∞(0,T ;V ∗). Mostraremos agora que u ∈ L∞(0,T ;V ∗). Como H ⊂V ∗

com imersão contı́nua temos que ||u(t)||V ∗ ≤ K||u(t)||H , para todo t ∈ [0,T ]. Assim

||u(t)||V ∗ ≤ K||u(t)||H ≤ K sup
t∈[0,T ]

||u(t)||H < ∞,∀t ∈ [0,T ]

e, portanto, u ∈ L∞(0,T ;V ∗). Finalmente, como f ∈ L∞(0,T ;V ∗) e por (b) temos∣∣∣∣∣∣∣∣du
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
V ∗

= || f (t)−g(t)||V ∗ ≤ || f (t)||V ∗+ ||g(t)||V ∗

e isso nos fornece que
du
dt
∈ L∞(0,T ;V ∗) e portanto (a) vale e o corolário está demonstrado.
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3.3 Algumas observações e extensões dos teoremas de existência
e regularidade do problema de Cauchy

Nesta seção veremos que algumas hipóteses do teorema de existência e regularidade vistos
anteriormente podem ser enfraquecidas.

Observação 3.3.1 No Teorema 3.2.1 não é necessário assumir que (3.4) seja satisfeita.

Com efeito, (3.29) garante que t
1
2

dun

dt
(t) é limitada em L2(0,T ;H). Como

||t
1
2 fn||L2(0,T ;V ∗) ≤ ||t fn||

1
2
L∞(0,T ;V ∗)|| fn||

1
2
L1(0,T ;V ∗) < ∞

pois t fn ∈C∞(0,T ;H) e fn ∈ L∞(0,T ;V ∗) segue que

t
1
2 gn = t

1
2

(
fn−

dun

dt

)
∈ L2(0,T ;V ∗).

Neste caso apenas não podemos concluir que t
1
p′

du
dt
∈ L∞(0,T ;V ∗).

Observação 3.3.2 A função h : [0,T ]→H dada por h(t) = ||u(t)||2H é absolutamente contı́nua,
onde u é a solução de (3.1) dada no Teorema 3.1.1.

De fato, seja ε > 0 e {(xi,yi)}i=1,...,n uma sequência de intervalos disjuntos contidos em [0,T].
Tome

δ =
ε

2
∣∣∣∣∣∣∣∣du

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lp′(0,T ;V ∗)

||u||Lp(0,T ;V )

e teremos que se
n

∑
i=1

(yi− xi)< δ então

n

∑
i=1
|h(yi)−h(xi)|=

n

∑
i=1

∣∣||u(yi)||2H−||u(xi)||2H
∣∣= n

∑
i=1

2
∣∣∣∣∫ yi

xi

〈
du
dτ

(τ),u(τ)
〉

dτ

∣∣∣∣
≤

n

∑
i=1

2
∫ yi

xi

∣∣∣∣〈du
dτ

(τ),u(τ)
〉∣∣∣∣dτ≤

n

∑
i=1

2
∫ yi

xi

∣∣∣∣∣∣∣∣du
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lp′(0,T ;V ∗)

||u||Lp(0,T ;V )dτ

=
n

∑
i=1

2(yi− xi)

∣∣∣∣∣∣∣∣du
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lp′(0,T ;V ∗)

||u||Lp(0,T ;V ) < ε.

Observe que se ||u||Lp(0,T ;V ) = 0 então u = 0 q.t.p. t ∈]0,T [, logo h(t) = 0 e portanto h é

absolutamente contı́nua. Se
∣∣∣∣∣∣∣∣du

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lp′(0,T ;V ∗)

= 0 então
du
dt

= 0 q.t.p. t ∈]0,T [ e portanto u(t) é

constante e assim h(t) é absolutamente contı́nua.

Observação 3.3.3 Se ui (i = 1,2) são soluções de (3.1) com f e uo substituı́dos por f i e ui
o

então

||u1(t)−u2(t)||2H ≤ ||u1
o−u2

o||2H +C̃
(∫ t

0
|| f 1(s)− f 2(s)||p

′

V ∗ds
) 1

p′
,

onde C̃ depende de T e K.
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Realmente, seja ui (i = 1,2) soluções de (3.1) com f e uo substituı́dos por f i e ui
o. Assim como

na demosntração do Teorema 3.1.1 definimos ui
n(t) as soluções das equações aproximadas (3.8)

com fn e uon substituı́das por f i
n e ui

on
. Multiplicando a expressão

d
dt
(u1

n(t)−u2
n(t))+∂ϕH(u1

n(t))−∂ϕH(u2
n(t)) 3 f 1

n (t)− f 2
n (t) em H,0 < t < T

por u1
n(t)−u2

n(t) obtemos〈
d
dt
(u1

n(t)−u2
n(t)),u

1
n(t)−u2

n(t)
〉

V ∗,V
+ 〈g1

n(t)−g2
n(t),u

1
n(t)−u2

n(t))〉V ∗,V

= 〈 f 1
n (t)− f 2

n (t),u
1
n(t)−u2

n(t)〉V ∗,V

logo

1
2

d
dt
||u1

n(t)−u2
n(t)||2H + 〈g1

n(t)−g2
n(t),u

1
n(t)−u2

n(t)〉V ∗,V = 〈 f 1
n (t)− f 2

n (t),u
1
n(t)−u2

n(t)〉V ∗,V

e como ∂ϕH é monótona, isto é, 〈g1
n(t)−g2

n(t),u
1
n(t)−u2

n(t)〉V ∗,V ≥ 0 temos que

1
2

d
dt
||u1

n(t)−u2
n(t)||2H ≤ 〈 f 1

n (t)− f 2
n (t),u

1
n(t)−u2

n(t)〉V ∗,V

q.t.p. t ∈]0,T [. Integrando a desigualdade anterior de 0 até t obtemos∫ t

0

1
2

d
ds
||u1

n(s)−u2
n(s)||2Hds≤

∫ t

0
〈 f 1

n (s)− f 2
n (s),u

1
n(s)−u2

n(s)〉V ∗,V ds,

donde

1
2
(
||u1

n(t)−u2
n(t)||2H−||u1

n(0)−u2
n(0)||2H

)
≤

∫ t

0
〈 f 1

n (s)− f 2
n (s),u

1
n(s)−u2

n(s)〉V ∗,V ds,

logo

||u1
n(t)−u2

n(t)||2H ≤ ||u1
on
−u2

on
||2H +2

∫ t

0
〈 f 1

n (s)− f 2
n (s),u

1
n(s)−u2

n(s)〉V ∗,V ds

≤ ||u1
on
−u2

on
||2H +2

∫ t

0
|| f 1

n (s)− f 2
n (s)||V ∗||u1

n(s)−u2
n(s)||V ds.

(3.33)

Sendo ui
n→ ui em C([0,T ];H) (i = 1,2), e ui

n limitada em Lp(0,T ;V ), isto é(∫ T

0
||ui

n(t)||
p
V dt
) 1

p

≤ K
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segue que ||ui
n(t)||V é limitada em Lp(0,T ). Fazendo n→ ∞ em (3.33) e notando que ||u1

n(s)−
u2

n(s)||Lp(0,T ) ≤ ||u1
n(s)||Lp(0,T )+ ||u2

n(s)||Lp(0,T ) ≤ K +K = 2K obtemos

||u1(t)−u2(t)||2H ≤ ||u1
o−u2

o||2H +2 lim
n→∞

∫ t

0
|| f 1

n (s)− f 2
n (s)||V ∗||u1

n(s)−u2
n(s)||V ds

≤ ||u1
o−u2

o||2H +2 lim
n→∞

(∫ t

0
|| f 1

n (s)− f 2
n (s)||

p′
V ∗ds

) 1
p′
(∫ T

0
||u1

n(s)−u2
n(s)||

p
V ds
) 1

p

= 2 lim
n→∞

(∫ t

0
|| f 1

n (s)− f 1(s)+ f 1(s)− f 2(s)+ f 2(s)− f 2
n (s)||

p′
V ∗ds

) 1
p′
||u1

n(s)−u2
n(s)||Lp(0,T )

+ ||u1
o−u2

o||2H ≤ ||u1
o−u2

o||2H +4K lim
n→∞
|| f 1

n − f 1 + f 1− f 2 + f 2− f 2
n ||Lp′(0,t;V ∗)

≤ 4K
(

lim
n→∞
|| f 1

n − f 1||Lp′(0,t;V ∗)+ || f
1− f 2||Lp′(0,t;V ∗)+ lim

n→∞
|| f 2− f 2

n ||Lp′(0,t;V ∗)

)
+ ||u1

o−u2
o||2H

e como lim
n→∞
|| f 1

n − f 1||Lp′(0,t;V ∗) = 0 = lim
n→∞
|| f 2− f 2

n ||Lp′(0,t;V ∗) segue que

||u1(t)−u2(t)||2H ≤ ||u1
o−u2

o||2H +4K|| f 1− f 2||Lp′(0,t;V ∗)

= ||u1
o−u2

o||2H +4K
(∫ t

0
|| f 1(s)− f 2(s)||p

′

V ∗ds
) 1

p′

logo,

||u1(t)−u2(t)||2H ≤ ||u1
o−u2

o||2H +C̃
(∫ t

0
|| f 1(s)− f 2(s)||p

′

V ∗ds
) 1

p′
,

onde C̃ depende de T e K.

Observação 3.3.4 Para cada uo ∈D(ϕ)
H

e f ∈ Lp′(0,T ;V ∗) com t
d f
dt
∈ Lp′(0,T ;V ∗) a solução

forte u de (3.1) satisfaz ϕ(u(·)) ∈C(]0,T ]).

Para ver isto, defina

ϕt(v) := ϕ(v)−〈 f (t),v〉V ∗,V , v ∈V .

Mostremos agora que ϕt ∈ Φ(V ) e D(ϕt) = D(ϕ) ∀t ∈ [0,T ]. Com efeito, vamos mostrar
primeiramente que ϕt é convexa. Sejam x,y ∈ V e λ ∈ [0,1]. Então para t ∈ [0,T ] e pela
convexidade de ϕ

ϕ
t(λx+(1−λ)y) = ϕ(λx+(1−λ)y)−〈 f (t),λx+(1−λ)y〉V ∗,V

≤ λϕ(x)+(1−λ)ϕ(y)− (〈 f (t),λx〉V ∗,V + 〈 f (t),(1−λ)y〉V ∗,V )
= λϕ(x)−λ〈 f (t),x〉V ∗,V +(1−λ)ϕ(y)− (1−λ)〈 f (t),y〉V ∗,V
= λ(ϕ(x)−〈 f (t),x〉V ∗,V )+(1−λ)(ϕ(y)−〈 f (t),y〉V ∗,V )
= λϕ

t(x)+(1−λ)ϕt(y).

Como ϕ é própria, isto é, existe vo ∈ D(ϕ). Logo, para t ∈ [0,T ] temos

ϕt(vo) = ϕ(vo)−〈 f (t),vo〉V ∗,V < ∞
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e isso nos dá que vo ∈ D(ϕt) e portanto ϕt é própria para t ∈ [0,T ]. Mostremos agora que ϕt é
semicontı́nua inferiormente. Seja (un)⊂V uma sequência convergente para u em V , então pela
semicontinuidade inferior de ϕ

ϕ
t(u) = ϕ(u)−〈 f (t),u〉V ∗,V

≤ liminf
n→∞

ϕ(un)−〈 f (t),u〉V ∗,V
= liminf

n→∞
ϕ(un)− lim

n→∞
〈 f (t),un〉V ∗,V

= liminf
n→∞

{ϕ(un)−〈 f (t),un〉V ∗,V}

= liminf
n→∞

ϕ
t(un)

para t ∈ [0,T ]. Logo ϕt ∈ Φ(V ) para todo t ∈ [0,T ]. Seja agora vo ∈ D(ϕ), logo ϕ(vo) < ∞.
Sendo assim ϕt(vo) = ϕ(vo)− 〈 f (t),vo〉V ∗,V < ∞ e portanto vo ∈ D(ϕt) para t ∈ [0,T ]. Por
outro lado, seja vo ∈ D(ϕt), então ϕt(vo) = ϕ(vo)−〈 f (t),vo〉V ∗,V < ∞, logo ϕ(vo)< ∞ e assim
vo ∈ D(ϕ).

Vamos definir agora ϕt
H como no Teorema 3.1.1, ou seja

ϕ
t
H(u) =

{
ϕt(u), u ∈V
∞, u ∈ H−V

e como no Teorema 3.1.1 vemos que ϕt
H ∈ Φ(H) para cada t ∈ [0,T ]. Temos também que ϕt

H
satisfaz a condição de suavidade (Aϕt) com α1 = α2 = 0 introduzida em [10] e [11] para todo
t ∈ [δ,T ] com δ arbitrário positivo. ϕt satisfaz também ∂ϕt(v) = ∂ϕ(v)− f (t) para t ∈ [0,T ].
Com efeito, seja h∈ ∂ϕt(v), logo h∈V ∗ e ϕt(w)−ϕt(v)≥ 〈h,w−v〉V ∗,V para todo w∈D(ϕt) =
D(ϕ). Seja z ∈ D(ϕt), então

ϕ(z)−ϕ(v) = ϕ
t(z)−〈 f (t),z〉V ∗,V −

(
ϕ

t(v)+ 〈 f (t),v〉V ∗,V
)

= ϕ
t(z)−ϕ

t(v)+ 〈 f (t),z〉V ∗,V −〈 f (t),v〉V ∗,V
= ϕ

t(z)−ϕ
t(v)+ 〈 f (t),z− v〉V ∗,V

≥ 〈h,z− v〉V ∗,V + 〈 f (t),z− v〉V ∗,V
= 〈h+ f (t),z− v〉V ∗,V .

Considerando g = h+ f (t) temos então que h = g− f (t) ∈ V ∗ e ϕ(z)−ϕ(v) ≥ 〈g,z− v〉V ∗,V
qualquer que seja z ∈D(ϕt) = D(ϕ), logo ∂ϕt(v)⊂ ∂ϕ(v)− f (t) para t ∈ [0,T ]. Por outro lado,
seja h ∈ ∂ϕ(v)− f (t), então h = g− f (t) com g ∈V ∗ e ϕ(w)−ϕ(v)≥ 〈g,w− v〉V ∗,V para todo
w ∈ D(ϕ). Note que

ϕ
t(w)−ϕ

t(v) = ϕ(w)−〈 f (t),w〉V ∗,V − (ϕ(v)−〈 f (t),v〉V ∗,V )
= ϕ(w)−ϕ(v)−〈 f (t),w〉V ∗,V + 〈 f (t),v〉V ∗,V
= ϕ(w)−ϕ(v)−〈 f (t),w− v〉V ∗,V
≥ 〈g,w− v〉V ∗,V −〈 f (t),w− v〉V ∗,V
= 〈g− f (t),w− v〉V ∗,V

qualquer que seja w ∈D(ϕ) = D(ϕt) e, portanto, h ∈ ∂ϕt(v) e a igualdade segue. Pelo Teorema
3.2.1 segue que

(i) ∂ϕt(u(t)) = ∂ϕ(u(t))− f (t) 3 −du
dt

;
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(ii) t
1
2

du
dt
∈ L2(0,T ;H).

Com efeito, como u é solução forte de (3.1) temos que

du
dt

(t)+∂ϕ(u(t)) 3 f (t),

isto é, existe g(t) ∈ ∂ϕ(u(t)) tal que
du
dt

(t)+g(t) = f (t), ou equivalentemente,

g(t)− f (t) =−du
dt

(t).

Logo −du
dt

(t) ∈ ∂ϕ(u(t))− f (t) = ∂ϕt(u(t)), isto prova (i). Agora (ii) segue diretamente do

Teorema 3.2.1. Mostremos agora que −du
dt

(t) ∈ ∂ϕt
H(u(t)). Seja w ∈ D(ϕt

H) = D(ϕt), como

−du
dt

(t) ∈ ∂ϕt(u(t)) temos

ϕ
t(w)−ϕ

t(u(t))≥
〈
−du

dt
(t),w−u(t)

〉
V ∗,V

agora como

ϕ
t
H(w)−ϕ

t
H(u(t)) = ϕ

t(w)−ϕ
t(u(t))≥

〈
−du

dt
(t),w−u(t)

〉
V ∗,V

temos que −du
dt

(t) ∈ ∂ϕt
H(u(t)). Assim por [10, 11] temos que a função

t 7→ ϕ
t(u(t)) = ϕ(u(t))−〈 f (t),u(t)〉V ∗,V

é absolutamente contı́nua em ]0,T]. Claramente temos que a função

t 7→ 〈 f (t),u(t)〉V ∗,V

é contı́nua em ]0,T]. Pelo fato que f ∈C(]0,T ];V ∗) e u∈C(]0,T ];Vw) então para todo s, t ∈]0,T ]
temos

lim
s→t
〈 f (t),u(t)〉V ∗,V −〈 f (s),u(s)〉V ∗,V = lim

s→t
〈 f (t)− f (s),u(t)〉V ∗,V

+ lim
s→t
〈 f (s),u(t)−u(s)〉V ∗,V =

〈
lim
s→t

f (t)− f (s), lim
s→t

u(t)
〉

V ∗,V

+
〈

lim
s→t

f (s), lim
s→t

u(t)−u(s)
〉

V ∗,V
= 0.

Com isso concluı́mos que ϕ(u(·)) ∈ C(]0,T ]). Mais ainda, repetindo os mesmos argumentos
quando uo ∈ D(ϕ) e f ∈W 1,p′(0,T ;V ∗) temos que ϕ(u(·)) ∈C([0,T ]).

Observação 3.3.5 Assuma que exista uma aplicação contı́nua

N : [0,+∞[×[0,+∞[→ [0,+∞[ (3.34)

tal que || · ||ϕ := N (ϕ(·), || · ||H) seja uma norma em V equivalente a norma usual de V e que

(V, || · ||ϕ) seja uniformemente convexo. Então para cada uo ∈ D(ϕ)
H

e f ∈ Lp′(0,T ;V ∗) com

t
d f
dt
∈ Lp′(0,T ;V ∗) a solução forte de (3.1) pertence a C(]0,T ];V ).
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De fato, pelas Observações 3.3.2 e 3.3.4 as funções

t 7→ ϕ(u(t)) e t 7→ ||u(t)||H

são contı́nuas em ]0,T]. Então a função

t 7→ ||u(t)||ϕ = N (ϕ(u(t)), ||u(t)||H)

é contı́nua em ]0,T]. Sendo u∈C(]0,T ];Vw) temos que u(s)⇀ u(t) quando s→ t em (V, || · ||ϕ).
Para ver isto seja tn, t ∈]0,T ] de forma que tn→ t quando n→ ∞ e u(tn)⇀ u(t) em (V, || · ||V ).
Logo ||u(tn)||V é limitada e por (3.34) u(tn) é limitada em (V, || · ||ϕ). Sendo (V, || · ||ϕ) reflexivo
podemos extrair uma subsequência n′ de n de forma que u(tn′)⇀ χ em (V, || · ||ϕ) quando n′→∞.
Como (V, || · ||V ) está imerso em H continuamente, (3.34) implica que (V, || · ||ϕ) está imerso em
H continuamente. Então podemos extrair uma subsequência n′′ de n de forma que u(tn′′)⇀ χ em
H quando n′′→ ∞ e χ = u(t). Como este argumento não depende da escolha da subsequência
podemos deduzir que u(tn)⇀ u(t) em (V, || · ||ϕ) quando n→ ∞. Usando a continuidade de N ,
de ϕ(u(t)) e pelo fato de u ∈C([0,T ];H) segue que

lim
n→∞
||u(tn)||ϕ = lim

n→∞
N (ϕ(u(tn)), ||u(tn)||H) = N ( lim

n→∞
ϕ(u(tn)), lim

n→∞
||u(tn)||H)

= N ( lim
n→∞

ϕ(u(t)), lim
n→∞
||u(t)||H) = ||u(t)||ϕ

e pelo Teorema 2.1.6 concluı́mos que u(tn)→ u(t) quando n→ ∞. Logo, como || · ||ϕ e || · ||V
são equivalentes concluı́mos que u ∈ C(]0,T ];V ). Podemos enfraquecer a condição (3.3) no
Teorema 3.1.1. Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.3.1 Seja (3.4) satisfeita e assuma que existam constantes não-negativas C1, C2 e C3
tais que

||u||pV −C1||u||qH−C2 ≤C3ϕ(u) (3.35)

para todo u∈D(ϕ) com q∈ [0,2p]. Então para f ∈ Lr(0,T ;V ∗) com r = max
{

p′,
2p

2p−q

}
(se

q= 2p então r =∞) e uo ∈D(ϕ)
H

existe uma única solução forte do problema (3.1) satisfazendo

u ∈ Lp(0,T ;V )∩C([0,T ];H)∩W 1,p′(0,T ;V ∗),

a função g(t) ∈ ∂ϕ(u(t)) dada em (3.2) pertence a Lp′(0,T ;V ∗) e ϕ(u(·)) ∈ L1(0,T ).

Demonstração: A unicidade segue a mesma demonstração do Teorema 3.1.1. Para a exis-
tência, assim como na demonstração do teorema 3.1.1 vamos considerar o problema de aproxi-
mação (3.8) com fn → f em Lr(0,T ;V ∗), fn ∈ C∞([0,T ];H) sendo a semicontinuidade infe-
rior de ϕH em H assegurada agora por (3.35). Sendo un solução forte de (3.8) existe gn(t) ∈
∂ϕH(un(t)) tal que

dun

dt
(t)+gn(t) = fn(t) em H, 0 < t < T.

Multiplicando esta expressão por un(t) obtemos〈
dun

dt
(t),un(t)

〉
V ∗,V

+ 〈gn(t),un(t)〉V ∗,V = 〈 fn(t),un(t)〉V ∗,V .
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Logo

1
2

d
dt
||un(t)||2H + 〈gn(t),un(t)〉V ∗,V = 〈 fn(t),un(t)〉V ∗,V ≤ || fn(t)||V ∗ ||un(t)||V

q.t.p. t ∈]0,T [. Como 0 ∈ D(ϕ) segue de (3.10) que ϕ(un(t)) ≤ 〈gn(t),un(t)〉V ∗,V +ϕ(0), ou
seja,

−〈gn(t),un(t)〉V ∗,V −ϕ(0)≤−ϕ(un(t)).

Assim,
1
2

d
dt
||un(t)||2H ≤ −〈gn(t),un(t)〉V ∗,V + || fn(t)||V ∗||un(t)||V

≤ ϕ(0)−ϕ(un(t))+ || fn(t)||V ∗||un(t)||V ,

e concluı́mos que

1
2

d
dt
||un(t)||2H +ϕ(un(t))≤ ϕ(0)+ || fn(t)||V ∗||un(t)||V (3.36)

q.t.p. t em ]0,T[. Para o caso em que q ∈ [0,2p[, por (3.35) temos

|| fn(t)||V ∗||un(t)||V ≤ || fn(t)||V ∗
{

C1||un(t)||qH +C2 +C3ϕ(un(t))
} 1

p

≤ || fn(t)||V ∗
{

C1
1
p ||un(t)||

q
p
H +C2

1
p +C3

1
p ϕ(un(t))

1
p

}
= C1

1
p || fn(t)||V ∗||un(t)||

q
p
H +C2

1
p || fn(t)||V ∗+C3

1
p || fn(t)||V ∗ϕ(un(t))

1
p .

Pelo Lema 2.1.1 com os expoentes θ =
2p
q

e θ′ =
2p

2p−q
, p e p′ temos que

|| fn(t)||V ∗||un(t)||
q
p
H ≤

2p−q
2p
|| fn(t)||

2p
2p−q
V ∗ +

q
2p
||un(t)||2H

|| fn(t)||V ∗ ≤
1
p′
|| fn(t)||p

′

V ∗+
1
p

(3.37)

C3
1
p || fn(t)||V ∗ϕ(un(t))

1
p ≤ C3

p′
p

p′
|| fn(t)||p

′

V ∗+
1
p

ϕ(un(t)). (3.38)

Logo,

|| fn(t)||V ∗ ||un(t)||V ≤C1
1
p

[
2p−q

2p
|| fn(t)||

2p
2p−q
V ∗ +

q
2p
||un(t)||2H

]
+C2

1
p

[
1
p′
|| fn(t)||p

′

V ∗+
1
p

]

+
C3

p′
p

p′
|| fn(t)||p

′

V ∗+
1
p

ϕ(un(t))≤ C̃
[
|| fn(t)||

2p
2p−q
V ∗ + || fn(t)||p

′

V ∗

]
+

C1
1
p q

2p
||un(t)||2H +

C2
1
p

p

+
ϕ(un(t))

p
, (3.39)

onde C̃ = max

C1
1
p (2p−q)

2p
,
C2

1
p +C3

p′
p

p′

. Agora para o caso em que q = 2p temos

|| fn(t)||V ∗||un(t)||V ≤ || fn(t)||V ∗
{

C1||un(t)||2p
H +C2 +C3ϕ(un(t))

} 1
p

≤ || fn(t)||V ∗
{

C1
1
p ||un(t)||2H +C2

1
p +C3

1
p ϕ(un(t))

1
p

}
.
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Logo, por (3.37), (3.38) e por || fn(t)||V ∗ ≤ sup
t∈[0,T ]

|| fn(t)||V ∗ segue que

|| fn(t)||V ∗ ||un(t)||V ≤C1
1
p

(
sup

t∈[0,T ]
|| fn(t)||V ∗

)
||un(t)||2H +C2

1
p

(
1
p′
|| fn(t)||p

′

V ∗+
1
p

)

+
C3

p′
p

p′
|| fn(t)||p

′

V ∗+
1
p

ϕ(un(t)). (3.40)

Assim, para o caso em que q ∈ [0,2p[ segue de (3.36) e (3.39) que

1
2

d
dt
||un(t)||2H +ϕ(un(t))≤ ϕ(0)+C̃

(
|| fn(t)||

2p
2p−q
V ∗ + || fn(t)||p

′

V ∗

)
+

C1
1
p q

2p
||un(t)||2H

+
C2

1
p

p
+

ϕ(un(t))
p

donde

1
2

d
dt
||un(t)||2H +

(
1− 1

p
ϕ(un(t))

)
≤ ϕ(0)+

C2
1
p

p
+C̃

(
|| fn(t)||

2p
2p−q
V ∗ + || fn(t)||p

′

V ∗

)
+

C1
1
p q

2p
||un(t)||2H . (3.41)

E para o caso em que q = 2p, por (3.36) e (3.40) obtemos

1
2

d
dt
||un(t)||2H +

(
1− 1

p
ϕ(un(t))

)
≤ ϕ(0)+

C2
1
p

p
+

(
sup

t∈[0,T ]
|| fn(t)||V ∗

)
||un(t)||2H

+
C2

1
p

p′
|| fn(t)||p

′

V ∗+
C3

p′
p

p′
|| fn(t)||p

′

V ∗. (3.42)

De (3.41) e (3.42) como na demonstração do Teorema 3.1.1 obtemos que un é limitada em
C([0,T ];H) e ϕ(un(t)) é limitada em L1(0,T ). Como por (3.35) tem-se

||un(t)||pV ≤C1||un(t)||qH +C2 +C3ϕ(un(t))

concluı́mos que un é limitada em Lp(0,T ;V ). Além disso, como na demonstração do Teorema
3.1.1 usando (3.4) segue que gn é limitada em Lp′(0,T ;V ∗) e un é limitada em W 1,p′(0,T ;V ∗).
O restante da demonstração segue inteiramente análogo à demonstração do Teorema 3.1.1.
No Teorema 3.2.1 podemos substituir (3.3) por (3.35) com q ∈ [0,2p] quando f atender to-

das as condições requeridas no Teorema 3.2.1, isto é f ∈ Lp′(0,T ;V ∗), t
d f
dt

(t) ∈ Lp′(0,T ;V ∗)

e f ∈ Lr(0,T ;V ∗) com r = max
{

p′,
2p

2p−q

}
. Assim, seguindo os mesmos argumentos da

demonstração do Teorema 3.2.1 obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.3.2 Sejam (3.35) com q ∈ [0,2p] e (3.4) satisfeitas. Então para cada uo ∈ D(ϕ)
H

e

f ∈ Lp′(0,T ;V ∗) com t
d f
dt

(t) ∈ Lp′(0,T ;V ∗) e f ∈ Lr(0,T ;V ∗) com r = max
{

p′,
2p

2p−q

}
, a

solução de u de (3.1) satisfaz:
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(a) u ∈C(]0,T ];Vw)∩C([0,T ];H)∩W 1,p′(0,T ;V ∗);

(b) u(t) ∈ D(ϕ) ∀t > 0, sup
t∈[0,T ]

tϕ(u(t))< ∞;

(c) t
1
p′

du
dt

(t) ∈ L∞(0,T ;V ∗), t
1
2

du
dt

(t) ∈ L2(0,T ;H).

em que C(]0,T ];Vw) representa o conjunto de todas as funções de ]0,T] com valores em V que
são fracamente contı́nuas.

Vamos agora considerar o problema de Cauchy (3.1) com uma pertubação Lipschitziana:{ du
dt

(t)+∂ϕ(u(t)) 3 f (t)−Bu(t) em V ∗,0 < t < T

u(0) = uo

(3.43)

em que B é um operador Lipschitziano contı́nuo de H em H, ou seja, existe L≥ 0 tal que

||Bu−Bv||H ≤ L||u− v||H

para todo u,v ∈ H.

Definição 3.3.1 Uma função u∈C([0,T ];V ∗) é uma solução forte do problema (3.43) em [0,T ]
se as seguintes condições são satisfeitas:

(i) u : [0,T ]→V ∗ é uma função absolutamente contı́nua em [0,T ];

(ii) u(0) = uo;

(iii) u(t) ∈ D(∂ϕ) para q.t.p t ∈]0,T [ e existe uma função g(t) ∈ ∂ϕ(u(t)) satisfazendo:

du
dt

(t)+g(t) = f (t)−Bu(t) em V ∗ para q.t.p t ∈ ]0,T [. (3.44)

Teorema 3.3.3 Sejam (3.3) e (3.4) satisfeitas. Então para cada uo ∈D(ϕ)
H

e f ∈ Lp′(0,T ;V ∗)
existe uma única solução forte u do problema (3.43) satisfazendo

u ∈ Lp(0,T ;V )∩C([0,T ];H)∩W 1,p′(0,T ;V ∗),

a função g(t) ∈ ∂ϕ(u(t)) dada em (3.44) pertence a Lp′(0,T ;V ∗), ϕ(u(·)) ∈ L1(0,T ) e Bu ∈
C([0,T ];H).

Demonstração: A unicidade segue usando os mesmos argumentos da demonstração do Teo-
rema 3.1.1. Para averiguar a existência da solução forte do problema (3.43) vamos considerar o
seguinte problema de aproximação{ dun

dt
(t)+∂ϕH(un(t))+Bun(t) 3 fn(t) em H, 0 < t < T

un(0) = uon

. (3.45)

Considere agora a função B̃ : [0,T ]×D(ϕH)
H → H definida por B̃(t,u) = Bu− fn(t). Então

para t ∈ [0,T ] e u1,u2 ∈ D(ϕH)
H

temos

||B̃(t,u1)− B̃(t,u2)||H = ||Bu1− fn(t)−Bu2 + fn(t)||H = ||Bu1−Bu2||H ≤ L||u1−u2||H
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e a condição (a) da Proposição 2.3.4 vale. Além disso, fixando u ∈ D(ϕH)
H

segue que∫ T

0
||B̃(t,u)||2Hdt =

∫ T

0
||Bu− fn(t)||2Hdt ≤

∫ T

0
||Bu||2Hdt +2

∫ T

0
||Bu||H || fn(t)||Hdt

+
∫ T

0
|| fn(t)||2Hdt = ||Bu||2HT +2T ||Bu||H sup

t∈[0,T ]
|| fn(t)||H +T sup

t∈[0,T ]
|| fn(t)||2H < ∞

e a condição (b) da Proposição 2.3.4 vale. Portanto a existência da solução forte un de (3.45) é
assegurada pela Proposição 2.3.4. Note que para todo u ∈ H temos

||Bu||H = ||Bu−B0+B0||H ≤ ||B0||H + ||Bu−B0||H ≤C9 +L||u||H . (3.46)

Sendo un solução forte de (3.45) existe pn(t) ∈ ∂ϕH(un(t))+Bun(t) ou seja pn(t) = gn(t)+
Bun(t) com gn(t) ∈ ∂ϕH(un(t)) tal que

dun

dt
(t)+gn(t)+Bun(t) = fn(t) em H, 0 < t < T.

Multiplicando a expressão anterior por un(t) obtemos

1
2

d
dt
||un(t)||2H + 〈gn(t),un(t)〉V ∗,V + 〈Bun(t),un(t)〉V ∗,V = 〈 fn(t),un(t)〉V ∗,V

logo

1
2

d
dt
||un(t)||2H + 〈gn(t),un(t)〉V ∗,V + 〈Bun(t),un(t)〉V ∗,V = 〈 fn(t),un(t)〉V ∗,V

≤ || fn(t)||V ∗ ||un(t)||V (3.47)

para q.t.p. t ∈]0,T [. Agora como gn(t) ∈ ∂ϕH(un(t)) temos que

ϕH(v)−ϕH(un(t))≥ 〈gn(t),v−un(t)〉V ∗,V

∀v ∈ D(ϕH) = D(ϕ) e como 0 ∈ D(ϕH) = D(ϕ) segue que

ϕH(0)−ϕH(un(t))≥ 〈gn(t),−un(t)〉V ∗,V

e usando que ϕH(0) = ϕ(0) e que un(t) ∈ D(ϕH) = D(ϕ) temos

ϕ(0)−ϕ(un(t))≥−〈gn(t),un(t)〉V ∗,V

o que implica
ϕ(un(t))≤ 〈gn(t),un(t)〉V ∗,V +ϕ(0). (3.48)

A condição (3.3) nos dá que

||un(t)||pV ≤C1||un(t)||2H +C2 +C3ϕ(un(t))

logo,

C4||un(t)||pV ≤C5||un(t)||2H +C6 +
1
2

ϕ(un(t)) (3.49)

em que C4 =
1

2C3
, C5 =

C1

2C3
e C6 =

C2

2C3
. De (3.47) e (3.48) obtemos respectivamente

1
2

d
dt
||un(t)||2H ≤−〈gn(t),un(t)〉−〈Bun(t),un(t)〉+ || fn(t)||V ∗||un(t)||V (3.50)
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e
1
2

ϕ(un(t))≤
1
2
〈gn(t),un(t)〉+

1
2

ϕ(0). (3.51)

Logo, de (3.46), (3.49), (3.50) e (3.51) obtemos

1
2

d
dt
||un(t)||2H +

1
2

ϕ(un(t))+C4||un(t)||pV ≤−〈gn(t),un(t)〉V ∗,V −〈Bun(t),un(t)〉V ∗,V

+ || fn(t)||V ∗||un(t)||V +
1
2
〈gn(t),un(t)〉V ∗,V +

1
2

ϕ(0)+C5||un(t)||2H +C6 +
1
2

ϕ(un(t))

= C5||un(t)||2H +C6 +
1
2

ϕ(un(t))−
1
2
〈gn(t),un(t)〉V ∗,V +

1
2

ϕ(0)−〈Bun(t),un(t)〉V ∗,V

+ || fn(t)||V ∗||un(t)||V ≤C5||un(t)||2H + || fn(t)||V ∗||un(t)||V −〈Bun(t),un(t)〉V ∗,V +C7

≤ C5||un(t)||2H + || fn(t)||V ∗ ||un(t)||V + ||Bun(t)||H ||un(t)||H +C7 ≤C5||un(t)||2H +C7

+ || fn(t)||V ∗ ||un(t)||V +(C9 +L||un(t)||H) ||un(t)||H ≤ (C5 +L)||un(t)||2H +
C4

2
||un(t)||pV

+ Mp

(
C4

2

)
|| fn(t)||p

′

V ∗+C9||un(t)||H +C7 ≤ (C5 +L)||un(t)||2H +
C4

2
||un(t)||pV +C11

+
C9

2
||un(t)||2H +Mp

(
C4

2

)
|| fn(t)||p

′

V ∗ =C10||un(t)||2H +Mp

(
C4

2

)
|| fn(t)||p

′

V ∗+C11

+
C4

2
||un(t)||pV

em que C7 = C6 +ϕ(0), C10 = C5 + L+
C9

2
e C11 =

C9

2
+C7. Usando a expressão anterior

podemos verificar como na demonstração do Teorema 3.1.1 que un é limitada em C([0,T ];H),
un é limitada em Lp(0,T ;V ), ϕ(un(t)) é limitada em L1(0,T ), gn é limitada em Lp′(0,T ;V ∗) e
un é limitada em W 1,p′(0,T ;V ∗). Agora, quando un→ u em C([0,T ];H) quando n→ ∞ segue
da continuidade de B que Bun → Bu em C([0,T ];H) quando n→ ∞. A partir desses fatos,
podemos obter a convergência de un para uma função u que é solução do problema (3.43) de
maneira inteiramente análoga ao Teorema 3.1.1.

Quando f ∈ Lp′(0,T ;V ∗) e t
d f
dt
∈ Lp′(0,T ;V ∗) como na demonstração do Teorema 3.2.1

obtemos o seguinte teorema:

Teorema 3.3.4 Sejam (3.3) e (3.4) satisfeitas. Então para cada uo ∈D(ϕ)
H

e f ∈ Lp′(0,T ;V ∗)

com t
d f
dt

(t) ∈ Lp′(0,T ;V ∗), a solução u de (3.43) satisfaz:

(a) u ∈C(]0,T ];Vw)∩C([0,T ];H)∩W 1,p′(0,T ;V ∗);

(b) u(t) ∈ D(ϕ) ∀t > 0, sup
t∈[0,T ]

tϕ(u(t))< ∞;

(c) t
1
p′

du
dt

(t) ∈ L∞(0,T ;V ∗), t
1
2

du
dt

(t) ∈ L2(0,T ;H), t
1
2

dBu
dt

(t) ∈ L2(0,T ;H).

Além disso,

Corolário 3.3.1 Sejam (3.3) e (3.4) satisfeitas. Então para cada uo ∈D(ϕ) e f ∈W 1,p′(0,T ;V ∗)
a solução u de (3.43) satisfaz

(i) u ∈C([0,T ];Vw)∩C([0,T ];H)∩W 1,p′(0,T ;V ∗);
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(ii) u(t) ∈ D(ϕ), ∀t ≥ 0 e sup
t∈[0,T ]

ϕ(u(t))< ∞;

(iii)
du
dt
∈ L2(0,T ;H)∩L∞(0,T ;V ∗),

dBu
dt
∈ L2(0,T ;H).



Capı́tulo 4

Aplicações envolvendo o operador
p-Laplaciano

Neste capı́tulo daremos um exemplo onde esta teoria pode ser aplicada para o operador p-
Laplaciano.

4.1 O Operador p-Laplaciano
Seja Ω um domı́nio em RN , isto é, um conjunto aberto e conexo com fronteira suave ∂Ω e
p ∈]1,∞[. Considere agora o problema ∂u

∂t
(x, t)−∆pu(x, t) = f (x, t) ,(x, t) ∈Ω×]0,T [

u(x, t) = 0 ,(x, t) ∈ ∂Ω×]0,T [
(4.1)

em que ∆p denota o operador p-Laplaciano, definido por

∆pu := ∇.(|∇u|p−2∇u), 1 < p < ∞.

A técnica estudada no Capı́tulo 3 para existência e regularidade de soluções pode ser aplicada
não só para o caso em que Ω é um domı́nio limitado, mas também para o caso em que Ω é um
domı́nio não-limitado.

Seja Xp :=
{

u ∈ L2(Ω) : ∇u ∈ Lp(Ω)
}

com a norma

||u||Xp :=
(
||u||pL2(Ω)

+ ||∇u||pLp(Ω)

) 1
p

em que ||u||L2(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|2dx
) 1

2

e ||∇u||Lp(Ω) =

(∫
Ω

|∇u(x)|pdx
) 1

p

. Considere Vp :=

C∞
o (Ω)

Xp com a norma || · ||Vp := || · ||Xp . Temos que Vp é um espaço de Banach uniforme-
mente convexo pois Vp é um subespaço fechado de Xp que, por [8] é um espaço de Banach
uniformemente convexo. Além disso, pela definição de Vp, é facilmente obtido que Vp está
imerso em L2(Ω) continuamente pois

||u||pL2(Ω)
≤ ||u||pL2(Ω)

+ ||∇u||pLp(Ω) = ||u||
p
Xp

, ∀u ∈Vp.

Como C∞
o (Ω)

L2(Ω)
= L2(Ω) (veja [8]) temos que

55
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Vp =C∞
o (Ω)

Xp ⊂ L2(Ω)
Xp ⊂ L2(Ω)

L2(Ω)
= L2(Ω)

e portanto Vp
L2(Ω) ⊂ L2(Ω). Por outro lado como C∞

o (Ω)⊂Vp temos que

L2(Ω) =C∞
o (Ω)

L2(Ω) ⊂Vp
L2(Ω)

onde concluı́mos que Vp
L2(Ω)

= L2(Ω). Considerando agora V =Vp e H = L2(Ω) com || · ||V :=
|| · ||Vp e || · ||H = || · ||L2(Ω) vemos que

V ⊂ H ≡ H∗ ⊂V ∗

com imersões contı́nuas e densas. Vamos definir agora ϕp : V → R por

ϕp(u) =
1
p

∫
Ω

|∇u(x)|pdx, u ∈V .

Mostremos que a função ϕp definida acima é convexa e própria. Realmente, dado u ∈V , temos
que ∇u ∈ Lp(Ω), logo

ϕp(u) =
1
p

∫
Ω

|∇u(x)|pdx < ∞

e isso nos dá que ϕp é própria e além disso D(ϕ) = V . Sendo a função f (λ) = λp convexa,
então para u,v ∈V e 0≤ t ≤ 1 obtemos

ϕp(tu− (1− t)v) =
1
p

∫
Ω

|∇(tu(x)+(1− t)v(x))|pdx

=
1
p

∫
Ω

|t∇u(x)+(1− t)∇v(x)|pdx

≤ 1
p

∫
Ω

t|∇u(x)|p +(1− t)|∇v(x)|pdx

= t
1
p

∫
Ω

|∇u(x)|pdx+(1− t)
1
p

∫
Ω

|∇v(x)|pdx

= tϕp(u)+(1− t)ϕp(v).

Logo, a aplicação ϕp é convexa. Mostraremos agora que ϕp é semicontı́nua inferiormente. Com
efeito, devemos provar que se un→ u em V , então ϕp(u) ≤ liminf

n→∞
ϕp(un). Seja então un→ u

em V . Se liminf
n→∞

ϕp(un) = +∞, então ϕp(u)≤+∞ = liminf
n→∞

ϕp(un). Agora, se liminf
n→∞

ϕp(un) =

a <+∞, então existe uma subsequência {un j} ⊂V de {un} tal que

lim
j→∞

ϕp(un j) = lim
j→∞

1
p

∫
Ω

|∇un j(x)|pdx = lim
j→∞

1
p
||∇un j ||pp = a.

Assim,

ϕp(u) =
1
p
||∇u||pp = lim

j→∞

1
p
||∇un j ||pp = liminf

n→∞
ϕp(un)

e portanto ϕp é semicontı́nua inferiormente. Daı́ ϕp é convexa, própria e s.c.i.. Pelo Teorema
2.3.1 temos que ∂ϕp é maximal monótono em V .
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Vamos mostrar agora que −∆p(u) = ∂ϕp(u). Como ∂ϕp é maximal monótono, é suficiente
mostrar que−∆p(u)⊂ ∂ϕp(u) para todo u∈V . Seja u∈V e v =−∆p(u), então para todo ξ∈V
temos

〈v,ξ−u〉V ∗,V = 〈∆p(u),ξ−u〉V ∗,V

=
∫

Ω

(|∇u|p−2
∇u) · (∇ξ−∇u)dx

=
∫

Ω

(|∇u|p−2
∇u) ·∇ξdx−

∫
Ω

(|∇u|pdx.

Considerando agora p′ de forma que
1
p
+

1
p′

= 1 obtemos

〈v,ξ−u〉V ∗,V +
∫

Ω

|∇u|pdx =
∫

Ω

(|∇u|p−2
∇u) ·∇ξdx

≤
∫

Ω

|∇u|p−1|∇ξ|dx

≤
∫

Ω

1
q
|∇u|(p−1)qdx+

∫
Ω

1
p
|∇ξ|pdx

=
∫

Ω

1
q
|∇u|pdx+

∫
Ω

1
p
|∇ξ|pdx.

Logo,

〈v,ξ−u〉V ∗,V +
∫

Ω

(
1− 1

q

)
|∇u|pdx≤

∫
Ω

1
p
|∇ξ|pdx

ou equivalentemente

〈v,ξ−u〉V ∗,V +
∫

Ω

1
p
|∇u|pdx≤

∫
Ω

1
p
|∇ξ|pdx.

Logo,

〈v,ξ−u〉V ∗,V +ϕp(u)≤ ϕp(ξ)⇔ 〈v,ξ−u〉V ∗,V ≤ ϕp(ξ)−ϕp(u),

para todo ξ ∈V e assim −∆p(u) = v ∈ ∂ϕp(u) e isso nos dá que −∆p = ∂ϕp.

4.2 Ω é um domı́nio limitado

Considere
2N

N +2
≤ p <+∞ e Ω um domı́nio limitado. Pelo Teorema da Imersão de Sobolev e

pela desigualdade de Poincaré, juntamente com a limitação de Ω, Xp =W 1,p(Ω) e Vp =W 1,p
o (Ω)

e podemos considerar a norma ||u||V = ||∇u||Lp(Ω).
Relembrando que V = Vp = W 1,p

o (Ω) e que ||u||V e ||∇u||Lp(Ω) são normas equivalentes
podemos redefinir

ϕp(u) =
1
p

∫
Ω

|∇u|pdx =
1
p
||u||pV .

Assim, temos que

||u||pV = pϕp(u), ∀u ∈ D(ϕp) =V
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e portanto (3.3) é satisfeita com C1 =C2 = 0 e C3 = p. Agora note que∫
Ω

|∇u(x)|p−2
∇u(x) ·∇w(x)dx ≤

∣∣∣∣∫
Ω

|∇u(x)|p−2
∇u(x) ·∇w(x)dx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

∣∣|∇u(x)|p−2
∇u(x) ·∇w(x)

∣∣dx

=
∫

Ω

|∇u(x)|p−1|∇w(x)|dx

≤ ||∇u||p−1
p ||∇w||p. (4.2)

Logo

sup
w∈V

||∇w||Lp(Ω)=1

{∫
Ω

|∇u(x)|p−2
∇u(x) ·∇w(x)dx

}
≤ ||∇u||p−1

p

e com isso podemos concluir que para u ∈ D(ϕp) =V

||∂ϕp(u)||p
′

V ∗ =

 sup
w∈V
||w||V =1

|〈∂ϕp(u),w〉V ∗,V |

p′

=

 sup
w∈V
||w||V =1

∣∣∣∣∫
Ω

|∇u|p−2
∇u ·∇wdx

∣∣∣∣
p′

≤
[
||∇u||p−1

p
]p′

= ||u||pV = pϕp(u)≤ pϕp(u)+ p = p(ϕp(u)+1) (4.3)

e isso valida (3.4) com l(||u||H) ≡ p. Tome agora ||u||ϕ = N (ϕp(u), ||u||H) = p
1
p (ϕp(u))

1
p +

||u||pH e teremos que

||u||ϕ = p
1
p (ϕp(u))

1
p + ||u||pH = p

1
p

1

p
1
p

(
||u||pV

) 1
p + ||u||pH = ||u||V + ||u||pH

e
(

W 1,p
o (Ω), || · ||ϕ

)
é uniformemente convexo, o que torna verificada a condição (3.34). Sendo

assim, podemos aplicar os Teoremas 3.1.1, 3.2.1 e a Observação 3.3.5 para o problema (4.1).

Para 1 < p <
2N

N +2
, pelo Teorema da imersão de Sobolev e pela limitação de Ω tem-se

Xp = W 1,p(Ω)∩ L2(Ω) e || · ||Xp é equivalente a norma || · ||W 1,p(Ω) + || · ||L2(Ω). Além disso

podemos verificar que Vp = C∞
o (Ω)

Xp
= W 1,p

o (Ω)∩ L2(Ω). De fato, é claro que C∞
o (Ω)

Xp ⊂
W 1,p

o (Ω)∩L2(Ω). Por outro lado, tome u ∈W 1,p
o (Ω)∩L2(Ω), então u ∈W 1,p

o (Ω) e u ∈ L2(Ω),
logo existe (u j)⊂C∞

o (Ω) tal que

||u j−u||W 1,p
o (Ω)

→ 0 e ||u j−u||L2(Ω)→ 0

quando j → ∞. Como 1 < p <
2N

N +2
<

2N
N

= 2 temos que L2(Ω) ⊂ Lp(Ω) com imersão

contı́nua, e assim ||u j−u||Lp(Ω) ≤C||u j−u||L2(Ω), logo

||u j−u||Vp = ||u j−u||W 1,p(Ω)+ ||u j−u||L2(Ω)

= ||u j−u||Lp(Ω)+ ||∇(u j−u)||Lp(Ω)+ ||u j−u||L2(Ω)

≤ C||u j−u||L2(Ω)+ ||u j−u||W 1,p
o (Ω)

+ ||u j−u||L2(Ω)→ 0

quando j→ ∞, portanto W 1,p
o (Ω)∩L2(Ω)⊂C∞

o (Ω)
Xp .
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Pela definição de || · ||V , || · ||H e ϕp temos

||u||pV = ||u||pVp
= ||u||pL2(Ω)

+ ||∇u||pLp(Ω) = ||u||
p
H + ||∇u||pLp(Ω)

= pϕp(u)+ ||u||pH
≤ pϕp(u)+ ||u||2H +M 2

p
(1),

sendo que M 2
p
(1) foi definido no Lema 3.1.1. Assim, (3.3) vale com C1 = 1, C2 = M 2

p
(1)

e C3 = p. A condição (3.4) é garantida por (4.3). Tome agora ||u||ϕ = N (ϕp(u), ||u||H) =
p

1
p (ϕp(u))

1
p + ||u||H + ||u||pLp(Ω) e teremos

||u||ϕ = N (ϕp(u), ||u||H) = p
1
p [ϕp(u)]

1
p + ||u||H + ||u||pLp(Ω)

= p
1
p

(
1
p

∫
Ω

|∇(u)|pdx
) 1

p

+ ||u||H + ||u||pLp(Ω)

= ||u||W 1,p(Ω)+ ||u||H = ||u||Xp

e assim (3.34) é verificada. Podemos então aplicar os Teoremas 3.1.1 e 3.2.1, Corolário 3.2.1 e
a Observação 3.3.5 para o problema (4.1) e obter o seguinte resultado:

Teorema 4.2.1 Quando 1 < p < ∞ e Ω é um domı́nio limitado, para cada uo ∈ L2(Ω) e f ∈
Lp′(0,T ;V ∗p ) existe uma única solução forte do problema (4.1) com condição uo tal que

u ∈ Lp(0,T ;Vp)∩C([0,T ];L2(Ω))∩W 1,p′(0,T ;V ∗p ).

Além disso, se t
d f
dt
∈ Lp′(0,T ;V ∗p ) então

u ∈C([δ,T ];(Vp)w)∩W 1,2(δ,T ;L2(Ω))∩W 1,∞(δ,T ;V ∗p ), δ > 0 (4.4)

e se uo ∈Vp e f ∈W 1,p′(0,T ;V ∗p ) então (4.4) vale com δ = 0.

4.3 Ω é um domı́nio não-limitado
Pela definição de ϕp temos

ϕp(u) =
1
p

∫
Ω

|∇u(x)|pdx =
1
p
||∇u||pLp(Ω)

=
1
p

(
||∇u||pLp(Ω)+ ||u||

p
L2(Ω)

−||u||pL2(Ω)

)
=

1
p

(
||u||pV −||u||

p
H
)

logo

||u||pV = ||u||pH +0+ pϕp(u)

e portanto vale (3.35) com q = p. Vamos verificar agora que (3.4) e (3.34) também são satis-
feitas. De fato, usando (4.2) obtemos
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sup
w∈V

||w||V=1

{∫
Ω

|∇u(x)|p−2
∇u(x) ·∇w(x)dx

}
≤ ||∇u||p−1

p

logo, para u ∈ D(ϕp) temos

||∂ϕp(u)||p
′

V ∗ ≤
[
||∇u||p−1

p

]p′

= ||∇u||pp = pϕp(u)≤ pϕp(u)+ p = p(ϕp(u)+1)

e isso valida (3.4) com l(|| · ||H)≡ p. Tome agora

||u||ϕ = N (ϕp(u), ||u||H) =
(

pϕp(u)+ ||u||pH
) 1

p

e teremos

||u||ϕ = N (ϕp(u), ||u||H) =
(

pϕp(u)+ ||u||pH
) 1

p =
(
||u||pV

) 1
p =

(
||u||pXp

) 1
p
= ||u||Xp

e isso valida (3.34). Então o Teorema 3.3.1 e o Corolário 3.2.1 pode ser aplicado para o proble-
ma (4.1). Sendo assim, obtemos:

Teorema 4.3.1 Quando 1 < p < ∞ e Ω é um domı́nio não-limitado, para cada uo ∈ L2(Ω) e
f ∈ Lq(0,T ;V ∗p ) com q = max{p′,2} existe uma única solução forte u de (4.1) com condição
inicial uo satisfazendo

u ∈ Lp(0,T ;Vp)∩C([0,T ];L2(Ω))∩W 1,p′(0,T ;V ∗p ).

Além disso, se f , t
d f
dt
∈ Lp(0,T ;V ∗p ) (resp. uo ∈Vp e f ∈W 1,p′(0,T ;V ∗p )) então

u ∈C([δ,T ];(Vp)w)∩W 1,2(δ,T ;L2(Ω))∩W 1,∞(δ,T ;V ∗p )

se δ > 0 (resp. se δ = 0).



Capı́tulo 5

Existência e unicidade de solução de
alguns problemas parabólicos envolvendo
o operador p(x)-Laplaciano em um espaço
de Hilbert

Neste capı́tulo, mediante algumas estimativas e propriedades verificadas para o operador p(x)-
Laplaciano perturbado, iremos garantir resultados de existência para um problema parabólico
em um espaço de Hilbert H. Provaremos também que a realização deste operador no espaço H
é a subdiferencial de uma função convexa, própria e s.c.i. Para o operador p(x)-Laplaciano não
perturbado, estes resultados podem se encontrados em [12, 13]. Destacamos que este capı́tulo
gerou o preprint [14].

5.1 Algumas definições e resultados importantes
Nesta seção, iremos evidenciar algumas definições e resultados que serão úteis ao longo do
capı́tulo.

Definição 5.1.1 O espaço de Lebesgue generalizado Lp(x)(Ω) é definido por

Lp(x)(Ω) =

{
u : Ω→ R : u é mensurável,

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx < ∞

}
,

onde Ω⊂ RN , N ≥ 1, é um conjunto mensurável e p ∈ L∞(Ω), com p≥ 1.

Para u ∈ Lp(x)(Ω) e p ∈ L∞
+ := {q ∈ L∞(Ω) : inf ess≥ 1} denotaremos

ρ(u) =
∫

Ω

|u(x)|p(x)dx,

p− = inf ess p e p+ = sup ess p.

Por [16, 17, 15] Lp(x)(Ω) é um espaço de Banach com a norma

||u||p(x) = inf
{

λ > 0 : ρ

(u
λ

)
≤ 1
}

.

Definição 5.1.2 O espaço de Sobolev generalizado W 1,p(x)(Ω) é definido por
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W 1,p(x)(Ω) =
{

u ∈ Lp(x)(Ω) : |∇u| ∈ Lp(x)(Ω)
}

.

Por [16, 18, 15] temos que W 1,p(x)(Ω) é um espaço de Banach com a norma

||u||∗ := ||u||p(x)+ ||∇u||p(x).

Definição 5.1.3 W 1,p(x)
o =C∞

o (Ω)
W 1,p(x)(Ω)

.

Proposição 5.1.1 [19, 15] As normas ||∇u||p(x) e ||u||∗ são equivalentes em W 1,p(x)
o .

Teorema 5.1.1 [16, 15] Seja u ∈ Lp(x)(Ω). Então

(i) ||u||p(x) < 1(= 1;> 1) se e somente se ρ(u)< 1(= 1;> 1);

(ii) Se ||u||p(x) > 1, então ||u||p
−

p(x) ≤ ρ(u)≤ ||u||p
+

p(x);

(iii) Se ||u||p(x) < 1, então ||u||p
+

p(x) ≤ ρ(u)≤ ||u||p
−

p(x).

Teorema 5.1.2 [22, 20, 15] Sejam p(x) e q(x) funções mensuráveis tais que p(x) ∈ L∞(Ω) e
1≤ p(x)q(x)≤+∞ para q.t.p x ∈Ω. Seja f ∈ Lq(Ω), f 6= 0. Então

|| f ||p
+

p(x)q(x) ≤ ||| f |
p(x)||q(x) ≤ || f ||

p−

p(x)q(x) , se || f ||p(x)q(x) ≤ 1

e

|| f ||p
−

p(x)q(x) ≤ ||| f |
p(x)||q(x) ≤ || f ||

p+

p(x)q(x) , se || f ||p(x)q(x) ≥ 1.

Em particular, se p(x)≡ p é constante, então ||| f |p||q(x) = || f ||
p
pq(x).

Proposição 5.1.2 [18, 21, 15] O espaço conjugado de Lp(x)(Ω) é Lq(x)(Ω) onde
1

p(x)
+

1
q(x)

=

1. Além disso, para f ∈ Lp(x)(Ω), g ∈ Lq(x)(Ω) vale a desigualdade∣∣∣∣∫
Ω

f (x)g(x)dx
∣∣∣∣≤ 2|| f ||p(x)||g||q(x).

Teorema 5.1.3 [16, 19, 15]

(i) O espaço (Lp(x)(Ω), || · ||p(x)) é separável;

(ii) Se p− > 1, então Lp(x)(Ω) é reflexivo;

(iii) Se p− > 1, então W 1,p(x)(Ω) é separável e reflexivo.

Segue imediatamente da definição de W 1,p(x)
o e das propriedades de W 1,p(x)(Ω) que W 1,p(x)

o é
um espaço de Banach reflexivo e separável.

Teorema 5.1.4 [16, 19, 15] Seja Ω um domı́nio limitado de RN e p,q ∈ L∞
+(Ω). Então

Lp(x)(Ω)⊂ Lq(x)(Ω)

se e somente se q(x)≤ p(x) para q.t.p x ∈Ω, e neste caso a imersão é contı́nua.
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Teorema 5.1.5 [19, 15] Seja Ω um domı́nio limitado de RN e seja p,q∈C(Ω) tal que p−,q−≥
1. Assuma que

q(x)< p∗(x) :=


N p(x)

N− p(x)
, p(x)< N

∞, p(x)≥ N
,

para todo x ∈Ω. Então

W 1,p(x)(Ω)⊂ Lq(x)(Ω)

e a imersão é contı́nua e compacta.

Definição 5.1.4 Seja V um espaço de Banach. Dizemos que um operador A : V → V ∗ é hemi-
contı́nuo se para todo u,v ∈V

A(u+λv)⇀ Au

quando λ→ 0.

Definição 5.1.5 Seja V um espaço de Banach. Dizemos que um operador A : V →V ∗ é coercivo
se

lim
j→∞

〈Au j,u j〉V ∗,V
||u j||V

= ∞

qualquer que seja (u j)⊂V com lim
j→∞
||u j||V = ∞.

5.2 O operador p(x)-Laplaciano perturbado
Nesta seção, iremos fazer algumas estimativas para o operador p(x)-Laplaciano perturbado com
uma não-linearidade e provaremos algumas propriedades para esse operador, como monotoni-
cidade, coercividade e hemicontinuidade.

Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado e consideremos V = W 1,p(x)(Ω), H = L2(Ω), p(x) ∈
C(Ω) com p(x)> 2 para q.t.p x ∈Ω. Pelos Teoremas 5.1.4 e 5.1.5 temos que V ⊂H ⊂V ∗ com
imersões contı́nuas e densas. Consideremos agora o operador A : V →V ∗ dado por

A(u)(v) =
∫

Ω

|∇u|p(x)−2
∇u.∇vdx+

∫
Ω

|u|p(x)−2u.vdx.

Lema 5.2.1 Sejam a e b números reais positivos e q > 1. Então (a+b)q ≤ 2q−1 (aq +bq).

Lema 5.2.2 [19] Sejam ξ,η ∈ RN e p≥ 2 uma constante. Vale a desigualdade(
|ξ|p−2ξ−|η|p−2η

)
(ξ−η)≥

(
1
2

)p

|ξ−η|p.

Lema 5.2.3 Seja
1

p(x)
+

1
q(x)

= 1 e p̃(x) := p(x)−1. Se ||u||V ≤ 1 então

(i) 〈Au,u〉V ∗,V ≥
1

2p+−1 ||u||
p+
V ;

(ii) ||Au||V ∗ ≤ ||∇u||p
−

p(x)+ ||u||
p−

p(x)+1;
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(iii) ||Au||V ∗ ≤ 2
(
||∇u||p̃

−

p(x)+ ||u||
p̃−

p(x)

)
.

Demonstração: Observemos primeiramente que ||u||V ≤ 1 implica em

||u||p(x) ≤ 1 e ||∇u||p(x) ≤ 1.

Assim, pelo Teorema 5.1.1 e pelo Lema 5.2.1 temos

〈Au,u〉V ∗,V =
∫

Ω

|∇u|p(x)−2
∇u.∇udx+

∫
Ω

|u|p(x)−2u.udx

=
∫

Ω

|∇u|p(x)dx+
∫

Ω

|u|p(x)dx

= ρ(∇u)+ρ(u)≥ ||∇u||p
+

p(x)+ ||u||
p+

p(x) ≥
1

2p+−1

(
||∇u||p(x)+ ||u||p(x)

)p+

=
1

2p+−1 ||u||
p+
V

e (i) está provado.
(ii): Usando o Lema 2.1.1 e o Teorema 5.1.1 obtemos

||Au||V ∗ = sup
||w||V≤1

|Au(w)|= sup
||w||V≤1

∣∣∣∣∫
Ω

|∇u|p(x)−2
∇u.∇wdx+

∫
Ω

|u|p(x)−2u.wdx
∣∣∣∣

≤ sup
||w||V≤1

(∣∣∣∣∫
Ω

|∇u|p(x)−2
∇u.∇wdx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
Ω

|u|p(x)−2u.wdx
∣∣∣∣)

≤ sup
||w||V≤1

(∫
Ω

|∇u|p(x)−1|∇w|dx+
∫

Ω

|u|p(x)−1|w|dx
)

≤ sup
||w||V≤1

∫
Ω

[
1

q(x)
|∇u|(p(x)−1)q(x)+

1
p(x)
|∇w|p(x)

]
dx

+ sup
||w||V≤1

∫
Ω

[
1

q(x)
|u|(p(x)−1)q(x)+

1
p(x)
|w|p(x)

]
dx≤ sup

||w||V≤1

∫
Ω

[
|∇u|p(x)+ 1

2
|∇w|p(x)

]
dx

+ sup
||w||V≤1

∫
Ω

[
|u|p(x)+ 1

2
|w|p(x)

]
dx = sup

||w||V≤1

[
ρ(∇u)+

1
2

ρ(∇w)
]
+ sup
||w||V≤1

[
ρ(u)+

1
2

ρ(w)
]

= ρ(∇u)+
1
2

sup
||w||V≤1

ρ(∇w)+ρ(u)+
1
2

sup
||w||V≤1

ρ(w)≤ ||∇u||p
−

p(x)+
1
2
+ ||u||p

−

p(x)+
1
2

= ||∇u||p
−

p(x)+ ||u||
p−

p(x)+1

e (ii) segue.
(iii): Usando o Teorema 5.1.2 e a Proposição 5.1.2 temos

||Au||V ∗ = sup
||w||V≤1

|Au(w)|= sup
||w||V≤1

∣∣∣∣∫
Ω

|∇u|p(x)−2
∇u.∇wdx+

∫
Ω

|u|p(x)−2u.wdx
∣∣∣∣

≤ sup
||w||V≤1

∫
Ω

|∇u|p(x)−1|∇w|dx+ sup
||w||V≤1

∫
Ω

|u|p(x)−1|w|dx

≤ sup
||w||V≤1

[
2|||∇u|p(x)−1||q(x)|||∇w|||p(x)

]
+ sup
||w||V≤1

[
2|||u|p(x)−1||q(x)|||w|||p(x)

]
≤ 2|||∇u|p(x)−1||q(x)+2||up(x)−1||q(x) = 2|||∇u|p̃(x)||q(x)+2||up̃(x)||q(x)
≤ 2||∇u||p̃

−

p(x)+2||u||p̃
−

p(x) = 2
(
||∇u||p̃

−

p(x)+ ||u||
p̃−

p(x)

)
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e (iii) está provado.

Lema 5.2.4 Seja
1

p(x)
+

1
q(x)

= 1 e p̃(x) := p(x)−1. Se ||u||V ≥ 1 então

(i)

〈Au,u〉V ∗,V ≥


1

2p−−1 ||u||
p−
V , se ||u||p(x) ≥ 1 e ||∇u||p(x) ≥ 1

||∇u||p
−

p(x)+ ||u||
p+

p(x) , se ||u||p(x) ≤ 1 e ||∇u||p(x) ≥ 1

||∇u||p
+

p(x)+ ||u||
p−

p(x) , se ||u||p(x) ≥ 1 e ||∇u||p(x) ≤ 1

;

(ii)

||Au||V ∗ ≤


||∇u||p

+

p(x)+ ||u||
p+

p(x)+1 , se ||u||p(x) ≥ 1 e ||∇u||p(x) ≥ 1

||∇u||p
+

p(x)+ ||u||
p−

p(x)+1 , se ||u||p(x) ≤ 1 e ||∇u||p(x) ≥ 1

||∇u||p
−

p(x)+ ||u||
p+

p(x)+1 , se ||u||p(x) ≥ 1 e ||∇u||p(x) ≤ 1

;

(iii)

||Au||V ∗ ≤


2
(
||∇u||p̃

+

p(x)+ ||u||
p̃+

p(x)

)
, se ||u||p(x) ≥ 1 e ||∇u||p(x) ≥ 1

2
(
||∇u||p̃

+

p(x)+ ||u||
p̃−

p(x)

)
, se ||u||p(x) ≤ 1 e ||∇u||p(x) ≥ 1

2
(
||∇u||p̃

−

p(x)+ ||u||
p̃+

p(x)

)
, se ||u||p(x) ≥ 1 e ||∇u||p(x) ≤ 1

.

Demonstração: Para provar (i), consideremos primeiramente ||u||p(x) ≥ 1 e ||∇u||p(x) ≥ 1.
Pelo Teorema 5.1.1 e Lema 5.2.1 temos

〈Au,u〉V ∗,V =
∫

Ω

|∇u|p(x)−2
∇u.∇udx+

∫
Ω

|u|p(x)−2u.udx

=
∫

Ω

|∇u|p(x)dx+
∫

Ω

|u|p(x)dx = ρ(∇u)+ρ(u)

≥ ||∇u||p
−

p(x)+ ||u||
p−

p(x) ≥
1

2p−−1

(
||∇u||p(x)+ ||u||p(x)

)p−

=
1

2p−−1 ||u||
p−
V .

Notando que 〈Au,u〉V ∗,V = ρ(∇u)+ρ(u) os casos ||u||p(x) ≥ 1 e ||∇u||p(x) ≤ 1, ||u||p(x) ≤ 1 e
||∇u||p(x) ≥ 1 seguem diretamente do Teorema 5.1.1. Para provar (ii) observe que do Lema
2.1.1 e Teorema 5.1.1

||Au||V ∗ = sup
||w||V≤1

|Au(w)|= sup
||w||V≤1

∣∣∣∣∫
Ω

|∇u|p(x)−2
∇u.∇wdx+

∫
Ω

|u|p(x)−2u.wdx
∣∣∣∣

≤ sup
||w||V≤1

(∣∣∣∣∫
Ω

|∇u|p(x)−2
∇u.∇wdx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
Ω

|u|p(x)−2u.wdx
∣∣∣∣)

≤ sup
||w||V≤1

(∫
Ω

|∇u|p(x)−1|∇w|dx+
∫

Ω

|u|p(x)−1|w|dx
)

≤ sup
||w||V≤1

∫
Ω

[
1

q(x)
|∇u|(p(x)−1)q(x)+

1
p(x)
|∇w|p(x)

]
dx



66

+ sup
||w||V≤1

∫
Ω

[
1

q(x)
|u|(p(x)−1)q(x)+

1
p(x)
|w|p(x)

]
dx≤ sup

||w||V≤1

∫
Ω

[
|∇u|p(x)+ 1

2
|∇w|p(x)

]
dx

+ sup
||w||V≤1

∫
Ω

[
|u|p(x)+ 1

2
|w|p(x)

]
dx = sup

||w||V≤1

[
ρ(∇u)+

1
2

ρ(∇w)
]
+ sup
||w||V≤1

[
ρ(u)+

1
2

ρ(w)
]

= ρ(∇u)+
1
2

sup
||w||V≤1

ρ(∇w)+ρ(u)+
1
2

sup
||w||V≤1

ρ(w) = ρ(∇u)+ρ(u)+1.

Basta aplicar agora o Teorema 5.1.1 e (ii) está provado. Para o item (iii) usando a Proposição
5.1.2 obtemos

||Au||V ∗ = sup
||w||V≤1

|Au(w)|= sup
||w||V≤1

∣∣∣∣∫
Ω

|∇u|p(x)−2
∇u.∇wdx+

∫
Ω

|u|p(x)−2u.wdx
∣∣∣∣

≤ sup
||w||V≤1

∫
Ω

|∇u|p(x)−1|∇w|dx+ sup
||w||V≤1

∫
Ω

|u|p(x)−1|w|dx

≤ sup
||w||V≤1

[
2|| |∇u|p(x)−1||q(x)|| |∇w| ||p(x)

]
+ sup
||w||V≤1

[
2|| |u|p(x)−1||q(x)|| |w| ||p(x)

]
≤ 2|| |∇u|p(x)−1||q(x)+2|| |u|p(x)−1||q(x) = 2|| |∇u|p̃(x)||q(x)+2|| |u|p̃(x)||q(x).

Se ||u||p(x) ≥ 1 e ||∇u||p(x) ≥ 1 segue do Teorema 5.1.2 que

||Au||V ∗ ≤ 2|| |∇u|p̃(x)||q(x)+2|| |u|p̃(x)||q(x)
≤ 2||∇u||p̃

+

p̃(x)q(x)+2||u||p̃
+

p̃(x)q(x) = 2
(
||∇u||p̃

+

p̃(x)q(x)+ ||u||
p̃+

p̃(x)q(x)

)
.

Se ||u||p(x) ≤ 1 e ||∇u||p(x) ≥ 1 segue do Teorema 5.1.2 que

||Au||V ∗ ≤ 2|| |∇u|p̃(x)||q(x)+2|| |u|p̃(x)||q(x)
≤ 2||∇u||p̃

+

p̃(x)q(x)+2||u||p̃
−

p̃(x)q(x) = 2
(
||∇u||p̃

+

p̃(x)q(x)+ ||u||
p̃−

p̃(x)q(x)

)
.

E por último, se ||u||p(x) ≥ 1 e ||∇u||p(x) ≤ 1 novamente do Teorema 5.1.2 obtemos

||Au||V ∗ ≤ 2|| |∇u|p̃(x)||q(x)+2|| |u|p̃(x)||q(x)
≤ 2||∇u||p̃

−

p̃(x)q(x)+2||u||p̃
+

p̃(x)q(x) = 2
(
||∇u||p̃

−

p̃(x)q(x)+ ||u||
p̃+

p̃(x)q(x)

)
e o lema está provado.

Observação 5.2.1 Observe que se ||u||V ≥ 1 podemos ter ||u||p(x) ≤ 1 e ||∇u||p(x) ≤ 1. Neste
caso temos as estimativas no Lema 5.2.3.

Lema 5.2.5 O operador A : V →V ∗ é monótono.

Demonstração: Sejam u,v ∈V . Usando o Lema 5.2.2 para cada x ∈Ω fixado obtemos

〈Au−Av,u− v〉V ∗,V = 〈Au,u− v〉V ∗,V −〈Av,u− v〉V ∗,V

=
∫

Ω

|∇u|p(x)−2
∇u.∇(u− v)dx+

∫
Ω

|u|p(x)−2u.(u− v)dx−
∫

Ω

|∇v|p(x)−2
∇v.∇(u− v)dx

−
∫

Ω

|v|p(x)−2v.(u− v)dx =
∫

Ω

(
|∇u|p(x)−2

∇u−|∇v|p(x)−2
∇v
)
(∇u−∇v)dx

+
∫

Ω

(
|u|p(x)−2u−|v|p(x)−2v

)
(u− v)dx≥

∫
Ω

(
1
2

)p(x)

|∇u−∇v|p(x)dx

+
∫

Ω

(
1
2

)p(x)

|u− v|p(x)dx≥
(

1
2

)p+(∫
Ω

|∇u−∇v|p(x)dx+
∫

Ω

|u− v|p(x)dx
)
≥ 0.
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Lema 5.2.6 O operador A : V →V ∗ é coercivo.

Demonstração: Observemos primeiramente que para u ∈ V = W 1,p(x)(Ω) com ||u||V ≥ 1
temos pelo Lema 5.2.4 que se ||∇u||p(x) ≥ 1 e ||u||p(x) ≥ 1

〈Au,u〉V ∗,V
||u||V

≥ 1
2p−−1

||u||p
−

V
||u||V

=
1

2p−−1 ||u||
p−−1
V , (5.1)

se ||u||p(x) ≤ 1 e ||∇u||p(x) ≥ 1

〈Au,u〉V ∗,V
||u||V

≥
||∇u||p

−

p(x)+ ||u||
p+

p(x)

||∇u||p(x)+ ||u||p(x)
≥
||∇u||p

−

p(x)

||∇u||p(x)+1
≥
||∇u||p

−

p(x)

2||∇u||p(x)
=

1
2
||∇u||p

−−1
p(x) , (5.2)

e se ||∇u||p(x) ≤ 1 e ||u||p(x) ≥ 1

〈Au,u〉V ∗,V
||u||V

≥
||∇u||p

+

p(x)+ ||u||
p−

p(x)

||∇u||p(x)+ ||u||p(x)
≥
||u||p

−

p(x)

1+ ||u||p(x)
≥
||u||p

−

p(x)

2||u||p(x)
=

1
2
||u||p

−−1
p(x) . (5.3)

Seja agora uma sequência (u j) ⊂ V tal que lim
j→∞
||u j||V = ∞. Como ||u j||V = ||∇u j||p(x) +

||u j||p(x) temos os seguintes casos

1o caso: lim
j→∞
||∇u j||p(x) = ∞ e lim

j→∞
||u j||p(x) = ∞;

2o caso: lim
j→∞
||∇u j||p(x) = ∞;

3o caso: lim
j→∞
||u j||p(x) = ∞.

No 1o caso temos que existe jo ∈N tal que ||∇u j||p(x) ≥ 1 e ||u j||p(x) ≥ 1 se j≥ jo. Logo, segue
de (5.1) que 〈

Au j,u j
〉

V ∗,V

||u j||V
≥ 1

2p−−1 ||u j||p
−−1

V

para todo j ≥ jo. Como lim
j→∞

1
2p−−1 ||u j||p

−−1
V = ∞ segue que lim

j→∞

〈
Au j,u j

〉
V ∗,V

||u j||V
= ∞. Para o

2o caso existe j1 ∈ N tal que ||∇u j||p(x) ≥ 1 se j ≥ j1. Sejam N1 = { j ≥ j1; ||u j||p(x) < 1} e
N2 = { j ≥ j1; ||u j||p(x) ≥ 1}. Se N1 é finito basta analisarmos j ≥ j1 tal que j ∈ N2. Assim,
segue de (5.1) que

lim
j→∞

〈
Au j,u j

〉
V ∗,V

||u j||V
= ∞.

Se N2 é finito basta analisarmos j ≥ j1 tal que j ∈ N1. Logo, de (5.2) concluı́mos que〈
Au j,u j

〉
V ∗,V

||u j||V
≥ 1

2
||∇u j||p

−−1
p(x)
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para todo j ≥ j1, j ∈ N1. Como lim
j→∞

1
2
||∇u j||p

−−1
p(x) = ∞ segue que lim

j→∞

〈
Au j,u j

〉
V ∗,V

||u j||V
= ∞. Se

N1 e N2 são infinitos então temos por (5.1) e (5.2)

〈Au j,u j〉V ∗,V
||u j||V

≥


1

2p−−1 ||u||
p−
V , se j ≥ j1 e j ∈ N2

||∇u j||p
−−1

p(x)

2
, se j ≥ j1 e j ∈ N1

e portanto lim
j→∞

〈Au j,u j〉V ∗,V
||u j||V

= ∞. Para o 3o caso existe j2 ∈ N tal que ||u j||p(x) ≥ 1 se j ≥ j2.

Sejam Ñ1 = { j ≥ j2; ||∇u j||p(x) < 1} e Ñ2 = { j ≥ j2; ||∇u j||p(x) ≥ 1}. Se Ñ1 é finito basta
analisarmos j ≥ j2 tal que j ∈ Ñ2. Assim, segue de (5.1) que

lim
j→∞

〈
Au j,u j

〉
V ∗,V

||u j||V
= ∞.

Se Ñ2 é finito basta analisarmos j ≥ j2 tal que j ∈ Ñ1. Logo, de (5.3) concluı́mos que〈
Au j,u j

〉
V ∗,V

||u j||V
≥ 1

2
||u j||p

−−1
p(x)

e como lim
j→∞

1
2
||u j||p

−−1
p(x) = ∞ segue que lim

j→∞

〈
Au j,u j

〉
V ∗,V

||u j||V
= ∞. Se Ñ1 e Ñ2 são infinitos então

temos por (5.1) e (5.3) que

〈Au j,u j〉V ∗,V
||u j||V

≥


1

2p−−1 ||u j||p
−

V , se j ≥ j2 e j ∈ Ñ2

||u j||p
−−1

p(x)

2
, se j ≥ j2 e j ∈ Ñ1

e portanto lim
j→∞

〈Au j,u j〉V ∗,V
||u j||V

= ∞ e o lema está provado.

Lema 5.2.7 O operador A : V →V ∗ é hemicontı́nuo.

Demonstração: Vamos provar que A(u+tv)⇀Au quando t→ 0 para todo u,v∈V =W 1,p(x)(Ω).
Como p− > 1 segue do Teorema 5.1.3 que V é reflexivo. Logo, precisamos provar que

lim
t→0
〈A(u+ tv),φ〉V ∗,V = 〈Au,φ〉V ∗,V

para toda φ ∈V . Sejam u,v,φ ∈V e t ∈ (−1,1). Por conveniência vamos denotar

ft(x) = |∇(u+ tv)|p(x)−2∇(u+ tv).∇φ+ |u+ tv|p(x)−2(u+ tv)φ

e

f (x) = |∇u|p(x)−2∇u.∇φ−|u|p(x)−2uφ.

Então
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|〈A(u+ tv),φ〉V ∗,V −〈Au,φ〉V ∗,V |=
∣∣∣∣∫

Ω

ft(x)dx−
∫

Ω

f (x)dx
∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫

Ω

[ ft(x)− f (x)]dx
∣∣∣∣.

Observe agora que

lim
t→0

ft(x) = lim
t→0
|∇(u+ tv)|p(x)−2

∇(u+ tv).∇φ+ |u+ tv|p(x)−2(u+ tv)φ

= |∇u|p(x)−2
∇u.∇φ+ |∇u|p(x)−2uφ

= f (x)

e para todo x ∈Ω

| ft(x)|= ||∇(u+ tv)|p(x)−2
∇(u+ tv).∇φ+ |u+ tv|p(x)−2(u+ tv)φ|

≤ ||∇(u+ tv)|p(x)−2
∇(u+ tv).∇φ|+ ||u+ tv|p(x)−2(u+ tv)φ|= |∇(u+ tv)|p(x)−1|∇φ|

+ |u+ tv|p(x)−1|φ| ≤ (|∇u|+ |t||∇v|)p(x)−1 |∇φ|+(|u|+ |t||v|)p(x)−1 |φ|

≤ 2p(x)−2
(
|∇u|p(x)−1 + |∇v|p(x)−1

)
|∇φ|+2p(x)−2

(
|u|p(x)−1 + |v|p(x)−1

)
|φ|

= 2p(x)−2
[(
|∇u|p(x)−1 + |∇v|p(x)−1

)
|∇φ|+

(
|u|p(x)−1 + |v|p(x)−1

)
|φ|
]
.

Como φ,u,v ∈ V = W 1,p(x)(Ω), p(x) ∈ L∞(Ω) e p(x) ≥ 2, isto é p(x)− 1 ≥ 1 o que implica
Lp(x)−1(Ω)⊂ L1(Ω) temos∫

Ω

|2p(x)−2|
∣∣∣[(|∇u|p(x)−1 + |∇v|p(x)−1

)
|∇φ|+

(
|u|p(x)−1 + |v|p(x)−1

)
|φ|
]

dx
∣∣∣< ∞

e pelo Teorema da Convergência Dominada

0≤ lim
t→0
|〈A(u+ tv),φ〉V ∗,V −〈Au,φ〉V ∗,V | = lim

t→0

∣∣∣∣∫
Ω

[ ft(x)− f (x)]dx
∣∣∣∣

≤ lim
t→0

∫
Ω

| ft(x)− f (x)|dx = 0

onde concluı́mos que

lim
t→0
〈A(u+ tv),φ〉V ∗,V = 〈Au,φ〉V ∗,V .

Provamos que o operador A : V →V ∗, V =W 1,p(x)(Ω) definido por

A(u)(v) =
∫

Ω

|∇u|p(x)−2
∇u.∇vdx+

∫
Ω

|u|p(x)−2u.vdx.

é monótono, coercivo e hemicontı́nuo para cada u,v,φ ∈ V e portanto A é maximal monótono
(veja [2]). Seja Agora AH a realização de A em H = L2(Ω) dada por{

D(AH) := {u ∈V ;A(u) ∈ H}
AH(u) = A(u), se u ∈ D(AH)

.

Usualmente, podemos representar
∫

Ω

|∇u|p(x)−2
∇u.∇vdx por −∆p(x). Mostraremos que AH é a

subdiferencial de uma função convexa, própria e s.c.i. Considere

ϕp(x)(u) =


∫

Ω

1
p(x)
|∇u|p(x)dx+

∫
Ω

1
p(x)
|u|p(x)dx ,se u ∈V

+∞, se u ∈ H−V
.
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Lema 5.2.8 A Aplicação ϕp(x) é convexa e própria.

Demonstração: Seja u ∈V =W 1,p(x)(Ω). Então u ∈ Lp(x)(Ω) e ∇u ∈ Lp(x)(Ω). Assim,∫
Ω

1
p(x)
|∇u|p(x)dx+

∫
Ω

1
p(x)
|u|p(x)dx≤ 1

2

[∫
Ω

|∇u|p(x)dx+
∫

Ω

|u|p(x)dx
]
< ∞

donde ϕp(x) é própria. Como a aplicação λp é convexa para λ > 0 então para u,v∈V e 0≤ t ≤ 1
temos

ϕp(x)(tu+(1− t)v) =
∫

Ω

1
p(x)
|∇(tu+(1− t)v)|p(x)dx+

∫
Ω

1
p(x)
|tu+(1− t)v|p(x)dx

=
∫

Ω

1
p(x)
|t∇u+(1− t)∇v|p(x)dx+

∫
Ω

1
p(x)
|tu+(1− t)v|p(x)dx

≤
∫

Ω

1
p(x)

(t|∇u|+(1− t)|∇v|)p(x) dx+
∫

Ω

1
p(x)

(t|u|+(1− t)|v|)p(x) dx

≤
∫

Ω

1
p(x)

(
t|∇u|p(x)+(1− t)|∇v|p(x)

)
dx+

∫
Ω

1
p(x)

(
t|u|p(x)+(1− t)|v|p(x)

)
dx

= t
∫

Ω

1
p(x)
|∇u|p(x)dx+ t

∫
Ω

1
p(x)
|u|p(x)dx+(1− t)

∫
Ω

1
p(x)
|∇v|p(x)dx

+ (1− t)
∫

Ω

1
p(x)
|v|p(x)dx = tϕp(x)(u)+(1− t)ϕp(x)(v)

logo ϕp(x) é convexa e o lema está provado.

Lema 5.2.9 A Aplicação ϕp(x) é semicontı́nua inferiormente.

Demonstração: Devemos mostrar que ϕp(x)(u) ≤ liminf
n→∞

ϕp(x)(un) se un → u em H. Seja

então (un) tal sequência. Se liminfn→∞ ϕp(x)(un) = +∞, então

ϕp(x)(u)≤+∞ = liminf
n→∞

ϕp(x)(un).

Caso contrário, se liminf
n→∞

ϕp(x)(un) = a <+∞ então existe uma subsequência (un j)⊂V de (un)

tal que

lim
j→∞

ϕp(x)(un j) = lim
j→∞

(∫
Ω

1
p(x)
|∇un j |p(x)dx+

∫
Ω

1
p(x)
|un j |p(x)dx

)
= a.

Como ϕp(x)(un j)→ a quando j→ ∞ temos que ϕp(x)(un j) é limitada, isto é, existe M > 0 tal
que

|ϕp(x)(un j)| ≤M

para todo j ∈ N. Usando o Teorema 5.1.1 obtemos que

||un j ||p(x) ≤

 (p+M)
1

p− , se ||un j ||p(x) ≥ 1

(p+M)
1

p+ , se ||un j ||p(x) < 1

e

||∇un j ||p(x) ≤

 (p+M)
1

p− , se ||∇un j ||p(x) ≥ 1

(p+M)
1

p+ , se ||∇un j ||p(x) < 1
.
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e assim podemos concluir que ||un j ||V é uma sequência limitada no espaço de Banach reflexivo
V = W 1,p(x)(Ω). Logo (un j) possui uma subsequência (que também iremos denotar por (un j))
tal que un j ⇀ v em V para algum v ∈V . Como H∗ ⊂V ∗ temos que un j ⇀ v em H e pela unici-
dade do limite fraco u = v ∈V . Considerando agora a subdiferencial ∂ϕp(x) de ϕp(x) obtemos

〈∂ϕp(x)(u),un j −u〉V ∗,V ≤ ϕp(x)(un j)−ϕp(x)(u)

para todo j ∈ N. Logo

〈∂ϕp(x)(u),un j −u〉V ∗,V +ϕp(x)(u)≤ ϕp(x)(un j)

para todo j ∈ N. Como un j ⇀ u em V e ϕp(x)(u) ∈V ∗ segue que

〈∂ϕp(x)(u),un j −u〉V ∗,V → 0

quando j→ ∞. Portanto, quando j→ ∞

ϕp(x)(u)≤ lim
j→∞

ϕp(x)(un j) = a = liminf
j→∞

ϕp(x)(un).

Teorema 5.2.1 AH é a subdifirencial ∂ϕp(x) de ϕp(x).

Demonstração: Temos que ∂ϕp(x) e AH , que é a realização de A em H, são maximais monótonos
em H. Então, é suficiente provar que

∂ϕp(x)(u)⊂ AH(u)

qualquer que seja u∈H. Assim, basta mostrar que AH(u)⊂ ∂ϕp(x)(u). Seja então u∈D(AH) :=
{u ∈V ;A(u) ∈ H} e seja v ∈ A(u) = AH(u). Então para todo ξ ∈V temos

〈v,ξ−u〉V ∗,V = 〈AH(u),ξ−u〉V ∗,V =
∫

Ω

|∇u|p(x)−2
∇u.(∇ξ−∇u)dx

+
∫

Ω

|u|p(x)−2u.(ξ−u)dx =
∫

Ω

|∇u|p(x)−2
∇u.∇ξdx−

∫
Ω

|∇u|p(x)dx

+
∫

Ω

|u|p(x)−2u.ξdx−
∫

Ω

|u|p(x)dx =
∫

Ω

|∇u|p(x)−2
∇u.∇ξdx+

∫
Ω

|u|p(x)−2u.ξdx

−
∫

Ω

|∇u|p(x)dx−
∫

Ω

|u|p(x)dx.

Considerando q(x) de forma que
1

p(x)
+

1
q(x)

= 1 temos

〈v,ξ−u〉V ∗,V +
∫

Ω

|∇u|p(x)dx+
∫

Ω

|u|p(x)dx =
∫

Ω

|∇u|p(x)−2
∇u.∇ξdx

+
∫

Ω

|u|p(x)−2u.ξdx≤
∫

Ω

|∇u|p(x)−1|∇ξ|dx+
∫

Ω

|u|p(x)−1|ξ|dx

≤
∫

Ω

1
q(x)
|∇u|(p(x)−1)q(x)+

1
p(x)
|∇ξ|p(x)dx+

∫
Ω

1
q(x)
|u|(p(x)−1)q(x)+

1
p(x)
|ξ|p(x)dx

=
∫

Ω

1
q(x)
|∇u|p(x)dx+

∫
Ω

1
p(x)
|∇ξ|p(x)dx+

∫
Ω

1
q(x)
|u|p(x)dx+

∫
Ω

1
p(x)
|ξ|p(x)dx.
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Logo,

〈v,ξ−u〉V ∗,V +
∫

Ω

(
1− 1

q(x)

)
|∇u|p(x)dx+

∫
Ω

(
1− 1

q(x)

)
|u|p(x)dx

≤
∫

Ω

1
p(x)
|∇ξ|p(x)dx+

∫
Ω

1
p(x)
|ξ|p(x)dx.

Assim, podemos concluir que

〈v,ξ−u〉V ∗,V +ϕp(x)(u)≤ ϕp(x)(ξ)

o de forma equivalente

〈v,ξ−u〉V ∗,V ≤ ϕp(x)(ξ)−ϕp(x)(u)

para todo ξ ∈V . Se ξ ∈H−V então ϕp(x)(ξ) = ∞ e a desigualdade acima vale. Isso mostra que
AH(u) = v ∈ ∂ϕp(x)(u).

Pelo Corolário 2.1 em [9] sabemos que o domı́nio de AH é um subconjunto denso de
D(ϕp(x)), em que D(ϕp(x)) = {u ∈ H : ϕp(x)(u) < ∞} = V . Como V ⊂ H e as imersões são

contı́nuas e compactas, temos que V ⊂D(AH)
H

. Consequentemente obtemos que D(AH)
H
=H.

5.3 Resultados de existência
Nesta seção, em decorrência das estimativas e propriedades obtidas da seção anterior iremos
apresentar algumas consequências importantes.

Definição 5.3.1 [3] Seja A um operador atuando em um espaço de Hilbert H e f ∈ L1(0,T ;H).
A função u ∈C([0,T ];H) é uma solução forte da inclusão

du
dt

+Au 3 f (5.4)

se u é absolutamente contı́nua em qualquer subconjunto compacto de (0,T ), u(t) ∈ D(A) para

q.t.p t ∈ (0,T ) e
du
dt

(t)+Au(t) 3 f (t) para q.t.p t ∈ (0,T ).

Definição 5.3.2 [3] Dizemos que u ∈ C([0,T ];H) é uma solução fraca da inclusão (5.4) se
existem sequencias fn ∈ L1(0,T ;H) e un ∈C([0,T ];H) tal que un é solução forte da inclusão

dun

dt
+Aun 3 fn,

com fn→ f em L1(0,T ;H) e un→ u uniformemente em [0,T ].

Definição 5.3.3 [23] A função u ∈C([0,T ];H) é uma solução forte do problema{ du
dt

(t)+A(u(t))+B(u(t)) = 0 , t > 0

u(o) = uo ∈ H
(5.5)

em que A é um operador maximal monótono e B uma aplicação globalmente Lipschitziana em
um espaço de Hilbert H, se u é absolutamente contı́nua em qualquer subintervalo compacto de
(0,T ), u(t) ∈ D(A) para q.t.p t ∈ (0,T ) e
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du
dt

(t)A(u(t))+B(u(t)) = 0

para q.t.p t ∈ (0,T ). A função u ∈C([0,T ];H) é dita uma solução fraca de (5.5) se existe uma
sequência (un) de soluções fortes convergindo para u em C([0,T ];H).

Com isso, concluı́mos os seguintes resultados de existência e unicidade de soluções para
equações envolvendo o operador p(x)-Laplaciano em que Ω é um domı́nio suave em RN , N ≥ 1,
p(x) ∈ C(Ω) com p(x) > 2 para q.t.p x ∈ Ω, uo ∈ D(AH)

H
= H e f ∈ L1(0,T ;H). Temos as

seguintes consequências:
Consequência 1: O problema{ du

dt
−∆p(x)u+ |u|p(x)−2u = f

u(o) = uo

tem uma única solução fraca, pois pelo que provamos−∆p(x)u+|u|p(x)−2u é maximal monótono,
e assim a unicidade da solução é garantida pelo Teorema 3.4 em [3].

Consequência 2: Pelo Teorema 3.17 em [3], se ω > 0, f ∈ L1(0,T ;H) e uo ∈D(AH)
H
= H

então existe uma única solução fraca do problema de valor inicial{ du
dt
−∆p(x)u+ |u|p(x)−2u−ωu = f

u(o) = uo

.

Consequência 3: Pela Proposição 1, p.695 em [23] segue que a equação{ du
dt

(t)−∆p(x)u(t)+ |u(t)|p(x)−2u(t) = B(u(t)) , t > 0

u(o) = uo ∈ H
,

em que B : H→H é uma aplicação globalmente Lipschitziana determina um semigrupo contı́nuo
de operadores não lineares

{T (t) : H→ H , t ≥ 0}

onde para cada uo ∈ H, t 7→ T (t)uo é uma solução fraca global da equação acima começando
em uo. Este semigrupo é tal que

R+×H 3 (t,uo) 7→ T (t)uo ∈ H

é uma aplicação contı́nua e, se uo ∈ D(AH) então u(·) := T (·)uo é uma solução forte Lips-
chitziana contı́nua da equação dada.
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