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Resumo

Este trabalho apresenta resultados de existéncia, unicidade e regula-
ridade de solugdo forte para o problema de Cauchy com inclusdo de

d
evolugdo d—I:(t) +0¢(u(t))  f(t),t €]0,T], onde d¢ é um operador do
tipo subdiferencial em um espaco de Banach reflexivo V com dual V*.
No ultimo capitulo, apresentamos resultados inéditos de existéncia de

solucdo para uma classe de problemas parabolicos envolvendo o oper-
ador p(x)-Laplaciano em um espago de Hilbert H.

Palavras-chave: existéncia e unicidade, regularidade, subdiferencial, problemas parabdlicos,
p(x)-Laplaciano.
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Abstract

This work shows results on existence, uniqueness and regularity of

strong solutions for Cauchy problem with evolution inclusion d—btt(t) +

oo(u(t))  f(t), t €]0,T[, where d¢ is the so-called subdifferential op-
erator from a real reflexive Banach space V with dual V*. In the last
chapter, we show unpublished results on existence of solutions for a
class of parabolic problems involving the p(x)-Laplacian operator in a
Hilbert space.

Keywords: existence and uniqueness, regularity, subdifferential, parabolic problems, p(x)-
Laplacian.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho estudamos resultados de existéncia, unicidade e regularidade de solugdes fortes
de uma inclusdo de evolucao governada por um operador do tipo subdiferencial em um espaco
de Banach reflexivo, sendo o artigo [1] a parte central e [2, 4, 3] as complementacdes. Sao re-
sultados que garantem a existéncia, unicidade e regularidade do seguinte problema de evolucao

{ Z-i‘(z) Fap(u(t) > F(r) emVE,0 <t <T ;
u(0) =u, ,

onde d¢ é a subdiferencial de uma fungdo @ : V —| — oo, +o0] semicontinua inferiormente,
convexa e propria, u, pertencente ao fecho do dominio de ¢ em um espagco de Hilbert H,
fe Lp/(O, T;V*). A técnica estudada estende os resultados de existéncia obtidos em H para
o contexto V —V*em que V C H C V* com inclusdes densas e continuas.

Inicialmente, no Capitulo 2 apresentamos algumas definicdes e resultados importantes da
teoria de Anélise Funcional, Medida e Integracao e principalmente sobre espacos de Sobolev e
operadores do tipo subdiferencial. No Capitulo 3, consideramos a tripla de evolucao V C H C
V* e exigimos as condi¢des

[lullf —Cillullfy — C2 < C30(u),Yu € D(9), p € (1,%0),

ellb < 1(|lullar){@(u) + 1}, Vg € dp(u),u € D(p),

onde p~! + p/ -1 1,7:[0,) — R € uma funcado nio decrescente para garantir a existéncia da
p p ) ¢ para g

df(r)

solugdo forte para a inclusao da evolucao acima. Adicionando a hipétese IT 4 (0,T;V*)

garantimos o resultado sobre regularidade dessa solug@o. Finalizando este capitulo, apresen-
tamos algumas observagdes e extensdes dos resultados de existéncia e regularidade obtidos
anteriormente.

No Capitulo 4 damos um exemplo onde a teoria estudada no Capitulo 3 podera ser apli-
cada. Mais especificamente, garantimos a tripla de evolugdo para alguns espacos particulares e
mostramos que o operador p-Laplaciano € a subdiferencial de uma fun¢do semicontinua inferi-
ormente, convexa e propria.

Por fim, no Capitulo 5 apresentamos de forma inédita resultados de existéncia e unicidade de
solugdo para um problema parabdlico envolvendo o operador p(x)-Laplaciano em um espago de
Hilbert H. Neste capitulo, fazemos um apanhado sobre os espagos de Lebesgue generalizados
LPY)(Q) e espacos de Sobolev generalizados W) (Q). Posteriormente, mostramos que o
operador A : V — V* em que V = W) (Q) dado por



A(u)(v):/ |Vu|p(x)2Vu.Vvdx—|—/ [P 2 yvdx.
Q Q

onde Q C RY um dominio limitado, p(x) € C(Q) com p(x) > 2 para q.t.p x € , é monétono,
coercivo e hemicontinuo. Mostramos também que a sua realizacdao no espaco de Hilbert H =
L?*(Q) é a subdiferencial da fungio convexa, semicontinua inferiormente e propria

1 1
/ —|Vu|p(x)dx+/ ——[uPWdx se ueV
o p(x) o p(x)

+oo, sSe ue H-V

Ppx) (Lt) =

e por fim, apresentamos como consequéncias obtidas dessas propriedades, resultados de exis-
téncia de solugdo para equagdes parabdlicas envolvendo o operador p(x)-Laplaciano no espago
de Hilbert H.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢des e resultados utilizados ao longo deste tra-
balho.

2.1 Uma coletanea de resultados

As defini¢des e resultados dessa se¢do podem ser encontrados em [6, 5, 7].

Definicao 2.1.1 Uma norma num espago vetorial V sobre o corpo F (real ou complexo) é uma
aplicacao ||.|| : V — R que satisfaz

(@) [|&|| >0 paratodo& eV, ellE|| =0 se, e somente se, & = 0.
(i) [[og|| = |af||E
(i) [[E+mn]| <[[&]|+ ||| para todos Em € V.

, para todo § €V e qualquer o € F, (F =R ou F = C).

Definicdo 2.1.2 Seja (V,|| - ||) um espagco normado e seja (§,) uma sequéncia em (V,||-||).
Entao (§,) é uma sequéncia de Cauchy se dado € > 0 existe M € N tal que m,n > M implica

Definicao 2.1.3 Um espaco normado (V,||-||) é um espaco de Banach se toda sequéncia de
Cauchy em (V,||-||) é convergente.

Definicao 2.1.4 Um operador linear entre os espagos vetoriais V e W é uma aplicagdo T :
domT CV — W em que seu dominio dom T é um subespaco vetorial e

T(&+om) =T(&)+ar(n)

para todos E,m € dom T e todo escalar o € F (em que F =R ou F = C).

Observacao 2.1.1 Se W = F entdo temos que T : dom T CV — W é chamado de funcional
linear.

Teorema 2.1.1 SejaT :V — W um operador linear entre espacos normados. Entdo as seguintes
proposicoes sdo equivalentes:

(i) sup ||TE|| < oo, ou seja, a imagem da bola unitdria é limitada;

lI&lI<1



(ii) Existe C > 0 de modo que ||TE|| < C||&

,paratodo & € V;
(iii) 7 € uniformemente continuo,

(iv) T é continuo;

(v) T é continuo em zero.

Definicao 2.1.5 Um operador linear continuo é também chamado de limitado, e o conjunto dos
operadores lineares limitados de V.em W serd denotado por B(V,W).

Defini¢ao 2.1.6 Se V é um espago normado, entdo o espago de Banach B(V,F) serd denotado
por V* e chamado de espago dual de V. Cada elemento de V* é chamado de funcional linear
continuo em V. A norma em V* serd dada por

[ 1lv = sup{|f(x);x € V, ||x]| < 1}.

Defini¢ao 2.1.7 O espaco bidual, V** de V é o espago dual de V*, isto é, V** = (V*)*. A norma
em V** serd dada por

[f1lv+ = sup{f(g);g € V7, llgllv+ < 1}.

Observacao 2.1.2 Como V* é um espaco de Banach, estd definido V** = (V*)*. Hd uma forma
natural de identificar elementos de V com elementos do seu bidual: a cada E € V associa-se
& e V*™ por

&(f) == f(§), para f € V™.

Definicao 2.1.8 Sejam V e W espacos normados. Uma aplicagdo f :V — W é uma imersdo
isométrica quando ||f(x) — f(y)||lw = ||x —y||v para todo x,y € V.

Definicao 2.1.9 Uma isometria é uma imersdo isométrica sobrejetora.

Observacao 2.1.3 A aplicacdo ~: V — V** mencionada na Observagdo 2.1.2 é uma imersdo
isométrica linear e consequentemente injetora.

Definicao 2.1.10 Se a aplicagdo ~ é sobrejetora, entdo o espaco normado V é chamado de
espaco reflexivo. Em outras palavras V é reflexivo se ele é isomorfo a V** e o isomorfismo
sendo dado por essa aplicacdo.

Definiciio 2.1.11 Seja 0 < p < o0 e um espago de medida (X,Y, ). O espago Li(X) é definido
como o conjunto de todas as funcées complexas mensurdveis em X tais que

161l = f, 7)<

Teorema 2.1.2 Seja (X,Y,u) um espago de medida finita. Entdo Lj)(X) é um espago reflexivo
para cada 1 < p < oo

Definicao 2.1.12 Um produto interno no espago vetorial V é um funcdo de V xV — F que para
cada (&,m) € V XV associa-se o elemento (§,m) € F e que satisfaz as seguintes condi¢des:

(i) (€+n,8) = (§,8) +n,) para todo &M, L€ V;



(ii) (a&,m) =ouE,M) paratodo & eV ea €F;

(i) (§,m) = (n,§) paratodo&meV;
(iv) (§,&) >0 paratodo& eV e (€,E) =0 se, e somente se § = 0.

Proposicao 2.1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja V- um espaco com produto interno.
Entéo para §,m €V vale:

S <[Ellv [llv-
onde [[g]lv = 1/(5,5).

Definicao 2.1.13 Um espaco de Hilbert H é um espaco com produto interno que é completo
com a norma induzida pelo produto interno.

Teorema 2.1.3 (Teorema da Representacdo de Riesz) Seja H um espaco de Hilbert. Dado
f € H* existe um vinicoy € H tal que

fx) = ()

para todo x € H. Além disso

11 = [1¥[]a

Em particular, H* = H no sentido que esses espacos sdo isomorfos.

Definicao 2.1.14 Seja V| e V, espacos normados. Dizemos que Vi C Vo com imersdo continua
se existe ¢ > 0 tal que

|xlv, <ellxllvy, Vxe W,
e a inclusdo Vi C V; é densa se Vle =VW.

Lema 2.1.1 (Desigualdade de Young) Sejam 0,6’ > 1 expoentes conjugados, ou seja

1 s : . . .
8 + 9= 1. Entdo para quaisquer niimeros reais positivos a,b temos que

1 |
b<—a®+ —-bY.
ab < ea + o
Defini¢ao 2.1.15 Uma funcdo f : [a,b] C R — C é absolutmente continua se para cada € > 0
existir algum 8 > 0, tal que se {(x,,y,)}l 12,...n € uma familia de intervalos disjuntos contidos

em |a,b] comZyl—x, ) <9, enta02|f vi)— f(x)] <&
i=1 i=1

Defini¢do 2.1.16 Seja V um espaco normado. Uma sequéncia (§,),en CV converge fraca-
mente a& €V se ||f(E,) — f(&)|lv — 0 quando n — o para todo f € V*. Iremos denotar essa
convergéncia por &, — &,

Definicao 2.1.17 Uma sequéncia (§,),en C (V.|| - |lv) converge a & €V se ||&, —E&|lv — 0
quando n — 0. Iremos denotar essa convergéncia por &, —



Teorema 2.1.4 Seja V um espaco de Banach reflexivo e seja (x,)nen uma sequéncia limitada
em V. Entdo podemos extrair de (x,),cn uma subsequéncia que converge fracamente.

Lema 2.1.2 (Desigualdade de Gronwall) Seja m € L'(0,T;R) tal que m > 0 q.t.p em (0,T) e
seja a > 0. Seja ¢ uma fungdo continua de [0,T]| em R tal que

—(1)2 a—l—/m
t
t)|§a—|—/msds
0

para todo t € [0,T]. Entdo,

para todot € [0,T)].

Lema 2.1.3 (Desigualdade de Gronwall-Bellman) Seja m € L'(0,T;R) tal que m >0 q.t.p em
(0,T) e seja a > 0. Seja ¢ uma funcdo continua de [0,T] em R verificando

(1) <a+ /O "m(s)0(s)ds, 1€ [0,T].

Entdo

o(1) < ae/O m(s)ds

paratodot € [0,T)].

Definicao 2.1.18 A topologia fraca em'V é a topologia t(V,V*) gerada pelos funcionais linea-
res em V*, ou seja, é a topologia menos fina em 'V na qual todos os elementos de V* permanecem
continuos. Uma sub-base (aberta) de t(V,V*) é a colegdo

V(& fir)=f'Br(f(€)ir) ={neV:|f&)~fm)|<r}
com&eV,r>0efeV*

Defini¢ao 2.1.19 Dizemos que @ : [0,T] — V € uma fungdo fracamente continua se para cada
aberto A de V na topologia fraca, entdo ¢~ (A) é aberto em [0,T].

Lema 2.1.4 (Fatou) Seja (f,)nen uma sequencia de fungdes mensurdveis ndo negativas em um
espaco de medida (X ,X,u). Entdo

/ liminf £,du < liminf / jm
X h—oo n—oo Jx

Teorema 2.1.5 (Convergéncia Dominada) Seja (X,X,u) um espaco de medida e considere
(fu)neN uma sequéncia de fungoes complexas mensurdveis em X tal que

f(x) = lim f,(x)

n—oo

exista para cada x € X. Suponha também exista g € L' (X) satisfazendo

[/n(x)] < 8(x)



para todo x € X e n € N. Entdo f € L' (X) e vale:
Q) Jim [ 1fu— fldu=0

n—eo Jx
i) lim / fody = / fdu.

n—ves Jx X

Definicao 2.1.20 Seja V um espaco vetorial normado. Dizemos que V é uniformemente con-
vexo se para todo € > 0 existe & > 0 tal que para todo x,y € V satisfazendo ||x||v,||y|lv < 1 e
l|x —y||v > € entdo

X+y

<1-4.
2

%

Teorema 2.1.6 Se V é um espaco de Banach uniformemente convexo e {xn},eny C 'V é uma
sequéncia tal que x, — x e ||x||y > limsup||x,||v entdo x,, — x.

n—oo

2.2 Espacos de Sobolev

Os resultados desta se¢ao podem ser encontrados em [2, 4, 8].

2.2.1 Oespaco LP(Q)

Dada f € V* e u € V usaremos a seguinte notacao: (f,u)y+y = f(u). Dado Q um aberto do
R", 1 < p < oo, 0 espaco vetorial das (classes de) funcdes mensurdveis a Lebesgue u : Q — R
tais que x — |u(x)|P é integravel em Q, no sentido de Lebesgue. A norma de u € LP(Q) é dada

por
lullay = { [l |de)

No caso p = oo, denotamos por L*(Q), o espaco vetorial das (classes de) fungoes u : Q — R,
mensuraveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em Q, isto é, existe C > 0 tal que |u(x)| < C
para q.t. x € Q. Cada constante C é denominada majorante essencial de |u| e a norma de
u € L(Q) é definida por

|u||z=(q) = Inf{C; |u(x)| < C, g.t. x € Q} = supess |ul.
O espacgo LP(Q), 1 < p < oo, munido de sua respectiva norma torna-se um espacgo de Banach.

Definiciio 2.2.1 Seja Q C R". O espago de Sobolev WP (Q) é definido por

wlr(Q) = {u € LP(Q)\% cLP(Q),i= 1n}

. u . ~
onde a derivada — ¢ definida pela expressdo

axi
Jdu o0}

“Jadx' Jo"om



Yo € C2(R"). WhP(Q) é um espago de Banach com a norma

u
ax,-

n

ullwioi) = o) + Y
i=1

Lr(Q)
Proposicio 2.2.1 O espaco W'P(Q) é reflexivo para 1 < p < o e separdvel para 1 < p < oo,

Proposicao 2.2.2 Seja Q C R" um aberto, limitado, conexo com fronteira suave e seja p € R
com 1 < p < oo, Temos

/ 1 I 1
(i) Se 1 < p <nentdoW'P(Q) C LV (Q) onde — = — — —;
p p n

(ii) Se p =n entdo WP (Q) C LI(Q) para todo q € [p,=);
(iii) Se p > n entdo W'P(Q) C L*(Q)
com imersées continuas. Além disso, se p > n temos para todo u € W1-»(Q)
() —u(y)] < cllullwro) b =yI*
para q.t.p em Q, com o =1— n e ¢ dependendo somente de Q. p,n. Em particular WP (Q) C
C(Q). g

Teorema 2.2.1 (Rellich-Kondrachov) Suponha Q limitado de classe C'. Temos

1 I 1
(i) se p <n, entdo W'P(Q) C L1(Q), para todo q € [1,p') onde — = — — -,
p p n

(ii) se p = n, entdo W'"P(Q) C L4(Q), para todo q € [1,),
(iii) se p > n, entdo WP (Q) C C(Q),

com imersées compactas. Em particular WP (Q) C LP(Q) com imersées compactas para todo
p.

Definicio 2.2.2 Seja 1 < p < oo, Wol’p(Q) designa o fecho de C!(Q) em WP (Q).

Corolario 2.2.1 (Desigualdade de Poincaré) Suponha que Q é um aberto limitado. Entdo
existe uma constante C, dependendo de Q) e p, tal que

|lul|r < C[Vul|rr

para todo u € W, ” (Q), com 1 < p < oo. Em particular, a expressao ||Vu||rr é uma norma sobre
W,y P (Q) que é equivalente a norma ||ul lwirQ)

O espago W, * (Q) munido da norma induzida por W17 (Q) é um espaco de Banach separével
patal < p < e éreflexivose 1 < p < oo,



2.2.2 Oespago LP(0,T;V)
Definicao 2.2.3 Seja V um espaco de Banach e 0 < T < oo.

(@) O espaco C™([0,T];V) comm=1,2,... consiste de todas as func¢ées u : [0,T] — V que sdo
m vezes diferencidveis e cujas derivadas sdo continuas em [0,T]. A norma neste espago é
dada por

m

= . 2.1
=X s 0l e

Aqui, apenas as derivadas a esquerda e as derivadas a direita precisam existir nos pontos
t =0et =T respectivamente. Na expressdo acima, u® =y

(b) O espaco LP(0,T;V) com 1 < p < o consiste de todas as fung¢oes mensurdveis u :]0,T[—V

cuja norma
lulloran = () I \”dt) <o 22

Quando p = oo, denotamos por L*(0,T;V) o espaco vetorial das classes de fungdes u :
10,T[— V mensurdveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em ]JO,T[, isto é, existe
C > 0 tal que

[lu@®)|lv <C, q.tpt€]0,T].
e anormade u € L*(0,T;V) é definida por
|l lr=(0,7) = Inf{C:[[u(r)|lv < C, g.t.pt €]0,T[} = sup ess |[u(t)]]v.
Proposicao 2.2.3 Sejam =0,1...e1 < p < oo, V| e V; espacos de Banach sobre F. Entdo:
(@) C"([0,T];V1) com a norma (2.1) é um espaco de Banach sobre F.
(b) LP(0,T;V}) com a norma (2.2) é um espaco de Banach sobre F.
(¢) C([0,T], V) é denso em LP(0,T; V1) e a imersdao C([0,T],Vy) C LP(0,T;V)) é continua.
(d) O conjunto de todos os polindmios w : [0,T] — Vy, isto é
w(t)=ag+ait+...+apt"

coma; € Vyparatodoi=0,1,....nen=0,1,... édenso em C(|0,T];Vy) e LP(0,T;V}).

(e) Se Vi é um espago de Hilbert com produto interno (-,-)y,, entdo L?*(0,T; V) é também um
espaco de Hilbert com produto interno

) = [ W)

(f) LP(0,T;V)) é separdvel caso V| seja separdvel e 1 < p < oo,
(g) Se 1 < p < ooeV) éuniformemente convexo entdo LP(0,T;V)) € uniformemente convexo .

(h) Se Vi CV, com imersdo continua, e 1 < g < r < oo entdo
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L’(O,T;Vl) C Lq(O,T;Vz)
com imersdo continua.

Teorema 2.2.2 Seja V um espaco de Banach e seja u € LP(a,b;V), 1 < p < e e denote por
AP ([a,b];V) o espaco de todas as fungées u : [a,b] — V absolutamente continuas, diferencid-

d
veis q.t.p em (a,b) e que d—;t € LP(a,b;V). Sdo equivalentes:

(i) uc WhP([a,b];V);

du®
dt

(i) Existe u’ € AYP([a,b];V) tal que u(t) = u°(t) para q.tpt € (a,b). Além disso, u' =
g.t.p em (a,b).

2.2.3 O espaco dual de L”(0,T;V) e tripla de evolucao

Vamos introduzir primeiramente a desigualdade de Holder que € basica para muitas aplicagdes:

/| V*vldt<</ [|v(t Hq*dt);(/OTHu(t)H{;dt);. (2.3)

Proposicao 2.2.4 Seja V um espaco de Banach. Entdo a desigualdade de Holder (2.3) vale
para todo u € LP(0,T;V) ev € LI(0,T;V*) com 1 < p <oo, p~l +4g7 1 =1.

Proposiciio 2.2.5 Seja V um espago de Banach reflexivo e separdvel e seja 1 < p < oo, p~! 4
—1 ~
q " = 1. Entdo:

(a) Para cada fungdo v € L1(0,T;V*) existe um tinico funcional v € X*, onde X = LP(0,T;V),

com

e = [ 00,0yl

para todo u € X.

(b) Reciprocamente, para cada v € X*, onde X = LP(0,T;V), corresponde um tinico v €
L9(0,T;V*) satisfazendo (v,u)x+ x :/ (v(t),u(t))y=ydt. Ambos os casos ||v||x+ =
0
||VHL‘/(0,T;V*)-

(¢) O espaco de Banach LP(0,T;V) é reflexivo e separdvel.

Proposicao 2.2.6 Seja V um espaco de Banach reflexivo e separdvel e 1 < p,q < oo tais que
p ' 4g7'=1,e0<t<T <. Sido verdadeiros:

(@) SeucLP(0,T;V), entdo parav* € V*

<v*,/0tu(s)ds>w7v - /0t<v*7“(s)>v*7vds.

(b) Seu € LP(0,T;V*), entdo parav €V



11

</ot”(s)ds’v>vw = /Ot<”(s)7v>v*,vds.

(c) Seu, —uemLP(0,T;V) quando n — oo, entdo

/Otun(s)ds—> /Otu(s)ds em V

quando n — oo,

(d) Seu, —uemLP(0,T;V)ev,—vemLi(0,T;V*) quando n — oo, entdo

/0 on(5) st (5) e yds — /O (o(s),u(s))v- v ds

quando n — o
As afirmagoes (a), (b) e (c) sdo vdlidas para qualquer espaco de Banach'V.
Definicao 2.2.4 Diremos que V. C H C V* é uma tripla de evolugdo se
(@) V é um espaco de Banach real, reflexivo e separdvel;
(b) H é um espaco de Hilbert real separdvel;

(¢) AimersdoV C H é continua eV € denso em H.

Proposicao 2.2.7 SejaV C H C V* uma tripla de evolucdo. Entdo sdo verdadeiras:

(a) Para cada h € H existe um correspondente funcional linear continuo h:V — R satisfazendo
(h,v)y+y = (h,v)u para todov € V.

(b) A aplicagdo h v+ h de H em V* é linear, injetiva e continua.

Proposicio 2.2.8 Seja V. C H C V* uma tripla de evolugdo e seja 1 < p < oo tal que p~' +
g '=1e0<T < co. Entdo:

(@) O espaco W'P(0,T;V,H) que é o conjunto de todas as fungées u € LP(0,T;V) com u' €
L9(0,T;V*) é um espago de Banach com anorma |[u||y1.» ) = |[ul|o(0,7v) + |14 || La0,7:v+)-

(b) A imersdo WP (0,T;V,H) C C([0,T];H) é continua e vale

1 1 "/ du
sl = [ Gr@ww) s
para todo s,t € [0,T] com s < t.

(¢) O conjunto de todos os polindmios w: [0,T] — V, isto é, w(t) = apt +ait + ...+ ant" com
ai€Vparai=1,2....nédensoem WP (0,T;V,H).

() C=([0,T);H) é denso em W' (0,T;V*).
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2.3 Funcoes convexas e subdiferenciais
Os resultados desta se¢do podem ser encontrados em [2, 9, 5, 3].

Definicao 2.3.1 Seja V um espaco de Banach com dual V*. Uma funcdo convexa e propria
emV é uma fun¢do ¢ 'V — (—oo, 40| para o qual existe u, € V com @(u,) < oo e satisfaz a
desigualdade

(1 =tu+1v) < (1=1)0(u) +19(v)
para todou,v €V et € [0,1].

Definicao 2.3.2 A fungdo @ : V — (—oo, 40| é dita ser semicontinua inferiormente (s.c.i) se
¢(u) < liminf@(u,)
n—yoo
para toda sequéncia (uy),eN com u, — uemV.

Dada uma fungéo @ : V — (—oo, 40| convexa, prépria e s.c.i denotamos por D(@), o dominio
de @, o conjunto

D() = {ueV: ou) < eo}.
Vamos agora descrever algumas propriedades elementares das fungdes s.c.i e convexas.

Proposicao 2.3.1 Seja ¢ : V — (—oo,+oo| uma fungdo convexa, prépria e s.c.i. Entdo existem
fEV* e ER tal que

Q(u) = (f,u)v+y +
paratodou V.

Defini¢ao 2.3.3 Dada uma fungdo @ : V — (—o0, 40| convexa, prdpria e s.c.i, a aplicagcdo
00 : V — V* dada por

IQ(u) ={f €V 0(v) =@(u) = {f,v—ujv-v,¥v € D(0)}
é chamada a subdiferencial de . Denotamos D(09) = {u €V : dp(u) # 0}.

Em geral, d¢ é um operador multivoco de V em V* que pode ser visto como um subconjunto
deV xV*,

Proposicao 2.3.2 Seja ¢ : V — (—oo, 4-o0| uma fungdo convexa, prépria e s.c.i. Entdo D(d@) é
um subconjunto denso de D(@).

Se X e Y sdo dois espagos lineares, denotaremos por X X Y o produto cartesiano entre eles. Os
elementos de X x Y serdo representados como [x,y]ondex e X ey €Y.

Se A € um operador multivoco de X em Y, podemos identificar ele com o seu grafico em
X xXY:

{[x,y] X XY :y € Ax}.
Reciprocamente, se A C X x Y, definimos

(@) Ax={yeY :[x,y]€A};
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(b) D(A) ={x€ X :Ax # 0};
(c) R(A) = U Ax;

xeD(A)

(d) A~ ={[y,x]: [x,y] €A}.

Desta maneira, podemos identificar os operadores de X em Y com seus graficosem X XY e
assim estaremos tratando dos subconjuntos de X x ¥ em vez de operadores de X em Y. Como
exemplo de uma aplicacdo subdiferencial, considere H um espaco de Hilbert real (identificado
com seu dual) com produto interno (-,-) e norma | - | e seja A um operador linear auto-adjunto
positivo em H. Entdo A = d¢ onde

1) 12 I

—|A2x| ,se x € D(A2
wmz{z( =D(a2)

—+oo, caso contrario

em que A? é araiz quadrada do operador A.

Definicao 2.3.4 SejaV um espaco de Banach real, um operador A :V — V* é dito ser mondtono
se para todo u,v € D(A)

(Au—Av,u —v)y=y > 0.

Um operador mondtono A : V. — V* é dito ser maximal mondtono se ele ndo estd propriamente
contido em qualquer outro operador mondtono de V em V*.

Teorema 2.3.1 [9] Seja V um espago de Banach real e @ : V — (—oo, +oo| uma fungdo convexa,
propria e s.c.i. Entdo 09 : V — V* é um operador maximal mondtono.

Além disso, 0@ tem vdrias propriedades interessantes. Seguem alguns resultados que serdo
usados no decorrer do trabalho.

Lema 2.3.1 [3] Seja H um espago de Hilbert e ¢ : H —| — oo, 00| uma funcdo convexa, propria
e s.c.i e seja u € W2(0,T;H) tal que u(t) € D(39) para q.t.p t €]0,T]. Suponha que exista
g € L*(0,T;H) tal que g(t) € 90¢(u(t)) para q.tp t €]0,T[. Entdo a funcdo t — @(u(t)) é
absolutamente continua em [0,T] e vale a igualdade

d du
o) = (0. G0)
para q.t.pt €]0,T[ e para toda h(-) € 09(u(-)).

Defini¢cio 2.3.5 Seja H um espaco de Hilbert e @ : H — (—oo, 00| uma fungdo convexa, propria

e s.c.i. Considere o seguinte problema de Cauchy com dado inicial u, € D(@)

du
{ %()t)j 99(u(r)) > f(1) ,0<t <T 2.4)

Uma fungdo u € C([0,T];H) é uma solugdo forte do problema (2.4) em [0,T] se as seguintes
condigoes sdo satisfeitas:

(i) u:[0,T] — H ¢é uma fungdo absolutamente continua em [0,T];
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(i) u(0) = uy,
(iii) u(z) € D(09) para q.t.p t €]0,T| e existe uma funcdo g(t) € 09(u(t)) satisfazendo:

Z—L;(t) +g(t) = f(¢t) em H para q.t.pt €]0,T].

Proposicao 2.3.3 [3] Seja H um espago de Hilbert e ¢ : H — (—oo, 4-o0| uma fung¢do convexa,
propria e s.c.i. Entdo, para cada u, € D(9) e f € L*(0,T;H) existe uma tinica solugdo forte u
do problema de Cauchy (2.4) satisfazendo:

(i) u(r) € D(9Q) para q.t.pt €]0,T];
(i) uc Wh2(0,T:H), u(0) = u,;
(iii) 7 — @(u(t)) ¢ absolutamente continua em [0,T].

Proposicao 2.3.4 [3] Seja ¢ : H —| — oo, +o0| uma fungdo convexa, propria e s.c.i e seja B :

[0,T] x ((p)H — H satisfazendo:

(a) existe w > 0 tal que ||B(t,x1) — B(t,x2)||n < w||x1 —x2||g para todo t € [0,T] e x1,x; €
——H
D(¢)

(b) para todo x € D((p)H, a aplicagdo t — B(t,x) € L*(0,T; H).

Entdo para todo u, € D(@)  existe uma tinica solucdo da equagdo

dt

{ d_”(t) +0o(u(t))+B(t,u(t)) 350em H,0 <t <T
u(0) = u,

d
tal que t%d—?(t) € L*(0,T;H).



Capitulo 3

Existencia e regularidade das solucoes das
inclusoes diferenciais

Neste capitulo, assegurado por [1], apresentamos primeiramente resultados de existéncia e uni-
cidade de solucdes fortes para uma inclusdo diferencial governada por um operador do tipo
subdiferencial (d@) em um espago de Banach reflexivo V com dado inicial u, pertencente ao
fecho do dominio de uma fungéio @ : V —] — oo, 4-00| convexa, propria e s.c.i. Posteriormente,
iremos apresentar resultados sobre a regularidade dessas solucoes.

3.1 Existéncia e unicidade do problema de Cauchy

Seja V um espaco de Banach real reflexivo e V* seu espago dual. Iremos assumir que existe um
espaco de Hilbert real H identificado com seu dual via o Teorema de Riesz tal que

VCH=H*CV*

emque V C He H* C V* sdao imersdes densas e continuas.
Lembremos que dada f € V* e u € V usaremos a seguinte notagdo: (f,u)y+y = f(u)

Observacio 3.1.1 Note que (u,v)y+y = (u,v) paratodou € H ev €V, onde (-,-) é o produto
interno em H.

Defini¢ao 3.1.1 Denotaremos por ®(V) o conjunto de todas as fungcdes ¢ tais que
Q:V =] —o0,+00] € 5.c.I, convexa e prdpria.

Seja @ € ®(V). Nesta secdo estudamos a existéncia e unicidade de solugdes fortes do

seguinte problema de Cauchy com dado inicial u, € D(@) :

{ Z_g)()t>_+a‘f’<“<t>> > f(t)emV*,0<s<T 3.1)

Definicao 3.1.2 Uma fungdo u € C([0,T];V*) é uma solugdo forte do problema (3.1) em [0, T]
se as seguintes condicoes sdo satisfeitas:

(i) u:[0,T] — V* é uma fungcdo absolutamente continua em [0,T|;

(i) u(0) = uy;s

15
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(iii) u(r) € D(09) q.t.pt €]0,T| e existe uma funcdo g(t) € 09(u(t)) satisfazendo:

%(I)—i—g(t) = f(t) em V* para q.t.p t € |0,T|. (3.2)

Ao longo deste trabalho, para cada i € N, vamos denotar por C; constantes ndo negativas que
nao dependem dos elementos do conjunto ou espaco correspondente.

-1

Lema 3.1.1 Seja p’ o expoente conjugado de p €]1,|, isto é p~' + (p')”~ = 1. Entdo para

todoa>0,b>0ek >0 temos

ab < ka? + M, (k)b

onde M, (k) = {p'(pk)%}’l.

Demonstracao: Sejama>0,b>0ek > 0. Pelo Desigualdade de Young (Lema 2.1.1) temos

/

p
Lo 1 v 1] b
ab=(pk)rab—— < —[(pk)ral +— ]
(pk)? p P 1 (pk)?
1 1 b
- _pkap+_, 1%
u P (pk)v
= ka? + M, (k)b

1
Lema 3.1.2 Sejam & n € H. Entdo (& —m,m) < §<§—T],§—H]).

Demonstracao: Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Proposicao 2.1.1) e pela Desigual-
dade de Young (Lema 2.1.1) temos

&) < I8l Inll < 51+ 31l = 26m) < (&8) + ()
logo
2(&7“) —2<n771> < <§7§> - <n7n>,

ou equivalentemente,

2(€—m,m) <(€-—m,&+m).

Portanto (§ —1,1) < 5 (& —1.& +1)

Podemos assumir, sem perda de generalidade que ¢ € ®(V) é tal que ¢ > 0e 0 € D(¢
De fato, se @ € ®(V), entdo pela Proposicdo 2.3.1 existem v* € V* e u € R tais que ¢(u)
(v*,u)y+y +u paratodo u € V. Sendo assim, escolhemos a fun¢do néo negativa @(u) := @(u)
(v*,u)y+ v — u que satisfaz as seguintes condigdes:

~ N

IV

0 9 (V)
(i) D() = D(¢);
(iii) 0Q(u) = dQ(u) +v*.
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Com efeito, considere u,, — u em V. Entao

O(u) — (v u)y-y —p

S
—~
<
~—
I

< hmlnf(p(un)—hmsup(v JUp)y+y —limsupu

n—oo n—oo
= llgglorolf(p(un)—l—h,glorolf( (V" up)v+ )—l—h’gglorolf( u)
< timinf(9() — (" tw)y-y — 4)

timinf( (i)

e isto mostra que @ é semicontinua inferiormente. Mostremos agora a convexidade de @. Sejam
x,y€Vetrel0,1], temos

*

Q(tx+ (1 —1)y) — (v 7tX+(1—t) Wy —u

t@(x) + (1 =1)@(y) —tv*(x) — (1 —1)v*(y) —u—tu+tp
HQ(x) = v (x) —p) + (1= 1) (@(y) —v*(y) —n)

1o(x) + (1 =1)9(y).

G(x+(1-1)y)

IA

e ¢ é propria uma vez que @ é propria, € isto finaliza a prova do item (i).

Para provar (ii) seja x € D(@), entdo temos que @(x) < oo. Logo @(x) < oo, € portanto
x € D(@). Por outro lado seja x € D(@). Entdo ¢(x) < o, logo cada componente de ¢ deve ser
finita, e assim @(x) < o0 0 que implica x € D(@).

Para mostrar (iii) seja f € dp(u). Entdof € V* e @(v) —@(u) > (f,v —u)v.yv Vv € D(@).
Seja v € D(9), entdo

o(v) —9(u) o) = (V' v)vey —p— (@) — (v u)v= v — )
= 0(v)—0u)— (V" V)vey + uyey
= o) =) — (V' v—uy-y
> (fov—uwyy— (V' ,v—uyyey
= (f—V*,V—u>V*7v.

Considerando g = f— v* temos que f =g+v*, g€ V* e o(v) —@(u) > (g,v—u)y.v. Logo
J0Q(u) C dQ(u) +v*. Seja agora f € 0Q(u) +v*, logo f = g+ v* sendo que g € V* e @(v) —
o(u) > (g,v— u)v* v para todo v € D(9). Note que

O0) =) = Q)+ vy +u— (@) + V' u)viy +p)
= 0(v) =)+ (V" Vvey — (Vv

(gv—uwysv+ (V' v—u)yey

= (g+Vvi,v—uy.y

= (fiv—wywy

e portanto dQ(u) +v* C dQ(u), € assim (iii) estd provado.
Agora, para um elemento arbitrario v, € D(¢) seja ©(u) := @(u+v,). Entdo @ satisfaz

@) ¢(u) € D(V);
(b) D(¢) =D(9) —vo > 0;
(€) 99(u) = 09(u—v,).

v
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De fato, para provar (a) considere u, — u em V. Entdo temos que u, + v, converge para
u+v,. Agora observe que

O(u) = o(u+v,) < liminf(Q(u, + v,)) = liminf @(uy,),

onde concluimos que @ € semicontinua inferiormente. Agora como ¢ € prépria, entdo existe
v eV tal que @(v) < . Considere vi = v —v, € teremos que

O(v1) = 0(vi +v,) = 0(v) < oo

logo @ é propria. Seja agorax,y € V et € [0, 1]. Entdo,

Q(x+(1-1)y) = @(tx+(1—1)y+v,)

Q(tx+ (1 —1)y+vo—tve+1v,)
(P( (x+vo) +(1=1)(y+vo))
t <x+vo) (l_t)6<y_|‘vo)
= 10(x)+(1-1)9(y),

onde concluimos que @ é convexa e isto finaliza a prova do item (a). Para provar o item (b)
seja x € D(9), entdo @(x) = ¢(x+v,) < oo, logo x + v, € D(®). Portanto x = (x+v,) — v, €
D(®) — v,. Por outro lado seja x € D(®) — v,, entdo x =y —v, com y € D(9). Assim ¢(x) =
O(y—vo+vo) = @(y) < =0 e, portanto, x € D(@). Para mostrarmos o item (c) seja f € 09(u—v,),
logo feV*e

I
!B

IN

) = @(u—vo) = (f,v—(u—vo))y~v Vv € D(§) = D() — vo.
Sejaw € D(@) = D(¢) +v,. Logo w =v+v, com v € D(9). Entdo

o(w) —o(u)

Il
29 5
=
|
p=d
<
|
<
=)
+
<
N

vV
T~
-
<
|
~—~
N
|
<
S
N~—
S~
5
<

onde concluimos que f € d@(u). Em contrapartida seja f € 09(u). Entdo f € V* e

O(v) —@(u) = (f,v—ujy+y Vv € D(9).
Sejaw € D(¢) = D(9) —v,. Logo w =v—v, com v € D(9). Entdo

OW) —@(u—vo) = Q(v—o) = 0(u—vo)

= @(V)—@(M)

> <fav_ >

= <f=w+v0_u>V*V
= (fiw—(u=vo))vey

e assim segue que f € 9Q(u —v,).
du
Agora, observe que fazendo i=u—v, e f = f —v* segue que o problema d—( )+09(u(t)) >

f(t) é equivalente a seguinte equacdo de evolugao:
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du N ~
ZH(0+30(@(0) 3 F(0).1 €10,
Com efeito, assuma que fl—?(t) +00(u(t)) > f(t), t €]0,T[. Logo existe n(t) € dp(u(r))
satisfazendo
du(t)
dt

Considere 0(r) = (1) —v* € 00(u(t)) = 09(u(t) — v,) = 0Q(u(t)) = 0@(u(t)) — v*. Temos:

+n() = f(t),t €]0,T|.

‘;—fw(z) _ —d<”(’2h—v0>+e(z)

du(t)
dt
= f(6)—Vv"
= f@t), t€]0,T].

~

Assuma agora que i—?(t) +0¢(ii(r)) 3 f(1), 1 €]0,T[. Logo existe 8(¢) € d§(u(r)) satisfazendo:

dZ(tt) +0(1) = J(1). 1 €10, 7]

Como 0¢(u(t)) = 0@(u(t)) — v* temos que

onde M(f) € d@(u(t)). Portanto

du(t)
dt

+n() = T+e(r)+v*

du(t)
= —=4+0(t *
o +6(t)+v

= F)+v
= f(t), t€]0,T[.

Para assegurar a existéncia de solugdes fortes para (3.1) vamos introduzir as seguintes
condicdes: suponha que existem constantes nao negativas C;, C; e C3 e uma funcdo nao de-
crescente [ : [0,00) — R (veja [1]) tais que

[lull§ —Cullullfy — C2 < C30(u),Yu € D(9), p € (1,%0), (3.3)

8115 < 2(] el l1){@(u) + 1}, Vg € d@(u),u € D(p). (3.4

Teorema 3.1.1 Sejam (3.3) e (3.4) satisfeitas. Entdo para cada u, € D((p)H e feLl”(0,T;V*)
existe uma unica solugdo forte u do problema (3.1) satisfazendo

ue LP(0,T;V)NC([0,T);H)NW"'(0,T;V*),

a fungdo g(t) € 09(u(r)) dada em (3.2) pertence a LP (0,T;V*) e o(u(-)) € L}(0,T).
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Demonstra¢ao: Vamos provar a unicidade. Sejam u,v solugdes fortes de (3.1). Defina w(t) =
u(t) —v(t). Como u(t) é solucao forte de (3.1) existe g(r) € d@(u(t)) satisfazendo

%(z‘)-l—g(t) =f(t) em V¥ q.t.p em]0,T]|. (3.5)

Do mesmo modo, como v(z) € solugdo forte de (3.1) existe A(t) € dp(v(z)) tal que

%(I)—I—h(t) =f() em V¥ qt.p em|]0,T|. (3.6)
De (3.5) e (3.6) temos
du dv
Z() ()_E(I)_ (t) =0,
ou seja,
d
< lult) ~v(0)] + 8(0) — 1) =0
e assim w(t) satisfaz
‘jl—vt”(z) +30(u(t)) —d0(r(1)) 30,  qrp. em ]0.T]. 3.7)

Multiplicando agora (3.7) por w(t), obtemos

<%(r),w(r>> +(99(u(r)) — 9(v(t)), u(t) = v(t))y-y = 0

%N

1d
e pela monotonicidade de d¢ segue que 57 [[w(t)||3, < 0. Integrando esta dltima desigualdade
de 0 at temos que

‘1d s 1 , 1 5
- S __ <
o 2 galW@lladr =5 [w)llz =S lw(0))]lz <0

logo,

SOl < 31O =0

o que implica ||w(t)||%, = 0 e, portanto, w(t) = 0, isto &, u(t) = v(t) para todo ¢ € [0, T].

A demonstra¢do da existéncia da solucao u serd dividida em trés etapas.

12 Etapa: Vamos considerar o problema de aproximagdo em H para o problema (3.1). Para
tanto vamos introduzir a fungio @y : H — [0, 0| definida por

u), ucV
(PH(M):{ ZE< >M€H—V

onde @ : V — [0, 0] é a fungéo prépria, convexa e semicontinua inferiormente do problema (3.1)
com @ > 0e 0 € D(¢). Claramente @y é convexa e propria. Mostremos que @y é semicontinua
inferiormente em H. Com efeito, seja (uy,),en C H tal que u, — u em H quando n — oo e
considere o = liminf @y (u,) > 0. Se a ¢ finito entdo existe subsequéncia u,, de u, tal que
©n (y, ) — o quando ny — oo. Por (3.3) segue que
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[l 17 < Culum[[7 + C2 + C3@p (un, )

e como (uy, ) € Oy (uy, ) sdo convergentes seque ||u,, ||v € limitada. Sendo V reflexivo, segue do
Teorema 2.1.4 que existe uma subsequéncia u,, C V de u,, tal que u,,  converge fracamente
J J

para v € V quando j — co. Como u,, — u em H quando j — oo temos que u,, — u. Pela
J J
unicidade do limite fraco, u = v. Como @ € semicontinua inferiormente concluimos que

op(u) =0(u) < liminf(p(unkj) = liminf(pH(unkj) =0l

Para o caso em que 0. = +oo segue trivialmente que @z (u#) < o. Isto nos da que Qg € s.c.i e, por-
tanto, @y € ®(H). Pela defini¢do de @y segue imediatamente que D(@g) = D(¢). Mostremos
que 0@y C 9. Seja f € 0oy (u). Entdo f e H* CV* e

Or(w) —Qu(u) > (f,w—u)y+y paratodo w € D(¢y) = D(9).
Comow € D(9y) = D(9) e @u(u) > ¢(u) segue que
O(w) —9(u) = 0r(w) —(u) = Ou(w) —u(u) = (f,w —uwyv+y

e, portanto, f € 0Q(u).
Como u, € ((p)H e f € LV (0,T;V*) existem u, € D(¢) e f, € C=([0,T]; H) tais que

(i) uo, — uo, em H quando n — oo;
(i) f, — fem L7 (0,T;V*) quando n — oo;

e considere para cada n € N o seguinte problema de Cauchy:

{ 1)+ 00u(ua(1)) 3 1) em H, 0 <1 <T G:8)
un(()) = Uyp,,-

A existéncia de uma tunica solucdo forte u, de (3.8) € garantida pela Proposicao 2.3.3. Para
investigar a convergéncia de u, vamos fazer algumas estimativas nas proximas etapas que irdo
garantir a convergéncia da solu¢do u, de (3.8) para uma funcdo u que sera a solucdo forte de
(3.1).

22 Etapa: Sendo u, solugdo forte de (3.8) existe g,(f) € dQy (un(1)) tal que

du,,
dt

(t)+gn(t) = fult) em H, 0<t<T.

Multiplicando a equagdo acima por u,(t) obtemos

<"”” <r>,un<z>> - (n )t = (o)1)

dt V*7V

Logo,

>~ un (O +(gn(0) ta(0))vey = (fual0)un )y y < [ fa@)llylln(@)lly - 3.9)
q.t.p. em |0, 7T[. Agora como g,(t) € dQg (u,(t)) temos que

01 (V) = On (un(1)) = (gn(1),v — n(1))v+ v
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W € D(gn) = D(9) ¢ como 0 € D(¢z7) = D(¢) segue que
01 (0) — Or (un(t)) = (gn(1), —un(t)) v+ v
e usando que @y (0) = @(0) e que uy,(r) € D(Qr) = D(¢) temos
0(0) = @un(t)) = —(8n(t), un(1))v+ v

o que implica
Q(un(t)) < (gn(t),un(t))v+v +¢(0). (3.10)
A condic¢ao (3.3) nos dd que
[l ()15 < Crllutn(0)[[ +C2+ C39(un(1)). (3.11)

De (3.11) podemos obter

1
Callun()|Iy < Csllun (0177 +Cs + 5 @(un (1)), (3.12)
em que C. —L C —geC —2 Daqui segue que C3 > 0 na condicao 3.3. Observe
qu 4_2C3’ 5_2C3 6—2C3- qui segue que L3 ¢ 9. Vi
também que de (3.9) e (3.10) temos respectivamente
1d
EEHMV!(I)H%{ < —(8n(#),un(t)) + || () [lv+||un(t)[|v
e
L 0a(1)) < 2 (gu(t),1a(1)) + 20(0)
Z(P Up =5 8n\l),Un 2(P
Logo,
1d , 1 p ’ 1 1
Sl )|+ 300 (1) + Cal lan OlIf, < Cslita o)+ C+ 3 0(ua (1)) + 5 (80 0), 10 (0))
1
+ 5000) = {gn(®),un (1)) + |1 fn ()l ||eea (1)l

Csllun ()| + o+ 5 (1), (1)) + 50(0)

%<gn(t),un(t)> + %(p(()) — <gn(t)7”n(t)>

1@l [ua()]lv
Csllun(OIfz +C7 4 1 fu O v+l (1) |y

+ + A

C.
onde C7 = Cs+ ¢(0). Usando o Lema 3.1.1 para a = ||u,(t)||v, b = || fu(t)||v+ € k = 74 con-
cluimos que

1d 1 Cy
S 01+ 30001 + Cllan(f < Calln(0) |y +Cr+ S a0}

C /
v 96 (5) 1501 a13)

Agora vamos verificar as seguintes limitag¢des:

(i) u, é limitada em C([0,T];H);
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(ii) u, é limitada em LP(0,T;V);
(iii) @(u,(¢)) é limitada em L'(0,T).
(iv) g, € limitada em L” (O, T;V*) e u, é limitada em W7 (0, T;V*).

Com efeito, observe que de (3.13) e pelo fato de que || f,(7)] ]p; < C||fn(1)] ]ZI temos

——||un<z>||zsc5||un<>||H+c7+M( )cufn<>||z'

agora, integrando esta expressao de 0 até 7, obtemos
om0l < B+ 26946, (5 ) U6 +200ds+ [ 2 (o, 314

2

Aplicando o Lema 2.1.3 para ¢(¢) = ||un(t)||7. a(t) = |]u0n|\H+/ {2cM, ( > || £ (s )||Z/—|—

2C7}ds segue que

im0l < (I + [ 2096 (S ) 1501 +200d5) 57 < &

paratodon € Net € [0,T]. Logo,

sup |lun (1)1 < VK

1€[0,T]
o que mostra (1). Para verificar (i1) novamente de (3.13) temos que

1d Cy

C ’
s a0+ Sl < o636 (S) s 1A

1€[0,T]

onde sup ||un(r)||z < VK. Integrando esta expressio de 0 até T obtemos
t€[0,T]

1 1 r Cy '
i () + 5G| |run<t>u';drg{csz<+c7+mp (5) s an(rmz}

1€[0,7]

1 -
+ Sl <

1
para todo n € N. Como EHun(T)lei > 0 temos

(f T\|un<r>||€dr)’]’ < (é—g

e (ii) segue. Para justificar a ocorréncia de (iii), usando (3.13) e || f,,(¢)] |p; <C||fu(2)] |£I, obtemos

1d

1 C C /
3 o1+ 390 0) + S0 < 5K+, (S 101
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e como ||u,(2)||) > 0 segue que

1d 1 C '
3 i OB+ 50(0) < sk €096, () 101 <.

para todo n € N. Integrando a expressao acima de 0 até T obtemos
1 ’ T 1 )
ST+ [ 300un(e))de < 3l |y +TD
2 0o 2 2
1 2
logo, lembrando que EHMn(T)H 7 > 0, obtemos

T
| 0un(0)dr < o, |y +27D < R

para todo n € N concluindo que @(u,(t)) é limitada em L' (0, T). Para verificar (iv), decorre de
(3.4) que

()]0 < 1(||tn (1) |11 {10 () + 1.

Pelo fato de que ||u,(¢)||n < K paratodot € [0,T] e que [ : [0,00[— R é ndo decrescente, tem-se
que I({[un(t)[|r) < 1(K), logo

()15 < 1K) {@(un(t)) + 1.

Integrando de 0 até T obtemos

(/OT Hgn(t)H{;;dt);’ - (l(K) /OT((P(un(’C))+ 1)d1> »

e isso nos déd que g, é limitada em L” (0, T;V*) pois @(u(+)) é limitada em L' (0, T).
du

—_
~l

Como dtn (1) = fu(t) — gu(t) segue que
o ol o+ |
u 1,p * - u / RY£
nllwlr'(0,T,v*) nHLr (0,T;V*) dt L7 (0T V")
1
T , = d
_ (/ ||un(t)||€*dt)p +|| =
0 dt || 0,1:v+)

=

T » g
< C(/O IIun(z)IlHdz> W ally 0.7y + 18nll 0.7

r \/— P/ p
<c /0 (VR)" dt)" + 11l o ravy +lgnllr o vy

1
= CTv» \/I_<+ anHLp’(()j;v*) + Hgn| |LP’(0,T;V*) <L,

X

para todo n € N e isto nos da que u, é limitada em W' (0,T,V*).
32 Etapa: Mostraremos a convergéncia de u,, para uma funcio u que € solucdo de (3.1).
Sendo u,, — u,, solucao forte de

d

o (1) =t (0)) + 00 (un (1)) — 9Qrz (1)) > fu(t) = fin(r) em H,0 <1 <T
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existe g (1) — gm(t) € 0Qr (un(t)) — IQm (un(t)) tal que

o n(e) — i (6)) + (8a(0) ~ ) = lt) — il
Multiplicando a equagdo acima por u,(t) — uy,(t) obtemos
(5100 =m0 6) = n(0)) 4 0) = ) 0)
VeV
= <fn(t) _fm(t)aun(t) - Mm(l)>v*,v
ou equivalentemente
3l (6) = 01 {80 (0) = gm0 6) — )} = (o) = )0 6) — () v
e como d@y € mondtona, ou seja, (g, (f) — gm(t),un(t) — um(t))v+ v > 0 segue que

1d

5 7l (1) = ()17 < (fa(t) = Fin(0),un(6) = um(£))vy qt.p t em J0,T[. (3.15)
Integrando (3.15) de O até t temos
t 1 d > t
3 o l0(s) = n(5) s < [ Uals) = i) tt(5) = () s
0 2ds 0
e concluimos que

2 Ul = om0}y = 10 0) = tn()[3) = [ a(5) = fnS)s () = in(s)) s,

Logo,

IN

14 (7) = (1) |7

oy =t 42 [ al5) = fn(5) () — in(s)) -

IN

t
|40, — tto,, ||y +2/0 [ £ (s) = fin () [v+]|un(s) — tm(s)|lvds
< ||”0n - MOmH%i +2||fn — Sl |Lp’(()7T;v*)H”n — Up| |LP(0.,T;V)~

Como u, ¢ limitada em LP(0,T:V) e u,,, f, sdo sequéncias convergentes em H e L (0,T;V*)
respectivamente concluimos que u, é uma sequéncia de Cauchy em C([0,7];H). Como este
espaco é completo, existe u € C([0,T]; H) tal que u, — u em C([0,T];H). Como u,, é limitada
em LP(0,T;V) e WL (0,T;V*) e g, é limitada em L (0,T;V*) e esses espacos so reflexivos,
pelo Teorema 2.1.4 podemos extrair uma subsequéncia n; de n tal que

up, ~u em LP(0,T;V)
Up, — U em Wl’p/(O,T;V*)
8n, — 8 em LPI(O,T;V*).

Para completar a demonstragdo, € suficiente mostrar que g(z) € d@(u(t)) q.t.p t em ]0,T[. Para
tanto, seja v € D(d@) e h € d@(v) fixada. Multiplicando (3.8) por u,(f) — v obtemos

<%“n(t),un(t) - V>V*,V Hgn(t),un(t) =vyvey = (fu(t) un(t) = v)v-y

e como v € constante em ¢ temos que
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du d 1d
(Gromo—v) =G0 v} =3l -
€ Consequentemente
1d ,
) =1l + (0. 06) v = (). t(6) )y tp tem JOTL

Pela monotonicidade de d¢ obtemos

(gn(t) = hyun(t) —v)vev + (hyuu(t) —v)yey

(gn(t),un(t) =v)vey =
Z <h,un(t)—v>v*7v.

Logo,
3 ) =By < (e ), n6) Vv
Integrando a expressdo anterior de s até £, 0 < s <t < T obtemos
3 () =1 = () —¥1B) < [t (@ —vhye. (316)
Como
1 ) oy 1
2 (o) VIl hn(s) 1) = 5 an(6) — vaen(6) )
)~ () ) = 3 (an0), 0 0)) — {an6), ) — (01 + (0)
5 CGn(5) () — an(5),¥) — v aen(5)) — {wo0)
= 3 ) — 0 (5).9) 0, 6) — n(5))) 5 () 0 0)) — {n5) 0 5))
= 2 {nle) — a(5), ~22) - (), 0 )) - (), 0a(5))) = 50 (1) — (), 20
g () = ()1 0) - 00(5))) = 5 0) — () 1)+ 0n(5) — 20)

de (3.16) concluimos que

%(un(t) i (5), () 0 (5) — 20) < / Ch o0 (D) =T (A7)

Pelo Lema 3.1.2 com § = u, (t) — v e | = u,(s) — v temos que
(1) — ()00 (5) — ) < 3 (1)~ (), (1) + 0(5) — 20)
e por (3.17) obtemos
(Un(t) — un(s),un(s) —v) < /:(—h-l—fn(’C),un(T) —v)dr.

Entdo, para todo s,¢ € [0,7] com s < t, temos

<un(t) —un(S),un(s) —v> - 1 t(—h—l—fn(’c),un(T) —v)dr. (3.18)

r—s t—sJs
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Agora, lim —— (b @) V) = [ (b f (@) () v

n—eof —§ t—sJs

De fato, seja A(‘c) = (=h+ fu(T),uy(t) —v) — (=h + f(1),u(t) — v). Temos

A = [=hun(t) =v) + (fu(T), un(T) = v) = (=h,u(t) —v) = (f(1),u(T) = V)|
= [(=hun(t) = () = (f(0), u(t) =v) + {fu(7) = (1) + 1 (1), un(T) = V)]
= [{=hun(t) = u(7)) + (f (1), un (T) — (7)) + (fu(T) = (1), a(T) = W)

Logo,
A(T)] < [(=h,un () —u(T)) [+ [{f(7), un(T) — u(T))| + [{fa(T) — f(T),un(T) — V)|

| = Al Jun(T) = (V)| + [ fa(T) = £ (O v+ [[un(T) = v]Iv
+ @l un(T) = u(D)] v

IN

t—s

Assim,
L/"A (1) ]dr<w/t\]un (1) — u(t)||pdr
+ [~ ||v||un()—VHvdT+—/Hf v+l a(0) = () v
< m/ lin(®) D+ Pl lin o

+ = [ @ @)~ u(lvar

Notemos que ||u, —v|[1r(o,7,v) < C. Seja entdo € > 0, logo existem n1,n2,n3 € N tais que

||t (V) = (D) |1 <

€
——— V1€ (s,1),n>ny,
3[| = Al

(t—s)e
||fl’l _f||Lp/(O,T;V*) < Ta n Z np,

t—S)E
i — o) < e s,

3HfHLp’(0,T;v*)

Tome agora N = max{n;,n,n3} e teremos que para todo n > N

1 ! J
— | A
t—s/s (t)dt

1 ! € € €
<— | JADldt< s+ s+ =¢
_t_s/s| @lde<S+5+3

e 1SS0 mostra que
t t

lim 1 ({(—h+ fu(T),un(t) —v) = 1 (—h+ f(7),u(t) —v)dr.

n—eof —g Jg t—s s

Fazendo n — o em (3.18) segue que Vs,7 € [0,T] com s < ¢

<M,u<s)—v> U )ty — .

r—s

27
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Agora, fazendo s — ¢ temos que

du 1 !
ey _ < 1im—— _ _
(GO =) < im0 -
F(t)—F
S TACELIC )
s—t r—s
y
onde F(y) = / —h+ f(1),u(t) —v)dt para0 <y < T. Pelo Teorema Fundamental do Calculo
0

temos que F'(t) = (— h+f() u(t) —v). Logo
du
<E<t>,u<t> _V>V*’V < (=t £(0)ult) )

e portanto concluimos que

<@(r> )+ hyu(t) — v> <0, qtpem JOTL.
dt VeV

Pela arbitrariedade de v € D(¢) e h € d@(v) bem como pela monotonicidade maximal de d¢
d
em V x V* temos que g(1) = f(¢) — d—?(r) € 09 (u(t)) para q.t.p em ]0,T[ e assim u(t) € D(99)

q.t.p. t € [0,T]. Vamos mostrar agora que ¢(u(¢)) € L' (0,T). Realmente, sendo u solugdo forte
de (3.1) existe g(r) € 0@(u(t)) tal que

du

dt()+g() f(t) em V¥ 0<t<T.

Multiplicando esta equac@o por u(t) obtemos

<L;_?(t),u(t)>w7v (g (0),u())vey = (F(0),u(t))yey.

Logo,
1d

5 2 1Ol + (), u(0)) = (), u(0) < [F@O) v+ llu()]lv (3.19)

q.t.p. tem |0, T[. Agora como g(¢) € d@(u(t)) temos que

O(v) —0(u(t) = (8(1),v —u(t))v-v.
para todo v € D(@) e como 0 € D(¢) segue que

®(0) —@(u(r)) = (g(t), —u(t))v=y.
ou seja,

@(0) —@(u(r)) = —(g(t), u(t))v-yv,

o que implica
O(u(r)) < (g(2),u(t)) + (0). (3.20)
A condic¢ao (3.3) nos dd que

[lu(®)I} < Cullu()][7 +C2+C30(u(r)). (3.21)
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De (3.21) podemos obter

Callu(t) | < G|+ Co -+ 300u(0),

1 C C
2_C3’ Cs; = 2—53 e Cg = 2_6%3 Observe também que de (3.19) e (3.20) temos
respectivamente

em que Cy =

SOy < —(8(0),(0)) + IOl v )y

Logo,
1d 1 1 1

§EWMN@+§MMOH%MW®M?S Cs|lu(0)][77 + Co + 5 0(u(1)) + 5 {g(0), u(r))

20(0) — (8(0), @)} + L0) Iy lu(e)

3 (8(0), (1)) + 59(0)

3 (8(0),u(e)) + 50(0) — {&(0)u(1))

F @1 u()]v
Cs| ()7 +Cr+ £ O+ [u(®)v,

+

IN

Cs||u(?)||3 + Co +

—- 4

C
onde C; = Cs+ ¢(0). Usando o Lema 3.1.1 para a = ||u(t)||v, b = ||f(t)||lv+ e k = 74 con-
cluimos que

S OBy 50w 0) + Gl < Collut@) I +Cr+ S o)l
+ 96 (S Iy

ecomo sup ||u(t)||f; <K e|lu(r)]|} >0 segue que
t€[0,T]

1d 1 C. /
3 WO+ 500 < CsK-+Cr+ 96, (S IO,

Integrando esta expressao de 0 até T obtemos
T
[ otwo)ar < —lur) B +lnlfy+ resk 709, (5 ) [0
4
_ _\|u(T)|\%,+\|u0|\%,+Tc5K+Tc7+Mp(7>||pr or <

observando que f € L” (0,T;V*). Sendo assim @(u(t)) € L'(0,T). [

Observacao 3.1.2 Como ¢(u(t)) € L'(0,T) segue que u(t) € D(¢) para q.t.pt €]0,T].
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3.2 Regularidade das solucoes do problema de Cauchy

Nesta secd@o, de acordo com [1], sob algumas condi¢des, apresentaremos um resultado sobre a
regularidade da solugdo forte u de (3.1).

Lema 3.2.1 [7] (Desigualdade de Hardy) Se p > 1, f(x) >0e F(x / f(t)dt entdo

/Ooo (@)pdx < <p%1>p/omf(x)pdx.

/ d /
Lema 3.2.2 Se f € L (0,T;V*) com td—]; € LP (0,T;V*) entdo existe uma sequéncia f, €
L=(0,T;V*)NC>=(]0,T);H) satisfazendo:

(@) tf, € C*([0,T];H);
(ii) f, — fem L7 (0,T;V*);

fn f . XY .
7 tdl em LP (O,T,V ),

(iv) hm tfn(): .

(iii) ¢

Demonstracio: A partir do fato de que f € L” (0,T;V*) segue que 1 f € W' (0, T;V*) pois

1

€L

/ r / v
< (7 [ wronar)” =il <o

d(t d /
(d{) f+tdf € LP(0,T;V*). Pelo Teorema 2.2.2 W' (0,T;V*) c C([0,T];V*), logo

temos que 7 f € uma func¢do continua de [0,T] com valores em V*. Entio,
Lim ||zf(2)|ly+ = o
Tim e (1)
existe e 0. > 0. Mostremos que o, = 0. Com efeito, se & > 0, sendo lim |t f(t)|]v+ = o, dado
t—0

o (04
€= Eexiste?)>0talque se 0 <r<dentdo | |[tf(t)|lv—0a < E,istoé

o o
——= < |ltf@O)||ys —a < =
<@l —a< S

o
logol| f(2)||v+ > 5 Para 0 <t < 8, o que contradiz o fato de que f € L'(0,T;V*), pois
)

51
/Hf \V*dt>/Hf |V*dt>0c/ 2 ar = L lim dt Elimlnt

2 a—0 a—0

a

= —= hm(ln8 —1Ina) = oo.
a—0
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Logo lim ||l (t)|lv+ = 0. Pelo Teorema Fundamental do Cdlculo temos
t—0

= [ s las

1 (td
= ;/0 %[tf(r)]d‘c. (3.22)

Sendo H C V* uma imersdo continua e densa escolhemos uma sequéncia p, € C*([0,T]; H)
/ 1

com p,(0) =0e p, — tf em WP (0,T;V*). Considere f,(t) = ;pn(t). Entdo temos que

fn€C=(]0,T];H) visto que p, € C*([0,T];H). Agora

td
tfu(t) = pa(t) — pn(0) = 0 %pn('c)d*c
€ portanto
n=1 95 (3.23)
Jalt) = tJo dtp" ' '

Observe que como p, € C*([0,T]; H) temos

dpn 1 dpn
* — — < _
1ol = ;[ rwar| < dt( )| e
dpn
<
- dt () Hdr
dpn
< ¢ sup (1)
t€[0,T] dt H
Logo, sup ess||fn(t)||v+ < ¢ sup ipn(t) < o e segue que f, € L*(0,T;V*). Como
t€[0,T] dt H
tfa(t) = pn(t) € C*(]0,T]; H) segue (i). Por (3.22) e (3.23)
1 [ d
=0 =1 [ Sonman—1 [ Lip@las=1 [ Lipu(s) el
Logo
» L[ r
IO -FOI = || [ Slpa® —er e
V*
1 (]| d r
g(/ OO (Y R CE Y
Entdo, por (3.24) e pelo Lema 3.2.1 (Desigualdade de Hardy) temos
4 _ 4
U= A1 g = /|m1 (1)1 di
1 t d pl
gﬁ(x/d4<%mnwm»dr
p, p/ /T d - p/
< (%) | o=t
| d 4
= | (pn—1f) :
dt L7 (0,T:v*)
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Assim,

a1

1= Flrore <2

LY (0,T:V*)

/ dp, d(t /
Como p, — 1f em WP (0,T;V*) temos que d_pt — % em L? (0,T;V*) e concluimos que

fn— fem Lfl’/(O7 T;V*) e (ii) estd provado. Além disso,

dpy d dfn d

(1) = Zlfa(0)] = fult) +1=0(0) = —

d
dt dt 0t tf(0)] = ft)+1-£()

dt

em L”/(O, T;V*) e (iii) segue. Para finalizar a demonstrac@o do lema, basta observar que

lim t£,(t) = 1i1’(§1+ Pu(t) =pn(0)=0

t—0*

0 que garante (1v). [ ]

Lema 3.2.3 Seja Fy : V — V* a aplicagdo dualidade que a cada v € V associa o conjunto
F(v)={fevsfO) =} =fl[}.}. Entdov e ;' (f) se, e somente se, v € Fy+(f).

Demonstracao: Observe primeiramente que pelo Teorema de Hanh-Banach Fy (v) # 0, Vv €
V. Suponha que v € Fv’l(f), logo f € Fy(v). Temos

v v = (Fvvey = F0) = [P = 11111
e como Fy« : V* — (V*)* =V étal que
Fy+(f) = {h € Vilh, fv = fIIp+ = ||Al*}

segue que v € Fy«(f). Reciprocamente, suponha que v € Fy+(f). Entdo

W, vy = Al = VI = f0) = (F,v)vey.
Logo, f € Fy(v),isto é,v € F, ' (f). |

Lema 3.2.4 [2] Seja X um espagco normado e u(t) uma fung¢do com valores em X definida em
um intervalo da reta real. Suponha que u(t) tem derivada fraca u'(s) € X em t = 5. Assuma
também que t — ||u(t)|| seja diferencidvel em t = s. Entdo

d

[lu(s)llx - lu(s)lx = £ () = (f,u'(s))xex

Vf € Fx(u(s)).

Agora estamos em condi¢des de demonstrar os resultados a respeito da regularidade da
solucdo de (3.1).

Teorema 3.2.1 [1] Sejam (3.3) e (3.4) satisfeitas. Entdo para cada u, € D((p)H efe LPI(O, T;V*)
d /

com td—];(t) € L (0,T;V*), a solugdo u de (3.1) satisfaz:

(@) ueC(0,T];V,)NC([0,T];H) "W (0,T;V*);

(b) u(t) € D(@) Vt>0, sup t@(u(t)) < oo
t€[0,T]
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Ldu 1 du
¢) 17 —(t) € L=(0,T;V*), 12— (t) € L>(0,T;H),
© 17 20 e L70.7v), 1) e 12(0,7:1)
onde C(]0,T];Vy,) representa o conjunto de todas as funcées de ]0,T] com valores em V que
sdo fracamente continuas.
Demonstracao: Do Teorema 3.1.1 temos que

ue C([0,T):H)NWP (0,T;V*)NLP(0,T;V).

Agora, seja u, € D((p)H e considere a sequéncia u,, — u, em H como na demonstra¢cio do
Teorema 3.1.1. Considere f, € L*(0,7;V*)NC>(]0,T]; H) satisfazendo as condi¢des do Lema
3.2.2. Vamos considerar a equacao (3.8) como no Teorema 3.1.1. Multiplicando esta equacdo

du,
t—(t) obt
por 7 (1) obtemos

2
|G| otan, GO =10 GOy
e pelo Lema 2.3.1 segue que
(500 22 vy = L (ua(0).
Assim,
du,, |I> d duy
|||+ ot +ontantn - ontantn =1 (0. Greo)
In d fn
GOy~ OO+t (GOn) (G0 m0)
Logo
du,, ||> d
1[G 0] |+ 2 0m )} = 0 an(0) + ety 5 )
H
dfn
Oy~ (GOm0 ) = onlun) + 0 w))
dfn
- GOm0y (GO w0) 325)

dun

q.t.p 7 €]0,T|. Integrando (3.25) de 0 até t e notando que lir(gl+ tf(t) = 0 obtemos
1—
(T) / —{1oy (uy(7))}dr = / 0y (up(t))dr

[l|5
dfy

- /Ot<fn(T)7un(T)>v*,vdT+ [ @@y i [ Pouwo)

VeV
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' d
Pelo Teorema Fundamental do Célculo segue que / E{T(PH(M" (7)) }dt = 1@y (uy(t)) e assim
0

t
|
0

= [@ @i (L @un@)  d<homO

VeV

/Otr<cgz‘(r),un('c)>w7vdt
[ ontuntoyae+ ( I ||fn<r>||'v’ldr) ' (f o) Ol Ol
.\ </0 oo ) ) (/ i ||€d1) (3.26)

dr
para todo ¢ € [0,T]. Pela condi¢@o (3.3) e por (3.11) obtemos

2 t
d’t-l—t(py(un(t)) = /O On (un(T))dT+ 1 (fu(t), un(t))v+v

du,
a0

_|_

+ [ ontunnacs| [ @ @

IN

1

11 < A0 i+ 2%+ 50 (un(6). (3.27)

f“" V=020 2C;

1
Pelo Lema 3.1.1 com k = — e (3.27) temos
2C;

1

Ol i)l <196 (5 VIAOIE- + 5

< 194 (5 ) IO +7{ 52 (01 + ZCC}+ Loulu().  (29)

du,,
27 (Y

Portanto, usando (3.28) em (3.26) concluimos que
2 t /
v 30u) < [ ontun(®)r+36 (56 ) sop AL O

t
/ T
0 H t€[0,T]

C / r p %
e sup [lunle)|fy+ 52 T+ / U@I-as) " [ (D) ar
3 1ef0,7] 0

- (o (£

para todo ¢ € [0, T]. Tomando agora uma sequéncia (f,,) de forma que

() v < | fnll=0,7%)

e t,, — 0 temos pelo Teorema Fundamental do Célculo

d In
drt

(7)

?
dﬂc (3.29)
V*

/ / t d /
O =tall )l = [ (A @I Y
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Logo,
A0 = [ SA@IE Yl .
= [ (I + @I ) dr o)
= [la@I.dr+ /T—an AR FACHIA
= [a@id [ ||fn<r>|r%*>"7/dmmnfn(zm)u'él
= LA [ A1 Ll
+ aallall = [ I+ 2 [l @I (Ol

+ tll )1

Pelo Lema 3.2.4 com X = V* temos que para h,(t) € Fy, ' (f(T))

d d
SR = 2@y Ol

-2 <%(T)’hn(T)>v*,V

dfn
< 24, n<r>>
VvV
A df o
< 2f|%)|| iy =2||%0)| inwi-
Assim,
’ t d n /
A < [ 6@+ [ 1@ 20| armlnoll.
Im v
% t dn P/ ﬁ
< [n@arsr ([ 15@I.a) ( ) d)
+ thfn(tm)H{)/*
Fazendo t,,, — 0 obtemos
, t ) N , E df, 7
EOIE- < [ Ia@ap ([ I6Iae) 7 < =00 wdr) .

Como f, — f et %( 1) >t d—];(t) em LY (0,T;V*) podemos extrair uma subsequéncia r’

de n tal que f,y(t) — f(¢t) em V* q.t.p ¢t €]0,T[. Como fn — f em L (0,T;V*) temos que

fn — f em LP(0,1;V*) para cada 1 € [0,T]. Logo ||fn||p il e, portanto,

(0,1;V*) LP (0,t;V*)
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p-1
/

t , t / t ’
/0 |]fn(‘c)||p*d1:—>/0 ||£(t)||}.dT. Analogamente vemos que (/0 ||fn(’c)\|p*dt) " con-

t , = ,
verge para (/ | f(T H{;*d’c) " . Pelo fato de que tﬁ( ) — t—f( t) em LP (0,T;V*) temos

dt dt
df, df oo , ,
7 (1) > t——(t) em LP (0,7;V*) para cada t € [0,T]. Sendo assim, podemos concluir que

dt 1
( || 4
0

pl 4 t
i V*dt> — (/o
n’ temos
oI < [ Islfasp ([ 17lar) ( /

Logo, decorre de (3.30) que ¢|[£(1)| |l € L2(0,T) e 11%1+ t|l£(0)]|5. = 0. Com efeito,
—

Pl

que ¢

3=

df
Y

(7)

(7)

P
dT) . Fazendo n’ — o0 com n substituido por

()

r v
d . (3.30
drt v K 30

1

: o af v
ol < [y (o) (Lo
/ df
p p'-
T Pl 1 S| pl(ow)@

q.tp1 €]0,T[. Logo [[t[|f(t)l[}+]|=(0,r) < o Como O <t[[f(1)][{;- e

[itas s ([ isi.a )(

quando  — 0™ segue, pelo Teorema do Sanduiche que liI(l)l+ t|f (1)
t—

df
d‘t

— (0

i
dr —0

||p . = 0. Mostraremos agora

1 du
que 12 7 € L>(0,T;H) e sup t@(u(t)) < . De fato, lembremos primeiramente que

t€[0,T]
) /

Agora, por (3.29) temos
T 2 T 1 )
o)< -2 1 r-+2 [ plun (1)) + 294, (—) sup 1[1/,(0)]I{-

0 H 0 2G5 t€[0,T]

O] T /
o s nl+2( [ an<r>||&dr) (/ Jun ||”dr) + 27
G t€[0,T] 0 G

T 5 [ T
+ 2(/ ||u,,(‘c)||€d‘c) d <2/ O (itn(T d‘c+ T
0 0 9(

1 / Cl )
" ZM( ) sup |15+ T sup [ (Ol + 211l 0.7 lbenllrioriv
263 ) o Y G oy 1L’ 0,75y Nl ILP (O.T3V)

df
dt

Un

dt<0

t

Un

(r)

dfn
t dart

(T)

+ 2/|unllrr0,75)
L' (0,T:V*)
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para todo n € N. Agora, como u, é limitada em L”(0,T;V), @(u,(t)) é limitada em L'(0,T), f,

d /
e t% sao limitadas em L? (0,7;,V*) e que

I ! P T o ,/1;1 T d 4 v
AAEOI < [ a@Idcp ([ la@Iga) " ([ |enmm]|
0 0 0 dt v
df,
= ||fll, e r—= <K
[allos (OvT;V)JFPHfH OTV*) ’ dt || o)

q.t.p? €]0,T] e todo n € N concluimos que r@(u,(t)) < C e, portanto,

sup 1Q(un(t)) <C
1€[0,T]

para todo n € N. Como u,, — u em C([0,T];H) temos que u,(t) — u(t) para cada r € [0,7T].
Pela semicontinuidade inferior de ¢ decorre que,

o(u(t)) < liminf@(uy(t))

n—oo

ou de forma equivalente
19(u(r)) < liminfr@(u, (1)) < oo.

n—oo

1
Logo, sup r@(u(t)) < oo. Agora lembrando que —Et(p(u,,(t)) < 0 obtemos, novamente de
t€[0,T]
(3.29)

(1)

2dt<—lt (u (t))+/T (un(T))dT + M, L) s tl| ful) 1}
dt = ol o(p" P\2Gs ) o TV

T
/;
0 H +€[0,T]
C ) T » ’
+ 2CT sup ||u,(2)||7 + / ||fn(T)||V*dT / |[un (T ||VdT +_T
t€[0,T] 0

' :

+ (/ ||un(‘c)||€d‘c) /(pun dt+ T
0 0 V*

1 / Cl )
+ M (—) sup t¢ t p*—}-—T su u (t + , o llu .
P\ac; ) Sy MO 56T 240 Nt Wsllur o [Fnllaroz)

tdf"
dt

'dun

dfn
d’t

(7)

+ Nunllzro.12v)

LY (0,T:V*)
para todo n € N. Pelos mesmos argumentos apresentados anteriormente concluimos que

P = L

1 du,

dt <C




duy
para todo n € N e portanto t%d—ut € L*(0,T;H). Como u, — uem C([0,T];H) temos

2
) 1duy 1duy,
= 1 12 t),t2 t
. lm< @), dt<>>

Un (X) — U (1) ,l% lim Un(X) — (1) >
xX—t xX—1 xX—t xX—1

= <té lim lim—un(x) _u"(t)J% lim lim U (x) _”n(t)>

n—oo x—t x—t n—oo x—t x—t

_ <t% fim fim 200 =) b i 400 = () ””(t)>

X—f n—oo x—1 X—>f n—roo x—1

_ <t;hmu<x>—u<t> ! .mu<x>—u<r>>

1du,
12 t
5 )

lim
n—soo

x—t x—1t ’ xX—t x—1t

1du 1du
= 12— (t).t2—(t) ) = ||t2
<dt<>, dt<>> \

Logo,

e pelo Lema de Fatou
T 2
J

dt
H

2 T

dt = liminf
H 0 h—eo
2

dt <C
H

1
12

du 1 duy, 1 duy,
i 12 t 12 t
10 210 2 1

T
dtr = / lim
H 0 n—eo

liminf
n—o /o

|| 1du,

Y

12

IN

d
e portanto 2 d_? er? (0,T;H). Vamos mostrar agora que
1
() trueL>(0,T;V)NC([0,T];Vi);
1
(ii) /g L>(0,T;V*);
1du
iii) 17— € L*(0,T;V*).
(iii) = ( )

ondeg(r) = f(t) — d—u(t) De fato, decorre de (3.3) e sup r@(u(t)) < oo que
dt t€[0,7]

eru(@) |l = el @I < (Collu(o)]} +Ca+ Cro(u(r))
Cut|[u(t) |7 + Cot + C310(ul1))

C1T||u(t)||3 +CoT +C3 sup 1¢(u(r))
+€[0,T]

CiT sup Hun(t)H%I—i—CzT—f—Cg, sup tQ(u(t)) < oo
t€[0,T] t€[0,T]

IN

IA

1
q.t.p.  €]0,T[. Portanto t7u € L=(0,T;V). Para mostrar que a fungio

38
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1
t—tru(t)

¢ fracamente continua em [0,T] basta ver que como u(t) € C([0,T];H) entdo u(z) é continua
restringindo-se o contradominio V C H. Como todo aberto da topologia fraca ¢ um aberto da

1 .
topologia forte segue que 77 u(t) é fracamente continua em [0,T] e (i) segue. Observe que

1 1
—tpu(t) = u(t) € C(0,T]: V).
tp

Para mostrar (ii) decorre de (3.4) que

167 (115 = tlg ()] < 1) |) eoue)) + 1}

e como ||u(t)||g < sup ||u(t)||g = C < oo temos que I(||u(t)||x) < (C). Sendo assim,
t€[0,T]

1 /
|67 g(t)|[y- < 1(C){ sup to(u(t)) +T} <o
t€[0,T]

1
e, portanto, t7' g € L*(0,T;V*). Para provar (iii) observemos que

<[l || +|7et0)

V*

1 du 1 1
7 — 7 f(t) =17 g(t)

V*

+

& V=

1

/ 1 1d
e como ¢||f(¢)||. € L=(0,T;V*) et g € L(0,T;V*) segue que ||t7 Y| <o (iii) esta

V*
provada. [ |

Corolario 3.2.1 Sejam (3.3) e (3.4) satisfeitas. Entdo para cada u, € D(9) e f € W' (0,T;V*)
a solugdo u de (3.1) satisfaz
(i) ueC([0,T];V,)NC([0,T];H)NWLP (0,T;V*);
(ii) u(t) € D(@), Vi >0e sup Q(u(t)) < oo;
t€[0,T]
... du 2 . %
(iii) % € L*(0,T;H)NL=(0,T;V*).
Demonstracdo: Quando u, € D(@) C D((p)H e f € WhP'(0,T;V*) basta tomar a sequéncia
/ d /
(49, )neny C D(@) como u,, :=u, Vn € N e sendo f € L” (0,T;V*) com d—J: € LP(0,T;V*)

/ d d
podemos tomar uma sequéncia f, € C*([0,T];H) tal que f, — fem L (0,T;V*) e % — d—];

/ d
em L? (0,7;V*). Multiplicando (3.8) por %(I) obtemos
2

\ H+<&U%%%@>wy=<ﬁ0%%?®>wy

e pelo Lema (2.3.1) concluimos que

’ 2 L 4P (un) (1) = <fn<t>7 %(Z)>v*,v + <%(I),un(t)>v*,v

H dt
"<3“*W®>wv=%%mwmmwy—<ﬁﬂmww>

du,,
dt

(1)

du,
dt
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q.t.pt €]0,T[. Integrando esta expressdo no intervalo ]O,t[ temos

2 ; t
)| ave [ Soutu(@e= [ @) @) vde

- /Zt<i£l(r>,un(r)>wdz

e pelo Teorema Fundamental do Célculo segue que

2

/t ‘“‘"(r) HdwcpH(un(r))—mH(uo) 00— ((0) )y
- D) des [ QL) e |0
v < sl S Ol 415 i sl
+/0 4o V*||un<r>||vdrs<o Lo ) (f e |pdr)

+ (O [vluollv + [[fa @) lv+{lun (@) lv -
(3.31)

1
Pelo Lema 3.1.1 com k = — ¢ (3.27) tem-se
2C5

1 / 1
1Ol < 9% (55 ) IHO. +

2C;
1 Ci C 1
< 36, (50 ) IO+ { Sh il -+ 52 |+ Jou(un(o)

[Jun ()11

A

1 s 1 »
15Ol llilly < 98 (5 ) IO+ el

1 ! C1 () 1
< —_— p* 0 ~ o)

Observando que W' (0, T;V*) estd imerso em C([0,T];V*) vamos mostrar que
(@) ucC([0,T];V,) "NWH2(0,T; H)NW > (0,T;V*);
(b) g€ L=(0,T;V");

(¢) sup @(u(t)) <o,

t€[0,T]

d
ondeg(r) = f(¢) — d—L: (1) € 9p(u(t)). De fato, como u(t) € C([0,T]; H) temos que u(t) é continua
restringindo-se o contradominio V C H. Como todo aberto da topologia fraca € um aberto da
topologia forte segue que u(z) € fracamente continua e portanto u(z) € C([0,T];V,,). Novamente,
sendo u(r) € C([0,T];H), ou seja, u(t) continua no compacto [0,T] temos que ||u(t)||g < C.
Sendo assim,

T
g = [ @) < [ Car=cr
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e isso nos dd que ||u|[;2( 7.4y < = €, portanto, u € L*(0,T;H). Agora como u, é limitada em

1
LP(0,T;V) e C([0,T]; H) temos que </ ||lun(T de’c) <Kie sup ||un(t)||} < K. Como
t€[0,T]

1
d , T||d I I
fo—f—— dJn — af em L7 (0,T;V*) concluimos que || f,,(1)||5- < Kz e / Jn (O] dt] <
dt dt 0 || dt v
K4. Lembrando que @ (u,(t)) > 0, isto é, —@g (u,(1)) < 0, entdo de (3.31) segue
T\ du, 2 )1
/ O] < —0u(un(t)) +Qr (uo) + M, ()= + 5@ (ua(t))
o || dt |y 2
Cl C2 1 / 1
+ {2C3£;%HWA)HH+2C }+— p(ﬂk)ruu I+ )
/ L 1
T\|df, P v T » Ci G,
d bd T ——||uol|fy + =
n (/0 )| ) (f t@lgae) " 47 { Sl 52 |
G G 1 C (&) 3
< T 2K TSKy—+ —/— =
< Tl g b2kt (5 )+ 7 Ko b 2 b+ St
+ KKy =Ks5 < oo, (3.32)

Agora, como u, — uem C([0,T]; H) tem-se

2
) du, du,
= 1 1), —(t
) tim (0.5 0)

~ lim <hm () = (1) () = (1) >

du,

li
1m dr

n—oo

(r)

n—oo \ x—t xX—1 T Xt xX—1

(), gy )00

n—oo x—t xX—1 n—roo x—t xX—1
- t - t
- <lim tim “rE) T ) iy g 2l (1) )>
X—t n—oo xX—t X—t n—oo xX—1t
_ <lim u(x) —u(r) lim u(x) —u(r) >
xX—t xX—1 xX—t xX—1
du, . du du, |
= t = ||=(t
(G5 0)=|50 )
dt = / lim || —==(¢)|| dt. Logo, pelo Lema 2.1.4
0 n—e|| dt H
T||d 2 T d 2 T d 2
/ Lol de= / tim |22 dr= [ liminf|| 22 @)|| ar
o ||dt o 0 n—e|| dt H 0 n—e || dt H
T\ du, 2
< liminf (1)]| dt <liminfKs = K5 < oo.
n—oo  Jo dt H n—yoo
d
Logo au < V/Ks < oo, concluindo que o € L?(0,T;H). Com isso, podemos con-
dt L2(0,T;H) dt

cluir que u € W172(O, T;H). Para finalizar a demonstra¢do de (a) vamos provar (c) e (b) nesta
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ordem. De (3.32) obtemos

du,

O (un(1)) < (1)

2
1 C1 C2
dt Afes M, 2T
T ks P<2c)+ {2C ol + 2C3}

C (0]
2T Sko—+ — 2kiks < o0
+ {22C3+2C3}+ 1K4

e como u, — u em C([0,T];H) temos que uy,(t) — u(t), Vt € [0,T]. Assim, pela semicon-
tinuidade inferior de @

@(u(r)) <TiminfQ(uy(r)) < oo

e, portanto, sup @(u(r)) < eo. Para mostrar (b), por (3.4) temos
t€[0,T]

()5 < 0] ) 1) {p(ua(r)) + 1}

e devidou € C([0,T]; H) sabemos que ||u(t)||g < C paratodot € [0,T]. Notando que @(u(t)) <

sup @(u(t)) e como / é uma fungdo ndo decrescente temos que [(||u(z)||x) < 1(C). Logo
t€[0,T]

g @)1} SZ(C){ sup (p(u(t))+1} <

1€[0,T]

Portanto g € L*(0,7T;V*). Para completar a demonstragdo de (a), precisamos mostrar que u €
W1=(0,T;V*). Para isso, mostremos primeiramente que f € L=(0,T;V*). De fato, por (3.30)
com ¢ substituido por 1 temos

, df v
b, < p*d + ( ) d
ol < [ e e [ @i ( w2 r)
T » /( T » )”,,,/l T\|df ' i
< [ W@y ( [HIrlge) © ([ G0] a
_ 4 p— ﬂ
= Wy + I 1| .

q.t.p. ¢ €]0,T], logo f € L*(0,T;V*). Mostraremos agora que u € L*(0,7;V*). Como H C V*
com imersdo continua temos que ||u(?)||y+ < K||u(?)||g, para todo 7 € [0, T]. Assim

[u(®)|lv+ < KJu(@)||ln < K sup [|u(r)||z <oo,Vr €[0,T]
+€[0,T]

e, portanto, u € L*(0,T;V*). Finalmente, como f € L*(0,7T;V*) e por (b) temos

) du ‘. p
e isso nos fornece que I € L=(0,T;V*) e portanto (a) vale e o coroldrio estd demonstrado. W

du

dt

=0 =80l <O+ gl
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3.3 Algumas observacoes e extensoes dos teoremas de existéncia
e regularidade do problema de Cauchy

Nesta secdo veremos que algumas hipoteses do teorema de existéncia e regularidade vistos
anteriormente podem ser enfraquecidas.

Observacao 3.3.1 No Teorema 3.2.1 ndo é necessdrio assumir que (3.4) seja satisfeita.

d
Com efeito, (3.29) garante que 2 % (t) é limitada em L?(0,T;H). Como

1 1 1
||t2fn||L2(O7T;V*) < ||tfn||[2,°°(()7T;V*)||fn|’21(077~;v*) <

poistf, € C*(0,T;H) e f, € L=(0,T;V*) segue que

g, %(fn d”")eL2<o,T;V*).

1d
Neste caso apenas nao podemos concluir que ¢ #’ d_? € L>(0,T;V*).

Observacio 3.3.2 A funcdo h: [0,T] — H dada por h(t) = ||u(t)||%, é absolutamente continua,
onde u é a solugdo de (3.1) dada no Teorema 3.1.1.

De fato, seja € > 0 e {(x;,yi) }i=1,...» uma sequéncia de intervalos disjuntos contidos em [0,T].
Tome
€
5 —
2||% l
- Ui|rr(o,;v
dt |10 (0,1:v+) 01v)

n
e teremos que se Y (y; —x;) < & entdo
i=1

n

o) —h(x) = ¥ \||u<y,.>||;, - ||u<xi>||%} =2

i=1 i=1

/Xiyi<2—:('c),u(t)>d1:

-

N
I
_

1 du
< Yo " (Gr@u)| < lulluro 7
i=1 X Xi '(0,T:v*)
L du
= 22()’1'—)%) all ullzr0,7:v) <&
i=1 L7 (0,T:V*)

Observe que se ||ul|zr(o,7:v) = 0 entdo u = 0 q.t.p. ¢ €]0,T], logo h(t) = 0 e portanto h €
du

ar || 0.1+
constante e assim A(t) é absolutamente continua.

absolutamente continua. Se

d
= ( entdo d_? =0 q.t.p. 1 €]0, T e portanto u(z) é

Observacdo 3.3.3 Se u' (i = 1,2) sdo solugées de (3.1) com f e u, substituidos por f' e u’,

entdo |
4

ot 0= 2015 <t = 1+ € ([ 1760~ P as) "

onde C depende de T e K.
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Realmente, seja u’ (i = 1,2) solugdes de (3.1) com f e u, substituidos por f' e u’. Assim como
na demosntra¢do do Teorema 3.1.1 definimos i/,(¢) as solugdes das equagdes aproximadas (3.8)
com f, € u,, substituidas por f, e u, . Multiplicando a expressao

Eub(0) —12(0)) + 30 (1)) —0u(2(0)) 2 16— F2(e) em H,0 <1 < T

por u} (1) — u2(t) obtemos

(SO~ B0V~ B0)) (k) = 00~ )y
A%
0~ F20.b(0) Oy

logo

S (1) = wa ()| + (gn () = g2 (), un (1) = 1z ())vey = (f (1) = f(0),up (1) — (1) v

e como 9@y é mondtona, isto &, (g} (t) — g2(t),ul(t) — u2(t))y+y > 0 temos que

S () = ()| < o () = f (1)t (0) =z (1) v
q.t.p.  €]0,T|. Integrando a desigualdade anterior de 0 até  obtemos

t1d !
0 EaHu},(S) — 1 (s)|[frds < /0 (fr () = £7(8),up () — 15 (5))y= vds,

5 Ul (6) =z ()77 = 14(0) — w3 (0) [ [77) < /Ot<fn1 (8) = £ (5) ttn(5) = up(s))v- v s,

b~ <t~ B+ 2 [ 26 = F205)5) — 25D

IA

t
ud, =2 a2 [ 1A6) = £l 3 (5) ()] v
(3.33)

Sendo u!, — u' em C([0,T];H) (i = 1,2), e u!, limitada em L”(0,T;V), isto é

([ 1ongar)” <x
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segue que ||ui (¢)||y é limitada em LP(0,T). Fazendo n — « em (3.33) e notando que ||u}(s) —
un () |ero.1) < Nt ($)1r(0,7) + 145 (9) 1| r(0,r) < K +K = 2K obtemos

t
[l (7) = ()[4 < Hui—uﬁH%zHlim/ 1 (5) = £ ()l lv i () — 2z (5) v ds

t
< ||u;—u3\|%,+2ggg(/0||f;<s> - ) (f 1t ||”ds)

= zggr;(/ufn +116) = 12(5)+ £2(5) n<>\|"*ds) s () = 2(3) oo )
+ ||ué_u0||H§||M0_u0||H+4K,}glgo||frzl_fl+f1_f2+f2_fr$||LP/(()7t;V*)

< 4K ( Tim |1 fy = £ 1 oy + I = £l 0,y + lim |12 —f,fHLp/(O?,;V*))

+ uy — 5|17

: 1 1 00— T1; 2 2
¢ como r}l_{rolo fa =1 ||LP'(0,t;V*) =0= r}grolo 1f~ = fa ||Lp’(07;;v*) Segue que

A\

212 2
lu' )= Ol < g —ugll + 4K = £l 00

o=l ([ 1r6) - P as)

N -

logo,

SN

~ t
o)) < b=l + € ([ 1 6) = P20 -as)
ondeédepende de T eK.

d /
Observacio 3.3.4 Para cada u, € D(Q) ) e feLl?(0,T;V*) comtd—]; € L? (0,T;V*) asolugdo

forte u de (3.1) satisfaz (u(-)) € C(]0,T)).
Para ver isto, defina
¢ (v) :==@(v) = (f(t),v)v+y,vEV.

Mostremos agora que ¢' € ®(V) e D(¢') = D(9) V¢ € [0,T]. Com efeito, vamos mostrar
primeiramente que @' é convexa. Sejam x,y € V e A € [0,1]. Entdo para ¢t € [0,T] e pela
convexidade de @

¢ (Ax+ (1 -1)y)

O(Ax+ (1 =A)y) = (f (1), A+ (1 =A)y)v-y

< M)+ (1=2)o(y) — ((f (1), A)y=v + {f(1), 1 =A)y)v-v)
= 2o(x) =A{f(1),)vv + (1 =A)0(y) — (1 =A){f (1), y)v+v
= Mo() = {f(0),x)v-v) + (1 =) (@(y) = (f(2), y)v-v)

= M)+ (1=M)¢' ().
Como @ é propria, isto é, existe v, € D(¢). Logo, parat € [0,7] temos

(pt(vo) = (P(Vo) - <f(t)7V0>V*,V < oo
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e isso nos dé que v, € D(@") e portanto ¢ é prépria para ¢ € [0,T]. Mostremos agora que ¢’ é
semicontinua inferiormente. Seja (u,) C V uma sequéncia convergente para u em V, entdo pela
semicontinuidade inferior de @

O ) = o)—(ft),wvv
UV

liminf @ (u,) — (f(1)
11m1nf(p(un) - llm n (£ (1), Mn>v*
hrggg}f{(p(un) — (f(t),un>v*,v}
= 1irgi£f<pf(un)

I IA

parat € [0,T]. Logo ¢' € ®(V) para todo ¢ € [0,T]. Seja agora v, € D(@), logo @(v,) < eo.
Sendo assim @' (v,) = @(v,) — (f(t),vo)v+y < oo e portanto v, € D(¢') para r € [0,T]. Por
outro lado, seja v, € D(¢"), entdo ¢’ (v,) = @(vy) — (f(1),vo)v+y < oo, 10go @(v,) < oo € assim
vo € D(@).

Vamos definir agora ¢}, como no Teorema 3.1.1, ou seja

fon_ @), uev
(pH(u)_{ oo, ucH-V

e como no Teorema 3.1.1 vemos que ¢}, € ®(H) para cada t € [0,7]. Temos também que @},
satisfaz a condigdo de suavidade (A¢') com o = oy = 0 introduzida em [10] e [11] para todo
t € [8,T] com & arbitrério positivo. ¢ satisfaz também 9¢’(v) = d@(v) — f(¢) para t € [0,T].
Com efeito, seja h € ¢! (v), logoh € V¥ e @' (w) — @' (v) > (h,w—v)y+ vy paratodow € D(¢') =
D(9). Sejaz € D(¢'), entdo

¢(z) —o(v) O (2) = (f(0), 2wy — (0" (V) + (f (), V)vey)
= ¢ =" (V) +{f(1), vy — (f(t),v)v+y
= 0'(2) =9 (V) +{f(1),z=v)vy
> (hz—=v)yry +(f(t),2—V)v+y

Considerando g = h+ f(t) temos entdo que h = g — f(1) € V* e @(z) — o(v) > (g,z2— V)y+v
qualquer que seja z € D(9") = D(9), logo 9¢’(v) C 9¢(v) — f(¢) parat € [0, T]. Por outro lado,

seja h € dQ(v) — f(t),entdo h=g— f(t) com g€ V* e ¢(w) — @(v) > (g,w — v)y= v para todo
w € D(@). Note que

O'(w)—0'(v) = ow)—(f(t),w)y-y —(0() = {f(t),v)v+v)
O(w) — (V) — (f(t),w)y=v + (f(t),v)v=v
(W) =) = (f(t),w—Vv)y+y

= O0w)—0v
> (gw—=v)yry —(f(t),w—v)vy
= (g—ft),w—=v)y+y

qualquer que sejaw € D(¢@) = D(@') e, portanto, h € 09’ (v) e a igualdade segue. Pelo Teorema
3.2.1 segue que

du_

@) 09" (u(r)) = 9o(u(r)) — f(1) > ==
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d
(ii) t%d—;‘ € L2(0,T;H).

Com efeito, como u é solucao forte de (3.1) temos que

du
B 0) 4 d0tu(e)) > (),
isto &, existe g() € d@(u(t)) tal que Ccl;_bt[(t) +g(t) = f(t), ou equivalentemente,
&)~ (1) =~ 50

Logo —CC[Z—( t) € 09(u(t)) — f(t) = 99’ (u(t)), isto prova (i). Agora (ii) segue diretamente do

du
Teorema 3.2.1. Mostremos agora que —d—( ) € 09%, (u(t)). Sejaw € D(9}) = D(¢"), como
du

dt()eacp( u(t)) temos

agora como

du
temos que _d_( ) € 09k, (u(t)). Assim por [10, 11] temos que a fungio

@' (u(t) = o(u(t)) — (f(t),ut))v+yv
€ absolutamente continua em ]0,T]. Claramente temos que a fun¢do
t= (f(t),u(t))vy

é continua em ]0,T]. Pelo fato que f € C(]0,T];V*) eu € C(]0,T];V,,) entdo para todo s,z €]0, T
temos

Wm(f(2), u(t))vey — (f(s),u(s))v+v = Lm(f(z) = f(s),u(t))v+y

- %i_l}l}(f(s),u(t) —u(s))y+y = <1Y1_Y>I}f(t) —f(s)aiijg”(t»wy
+ Qgr;f( ), ggnu(t)—u(S)>V*V =0.

Com isso concluimos que ¢@(u(-)) € C(]0,T]). Mais ainda, repetindo os mesmos argumentos
quando u, € D(¢) e f € WP (0,T;V*) temos que @(u(-)) € C([0,T)).

Observacao 3.3.5 Assuma que exista uma aplica¢do continua
AL 2 [0, 400X [0, 4-o00[— [0, 400 (3.34)

tal que || - ||¢ := N(Q(:),|| - ||1) seja uma norma em V equivalente a norma usual de V e que

(V,1| - ll¢) seja uniformemente convexo. Entdo para cada u, € D(¢) ) e f €LV (0,T;V*) com
d
td—]: e L7 (0,T;V*) a solugdo forte de (3.1) pertence a C(J0,T];V).
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De fato, pelas Observagdes 3.3.2 e 3.3.4 as func¢des
t=@u(r)) et = [Ju(t)||a

sdo continuas em ]0,T]. Entao a funcado

t = [Ju@)llo = N(@(u(r)), [|u®)||z)

é continua em ]0,T]. Sendo u € C(]0,T];V,,) temos que u(s) — u(t) quando s — ¢ em (V,||-||¢)-
Para ver isto seja ,,,7 €]0,T] de forma que #, — ¢ quando n — oo e u(t,) — u(t) em (V,|| - ||v)-
Logo ||u(t,)||v é limitada e por (3.34) u(t,) é limitada em (V, || -||¢). Sendo (V,||- ||¢) reflexivo
podemos extrair uma subsequéncia n’ de n de forma que u(t,y) — y em (V,||-||¢) quando n’ — oo.
Como (V,||-||v) estd imerso em H continuamente, (3.34) implica que (V,||-||¢) estd imerso em
H continuamente. Entdo podemos extrair uma subsequéncia n” de n de forma que u(t,) — x em
H quando n” — oo e x = u(t). Como este argumento ndo depende da escolha da subsequéncia
podemos deduzir que u(t,) — u(t) em (V,||- ||¢) quando n — eo. Usando a continuidade de A(,
de @(u(r)) e pelo fato de u € C([0,T]; H) segue que

Tim [u(e)lg = Tim A@(u(t). i) 1) = A i @(a(s,)). i ()11
= 2((lim @u()). lim [|u(0)[|s1) = [[u(1)] o
e pelo Teorema 2.1.6 concluimos que u(t,) — u(t) quando n — eo. Logo, como ||-||p e || -||v

sdo equivalentes concluimos que u € C(]0,T];V). Podemos enfraquecer a condi¢do (3.3) no
Teorema 3.1.1. Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.3.1 Seja (3.4) satisfeita e assuma que existam constantes ndo-negativas Ci, C; e C3
tais que
[ullf) — Cillul | — C2 < C30(u) (3.35)

2
paratodo € D{g) com g € [0.29]. Bwtao para £ € L'(0.73V") comr=max { /.22 (s
P—4q

g=2pentdor=o)eu, € D(Q) existe uma vinica solugcdo forte do problema (3.1) satisfazendo
ue LP(0,T;V)NC([0,T);H)NW"(0,T;V*),
a fungdo g(t) € 09(u(r)) dada em (3.2) pertence a LP (0,T;V*) e o(u(-)) € L}(0,T).

Demonstracao: A unicidade segue a mesma demonstracdo do Teorema 3.1.1. Para a exis-
téncia, assim como na demonstracdo do teorema 3.1.1 vamos considerar o problema de aproxi-
magio (3.8) com f, — f em L"(0,T;V*), f, € C*([0,T];H) sendo a semicontinuidade infe-
rior de @y em H assegurada agora por (3.35). Sendo u, solugio forte de (3.8) existe g,(t) €
0@y (uy(t)) tal que

du,
dt

(1) +gn(t) = fu(t) em H, O0<t<T.

Multiplicando esta expressdo por u,(t) obtemos

<d;tn (t)’un(t)>v*,v + (gu (), un())yey = (fult), tn(£) )y
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Logo
1d

5 2 1n 11 + (@n ),y v = (Fal0)stn () vy < [fal) v+ [lan() v

q.t.p. £ €]0,T[. Como 0 € D(¢) segue de (3.10) que @(un(t)) < (gn(t),un(t))v+v + ¢(0), ou
seja,

—(8n (1), un(1))vv = 9(0) < —@(un(7)).

Assim,
N < @)+ 0 -0y
< 0(0) ~ 0un(0) + 1 (1) - llan(0) v
e concluimos que
a0 By + 0 (6)) < 0(0) + 10 a0y (336

q.t.p. tem ]O,T[. Para o caso em que ¢ € [0,2p][, por (3.35) temos

=

1 @lvellunOlly < fa@llv- {Cillun (O] + C2+ C39(un(1)) }

< an(rmw{cliuunmuzwzé+c32<p<un<r>>i}

1 4 1 1 1
= Cor|lfOllvellun @Ol g + Co? || fa(O)llve +C37 [ fa(0)]lv-@(un(t)) .
o 2p ;o 2p /
Pelo Lema 2.1.1 com os expoentes 0 = — e 0’ = 5 , p e p temos que
q P—q

1 2p q > q
[ fa v ()] 7 < O+ EHun(t)H?{

/ 1
|| fu(O)|lv < —an( Ol + (3.37)

'c\‘f

==

37| o) v @(un (1)) <

/ 1
||fn( )|y + ;cp(um))- (3.38)
Logo,

2p

Ol @l < €1 [2” 9 Sl +§||un<r>|r%,] ey L;ananw’*ﬂ

4

s C . 22 1 crr Cop
£ Ol + o) < [||fn<r>r|w +\|fn(t)Hp*1 + 55 (e >\|H+%
N <P(un(t))7 (3.39)
p

'E\'—‘

1 il
2p—q) Cr +C37
2 , P . Agora para o caso em que g = 2p temos

~ C
onde C = max {

<=

Ol len@)lly < WAl {Cullin(e) 17 +Co+ Coo(un() |
< NAOllv { I +Cor +C0(un(0) }
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Logo, por (3.37), (3.38) e por || f(?)||v+ < s[up ] || £ (£)]|v= segue que
tel0,T

1 1/1 |
Lfn @)+ lun(2)[|v < Cr7 ( sup ||fn(t)Hv*> [l (0) 7+ Ca? (—,\Ifn(f)lllé*+—)
t€[0,T] p p

/
P

C

+ RO+ 0. (3.40)

Assim, para o caso em que g € [0,2p] segue de (3.36) e (3.39) que

1d ~ 25—‘1(1 / C%
3 o)1+ 0 < 000+ (ILAOIET + 15O ) + S0l

LG o)
p p

donde

1d I G~ 22 :
3ol -+ (1= o) <000+ 2+ & (IO + A0
Cllq 2

+ 5 o)l (3.41)

E para o caso em que g = 2p, por (3.36) e (3.40) obtemos

%%||u,,(;)\|§+ (1 - %w(un(t))) < ¢(0) +%+ (t:;%] ||fn(r>||v*> [Jun (1)

pl

1
Cz; / C3; /
s ||fn<r>||”*+—p, PG (3.42)

De (3.41) e (3.42) como na demonstracdo do Teorema 3.1.1 obtemos que u, € limitada em
C([0,T];H) e @(uy(t)) é limitada em L' (0,T). Como por (3.35) tem-se

[lun (O < Cullun ()] |77 +C2 + C30(un(t))

concluimos que u,, € limitada em L”(0,7;V). Além disso, como na demonstra¢do do Teorema
3.1.1 usando (3.4) segue que g, é limitada em L” (0,T;V*) e u, ¢ limitada em W7 (0, T;V*).
O restante da demonstragdo segue inteiramente analogo a demonstracido do Teorema 3.1.1. W
No Teorema 3.2.1 podemos substituir (3.3) por (3.35) com g € [0,2p] quando f atender to-

/ d /
das as condigdes requeridas no Teorema 3.2.1, isto é f € L (0,T;V*), td—{(t) € LP(0,T;V*)
2p

2p—q
demonstracdo do Teorema 3.2.1 obtemos o seguinte resultado:

e f€L(0,T;V*) com r = max { P, } Assim, seguindo os mesmos argumentos da

Teorema 3.3.2 Sejam (3.35) com q € [0,2p] e (3.4) satisfeitas. Entdo para cada u, € D((p)H e

/ d , )
F e 0.1 com %@y € 170,13V ¢ £ € 170,13 com r = max{p', Qijf]}’ .

solugdo de u de (3.1) satisfaz:
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() ueC(0,T];V,)NC([0,T);H)NWL' (0,T;V*);

(b) u(t) € D(@) Vt >0, sup r@(u(t)) < oo;
1€[0,T)

1d d
(© 17 “2(t) € L(0,T;V*), 2“2 (¢) € L2(0,T; H).
dt dt
em que C(]0,T];V,,) representa o conjunto de todas as fungdes de ]0,T] com valores em V que
sdo fracamente continuas.

Vamos agora considerar o problema de Cauchy (3.1) com uma pertubacdo Lipschitziana:

dt (3.43)

{ D) 4 3g(u(t)) > F(t) — Bult) em V*,0 <t < T

u(0) = u,

em que B é um operador Lipschitziano continuo de H em H, ou seja, existe L > 0 tal que
||Bu—Bv||a < L|ju—v||u

para todo u,v € H.

Definicdo 3.3.1 Uma fungdo u € C([0,T];V*) é uma solugdo forte do problema (3.43) em [0, T]
se as seguintes condi¢oes sdo satisfeitas:

(i) u:[0,T] — V* é uma fungcdo absolutamente continua em [0,T|;
(i) u(0) = uy;
(iii) u(z) € D(09) para q.t.p t €]0,T| e existe uma funcdo g(t) € 09(u(t)) satisfazendo:

Z—?(I)—I—g(t) = f(¢t)— Bu(t) em V* para q.t.p t € ]0,T]. (3.44)

Teorema 3.3.3 Sejam (3.3) e (3.4) satisfeitas. Entdo para cada u, € D((p)H efe€ LY (0,T;V*)
existe uma unica solucdo forte u do problema (3.43) satisfazendo
ue LP(0,T;V)NC([0,T);H)NW ' (0,T;V*),

a funcdo g(t) € 09(u(t)) dada em (3.44) pertence a LP (0,T;V*), @(u(-)) € L'(0,T) e Bu €
C([0,T];H).

Demonstracao: A unicidade segue usando os mesmos argumentos da demonstracdo do Teo-
rema 3.1.1. Para averiguar a existéncia da solugao forte do problema (3.43) vamos considerar o
seguinte problema de aproximagao

{ chn (1) +90n (1n (1)) + Bun(t) > fu(t) em H, 0 <1 <T (345)
Mﬂ(()) = Uy,

Considere agora a funcio B : [0,T] x D(q)H)H — H definida por B(t,u) = Bu — f,(¢). Entio

parar € [0,T] e uj,up € D(@y) temos

[1B(t,u1) = B(t,u2)||1r = ||Bus — f(t) — Buz + fu(0) || = |Bur — Bl < Lllur —uz| |y
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e a condi¢do (a) da Proposi¢ao 2.3.4 vale. Além disso, fixando u € D((pH)H segue que

T T T T
1B = [ 1Bu— g0 e < [ Bl +2 [ 1Bl (0]

T
+ / | fu(O)l|Frdt = ||Bul |5 T +2T ||Bullz sup ||fu()l+T sup [|fu(t)|[f < oo
0 t€[0,T] t€[0,7T]

e a condicdo (b) da Proposicao 2.3.4 vale. Portanto a existéncia da solucao forte u,, de (3.45) é
assegurada pela Proposicao 2.3.4. Note que para todo u € H temos

||Bu||r = ||Bu— B0+ BO||g < ||BO||g + ||Bu—BO||g < Co+L||u||a. (3.46)

Sendo u, solugdo forte de (3.45) existe p,(t) € 0@y (u,(t)) 4+ Buy(t) ou seja p,(t) = gu(t) +
Buy, (1) com g,(t) € 0Qp (un(2)) tal que

du,
dt

(1) + gn(t) + Buy(t) = fu(t) em H, 0<t<T.

Multiplicando a expressdo anterior por u,(t) obtemos

5 2o 1 O+ (a0 un(O)ve v + (Butn (1), un (D)) v v = {Ful), en (1)) v
logo
a1+ g0, )+ (B 6) a1y = Ul0), (1)) vy
< @)y un (@) lv (3.47)

para q.t.p. ¢ €]0,T[. Agora como g,(t) € 0@y (u,(t)) temos que
O (V) = Qr (un(t)) = (gn(t), v —un(t))v+ v
Vv € D(9y) = D(@) e como 0 € D(@y) = D(@) segue que
01(0) = @ (un(1)) = (n(t), —un(1))v+ v
e usando que @y (0) = @(0) e que u,(t) € D(9x) = D(¢) temos
©(0) — (un(t)) = —(gn(t), un(t))v=v

)
(

o que implica
Q(un(t)) < (gn(t), un(t))v+v +@(0). (3.48)
A condic¢ao (3.3) nos dd que

[lun (D11 < Callun (1|75 + C2 + C30(un(1))

logo,
1
Callun(t)[[§ < Cslun(0)[[7 +Co + 5 @ua(r)) (3.49)
em que C4 = L Cs; = g e Co = 2 De (3.47) e (3.48) obtemos respectivamente
1d 5
5 un (O < —(8n (1), un(t)) — (Bun(t), un (1)) + || fu (0] lv=|un (1) |lv (3.50)

2dt
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1 1
S0(10(1)) < 5{80(0), (1)) + 50(0). (351)
Logo, de (3.46), (3.49), (3.50) e (3.51) obtemos

3 a1+ 300 (0) + Callin(0) 1 < {0, en )y — {Bun6) a1y

U0 e a0y + 5 (), a0+ 5000) + sl o)+ Co+ 30 (0)

2
Csllun (1)1 + Co+ 5 0(un(1)) = 3 (80(6)s (1)) v+ 59(0) — (Bta 1) n(1) -y

- ATl < sl 1+ 1Ol il = Bitn(e), () +C
< Collun I+ 1)y litn©) 1y + 1Bt ()] O] 11+ €1 < Cslln) | +C
4 Al Ol + o+ L)1) )l < (C5+Dlan(01y+ S a0
+ o (C—) O+ CollunOlls +C < (C5+ ) lan(0]y+ S a0+

T C9\|un<>||H+M( )||fn<>||"*—clo||un<>\|H+M( )\|fn<>||’v’l+cn
+ Dl

C C
em que C7 = C¢+ ¢(0), C1o =Cs + L+ 79 e Cy = 79 + C;. Usando a expressdo anterior

podemos verificar como na demonstracido do Teorema 3.1.1 que u, é limitada em C([0,T];H),
u, 6 limitada em L?(0,T;V), ¢(u,(t)) é limitada em L' (0,T), g, ¢ limitada em L (0,T;V*) e
u, 6 limitada em W' (0, T;V*). Agora, quando u, — u em C([0,T];H) quando n — oo segue
da continuidade de B que Bu, — Bu em C([0,T];H) quando n — oo. A partir desses fatos,
podemos obter a convergéncia de u, para uma funcdo u que é solucio do problema (3.43) de
maneira inteiramente andloga ao Teorema 3.1.1. [ |

/ d /
Quando f € L¥ (0,T;V*) e td—J; € L7 (0,T;V*) como na demonstragdo do Teorema 3.2.1

obtemos o seguinte teorema:

Teorema 3.3.4 Sejam (3.3) e (3.4) satisfeitas. Entdo para cada u, € D(¢) ) e feL”(0,T;V*)
d
com td_{(t) € LY (0,T;V*), a solucdo u de (3.43) satisfaz:

(@) ueC(]0,T);V,)NC([0,T];H )ﬂWl’p/(O,T;V*);

(b) u(t) € D(@) Vt >0, sup t@Q(u(t)) < oo;
t€[0,T]

1 B
(©) t7 %(r) € L=(0,T;V*), téfl—l:(;) € 12(0,7:H), 114 t” (t) € L2(0,T;H).

Além disso,

Corolario 3.3.1 Sejam (3.3) e (3.4) satisfeitas. Entdo para cada u, € D(9) e f € W' (0,T;V*)
a solucdo u de (3.43) satisfaz

(i) ueC([0,T];V,)NC([0,T];H) "W (0,T;V*);



(i) u(r) eD(@), Vi >0e sup @(u(t)) < oo;

1€[0,T)

d
(iif) d—i’ € L2(0,T;H)NL=(0,T;V*),

dBu
dt

€ L*(0,T;H).
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Capitulo 4

Aplicacoes envolvendo o operador
p-Laplaciano

Neste capitulo daremos um exemplo onde esta teoria pode ser aplicada para o operador p-
Laplaciano.

4.1 O Operador p-Laplaciano

Seja © um dominio em RY, isto é, um conjunto aberto e conexo com fronteira suave 0 e
p €]1,00[. Considere agora o problema

a—?(x,t) —Aju(n) = f(xt) (x,1) € Qx]0,T]

u(x,t) =0 ,(x,1) € 0Qx]0,T]

(4.1)

em que A, denota o operador p-Laplaciano, definido por
Apu:=V.(|[Vu|P72Vu), 1<p<eco.

A técnica estudada no Capitulo 3 para existéncia e regularidade de solucdes pode ser aplicada
nao so para o caso em que £ € um dominio limitado, mas também para o caso em que 2 € um
dominio nao-limitado.

Seja X, := {u € L*(Q) : Vu € L’(Q) } com a norma

1
p

llx, = (11l 2 ) + 1Vl )

1 1
) .
em que [[u][2(q) = ( /Q |u(x)]2dx) e ||Vullria) = ( /Q yvu(x)|de)”. Considere V), :=

C?(Q)Xp com a norma || - ||y, := || -||x,. Temos que V), ¢ um espago de Banach uniforme-
mente convexo pois V), € um subespago fechado de X, que, por [8] € um espaco de Banach
uniformemente convexo. Além disso, pela defini¢do de V), € facilmente obtido que V), estd
imerso em L?(Q) continuamente pois

1172 gy < el g+ 1Vl = Il » Yt € V.

L*(Q) 2 .
Como C () = L*(Q) (veja [8]) temos que
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72
v,—cr@” c2@ " cze)” Y - r©

Q)

e portanto V_pL C L?(Q). Por outro lado como C3°(Q) C V), temos que

2@ =cz@" Y cv,

__ 72
onde concluimos que VpL @ _ L*(Q). Considerando agoraV =V, e H = L*(Q) com || - ||y :=

[+ [lv, e[l Ilz = [I-[l;2(q) vemos que
VCH=H*"CV*

com imersdes continuas e densas. Vamos definir agora @, : V — R por

1
=— [ |V Pdx, ueV.
opla) = [ 1Vuo)Pdx.

Mostremos que a fun¢do @, definida acima € convexa e propria. Realmente, dado u € V, temos
que Vu € LP(Q), logo

0ol = - [ [Vao)Pds <=

e isso nos déd que @, € propria e além disso D(¢) = V. Sendo a fungdo f(A) = A” convexa,
entdo parau,v € V e 0 <t < 1 obtemos

Qpltu—(1-1)y) = %/QIV(W(XHU—I)V(X))lpdx

1
: /Q 1Vu(x) + (1 — 1) Vo(x)Pdx
< i/ﬂt]Vu(x)V’—i—(l—t)|Vv(x)\pdx

_ tl/Q]Vu(xﬂpdx—l—(l—t)ll)/Q]Vv(xﬂpdx

p
= 1Q,(u)+(1—=1)Q,(v).

Logo, a aplicacdo @, € convexa. Mostraremos agora que @, € semicontinua inferiormente. Com
efeito, devemos provar que se u, — u em V, entdo @, (u) < liminf@,(u,). Seja entdo u, — u
n—oo
em V. Se liminf@, (u,) = 4o, entdo @,(u) < +oo = liminf @, (u,). Agora, se liminf@,(u,) =
n—yoo n—oo n—oo
a < +oo, entdo existe uma subsequéncia {u,;} CV de {u,} tal que

1
li )= lim —
jgl;lo(pp(unj) j;ngop

o1
/Q]Vunj(x)|pdx:}g{)lo]—)HVunjHZ:a.
Assim,

1 1
_ p_ . 1 .
Op(u) = ;IIVullp = }gg];lqundIZ = liminfe, ()

e portanto @, € semicontinua inferiormente. Dai @, € convexa, prépria € s.c.i.. Pelo Teorema
2.3.1 temos que d¢,, ¢ maximal monétono em V.
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Vamos mostrar agora que —A,(u) = 0¢,(u). Como d¢@, ¢ maximal monétono, ¢ suficiente
mostrar que —A,(u) C 09, (u) paratodou € V. Sejau € V e v=—A,(u), entdo paratodo § € V
temos

WE—uhyey = (Ap(u),E—upy+y
_ /Q (IVulP~2Vu) - (VE — Vur)dx

_ /Q(|Vu’17—2vu).ngx_/g(|Vu|pdx.

I 1
Considerando agora p’ de forma que — + — = 1 obtemos
p P

(v,ﬁ—u)v*y+/ VulPdx = /(\vu\v-zvu)-vgdx
Q Q
< [ 1vur | vEglax
Q
1 1
< /-\vu|<P—1>de+/ 2 \VE|Pdx
Qq Qp

1 1
_ /-wu|pdx+/ 2 1VE|Pdx.
Qq Qp

Logo,

1 1
(v,ﬁ—u)v*,v—l—/ (1——) |Vu|pdx§/ —|VE|Pdx
Q q Qp

ou equivalentemente

1 1
<V,§— I/t>v*7\/ +/£2;|Vu|pdx S /Q ;]V&V’dx
Logo,
W& —u)y=y +@p(u) < Qp(€) & (nE—u)y=y < Qp(&) — @p(u),

paratodo & € V e assim —Ap,(u) = v € 9@, (u) e isso nos dd que —A, = 0Q,.

4.2 Q é um dominio limitado

Considere

5 < p < 4o e Q um dominio limitado. Pelo Teorema da Imersao de Sobolev e

pela desigualdade de Poincaré, juntamente com a limitagdo de Q, X, =W!r(Q) eV, = w,! 7(Q)
e podemos considerar a norma ||u||y = ||Vul|r(q).-

Relembrando que V =V, = W, " (Q) e que ||ully e [|Vul|zr(q) sdo normas equivalentes
podemos redefinir

1 1
u)=— | |VulPdx = —||ull’.
¢p(u) p/g’ | pH Iit
Assim, temos que

\|ul|) = p@,(u), Yu € D(¢,) =V
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e portanto (3.3) € satisfeita com C; = C, =0 e C3 = p. Agora note que
/ \Vu(x)[P~2Vu(x) - Vw(x)dx < ‘/ IVu(x)[P~2Vu(x) - Vw(x)dx
Q Q
< / ‘|Vu(x)|p_2Vu(x) - Vw(x)| dx
Q

- / Vu() |7~ [Vw(x) dx
Q
< |IVall5=H VWl (4.2)

Logo

sup {/Q IVu(x)[P~2Vu(x) -Vw(x)dx} < ||V”H5_l

wev
[VW]|zp()=1

e com isso podemos concluir que para u € D(¢,) =V

/ /

p p
o, llf- = | sup |@ep(.whvwl| = | sup | [ VU 2Vu- Vud

w weV
[lwlly=1 [Iwlly =1

[11Val 2717 = |lullf = pop() < pop(u)+p = p(@pu)+1)  (43)

IN

1 1
e isso valida (3.4) com [(||u||x) = p. Tome agora ||u||¢ = N(Pp(u), ||u||#) = p? (,(u))? +
||u||%; € teremos que

1

=

1 1 1
lullo = p? (@p ()7 + [|ullyy = p» — (|ully)? + ullzy = [lullv +[|u] |5
pP
e (VVJ

assim, podemos aplicar os Teoremas 3.1.1, 3.2.1 e a Observagao 3.3.5 para o problema (4.1).

Q)] ‘(P) ¢ uniformemente convexo, o que torna verificada a condi¢do (3.34). Sendo

Para 1 < p < N2 pelo Teorema da imersdo de Sobolev e pela limitacdo de €2 tem-se

X, =W (Q)NL*(Q) e ||-||x, ¢ equivalente a norma || -||y1rq) + |- [I12(q)- Além disso
podemos verificar que V, = WXP =W, ” (Q)NL*(Q). De fato, é claro que WXP C
W, (Q) NL2(R). Por outro lado, tome u € W, P (Q) NLA(Q), entdo u € W, P (Q) e u € L2(Q),
logo existe (u;) C C;’(Q) tal que

[l —ul]

Wol,p(g)—>0 (§] ||I/tj—u||L2(Q)—>0
, 2N 2N 5 o
quando j — co. Como 1 < p < N2 < N 2 temos que L°(Q) C LP(Q) com imersdo

continua, e assim ||u; — ul|pr(q) < Cllu; —ul|;2(q), logo

|uj—ully, = H”J““HWLP(Q)+H”J'_MHU(Q)
||uj = uller @) + |1V (uj = )l|Lr(@) +[luj = ull2(0)
< Clluj—ullzi + 15— ul 1o + 1~ ull 2y 0

quando j — e, portanto W, ¥ (Q) NL2(Q) C C (Q)Xp.
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Pela definigao de || - ||y, || - ||m € ¢, temos

lully = [lully, = llllz2q) + 1Vullzsq) = el + [IVullz g

= pop(u) +|lully
< pop(u) +[ull + 9 (1),

sendo que M; (1) foi definido no Lema 3.1.1. Assim, (3.3) vale com C; = 1, C; = M> (1)
P P
e C3 = p. A condigdo (3.4) é garantida por (4.3). Tome agora ||u||¢ = A(Qp(u),||u||n) =

1 1
pr (Qp(u))r + ||ul|g + HMIIZ,,(Q) e teremos
1 1
lulle = N(@p(u),||ulln) = pr [@p(u)]? + |[u]|n + HMHZ’(Q)

= P u X u u
p H LP(Q)
= Nullwrrq) +|ulla = [|ullx,

e assim (3.34) é verificada. Podemos entdo aplicar os Teoremas 3.1.1 e 3.2.1, Corolario 3.2.1 e
a Observacdo 3.3.5 para o problema (4.1) e obter o seguinte resultado:

Teorema 4.2.1 Quando 1 < p < o e Q é um dominio limitado, para cada u, € L*(Q) e f €
LP (0, TV, ) existe uma tinica solugdo forte do problema (4.1) com condicdo u, tal que

e LP(0,T;V,) NC([0, T L2(Q)) NW (0, T; V).
L df _ 8
Além disso, se IE clL?P (O,T;Vlf) entdo
u € C([8,T]:(Vp),) NW2(8,T;L*(Q)) nW"=(8,T;V;), 8>0 (4.4)

eseu, €Vyefe Wl’p/(O,T;V;) entdo (4.4) vale com & = 0.

4.3 Q é um dominio nao-limitado

Pela defini¢do de @, temos
1 » 1 p
o) = | IVu)Pdx = |Vl q,

1
= & (17l + Il gy = lelfgq)

1
= I;(HMH’V’—HMIIZ)

logo
[lully = [lull}; +0+ p@p(u)

e portanto vale (3.35) com g = p. Vamos verificar agora que (3.4) e (3.34) também sdo satis-
feitas. De fato, usando (4.2) obtemos
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sup { /Q |vu<x)|P2vu(x).vw(x)dx}g|\vu|\g1

weV
[lwllvy=1

logo, para u € D(¢,,) temos

/ _ p/
120, ()17 < [I1Vall5 ™" = 1Vull} = () < p@p(u) +p = p(@p(u) +1)

e isso valida (3.4) com (|| - ||gr) = p. Tome agora

==

[lullo = A (@p (), ullr) = (p@p(u) + [lull7;)

€ teremos

lullo = A (0p (), lllar) = (p@p(a) + 11l )7 = () ” = (lulf, )" = lulx,

e isso valida (3.34). Entdo o Teorema 3.3.1 e o Corolario 3.2.1 pode ser aplicado para o proble-
ma (4.1). Sendo assim, obtemos:

Teorema 4.3.1 Quando 1 < p < o e Q é um dominio ndo-limitado, para cada u, € L*(Q) e
S €L40,T;Vy) com g =max{p',2} existe uma iinica solugdo forte u de (4.1) com condigdo
inicial u, satisfazendo

e LP(0,T;V,) NC([0,T;L3(Q)) "W (0,T; V).
d /
Além disso, se f’td_{ € LP(0,T;V,) (resp. up € Vpe f € wlrp (0,T:Vy)) entdo

u e C([8,T]:(Vy), ) NWH2(8, T;L*(Q)) n\W=(8,T: V)

se &> 0 (resp. se 5=0).



Capitulo 5

Existencia e unicidade de solucao de
alguns problemas parabdlicos envolvendo

o operador p(x)-Laplaciano em um espaco
de Hilbert

Neste capitulo, mediante algumas estimativas e propriedades verificadas para o operador p(x)-
Laplaciano perturbado, iremos garantir resultados de existéncia para um problema parabdlico
em um espaco de Hilbert H. Provaremos também que a realizacdo deste operador no espago H
¢ a subdiferencial de uma func¢@o convexa, prépria e s.c.i. Para o operador p(x)-Laplaciano nao
perturbado, estes resultados podem se encontrados em [12, 13]. Destacamos que este capitulo
gerou o preprint [14].

5.1 Algumas definicoes e resultados importantes

Nesta se¢do, iremos evidenciar algumas defini¢des e resultados que serdo tteis ao longo do
capitulo.

Definiciio 5.1.1 O espaco de Lebesgue generalizado LP™) (Q) ¢ definido por
LPM)(Q) = {u Q- R:ué mensurdvel,/ Ju(x)|PY dx < 00},
Q

onde Q C RN, N > 1, é um conjunto mensurdvel e p € L*(Q), com p > 1.

Parau € LW (Q) e p € LT := {qg € L™(Q) : infess > 1} denotaremos

p(u) = [ uCo)" s,
Q
p~ =infess pe p™ = supess p.
Por [16, 17, 15] LP®)(Q) é um espaco de Banach com a norma
: u
[ :mf{b 0:p <X> < 1}.

Definiciio 5.1.2 O espaco de Sobolev generalizado WP () (Q) é definido por
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W) (Q) = {u e LP0(Q) : |Vu| € LPW(Q) }
Por [16, 18, 15] temos que W 1-»(¥) (Q) é um espaco de Banach com a norma

el := [l ey + 1V -

_ wlrl
Definicio 5.1.3 W, "™ —ce@)” .

Proposicio 5.1.1 [19, 15] As normas ||Vul| ) e |[u]|« sdo equivalentes em WP,

Teorema 5.1.1 [16, 15] Seja u € L’ (Q). Entdo

(@) [|ullpe) < 1(=1;> 1) se e somente se p(u) < 1(=1;>1);
oo ~ - +

(i) Se [l ) > 1. entiio |[ull7 < p() < [lull75y;

see ~ + -

(iii) Se Hqu(x) < 1, entdo HuHZ(X) <p(u) < HuHﬁ(x).

Teorema 5.1.2 [22, 20, 15] Sejam p(x) e q(x) funcoes mensurdveis tais que p(x) € L*(Q) e
1 < p(x)q(x) < +oopara q.t.p x € Q. Seja f € L1(Q), f # 0. Entdo

+ —
||f||§(x)q(x) < |||f|p(x)||q(x) < ||f||]€(x)q(x) , € ||f’|p(x)q(x) <1

- +
1A gy < POl < 1AW - 5 1Tl porace) = 1

Em particular, se p(x) = p ¢ constante, entdo ||| f|P||;) = ||f||§g(x).

1 1
Proposicdo 5.1.2 [18, 21, 15] O espago conjugado de L™ (Q) é L1%) (Q) onde o) + 209 =
p(x)  q(x
1. Além disso, para f € LP¥)(Q), g € L1Y)(Q) vale a desigualdade

[ ety

<2/l po 18l g ()

Teorema 5.1.3 [16, 19, 15]
(i) O espaco (LPXY(Q),]|- |p(x)) € separdvel;
(ii) Se p~ > 1, entdo L? (x) (Q) ¢ reflexivo,

(iii) Se p~— > 1, entdo W' (x)(Q) é separdvel e reflexivo.

Segue imediatamente da definicao de Wol’p ™) & das propriedades de W1-») (Q) que WO1 P
um espago de Banach reflexivo e separavel.

Teorema 5.1.4 [16, 19, 15] Seja Q um dominio limitado de RN e p,q € L7 (Q). Entdo
LPY(Q) C L1W(Q)

se e somente se q(x) < p(x) para q.t.p x € Q, e neste caso a imersdo é continua.
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Teorema 5.1.5 [19, 15] Seja Q um dominio limitado de RY e seja p,q € C(Q) tal que p~,q~ >
1. Assuma que

Np(x)
) <p'@)={ N—p(n PO <N
oo, p(x) >N

para todo x € Q. Entdo
whri)(Q) ¢ L1W(Q)
e a imersdo é continua e compacta.

Definicao 5.1.4 Seja V um espaco de Banach. Dizemos que um operador A -V — V* é hemi-
continuo se para todo u,v € V

A(u+iv) — Au
quando A — 0.

Definicao 5.1.5 Seja V um espaco de Banach. Dizemos que um operador A :V — V* é coercivo
se

lim A4V
= ugllv

qualquer que seja (uj) C'V com lim ||u;||y = oe.
Jreo

5.2 O operador p(x)-Laplaciano perturbado

Nesta secao, iremos fazer algumas estimativas para o operador p(x)-Laplaciano perturbado com
uma nao-linearidade e provaremos algumas propriedades para esse operador, como monotoni-
cidade, coercividade e hemicontinuidade.

Seja Q ¢ RN um dominio limitado e consideremos V = WhPW)(Q), H = L*(Q), p(x) €

C(Q) com p(x) > 2 para q.t.p x € Q. Pelos Teoremas 5.1.4 ¢ 5.1.5 temos que V C H C V* com
imersdes continuas e densas. Consideremos agora o operador A : V — V* dado por

A(u)(v):/ |Vu\p(x)2Vu.Vvdx—i—/ [P 2y vdx.
Q Q

Lema 5.2.1 Sejam a e b niimeros reais positivos e g > 1. Entdo (a+b)? <2971 (a? + b9).

Lema 5.2.2 [19] Sejam & € RN e p > 2 uma constante. Vale a desigualdade
2 2 1 P
(2= mp-n) &-m = (5 ) -nP

1 1
Lema 5.2.3 Seja —+—— =1¢ p(x) := p(x) — 1. Se ||u||y < 1 entdo
s = e = pla) - 1. Se

. 1 +
() (Au,u)y.yy > FH”H@ ;

Gi) [[Aul[y < ||Vall? o+ [ul[D oy + 1
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Gii) [JAully- <2 (|1Vall 2 + a7 ).
Demonstracao: Observemos primeiramente que ||u||y < 1 implica em
el [p) < Ve [[Vul|py < 1.

Assim, pelo Teorema 5.1.1 e pelo Lema 5.2.1 temos

(Au,uyy., = /|Vu|P(x)_2Vu.Vudx+/ [P 2 udx
' Q Q

= /|Vu|”(x)dx—|—/ [P dx
Q Q

= p(Vu)+pu) > IIVM|IZ( + Hu|lp

1 +
= [Juel [

1

+
= 2p+ 1 (||Vu||p(x)+||u||p(x))p

e (i) esta provado.
(i1): Usando o Lema 2.1.1 e o Teorema 5.1.1 obtemos

lAully<= sup [Au(w)| = sup

[Iwllv<1 [lwllv<1

/|Vu|p(x)2Vu.dex+/ [P 2 wdx
Q

< |Vu|p(x)_2Vu.dex + ’ / |u|p(x)_2u.wdx>
\W||V<1 Q
< sup < V[P0 1|Vw|dx+/]u|p 1|w|dx>
[wlly<1
< / —|Vu| Jalx )+L|Vw\p(x)} dx
\w||v< Lq(x) p(x)
+ / L|u|(p(x)—1)q(X)+L|w|p(ﬂ} dx < sup {|Vu|p(x)+l|vw|p(X)} dx
HWIIV< [9(x) p(x) Iwlly<1/Q 2
I 1 1 1
v / )4 3wl = sup {p<vu)+§p<vw)}+ sup (i) + 3p(0)
et e | [wlly<1 wlly<1
1
— p(Vu)+ 2 sup p(VW)+p(u)+ 5 sup p(w ) <|IVullh oy + 5 +||u||”
[[wllv<1 2 jwiv<t *3

_ I I
= |W”Hp(x)+H”Hp(x)+1
e (i) segue.

(iii): Usando o Teorema 5.1.2 e a Proposicao 5.1.2 temos

lAully = sup [Au(w)| = sup

[Iwllv<1 [Iwllv<1

< sup [ [VuPO ! Vwldx+ sup /|u|p(x)_1|w|dx

/|Vu|p(x)_2Vu.dex—|—/ [P 2y wdx
Q Q

[wllv<1/€ [Iwlly<1/€

< sup |20V g 1990+ sup 2011l gl 1wl o |
[Iwllv<1 [Iwllv<1

< 201Vl g + 207y = 201V P )+ 211 g

IN

201Vl + 211l 2y =2 (1VallZy + 1l 7))
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e (iii) estd provado. [ |
1 1 - -
Lema 5.2.4 Seja o + 709 =1e p(x):=p(x) — 1. Se ||u||lv > 1 entdo
(i) .
FH”H{; 4 ||”||p(x) >1le ||V”||px > 1
- +
Ay > 3 Va2 + el s se el <1 e [Vally =1
Va5 +Hu||p se [ullpy = 1 e |[Vul] ) <1
(ii)
||VM||p +||qu +1, e flul[pp =1 e [[Vullpe) = 1
lAully- < q [[Vull7, +||qu +1, e flul[pp <1 e [[Vullpey =15
[[Val [P+l [0y 1 se lul [y = 1 e [[Val| o < 1
(iii)

ix S+
2 (IVully +Mlully ) o se Nl = 1 e [[Vallp > 1
Aully- < & 2 (11Val P + 1l
2(11Val P + Il

) S€ ||qu(x) <le Hqup(x) >1 .

) € ||”||p(x) >1e ||Vu’|p(x) <1

X

x

Demonstragdo: Para provar (i), consideremos primeiramente |[u|[,») > 1 € [[Vul|,) > 1.
Pelo Teorema 5.1.1 e Lema 5.2.1 temos

(Au,uyy=y = /]Vu]p(x)_ZVu.Vudx+/|u\p(x)_2u.udx
Q Q

= [, [ver et [ = p(vi) +p(w)
Q
1 —
2 1Vl + g 2 5= (Voo + lell)”
1

— I
=1

Notando que (Au,u)y+y = p(Vu) +p(u) os casos ||ul|,w) > 1€ |[Vull,w < 1, [Jul| o < 1e
||Vul[pry > 1 seguem diretamente do Teorema 5.1.1. Para provar (ii) observe que do Lema
2.1.1 e Teorema 5.1.1

lAully = sup [Au(w)| = sup

[Iwllv<1 [Iwllv<1

< sup </|Vu|”(x)_2Vu.dex +'/ [P 2y wdx
[wllv<1 \I/& Q

< sup (/ |Vu|p(x)_1|Vw|dx—|—/ |u|p(x)_1|w|dx)
[wlly<1 \/& Q

S sup |:L|Vu|(p(x)_l)q(x)+L|Vw|p(x):| dx
wlly<1/9 14(x) p(x)

/|Vu|p(x)_2Vu.dex+/ [P 2 wdx
Q

)




66

+ sup / |:L|u|(l7(x)1)Q(X)+L‘W‘P(X):| dx < sup |:’Vu|p(x)+l|vw|p(x):| dx
wiv<t/e Lg(x) p(x) Iwlly<1/Q 2
1 1 1
+ sup {MP(X) + 5|W|P()C)} dx= sup lp(Vu)—i— Ep(VW)} + sup [p(u)+§p(w)}
[lwlly <1/ [lwllv<1 [lwllv<1

= p(Vu) 5 sup p(Vw)+p() 5 sup plw)=p(Va) +p(u)+ 1

[wllv<1 [Iwllv<1

Basta aplicar agora o Teorema 5.1.1 e (ii) estd provado. Para o item (iii) usando a Proposi¢ao
5.1.2 obtemos

||Au|ly+ = sup |Au(w)| = sup /|Vu|p(x)_2Vu.dex+/|u|p(x)_2u.wdx
Q Q

[Iwlly<1 [lwlly<1

< sup IVu|PO) 1 Vw|dx+  sup /\u|p “w|dx

[wlly<1/€ [Iwlly <17

< sup |20 [Vl ool 1991 o+ sup (201l g 1wl 0 |

[wllv<1 lwlly<1
< 2/ Va7 gy + 20 ulP D™ gy = 211 V2P gy + 211 2P
Se [[u]],x) > 1 e [[Vul| ) > 1 segue do Teorema 5.1.2 que
[[Aullys < 2 [Vl g+ 201 1Pl
< 20IValB )+ 2l 000 = 2 (1102 + il 2 )

Se |[ul|px) < 1€ |[Vul|pu) > 1 segue do Teorema 5.1.2 que
Aullye < 20] V0P| g + 21 1P |
< 20\Val B+ 20112, —2(|rw|r" o H 1200 )

E por dltimo, se |[ul|,) > 1 e [|Vul| ) < 1 novamente do Teorema 5.1.2 obtemos
[Aullv< < 201 [ValP g+ 211 2P0
P P _ P P

< 2Vl + 2l = 2 (170 + el )

e o lema estd provado. [ |

Observacio 5.2.1 Observe que se ||ully > 1 podemos ter |[u]| ) < 1 e [|Vul|,) < 1. Neste
caso temos as estimativas no Lema 5.2.3.

Lema 5.2.5 O operador A :V — V* é mondétono.

Demonstracao: Sejam u,v € V. Usando o Lema 5.2.2 para cada x € Q fixado obtemos
(Au—Av,u —v)y+y = (Au,u — vy y — (Av,u —v)y+y

_ / VulPO V0,V (4 — v)dx + / P92 (14— v)dx — / VP02V, (14— v)dx
Q Q

- /Mp u—v)dx-/ (|Vu|p(x)*2Vu—]Vv|p(x)*2Vv) (Vu—Vv)dx

1 p(x)
+ /<‘u’P(X)_2u—|v|p(x)_2v) (u—v)dxz/ (—) \Vu—Vv]p(x)
Q Q\2
1 p(x) 1 P+
+ /(—) \u—v]p(x)dxz (—) (/ ]Vu—Vv\p(x)dx—F/\u—v]p(x)dx> > 0.
ao\2 2 Q Q
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Lema 5.2.6 O operador A :V — V* é coercivo.

Demonstracio: Observemos primeiramente que para u € V = W20 (Q) com ||u|y > 1
temos pelo Lema 5.2.4 que se ||Vul| ) > 1 € [|ul[ ) > 1

Au, u)y 1 b 1 -
< >V V > — HuHV _ - 1||u||“U/ 1, (51)
[|uel v 20 fully 207
s€ ||u||p(x) <le ||V”||p(x) > 1
P P P~ P
<Au,u>v*7v < |W“|’p(x)+Hqu(x) S HV”HP(X) S HV”Hp(x) _ lequ*—] (5.2)
||MHV N ||Vu||p(x)+||u|’p(x) N ||Vu||p(x)+1 N 2||Vu||p(x) 2 )
€ se Hqup(x) <le HuH[)(x) >1
pr P P~ P
ey | Vel el My Wl 1
HMHV N ||Vu||p(x) + Hqu(x) 1+ ||u’|p(x) N 2||u||p(x) 2 P
Seja agora uma sequéncia (u;) C V tal que lim [[u;||ly = . Como ||ujl|lv = [|Vu||,() +
J—reo

||uj[ p(x) temos os seguintes casos

1° caso: }EI;HVMij(x) =oo e }i_f>130||“j||p(x) = oo}
2° caso: }Elgo\]Vuj\]p(x) = oo;

3° caso: }Er;Huij(x) = oo,

No 1° caso temos que existe j, € N tal que |[Vuj||,x) > 1€ ||uj]| ) > 1 se j > jo. Logo, segue
de (5.1) que

<AuJ7uJ>V*,V 1 Hl/l'Hpi_l
lujlly =271

1 _ Aujuj). .
para todo j > j,. Como lim 2T lujl|b ! = w segue que lim M = oo, Para o
joeo

T 2 Tl
2° caso existe ji € N tal que |[Vuj||,) > 1 se j > ji. Sejam Ny = {j > ji;||ujl|,) < 1} €
N ={j>ji; uj||p(x) > 1}. Se Nj é finito basta analisarmos j > j; tal que j € N;. Assim,
segue de (5.1) que

: <A“J'7”j>v* 14
lim ————— =
j=ee gl

Se N, € finito basta analisarmos j > j; tal que j € N;. Logo, de (5.2) concluimos que

(Aujuj)y,.,

1 -1
P

px)
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1 -_ Au jyUj )y«
para todo j > ji, j € N;. Como lim EHV”J'Hﬁ(x)l = oo segue que lim % = o0, Se
Joeo Jeo ujllv
Nj e N> sdo infinitos entdo temos por (5.1) e (5.2)

1 - . .
Wy | 2T lully, s se j>jiejeN
;_ p—1
ujllv [[Vuj|
] — P sejz i e jeN

A s
e portanto lim M
j=e | lullv

Sejam Ny = {j > Jasl[Vujll ) < 1} e Ny={j> J2s|Vuj|lpy = 1} Se Nj é finito basta
analisarmos j > j, tal que j € N,. Assim, segue de (5.1) que

= co. Para 0 3° caso existe j» € N tal que ||uj||,x) > 1 se j > jo.

) <A“J'7”j>v* 1%
lim —————— =
j=e | lugllv

Se N, ¢ finito basta analisarmos Jj=> jatalque j € Ni. Logo, de (5.3) concluimos que

(Auj,uj),.

1 -1
> —lu||?
Tty = 2l

1 _ Auj,u; - -
e como lim =||u;|[’, ! = oo segue que lim M = o0. Se N| e N; sdo infinitos entdo
. J (x) . .
joe2 P j=ee ujlly

temos por (5.1) e (5.3) que

1 -
(Auj)) vy illwlly e j=joe jeN,
) 5 7_1
|| v o H”jHZ(x) o e
— % J=j2ejeEN
Auj ui)y+
e portanto lim M = oo ¢ 0 lema estd provado. [ |

j=efujlly
Lema 5.2.7 O operador A :V — V* é hemicontinuo.

Demonstracio: Vamos provar que A(u+1v) — Au quando t — 0 paratodou,v €V =W1? *) (Q).
Como p~ > 1 segue do Teorema 5.1.3 que V € reflexivo. Logo, precisamos provar que

Hm(A(u+1v),d)v+ v = (Au, )=y

t—0

paratoda ¢ € V. Sejam u,v,0 € Vet € (—1,1). Por conveniéncia vamos denotar

fi(x) = |V (u+00)[PO2V (0 +1v).VO+ |+ 0[P 2 (u+ 1)

f(x) = ‘VM|P(X)—2VM‘V¢_ |u|p(x)—2u¢.

Entao
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= | [ 1) - sl

limf,(x) = tlg%\V(u+rv)|P<X>*ZV(u+tv).v¢+|u+rv|P<X>*2(u+tv)¢

t—0

A+ 00vn — vl = | [ s~ [ e

Observe agora que

= |VM|P(X)—2VM'V¢+|Vu|p(x)—2u¢
= /@)
e para todo x € Q
] = [V A+ 9) P72V (4 19). VO + |+ 1v]P 2 (4 1))
[V (- 00) P02 (u-00). 99 [+ 0v]P "2 1)) = [V (- 1v) P V)
\u+rvrp<x>*1\¢| < (IVal + VY7 V0] + (el + e V)P o)
2002 (V=1 9ol 71 ) [Vg] 4 27002 (Juf =1 o1 ) o)

2 e N IR (T e I

IN + IA

Como 0,u,v € V = WPM(Q), p(x) € L”(Q) e p(x) > 2, isto é p(x) — 1 > 1 o que implica
LPO-1HQ) c L1(Q) temos

127072 | [ (19l 9100 9]+ (1l 4171 o d] < o

e pelo Teorema da Convergéncia Dominada

0< lim (A(u+1v),0)v-y — (Aud)y-y| = lim| [ [fi(x) -
< lim / |fi(x) = f(x)|dx =0

onde concluimos que

lim(A(u + tv),¢>v*7v = <Au, ¢>V*7V-

t—0

Provamos que o operador A : V — V*, V = WP (Q) definido por
A(u)(v) = / \Vu\p(x)_ZVu.Vvdx—l—/ [P 2y vdx.
Q Q

¢ monotono, coercivo e hemicontinuo para cada u,v,¢ € V e portanto A é maximal mondtono
(veja [2]). Seja Agora Ay a realizacio de A em H = L?(Q) dada por

{ D(Ag):={ueV;A(u) eH}
Ag(u) =A(u), se ue D(Ag) -~

Usualmente, podemos representar / |Vul|? -2y Vvdx por —A,(y). Mostraremos que Ay € a
Q

subdiferencial de uma fun¢do convexa, prépria e s.c.i. Considere

/ |Vu| P dx+/ ]u\p Vdx ,se ueV
q’p(x)(”) = Q p( ) :
+oo, sSe uec H-V
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Lema 5.2.8 A Aplicagdo @) € convexa e propria.

Demonstracio: Sejau cV = WM (Q). Entio u € LPM(Q) e Vu € LPY(Q). Assim,
1

1
[P dx < = [ / VP9 dx + / |u|p(x)dx} < oo
o p(x) 2 /o Q

/ L vup@ary
ap(x)

donde @, € prépria. Como a aplicag@io A” € convexa para A > 0 entdo parau,v €V e0 <7 <1
temos

1 1
o(tu+ (11—t :/—Vt 1—1)v)[PWd /—t 1—1)v|PWd
Qp)(tu+(1—=1)v) V(tu+ (1 —1)v)|"Vdx+ Qp(x)| u+(1—1)v[P¥dx

o p(x)
= b u —1)Vv x u v|P@ dx
_ /Qp(x)\tv (1= 1)V +/ ol (1=nptla
< /Qﬁmvuu(l—r V)P dx+/ (tlua] + (1 — £)[v])PE

1
— px) _ px _ px) —1)|y|PW
/Qp(x) <t|Vu| +(1—1)|Vy| dx+/gp(x) HlulPY + (1 —1)|v| )dx

1 1 1
=t —Vup(x)dx—l—t/—up(x)dx—l— 11—t /—va(x)
Jop 7 ap® " =0 Jomm ™
1—1)

1 x
/QWW( dx = 19, (u) + (1= 1)@y ()

logo @,(,) € convexa e o lema estd provado. [ ]

+ (

Lema 5.2.9 A Aplicagdo @,y € semicontinua inferiormente.

Demonstragdo: Devemos mostrar que @, (#) < liminf @, ) (un) se u, — u em H. Seja
n—oo

entdo (uy) tal sequéncia. Se liminfy, e @, (y)(1n) = +oo, entdo
(pp(x) (l/t) < oo = h’ll’glo?fq)p(x) (un)

Caso contrdrio, se llrgr_lglf ®p(x) (Un) = a < +oo entdo existe uma subsequéncia (u,;) C V de (uy)

tal que

1
— 1 (x) p(x)
Jhm Op(x )( ) Jhm (/ - >!Vun,| dx+ & )]un]\ dx) =a.

Como @y (4n;) — a quando j — oo temos que @y (u4y;) € limitada, isto &, existe M > 0 tal
que

’(pp(x)(unj)‘ <M
para todo j € N. Usando o Teorema 5.1.1 obtemos que

1

(p+M)p ) Se ||un]||p(x) >1

' <
Hun]Hp(x) (p—i-M)pL*, se ||unj|’17(x) <l
. 1
Vit | < 4 P75 1Vl =1
(P M)7 , se |[Vian |l < 1
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e assim podemos concluir que ||uy, ||y € uma sequéncia limitada no espago de Banach reflexivo
V= W“’(")(Q). Logo (un;) possui uma subsequéncia (que também iremos denotar por (u;))
tal que u,; — vemV para algumv € V. Como H* C V* temos que u,;, — v em H ¢ pela unici-
dade do limite fraco u = v € V. Considerando agora a subdiferencial 09,y de ¢, () obtemos

<a(pp(x) (u)7unj - u>V*,V < Ppix) (”n,) - (pp(x)(”)
para todo j € N. Logo
(00 () (1) ttn; — w)y= v + @) (1) < @) ()
para todo j € N. Como u,; ~uemVe (pp(x)(u) € V* segue que
<a(pp(x) (”)7 Un; — M>v*7v —0
quando j — oo. Portanto, quando j — oo
Pp(x) (@) < 1im @) (uy;) = a = liminf @) ().

e e

Teorema 5.2.1 Ay é a subdifirencial 09, de @py).

Demonstracdo: Temos que 0@ p(x) ©AH, que € arealizagdo de A em H, sd0 maximais monotonos
em H. Entdo, € suficiente provar que

aq)p(x) (u) - AH(“)

qualquer que seja u € H. Assim, basta mostrar que Ay (1) C 99, (u). Sejaentdo u € D(Ay) :=
{ueV;A(u) € H} esejav € A(u) = Ay(u). Entdo para todo § € V temos

&=y y = (Ag(u),E—u)y+y = / IVu[PW 2y, (VE — Vu)dx

+ /W’ —udx—/ V[P0V VEdx — /|Vu\1’

+ /\u|p - u.&dx—/ || P dx:/ V| P) ZVM.Védx—f—/ P92y Edx
Q Q Q Q

/\Vu]l’(x)dx—/ |u|P)
Q Q

1 1
Considerando g(x) de forma que — + —— = 1 temos
p(x)  qx)

<v,§—u>v*,v—|—/ |Vu|p(x)dx+/ |u|p(x)dx:/ \Vu|PY) =2V VEdx
Q Q Q
n /\M|P<X>—2u.gdx§/ yvu|P<X>—1|vg\dx+/ [P0~ [E]dx

Q

1 1
< /_W(p(x) et 1y pix dx+/ W (PE=Da() 1 g )
Qq()l | O \I ()‘E”

= [ s [ vy [ |u|P dx-+ / et
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Logo,

<v,§—u>v*y+/ (l_ﬁ) \Vu\p(")dx+/g (1-%) )P dx

/Qp()\ Vet [ (1 ElPWa

Assim, podemos concluir que

<va E.v - u)V*,V + Ppx) (”) < Ppx) (&)

o de forma equivalente

WE—wvey < Op)(8) = Ppx) (1)

paratodo & € V. Se & € H—V entdo Op(x) (§) = oo e a desigualdade acima vale. Isso mostra que
AH(”) =veE a(Pp(x)(”) u

Pelo Corolario 2.1 em [9] sabemos que o dominio de Ay é um subconjunto denso de
D(9p(x))> em que D(Qp ) = {u € H : @, )(u) <o} =V. Como V C H e as imersdes sdo

H
continuas e compactas, temos que V C D(Ay) . Consequentemente obtemos que D(Ay) =H.

5.3 Resultados de existéncia

Nesta secdo, em decorréncia das estimativas e propriedades obtidas da sec@o anterior iremos
apresentar algumas consequéncias importantes.

Definiciio 5.3.1 [3] Seja A um operador atuando em um espago de Hilbert H e f € L' (0,T;H).
A fungdo u € C([0,T];H) é uma solugdo forte da inclusdo

du
—+A 5.4
dt+ u>f 5.4)

se u é absolutamente continua em qualquer subconjunto compacto de (0,T), u(t) € D(A) para

gtp t€(0,T)e fl—( t)+Au(t) > f(t) para g.t.p t € (0,T).

Definicao 5.3.2 [3] Dizemos que u € C([0,T];H) é uma solugdo fraca da inclusdo (5.4) se

existem sequencias f, € L'(0,T;H) e u, € C([0,T];H) tal que u, é solugdo forte da inclusdo
duy,
dt

+Aun 9 fn;

com f, — f em LY(0,T;H) e u, — u uniformemente em [0,T).

Defini¢ao 5.3.3 [23] A fungdo u € C([0,T|;H) é uma solugdo forte do problema
D) 4 Ault) +B(u(t) =0, 1> 0
dr " = (5.5)
u(o) =u, € H

em que A é um operador maximal mondtono e B uma aplicacdo globalmente Lipschitziana em
um espaco de Hilbert H, se u é absolutamente continua em qualquer subintervalo compacto de
(0,T), u(t) € D(A) para gq.t.pt € (0,T) e
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du
= (OA()) +B(u(r)) =0

para q.tpt € (0,T). A fungdo u € C([0,T];H) é dita uma solugdo fraca de (5.5) se existe uma
sequéncia (uy) de solugées fortes convergindo para u em C([0,T];H).

Com isso, concluimos os seguintes resultados de existéncia e unicidade de solucdes para
equagdes envolvendo o operador p(x)-Laplaciano em que © é um dominio suave em RN, N > 1,
— ——H
p(x) € C(Q) com p(x) >2 paraqtpx € Q, u, € D(Ay) =He fcL'(0,T;H). Temos as
seguintes consequéncias:
Consequéncia 1: O problema

dt
u(o) = u,

du
{ — = Apyu+ [uPD 2 = f

tem uma tnica solugdo fraca, pois pelo que provamos —A . u+ |u|P (¥)=2y ¢ maximal monétono,
e assim a unicidade da solucdo é garantida pelo Teorema 3.4 em [3].

——H
Consequéncia 2: Pelo Teorema 3.17 em [3],se ® >0, f € L'(0,T;H) e u, € D(Ay) =H
entdo existe uma unica solugdo fraca do problema de valor inicial

dt

u(o) = u,

du
{ g~ ot P ou=g
Consequéncia 3: Pela Proposicdo 1, p.695 em [23] segue que a equagao

Y

{ O = By(6) )P 2ule) = Blue)) 1> 0
I/t(O) =u, €H

em que B: H — H é uma aplicacdo globalmente Lipschitziana determina um semigrupo continuo
de operadores nao lineares

{T(t):H—H,t>0}

onde para cada u, € H, t — T(t)u, é uma solugio fraca global da equagdo acima comegando
em u,. Este semigrupo € tal que

R™ X H > (t,up) — T(t)u, € H

¢ uma aplicagdo continua e, se u, € D(Ap) entdo u(-) := T(-)u, é uma solugdo forte Lips-
chitziana continua da equacdo dada.
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