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Resumo

O objetivo principal deste trabalho foi explorar a dindmica de um modelo epidemiologico
com a taxa de incidéncia nao linear SSI?/(1+«al?). Além de estudar o modelo com a taxa,
de incidéncia geral, estudou-se dois casos com p e ¢ fixos (p = 1 e ¢ = 2, incidéncia nao
monotona; p = g = 2, incidéncia saturada). A existéncia e a estabilidade dos multiplos
equilibrios endémicos do modelo epidemioldgico foram analisadas. Mostra-se que o niimero
de individuos infecciosos tende a zero a medida que o tempo evolui ou existe uma regiao
do grafico de tal forma que a doencga seré persistente se a posicao inicial estiver nessa
regiao e a doenca desaparecera se a posicao inicial estiver fora desta regiao. A existéncia
de ciclos limite também é discutida. A teoria da bifurcagao local foi aplicada para explorar
o comportamento dindmico do modelo. As formas normais do modelo foram obtidas para
diferentes tipos de bifurcagoes, incluindo as bifurcagoes de Hopf e Bogdanov-Takens as
quais somente nao ocorrem quando a taxa de incidéncia é nao mondtona. O primeiro

coeficiente de Liapunov foi calculado para determinar as bifurcacoes de Hopf.

Palavras—chave: Epidemiologia, taxa de incidéncia nao linear, bifurcagoes.



Abstract

The main objective of this work was to explore the dynamics of an epidemiological model
with the nonlinear incidence rate 8S1?/(1 4+ «l9). In addition to study the model with
a general incidence rate, we studied two cases with fixed p and ¢ (p = 1 and ¢ = 2
non-monotonic incidence; p = ¢ = 2 saturated incidence). The existence and stability
of multiple endemic equilibria of the epidemiological model were analyzed. It was shown
that the number of infectious individuals tends to zero as time evolves or there is a region
of the graph such that the disease will be persistent if the initial position is in that region
and the disease will disappear if the initial position is outside this region. The existence
of limit cycles was also discussed. The local bifurcation theory was applied to explore the
dynamic behavior of the model. Normal forms of the model were obtained for different
types of bifurcations, including Hopf and Bogdanov-Takens bifurcations, which only do
not occur when the incidence rate is non-monotonic. The first Lyapunov coefficient was

calculated to determine the Hopf bifurcations.

Keywords: Epidemiology, nonlinear incidence rate, bifurcations.
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Capitulo 1

Introducao

A ocorréncia de surtos tem sido observada em muitas doencas infecciosas, tais como va-
riola, gripes, sarampo, entre outras, como pode ser visto em [3]. Os modelos matematicos
epidemiolégicos tém como objetivo compreender melhor todo o processo de propagacao e
transmissao de uma doenga para assim, poder propor medidas que levem a um decresci-
mento na transmissao da mesma. De fato, como afirma Hethcote em [3], esses modelos
sao usados para ajudar em programas de deteccao e controle, planejamento, prevencao e
tratamento de doengas.

Um modelo epidémico classico é o modelo SIR, subdivisao desenvolvida pela primeira
vez por Kermack e McKendrick em 1927, conforme [1], onde a popula¢do hospedeira é
dividida em trés classes distintas: os susceptiveis S, os infectados I e os recuperados
R. Essa divisao é apropriada para algumas doencas infecciosas que confere imunidade
longa ou permanente como catapora, variola, sarampo, entre outras. Contudo, algumas
doencas e influenzas fazem com que os individuos removidos ou recuperados voltem ao
estado de susceptivel, neste caso temos o chamado modelo SIRS. Vale observar que as
siglas para modelos de epidemiologia sao frequentemente baseados nos padroes de fluxo
entre os classes em que a populagao é dividida.

Além da distingao béasica entre doengas que a recuperagao confere imunidade perma-
nente contra a reinfeccao e as cuja recuperacao confere somente imunidade temporaria, é

possivel uma estrutura compartimental mais complicada. Por exemplo, existem modelos



do tipo SEIR, com um periodo exposto E entre ser infectado e tornar-se infeccioso, ou
ainda, modelos do tipo SITR, onde T é o compartimento dos individuos em tratamento.
Existem também doencas que sao transmitidas nao diretamente de humano para humano,
mas por vetores, agentes (geralmente insetos) que sao infectados por seres humanos e que,
entao, transmitem a doenca aos humanos, como por exemplo a maléria.

A taxa de incidéncia em um modelo epidemiologico é o niimero de novos infectados
por unidade de tempo. Nos modelos classicos presentes na literatura epidemiologica, a
taxa de incidéncia assumida foi proporcional ao produto do nimero de susceptiveis e
infecciosos. Essa taxa é denominada incidéncia de acao em massa ou incidéncia bilinear,
a qual aumenta com o aumento do nimero de susceptiveis e infecciosos. O que muitas
vezes € chamado de modelo de epidemia de Kermack-McKendrick é, na verdade, um caso
especial do modelo geral apresentado em [7].

Conforme [1], a taxa de incidéncia bilinear é bastante irrealista, exceto possivelmente
nos estagios iniciais de uma epidemia em uma populacio de tamanho moderado. E mais
realista assumir uma taxa de incidéncia que seja uma fungao nao estritamente crescente em
pelo menos uma das variaveis, ja que com o passar do tempo, provavelmente, a populagao
comegaré a se prevenir da infeccdo. Ao alterar a suposicao que a taxa de incidéncia seja
bilinear, o sistema pode exibir alguns comportamentos qualitativamente diferentes que
poderiam ser epidemiologicamente importantes. Em particular, trabalharemos com uma
taxa de incidéncia nao linear a qual nao é estritamente crescente na variavel 1.

A fim de incorporar os efeitos das mudangas comportamentais, em [9] introduziram
uma taxa de incidéncia nao linear da forma

_ pIrS
g(I)S 14 ald

(1.1)
sendo que BI? mede a for¢a da infec¢ao da doenca, 1/(1 + «l?) descreve os efeitos ini-
bitérios pela mudanca de comportamento dos individuos susceptiveis quando o niimero
de individuos infectados cresce. Os termos [ e p sao constantes positivas, e ¢ e a sao
constantes nao negativas. Note que a taxa de incidéncia bilinear 551 é um caso especial

de (1.1) comp=1lea=0ouqg=0.

Segundo [15], a fungao nao linear g(I) dada pela equagao (1.1) inclui trés tipos:



(i) Fungao de incidéncia ilimitada: p > ¢. A titulo de exemplo, esse caso foi estudado

por Hethcote e Levin em [4] tomando p = ¢ + 1.

(ii) Funcao de incidéncia nao mondtona: p < ¢q. O caso com p =1 e g = 2 foi estudado

por Xiao e Ruan em [16] e estudaremos no Capitulo 3.

(iii) Funcao de incidéncia saturada: p = ¢. Estudada por Ruan e Wang em [11] o caso

com p = g = 2 o qual analisaremos no Capitulo 4.

Neste trabalho, estudaremos o comportamento qualitativo de um modelo epidemio-
logico do tipo SIRS (Susceptivel - Infectado - Recuperado - Susceptivel) com taxa de
incidéncia nao linear dada por (1.1). O modelo analisado é deterministico, isto é, o com-
portamento da populacao ¢ determinado completamente pelas hipoteses assumidas na
formulagao do modelo, o qual ird descrever o comportamento da doenca apds a mesma
ter se estabelecido na populacao.

A populagao sera dividida em trés compartimentos distintos: susceptiveis S, infectados
I e recuperados R. Os individuos susceptiveis sao os que estao aptos a contrair a doenca
no instante ¢, os infectados sao os que além de possuirem a doenca podem transmiti-la e os
recuperados sao os que tiveram a infeccao e estao com imunidade temporaria. O modelo
estudado sera dado por um sistema de equacoes diferenciais ja que a taxa de transferéncia
de uma classe para outra sera expressa como derivada de cada classe em funcao do tempo.

Consideramos o seguinte modelo SIRS cujo fluxograma pode ser visto na Figura 1.1

(dS BIP

A R

o msS 1+anS+UR’

dI BIP

R~ 1.2
dt 1+anS (m + I, (1.2)
dR

= — ] -
| =M ()R

sendo
A > 0 a taxa de recrutamento da populacao;
m > 0 a taxa de morte natural da populagao;

1 > 0 a taxa natural de recuperacao de individuos infectados;



v > 0 a taxa com que os individuos recuperados perdem a imunidade;
a > 0 o parametro de medida dos efeitos psicoldgicos ou inibitérios;
B > 0 a constante de proporcionalidade.

A

ml

g(DS

mS

mR

Figura 1.1: Fluxograma do modelo estudado.

Analisaremos o modelo (1.2) com taxa de incidéncia nao linear: para os parametros
p>0eq>0,p=q=2e,por fim, com p =1 e g = 2 baseadas nos artigos [5], [11] e [16],
respectivamente. Como estamos trabalhando com populagoes, o interesse do estudo é nas

solucgoes deste sistema diferencial no primeiro octante:
R ={S,I,ReR:S>0,I>0,R>0}.

Somando as trés equagdes em (1.2) e denotando o nimero da populagao total por

N(t), ou seja,

N(t)=S(t)+ I(t) + R(t), (1.3)
obtemos
dN
T A—mN

e assim, N (t) tende para uma constante Ny = A/m quando t tende ao infinito.
Conforme é adotado em [9], assumimos que a populagao esta em equilibrio e investi-

gamos o comportamento do sistema no plano S + I + R = Ny. Assim, N, representa o



equilibrio populacional na auséncia da doenca. Logo, basta estudar o sistema reduzido

i B (A
“_ P (21 R)- I
ar 1+a[q<m R) (m 4wl
(1.4)
dR
E:MI—(W‘FV)R’

ja que podemos obter S usando que a populagao é suposta constante.

E possivel mostrar que D é um conjunto positivamente invariante para o sistema (1.2)
A

D=<(l,R)|I>0,R>0,I+R< — ;. (1.5)
m

Comecaremos apresentando alguns resultados preliminares, no Capitulo 2, os quais
serao utilizados no decorrer da dissertacao, no Capitulo 3 analisaremos o caso em que
p=1eq =2 o0caso para p = ¢ = 2 serd abordado no Capitulo 4 e, por fim, seréd
analisado o caso com p > 0 e ¢ > 0 arbitrarios no Capitulo 5.

No intuito de descrever o comportamento qualitativo do modelo, analisaremos a exis-
téncia de pontos de equilibrio e de ciclos limite no sistema (1.4), utilizando o critério de
Dulac descartaremos a existéncia de ciclos limite sob certas hipoteses e, também, estuda-
remos as possiveis bifurca¢ées que podem ocorrer no sistema. Sempre teremos um ponto
de equilibrio que chamaremos de equilibrio trivial, que é o caso onde a populagao esta livre
da doenca e poderemos ter um ou mais pontos de equilibrio que chamaremos de endémico
ou positivo. Também encontraremos o nimero de reprodugao basica %, o qual define
um limiar no qual o curso da infeccao muda entre o desaparecimento e a persisténcia.

Neste trabalho o software Wolfram Mathematica 11 foi utilizado para obter determi-
nadas expressoes, sem o calculo ter sido realizado manualmente, e somente para verificar
outras. Em geral, salvo quando os célculos foram bem simples ou muito complicados,
buscou-se detalhar como as expressoes foram encontradas. O software Inkscape 0.91 foi

utilizado para confeccionar a maioria das figuras e o Pplane para fazer os retrato de fase.



Capitulo 2

Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentamos, de forma sucinta, alguns resultados fundamentais da teoria
qualitativa das equacoes diferenciais ordinarias que se aplicam no estudo de sistemas nao
lineares do tipo 2’ = F(x), € R". Estamos interessados no que se refere a estabilidade
dos pontos de equilibrio de tais sistemas, obtidos resolvendo-se a equagao ' = F(z) = 0,
na existéncia de ciclos limites e em algumas bifurcagoes que podem ocorrer. Neste sentido,
na primeira se¢ao apresentamos alguns resultados gerais, na segunda secao damos algu-
mas defini¢oes e relembramos resultados importantes em equacoes diferenciais ordinarias,
como o Teorema de Hartman-Grobman e o Critério de Dulac, sendo este tltimo relativo
especificamente ao caso de sistemas planares, isto é, considerando-se € R? e na terceira
secao apresentamos as condi¢oes e formas normais para ocorréncia das bifurcagoes do tipo

sela-no, Hopf e Bogdanov-Takens.

2.1 Resultados Diversos

Teorema 2.1.1 (Teorema da Funcao Implicita). Seja A C R™ xR"™ um aberto e considere
f: A - R
(z,y) = f(z,y)

uma funcgao de classe C", v > 1. Suponha que (a,b) € A € tal que f(a,b) = 0 e que a

sub-matriz 0 f /Oy do jacobiano € inversivel. Entdo, eziste uma vizinhanga B de a em R™

6



e uma unica fungao g : B — R", de mesma classe de diferenciabilidade que a fungao f,
tal que g(a) =b e
f(z,g9(x)) =0, VxeB.

Teorema 2.1.2 (Green). Seja K C R? um compacto, com interior nio vazio, cuja fron-
teira € imagem de uma curva v : [a,b] — R?, fechada, simples (sem auto-intersecgdo),
C! por partes e orientada no sentido anti-hordrio. Sejam P e Q de classe C* num aberto

contendo K. Nestas condicoes,

7%(% + Qdy) = //K (g—f — g—];) dzdy.

2.2 Resultados de EDO

Boa parte dos resultados apresentados nesta se¢ao foram embasados nas referéncias [10]
e [14].

Seja A um subconjunto aberto do espago euclidiano R” . Um campo vetorial de
classe C*, 1 < k < oo, em A é uma aplicacao F : A — R" de classe C*. Ao campo

vetorial F' associamos a equacao diferencial ordinéria
' = F(x). (2.1)

A equagao diferencial (2.1) é chamada de auténoma pois ela é independente da
variavel temporal t. As solugoes da equagao (2.1) s@o aplicagoes diferenciaveis ¢ : J C
R — A tais que

W1) = Flet),

para todo t € J onde representamos por ¢(t,y) a solugdo do sistema (2.1) por y, isto é,
©(0,y) = y. Também dizemos que o conjunto v, = {¢(t,y) : t € J} C A, isto é, a imagem
da solugao de (2.1) por y, é a 6rbita de F por y. A decomposigao de A em orbitas de F'
é chamada de retrato de fase de F.

Um ponto de equilibrio, ou ponto singular, do campo vetorial F' é um ponto

xo € A no qual F(xy) =0 e um ponto regular é um ponto zy € A tal que f(xq) # 0.



Definicao 2.2.1. Dizemos que xog € um ponto de equilibrio estdavel para F se, para
qualquer vizinhanca U C R™ de xq, existe uma vizinhanca W C R"™ de x, tal que W C
ANU ep(t,z) € U, para quaisquer v € W et > 0. E dizemos que xy € um ponto de
equilibrio assintoticamente estdvel se, além de ser estdvel, tginoogp(t,x) = X9, para
qualquer x € W. Se xg nao € um ponto de equilibrio estdvel, dizemos que ele € um ponto

wnstavel.

Definicao 2.2.2. Considere o sistema de equacoes diferenciais de classe C' no plano

v =[fy), ¥ =gy

associado ao campo vetorial F = (f(x,y),g(x,y)) e seja p € R? um ponto de equilibrio de
F'. Dizemos que

%(p) %(p)

DF(p) = 9 9
%(p) a—y(p)

€ a linearizacao do campo vetorial F' em p. Esta matriz € chamada de Matriz Jacobiana.

Definicao 2.2.3. Um ponto singular p de um campo vetorial F de classe C*, k > 1,
chama-se hiperbdlico se todos os autovalores da matriz Jacobiana DF (p) tém parte real

diferente de zero.

Definigao 2.2.4. Seja p um ponto de equilibrio de um campo vetorial F = (f(x,y), g(z,y))

de classe C*, k > 1. Entdo p é denominado degenerado, se o determinante de DF (p) é

nulo.

Uma vez que estivermos analisando um sistema auténomo bidimensional de equacgoes
diferenciais, a abordagem natural encontrar os pontos de equilibrio e calcular as respec-
tivas linearizagoes para determinar, em cada caso, a estabilidade. Assim, conforme [12],
analisando o traco e o determinante da matriz Jacobiana calculada no ponto de equilibrio

da equagao (2.1), A = DF(p), é possivel classificar a estabilidade do ponto singular:

e Se det(A) < 0, o ponto de equilibrio é do tipo sela;



e Sedet(A) > 0, entao precisamos avaliar o sinal do trago para sabermos a estabilidade
do ponto singular: trA < 0, entdo o equilibrio é atrator ou estével, se tr(A) > 0,
entao o ponto de equilibrio sera repulsor ou instavel, e se tr(A) = 0 temos um centro

no caso linear.

Um resumo visual baseado na figura apresentada em [12| (pag. 64) de todos os dife-
rentes tipos de sistema lineares pode ser analisado na Figura 2.1 onde o plano do trago e

determinante é apresentado.

s
NG

Figura 2.1: Plano trago-determinante.

Dois campos vetoriais serao considerados como equivalentes se seus retratos de fase
sao qualitativamente semelhantes, isto é, se um retrato de fase pode ser obtido a partir

do outro por uma transformagao continua. Formalmente, temos a seguinte definigao.

Definicao 2.2.5. Sejam Ai e A, abertos em R"™ e considere F; : Ay — R e
Fy, Ay — R"™ dois campos vetoriais, os quais geram os fluros p; : Dy — R" e

o : Dy — R™, respectivamente. Dizemos que Fy é topologicamente conjugado (res-
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pectivamente, C"—conjugado) a Fy quando existe um homeomorfismo (respectivamente,

um difeomorfismo de classe C") h : Ay — Ag tal que

h(g1(t,2)) = @a2(t, h(z)),
para todo (t,x) € D;.

O teorema que apresentamos a seguir garante que existe uma vizinhanca W de um
ponto hiperbolico 2y € R™, na qual o sistema nao linear (2.1) é topologicamente conjugado

com a parte linear A = DF(z() numa vizinhanga V' da origem.

Teorema 2.2.1 (Hartman-Grobman). Sejam F : A — R" um campo vetorial de classe
C! e p um ponto singular hiperbélico. Existem vizinhancas W dep em A eV de 0 em R"

tais que F|y € topologicamente conjugado a DF (p)|y.

Definicao 2.2.6. Sejam F : A C R™ — R™ um campo vetorial de classe C*, 1 < k < oo
definido no aberto A e ¢(t) = ¢(t,p) a orbita de F passando por p, definida no seu
intervalo mdzimo I, = (w_(p),w;(p)). Se w_(p) = —o0 e wi(p) = +o0, definimos os

conguntos a-limite e w-limite de p por

w(p) ={qge A :3t,) comt, = o0 ep(ty) = q, quando n — o0 },
alp) ={qe A :3t,) comt, — —oc0 e p(t,) — q, quando n — o0 }.

Definicao 2.2.7. Sejam A um aberto de R? e F : A — R? um campo vetorial de classe
CY. Uma orbita periddica v chama-se ciclo limite se existe uma vizinhanga V' de v tal

que v € a unica orbita fechada de F' que intercepta V.

Proposicao 2.2.2. Com as notacoes da definicio acima, existem apenas os sequintes

tipos de ciclos limite (diminuindo V' se necessdrio):
(1) Estdvel, quando limy_, d(o(t,q),y) = 0 para todo q € V;
(ii) Instavel, quando limy_, . d((t,q),v) = 0 para todo q € V;

(iii) Semi-estdvel, quando lim; ,o. d(p(t,q),y) = 0 para todo ¢ € V N Exty; e
lim; o d((t,q),7v) = 0 para todo g € VN Int~y, ou o contrdrio.
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Segue agora um resultado que, sob hipoteses simples, estabelece o comportamento

assintotico das orbitas de campos vetoriais no plano.

Teorema 2.2.3 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Seja ¢(t) = @(t,p) uma drbita de
f, definida para todo t > 0, tal que v (p) esteja contida num compacto K C A C R2.
Suponha que o campo F' possui um nimero finito de pontos de equilibrio em w(p). Tém-se

as sequintes alternativas:

(a) Sew(p) contém somente pontos regulares, entio w(p) € uma drbita periddica.

(b) Se w(p) contém pontos requlares e de equilibrio entio w(p) consiste de um conjunto
de orbitas, cada uma das quais tendendo a um desses pontos de equilibrio quando

t — too.

(c) Se w(p) nao contém pontos requlares, entao w(p) € um ponto de equilibrio.

Antes de apresentarmos os proximos resultados, relembremos que

L Oh L Ofh
leF = 8_1‘1 + a_ng = tI‘(DF)7

ou seja, o trago da matriz Jacobiana de F', é a divergéncia do campo F' = (fi, f2), que
define uma funcao divF : A — R.

A seguir temos um corolario (ver [10] e [14], pag. 216 e pag. 112, respectivamente)
que trata sobre a estabilidade de um ciclo limite obtido diretamente da derivada da

transformacao de Poincaré.

Coroléario 2.2.4. Sejam A C R? um aberto e F = (f1, f2) : A — R? um campo vetorial
de classe C*. Seja v uma orbita periddica de F de periodo T. Entdo, a drbita periddica

v(t) € um ciclo limite estdvel se

/ " A E(y(8)dE < 0

e um ciclo limite instdvel se
T
/ divX (y(t))dt > 0.
0

A orbita peridodica v pode ser um ciclo limite estdvel, instdvel ou semi-estdvel se esta

integral for zero.
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Em geral, nao é possivel determinar se um dado sistema de equagoes diferenciais possui
orbitas periddicas ou nao. Porém, existem alguns critérios que nos permitem descartar a

existéncia de orbitas periddicas em sistemas planares. Segue um desses critérios.

Teorema 2.2.5 (Critério de Dulac). Seja F : A — R?, de classe C', A aberto e sim-
plesmente conexo em R? . Se existir uma fungdo H : A — R de classe C* tal que, ou
div(HF) < 0 em A, ou div(HF) > 0 em A, entao (2.1) nao possui orbita fechada em
A. Se N é uma regiao anular em A na qual div(HF') nao muda de sinal, entio existe no

mdzximo um ciclo limite do sistema (2.1) em N.

Este tultimo teorema pode ser encontrado em [10] (pag. 265). Se existir a fungao H

do teorema anterior a mesma sera chamada de funcao de Dulac.

2.3 Bifurcacoes

Num sistema de equagoes diferenciais ordinarias dependente de parametros, a estrutura
qualitativa do fluxo pode ser vir a ser alterada ao variar seus parametros. Em particular,
pontos de equilibrio podem ser criados ou destruidos, ou terem sua estabilidade alterada.
Bifurcagoes sao estas alteracoes qualitativas na dindmica do sistema e os pontos de bifur-
cagoes sao os valores dos parametros no qual elas ocorrem. Isto ¢, uma mudanca do tipo
topologico do sistema quando seus parametros passam por um valor critico é chamada de
bifurcagao.

Nesta tltima se¢ao vamos apresentar os resultados utilizados para garantir a ocorréncia
de bifurcagoes no sistema estudado. Estaremos interessados em nas bifurcacoes do tipo
sela-n6, Hopf e Bogdanov-Takens.

A codimensao de uma bifurcagdo é o nimero minimo de pardmetros que devem ser
variados para identificé-la, conforme [8]. Uma defini¢ao mais formal de codimensao seré
apresentada no Capitulo 4. As bifurcagoes sela-né e Hopf sdo de codimensao um, ou
seja, é necessario variar um parametro do sistema, ja a bifurcacao Bogdanov-Takens é de

codimensao 2.
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2.3.1 Sela-né

Para estudar essa bifurcagdo a referéncia utilizada foi [6]. Nessa bifurcacdo os pontos
equilibrios de um campo vetorial sao criados ou destruidos. Como os pontos de equili-
brio ocorrem na intersegao entre isdclinas horizontais e verticais de um campo vetorial
pode-se esperar uma bifurcacao sela-né quando as mesmas forem tangentes. Ela ocorre,
genericamente, quando a linearizacao do campo avaliada em um dos pontos de equilibrio
tem determinante nulo. O determinante ser nulo implica que um dos autovalores é nulo.
Pode-se esperar uma bifurcacao sela-n6 quando a iséclina horizontal e vertical de um
campo vetorial sao tangentes.

E possivel definir degenerescéncia em termos apropriados da primeira e segunda de-
rivada, mas isto serd mais facil se primeiro colocarmos a equacao numa forma padrao.

Podemos assumir, por uma translagao e mudancga linear de variaveis, que

e 0 ponto de equilibrio esta na origem:;
e 0 eixo x é o autoespaco para o autovalor 0;

e 0 eixo y ¢ o autoespago para o autovalor A.

Entao o sistema de equagoes diferenciais pode ser escrito como
¥ = 0+ P(z,y),

Y = Ay+Q(z,y),

onde P(z,y) e Q(z,y) sdo termos de pelo menos ordem 2. O sistema que puder ser escrito

(2.2)

na forma dada em (2.2) possui uma bifurcagao sela-no.

Em particular,

P(x,y) = paox® + prizy + po2y® + O((z,9)?).

Ser genérico significa que o coeficiente py o e A nao sao nulos. Temos duas condigoes

de nao degenerescéncia:

(i) O autovalor 0 é um autovalor simples, ou seja, tem multiplicidade 1, o outro autovalor

é nao nulo;

(ii) O coeficiente py o de 22 na expansao em Taylor de 2’ ¢ diferente de zero.
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2.3.2 Hopf

Este tipo de bifurcac¢ao ocorre quando um ponto de equilibrio (xg,yo) tem a linearizagao
com um par de autovalores imaginério puro, ou seja, trDF'(zg,yo) = 0. Segue o teorema
sobre bifurcacao de Hopf, onde A é o parametro de bifurcacao, cuja demonstracao pode

ser encontrada em [2| (pag. 227).

Teorema 2.3.1. Suponha que

J],:f(l’7y,A), y’:g(m,y,A)

com f(0,0,A) = ¢(0,0,A) = 0 e que a matriz Jacobiana avaliada na origem quando
A=0¢

0 —w

w 0

para algum w # 0. Entao se

fAm+gAy7é0 € ’{7&0

onde Kk € uma constante definida a sequir, uma curva solugoes periodicas na origem bifurca
em A <0 se K(faz + gay) > 0 ou A > 0 se k(faz + gay) < 0. A origem € estdvel para
A >0 (resp. A <0) e instdvel para A < 0 (resp. A > 0) se fay + gay <0 (resp. >0)
enquanto as solugoes periddicas sao estaveis (resp. instdvel) se a origem € instdavel (resp.
estdvel) do lado de A = 0 para os quais as solugdes periddicas existem. A amplitude das
orbitas periddicas cresce como | A \% enquanto o periodo delas tende para ‘200—71 conforme
| A'| tende para zero. A bifurcagao é supercritica se drbitas periddicas que bifurcam sao

estdveis, do contrdrio € chamada subcritica.

A condigao de nao degenerescéncia, k # 0, ¢ um tipo usual de condi¢ao para uma bifur-
cacao, envolvendo as derivadas parciais do campo vetorial ( flz,y, A), g(z,y, A)) avaliadas

em (0,0,0). Mais explicitamente
B l{a‘gf Bf N Dg +@1
16 | 0x3  Ox0y?>  0x20y Oy
N 1 [82f (82f+82f>_ 0%g (@2g+82g)
16w | dxdy \ 0x?  0Oy? 0xdy \ 0x?  Oy?
B 0 f 0?g N 02f8_29]
0x20x2  Oy?20y?|
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A constante k é também conhecida como primeiro coeficiente de Liapunov, o qual
foi calculado para determinar os tipos de bifurca¢oes Hopf que o modelo sofre se Kk < 0
a bifurcacao de Hopf sera chamada supercritica e, se kK > 0 a bifurcacdo de Hopf serd

subcritica.

2.3.3 Bogdanov-Takens

Para o estudo da bifurcacao de Bogdanov-Takens precisamos analisar a variagao de dois
parametros ja que somente com a variagao de um parametro a mesma nao pode ser

verificada, ao contrario dos dois tipos citados anteriormente. A referéncia utilizada foi [8].

Teorema 2.3.2 (Forma normal topologica para a bifurcagdo de Bogdanov-Takens). Qual-

quer sistema genérico planar
!/ 2 2
= f(zr,a), z€R? «a€elR

tendo, em o = 0, um equilibrio que exibe a bifurcacao de Bogdanov-Takens, € localmente

topologicamente equivalente a alguma das duas formas normais proximo a esse ponto de

equilibrio:
" (2.3)
d_tQ = 1 + 8201 + 07 £ 6,0,.

Qualquer equilibrio do sistema (2.3) esta localizado no eixo horizontal, 6, = 0, e

satisfaz a equacao

07 + Ba01 + Br = 0. (2.4)

A equagao (2.4) pode ter entre zero e duas raizes reais. Quando o discriminante dessa

parabola for nulo
SN = {(B1, B2) : 461 — B2° = 0} (2.5)

teremos a curva da bifurcacdo sela-no. Ao longo da curva SN o sistema (2.3) tem um
equilibrio com autovalor nulo. Se s # 0, entao a bifurcagao sela-né é nao-degenerada
e cruza SN da direita para a esquerda implicando no aparecimento de dois pontos de

equilibrio.
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O eixo vertical #; = 0 é uma reta na qual a lineariza¢cao em um dos pontos de equilibrio

possui um par de autovalores com soma nula: A\ + Ay = 0. A curva

H = {(p1,B2) : 1 =0, 5, <0} (2.6)

corresponde a uma bifurcacao de Hopf (A o = Fiw).
O sistema (2.3) possui uma bifurcagdo homoclinica de sela conforme esta descrito no

Lema 2.3.1.

Lema 2.3.1. Eziste uma unica curva suave P correspondente a uma bifurcacdao homo-

clinica de sela no sistema (2.3) que € originado em (1, P2) = (0,0) e tem a sequinte

representacao local:

P = {(51752) 3/31+%522=0,52<0}- (2.7)

Além do mais, quando || B || € pequeno, o sistema (2.3) tem um ciclo hiperbélico estdvel
para valores de pardmetros dentro da regiao limitada pela curva da bifurcagao de Hopf H

e pela curva de bifurca¢ao homoclinica P, e nao existem ciclos fora desta regido.

O diagrama de bifurca¢do do sistema (2.3) é apresentado na Figura 2.2 a qual foi
baseada em [8] (pag. 322). Nesta figura, SN, e SN_ representam as curvas da bifurcacao
Sela-nd com fy > 0 e [y < 0, respectivamente.

Essa bifurcagao sera analisada por tltimo em cada um dos sistemas onde ocorre devido
a sua complexidade. A ocorréncia da mesma seré verificada nos sistemas estudados nos

capitulos 4 e 5.



SN+

Figura 2.2: Diagrama da bifurcagao Bogdanov-Takens.
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Capitulo 3

Modelo com p=1e g=2

Baseado em [16] vamos estudar, neste capitulo, o modelo (1.4) com a seguinte taxa de
incidéncia
Bl

[ = —
9(7) 1+ al?

onde I expressa a forga da doenca e 1/(1+al?) descreve os efeitos inibitérios ou psicolo-

(3.1)

gicos causados pela mudanca de comportamento dos individuos. E possivel observar que a
taxa de incidéncia é crescente quando a quantidade de infectados é pequena e decrescente
quando I é grande, como pode ser visto na Figura 3.1. Com isso, é possivel perceber
que a taxa de incidéncia possibilita analisar os efeitos “psicologicos” ou inibitérios, ja que
o aumento da quantidade de pessoas infectadas influencia na reducao do encontro entre
susceptiveis e infectados, seja por prevencao por parte dos individuos susceptiveis, ou por

isolamento dos infectados.

g

Figura 3.1: Funcao da taxa de incidéncia nao mondétona g.
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3.1 Equilibrios do modelo

Com a taxa de incidéncia (3.1) o modelo (1.4) ficara da seguinte forma

ar _ _ b1 (é—I—R) R ——

dt — 1+al?

ol Am (3.2)
d
d—f:ul—(m—i-u)R.

Deste modo, para determinar os pontos equilibrio do modelo (1.2), precisamos resolver

seguinte sistema de equagoes

{ B (é_[—R>—(m+u)][:0’

2
1+al?2\m (3.3)

pl —(m+v)R=0.

Temos que I = 0 satisfaz a primeira equagao, e isto implica, pela segunda equagao,
que R = 0. Assim, independente dos valores dos parametros, sempre temos o ponto de
equilibrio Ey = (0,0) o qual é o ponto de equilibrio trivial, pois nesse caso temos que toda
a populagao é de susceptiveis e, por conseguinte, S = A/m.

Vamos agora analisar quando o primeiro fator da primeira equagao do sistema (3.3)
for nulo e desta maneira encontraremos o ponto de equilibrio positivo do sistema. Entao,

substituindo R pela expressdo encontrada através da segunda equagao do sistema (3.3)

teremos
g A ul B
1+al?2\m ! m+v (m+p) =0,
BA 2 2
_—— 1+—) 71— 1 I =
= p(1+ L) - +ar) = o,

ﬁA-,@(m+m"—Ty)1—m(m+m(1+aﬂ) — 0,

&m(m+u)l2+ﬂ(m+mu—fy)I—BA+m(m+u) = 0.

Com isso, para determinar o ponto de equilibrio positivo vamos analisar a equacao a

seguir
2 —_— y— —_— P
am(m + p)I +B(m+u - V)I—I—m(m+u) BA=0 (3.4)
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a qual foi obtida somando e subtraindo p no coeficiente do termo de grau um na expressao
anterior.

Note que a equagao (3.4) é equivalente a

2 B o vy B 5/4 .
“”E<1 (m+u)(m+V))]+1 R R

donde vemos que, supondo a # 0, tanto o coeficiente do termo de grau dois quanto o
de grau um sao positivos e, dai, o sinal do termo independente é que ird4 determinar a

existéncia do ponto de equilibrio positivo. Defina

__pA
e (3.5)

o qual é o chamado niimero de reprodugao basica.

Para determinar o coeficiente do termo independente, basta observar o valor de %.
Recordemos que o produto das raizes de uma equagao do segundo grau é dado pela razao
entre o coeficiente do termo independente e o termo de grau dois e que a soma das raizes
¢ dada pelo simétrico da razao entre o coeficiente do termo de grau um e o termo de grau
dois. Note que a soma das raizes sempre seré negativa e, entao, ou ambas serao negativas
ou terao sinais opostos.

Com isso, se Zy < 1, o termo independente serd maior do que zero e, assim, o produto
das raizes tem sinal positivo, o que implica que ambas as raizes sao negativas; se Z, = 1,
uma raiz serd 0 e a outra serd negativa; se %y > 1, o produto das raizes serd negativo,

logo temos raizes de sinais opostos. Pela equagao (3.4), temos que
(1) se Zy < 1, entado nao existe ponto de equilibrio positivo;

(i) se Zy > 1, entdo existe um tnico ponto de equilibrio positivo E* = (I*, R*) ou ponto

de equilibrio endémico, sendo

o Bmrn-gE)+VA
"= 2am(m:u) ’ (3.6)

onde

2
A=3 (m - ”“V> — dam®(m + p)*(1 — Zy).
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Temos que [* é a raiz positiva da equagao (3.4) e R* é obtido a partir da segunda

equagao do sistema (1.2). Logo, podemos determinar a expressao para S* a qual é dada

S*:i{A—(m—i—u— e )[*]
m m+v

Vamos agora, analisar o caso quando a = 0. Dessa forma a partir da equacao (3.4),

por

obtemos
(m+v)(—AB+m? + um)
Bm(p+m+v)

e com isso, a existéncia do equilibrio positivo serd determinado pelo mesmo niimero de

I' =—

reproducgao basica Z, em (3.5). Entao, nao é necessério analisar o caso para a = 0 separa-
damente pois os resultados obtidos serao o mesmo. Portanto, vimos que sempre teremos
o ponto de equilibrio trivial e de acordo com a escolha dos parametros, de maneira tal que
o > 1, teremos ainda o ponto de equilibrio endémico. Na proxima secao analisaremos a
estabilidade em cada um dos casos, quando temos somente o ponto de equilibrio trivial,

ou livre da doencga, e quando além do trivial temos ainda o ponto de equilibrio endémico.

3.2 Analise Qualitativa

Para analisar o comportamento qualitativo do sistema (3.2) comegaremos com um resul-

tado que nos garante que nao existem orbitas periddicas neste sistema.
Teorema 3.2.1. O sistema (3.2) nao tem drbita periddica.

Demonstragao. Considere o sistema (3.2) para [ > 0 e R > 0, jA que somente estamos
interessados em estudar o sistema no primeiro quadrante. Seja F' = (fi, f2) o campo

vetorial (3.2) onde f; e fa denotam o lado direito das equagoes deste sistema

dl Bl A —
=T (= 1= R) — Wl = AL R)
dR

i pl — (m+v)R = fo(I, R).
Tome a fungao de Dulac
1+ al?

H(I,R) = 7,
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Temos que o produto entre a funcao de Dulac H e as componentes do campo vetorial F

sera
A
Hfi = (— - R) Mg,
m g
(1+ al*)ul (14 al?)
Hfy=~—*"— — 2T R
fo 3 (m+v) o] R
Desta forma,
J(Hf) O(Hfs) 2a(m + p) 1+ al?
=—-1-— I— < 0.
a1 IR 5 g Mty
Logo, pelo Critério de Dulac, o sistema (3.2) nao possui orbitas periodicas. |

Agora faremos uma mudanca de varidveis e reescalonamento no tempo do sistema

(3.2) da seguinte forma

xr = b I, y:LR, 7= (m+ ).
m—+v m—+v

Com isso, os calculos no estudo dos pontos de equilibrio Ey e E* serao simplificados. O

sistema obtido sera

dx T
—=——(B—x—y)— nxz,
2
dr 1+ ax (3.7)
Yy
dr Y
sendo
2
a:—&(m+y), B:—AB , n:m—'—'u, b= A )
32 m(m + v) m+ v m+ v

Sabemos que x e y sao positivos, visto que I e R sao positivos. Os pontos de equilibrio

do sistema (3.7) sao (0,0) e (z*,y*) onde z* e y* sdo dados por

—(1+0b 14+0)2—-4 - B
o= ZUAD+ VA 4B —dnaln —B) .,
2na

Note que o ponto de equilibrio trivial (0,0) do sistema (3.7) corresponde ao ponto
de equilibrio Ey do modelo (3.2), ja que x = y = 0 implica que I = R = 0 e segue
que S = A/m. O ponto de equilibrio endémico (z*,y*) do sistema (3.7) corresponde ao
ponto de equilibrio endémico E* do modelo (3.2) se, e somente se, n — B < 0 ja que essa

desigualdade ser satisfeita é necessario para que z* > 0.
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Inicialmente vamos estudar a estabilidade e o tipo topologico da origem. Para isso

utilizaremos o seguinte resultado encontrado em [10] (pag. 150).

Teorema 3.2.2. Seja a origem um ponto singular isolado do campo vetorial (fi(z,y),y+
fa(x,y)), onde fi e fo sdo fungoes analiticas numa vizinhanga da origem, com suas expan-
soes em série de Taylor em torno de (0,0) comegando com termos no minimo quadrdticos
nas varidveis x e y. Seja y = ¢(x) uma solu¢ao da equacio y + fo(x,y) = 0 em uma
vizinhanga da origem e seja a expansao da funcao (x) = fi(z, ¢(x)) numa vizinhanca

de x =0 que tem a forma Y (z) = a,2" + ... onde r > 2 e a, # 0. Entao:
(1) para r impar e a, > 0, a origem é um nd;
(i) para r impar e a, <0, a origem € uma sela topoldgica;

(iii) par, a origem € uma sela-nd, isto €, o ponto singular é formado pela uniao de dois

setores hiperbolicos com um setor parabolico.

O Teorema 3.2.2 sera utilizado na demonstracao do segundo item do teorema a seguir

que analisa a estabilidade do ponto de equilibrio (0, 0):

Teorema 3.2.3. O ponto de equilibrio (0,0) do sistema (3.7) € do tipo
(1) nd hiperbdlico estdvel se n — B > 0;

(ii) sela-né se n — B = 0;

(iii) sela hiperbdlica se n — B < 0.

Demonstragao. Temos que a matriz Jacobiana do sistema (3.7) calculada no ponto de

equilibrio (0,0) é
MO -
Assim, os autovalores de M, sao dados por Ay = B—ne Ay = —1. Logo, segue do Teorema

de Hartman-Grobman que numa vizinhanca de (0,0) o sistema (3.7) é topologicamente

conjugado a um no6 atrator se B —n < 0 e a uma sela se B —n > 0. Com isso, seguem
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os itens (i) e (i4i), respectivamente. Vale ressaltar que no enunciado do teorema consta a
desigualdade contréria pois, posteriormente, relacionaremos a expressao n — B ao nimero
de reprodugao bésica Z, e sintetizaremos os resultados ao longo deste capitulo em fungao
do %0.

Quando B —n = 0, o ponto de equilibrio (0,0) nao é hiperbolico e, assim, o Teorema
de Hartman-Grobman nao pode ser aplicado. Neste caso, para analisar o tipo topologico
da origem vamos utilizar o Teorema 3.2.2. Para isso precisamos analisar a expansao em

Série de Taylor do sistema (3.7) numa vizinhanga da origem, a qual é

d
d_x = 2%+ x(B —-n— y) + O<<x7:‘/)3>7
T (3.8)
@ =br —
dr v

sendo O((z,y)?) termos de ordem maior ou igual a trés.

Como estamos analisando o caso quando B —n = 0 o sistema (3.8) é equivalente a

dx
= —® —zy + O((z,y)?),
(3.9)
dy
dr Y.

Para podermos usar o Teorema 3.2.2 vamos reescalonar o sistema (3.9) da seguinte forma

u=x, v=br—y, t=-—T1.

Obtemos assim,

du 2 3

azu —i-U(bu—U)—O((U,bU_U) )7

dv 2 3\ .
= + b(—u” — u(bu — v) + O((u, bu — v)°)) := f(u,v),

onde O((u, bu — v)?) representa os termos de ordem trés ou superior.

Sabemos que f(0,0) =0 e que %f(u, V) |(u0)=0,0= 1 # 0 entdo, o Teorema da Funcao
Implicita nos garante que existe uma funcao ¢ da mesma classe de diferenciabilidade da
fungao f tal que v = ¢(u) e f(u,p(u)) = 0.

Temos que a expansao em Série de Taylor da fungao f é

fu, o(u)) = u? (—b2 — b+ @) + O(u?),
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e, pelo Teorema da Fungao Implicita, sabemos que f(u, ¢(u)) = 0. Logo, ¢"(0) = 2(b+0?).
Assim,

v=6(u) = 50" (O + O(u) = b(b+ 1) + O(w)

Comparando com o Teorema 3.2.2 temos que
filu,v) = u? +u(bu — v) — O((u, bu — v)?),

d(u) = filu, ¢(u)) = (1 +b)u® — O(u’)
e, portanto, a, = 1 +b # 0 e r é par. Logo, pelo Teorema 3.2.2 o ponto (0,0) é uma
sela-no.

Agora vamos estudar a estabilidade do ponto de equilibrio endémico (z*, y*). Assuma
que vale a desigualdade n — B < 0 ja que, como visto anteriormente, isso ¢ condicao
necessaria para que exista um ponto de equilibrio no primeiro quadrante, o qual denotamos
por (z7,y").

A matriz Jacobiana do sistema (3.7) calculada no ponto de equilibrio (z*, y*) é

o*(a(z*)? + 2ab(z*)* — 2Baz* — 1) —x*
M, = (1+a(2*)’)? L+ a(z)’
b -1
Assim, o determinante de M, é
det(M,) — z*(a(z*)” + 2ab(x )2 2Baz* — 1) N b _
(1+a(z*))? (1+a(z*)")

2*(1 + b+ 2Baz* — (14 b)a(z*)?)
(15 ae)P |

Logo, o sinal do determinante é definido por
Sy == —(14b)a(z*)® + 2Baz* + 1+ b.

Note que (z*,y*) ser ponto de equilibrio do sistema (3.7), implica em dxz/dr = 0 e por

conseguinte, como z* # 0, segue do sistema mencionado que

na(z*)* + (1 +b)z* +n — B =0. (3.10)
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Isolando (z*)* em (3.10) e substituindo na expressio de S; temos:

nSy = [2Bna + (1 +b)?|z* + (1 +b)(2n — B).

Substituindo * — - 22); A1 onde Ay = /[T B — dna(n — B) teremos:
nSy = [2Bna+ (1 + b (_(1 o Al) +(14+b)(2n — B)
e, dai
2n%aS; = [2Bna+ (14 b)*A; — [2Bna + (1 + )% (1 +b) + 2na(2n — B)(1 +b)
= [2Bna+ (1+b)*)A; — (1 +b)[2Bna + (1 +b)* — 2na(2n — B)]
= [2Bna+ (1+b)*)A; — (1 +b)[(1 +b)* — 4na(n — B)]
= [2Bna+ (1+b)}A; — (1 +b)A,?
= Ai[2Bna+ (14b)*> — (1 +b)A,].
Logo,
s — Aq[2Bna+ (1 +b)* — (1 + b)A]
2n2a
_ (1+b0)A ;rnglAl [(1 +b+ iﬁnZ) — AI] .

Como (1 4+ b+ (2Bna)/(1+b)) >0, Ay > 0 e, além disso,
2Bna>2 , 4n%a’B?
A2 =

>0
1+0b

R

segue que S7 > 0. Portanto, det(M,) > 0 e assim, (z*,y*) pode ser do tipo no, foco ou

(1+b+

centro. Mas, como veremos no teorema a seguir, o ponto de equilibrio endémico seréd um

noéd atrator.

Teorema 3.2.4. Suponhan— B < 0. Entao existe um unico ponto de equilibrio endémico

(x*,y*) do sistema (3.7), o qual é um nd atrator.

Demonstragao. A estabilidade do ponto de equilibrio (z*, y*) sera determinada pelo tr(M,)

o qual é dado por

(M) — z*(a(z*)® + 2ab(z*)* — 2Bax* — 1) _1
' (1+ a(z*)?)?
—a? ()" + a(2b+ 1) (z*)* — 2(B + 1)a (z*)* — z* — L

1+ a(z*)’
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Assim, o sinal do traco é obtido por
Sy = —a? (%) + a(2b+ 1) (z*)* —2(B + 1)a (¢*)* — 2* — 1.

Afirmamos que Sy # 0. Para ver isto, colocamos (x*)2 em evidéncia na expressao do
S, e substituimos (2*)? pela expressio obtida através da equacio (3.10) por trés vezes

consecutivas e, assim, obtemos a seguinte igualdade
TL3CL52 == (ClB + CQ)(?L’*) + (C3B + 04), (311)
sendo

C1 = na(4nb+ 3n+ 2b+ 2),
Cy = (b+1)[-2na+nb+1)(2b+1)+ (b+1)],
Cy = 2na—n(b+1)(2b+1) — (b+1)2

Cy = nb+1)2nb+n+b+1).
Quando n — B < 0, isto é, n < B resulta que

CiB+Cy = Bn*a(4b+3) —2n’a(b+ 1) +n(b+1)(2Ba+ (b+1)(2b+ 1)) + (b + 1)
> nla(4b+3) —2n’a(b+ 1) +n(b+ 1)(2na+ (b+1)(2b+ 1)) + (b + 1)*
= (1+2b)n*a+nb+1)2na+ (b+1)(2b+1)) + (b+1)*
> 0.
Sejam & = na(z*)’ + (1 4+ b)z* +n — B, oy = (C1B + C3) e ap = (C3B 4 Cy). Usando a
equagao (3.11) teremos
a¥¢ = a?na(z*)* + (1+b)z* +n — B]
= [nar* + (1 +b)]ajz* + (n — B)aj
= [naz* + (14 b)](n*aSy — az)ay + (n — B)a?
= aq[naz* + (1 +b)n*aSy — naazayx* — (1 + b)ajas + (n — B)aj
= oq[naz* + (1 +b)n*aSy — naaz(n®*aSy — ay) — (1 + b)ajas + (n — B)a]

= [oq[naz* + (1 +b)] — naag]n’aSs — naaj — (1 + b)ayas + (n — B)as.



28

Temos, assim, que vale a seguinte expressao
3¢ =naPS; + Ss, (3.12)
onde P é um polinémio na variavel x* e
Ss = n*a(1 + B%a +2b +b*)[(B + 2Bn — 2n*)?a + (1 + B — n + b)(1 +n + b+ 2nb)].

Suponha que Sy = 0. Por £ = 0, de acordo com (3.10), e pela equagao (3.12) segue que
S35 = 0. No entanto, quando n — B < 0 temos S3 > 0 conforme pode ser observado a

seguir

Sy = nla(l+ B*a+2b+b*)[(B+2Bn —2n*)%a+ (1+ B —n+b)(1 +n+ b+ 2nb)]
> na(1+n’a+2b+b*)[(n +2n* — 2n*)%a + (1 + b)(1 +n + b+ 2nb)]

> 0.

Logo, So # 0 para quaisquer valores positivos para os parametros B, a, b e, portanto,
tr(M,) # 0. Assim, n — B < 0 implica que o ponto de equilibrio (z*,y*) nao muda de
estabilidade. Entao, tomen =1, B=4,a=1eb=1. Comisso, z* =1ey " =1e
tr(M,) = —2.5 < 0. Pela continuidade do trago nos parametros e pelo Teorema do Valor

Intermediério temos que tr(M,)<0 paran — B < 0 e, entao, (z*,y*) ¢ um no estavel. W

Vale observar que quando n — B < 0 temos o ponto de equilibrio Ej

No intuito de analisar a dindmica do modelo (3.2) a partir do valor de %, vamos agora
relacionar a inequacao n— B < 0, a qual nos informa a quantidade de pontos de equilibrio
do sistema (3.7), com o valor de Z,. Temos

m(m + p) — AB

- B
" m(m + v)

que é equivalente a

(m+v)(n— B)
(m + )

m(m+v)(n—B)=m(m+u) — A5 = =1—%.

Entao, n — B < 0 é verdade se, e somente se, %, > 1. Assim, podemos resumir os

resultados presentes nos teoremas 3.2.1, 3.2.3 e 3.2.4 no seguinte teorema:
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Teorema 3.2.5. Seja %, definido como em (3.5).

(i) Se Zy <1, entio o modelo (1.2) comp =1 e g =2 tem um unico ponto de equilibrio,

Ey = (A/m, 0, 0), o qual é um atrator global no primeiro octante;

(ii) Se Zy > 1, entao o modelo (1.2) com p =1 e ¢ = 2 tem dois pontos de equilibrio,
um deles é Fy = (A/m,0,0) e o outro B* = (S*,I*,R*). O ponto de equilibrio

endémico, E*, ¢ um atrator global no interior do primeiro octante.

Demonstracao. Os Teoremas 3.2.3 e 3.2.4 determinam a estabilidade dos pontos de equi-
librio em ambos os itens, (i) e (ii), e o Teorema 3.2.1 garante que nao existe ciclo limite
no sistema 3.2. Relembre que o conjunto D definido em (1.5) é positivamente invariante.
Entéao, a prova segue pelo Teorema de Poincaré-Bendixon em cada plano S+71+R = A/m

do sistema (1.2). [

3.3 Discussao dos Resultados

Através da anéalise qualitativa global de um modelo SIRS com a taxa de incidéncia nao
monoétona e nao linear foram estudadas a existéncia e a estabilidade do ponto de equilibrio
endémico e o comportamento do sistema na auséncia da doenga. Curiosamente, esse mo-
delo nao apresenta dinamicas complicadas como nos modelos epidémicos com outros tipos
de taxas de incidéncia como, por exemplo, no modelo relatado em [11] que estudaremos
no proximo capitulo. Em termos do niimero de reprodugao basica %y = A/ (m(m - u)),
nossos principais resultados indicam que quando %, < 1, o ponto de equilibrio trivial é
um atrator global no interior do primeiro octante. Quando %, > 1, o ponto de equilibrio
endémico existe e é globalmente assintoticamente estavel.

Biologicamente, isso indica que quando a constante de proporcionalidade (infecgao)
f e/ou a taxa de recrutamento A é suficientemente grande e taxa de remogao (taxa de
mortalidade m mais taxa de recuperagao p) é suficientemente pequena, tal que %, > 1,
entao a doenga persiste. Por outro lado, se f e/ou A for pequena o suficiente e a taxa de

remocao for grande o suficiente para que %, < 1, entao a doenca desaparece.
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Lembre que o parametro « descreve o efeito psicolégico do piiblico em geral em relagao
aos infecciosos. Embora o nimero de reproducao béasica %, nao dependendo explicita-
mente do «, o ponto de equilibrio endémico do modelo (1.2) com p =1 e ¢ = 2, quando
ele existir, serd atingido com um nimero menor de infectados, como pode ser visto em
(3.6), quanto maior for o fator «. Analisando a expressao do I* em (3.6), vemos que I* é
inversamente proporcional a « e, assim, o ponto de equilibrio endémico sera atingido com

um numero menor de infectados quanto maior o efeito inibitorio.



Capitulo 4

Modelo com p =g =2

Nao confunda a notagao aqui utilizada com a do capitulo anterior. As tnicas notagoes
que se mantém sao as dos parametros do sistema dado em (1.2). Neste capitulo iremos

estudar o sistema (1.2), baseado no artigo [11], com a taxa de incidéncia dada por

__pr
o= (4.)
com esta taxa o modelo (1.4) ficara da seguinte forma

. BI (A )
o 2 (LT R)—mepl,
a1 I?

+« m (4.2)
d
d_]: =ul — (m+v)R.

Note que, quando I — 0o na equagao (4.1), entao g(I) — B/«a. Logo, o aumento das
medidas de protecao fazem com que a taxa de incidéncia diminua, ou seja, decai o niimero
de novos casos por unidade de tempo.

Para simplificar os calculos dos pontos de equilibrio, iremos reescalonar o sistema
para depois obter a expressao matematica para os pontos de equilibrio fazendo a seguinte

mudanca de variavel

R e 717=(m+vt.

31
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E, ao invés de denotar as variaveis por z, y e 7 manteremos como /, R e t. Entao, obtemos

2
ﬂ:I—(B—I—R)—nI,

dt 1+ al?

o (4.3)
— =0 —-R

dt ’

sendo

a(m+v) A m m+ p i
o=t g A ™ o bt
I64 m\ (m+v) m+ v m+v

4.1 Pontos de Equilibrio

Para encontrar os pontos de equilibrio do sistema (4.3) igualamos as duas equagoes do
sistema a zero. Teremos que o ponto Ey = (0,0), assim como no modelo do capitulo
anterior, é um dos equilibrios do sistema e para encontrar os pontos de equilibrio endémicos

é equivalente a resolver a seguinte equacgao
(na+b+1)I*— Bl +n=0. (4.4)
Analisando esta equacao de segundo grau, é facil ver que
(i) ndo existe equilibrio positivo se B* < 4n(na + b+ 1);
(ii) existe um equilibrio positivo se B* = 4n(na + b + 1);
(iii) existem dois equilibrios positivos se B? > 4n(na + b+ 1).

Quando a condigao do item (i) ¢ satisfeita, isto ¢, existe somente um ponto de equi-
librio endémico, o mesmo é dado por

B

Ip=—
T 2na+b+1)

RO - b[g

No caso onde (iii) é satisfeito, ou seja, temos dois pontos de equilibrio positivos (11, R;)

e (12, R2), 0s mesmos serao

I — B— /B2 —4n(na+b+1)
b 2(na+b+1)

) Rl :b[h
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B+ /B> —4n(na+b+1)
B 2(na+b+1)

I , Ry =0l

Vale ressaltar que caso o pardmetro a do sistema inicial seja nulo segue a mesma
analise anterior, em razao da equagao (4.4) nao ter nenhum dos seus coeficientes nulos ou
com sinal alterado em virtude do novo parametro a, do sistema (4.3), ser nulo.

Agora analisaremos a dinamica do sistema (4.3) em cada um dos trés casos anteriores.
Comecaremos com o caso onde s6 temos o equilibrio trivial, apés estudaremos o caso
com dois equilibrios positivos e, por fim, o caso quando teremos somente um equilibrio
positivo. Vale ressaltar que a existéncia do ponto de equilibrio Fy nao depende da escolha

dos parametros.

4.2 Analise Qualitativa

Inicialmente consideraremos que B? < 4n(na + b+ 1). Neste caso, o sistema (4.3) possui

somente o ponto de equilibrio trivial Ej.

Teorema 4.2.1. O ponto de equilibrio trivial Ey do sistema (4.3) € assintoticamente

estdvel. Se B*> < 4n(na + b+ 1), entio Ey € globalmente assintoticamente estdvel.

Demonstracao. A estabilidade do ponto de equilibrio Ey é obtida diretamente ao avaliar

o traco e determinante da parte linear avaliada neste ponto a qual é dada por

Lembrando que n > 0, logo temos que o ponto Fy serd um ponto singular atrator, ja
que det(My) > 0 e tr(My) < 0. Se B?> < 4n(na + b+ 1) o ponto Ey ¢ assintoticamente
estavel e é o tinico ponto de equilibrio do sistema (4.3). Como a reta I = 0 ¢ invariante
nao pode haver um ciclo envolvendo Ej pois violaria a unicidade dada pelo Teorema de

Picard. Logo, Ej é globalmente assintoticamente estéavel. ]

Este resultado mostra que na auséncia de equilibrio endémico a populagao tende a

ficar totalmente susceptivel e que mesmo
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Agora analisaremos o caso quando existem dois equilibrios endémicos, a saber, (17, R;)
e (I, Ry). Entao, suponha B? > 4n(na + b+ 1). Para determinar a estabilidade de tais
pontos de equilibrio, vamos comegar analisando o determinante da matriz Jacobiana do
sistema (4.3) calculada nestes pontos. Substituindo n pela expressao encontrada para o

mesmo através da equacao (4.4) teremos que a matriz Jacobiana é

I;(bal;> — Bal> — (2+b)I; + B)  —I;
M; = (1+al;*)? Ltal® | j=1.2
b ~1

Assim, no ponto (I, Ry) o determinante é

(B — Bal,* — (2 +b)I, + bl,*a) bl

(1+al?)? 1+ al,?
I,(—B + Bal,* + 2I; + 2bI))
(1+ al,?)?

det(Ml) = —

Logo, o sinal do determinante é definido por

¢1 = —B+ Bal,* +2(1+b)1,
_ (=B+4+Bali’+2(1+b)})(na+b+1) B?al, B?al,
B na+b+1 na+b+1 na+b+1
Ba r1
= — b+ 1),* - BI —
na b aimato+h L

sendo

r1 = (2na + 4b + 2b* + 2nab + 2 + B*p)I; — B(2na + 1+ b).

Entao, o sinal de ¢; sera definido pelo sinal de r;. Note que r; pode ser visto como
a equacao de uma reta com variavel independente I;, com coeficiente linear negativo e
coeficiente angular positivo. Logo, o esbogo de r; sera como na Figura 4.1. Sendo 7 o

valor onde r; = 0 vemos que se [; < -y, entao r; serd negativo e se Iy > -, r sera positivo.

Para calcularmos o sinal de 7, denotamos A = /B2 — 4n(na + b + 1) e encontramos
o sinal da seguinte diferenga:
B(2na +1+0b) B—-A
2na + 4b + 20?> + 2nab + 2+ B%a  2(na+b+1)

—B3a+ 4Bna(na+b+1) + B%aA +2(b+1)(na+ b+ 1)A
2(na+b+1)(B%a+2(q+1)(na+b+1))

y-L =

?
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ry

Figura 4.1: Funcao r;.

desta forma, basta avaliar o sinal do numerador (7)) na equagao acima. Entao, usando a

hipotese que B? > 4n(na + b + 1) teremos

¢ > —Ba(4Bna(na+b+ 1)) +4Bna(na+ b+ 1) + B*aA +2(b+ 1)(na + b+ 1)A
= B?aA+2(0b+1)(na+b+1)A

> 0.

Logo, m < 0 e, portanto, (I, R;) ¢ um ponto de equilibrio do tipo sela ja que det(M;) < 0.

Para o ponto de equilibrio (I3, Ry), mostramos de forma anédloga a realizada para
(I1, Ry), que det(Ms) > 0 pois teremos Iy — v > 0. Sendo assim, (I, Rs) serd um ponto
de equilibrio do tipo n6, ou do tipo foco ou nao hiperboélico. Com isso, para determinar

a estabilidade do ponto (I, R9) precisaremos analisar o trago de Ma:

Lbal,> — Bal,?> — (2 + b)I5 + B]

(M) = (1+ aly?)? -1
_ Dbaly’ — Baly® — (24 b) I + B] — (1 + aly®)?
N (1 + CLIQQ)Q
~ (ba— V)" — Baly> — (2+b+2a),> + BI, — 1

Assim, o sinal do traco ird depender de algumas hipoteses. No Teorema 4.2.2 as hipoteses

que nos fornecem a estabilidade do ponto de equilibrio (I3, Ry) sdo apresentadas.

Teorema 4.2.2. Suponha B* > 4n(na + b+ 1), ou seja, que existem os dois pontos de

equilibrio endémicos. Defina
(nb+2n—1— b+ 2n2a)?
(n—1)(na+a+1)

B2 =
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Entao:
(i) ({1, Ry) € um ponto de sela;

(i) (I2, Ry) € um ponto de equilibrio estdvel se alguma das sequintes inequagoes for ver-

dadeira
B*> B2 n<l1l, b<(2na+1)/(n—1). (4.5)

(iii) (I3, Ry) € instdvel se todas as inequagoes a sequir forem verdadeiras
B*< B2 n>1 b>(2na+1)/(n—1). (4.6)

Demonstragao. O item (i) do teorema ja foi provado anteriormente, uma vez que
det(M;) < 0 para quaisquer valores dos parametros. Para provar os outros dois itens
que dizem respeito a estabilidade do ponto de equilibrio (I3, R2) note que, o sinal do trago

de M, é determinado por
¢y = (ba — b*)I* — Bal,® — (24 b+ 2a),*> + BI, — 1.
Denote por £ = (na+b+1)I, — Bly+n, ay = ba —b?*, ay = Ba e az = 2+ b+ 2a. Entao

¢y = (onl? —anly —a3)l* + BT, — 1

f —+ B[Q —nNn
— % — ool — > — - ) +BIL—-1
(arly 322 a32<na+b—|—1 + 51
Q2
(BO[l.[Q — OéQB — an)[Qz —TLOJQ.[Q —+ a3 — OélBIQ
= BI, — 1.
@26+ na+b+1 na+b+1 ok

Repetindo, por mais duas vezes, o procedimento de colocar I,? em evidéncia e trocar
Y )
pela expressao obtida através do & veremos que ¢o pode ser escrito da seguinte forma

¢y = Pyé + Pyry, onde Py = (na+ b+ 1)73, Py é um polindmio quadrético de I e
o = B(ClhB2 + z9) 15 + 13B* + 14,
com

ry = —alna+a+1),
o = (na+0b+1)(2n°a* +na — 2a —2ba — b — 1),
rs = na(na+a+1),

g = (14+b)(na+0b+1)(2n*a+nb+2n—b—1).
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Por hip6tese temos B? > 4n(na + b + 1) e, com isso, podemos ver que (z;B? + ) < 0,

como é mostrado a seguir:

(£1B* +25) = —a(na+a+1)B*+ (1+b)(na+b+1)(2n°a+nb+2n—b—1)
< —a(ma+a+1dn(na+b+1)+ (1 +b)(na+b+1)(2n*a+nb+2n —b—1)
= —(na+b+1)(1+2a+ 3na + 4na* + 2n*a® + b+ 2ab)

< 0.

Decorre que (x1B? +x3) # 0 e, deste modo, podemos isolar I, na expressao do ry. Agora,
similarmente ao feito para ¢,, isolamos I na expressao do £ e, substituindo pela expressao
obtida a partir do ro, podemos escrever £ como & = Pory + Psrz, onde P, é um polindmio

de Iy, P3 é uma constante positiva dada por

(14 na+0)3(1 + B%a+ 2b + b?)
B2?(x1B? + x5)?

P3 -
e r3 ¢ dado por
rs=—[(n—1)(na+a+1)B* — (nb+ 2n — 1 — b+ 2n’a)*] . (4.7)

Analisando as expressoes obtidas para ¢, e para £ e lembrando que & = 0 podemos ver
que ¢o = 0 implica em 7, = 0 o qual, por sua vez, implica em r3 = 0. O trago de M, é
nulo se, e somente se, ¢ = 0 e, assim, uma condi¢ao necessaria para tr(M,) =0 é r3 = 0.
De r3 > 0 se m < 1, segue que m < 1 implica no ponto de equilibrio (I3, Ry) nao trocar
de estabilidade. Note que, B.? é o valor no qual temos r3 = 0 e que podemos escrever rs
como 13 = —[(n — 1)(na +a + 1)(B? — B.?)]. Com isso, vemos que se m > 1 e B? # B,?,
entdo (I, R2) também nao muda de estabilidade.

Suponha que m > 1 e r3 = 0, ou seja, B> = B.%. Queremos encontrar condicoes para as

quais a estabilidade do ponto de equilibrio é alterada. Claramente, 7o = 0 é equivalente a

_2(:v332+:£4)(na+b—|—1)_1_\/1_4n(na~|—b+1 (48)
B2(z,B2% + 1) B B2 ‘ ‘

De r5 = 0 implicar B?> = B.? temos,

. dn(na+b+1  (—2na+nb—1—0b)?
B2 ~ (nb+2n—b—1+2n2a)?
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E assim, a equagao (4.8) é equivalente a

2(x3B% + 14)(na + b+ 1) - —2na+mnb—1-5

B2(z1B? + x3) C nb+2n—b—1+2n2a’

Precisamos garantir que o lado direito da equagao acima seja positivo, para isso basta
escolher uma condigao na qual o numerador seja positivo, uma vez que, por estarmos
supondo n > 1, o denominador serd sempre positivo. Segue entdo que a equagao (4.8) é

valida se, e somente se,
n>1, b>2na+1)/(n—1), B*= B2 (4.9)

Como consequéncia, (I, Ry) nao muda de estabilidade se b < (2na +1)/(n — 1). Agora
vamos estudar a estabilidade do ponto de equilibrio quando tr(Ms) # 0. Primeiro consi-
dere o caso quando b < (2na + 1)/(n — 1). Podemos ver que se B — oo entao ro — —o0.
Assim, tr(M;) < 0. Similarmente, tr(M,) < 0 se n < 1 ou B?> > B.2 Suponha n > 1,
b> (2na+1)/(n—1) e dn(na+b+1) < B2 < B2 Se fizermos B? — 4n(na + b+ 1),

entdo Iy — B/[2(na+ b+ 1)]. Como consequéncia,
ry = (2na+1+b)(na+ b+ 1)(—2na+nb—1—b),

o qual é positivo. Por conseguinte, tr(Ms) é positivo se as condigoes do item (ii) forem
satisfeitas. Resumindo a discussao acima, podemos ver que (I3, Ry) é estavel se alguma

das inequagoes em (4.5) sao validas e instéavel se (4.6) vale. [

Note que n < 1 é equivalente a u < v. O Teorema 4.2.2 implica que o equilibrio
endémico ¢é estavel se a taxa de perda da imunidade v é maior do que a taxa de recuperagao
. Isto significa que a taxa de perda da imunidade contribui para estabilidade do (15, Rs),
enquanto que a taxa de recuperacao prejudica essa estabilidade. A primeira inequagao no
item (ii) essencialmente significa que o tamanho da populagao Ny ou a taxa de contato /3
deve ser grande. Com intuito de analisar o que a terceira inequagao no item (i7) significa,
supomos que p > v. Note que b < (2na+ 1)/(n — 1) é equivalente a

[u(p — v) = (m +v)?]B — 2a(m + p)(m + v)?
Blp—v)(m+v)

<0,
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e, por estarmos supondo que g > v, a inequacao acima é equivalente a
(1 — pv —m? — 2mv — v*) B — 2a(m + v)*(m + p) < 0.

Note também que 4n(na + b+ 1) < B? é equivalente a

4(m + p)(am? + amv + apm + apv + pB + fm + v
(m+v)p?

) < (No)*.

Concluimos que (I3, Ry) é estavel se a taxa de contato S é pequena e o tamanho da
populagao Ny é grande.

Se o sistema (4.3) nao tem ciclo limite, pelo Teorema de Poincaré-Bendixon o com-
portamento assintotico é determinado pela estabilidade do ponto de equilibrio (I3, Rs).
Especificamente, se (15, Rs) € instavel, qualquer semi-orbita positiva, exceto os dois pontos
de equilibrio e a variedade estavel do (Iy, R;), tende para o ponto (0,0) com ¢ tendendo
para infinito, isto é, a doenca desaparecera como pode ser visto na Figura 4.2 (a); se
(I, Rs) for estéavel ha uma regiao fora da qual as semi-6rbitas tendem para o ponto (0, 0)
o qual é assintoticamente estavel com ¢ como mostrado no Teorema 4.2.1 e dentro dessa
regido as semi-orbitas positivas tendem para o ponto (/2, Ry) quando ¢ tende para o in-
finito como pode ser visto na Figura 4.2 (b). Assim, a doenca ird persistir se a posigao
inicial estiver dentro dessa regiao e desapareceré se estiver fora.

Agora iremos encontrar as condi¢oes para as quais o sistema (4.3) ndo tem ciclos
limites. Note que (11, R;) é um ponto de equilibrio do tipo sela e (I3, Ry) é um ponto de
equilibrio do tipo no, foco ou nao hiperbolico como vimos anteriormente. Um ciclo limite
de (4.3) deve incluir (I3, Ry) e ndo pode conter (1, R;) uma vez que violaria a unicidade
de solugao dada pelo Teorema de Picard. Como o fluxo do sistema (4.3) se move para a
esquerda na reta onde I = I; e R > Ry, e se move para a direita na linha onde I = I e
R < Ry, é facil ver que qualquer ciclo limite de (4.3), se existir, deve estar na regido onde

I > I,. Podemos estabelecer o seguinte resultado.

Teorema 4.2.3. Suponha I,* > (n —1)/(1 + a + na). Entdo ndo existe ciclo limite em

(4-3).
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Demonstragdo. Tome uma fungao Dulac H = (1+al?)/I? e denote o lado direito de (4.3)

por P e (), respectivamente. Temos, entao

OHP OHQ n—1
o1 T ar ~ Utatnat

que é sempre negativo se I > (n — 1)/(1 + a + na). Logo, pelo critério de Dulac, segue

que nao existe ciclo limite. |

Consequentemente, se n— 1 < 0, como [; > 0, temos que a condi¢ao do Teorema 4.2.3

sera satisfeita para quaisquer valores de a e assim temos o seguinte corolario:
Corolario 4.2.4. Suponha n < 1. Entao nao existe ciclo limite em (4.3).

Demonstragio. E imediato, pois n < 1 implica que (n—1)/(1+a+na) < 0 e como I; > 0

a desigualdade do Teorema 4.2.3 sera sempre satisfeita. |

I = {FYE1 +aly(B--R)-nl a=02 b=42 "= GO+ 3B Rl
R'=blR B=115 n=5 R'=bLR
N Yohob bl Ny
I R B N R LA IR
Ty b L A R N ey
N L IRV A I O R O iy
ol v v v L VL e
Wb A N N
N Y L I T R I I O 1 S N 2 i
S R TN ‘
w0 wonob v (R
R R UE{ ™ oo b A Loe b A
EUt 4 oA LR v Wl
S (T L ISYRR VN P s 3
=N APt gad= eor el L
T S AL AT e N - = oA
L N ; = - AT AP j‘ 021~ ~ w a |y v T s ol
[ . - R A e . R o = 2TA
7 . B - [ERE g PR L -~ P R - R A N e
oo L NN e s e n s T A A A A 0= - B e ~ A AE A A
Dﬁkt\\',/a»z A A A e R ) IR R a ey /’/’/{
ﬂ«T\\ { - el Ty w7 A A B I N I B R il i i i
-05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 04 02 0 02 04 06 08 1 12 4 18 18
26042, 73929 1 11233, 1623 |
(a) Equilibrio (Iz, R2) instavel. (b) Equilibrio (I3, R2) estavel.

Figura 4.2: Retratos de fase do sistema (4.3): (a) quando a doenga desaparece e (b)

quando a doenga oscila entre a persisténcia e a exting¢ao de acordo com a posi¢ao inicial.

A seguir, vamos encontrar outras condi¢oes que nos garantam que nao existe ciclo
limite no sistema (4.3). A isoclina vertical do sistema (4.3) ¢ R, = B — (na+ 1) —n/I

e a isoclina horizontal de (4.3) é Ry, = bl.
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Temos que a derivada da isoclina vertical é R, = —(na+1)+n/I? e que R, = —2n/I?
eassim, R, < 0. Logo, a isoclina vertical admite um valor maximo em I = /n/(na + 1).
Entéo, isoclina vertical admite funcio inversa restringindo o dominio a partir do I a

qual sera

G:[I,400) — R

B B—I+\/(B—f)2—4n(na+1)_

I G(I) =
— GU) 2(na +1)
Teorema 4.2.5. Suponha
bG(bly) < B —2n/1,
I,B(na+1—b) > 2n(na+ 1), (4.10)

B(na+1—10b)y/n/(na+1) > n(2na+2 —0).
Entao nao eziste ciclo limite em (4.3).

Demonstragao. Assuma que as trés inequagoes em (4.10) sejam validas. Observe a

Figura 4.3 onde P; denota o ponto de equilibrio (I, Ry).

Rh

Py /
P

—=

g
A
-

Figura 4.3: Posigao da variedade estavel e da variedade instavel de P;.

As posicoes das variedades estavel e instavel de P; na vizinhanca desse ponto podem

ser vistas nesta figura. Além do mais, o segmento de reta P3P, mostrado na mesma
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figura existe devido a primeira inequagao de (4.10). Considere agora a variedade instavel
I'y de P, a qual se move para a direita. Note que o campo vetorial aponta para cima no
segmento de reta P P, para a esquerda no segmento de reta P, P, para baixo no segmento
de reta P3P;, e para a direita no segmento de reta P,P5;. Segue que I'y ird permanecer
a direita de PyPs. Suponha que a coordenada horizontal de Py ¢ z1 e I'y = (I(¢), R(t)).
Segue que I(t) > x1 quando t é grande. Se chamarmos z;41) = G(bG(bx;)), i = 1,...,
por argumentos similares, podemos ver que x; ¢ monotonicamente crescente com limite
superior I e I(t) > x; quando ¢ é grande. Suponha zliglo x; = x. Mostraremos que x = Is.
De r = G(bG(bx)), é suficiente mostrar que x # G (bG(bx)) para I < x < I. Mostraremos
isso por contradicdo. Suponha que existe um x, I < x < I, tal que * = G(bG(bx)). Se
n(x) = B — (na+ 1)x —n/x, segue de x = G(bG(bx)) que n(n(z)/b) = bx. A contradigdo
serd 6bvia se mostrarmos que 1(n(z)/b) < bx quando I < x < Is.

Depois de alguns célculos, obtemos

n(n(z)/b) — by = (et bF De” = Bt n

—ba?n(x)

771@)’

onde
m(z) = (na+1)(1 —b+na)x® — 1(1 — b+ na)Bzr + n(na + 1).

De ((na+ b+ 1)x? — Bx +n)/(=bx’n(x)) > 0 para I < x < I,, é suficiente considerar o

sinal de n;(x). Simplificando, temos
b(B(1 — b+ na)ls — 2n%a — 2n)

<0
14+b+na

m(lz2) = —

e isso segue por (4.10). Similarmente,
m(I) = B(—1+b—mna)l +2n%a + 2n —nb < 0.

Desta forma, 1, (x) < 0 para I < z < I,. Isto mostra que é impossivel ter n(n(z)/b) = bx
para algum I <z < I Assim, ¢ = I, e I'; tende para (I3, Rs) com t tendendo ao
infinito. Note que um ciclo limite do sistema (4.3), se existe, deve incluir (2, Ry) e nao
pode interceptar I';. Com isso, concluimos que nao existe ciclo limite em (4.3) sob as

condigoes em (4.10). |
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Observacao 4.2.1. O Teorema 4.2.5 diz essencialmente que nao existe ciclo limite no
sistema (4.3) se b € pequeno e B € grande. Isso serd satisfeito se o tamanho da populagao

Ny ou a taxa de contato [ for grande e a taxa de recuperacao | € pequena.

Se o sistema (4.3) possui ciclo limite, o comportamento dindmico do modelo é de-
terminado pela estabilidade de (I, R2) e do ciclo limite. Para encontrar ciclo limite,

inicialmente vamos considerar a curva da bifurcagdo de Hopf para (I, R2). Seja
v =0b(n—1)(2na — 4a — 1) + (2n*a + 2n + 4a + 1)(2na + 1). (4.11)

Teorema 4.2.6. Assuma que vale (4.9). Se v < 0, entdo existe uma familia de orbitas
periddicas estdveis em (4.3) conforme B* decresce para B%. Se v > 0, existe uma familia
de orbitas periddicas instdveis a medida que B? cresce para B%. Se v = 0, existem pelo

menos dois ciclos limites em (4.3) sob suaves pertubagoes.

Demonstracao. Para simplificar os célculos, consideraremos o seguinte sistema o qual é

equivalente ao sistema (4.3):

% =1*(B—1—R)—nl(1+al?),
. (4.12)
—r = (I =R)(1+ al?).

Para transladar o ponto de equilibrio (/2, Ry) para a origem faga a seguinte transformagao

x=1—1,,y=R— Ry. Entao o sistema (4.12) pode ser escrito da forma

dx

T = anz + a2y + fi(z,y),
(4.13)

d

onde fi(z,y) (i = 1,2) representa termos de ordem superior e

ay = 2L(B—1I,— Ry) — I3 —n(1 + al) — 2naly?,
a2 = —122,
agy = b1+ aly?) +2(bly — Ry)als,

o9 — —(1 + a[22)
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De (4.9) implicar aj; + ase = 0, que é o trago da matriz Jacobiana do sistema (4.13)

avaliada na origem, temos
(=20 —3na —3 —a)l,> + 2Bl — 1 —n=0. (4.14)

De (na+ b+ 1)I,> — Bl; +n = 0, segue que

_ 2nfa—b+4+nb—1+2n
2T B(na+1+a)

(4.15)
Usando esta equagao e B? = B2 podemos simplificar a;; como segue:

a;p = ]{30(2”@ + 1),
19 — —k’o(n — 1),
ags1 = ]{30(2’@@ + ].)b,

QAo9 = —k0(2na+1),

com ky = 1/(na + a4+ 1). Agora, usando a transformagdo X = x, Y = a2 + ajpy em
(4.13), obtemos

dX Y —ap X
_:Y_l_fl (X7¢)a
dt a2

dY Y —apn X Y —ap X
d_ = —k’lX +a11f1 (X, —11) + a12f2 (Xa —11) )
t 12 a12

(4.16)

no qual

ki = ki(—2na+nb—b—1)(2na+1),

= kj[—(2na+ 1)+ g(n — 1)](2na + 1).

Den>1eb> (2na+1)/(n— 1), segue que k; > 0.
Faca v = —X e v = Y/y/k;. Entdo, podemos reescrever o sistema (4.16) da seguinte

forma

d
d_? Y k1U+F1(U,U),
(4.17)

dv
% = \/ klu -+ FQ(U,U),

sendo
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Fi(u,v) = —fi(—u, (vv/k1 + aniu/as)),
a1 f1(—u, (vV/k1 + a11u)/ar2) + ara fo(—u, (vV/k1 + ar1u)/as2)
N )

Essa ¢ a forma normal para a bifurcacao de Hopf.

Fy(u,v) =

Seja o primeiro coeficiente de Liapunov:
. 1 {83]71 n PR n 0P F, +83FQ}
16 | Oud  Juodv?  Ou?0v O3
n 1 [8217’1 (82F1 N 82F1) B 0 F, (82F2 n 62F2>
16v/k; | Oudv \ Ou? ov? Judv \ Ou? ov?
O*F, 0°F, O°F, 82F2]

— +
ou? OJu? ov?  Ov?
Usando que B? = B,?, com o software Wolfram Mathematica, podemos ver que o sinal de

k € determinado por 7. Assim, por resultados em [10] (p. 354), o teorema segue. |

Segue um exemplo na Figura 4.4 tomandon = 4.0, b = 3.6, a = 0.2 e B = 10.02. Para
este valores segue que B, = 9.8796 e v = 39.96. Por conseguinte, existe um ciclo limite

instavel no sistema (4.3).

1= (31 +al5*(B-1-Ry-nl a=0.2 b=36
R'=hIR B=1002 n=4

R P N I A S A S - e e —— e = |
A A A = e e e e e |
L T A
R T I A/
sl N b
oo L] e v
SRR '
N L S
SN /
R4\\Al ',l '
aw b 78
3\\l
Tam
Ta w
2‘3\
| P,
o

-05
2,7449, 46696 I

Figura 4.4: Retrato de fase do sistema (4.3) com um ciclo limite instével.

Para analisar a possivel existéncia de ciclos limite no sistema (4.3), reescreveremos o

mesmo num sistema do tipo Liénard e, para isso, faremos algumas mudangas de variaveis.
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Inicialmente, reescreveremos o sistema (4.3) da seguinte forma

dl
T =go({) — g1 (I)R,
e (4.18)
— =bl— R
dt ’
sendo
(B -1 IE
n="2"2 . = —.
9o(1) 1+ al? nl, a(l) 1+ al?

Faremos X =T eY = go(I) — g1(I)R no sistema (4.18). Usando as regras de derivagao

implicita temos que o sistema (4.3) torna-se

x_,
N (4.19)
ay _ 9 (X) '
P o(X) + 1 (X)Y + gl(X)YQ’
com
o(X) = go(X) —bgr (X)X,
(X)) = go(X) = go(X)gh(X) /g1 (X) = 1.
Agora, defina Y = ug;(X). Entdo o sistema (4.19) pode ser escrito como
dX
E = ug (X)7
(4.20)
T 7(X) + P (X)u.

Para fazermos a proxima mudanga de variavel precisamos usar a expressao de g;'(X), com

1= 0,1, as quais sao

—aX?* —3X%?+2BX —n(1+aX?)? 2X

gh(X) = (7 ax?)? - 900 = T

e, entao, com alguns célculos simples, obtemos

1 (X) __(na+a+1)X2+1—n
a(X) X2 ‘

(4.21)
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A integral indefinida de (4.21) é — (na+a+ 1) X + (1 —n) /X onde a constante de inte-

gracgao foi ignorada ja que, a seguir, essa expressao sera derivada. A mudanca que faremos

agora serd
v Q511<(§§))d)(=u+(na+a+1)X—<1_").
Assim,
T TIL JCEE
= B+ (X ( ) u )
S g i),

e, pela equagao (4.21), segue que o segundo termo de dv/dt é nulo e, entao, o sistema

(4.20) se torna

dX 1-
E:gl(X)(U—OL(I-Fa-Fl)X—F Xn),
(4.22)
dv _ ho(X)
Introduzindo um novo tempo
t
T=at) = /gl(X(s))ds,
0
ou seja, dr = g1(X (t))dt, donde temos
dX 1—
E:v—(na—i-a—i-l)X-l- Xn, 12
o by(X) (429
dr gi(X)’
Note que
dr
— =g (X(t)) >0
T = gu(X(1) > 0,
sendo assim, logo ap6s a alteracao no tempo as diregoes das 6rbitas permanecem inalte-
radas.
Fazendo

l—n

r=X—-I, e y=v—(na+a+1)I+ 7
2
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finalmente obtemos um sistema do tipo Liénard

Z—i =y — F(z),
J (4.24)
% = —g(x),
no qual
B (1—-n)x
F(z)=(na+a+ 1)z + —12(I2+I),
_(na+b+Na(x+ I, — 1)
9(x) = (x + I)g1(z+ 1)

A expressao da primeira equacao do sistema (4.24) é facilmente encontrada. Para
encontrar a segunda basta usar que (na+ b+ 1)I3 + Al, —m = 0 e que podemos escrever
A = (I + I)(na + b+ 1) sendo que esta ultima expressao foi obtida ao somarmos as
expressoes de [ e Is.

Podemos ver que o equilibrio trivial (0,0) do sistema (4.24) corresponde ao equilibrio
(I3, Ry) de (4.3) e que o equilibrio (—Iy + I, F(—1Iy + I;)) corresponde ao equilibrio
(I, Ry) de (4.3). Além disso, verificando a relagdo entre as novas variaveis e as antigas,
conseguimos averiguar que a estabilidade do equilibrio e a existéncia de ciclos limite em
(4.3) sao preservados em (4.24). Assim, é suficiente estudar a existéncia de ciclos limite
no sistema (4.24). A seguir, para simplificar, usaremos ¢ para representar o tempo ao
invés de 7.

Se n < 1, o Corolario 4.2.4 mostra que o sistema (4.24) nao tem ciclo limite. Assim,
somente consideramos o caso onde n > 1.

Defina
h(r) = —a(na+a+1)(1+ na+ b)a®

+(—a*n — 2ab + 6na + 5n*a* — 2a + 1 + 4nab + b)x*
—2B(2na + 1)2* + (nb — b+ na — 1 + 5n’a + 4n)z?
—n(n —1).
Para demonstrar o Teorema 4.2.8 utilizaremos um resultado encontrado em [10] (pag.

387) sobre a bifurcagao de um ciclo limite semi-estavel e para isso precisaremos da definigao

de campo vetorial rodado.
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Definigao 4.2.1. Seja 2’ = f(x,y,7) = (P(z,y,7), Q(z,y,7) com f € C'. Este sistema
diferencial € dito definir uma familia a um parédmetro de um campo vetorial rodado

se 0s pontos singulares de f sao isolados e para todos os pontos requlares vale que a matriz
N dada por

P
N = © :
PV Q’Y

possui det(N) > 0, onde P, e ), denotam a derivada parcial com respeito ao pardmetro

.
Segue agora, o resultado mencionado anteriormente

Teorema 4.2.7. Um ciclo limite semi-estdvel C' de uma familia a um pardmetro de um
campo vetorial rodado x' = f(x,7) se divide em dois ciclos limite simples, um estdvel e
um instdvel, conforme o pardametro v € variado num sentido e desaparece conforme ~y €

variado no sentido oposto.

No Teorema anterior, a estabilidade do ciclo limite interior é determinada pela estabi-
lidade do ponto singular envolvido: se o ponto é estavel, entao o ciclo limite interior sera
instavel e, se o ponto singular for repulsor entao o ciclo limite interno sera estavel. Veja

a Figura 4.5 quando o ponto singular é estavel.

Figura 4.5: Divisao de ciclo limite semi-estavel de um campo vetorial rodado.

Temos o seguinte resultado sobre a existéncia de ciclos limites no sistema (4.3):

Teorema 4.2.8. Suponhan > 1 e (n—1)/(na+a+ 1) < I3. Entdo existe no mdzimo

um ciclo limite no sistema (4.24) se h(x) <0 para x € [[1, Vin—1)/(na+a+1)|.
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Demonstra¢ao. Assuma a hipotese. Denote F'(x) = f(z) e por G(z,y) o campo vetorial
associado ao sistema (4.24). Entao,

n—1

f(x):na+a+1—ma

G(x,y) = (y — F(z), —g(x)).

Inicialmente vamos analisar a estabilidade da origem. Temos que a linearizagao do sistema

(4.24) no ponto de equilibrio (0,0) é

(o
—g(0) 0 )
sendo
-1 Ih—1 b+1
f(O):na+a+1—n]22 e g'(O):(2 Z;?Z_:)_ i )

Deste modo, tr(M) = —f(0) e det(M) = ¢'(0). Por defini¢do I > I e g;(I2) > 0, por
conseguinte, det(M) > 0. Além disso, temos tr(M) < 0 ja que, por hipotese, n > 1 e
(n—1)/(na+a+1) < I, com isso, f(0) > 0. Logo, (0,0) ¢ um ponto de equilibrio
estavel.

Agora, suponha por absurdo que existam dois ciclos limite C; e Cy no sistema (4.24),

onde (' é o ciclo limite interno e C5 é o ciclo limite externo. Seja

h; = /c, div(G(z,y))dt = —/Ci flz)dt, i=1,2.

Por conseguinte, h; informa a estabilidade do ciclo limite, se h; > 0, entao C; é instavel
e, se h; < 0, entao C; é estavel como apresentado no Corolario 2.2.4.

Desejamos mostrar que hy > hy, pois pela estabilidade da origem temos que o ciclo limite
interior ou sera instavel ou semi-estavel e, com isso segue que h; > 0, logo, a0 mostrarmos
que ho > h; a estabilidade do ciclo exterior fica determinada. Para mostrarmos isso

dividiremos C] e C5 como segue

Ch = Q1Q5Q5 U 1Q7Qs, Co = Q2Q6Q4 U Q2QsQu-

Vamos precisar, ainda, definir duas regides. Seja D; a regiao delimitada pela curva
fechada Cy; = @2Q6Q4Q3Q5Q1Q; e Dy a regiao delimitada pela curva fechada
Cha = QuQsQ2Q1Q7Q3Q, como segue na Figura 4.6.
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(a) D2 (b) Dl

Figura 4.6: Divisao dos ciclos C e Cs.

Note que

m-m:—@f@ﬁ+éﬁ@%z—(£ﬂ@ﬁ—éj@W)

Por sua vez,

dt = dt dt
Co f<x) /QZQ6Q4 f(x> i ~/Q4Q8Q2 f(x)

dt = dt + A dt.
Ch f(x) /QsQ7Q1 f(x) /621Q5Q3 f(x)

Entao,

. f(z)dt — . f(z)dt = (/mf(x)dt — /mf(x)dt>

+(é@@ﬂ@ﬁ—é£@j@ﬁ) (4.25)

Note ainda que

flx)dt = / flo)dt + [ __ f(x)dt + — Sflx)dt + [ __ f(z)dt
Q2Q6Q4 QaQ3 Q3Q5Q1 Q1Q2

::%;_j@ﬁ—ﬁm_ﬂ@%

Q2Q6Q4 Q1Q5Q3

Ca1
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/C F@)dt = /F,H f@dt+ [ f@dt+ [ f@d+ [ fla)dt

Q1QsQ2 Q201 Q10Q7Qs3 Q3Q4q

= / f(:c)dt—/ f(z)dt.
Q1QsQ2 Q3Q7Q1

Mostraremos que as duas parcelas na equagao (4.25) sao negativas e, com isso, concluire-
mos que hy > hy.

Primeiramente, vamos calcular a integral sobre a regiao D; a qual é delimitada pela curva
(9 orientada no sentido horario como pode ser visto na Figura 4.6 (b). Da primeira

equagao do sistema (4.24) obtemos
dz
y— F(z)

e, como a curva Co; que delimita D; é fechada, simples e C'' por partes podemos utilizar

dt =

o Teorema de Green para calcularmos a integral ao longo da curva Cs;. Entao, temos que

/ﬁaﬂx)dt— [ @it = [ j
Q2Q6Q4 Q1Q5Qs3 O

// = F dxdy<0
Dy

Agora, vamos calcular a integral sobre a regiao Dy a qual é delimitada pela curva Cio
orientada no sentido horério como pode ser visto na Figura 4.6 (a). Da segunda equagao
do sistema (4.24) obtemos dt = —dy/g(x) e, como a curva C5 que é fechada, simples e
C! por partes podemos utilizar o Teorema de Green para calcularmos a integral ao longo

desta curva. Desta maneira,
f(x)dt

_ / . f(z)
Q1Q5Q201Q7Q3Q; 9(7)

AL

%(g) <0, xe<_(]2_]1)7_]2—|—\/(n—l)/(na+a+l)];

flx)dt = e f(2)dt

//—/h / 7 ~
Q4Q8Q2 Q3Q7Q1 Q4Q8Q2Q1Q7Q3Q4

dy

Ao mostrarmos que
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ja que qualquer ponto em D, pertence a este intervalo, serd 6bvio que ho > h;. Por
simplicidade, troque Iy + z por z em f/g. Entao,

f2) _ [(na+a+1)22—n+1]z
g(Z) B (1 +pz2) [—ZA +m + (na +b+ 1)2,2]' (4.26)

Utilizando o software Wolfram Mathematica para ver que o sinal da equagdo (4.26) é

determinado por h(x) onde z € (II, V(n—1)/(na+a-+ 1)) e, com isso, segue que a
derivada de f/g é negativa para x neste intervalo. Logo, temos que a equagao (4.25) é
negativa e, consequentemente, hy > hq.

Como vimos que hy > hy e, pela estabilidade da origem, h; > 0 logo, hy > 0. Isto
significa, pela definicao de hq, que Cy é um ciclo limite instédvel. Vamos agora avaliar as

duas possibilidades para o ciclo limite C}.

e Se hy > 0 temos que C; é um ciclo limite instéavel, o que é impossivel pois, neste
caso, terfamos uma regiao positivamente invariante entre os ciclos C7 e Cy a qual
nao possui nenhum equilibrio por conseguinte, pelo Teorema de Poincaré-Bendixon,
existiria um terceiro ciclo limite entre ambos o qual seria estavel. Mas, acabamos
de mostrar que se existem dois ciclos limites no sistema (4.18) sob as hipdteses
deste teorema o ciclo limite exterior deveria ser instavel. Deste modo, temos uma

contradicao ao analisarmos os ciclos C] e o que surgiria entre C; e Cs.

e Se hy = 0, temos que C] sera semi-estavel. Sejam B = By, n=nj;,a=a, e b=b;
os parametros para os quais temos h; = 0 e escolha a = a; +7 e b = by + nyy. De
I, I e na + b+ 1 serem invariantes conforme ~ é variado segue que as hipdteses
do teorema ainda sao satisfeitas. Além disso, podemos verificar que (4.24) é um
campo vetorial rodado com respeito ao parametro v quando —(Iy — ;) < z ja que
os dois pontos de equilibrio sao isolados e denotando a primeira e segunda entrada
do campo vetorial G(z,y) por P e ), respectivamente:

P Q C(mat+b+1)(n+1)a* (=L + L +x)

det =
P’y Q’Y (IQ + l’) [ (IQ + LL’)

> 0.

Deste modo, usando o Teorema 4.2.7, se v > 0 for suficientemente pequeno, o

sistema (4.24) produz um ciclo limite instavel na vizinhanga interior de C; e um ciclo
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limite estavel na vizinhanga exterior de C'. Das condi¢oes do teorema permanecerem
véalidas para ~ suficientemente pequeno, pelos argumentos anteriores, segue que o

ciclo na vizinhanca exterior de C'; deveria ser instavel. Isto é uma contradicao.
Assim, é impossivel ter dois ciclos limites no sistema (4.24). |

Podemos ver que as condigoes do Teorema 4.2.8 sao satisfeitas se B e n sao grandes.
Isto significa, devido as expressoes de B e n em relacao aos parametros iniciais, que
quando o tamanho da populacao Ny for grande, junto com uma boa taxa de recuperacao
i, implica que existe no maximo um ciclo limite no modelo (4.3).

Vamos agora estudar as condigoes para ocorréncia da bifurcagao de Bogdanov-Takens.

4.3 Bifurcacao Bogdanov-Takens

O objetivo desta segao é estudar a bifurcagao Bogdanov-Takens do sistema (4.3) que
pode ocorrer quando existe um tnico ponto de equilibrio positivo degenerado. Para que o
sistema (4.3) tenha somente um ponto de equilibrio suponha que a seguinte hipotese seja
satisfeita
(H1) B?> =4n(na+b+1).

Entéao, neste caso, o sistema (4.3) admite um tinico ponto de equilibrio (1y, Ry), sendo

B

T 2(na+b+1) Fo 0

Tome os pardmetros By, ag, ng € by tal que (H1) seja satisfeita. Considere o sistema

(4.3) com esses parametros

dl I?

@ = Traer 0~ I )=l

e 0 (4.27)
— = byl — R.

g ol A

Como (Iy, Ry) é ponto de equilibrio do sistema (4.27), segue que dI/dt = 0, e assim,
temos a seguinte expressao para ng

Io(Bo — 1o — Ry)
1 + ao([0)2

o 9
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a qual serda usada para obter o coeficiente a;; do sistema (4.28) apresentado a seguir.
Para transladar o ponto (1o, Ry) para a origem, fazemos © = I — Iy e y = R — Ry. Entao,
expandindo o sistema (4.3) em Série de Taylor em torno da origem e usando que (1o, Ry)

é ponto de equilibrio, obtemos o seguinte sistema

dl’ 2
i = a11T + a12y + a132° + anuzy + f1(z,y),
(4.28)
dy = byx —
dt — U0 Y,

sendo fi(x,y) termos de ordem superior e
[O(BO — 2[0 — RO — Boao([(])Q + Ro@o([o)z)

a1 = (1 T a0(1_0>2)2 )
T 2
aip = EEENIAY] +(a0)(I E <0,
0\40
a B Bo (1 — 3&0([0)2) + IO (—3 + aofo (Io + 3R0)) — Ro
13 — 9
(1 + Qo (10)2)3
B 21
Ay = —fF == < 0.

(14 ao(o)?)?

Assim, temos que a parte linear de (4.28) calculada na origem é

a1 a2

by —1

J(0,0) =

Por estarmos interessados em bifurcacoes de codimensao 2, precisamos ter o traco e o
determinante da matriz Jacobiana nulos, entao assumimos
(HQ) a1 = 1.
Teorema 4.3.1. Suponha que as hipdteses (H1) e (H2) sejam wvdlidas. Entao o ponto
de equilibrio (1o, Ry) de (4.3) € uma cispide de codimensao 2, isto €, uma singularidade

Bogdanov-Takens.

Demonstragao. Sob as hipoteses (H1) e (H2), podemos mostrar que o determinante da
matriz M = J(0,0) é zero e, com isso, aj2 = —1/by. Lembrando que Ry = byly, temos
det(M) = —a11 — boars
 Io(Bo —21p — bolyp — Boao(1y)? + boao(1o)?) + bo(1o)*(1 + ao(lp)?)
(1+ ao(fo)?)?

]0(—30 + 2[0 + 2b0[0 + Boao([())Q)
(1+ao(Lo)?)? '
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De Iy = By/(2(noao + by + 1)),

det(M) - 233610 (noao + by + 1) (Bg — 4ny (noao + by + 1))
- (B2ag + 4 (noag + by + 1) 2) 2 ’

segue de (H1) que det(M) = 0.
Além disto, substituindo em aq; a expressao de Iy e usando (H1), resulta que

o ’I’L()b()
n 272,0&0 +b0 + 1,

a11

logo, (H2) é equivalente a
~ 2npag + 1

b
0 no—l

(4.29)

e isto implica que devemos ter ng > 1. Substituindo I e Bg na expressao de a9, obtemos

1o
ajp = — :
12 2%0@0 + b(] +1
Segue da equacao (4.29) que a;p = —1/by. Agora, é claro que a matriz M tem dois

autovalores nulos. Assim, sob as hipoteses (H1) e (H2), o sistema (4.28) ¢ escrito como

dx 1 2
E = r — b_y + a132° + a4y + fl(xvy)v
0 (4.30)
dy b
— = box —
It 0 )

Substituindo Iy, Ry, B2, e by, nesta ordem, em a3 e a4, e simplificando as expressoes,

encontramos

w = (no — 2)(noao + ag + 1) By
B 2’00(2”0&0 + 1) ’

(TLO — 1)(710&0 + ag + 1)BO
= — . 4.31
41 no(2noag + 1)2 ( )

Fazendo X =z e Y =z — y/by, o sistema (4.30) é entao escrito como

dX

— =Y + (a13 + boa14) X* — anbo XY + fo(X,Y),

dt

I (4.32)
P (a13 + boars) X% — anabo XY + fo(X,Y),

sendo f; uma fungao suave em (X,Y’) de pelo menos ordem trés. Faremos a seguinte

mudancga de variaveis
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u=X+—X% v=Y + (a3 + boars) X?.

para obter a forma normal canonica.

Assim,

u’ = X/ -+ a14b0XX’, U/ = Y/ + 2(@13 + boa14)XX/,

a14b a14b
uy = XY+(a13+boa14)X3+%X2Y+< 1;0+a13—|—b0a14) X4,

b 2
u? = X%+ apbeX®+ (%) X
Entao, obtemos
du
5= + g1(u,v),
¢ (4.33)
- = (a + boara)u? + (2a13 + boara)uv + ga(u, v),

com g; sendo fungoes suaves em (u,v) de pelo menos terceira ordem. De (4.29) e (4.31),
temos
Bo(noa() -+ ag + 1)
2(2ngag + 1)
(’I’LO — 1)(%0&0 + ag + 1)BO
n0(2n0a0 + 1)

a3 + boCL14 = — < O,

2(113 + b0a14 = — < 07

sendo que usamos ng > 1 para garantir que as expressoes anteriores nao sao nulas. Segue
entdo, pelo Teorema 3 em [10]| (pag. 151), que (I, Ryp) ¢ uma cuspide de codimensao

2. |

Antes de prosseguirmos com o estudo do sistema (4.3), apresentaremos algumas defi-

nicoes.

Definicao 4.3.1. Uma familia de campos vetoriais F, sobre R™, a k pardmetros, onde

u € R¥ denota o pardmetro, € definida por

0 0
FM:f(x7M)a_x+g(xau)a_y7 xean

onde as fungoes coeficientes f e g sao de classe O com respeito a (x, ) € R* x R,
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Definigao 4.3.2. Consideremos F : (R™,0) — R™ um campo vetorial de classe C"(r = 0).
Um desdobramento F. de classe C"(r > 0) de F, isto €, F..—o = F com € € RE, € um
desdobramento versal de F' se, e somente se, dado qualquer perturbagao Y, de classe

C" com p € R™ com Y, ,—0 = X, tem-se:

(i) Ewistem vizinhangas abertas U da origem em R,V da origem em R™, W da origem

em R™;
(ii) Eziste uma fungao ¢ : V — U;

(iii) Ewiste uma aplicagao H : WaV — W tal que para p fixo, H, = H(., ;v) € um home-
omorfismo, e além disso, para cada i, Y, € topologicamente equivalente a F(p(1))

através de H,,.

Definicao 4.3.3. No desdobramento versal, o nimero k é unicamente definido e é dito

a codimensao (ou ordem) de uma singularidade.

A seguir, encontraremos o desdobramento versal dependendo dos parametros originais
do sistema (4.3). Desta maneira, conheceremos as curvas aproximadas de bifurcagao.
Escolhemos B e n como parametros de bifurcagao. Suponha By, a, ng e b satisfazendo as
hipoteses (H1) e (H2). Sejam

B =DBy+ X\, n=ng+ A\,
By

T 2nga+b+1) 0

Se A\ = X2 = 0, ({y, Ry) ¢ o ponto de equilibrio degenerado do sistema (4.3). Subs-

tituindo x = I — I[p e y = R — Ry em (4.3) e usando a expansao em Taylor, obtemos

que
d 1
== azo + a3 — —y + azr® + azzzy + Wiz, y, \),
dt b
(4.34)
dy _ o
dt - y7

sendo A = (A1, A2), Wi uma funcao suave de x, y e A de ordem pelo menos trés, e



29

IO(_IOBO — [())\1 + (]0)2 + IOR() + N + noa(I())2 + )\2 + )\za(fg)2)

a L (TL(] + /\2) (CL(I())2 + 1)2 + Io (—230 - 2)\1 + (.[0)3 a—+ 3]0 + 2R0)
v (1+a(lo)?)? ’
=B (1 =3a(Lp)®) = M —a(lo)” (1o + 3Ry — 3\1) + 3Ly + Ry
v (1+a(ly)?)? ’
21y
a = =m0
v (1+a(lo)?)?

Pelo mesmo procedimento de simplificacdo em (4.31), temos

_Bo(no — 1)(2”0(2”0@ + 1))\2 — B()(TLQ — 1))\1)
4(2nga + 1)(noa + a + 1)n3
Bo(no — 1)(720@ +a-+ 1))\1 — n0(2n0a + 1)2>\2
n0(2n0a + 1)2
 (noa+ b0+ 1)[2M(=b — 1 4 2n¢a)(nea + b+ 1) + By(2nea + b+ 1)(b + 1 + 2a)]

azp =

Y

az1 = 1+

?

2 =~ 22noa + b+ 1)

_B()(’I’LQ — 1)(77,()@ +a-+ 1)
no(2nea + 1)2 '

agsy =

Fazendo a mudanga de variaveis X = z, Y = ag + a1x — y/b + asz? + azxy + Wi(x,y) e

reescrevendo X, Y como x e y, respectivamente, temos

dx
- =Y,
;ﬁ (4.35)
d_l; = ago + (az1 — 1)z + assy + (azsb + a2)x® + agszy — assby® + Wa(x,y, \),
sendo

_ _ 2 72
asq = a1 — 1+ bagzazy, azs = 2aszz + agsbas; + aspazsb.

Tomando \; — 0, é facil ver que a5 — —(By(no—1)(npa+a+1))/((2noa+1)ng) < 0.

Fazendo X = x + a4/as e reescrevendo X como z, temos

o _y
;” (4.36)
d_l; = bio + b1z + (assb + az2)x? + asszy — bazsy® + Wa(z, y, \),

sendo W3(z,y, ) uma funcao suave em x, y e A\ de ordem pelo menos trés e

)
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2 2 2
a30Q%55 + A35031 — Q3503134 + bassas, + asaas,
2

a
35

by =

b

p, — 085~ 031035 + 2bazzazy + 2az2a34
1= — .

a3s

Agora, introduzindo o novo tempo 7 por dt = (1 + bassz)dT e reescrevendo 7 como t,

obtemos
dx
a = y(l + bagg.%),
a (4.37)
o = (1 + bagz)(big + b1z + (azsb + 6132)952 + agsry — bagsy® + Ws(x,y, A)).

Fazendo X = z, Y = y(1 + bagz) e renomeando X, Y como z, y, respectivamente,

temos

dx
dt
dy
dt

sendo Wy(z,y, A) uma funcdo suave em z, y e A de ordem pelo menos trés e

= y?
(4.38)

= bio + a1 + 2? + agsxy + Wa(z,y, \),

c1 = 2bypassb + buy,
Cy = a%bem + 2b11agb + (lggb + ass.

Note que

bi—>0,

By(nog — 1)(npa +a+1)

<0
(2noa + 1)ng ’

ags —> —

(noa + a + 1)By
— — < 0,
© 2(2nga + 1)

com \; — 0. Fazendo a seguinte mudanca de variavel, a qual sera a tultima

a:x azy cat
X=" v=22 e 7=—>,
(&) C as

e denotando as novas variaveis por x, y e t, respectivamente, obtemos

dr _
dt
dy

% =7 —|—7’2:L‘+ZE2 +xy+W5<I7y7 >‘>7

Y,
(4.39)
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onde Wx(z,y, A) é uma fungao suave em x, y e A\ de ordem pelo menos trés e

boa? cra?
T = —5 Ty = —5. (440)
3 2
G &

Conforme apresentado nos resultados preliminares, pelo Teorema 2.3.2 temos que o
sistema esta na forma normal da bifurcacao de Bogdanov-Takens e a curva de bifurcagao
sela-no6 é dada pela equagao (2.5), da bifurcagao de Hopf é dada pela equacao (2.6) e o
Lema 2.3.1 garante que existe uma curva de bifurcagao homoclinica cuja representagao
local esté na equagao (2.7).

Portanto, temos o seguinte teorema sobre o comportamento de bifurcacao no sistema

(4.3) o qual ¢ equivalente ao sistema (4.39)

Teorema 4.3.2. Assuma as hipdteses (H1) e (H2) sejam vdlidas. Entao o sistema (4.3)

admite o sequinte comportamento de bifurcagao:
(i) existe uma curva de bifurcacio sela-né SN = {(A\1, A2) : 4caby = c1 + o(]] A [)?};
(ii) existe uma curva de bifurcagao de Hopf H = {(A,X2) : bo = 0+ o(]| X )%, 1 < 0};

(iii) ewiste uma curva de bifurcagio homoclinica HL = {(A1, \2) @ 25byce + 6¢12 = 0 +

o([[ A11)?}-

4.4 Discussao dos Resultados

Ao combinar analise qualitativa e de bifurcacao, foi possivel estudarmos o comportamento
global de um modelo epidémico com uma taxa de incidéncia saturada 312S/(1 + al?).
Mostramos que existem duas possibilidades para o resultado da transmissao da doenca,
assim como no capitulo anterior. A doenca pode desaparecer a medida que o tempo evolui.
E ainda, ha uma regiao de tal forma que a doenga persistira se a posi¢ao inicial estiver
nessa regiao e desaparecera se a posicao inicial estiver fora dessa regiao. A bifurcacao sela-
no, as bifurcagoes de Hopf supercriticas e subcriticas e a bifurcagao homoclinica podem

ocorrer e pode existir nenhum ou um ciclo limite para diferentes parametros. Uma vez que
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mostramos que o sistema possui bifurcacao Bogdanov-Takens, temos informagoes claras
sobre a dinamica do sistema perto do ponto de equilibrio degenerado.

Uma alteragao no fator inibitério «, que é mais plausivel do que nos demais para-
metros, pode reduzir os impactos da doenca na populacao, visto que esse fator reduz a
possibilidade de propagacao da doenga, porque os equilibrios endémicos do modelo (1.2)

com p = q = 2 desaparecem quando « ¢ aumentado de tal forma que B? < 4n(na+b+1).



Capitulo 5

Modelo com p >0e g > 0

Iniciamos este capitulo relembrando que a notacao mantida é somente a dos parametros
do sistema (1.2). Neste capitulo a taxa de incidéncia, conforme estudada em [5], sera da

forma
B BIPS
14 ald

f)s (5.1)

onde 1P mede a forga da infecgao, 1/(1 + al9) descreve os efeitos inibitérios pela mu-
danga de comportamento dos individuos susceptiveis quando a quantidade de individuos
infectados aumenta. Note que a taxa de incidéncia bilinear ST é um caso especial de
(5.1) comp=1ea=0o0uqg=0.

Neste capitulo estudaremos o comportamento do modelo SIRS apresentado no sistema
(1.2) com p > 0 e ¢ > 0 bem como as bifurcagdes que podem ocorrer. Em razao de neste
capitulo alguns teoremas serem enunciados utilizando o conjunto positivamente invariante
D, vale lembrar que o mesmo foi apresentado na introdugao em (1.5).

Com a taxa de incidéncia dada por (5.1) o sistema fica da seguinte forma

- I

& P (Ny-I-R)- I

it~ a1 B) = (m+wl, (5.2)
I~ m+ )R |
il m+v)R.

63
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5.1 Equilibrios

Nesta segao sera feita uma anélise da quantidade de equilibrios do sistema (5.2).

Para obter os pontos de equilibrio do sistema (5.2), igualamos o lado direito a zero:

pI?
1+l

(No—I—R)—(m+p)l=0,
(5.3)
pl —(m+v)R=0.

Agora, substituindo a expressao de R obtida através da segunda equacao do sistema
(5.3) na primeira equagao temos:

I [ pIrP—1 (A 7 wl

l+alt \m =~ (m+v)

) —(m+ u)] =0, (5.4)

com isso, vemos que o ponto (0,0) é o equilibrio “livre da doenga” do sistema (5.2). Para

obter o equilibrio positivo do sistema (5.2)

- (A [ ) (m + p)

1+ alt \m (m+v) g (55)
Ar—1 <1_m(m—|—y+u)1):(m—k,u)7
m(1+ al9) Alm+v) 64
que produz 1
-
1 i ald (1 - %) - %%’ (5.6)
sendo
A(m+v) BA

mm+v+p) 70 m(utm)

Como ja citado anteriormente, %, é chamado numero de reprodu¢dao bdsica da doenca.

Seja 1
(1) = 1falq (1 _ é) . Ie(0,K] (5.7)
Entao
P2
¢'(1) = mwux I'e(0,K], (5.8)
onde

Ja+1

— 1€(0.K] (5.9)

1/)(1)=p—1—p%+a(p—I—Q)Iq—a(p—Q)

Agora discutiremos as raizes positivas da equagao (5.6):
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(i) Quando 0 < p < 1,sep > gq, entao ¥(I) < 0; se p < ¢, entao

P(I)

<

I
p—1l-—p=+alp-1-9l"+alg—p)l’

K

1
p—l—pE—alq<0, I €(0,K]. (5.10)

Assim ¢'(I) < 0. Como ¢(K) =0e lim, ©(I) = 400, para qualquer %, > 0 a
1—0

equagao (5.6) tem uma tnica solugao positiva em I, (0 < I, < K).

(ii) Quando p = 1, temos que ¥(I) < 0. Segue por (5.9) que se ¢ < 1, entao ¥(I) <0

para I € (0, K), e se ¢ > 1, entdo

W) < —% —aql" +afg— )I"

I
= & —al'<0, I€(0.K] (5.11)

Assim, ¢/(I) < 0 para qualquer I € (0, K).

(a) Se ¢ = 0, entao ¢(0) =

tem solucao positiva quando %, <

1
14«

quando %, > 1+ «.

e o(

K) = 0. Dessa forma, a equacao (5.6) nao
1

+ o e tem uma Unica solucao positiva

(b) Se ¢ > 0, entao ¢(0) =1 e p(K) = 0. Assim, (5.6) nao tem solugdo positiva

quando Zy < 1 e tem uma tnica solugao positiva quando %, > 1.

(iii) Quando p > 1, pode ser provado que ¥ (I) tem uma tnica raiz I no intervalo (0, K).

Este resultado sera provado em sete casos.

(a) Se o =0 ou g =0, entdo a conclusao é evidente.

(b) Sea>0,0<g<lel<p<qg+1,eéobtido por (5.9) que

W(I) = =+ +aq

K

q

(p—1—q)I" —oz(p—q)(q—i—l)% <0, Ie(0,K]. (5.12)

Como ¢(0)=p—1>0ep(K)=

em (0, K).

—1 —aK? <0, ¢(I) tem um tnico zero [*
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(c) Sea>0,0<g<1lep>1+gq, entdo

19t

V1) = aglg=1)p—1-g)I"? —alp - q)alg+ 1) ==

1
= " g =D —a-)-p-alg+1)5| <0, e K]
(5.13)
Assim, ¢(I) é uma fungao com concavidade para baixo. Como ¥(0) =p—1>0

e p(K)=—-1—aK?<0, (/) tem um tnico zero em (0, K).

(d) Sea>0,g>1eq<p<qg+1,entao segue de (5.12) que ¢'(I) < 0 em (0, K).
Como ¢(0) =p—1>0e¢(K) <0, () tem um tnico zero I* em (0, K).

+4q

1
(e) Sea>0,g>1e < p < q, entao segue de (5.13) que

W'(I) <agl?[(g—1)(p—q—1)+ (¢—p)(g+1)]
= aqlt™%(~2p+q+1)<0, € (0,K]

Assim, ¢(I) ¢ uma func@o com concavidade para baixo. Como (0) = p—1 >0

ep(K)=—-1—aK?<0,(]) tem um tnico zero I* no intervalo (0, K).

(f) Sea>0,g>1el <p<(l+q)/2, segue de (5.13) que no intervalo (0, K),

Y"(I) tem um tnico zero

7_ -l +q-p)

(¢—p)g+1)
além do mais, ¢"(I) < 0 quando 0 < I < I e ¢"(I) > 0 quando
I < I < K. Como ¢/'(0) = —p/K, ¥'(I) < 0 quando 0 < I < I. Como
V(K)=—p/K —apKi™' <0, ¢'(I) < ¢'(K) < 0 quando I < I < K. Entdo,

Y

Y/(I) < 0 no intervalo (0, K) exceto I, isto é, ¢(I) ¢ uma fungdo monotonica-
mente decrescente no intervalo (0, K). Como ¢(0) =p—1> 0e ¢(K) < 0,

() tem um tnico zero I* no intervalo (0, K).

(g) Sea>0,qg>1ep>q+1,entdo no intervalo (0, K), ©"(I) tem um tnico zero

(¢—1)(p—-1-q)
ETICER

I =
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Além disso, ¢"(I) > 0 quando 0 < I < I e ¢)"(I) < 0 quando I < I < K.
Assim, I é o tinico ponto extremo e o ponto de maximo de ¢’(I) no intervalo

[0, K]. Entao provaremos o restante em dois sub-casos:

(g1) Se ¢'(I) < 0, entdo ¢'(I) < ¢/'(I) < 0 quando I € (0,K) e I # 1.
Logo, ¥(I) é uma fungado monotonicamente decrescente no intervalo (0, K

).
Como ¥(0) > 0ey(K) < 0, ¢(I) tem um tnico zero I* no intervalo (0, K).

(g2) Se ¢'(I) > 0, como '(0) < 0 e ¢'(K) < 0, assim, ¥/(I) tem dois pontos
1o e Iy tais que
0<Iip<I<lIy<K,
e — (1) <0quando 0 < I < g, ' — (I) > 0 quando I1g < I < Iy e
' — (I) < 0 quando Iy < I < K. Entao Iy e Iy sao pontos de minimo

e maximo da fungao ¥(I) no intervalo [0, K], respectivamente. Através de

Y (I1p) =0 e (9), temos

Lo . it
Y(lho) = p—l—p§r+dp—1—®h0+a@—p%§r
Lo | T ot i
— p—1—p 0,10 _ 1 _
p pkf+pﬂ(+a@ qXQ+)qK»+am p)K
I I Lo alp—
- (p_l)ﬂ_pﬂerﬂJrM[quo

K K qgK qK
— I _
(P =)o  alp qngl
qK qK

> 0.
Segue por ¥ (K) < 0 que ¢(I) tem um unico zero I* no intervalo (0, K).

E sabido pela discussdo acima que se p > 1, entdo (I ) tem um tnico zero I* no
intervalo (0, K) tal que (1) > 0 com I € (0,1%), e ¥(I) < 0 com I € (I*,K). Assim, ¢
obtido de (5.8) que ¢'(I) > 0 com I € (0,1*),e ¢'(I) <0 com I € (I*,K). Entao I'* é o
tinico ponto critico e ponto de maximo de ¢ (I) no intervalo (0, K). Com ¢(0) = ¢(K) = 0,
seja

R = = . (5.14)
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Se %o < X, entao a equagao (5.6) nao tem solugao positiva; se Zy = Z;, entao a
equagao (5.6) tem uma unica solugao positiva I*; e se Zy > %, entao a equagao (5.6)
tem duas solugoes positivas I1 e Is, sendo 0 < [} < I" < [, < K.

Pela discussao acima, temos as seguintes conclusoes:
Teorema 5.1.1. O sistema (5.2) sempre tem um equilibrio trivial (0,0). Além disso:
(i) Se0<p<1, entao o sistema (5.2) tem um tnico equilibrio endémico E.(I., Re);

(ii) Sep=1eq =0, entao o sistema (5.2) nao tem equilibrio endémico quando %y <

1+ «; e tem um unico equilibrio endémico E.(I., R.) quando %y > 1+ «;

(iii) Sep=1eq >0, entao o sistema (5.2) nao tem equilibrio endémico quando Xy < 1;

e tem um tnico equilibrio endémico E.(I., R.) quando %y > 1;

(iv) Se p > 1, entdo o sistema (5.2) nao tem equilibrio endémico quando oy < g ;

*

tem um unico equilibrio endémico E*(I*, R*) quando %y = X, e dois equilibrios

endémicos F1(I1, Ry) e Ex(Iy, Re) quando Xy > X .

5.2 Analise Qualitativa

Nesta se¢ao, estudaremos a estabilidade do ponto de equilibrio trivial (0,0) e do ponto de

equilibrio endémico. Para o equilibrio (0,0) do sistema (5.2), temos a seguinte conclusao:
Teorema 5.2.1. (i) Se 0 < p < 1, entao (0,0) € instdvel;

(ii) Sep =1 e q =0, entao O é globalmente assintoticamente estdvel em D quando

Xy <1+ «, e instavel quando %y > 1+ «;

(iii) Sep =1 eq > 0, entao O é globalmente assintoticamente estdvel em D quando

Ky < 1, e instdvel quando %y > 1;

(iv) Sep > 1, entao O € localmente assintoticamente estdvel. Além do mais, O € global-

mente assintoticamente estdvel em D quando %y < Z;;.
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Demonstracao. Provaremos cada um dos itens separadamente.

(i) Suponha que quando 0 < p < 1, o equilibrio (0,0) do sistema (5.2) é estavel. Seja &g
tal que
NO — 280

1-p
— <0
€0 BQ(m—l—,u)(l—i—ozeg)

Para o gy acima, existe um ntmero positivo dy tal que a solucao (I(t), R(t)) do
sistema (5.2) com condigoes iniciais 1(0) = Iy > 0 e R(0) = Ry > 0 satisfaz para
todo t > 0,

0<I(t) <ep, 0<R(t)<eyp. (5.15)

Seja U = I'"P, entao a primeira equacao do sistema (5.2) é transformada em

1
dU No—-Ur» — R
Y- 2 m+ (1)U 5.16
i~ =P et (1) (5.16)
Observando (5.15), segue que
Ut) = I(t)'P < gy7". (5.17)

dU
BT (1-p)B

Usando (5.15) e (5.16) obtemos
t)

No — 250

et~ m (=)0,

Segue que

No — 280 —(
— €

1—p)(m+p)(t—
ot p)mAm)(t=y) gy,

t
Uty > U(0)e 0Dty / (1-p)B
0

Ny — 2¢q (-
> — o~ (A=p)(m+u)t)
P ram )

Quando t é suficientemente grande, temos

No — 260

U0 = b i+ aely (5.18)
De (5.17) e (5.18), segue que
clr s g No— 2 (5.19)

o que contradiz a escolha de gy. Entao (0,0) é instéavel quando 0 < p < 1.
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(ii) Se p =1 e g =0, a matriz Jacobiana do sistema (5.2) em (0,0) é

_hd

Jy = m(1+a)_(m+u) 0

[ —(m+v)

Os autovalores da matriz Jy sao os elementos da diagonal principal e, usando a

definicao de %, os mesmos podem ser escritos como

4
)\1:—(m+V)<O, )\gz(m+u)(1+0a_1)

Entao, (0,0) é localmente assintoticamente estéavel quando %, < 1 + «, e instével

quando Z, > 1+ «a.

Para provar a estabilidade global do equilibrio O, construimos uma funcao de Li-

apunov V' = [. Entdo, a derivada de V ao longo das solug¢oes do sistema (5.2)

é
dv BI (A
B 4 pI?
B (m+“)(1+a_1)1_ 1+a

Se %y < 1, é obtido através de (5.20) que dV'/dt é negativo definido. Entao

lim I(t) = 0.

t—00

Por meio da segunda equagao do sistema (5.2), é facil provar que

lim R(t) = 0.

t—o00

Assim, (0,0) é globalmente assintoticamente estéavel em D com %, < 1+ a.

(iii) Similarmente, podemos provar que se p = 1 e ¢ > 0, entdo (0,0) é globalmente

assintoticamente estavel quando %, < 1, e instavel quando %, > 1.

(iv) Se p > 1, entao os autovalores da matriz Jacobiana do sistema (5.2) calculada no
ponto (0,0) sao
)\1:—(d+1})<0, )\2:—(d—|—,u)<0
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Entao, pelo teorema de Hartman-Grobman, (0,0) é globalmente assintoticamente
estavel.

Se %y < %, sabemos pelo Teorema 5.1.1 que o sistema (5.2) ndo tem equilibrio
positivo no conjunto invariante D. Assim (0,0) é globalmente assintoticamente

estével em D.
[ |

Teorema 5.2.2. Suponha 0 < p < 1. Se o equilibrio endémico E. (I, R.) do sistema

(5.2) existe, entao tal equilibrio € localmente assintoticamente estdvel.

Demonstracao. Se existe o equilibrio endémico E, (I, R.) do sistema (5.2), a matriz

Jacobiana J, desse sistema calculada em FE, é

pB(No—Ie—R)IE™"  BI?  agf(No—le—R)IETI™" __BI?
J, = 1+ald 14ald (1+ar1d)? (m + ) 1+ald (5.21)
p —(m +v)
Da equagao (5.3) temos que
1 1.1
No— I, — R, = M m+al?) (5.22)

pLr

Assim, podemos simplificar a expressao de J. substituindo a equagao (5.22) em (5.21),

obtendo
L1 pI.>P pI.>P
1 _ _ _
Je _ (p )(m + :u) aq<m + /"L) 1 + Oé[eq 1 + a[eq 1 + a[eq
It —(m+v)

O determinante da matriz J, é

det(J.) = (m+ p)(m +v) <1 —p+ agl’ ) Blm £+ V)Iep.

1+ al? 1+ al?
Como todos os parametros sao positivos e, por hipotese, 0 < p < 1, vemos que det(J.) > 0.
Desta forma, vamos agora analisar o sinal do trago para determinar a estabilidade de FE..

O traco da matriz J, é

11 BIF
tr(Je) = =(m+v)+ (p = D)(m + p) —aq(m + p) ;3 = 774

e, logo tr(J.) < 0. Portando, E,. é localmente assintoticamente estéavel. |



72

Teorema 5.2.3. Sep > 1 e Zy > %, entao o equilibrio endémico Ey (11, Ry) do sistema

(5.2) com o menor nimero de infectados é um ponto de sela.

Demonstra¢ao. Quando p > 1 e %y > %", existem os pontos de equilibrio endémico
Ey, (I1, Ry), e Ey, (I3, Ry) do sistema (5.2). A matriz Jacobiana do sistema (5.2) em E;
(1=1,2)¢é

I B pI?
1 _ _ _

J = (p=Dmtp) = aglm + 1) = 77077 “T1ard

1 —(m +v)

Para o equilibrio endémico com menor nimero de infectados E}, utilizando (5.6) depois

de “tediosos célculos”, o determinante de .JJ; é obtido:

q

det(J;) = (m+p)(m+v) (1—p+aq%§hq> +B(m+p+v)

(m + 2)(m + v) (5.23)
_ 11) W(1).

(1+ al,%) (1 -2

1
14 Oé[lq

Para o equilibrio endémico (I1, R;), com 0 < I; < I* é sabido na demonstragao do
Teorema 5.1.1 que ¥(I) > 0 no intervalo (0, %), entao ¥ (I;) > 0. Segue de (5.23) que

det(J;) < 0. Por conseguinte, o equilibrio endémico E; é uma sela. |

Teorema 5.2.4. Se p > 1 ¢ %y > %, entao o equilibrio endémico Es, (I2, R2), do
sistema (5.2) com o maior nimero de infectados é ou um atrator ou um repulsor. Mais

ainda, Ey € localmente assintoticamente estdvel com 1 < p <14+ (m+v)/(m+ ).

Demonstracao. Para o equilibrio endémico com maior nimero de infectados Es, recor-
rendo a (5.6), com I* < I, < K, temos ¥ (I2) < 0. Entao o determinante da matriz J,

(m+ p)(m+v)

tran (1-2)

Logo, F5 nao pode ser um ponto de sela, ou é um atrator ou um repulsor.

det(J5) = — W(L) > 0.

Sel<p<1+(m+v)/(m+pu),otraco de J; é
15 BLo"
1+(]1ng 1+Oéfgq

tr(Jo) = —(m+v)+ (p—1)(m+p) —ag(m+ p) <0. (5.24)

Assim, F, é localmente assintoticamente estéavel. |
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Agora, encontraremos condigoes sob as quais é possivel garantir que nao existe de
ciclos limite no sistema (5.2). Neste intuito, construimos uma fungao de Dulac para obter

condicoes suficientes. E conveniente denotar as duas equagoes do lado direito no sistema

(5.2) por P(I,R) e Q(I, R), respectivamente.

Teorema 5.2.5. Para o sistema (5.2), se o pardmetro p satisfaz 0 <p <1 oul <p <

1+ (m+v)/(m+ pn), entdo nao existe ciclo limite.

Demonstragcao. Considere a fungao de Dulac

1+ ol
f(I,R) = IR
Como
5(Pf)+(9(Qf) __ mAp)A-—p)+(mtv)+[m+u)d-p+q+m+rjalf

ol ' OR BIv !
quando 0 < p<loul<p <14 (m+v)/(m+p), temos I(Pf)/0I +I(Qf)/OR < 0

em D. Entdo, pelo critério de Dulac, nao existe orbita fechada no sistema (5.2). |

Pelo teoremas 5.2.2 e 5.2.5, temos a seguinte conclusao:

Corolario 5.2.6. Suponha 0 < p < 1. Se existe o equilibrio endémico E. (I., R.) do

sistema (5.2), entao tal ponto de equilibrio € globalmente assintoticamente estdvel.

5.3 Bifurcacao

Nesta sec¢ao, diferentes tipos de bifurcagoes serao discutidos. Realizaremos a analise da
estabilidade do equilibrio para obter a forma normal para o modelo de bifurcacao de Hopf
e Bogdanov-Takens. Consideramos %, ou A e v como parametros de bifurcagao e obtemos

a forma normal do sistema na vizinhanc¢a do ponto de bifurcacao.

5.3.1 Bifurcagao de Hopf

Para mostrar que o sistema (5.2) sofre bifurca¢ao de Hopf no ponto de equilibrio (15, Rs),

considere a funcao
__hr
14 ald

J(I) (5.25)



74

Para transladar o ponto de equilibrio (15, Rs) para origem, fazemos z =1 — [y e y =
R—R,. Usando o fato de (I3, Ry) ser ponto de equilibrio, depois de algumas manipulagoes,

o sistema (5.2) é transformado no seguinte sistema

dx

3_5 = J(A) s Mz y:4) : (5.26)
at Y ’
sendo
: AN WA _
. f@)( L RQ) (m+p) - (L) —f(I)
f —(m+v)
Mzd) = L) (%—fz—Rz) 2~ L)@+ y)a
gy ) (b ) o L)

1 A
Yl (3)$3y—|—f4<l’,A) ——[2—R2—$—y )
3! m

onde fy(x, A) denota os termos de ordem pelo menos 4 em = na expressao
FU(A) + 25 A) = F(I) + (B + 5 £ () + 5O (D) + fula, A).
Uma vez que o trago da matriz J(A) é
T(Iy(A), A) := tr(J(A)) = f'(12)(No — I = R) = f(L2) = 2m + p +v),

calculando a derivada implicita de T'(/3(A), A) em relagdo a A e usando a primeira ex-

pressao do sistema dado em (5.3) para obter o dI/dA, temos

AT [f(I)f"(I) = f*(1)](No = Iy = Ro) + f'(Io)(m + pn — f(I2))

dA m (Lfm) — (m+v) = T(I(A), A>) |

m—+ v

Para que a condigao de transversalidade seja satisfeita, suponha que d1'/dA # 0. Agora,
como queremos analisar a ocorréncia da bifurca¢do de Hopf, suponha que tr(J(A)) = 0

em A., entao segue que

f'(I2)(No = Is = Ry) = f(Io) + (2m + p +v),
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com isso, podemos ver que

m+4v  —f(l)
po —(m+v)

J(Ac) =

Agora, iremos colocar o sistema numa forma normal que nos permitira concluir que

ocorre a bifurcagdo de Hopf. Temos que os autovalores da matriz J(A,.) sdo +iw., onde

we = \/pf(lz) — (m+v)2. Seja u o autovetor da matriz J(A.) associado ao autovalor
—iw,, ou seja, J(A.)u = —iw.u sendo u = (uy, up)’ € C2
E facil ver que os autovetores associados ao autovalor —iw, sdo da forma
(m 4 v —iw)ug

vV = H ,
Uz

assim, um dos seus representantes é

o z

Seja u = Re(u) 4 :Im(u), sendo
Rew) = | " e )= |
! 0

Entao

J(A:)Re(u) = wm(u),

J(A)Im(u) = —w.Re(u),

0 —w,
J(A.) (Re(u),Im(u)) = (Re(u), Im(u)) . : (5.27)

Defina a matriz @@ = (Re(u), Im(u)), assim

1 0 —1/w.
Q=

m—+ v
HWe

1/
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e segue de (5.27) que

. 0 —w.
we 0
Assim, se considerarmos a transformacao
€\ _ o x
Ui Y

obtemos a forma normal do sistema (5.26) como segue

de
—-— = —WM,
dt
(5.28)
T = We€ — — €, Ac),
dt We "

sendo M (e, n; Ao) = M((m + v)e — wen, pe; A.). Note que dT/dA = fa, + gaycom feg
como no Teorema 2.3.1. Defina

@zﬁﬂmmkumww%hmm(é—hmeMm)

m

+fuxA»wn+u—fuxmn}buuxA»—0n+Wﬂ-

Entao ® e dT/dA tém o mesmo sinal em A = A, pois T'(I5(A.),A.) =0¢

dr

P a=n.= (L [1ef (I2) — (m + V)2]2) A"

m+ v

Segue pelo Teorema 2.3.1 que Fy é localmente assintoticamente estavel para A > A.
(respectivamente, A < A.) e instavel para A < A. (respectivamente, A > A.) se ® |4-4.<
0 (respectivamente, ® |4—4.> 0), e o sistema sofre bifurca¢ao de Hopf em A = A..

Avaliando o primeiro coeficiente de Liapunov do sistema em (0,0, A.) temos

1/~ o~ 1~ — —
Kk = _16wc (M&n + Mnnn) - TwczMﬁn <M£€ + Mnn) )

= 1i6 [2u(m + V)M:c:cy + ((m + V)z + w02>]

16w (,UMxy + (mu + v) My,) [QILL(sz + ((m + V)2 + Wf)Mm] )
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sendo
M0(0,0,A0) = f"(I)(No — I — Ry) — 2f'(I?),
Ma:yx<0a07Ac) = _f,(IQ)a
szy<0707Ac) = _f”(]2)7
M:pxx<07 07 Ac) = f///(l2>(N0 - I2 - RQ) - 3f//<12)'

Portanto, logramos o seguinte resultado:

Teorema 5.3.1. Suponha que Xy > Z%; e que ezista A. > 0 tal que T(I5(A.); Ac) =0
e ® |aza.# 0. Se k # 0, entao uma familia de solugoes periddicas bifurca no equilibrio

endémico E. de tal modo que

(i) para k < 0, o sistema sofre bifurcagcao de Hopf supercritica se ® |44, > 0 e uma

backward bifurcagao de Hopf supercritica se ® |a—4,< 0;

(ii) para K > 0, o sistema sofre bifurca¢ao de Hopf subcritica se ® |a—4,> 0 e uma

backward bifurcacao de Hopf subcritica se ® |4—4,< 0.

5.3.2 Bifurcagao de Bogdanov-Takens

Nesta secao, consideraremos a bifurcacao Bogdanov-Takens, isto é, a bifurcacao de uma
cuspide de codimensao 2. A forma normal desta bifurcacao fornece a representacao
local de uma curva homoclinica no ponto de Bogdanov-Takens (v, A), onde
tr(J*(v,A)) = det(J*(v, A)) = 0. Consideraremos v e A como parametros de bifurca-
¢ao e aplicaremos a transformacao [ = I* + z e R = R* + y para levar o Gnico ponto de
equilibrio endémico E*, (I*, R*), para origem. Neste caso, ja obtemos na segdo anterior
que o sistema (5.2) pode ser escrito como em (5.26), porém avaliado no tnico ponto de
equilibrio endémico (I*, R*) o qual é uma singularidade Bogdanov-Takens. Sejam v = vgr
e A = Apr, os parametros para os quais ocorre a bifurcacao de Bogdanov-Takens. Pode-

mos ver que no ponto Bogdanov-Takens, temos

1 (m+1/BT),u —(m+VBT)2
JBT = -

T —(m+vpr)p
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Assim, segue de (5.3) e por det(Jpr) =0,

(d+vpr)*Apr
[ = [* A =
pr = P Asr) = e+ i+ vsn)(m T var T 0]
Rpr = R*(VBTa ABT) = #]BT-
BT

De Jpr # 0, existem vetores reais linearmente independentes x; e x5 tais que Jgrx; =0

e Jprro = x1. Esses vetores sao dados por

1 m -+ vpr \/ﬁ —1

T =—— , XTg= ———
! Vi [ 2T mtugr+p 1

Entao, o sistema (5.26) pode ser escrito como

d ~
% = 21 : M (21, 223, A)
= J"(v, A) — Vi m + Vpr + mu | (5.29)
dz 2 (o0, 2 A)
dt 1, %2, VY,
sendo
i a (v, A)  app(v, A
oy — gt [ A e ) )
azn (v, A)  ag(v, A)
com
a1 (v A):_(m+VBT+#)f<]*)+u(m+y)+(m+yBT)[m_(NO_I*_R*)f,(]*)]
o m—+vpr + 1 )
~ v+ (Ng—I*"— R f'(I*
CLm(V,A)Z'u[ ( 0 )f( )]7

(m 4 vpr + p)?
a2 (v, A) = —(m +vpr + p) f(I*) = (m+vpr)[m + p+ver —v — (No — I — R*) f'(I")],

_ m? + u® + pvpr + vvgr + mQ2u + v +vpr) — u(No — I* — R*) f/(I*)
(v, 4) = = m+ vpr + 1t '

Notando que a;;(v, A) = 5%)) + b (v — vBT) + b;(A — App) + O(2), l;l(-?) = 0 para
(1,7) #(1,2) e 550) = 1, segue que no ponto Bogdanov-Takens,

j*<VBT7 ABT) =
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Agora faremos uma mudanca de variaveis denotando o lado direito da primeira equagao

em (5.29) por Y e fazendo X = z;. Obtemos que o sistema (5.29) transformado em

(dX
oAy
dt ’
day
= MoX F oY XY e XE 4 oY (5.30)
+O([(X,Y,v —vpr, A= Apr)|P°),

sendo
10 = b1 (v — vpr) + 521(/1 — Apr),

ro1 = (b1 + ba2) (v — vpr) + (611 + 522)(A — Apr),
m(2m + 2vpr + p) f'(I*) — [A — m(I* + R*)|(m + ver) f"(I*)
my/ [ ’
(m + vpr)[2m(m + ver + p) f'(I") — (A —m(I* + R))(m + vpr) ["(I7)]

1 =

T20 = Qm\/ﬁ !
. 1 2 2 _ 2 ! *
To2 = Smm & vpr £ 1) [Qm(m +vpr® 4 2m(vpr + /1) + 2vpr/p — p?) f'(I7)
— V(A = m(I* + R*))(2m + 2vpr + ) f(17)]
Rr=—r

m—+ Vpr
Assuma que 717 # 0 no ponto Bogdanov-Takens. Entao existe uma vizinhanca de
(Igr, Rer,vBT, ApT) na qual r1; # 0. Fazendo ©; = X — p, onde p = 191 /r11 , denotando
©; como X e usando uma reparametrizagdo do tempo dt = (1 — roeX)dr, é facil checar

que o sistema (5.30) pode ser escrito como

(dX
o= (1 —reX)Y,
dy 5.31
T (1 — 7102 X [(r10 + prao)p + (110 + 2p120) X (5.31)
+r1 XY + 190 X? + reY2 + O(3)],

\

onde O(3) é uma fun¢ado suave de (x,y,v — vgr, A — Apr) de ordem pelo menos trés.

Definindo duas novas variaveis ¢; = X e 0, = (1 — 12 X)Y, entdo o sistema (5.31) pode
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ser escrito como

( db,
Yy
dr >
df 5.32
d7’2 = P(Tlo + ,07’20) + [7’10 + 207’20 - 207“02 (7’10 + prgo)]el + 7’119192 ( )
+[prga(r1i0 + prao) — 2ro2(ri0 + 2pr20) 4 120]07 + 1+ O(3).

Seja
A = pTSQ(Tlo =+ ,07"20) — 27‘02(7"1() + 2p7“20) —+ T20-
De (710,701, p) — (0,0,0) quando (v, A) — (vpr, Apr), segue que

ABT = lim A

(V,A)—)(I/BT,ABT)

= lim 20
(v,A)=(vBT,ABT)

m + VBT 2m2(m + vpr + /J) [m2 + VBT2 + vpri + M2 + 2m(1/BT + M)]2
2my/1 p*(m+ p)Apr
p(m +vpr)(m + p)Apr f" (Isr)
m2 + VBT2 + vpry + ,u2 + 2m(VBT + M) .

Se Apr # 0, entao A # 0 numa vizinhanga pequena do ponto Bogdanov-Takens. De

r11 # 0, fazendo a mudanga de variaveis

2 3
r11°6 r11°6 or
o, - L@, = 11 27 P
A A2 T11
e renomeando ©1, Oy como #y, 05, respectivamente, temos
( db,
Y, = 927
dt
db

5.33
e = PT114(7"10 + prag) /A3 + [r10 + 2pra0 — 2pr02(r10 + prao)|r11201 /A ( )

—0,% + 6,0, + O(3).

\

Assim, pelo Teorema 2.3.2 e pelas equagoes (2.5)-(2.7) dos resultados preliminares, o

seguinte teorema ¢ estabelecido:

Teorema 5.3.2. Suponha p > 1 e %y = Z;. Se existe um ponto de Bogdanov-Takens

(Igr, Rpr) com os par@metros v = vgr e A = Apr, tais que

.~ f'(Isr) [Apr — m(Igr + Rpr)](m + vpr)
(1) f//([BT) B m(2m + 2VBT + ,LL) 7& O’
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2m?(m + vy + p)[m? + vpr? + vprp + p? + 2m(vpr + p)]?

(i) f"(Ipr) # pE(m + p)2(m + I/BT)ABT2

Y

entao em uma pequena vizinhanga do ponto de equilibrio (Ipr, Rpr), o sistema (5.2) tem

as sequintes curvas de bifurcagao:

(a) uma curva de bifurcagao sela-nd
SN = {(1/, A) | 4p(rio + prao) A = [r10(1 — 2pro2) + 2pra0(1 — prog)]2} :

(b) uma curva nao-degenerada de bifurcagao de Hopf

H = {(v,A)|rn = 0,719 < 0};

(c) uma curva de bifurcagao homoclinica

P = {(v,A) | 110+ 2prag < 2pro2(rio + prao),
6[r10 + 2pr20 — 2p102(110 + przo)]2
+25p(r10 + prao) A = o(|| (v — ver, A — Apr) |*)}-

5.4 Discussao dos Resultados

A analise da estabilidade dos pontos de equilibrio do modelo permitiu estudar o com-
portamento de bifurcacao local, como Hopf, sela-né e bifurcacao de Bogdanov-Takens.
O primeiro coeficiente de Liapunov foi calculado para determinar os tipos de bifurcacoes
de Hopf que o modelo sofre. A forma normal do sistema na bifurcacao de Bogdanov-
Takens foi obtida, a partir da qual a representacao local de uma curva de bifurcacao
homoclinica foi determinada. Para p > 1, o comportamento do sistema (5.2) depende
nao apenas do nimero de reproducgao bésica %, mas também de outros parametros no
sistema. O modelo epidemiologico estudado sofre bifurcagdes de codimensao 2 perto do
equilibrio degenerado, isto é, uma bifurcacao de Bogdanov-Takens pode ocorrer quando
dois parametros principais v e A variam perto de valores criticos.

Temos que para 0 < p < 1, a doenca nao pode ser erradicada.
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Para p = 1, existe um limiar, a doenca nao pode ser erradicada quando o nimero de
reproducgao basica %, é maior do que esse limite, caso contrario a doenga desaparecera.
Esse resultado coincide com o comportamento do modelo com p =1 e ¢ = 2 estudado no
Capitulo 3, conforme esta sintetizado no Teorema 3.2.5.

Para p > 1, o conceito de limite torna-se mais complicado, uma vez que o compor-
tamento assintotico depende do limiar e das condigoes iniciais. Caso estejam abaixo do
limiar (%, < %), a doenga desaparece. Acima do limiar (%, > %), existem dois equili-
brios endémicos, o ponto de equilibrio com menor niimero de infectados é sempre do tipo
sela e o ponto de equilibrio com maior nimero de infectados é localmente um atrator ou
repulsor, o que condiz com o Teorema 4.2.2 para o modelo com p = ¢ = 2 estudado no Ca-
pitulo 4. Portanto, acima do limiar, a doencga desaparece sob algumas condigoes iniciais:
se o equilibrio endémico maior é localmente estavel, de modo que os niveis da doenca em
alguma regiao proxima o atinjam, uma doenca local é formada; se o equilibrio endémico
maior é repulsivo, entao a doenca pode desaparecer ou exibir oscilagoes periddicas sob

certas condigoes.
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