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Resumo

Estre trabalho trata-se do estudo da teoria abstrata de processos
multivocos e atratores pullback. Primeiramente é feito uma breve re-
visdo sobre semigrupos, processos e semigrupos multivocos. Posteri-
ormente sdo apresentados os resultados com suas demonstracoes a res-
peito de processos multivocos, ®—limites e atratores pullback.

Palavras-chave:
Processos multivocos, m-limite, atrator pullback.
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Abstract

This work is about a study of an abstract theory of multivalued processes
and pullback attractors. First, a brief review is made on semigroups,
processes and multivalued semigroups. Subsequently, the results about
multivalued processes, ®—limits and pullback attractors are presented
with their proofs.

Keywords.
Multivalued processes, ®-limit, pullback attractor.



Indice

Resumo . . . . . . . .
Abstract . . . . . . e

Introducao

1 Pré Requisitos
1.1 Coletaneade Resultados . . . . . . . . . . . . . .

2 Semigrupos, processos e semigrupos multivocos

2.1 Definicoes e resultados basicos sobre semigrupos . . . . . . . ... .. ...
2.1.1 Formas criticas de atratores minimais fechados . . . . .. ... .. ..
2.1.2  Comparacao de diferentes classes de semigrupos . . . . . ... .. ..

2.2 Definicoes e resultados basicos sobre processos . . . . . . . .. ... ...
2.2.1 Processos pullback assintoticamente compactos . . . . . . . .. .. ..

2.3 Definicdes e resultados basicos sobre semigrupos multivocos . . . . . . .. ..
2.3.1 Semigrupos multivocos definidos por semifluxos generalizados
2.3.2  Atratores para semifluxos generalizados . . . . . ... ... ... ...

3 Processos multivocos definidos por processos generalizados
3.1 Notacgdes, defini¢des e algumas propriedades dos processos generalizados . . .
3.2 Atracdo pullback e propriedades de conjuntos @-limites . . . . . . .. ... ..
3.3 Existéncia e caracterizacdo do atrator pullback . . . . . . .. ... ...,
3.4 Atracao pullback de familias de conjuntos arbitrarios . . . . . . ... ... ..

Bibliografia

vi

20
20
23
31
35

41



Introducao

A proposta deste trabalho € reunir num texto resultados abstratos sobre a teoria de processos
multivocos definidos por processos generalizados, tal teoria € uma importante ferramenta ma-
temadtica para estudar o comportamento assintético de solu¢des de equacdes diferenciais parciais
ou inclusdes ndo-autdbnomas, sendo os trabalhos [18] e [20] as partes centrais e as referéncias
[7] e [9] complementa¢des. Focamos na situacao multivoca, quando mais de uma solucao pode
corresponder a um mesmo dado inicial dado.

O estudo da estrutura de um atrator para equacdes ndo-autonomas tem chamado a atencao
de varios autores nos ultimos anos. Vale a pena apontar que, diferente do caso autdénomo, vérias
abordagens sao possiveis a fim de fornecer condi¢des suficientes e necessdrias para a existéncia
de atratores.

Mas e se mandarmos o tempo inicial para —eo enquanto o tempo final continuar fixado,
as solugdes do problema se acumulariam? Algum conjunto as absorveria? Esse conceito é
chamado de atracdo pullback, que atrai solu¢des do problema do —eo, isto €, o tempo inicial
vai para o —oo enquanto o tempo final continua fixado. Assim, serdo apresentados resultados
que garantem a existéncia de tal atrator que € negativamente invariante, compacto e ¢ o minimal
entre todos os atratores pullback fechados que atraem de forma pullback todos os limitados
do espago de fase. A teoria de atrator pullback para sistemas dindmicos ndo-autbnomos em
casos univocos ou multivocos tem sido desenvolvida por varios autores, onde a ideia principal
consistiu em aplicar no caso ndo-autdonomo alguns métodos que sao similares a aqueles usados
no caso autobnomo. Uma importante caracteristica dos atratores globais € sua caracterizacao
como a unido de todas as Orbitas completas do sistema satisfazendo uma certa propriedade.

Neste trabalho adotamos a convengdo [ ] para indicar onde as defini¢cOes e os resultados
podem ser encontrados, caso o leitor queira saber mais detalhes.

Esta dissertacdo estd organizada da seguinte forma: no capitulo 1 enunciaremos algumas
defini¢des e resultados de Andlise Funcional, Espacos Métricos e Topologia. No capitulo 2
apresentaremos algumas defini¢cdes e resultados bésicos sobre semigrupos, processos € semi-
grupos multivocos que tem sido publicados em trabalhos diferentes. Finalmente no capitulo 3
apresentaremos a teoria de processos multivocos definidos por processos generalizados.



Capitulo 1

Pré Requisitos

1.1 Coletanea de Resultados

Nesta sec@o apresentaremos algumas definicdes e resultados que utilizamos ao longo deste tra-
balho. As defini¢des e resultados dessa secao podem ser encontrados em [1, 2, 3, 4, 13, 15, 16,
17, 21, 22].

Denotaremos [F = R ou [F = C para defini¢Ges e resultados.

Definicdo 1.1.1 Uma norma num espago vetorial V (real ou complexo) é uma aplicagdo ||-|| :

V — R que satisfaz

(@) [|&|| >0 paratodo& eV, ellE|| =0 se, e somente se, & = 0.

(i) [Jog|| = |atf[|

, para todo & €V e qualquer o, € .
(i) IS+l <[[&][+|Inl| para todos Em € V.

Defini¢ao 1.1.2 Um espaco métrico (X,d) é completo se toda sequéncia de Cauchy converge

a um elemento desse espago.

Definicao 1.1.3 Um espago normado que é completo com a métrica induzida pela norma é

chamado espago de Banach.

Definicao 1.1.4 Uma fungdo f : [a,b] C R — F ¢é absolutamente continua se para cada € > 0
existir algum & > 0, tal que se {(x;,yi) }i=12,. n € uma familia de intervalos disjuntos contidos
n n

em |a,b] com Z(yi —x;) < 9§, entdo Z lfvi) — fx)] < e

i=1 i=1
Defini¢do 1.1.5 Seja V um espaco normado. Uma sequéncia (&,),en C V converge fraca-

mentea & €V se ’}gzlof(ﬁn) = f(&) para todo f € V*.
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Definicao 1.1.6 Uma sequéncia (&,)nen C (V.|| - ||lv) converge a & € V se ||&, —E|lyv — 0

quando n — o,

Teorema 1.1.1 Seja F : X — Y uma fungdo entre espagos topoldgicos. Sdo equivalentes:

1. F é continua

2. Para cada A C X, tem-se F(A) C F(A)
3. Para cada fechado B C Y, o conjunto F~'(B) é fechado em X.

4. Para cada x € X e cada vizinhanga V de F(x), existe uma vizinhang¢a U de x tal que

F(U)CV.

Definicao 1.1.7 Um espaco métrico é separdvel se existe um subconjunto contdvel denso nesse

espago.

Definicao 1.1.8 Uma colecdo A de subconjuntos de um espaco X é dita cobrir X ou ser uma
cobertura de X se a reunido dos elementos de A contém X. Ela é chamada uma cobertura

aberta de X se seus elementos sdao abertos de X.

Definicao 1.1.9 Um espaco topologico X é dito ser compacto se toda cobertura aberta A de X

contém uma subcolegdo finita que também cobre X.

Definicao 1.1.10 Um espaco topolégico X é dito localmente compacto em x se existe algum
subconjunto compacto C de X que contém uma vizinhanga de x. Se X é localmente compacto

em cada um de seus pontos, X é dito localmente compacto.

Definicao 1.1.11 Um conjunto A em um espagco métrico (X ,d) é chamado relativamente com-

pacto se o fecho A é compacto.

Teorema 1.1.2 Um conjunto A em um espago métrico (X,d) é compacto se, e somente se, toda
sequéncia {x,} cujos elementos pertencem a A, tem uma subsequéncia convergindo para algum

elemento de A.

Definicao 1.1.12 Um conjunto A em um espaco métrico (X ,d) é chamado precompacto se para
cada € > 0, existe um conjunto finito de pontos em X, x1,X2,X3,...,Xp, tal que A estd contido na

unido das bolas abertas B(x;,€), i =1,...,n, onde B(x;,€) = {x:d(x,x;) < €}.



Teorema 1.1.3 Um conjunto relativamente compacto em um espaco métrico é precompacto.

Teorema 1.1.4 Um conjunto A em um espago métrico completo (X ,d) é relativamente com-

pacto, se e somente se, é precompacto.

Definicao 1.1.13 Um espaco topologico X é chamado um espaco de Hausdorff se para cada
par x1, xz de pontos disjuntos de X existem vizinhancas V| e Va de x| e xa, respectivamente, que

sdo disjuntas, ou seja, Vi NV, = 0.

Teorema 1.1.5 (Teorema do Valor Médio) Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua e dife-

rencidvel em (a,b), entdo existe um ponto x € (a,b) tal que
f(b)— f(a) = (b—a)f'(x)

Definicao 1.1.14 Seja X um espagco de Banach e 0 < T < oo. O espaco C™([0,T],X), com
m=1,2,3,... representa todas as fungdes f : [0,T| — X que sdo m vezes diferencidveis e cujas

derivadas sdo continuas em [0,T].

Definicao 1.1.15 Seja U um espago topolégico. Uma aplicagdo G : U — P(X) é semicontinua
superiormente em u € U, se para cada subconjunto D aberto em X com G(u) C D, existe uma
vizinhanga V de u, tal que G(v) C D, para cada v € V. Se G é semicontinua superiormente em

cada u € U, entdo ela é semicontinua superiormente em U.

Definicao 1.1.16 Seja U um espago topolégico. Uma aplicagdo G : U — P(X) é semicontinua
inferiormente em uy € U, se para qualquer vy € G(ug) e qualquer vizinhangca D de vy, existe
uma vizinhanga V de ug tal que ¥ u € V, G(u) N D # 0. Se G é semicontinua inferiormente em

cada u € U, entdo G é semicontinua inferiormente em U.

Defini¢ao 1.1.17 Uma aplicagcdo G : U — P(X) é continua em U se, e somente se, G é semi-

continua superiormente e semicontinua inferiormente em todo u € U.



Capitulo 2

Semigrupos, processos e semigrupos

multivocos

2.1 Definicoes e resultados basicos sobre semigrupos

Neste capitulo ndo colocaremos as demonstragcdes dos resultados, apresentaremos somente
alguns resultados para que o leitor possa ter uma visao geral da teoria de semigrupos, processos
e semigrupos multivocos e comparar com os resultados do capitulo seguinte sobre processos
multivocos, que € o foco dessa dissertecdo. As definicdes e resultados desta secao podem ser
encontrados em [11, 14, 19, 5].

Seja (X,p) um espago métrico completo. Durante as proximas se¢des, usaremos as seguin-
tes notagdes:

P(X):={ACX:A#0}.

B(X):={B C X : B+# 0 ¢éum conjunto limitado em X }.
C(X):={C C X :C# 0 éum conjunto fechado em X }.
K(X):={K C X : K # 0 & um conjunto compacto em X }.

BC(X) :={K C X : K # 0 é um conjunto limitado e fechado em X }.

Paraxe X e A,B € P(X), e € > 0 temos

p(x,A) :=inf,ca {p(x,a)};
dist(A,B) := sup,c4 {p(a,B)} = sup,c4infpep{p(a,b)};
Oe(A) :={z€X;p(z,A) <&}.

Observagdo 2.1.1 O¢(A) = | ] B(x,e)

X€A

Observacao 2.1.2 dist(A,B) =0« A C B.

Definigdo 2.1.1 Seja (X,p) um espago métrico completo. Uma familia de operadores {V; },~,

Vi : X — X continuo, satisfazendo:



1-Vo = Iy;
2-Viys = ViV

é chamado um semigrupo.

Observacao 2.1.3 Se X for um espaco vetorial e para cadat € R™, V, : X — X for um operador

linear, entdo {V;}, € dito um semigrupo linear.

Observacio 2.1.4 Um semigrupo {V; },~ é chamado continuo ou CY—semigrupo se a aplicagdo

(t,x) — Vi(x) é continua.

Exemplo 2.1.1 Seja f: R" — R” continua tal que o problema de valor inicial
dr — f(x),t >0,
x(0) = x
possua unica solugcdo para todo uy € R". A familia {Vl}zzOv tal que
Vxp € R", Vixg := x(t,x0),t >0

e onde x(t,xp) € a unica solucdo do problema, é um semigrupo. Se f é tal que as solugdes do

problema dependam continuamente do dado inicial xo, entdo {V; },~, onde

Vxp € R", Vixg := x(,x0),t > 0,

é um semigrupo continuo.

Defini¢do 2.1.2 O conjunto y* (x) dado por Y" (x) := U;> Vi(x) é chamado a semi-trajetoria
positiva do ponto x. O conjunto Y" (A) dado por v (A) :=U,ea V" (x) = U;»0 Vi(A) € chamado

a semi-trajetoria positiva do conjunto A.
Proposicio 2.1.1 V;(Y] (A)) =/ ;(A), para todo t,s > 0, sendo que Y| (A) := U, Vi (A).

Proposicao 2.1.2 Seja {Vl}zzo um semigrupo continuo. Para cada conjunto compacto K C X

et € Ry, o conjunto Y[T).r] (K) é compacto.

Definicdo 2.1.3  I. Dizemos que um conjunto A C X é positivamente invariante se V;(A) C

A, para todot > 0;

2. Dizemos que um conjunto A C X ¢ negativamente invariante se A C V;(A), para todo

t>0;



3. Dizemos que um conjunto A C X ¢ invariante se A = V;(A), para todo t > 0, ou seja,

quando A ¢é positivamente e negativamente invariante.

Definicao 2.1.4 Sejam A e M subconjuntos ndo-vazios de X. Dizemos que A atrai M pelo
semigrupo {Vi},~q, se para qualquer € > 0, existe t(e,M) > 0 tal que V,(M) C O¢(A) para

todo t > t(€,M). Dizemos que A atrai um ponto x € X, se atrai o conjunto unitdrio {x} .

Definicao 2.1.5 Seja A um subconjunto ndo-vazio de X .
1. Se A atrai cada ponto x € X, entdo A é chamado um atrator global de pontos.
2. Se A atrai cada conjunto limitado B € B(X), entdo A é chamado um B-atrator global.

3. Se A é um atrator global de pontos fechado (ou um B-atrator global fechado) e qualquer
subconjunto préprio fechado de A ndo é um atrator global de pontos (ou um B-atrator
global), entdo A é chamado um atrator global de pontos minimal fechado (ou um B-

atrator global minimal fechado ).

Exemplo 2.1.2 [10] Seja o problema de valor inicial
dx __ 2
& =x(1-x%),t>0,

x(0) = xg

O atrator global é A = [—1,1]. O atrator global de pontos é A' ={—1,0,1}.

Defini¢do 2.1.6 1. Se {V;},~( possui um B-atrator global limitado, dizemos que {V;} é B-

dissipativo;

2. Se {Vi},>o possui um atrator global de pontos limitado, dizemos que {V, } é pontualmente

dissipativo.

Definicao 2.1.7 SejaA C X, A #0.

1. Se para cada x € X existe um t(x) > 0 tal que V;(x) € A para todo t > t(x), entdo A é

chamado absorvente.

2. Se para cada B € B, existe t(B) > 0 tal que V;(B) C A, para todo t > t(B), entdo A é

chamado B-absorvente.



Definicao 2.1.8 Para cada x € X, e A C X, A # 0, definimos os conjuntos W—limites da se-

guinte forma:

o 0(x) ==0% (%);

o 0(A) =¥ (A)-

Lema 2.1.1 Para um elemento 'y pertencer ao conjunto ®-limite, ®(A), é necessdrio e suficiente
que exista uma sequéncia de elementos {x,} C A e uma sequéncia de niimeros {t,}, t, — oo

quando n — oo, tais que y = limy_y00o V; (X5)-

Lema 2.1.2 Seja {Vl}t20 um semigrupo e seja F' # 0 um subconjunto fechado de X . Se F atrair
um subconjunto A # 0 de X, entdo ®(A) C F. Em particular, se ®(A) atrai A, entdo ele serd o

conjunto minimal fechado que atrai A.
Lema 2.1.3 Seja A um subconjunto ndo-vazio de X, entdo ®w(A) € positivamente invariante.

Lema 2.1.4 Sejam {V;} um semigrupo e K # O um conjunto compacto que atrai A # 0. Entdo
cada sequéncia da forma {V; (x,)}, onde x, € A, para todo n e t, — oo, contém uma sub-

sequéncia convergente.

Lema 2.1.5 Sejam {V,} um semigrupo e A # 0. Se cada sequéncia da forma {V, (x,)}, onde
Xn € A, para todo n e t,, — oo, contém uma subsequéncia convergente, entdo ®(A) € o conjunto

minimal fechado ndo-vazio que atrai A e ®(A) é compacto.

Segue o seguinte corolario dos dois lemas anteriores.

Corolario 2.1.1 ®(A) é um conjunto compacto ndo-vazio que atrai A se, e somente se, cada

sequéncia da forma {V;, (xn)}, onde (x,) C A e t, — oo, contém um subsequéncia convergente.

Lema 2.1.6 Sejam {V,} um semigrupo e A # 0. Se ®(A) é um compacto que atrai A, entdo

®(A) é invariante.

Teorema 2.1.1 Seja {V;}, um semigrupo. Seja K # 0 um compacto que atrai A # 0. Entdo

®(A) é o conjunto minimal fechado ndo-vazio que atrai A, é compacto e invariante.

Lema 2.1.7 Seja {V;} um semigrupo. Entdo para qualquer A # 0 e para qualquer T > 0 temos
o(A) = (y7 (A)).



2.1.1 Formas criticas de atratores minimais fechados

Teorema 2.1.2 1. Se F C X é um B-atrator global fechado, entdo Upcp(x)®(B) C F. Em
particular, se Upcp(x) o (B) é um B-atrator global, entdo ele é o B-atrator global minimal

fechado e é positivamente invariante;

2. Se F C X é um atrator global de pontos fechado, entdo \J,cx ®(x) C F. Em particular, se
Uyex ©(x) € um atrator global de pontos, entdo ele é o atrator global de pontos minimal

fechado e é positivamente invariante.

Teorema 2.1.3 Seja {V;}, um semigrupo.

1. Se para cada x € X o conjunto ®-limite, ®(x), atrai x, entdo {V;} tem um tnico atrator

global de pontos minimal fechado positivamente invariante dado por |J,cx ®(x);

2. Se para cada B € ‘B(X) o conjunto ®-limite, ®(B), atrai B, entdo {V;} tem um iinico atra-
tor global de pontos minimal fechado positivamente invariante dado por |J,cx ©(x) e um

unico B-atrator global minimal fechado positivamente invariante dado por Upe g x) ®(B).

2.1.2 Comparacao de diferentes classes de semigrupos

Definicao 2.1.9 Um semigrupo {\/,}t>0 é de classe K, se V; : X — X é um operador compacto
para cada t > 0, isto é, para cada B € B(X) sua imagem V;(B) é relativamente compacto (tem

fecho compacto);

Defini¢iio 2.1.10 Um semigrupo {V:},q ¢ de classe AK, se para cada B € B(X) tal que
Y"(B) € B(X), cada sequéncia da forma {V; (xn)}, onde {x,} C B e t, — o quando n — oo,

contém uma subsequéncia convergente.

Teorema 2.1.4 Seja {V;} um semigrupo de classe K. Sejam A C X, A # 0 e suponha que
Y4 (A) € B(X) para algum T > 0. Entdo:

1. ®(A) é ndo-vazio e compacto;
2. ®(A) atrai A;
3. ®(A) é invariante;

4. ®(A) é o conjunto minimal fechado que atrai A,
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5. ®(A) é conexo, se A é conexo e o semigrupo {V;} é continuo.

Teorema 2.1.5 Se {V;} é de classe K e B-dissipativo, entdo existe um B-atrator global minimal

fechado ndo-vazio que é compacto e invariante.

Proposicao 2.1.3 Seja {V,} um semigrupo continuo de classe AK. Suponha que K # 0 é um
conjunto compacto tal que Y (K) é limitado. Entédo y*(K) é relativamente compacto e assim,

o(K) é um conjunto ndo-vazio, compacto, invariante e atrai K.

Teorema 2.1.6 Seja {V,},}O um semigrupo continuo de classe AK, limitado e pontualmente
dissipativo. Entdo, existe um B-atrator global minimal fechado, ndo-vazio, compacto e invari-
ante. Ele é conexo, se existe B € ‘B(X) conexo tal que ele estd contido em B. Em particular, se

X é um espago de Banach, entdo ele também é conexo.

Defini¢do 2.1.11 Um semigrupo {V,}, é chamado uniformemente compacto para t grande,
se para cada B € ‘B existe t(B) > 0 tal que Yj(B) (B) = Us=(8) Vi (B) € relativamente compacto

emX.

Defini¢ao 2.1.12 O semigrupo {V;} é chamado assintoticamente suave*, se para qualquer
conjunto fechado, limitado, positivamente invariante e ndo-vazio B C X, existir um conjunto
compacto J C B tal que J atrai B. Se, além disso, {V;} for um C°-semigrupo, entio {V;} é

chamado assintoticamente suave.

Proposicao 2.1.4 Um semigrupo {V;} é assintoticamente suave* se, e somente se, dado B C
X fechado, limitado e ndo-vazio, existe um conjunto compacto J C X tal que J atrai L :=

{xeB:V;(x) €B, paratodot >0}.

Defini¢ao 2.1.13 Dizemos que um semigrupo {V;} é de classe B-ACP (propriedade B - assin-
toticamente compacto) se para qualquer B € B(X) tal que Y::(B) (B) € B(X), para um certo
t1(B) = 0, existe t(B) > t1(B) tal que para qualquer t > t(B), existem um conjunto compacto

K(B,t) C X e €(B,t) > 0 satisfazendo V;(B) C Og(p,)(K(B,t)) e €(B,t) — 0 quando t — oo.

Defini¢ao 2.1.14 Dizemos que um semigrupo {V;} é de classe B-K se para qualquer B € B(X)

existe t(B) > 0 tal que V;(B) é relativamente compacto para qualquert > t(B).

Definicao 2.1.15 Dizemos que um semigrupo {V;} é de classe B-AK se B € B(X) tal que
yf(B) (B) € B(X), para um certo t(B) > 0, entdo para quaisquer sequéncias {x,} C B e t, — o,

{Vi,(xn)} contém uma subsequéncia convergente.
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Teorema 2.1.7 Sejam {V;} um semigrupo de classe B-ACP e A # 0. Suponha que existe um
T > 0 tal que ¥ (A) € B(X). Entdo w(A) é o conjunto minimal fechado ndo-vazio que atrai A.

Além disso, ®(A) é compacto e invariante.

Lema 2.1.8 Sejam {V,} um semigrupo de classe AK (ou de classe B-AK) e A # 0. Suponha que
existe um T > 0 tal que Y1 (A) € B(X), entdo w(A) é o conjunto minimal fechado néo-vazio

que atrai A, e é compacto e invariante.

Proposicao 2.1.5 Se A ¢é conexo e {V,} é continuo de classe AK (ou B-AK ou B-ACP) e existe

T > 0 tal que Yy (A) € B(X), entdo ®(A) é conexo.

O préximo teorema estabelece as relagdes entre as classes de semigrupos.
Teorema 2.1.8 Seja {V;} um semigrupo, entdo:

1. {V;} éde classe K = {V;} é de classe B-K = {V;} é de classe AK;

2. {V,} éde classe B-ACP <= {V;} ¢ assintoticamente suave* <= {V;} é de classe AK

<= {V,} é de classe B-AK;

3. {V,} é uniformemente compacto para algumt grande <= {V,} é B-limitado e de classe

B-K.

2.2 Definicoes e resultados basicos sobre processos

Seja X um espago métrico completo e denotaremos C(X) o conjunto das fungdes continuas de
XemX.

Definicao 2.2.1 Um processo de evolugcao em X é uma familia de aplicacoes
{S(t,s): X > X;t =5, t,s € R} CC(X)
que satisfaz as seguintes propriedades:
1. S(t,t) =1y, paratodot € R;
2. S(t,s) =S(t,7)S(t,s), paratodot > 1 > s.

Se a aplicagcdo {(t,s) e RxR;t > s} x X > (t,5,x) — S(t,s)x for continua, diremos que o

processo de evolugdo é continuo.
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Observacao 2.2.1 Note que S(t,s) toma cada estado x do sistema no instante inicial s e evolu-

ciona para o estado S(t,s)x do sistema no tempo final t, onde —oo < s <t < co.

Observacgio 2.2.2 Observemos que, para um 6 € R fixo, o operador S(0 + 7,7) pode ser um
operador distinto para cada valor de t© € R. Isto indica que, além do tempo decorrido 0, também

o tempo inicial T pode desempenhar um papel importante no processo de evolucdo.

Definicao 2.2.2 Os processos {S(t,s); t > s} para os quais S(t,s) = S(t —s,0) parat > s sdo

chamados de processos de evolugdo autonomos.

Proposicao 2.2.1 Dado um processo de evolugdo auténomo {S(t —s,0), t > s}, a familia de
operadores {Vt}z>07 dada por V; := S(t,0), é um semigrupo. Além disso, se o processo de

evolugdo autonomo for continuo, entdo o semigrupo {\/,}t>0 é continuo.

Observacao 2.2.3 Note que num processo de evolugcdo autéonomo {S(t,s) = S(t —s,0); t > s}
a evolugdo do estado x ocupado num instante s para o estado S(t +s,5)x = S(t +s—15,0)x =
S(t,0)x ocupado no instante t + s é independente de s e depende apenas de t. Assim, num

processo de evolugcdo autonomo, o tempo decorrido determina a evolugdo.

Observacao 2.2.4 Para um processo de evolucdo auténomo {S(t —s,0); t > s} o comporta-
mento das solugcoes quando t — oo, chamado a dindmica forward, é o mesmo que o compor-
tamento das solucdes quando s — —oo, chamado a dindmica pullback. Para os processos de
evolugdo gerais, estes dois limites dindmicos (ou comportamento assintoticos) ndo estdo rela-

cionados e podem produzir propriedades qualitativas diferentes.

A partir de agora, usaremos a notagdo S(t,s) = S(t —s),t > s, para processos de evolugdo
auténomos e dizemos que o processo de evolugdo autdnomo {S(zr —s), t > s} é o processo
associado ao semigrupo {S(¢) = V;}.

Definicao 2.2.3 Dado t € R, um conjunto B(t) C X atrai pullback limitados de X em t sob a
agdo de S(t,s) se dist(S(t,s)D,B(t)) — 0 quando s — —eo para cada limitado D de X . Ou seja,

se existe T =T (t,D) <t tal que S(t,s)D C B(t), para todo s < T e para cada limitado D de X .
Definicao 2.2.4 Uma familia {A(t) : t € R} de subconjuntos de X é invariante sob
{S(t,7):t >1€R}

se S(t,1)A(t) = A(t), para todot > T € R.
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Definicao 2.2.5 Dizemos que uma familia {A(t) : t € R} de subconjuntos compactos de X é um
atrator pullback para S(t,s) se é invariante, atrai pullback subconjuntos limitados de X e é a
familia de conjuntos fechados que é minimal com a propriedade de atrair pullback subconjuntos

limitados.

2.2.1 Processos pullback assintoticamente compactos

Defini¢iio 2.2.6 Um processo de evolugdo {S(t,s)},~ € dito pullback assintoticamente com-
pacto se, para cada t € R e para cada sequéncia {sy};cy em (—oo,t] tal que sy — —oo quando
k — —co a sequéncia limitada {xi}ycy em X e {S(t,sk)xk; k € N} é limitado, a sequéncia

{S(t,56) Xk } reny PoSSui uma subsequéncia convergente.

Definigdo 2.2.7 Um processo de evolugdo {S(t,s)},~ ¢ dito pullback limitado dissipativo se

existe um conjunto limitado B em X que pullback absorve subconjuntos limitados de X .

Teorema 2.2.1 Se {S(¢); t > 0} é um semigrupo, o processo de evolu¢do autonomo
{S(t—s);t > s}

tem um atrator pullback se, e somente se, for pullback assintoticamente compacto e pullback

limitado dissipativo.

Definicao 2.2.8 Seja {S(t,s); t > s} um processo de evolu¢do de X e B um subconjunto de X.

O conjunto w-limite pullback de B no instante t é definido por ®(B,t) := Ng<, Us<¢ S(¢,5)B.
Lema 2.2.1 Seja {S(t,s); t > s} um processo de evolugdo em X .
1. Se BC X, entdo S(t,s)®(B,s) C ®(B,t) para cada t > s,

2. Se B é tal que ®(B,s) é compacto e pullback atrai B no instante s entdo para cadat > s

temos S(t,s)®(B,s) = o(B,t).

Teorema 2.2.2 Seja {S(t,s);t > s} um processo de evolugcdo em X . Entdo as seguintes afirma¢oes

sdo equivalentes:
1. {S(t,s);t > s} tem um atrator pullback A = {A(t) },cp

2. Existe uma familia de conjuntos compactos {K(t); t € R} que pullback atraem subcon-

juntos limitados de X sob a agdo de {S(t,s)}, -
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Em qualquer um dos casos, A(t) = Upecp(x) O(B,1).
Lema 2.2.2 Se F ¢é um fechado que pullback atrai o conjunto A no tempo t, entdo ®(A,t) C F.

Lema 2.2.3 Se B ¢ um subconjunto ndo-vazio de X tal que Jyy S(t,s)B é compacto para

algum so € R, 5o < t, entdo ®(B,t) é ndo-vazio, compacto e pullback atrai B no instante t.

Lema 2.2.4 Se {S(t,s); t > s} é um processo de evolugdo pullback assintoticamente compacto
e B é um subconjunto ndo-vazio limitado de X tal que ;< S(t,7)B é limitado para algum

50 € (—oo,t], entdo ®(B,t) é ndo-vazio, compacto e atrai pullback B no tempo t.

Lema 2.2.5 Se {S(t,s); t > s} é pullback limitado dissipativo e pullback assintoticamente com-
pacto, entdo para cadat € R e para cada B € B(X), o(B,t) # 0 é compacto e pullback atrai B

no instante t. Além disso, para cada B € B(X), {0(B,1)},cp € invariante.

Teorema 2.2.3 Se {S(t,s); t > s} € pullback limitado dissipativo e pullback assintoticamente
compacto, entdo A(t) = Jpcg ®(B,t) € fechado, pullback atrai subconjuntos limitados de X
no instante t, e a familia {A(t); t € R} é invariante e é minimal entre as familias {B(t); t € R}

tal que B(t) é fechado e pullback atrai limitados de X no tempo t.

2.3 Definicoes e resultados basicos sobre semigrupos multivocos

Seja X um espago métrico completo com a métrica denotada por p, R, = [0, ) e 2X 0 conjunto
de todos os subconjuntos de X.
Para a aplicagdo multivoca denote D(F) = {x € X; F(x) e P(X)} ={x € X; F(x) #0}.

Definicao 2.3.1 A aplicagdo multivoca G : Ry x X — P(X) é chamada de um semigrupo

multivoco (ou m-semifluxo) se satisfazer as seguintes condicoes:

1. g(oa> :Id;

2. G(ti +1r,x) C G(t1,G(t2,x)), para todo t|,tn € Ry e para todo x € X, para o qual
G(t,B) =U,cpG(t,x), BCX.

Definicao 2.3.2 Diz-se que o conjunto A C X atrai o conjunto B pelo semigrupo multivoco G

se dist(G(t,B),A) — 0 quando t — oo.

Definicao 2.3.3 Para cada M C X denota-se:
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L (M) =Ues, G(T,M);
2. yH (M) =5 (M);

3 Y, ) M) = Unepy 1) G (3, M);

4. o(M) = Nzo ¥ (M)

Observacdo 2.3.1 1. Y/ (M) C Y\ (M), para todo t; > t»;
2. o(M) C o(M;) se M} C My;
3. oM) ={& §=1limye8p, Eu € G, M), 1y — oo}

Definicao 2.3.4 O semigrupo multivoco G é chamado de assintoticamente semicompacto su-
periormente se para todo B € B(X) tal que existe T(B) > 0 de modo que YJT“(B) (B) € B(X),

qualquer sequéncia {€,},cr , &n € G(tn, B), ta — o0 quando n — oo, é precompacta em X .
Definicdo 2.3.5 1. O conjunto A é negativamente invariante se A C G(t,A) para todot > 0,
2. O conjunto A é positivamente invariante se G(t,A) C A para todot > 0
3. O conjunto A é invariante se G(t,A) = A para todot > 0.

Proposicao 2.3.1 Se uma aplicagdo multivoca G(t,-) : X — P(X) for semicontinua superior-

mente e tem valores fechados, entdo o grdfico da G(t,-) é fechado.

Teorema 2.3.1 Seja G(t,-) : X — P(X) uma aplica¢do semicontinua superiormente para todo
t € Ry. Se existe um compacto K C X tal que para todo B € B(X), dist(G(t,B),K) — 0 quando
t — oo, entdo o semigrupo multivoco G possui um B-atrator global compacto negativamente

invariante R C K o qual é minimal entre todos os B-atratores globais fechados.

A proxima versao ndo supoe dissipatividade e € mais branda, isto €, o B-atrator serd somente
localmente compacto.

Teorema 2.3.2 Seja G um semigrupo multivoco assintoticamente semicompacto superiormente.
Suponha que G(t,-) : X — C(X) seja semicontinua superiormente para qualquert > 0. Se para
todo B € ‘B(X) existe T(B) > 0 tal que TTL(B) (B) € B(X), entdo G possui um B-atrator global
negativamente invariante R definido por | BeB(X) ®(B), que é localmente compacto em alguma
topologia t. Além disso, para qualquer conjunto fechado Z atraindo cada B € ‘B(X), tem-se

RCZ.
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2.3.1 Semigrupos multivocos definidos por semifluxos generalizados

Definicao 2.3.6 Um semifluxo generalizado G sobre X é uma familia de aplicagcdes @ : [0,00) —
X satisfazendo as seguintes condigoes:

HI- para cada z € X existe pelo menos uma ¢ € G com ¢(0) = z;

H2-se @€ Get>0,entdo O € G, onde ¢*(t) = @(t + 1) para todo t € [0,00);

H3 -se @,y € Gey(0)=o(t) para algumt > 0, entdo 0 € G, onde

8(1) := o(T), parat € [0,1);
y(T—1), parat € [t,).

H4 - se {(pj};ozl C G e 9;(0) = z quando j — oo, entdo existe uma subsequéncia {(py} de

{¢;} e € G com ¢(0) =z tal que ¢, (t) — ¢(t), para cada t > 0.

Observacao 2.3.2 Dizemos que G é um semifluxo generalizado continuo se cada ¢ € G é uma

aplicagdo continua de [0,00) em X.

Definiciio 2.3.7 Um semigrupo multivoco {T;(t)} . definido por G é uma familia de opera-
dores multivocos T(t) : P(X) — P(X) tal que para cadat > 0

Tg(t)E :={¢(t); ¢ € Gcom 9(0) €E}.
Observacgao 2.3.3 Usaremos T = Tg.
Proposiciio 2.3.2 {T(t)},-( € um semigrupo em P(X), isto ¢,
1. TO)=1I;eT(t+s)=T(t)T(s), paratodot,s>0;

2. T(t) é mondtono com relagdo a ordem parcial de inclusdo de conjuntos, isto é, se E C F,

entdo T (t)E C T(t)F, para todot > 0;
3. T(t)x é compacto para cada x € X,

4. se{Ku},> CK(X) étal que dist(Ky,K) — 0 quando n — o, entdo dist(T (t) K, T (t)K) —

0 quando n — o, para todo t > 0;

5. T(t): X — K(X) é semicontinua superiormente e tem grdfico fechado para cadat > 0.

Definicao 2.3.8 As drbitas positivas de ¢ € G e E C X, sdo dadas por Y™ (@) = {@(t);r >0} e
Y(E) =Ui»oT(1)E.
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Definicao 2.3.9 Dizemos que existe uma orbita completa passando por x € X se existir uma

aplicagdo y : R — X tal que, para cada s € R, ¥’ [g, € G e y(0) = x.
Definicao 2.3.10 Dizemos que:
1. A C X é positivamente invariante se T (t)A C A, para todo t > 0;
2. A C X é negativamente invariante se A C T (t)A, para todo t > 0,
3. A C X éinvariante se T (t)A = A, para todo t > 0;

4. A C X é quasi-invariante se para cada 7 € A existir uma orbita completa \y passando por
zey(t) € Aparatodot € R.
Proposicao 2.3.3 Invariante = quasi-invariante = negativamente invariante.

Defini¢do 2.3.11 Seja E C X, ®(E) := ;oY (E).

Definicao 2.3.12 Dizemos que 0 # A C X atrai um conjunto O #= E C X se para cada € > 0

existe Tt =1(g,E) > 0 tal que T(t)E C O:(A) para todo t > %, ou equivalentemente,
dist(T(t)E,A) = 0
quando t — oo.

Definicao 2.3.13 1. O conjunto A é um B-atrator global se ele atrai todos os conjuntos

limitados de X

2. O conjunto A é um atrator global de pontos se ele atrai todos os pontos de X .

Definicdo 2.3.14 . G é limitado dissipativo ou (B-dissipativo) se existe um conjunto limi-

tado que é um B-atrator global;
2. G é ponto dissipativo se existe um atrator global de pontos limitado;

3. G é @-dissipativo se existe um conjunto limitado By tal que para ¢ € G, ¢(t) € By para

todo t suficientemente grande.
Observacao 2.3.4 B-dissipativo = ponto dissipativo = @-dissipativo.

Definicdo 2.3.15 G ¢ compacto se, para cada sequéncia {9;} C G com {¢;(0)} € B(X),

existe uma subsequéncia {(p jk} de {(p j} tal que {(p jk(t)} é convergente para cada t > 0.
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Defini¢do 2.3.16 G ¢ assintoticamente compacto se, para cada sequéncia {@;} C G com
{0;(0)} € B(X), e para cada sequéncia {t;} com t; — o, a sequéncia {@;(t;)} tem uma

subsequéncia convergente.

Definicdo 2.3.17 G ¢ condicionalmente assintoticamente compacto se, para cada B € B(X)
tal que yi( B) (B) € B(X) para algum ©(B) > 0, cada sequéncia {&,} com &, € T (t,)B para todo

n € N, e t, — oo, contém uma subsequéncia convergente.

Lema 2.3.1 Seja G assintoticamente compacto. Se B € ‘BC(X) é negativamente invariante,

entdo B é compacto.

2.3.2 Atratores para semifluxos generalizados

Lema 2.3.2 Seja F € C(X). Se F atrai um subconjunto A € P(X), entdo ®(A) C F. Se ®(A)
atrai A, entdo ®(A) é o minimal fechado que atrai A. Também, para cada A € P(X) e cada

T >0, temos ®(Y (A)) = ©(A).

Teorema 2.3.3 . Se F C X é um atrator global de pontos fechado, entdo | J,cx ®(x) C F.
Farticularmente, se \J,cx ®(x) é um atrator global de pontos, entdo ele precisa ser o

atrator global de pontos minimal fechado.
2. Se para cada x € X, ®(x) atrai x, entdo G tem o atrator global de pontos minimal fechado.

Teorema 2.3.4  [. Se F C X é um B-atrator global fechado, entdo Upcpx) ®(B) C F. Parti-

cularmente, se Upcp(x) ®(B) for um B-atrator global, entdo ele serd o minimal fechado.
2. Se para cada B € ‘B(X), ®(B) atrai B, entdo G tem o B-atrator global minimal fechado.

Lema 2.3.3 Seja A € P(X). Se cada sequéncia {&,} com &, € T(t,)A e t, — o contém uma
subsequéncia convergente em X , entdo ®(A) é o conjunto minimal fechado ndo-vazio que atrai

A e, além disso, ®(A) é compacto e quasi-inavriante.

Teorema 2.3.5 ®(A) é ndo-vazio, quasi-invariante e compacto que atrai A se, e somente se,

cada sequéncia {&,}, com &, € T(t,)A, t,, — oo, contém uma subsequéncia convergente em X .

Teorema 2.3.6 Seja G condicionalmente assintoticamente compacto e A € P(X). Se existir
T > 0 tal que Y (A) € B(X), entdo ®(A) é um conjunto ndo-vazio, compacto, quasi-invariante

e é o conjunto minimal fechado que atrai A.
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Definicao 2.3.18 Dizemos que G é de classe B-ACP, se para qualquer B € B(X) tal que
y:(B) (B) € B(X) para algum t(B) > 0, existir um tempo ty(B) > t|(B) tal que para qual-
quer t > t(B), existem um conjunto compacto K(B,t) C X e €(B,t) > 0 satisfazendo T (t)B C

Oc(8)K(B,t) e €(B,t) — 0 quando t — oo.

Teorema 2.3.7 Seja G de classe B-ACP e A € P(X). Se existe T > 0 tal que Yy (A) € B(X),

entdo ®(A) € ndo-vazio, compacto, quasi-invariante e é o minimal fechado que atrai A.

Proposicao 2.3.4 G é de classe B-ACP se, e somente se, G é condicionalmente assintotica-

mente compacto.

Defini¢ao 2.3.19 Dizemos que um semifluxo generalizado G define um eventual semigrupo se
existe um semigrupo {S(t)},~ tal que para qualquer B € B(X), existe um T9 = To(B) > 0 tal
que, se T>Tg e x; € T(T)B, entdo para cadat > 0, T (t)x; = S(t)xr, onde T = Tg € 0 semigrupo

multivoco definido por G.

Teorema 2.3.8 Seja G um semifluxo generalizado que define um eventual semigrupo {S(t)},~
e seja By € B(X) tal que v, (Bo) := U;>r, T(t)Bo € B(X) para algum t; = t1(Bg) > 0. Se o

semigrupo {S (Z)}IZO é de classe K, ou classe AK, ou classe B-AK, ou B-ACP, entdo:
1. ©(By) € ndo-vazio, compacto e invariante por {S(t)},>;
2. ®(By) atrai By;

3. ®(By) € o conjunto minimal fechado que atrai By.



Capitulo 3

Processos multivocos definidos por

processos generalizados

3.1 Notacoes, definicoes e algumas propriedades dos proces-

sos generalizados

Lembrando que utilizaremos as seguintes notacoes.

Seja (X, p) um espago métrico completo.
(X):={ACX:A#0}.

(X) :={B C X : B# 0 é um conjunto limitado em X }.
(X) :={C C X : C# 0 ¢ um conjunto fechado em X }.

K (X):={K C X : K # 0 é um conjunto compacto em X }.

P
B
C

Paraxe X e A,B € P(X), e € > 0 temos

px,A) 1= infyes {p(x.a)}:

dist(A, B) := sup,e4 {P(a,B)} = sup,cainfpep {p(a,b)};

Oc(A) :={zeX;p(z,A) <e}.
Definicdo 3.1.1 Um processo generalizado G = { G () }1cr em X é uma familia de conjuntos
de fungdes G () consistindo de aplicagdes ¢ : [T,00) — X, satisfazendo as condigoes:

Cl- Para cadat € R e z € X existe no minimo um @ € G(t) com @(7) = z;

C2-Se o€ G(1) es € Ry, entdo 9*° € G(T+5), sendo que ¢7° 1= Q|z45.00)>

C3- Se {(Pj}jeN C G(1) e 9j(T) — z, entdo existe uma subsequéncia {(PH}HGN de {(Pj}jeN
e @ € G(t) com Q(t) = z tais que O, (t) — @(t) para cada t > 7.

Observaciao 3.1.1 Dados ¢ € G(t) e s > 0, considerando a transladada ¢°(t) := @(t +s) para

20
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todo t € [t,) temos Dominio(Q**) # Dominio(®*), mas Imagem(Q™*) = Imagem(®*) pois

0 (0) =0(l) =@(l—s+s5) =@*(L—s) para todo £ > T+s.

Definicao 3.1.2 Um processo generalizado G = { G (%) }1er que satisfaz a condi¢do

C4- (Concatenagdo) Se @,y € G com ¢ € G(1), Yy € G(r) e ©(s) = Y(s) para algum s >
0(t),1 € [1,5]
W), € (5,%0)

é chamado um processo generalizado exato (ou estrito).

r>1, entdo ® € G(1), onde 0(t) :=

Definicao 3.1.3 Dizemos que um processo generalizado exato G é continuo se para cada

T € R qualquer ¢ € G(t) é uma aplica¢do continua de [t,) em X .

Definicao 3.1.4 Um processo multivoco {Ug(t,‘c)} definido por G é uma familia de ope-

t>7

radores multivocos Ug(t,T) : P(X) — P(X) com —o0 < T <t < +oo, tal que para cada T € R

Ug(t,T)E ={0(t);:9 € G(1), com(t) €E}, t > 1.

Agora, vamos provar algumas propriedades de {U G(t,7) } ot

Teorema 3.1.1 [18] Seja G um processo generalizado exato, ou seja, valem (C1) — (C4). Se

{Ug(z‘,‘tt)}l>T é um processo multivoco definido por G, entdo {Ug(t,7)} . é um processo

t>7

multivoco exato em P(X), i.e.,
1. Ug(t,l) = IdT(X)

2. Ug(t,7) =Ug(t,s)Ug(s,T) paratodo —oo < T <5 <t < oo,

Demonstracao: Seja E C X um conjunto qualquer.

1. Seja z € Ug(t,t)E. Vamos mostrar que z € E. Pela defini¢do de processo multivoco,
existe ¢ € G (1) tal que 9(t) =ze @(¢t) € E. Entdo, z=¢(r) € E.

Para provar a outra inclusio, pegue z € E. De (C1) existe no minimo um ¢ € G(t) tal que
¢(t) = z. Logo, z € Ug(t,1)E.

Portanto, Ug(#,t) = Idp(x).

2. Sejav e E ez€Ug(t +n,T)v. Entdo, pela definicdo de processo multivoco, existe
¢ € G(t) tal que O(t; +12) = ze (1) = v. E claro que 9(1p) € Ug(t2,7)v. Definindo y(t) := (1),
para todo t > 1, temos Y € G(f2) e W(t2) = @(r2) o que implica

z=0(t1+n)=y(t1+n) €Ug(t1 +12,0)Ug(t2,T)v, V11 > 0etr > T.

Logo,
Ug(tl +12,T)v C Ug(tl +t2,t2)Ug(t2,‘C)v, Vi >0etp > 1.

Como v € E foi arbitrario, podemos concluir que

Ug(l‘] —|—l‘2,’C)E C Ug(l‘] —|—l‘2,l‘2)Ug(l2,’E)E, VYVt >0etp > 1.



22

Por outro lado, dado z € Ug(t) +12,12)Ug(2,7)v entdo existe Yy € G(t2) com y(t1 +1) =z e
Y(t2) € Ug(t2,7)v. Entdo, existe ¢ € G (1) tal que ¢(t2) = Y(t2) com ¢(T) = v. Defina

_§ 0), 1€ [tn)]
0= Y01 -
De (C4), temos 8 € G(t) com 6(t) = @(t) = v. Entdo, z = (11 +1) = 08(t1 +12) € Ug(t1 +
t,7T)v. Logo,
Ug(t1 +1,)Ug(t2,T)v C Ug(t1 +12,T)V.

Visto que v € E foi arbitrdrio o resultado segue. |

Proposicao 3.1.1 [18] Seja G um processo generalizado exato. Se {Ug(t,‘l:)}t>T é um pro-
cesso multivoco definido por G, entdo {U G(,7) } i~ € mondtono com respeito a ordem parcial
de inclusdo de conjuntos, i.e., E C F implica Ug(t,T)E C Ug(t,T)F, para todo —oo <1<t <
+oo.

Demonstracido: Seja z € Ug(t,T)E. Entdo, pela defini¢cdo do processo multivoco, existe ¢ €
G (1) tal que @(r) =z e @(t) € E. Por hipétese, E C F, entdo ¢(t) € F. Logo, por defini¢do,
7€ Ug(t,T)F. |

Proposicao 3.1.2 [18] Seja G um processo generalizado exato. Se {Ug(t,‘c)} € um pro-

t>7T

cesso multivoco definido por G, entdo U g(t,’c)x é compacto para cada x € X e —0 < T<t <
+-o0.

Demonstracio: Considere {z,},.y uma sequéncia em Ug(t,T)x, x € X fixado. Entdo, por
definigdo, para cada n € N existe ¢, € G (1) tal que Q,(f) = z,, 95 (T) = x.
Como @,(t) = x V n temos ¢,(t) — x quando n — +oo. Entdo, de (C3), existe {(pﬂ}yeN

subsequéncia de {@,},cy € @ € G(T) com @(t) = x tais que @, (¢) — ¢(t) para cada t > 1. E
claro que ¢(t) € Ug(t,7)x. [ |

Teorema 3.1.2 [18] Seja G um processo generalizado exato e {Ug(t,‘c)} um processo

t>7

multivoco definido por G. Se K é um subconjunto compacto de X e {K,}, n€é uma sequéncia

de subconjuntos compactos de X tal que dist(K,,K) — 0 quando n — o, entdo
dist(Ug(t,7)Ky,Ug(t,7)K) — 0 quando n — o,

para cada —oo < T <t < oo,

Demonstracao: Suponha que isso ndo seja verdade. Entdo deve existir um €y > 0, uma sub-
sequéncia {Kﬂ}peN de {Ky},cy € elementos a,, € Ug(t,T)K,, tais que

dist(a,,Ug(t,7T)K) > €. 3.1)

N6s temos a, = @, (t) com {(py}y oy € G(T) € @u(T) € Ky, pela defini¢ao do processo multivoco.
Como dist(K,,K) — 0 quando n — « e K é compacto existem z € K e uma subsequéncia de
{(p:“},uGN’ que ndo iremos renomear, tal que ¢,(t) — z. De (C3), existem ¥ € G(T) e uma
subsequéncia de { @, }y n» que chamaremos da mesma forma, tal que @, () — y(1), Vi >1Te
com (1) = z € K. Entdo y(¢) € Ug(t,7)K, que contradiz (3.1). u
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Definicao 3.1.5 Sejam X,Y espacos métricos.

1. Uma aplicagdo F : X — P(Y) é fracamente semicontinua superiormente se para todo
x € X e qualquer e—vizinhanca de F(x), Os(F(x)), existe & > 0 tal que se p(x,z) < d,
entdo F(z) C Og(F(x)).

2. Se trocarmos a €—vizinhangca O por uma vizinhanca qualquer O entdo F é chamada

semicontinua superiormente.

3. F ¢ semicontinua inferiormente se para todo x € X,x, — x e y € F(x), existe uma

sequéncia {y,} tal que y, € F(x,) e y, = y.

4. F ¢é continua se é semicontinua superiormente e inferiormente.

Teorema 3.1.3 [18] Seja G um processo generalizado exato. Se {U G (t,‘c)} € um processo

t>7

multivoco definido por G, entdo Ug(t,7) : X — K(X) é uma aplicag¢do semicontinua superior-

mente e tem grdfico fechado para todo —oo < T <t < +oo.

Demonstra¢do: Suponha que x +— Ug(,T)x ndo é uma aplicagdo semicontinua superior-
mente. Entdo, existem xo € X, uma vizinhanga O(Ug(t,7)x0) € {&1},en C Ug(,T)x, com
p(xn,X0) < 1 tal que &, & O(Ug(t,7)x0). Como {&,},cry C Ug(t,7)xn, existe {Qn}eny C G(T)
tal que &, = @,(t) e 9,(T) = x, — x0 quando n — oo. De (C3) existe uma subsequéncia de
{®,}, que ndo iremos renomear, e @ € G(1) tal que xo = @(1) e @,(t) — @(¢). Entdo, & :=
@(t) € Ug(t,t)x0 com &, — § quando n — e 0 que é uma contradi¢do. Portanto, x — Ug(t,7)x
¢ semicontinua superiormente.

Para provar a segunda parte, considere o par (,7), —oo < T <t < oo fixado e uma sequéncia
(Xn,yn) tal que y, € Ug(t,T)x, com x, — x € y, — y em X. Como x, — x, dado 8 > 0 existe
no(8) > 0 tal que p(x,,x) < O, para todo n > ny(9). Pela semicontinuidade superior, dada uma
§—vizinhanga de Ug(t,T)x, Og/»(Ug(t,7)x), existe 8o > 0 e ng = no(8o) tal que Ug(t,7)x, C
Og/2(Ug(t,7)x), para todo n > n, i.e., y» € Og2(Ug(t,7)x), para todo n > ng. Como y, —
y entdo para um dado € > 0, existe n; = nj(g) > 0 tal que p(y,,y) < %, para todo n > nj.
Considerando N := max{ng,n;} temos p(y,Ug(,7)x) < p(y,yn) +p(yn, Ug(t,7)x) < 545 =
€. Logo, y € O(Ug(t,7)x). Como € foi qualquer e Ug(t,7)x € fechado, temos que y € Ug (2, 7)x.
|

3.2 Atracao pullback e propriedades de conjuntos ®-limites

Nessa secdo definiremos os conjuntos ®-limites e provaremos algumas propriedades. G serd
sempre um processo generalizado exato.

Definicdo 3.2.1 Seja t € R qualquer. As orbitas de ¢ € G(t) e E C X, no tempo t, comt > T,

sdo dadas por:
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Lovi(@) :={o(r)it<r<i};
2. %(t,E) :=Ug(t,7)E;
3. V(t,E) i= Uyee %s(t, E) = Uy Ug (1, 5)E.
Definicio 3.2.2 Seja T € R qualquer. Se 9 € G(t), ECX et > 1,
1. (@) := {z € X;9(t;) — z,com {tj}jeN C [t,00),tj — oo};

2. o(t,p) = {z e X;0(t)) —>z,c0m{t]~}j€N C [’c,t]};

X
;

3. ot,E) = Ne<, Vo(1,E)
4 0(E) =Nz W(.E) =2 Ug(t,0)E

Mais ainda,
1. op(1,E) = {Z €X:39;€ G(1), {9(t))} oy CE T = =0, {9j(1)) } ;o € BX),

0;(1) —>Z,j—>°°}7

2. wp(E):= {z €X:39,€G(0), {9;(0)} ;o CE,{9;(0)} ;o € B(X) e existe {t;} . C
R, tj — o com @j(t;) — z}.

Procedendo como em [8] pode ser mostrado que
Observacao 3.2.1 O conjunto o(t,E) consiste dos limites de todas as sequéncias convergentes

{1} e onde &, € Ug(t,sp)E, s, — —oo. Entdo, é claro que wp(t,E) C o(t,E) e wp(E) C

®(E). Mais ainda, op(t,E) = o(t,E) e 0p(E) = ©(E) para qualquer conjunto limitado E.

Definicao 3.2.3 Dizemos que existe uma orbita completa em x € X se existe uma aplicacdo
Y : R — X com y(t) = x, para algum T € R e para todo s € R,y** € G(t+5). Nesse caso, a

orbita completa y é dada por

V(W) == Im(y) ={y(t) : 1 € R}.

Também dizemos que ¥ é uma orbita completa em x no tempo <.

Note que toda 6rbita completa y é uma solugio (y = y+9), logo satisfaz

V(1) €Ug (t,s)(w(s)), para qualquer s <t.
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Definicao 3.2.4 Se y é uma orbita completa, o conjunto o-limite é dado por
a(y) :={zeX; y(tj) =z, 1j = —oo}.

Defini¢ao 3.2.5 Dizemos que a drbita completa y : R — X € estaciondria se (t) = z, para

todot € R, para algum z € X. Definimos
Z(G) = {z € X; existe uma drbita completa y tal que y(t) =zVt € R}.

Observacao 3.2.2 Observe que z € Z(G) pode ser chamado de uma solugdo estaciondria em
G uma vez que temos que se z € Z(G) entdo 3 ¢ € G tal que O(t) = z para todo t > Ty, para

algum 79 € R.

De fato, se z € Z(G) entdo existe uma 6rbita completa y tal que y(¢) =z V € R. Pegando
T,sER, 0: =y € G(T+s), temos ¢(r) = y(¢t) = z paratodo r > Ty :=T+s.

Observacao 3.2.3 Quando se trata de equacoes diferenciais ou inclusoes, também temos que
se z € Z(G) entdo z € Ug(t,7)z para todo t > %, para algum T € R. Entdo, podemos nos referir

a z como um equilibrio de Ug(t,7).

De fato, se z € Z(G) entdo existe uma Orbita completa y tal que y(r) =z V7 € R e, pela
defini¢do de 6rbita completa, Yy G (1), para algum T € R. Considerando ¢ := Y10 temos
z=¢(t) com ¢ € G(7) e §(7) = z. Logo, z € Ug(t,T)z paratodo t > T.

Definicfio 3.2.6 Seja A = {A(t)},cp uma familia de subconjuntos de X .
1. A é positivamente invariante se Ug(t,7T)A(T) C A(t) para todo —oo < T <t < oo;
2. A é negativamente invariante se A(t) C Ug(t,7T)A(T) para todo —oo < T <t < oo
3. A éinvariante se Ug(t,T)A(T) = A(t) para todo —oo < T <t < oo

4. A é quasi-invariante se para cada 7 € A(T) para algum t € R, existe uma érbita completa

W passando por z em T (i.e., Y(T) =z) e Y(t) € A(t) para todo t € R.
5. A é fracamente positivamente invariante se para todo T <t e 7 € A(T) temos que
Ug(t,T)A(T) NA(t) # @.
E 6bvio que A € invariante se, e somente se, € positivamente e negativamente invariante.

Proposicao 3.2.1 [18] a) Se A é quasi-invariante, entdo A é negativamente invariante.

b) Se A é invariante, entdo A é quasi-invariante.
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Demonstracio: a): SejaA = {A(t)},.r um conjunto quasi-invariante, isto , paraz € A(t), t €
R, existe uma 6rbita completa y passando por z em 7 (i.e., Y(r) = z) e Y(I) € A(l), para todo
leR.

Mostremos que A(t) C Ug(t,T)A(T) para todo —eo < T <t < co. De fato, sejam —oo < T <
t < oo fixados e z € A(t). Por hipétese existe Wy passando por z em ¢ citada acima. Pela definicdo
de 6rbita completa ™ € G(t +s) para todo s € R.

Consideremos g : =y (™) € G(t+1—1) = G(1). Dai g(t) =y " (1) = y(r) =ze g(t) =
V(1) € A(T). Portanto, A(t) C Ug(t,T)A(T)

Ou seja, A é negativamente invariante.

b): SejaA = {A(t)},cr uma familia invariante de subconjuntos de X, i.e., A(¢) = Ug(t,T)A(T)
para todo —eo < T <t < oo, Seja z € A(T) para algum T € R. Mostremos que existe uma 6rbita
completa y passando por z em T (i.e., Y(T) = z) e que Y(¢) € A(r) para todo r € R.

Por (C1), existe Yo € G(T) com Yo (T) = z. Visto que Ug(1,T— 1)A(T— 1) = A(7), existe
yieG(t—1)comy(t—1)€A(t—1)ez=wy;(7).

Analogamente, existe Y2 € G(T—2) com yp(T—2) € A(t—2) e yi(t—1) =wya(t— 1),
pois Ug(T—1,1—2)A(1—2) =A(t—1).

Continuando este procedimento indutivamente podemos definir y : R — X, por

( Yo(t),t >,
Vi(t),tet—1,1),
wt),te[t—2,1—1),

ﬁfr(t),t €lt—nt—(r—1)),

Note que ¥y : R — X com y(t) = z. Mostremos que y é uma 6rbita completa. De fato, seja
s € R. Queremos mostrar que W € G(T+ ).

Temos que se s > 0, (1) = y(I) = yo(l), para todo [ > T+s.

Se s <0, entdo T+s € [t—F,t1— (F— 1)) para algum 7 € N (basta tomar 7 como 0 menor
inteiro maior ou igual a —s).

Dai defina  : [T — 7,00) — X da seguinte forma

(

WO(I)a se IZT,
W1<l)7se ZE[T_LT),
(1) = y(l),se le[t—2,1—1),

\ :;(l),se let—F1—(F—1)).

Por (C4), § € G(t— 7).

Agora, YT+ € G(1—F+7+5) = G(t+s) e y(1) = () = §T7+)(1), para todo
[ >1+s. Logo, y™ = \IIJ“(; +s) e G(T+s). Portanto, y é uma 6rbita completa passando por z
em T.

Mostremos que () € A(t), para todo ¢ € R.

De fato, seja t € R. Se t > 1, temos Y(t) = Yo(t) € A(t) = Ug(t,T)A(T), pois Yo € G (1)
e Yo(t) =z€A(T). Set <1, te€[t—rTt—(r—1)) para algum r € Nx. Logo, neste caso,
Y(t) =y, (t) €A(t) =Ug(t,t—r)A(T—r), pois Y, € G(T—r) e Y (T—r) €EA(T—r). |
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Definicdo 3.2.7 Uma familia A = {A(t)},cp € dita fechada (compacta, limitada) se todo con-

Junto A (t) é fechado (compacto, limitado).

O préximo lema mostra que para familias compactas de conjuntos de processos multivocos
estritos, a invariancia negativa junto com a fracamente positivamente invariancia implica quasi-
invariancia.

Lema 3.2.1 [20] Suponha (C1) — (C4) vdlidos e seja A = {A(t) },cp uma familia compacta. Se

A é fracamente positivamente invariante e negativamente invariante, entdo A é quasi-invariante.

Demonstracao: Primeiro, provaremos que para todo T € R, xo € A(t) existe ¢ € G (1) tal que
©(t) =xpe @(t) € A(r) para todo t > 1. Observe que para essa afirmacdo é necessario apenas
assumir que A é uma familia fechada.

Existe um x11 € Ug(T+1,T)xoNA(T+ 1) e uma aplicagio @1 € G(1) tal que ¢1(T) =x0 e
¢@1(t+ 1) = x1;. Da mesma forma, escolhemos

1 1 1
x21 € Ug(T+ E,T)Xo ﬂA(TJFE), x2 € Ug(t+ 1;T+§)X21 NA(T+1),

assim por (C4) existe ¢ € G(7) tal que §2(T) = x0, P2(T+3) =x21 € P2(T+ 1) = x20.

Repetindo esse procedimento varias vezes, obtemos uma aplicagdo ¢,+1 € G (1) tal que
Put1(T) =x0€ Quy1(t) €A(t) parat =T+ 57, j=1,2,...,2"

De (C3) existe @ € G(7) e uma subsequéncia de @, tal que @°(¢) = limy_... @y, (¢), para
todo ¢ > 0. Entdo, como A é uma familia fechada, @°(¢) € A(¢) para todo ¢ € [0,1] que sdo
fracdes bindrias. Como A é fechada e ¢ é continua, segue que @°(¢) € A(t), para todo ¢ € [0, 1].

Repetimos a mesma prova para definir a sequéncia ¢/ € G(t+j), j € N, tal que ¢/ (T + j) =
¢/~ (t+j) e ¢/ (t) € A(t) para todo t € [T+ j,T+ j+ 1]. Usando (C4) concatenamos essas
aplicacoes e obtemos @ € G () tal que @(T) = xp e @(t) € A, para todo ¢ > T, como queriamos
mostrar.

Agora, argumentando de uma maneira similar podemos ver que se A é uma familia com-
pacta, entdo para todo T € R, xg € A(T) existe uma 6rbita completa ¢ tal que ¢ (T) = xo e
O(r) € A(t) paratodo t <.

Concatenando as aplicacdes ¢ e @ obtemos uma Orbita completa y tal que Y (T) = xp e
y(r) € A(t) paratodot € R. u

Definicao 3.2.8 Sejat € R.
1. Um conjunto A(t) C X pullback atrai um conjunto B € X no tempo t se

dist(Ug(t,s)B,A(t)) — 0 quando s — —oo.

2. Uma familia A = {A(t)},cg pullback atrai conjuntos limitados de X se A(t) C X pull-

back atrai todos subconjuntos limitados em 7T, para cada T € R.

3. Um conjunto A(t) C X pullback absorve subconjuntos limitados de X no tempot se,

para cada B € B(X), existe T =T (t,B) <t tal que Ug(t,T)B CA(t) VT <T.
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Definicao 3.2.9 Uma familia {A(t)},.r pullback absorve subconjuntos limitados de X se,

A(t) pullback absorve conjuntos limitados no tempo t, para cada t € R.

Definicao 3.2.10 A familia A = {A(t)},cg € dita um atrator pullback global para Ug se:
1. A é compacta;
2. A pullback atrai conjuntos limitados de X ;
3. A é negativamente invariante;

4. A4 é minimal, isto é, se :‘fl = {ﬁ(t)} " é uma familia pullback atratora fechada, entdo
re

A(t) C :Q\l(t) para todot € R.

Definiciio 3.2.11 G é chamado pullback limitado dissipativo se existe uma familia {B(t)},cp
com B(t) € B(X) Vt € R que pullback absorve subconjuntos limitados de X. De outro modo, Ug
¢ chamado pullback limitado dissipativo se existe uma familia By := {Bo(t)},cg com By(t) €
B(X) para todo t € R que pullback absorve subconjuntos limitados de X. By é dito pullback
absorvente. G é dito monoticamente pullback limitado dissipativo se, além disso, By(s) C Bo(t)

para todo s < t.

Definicao 3.2.12 G ¢é chamado pullback assintoticamente compacto no tempo t se para qual-
quer sequéncia {(pj}jeN’(Pj € G(t;) com {Tj}jeN C (—oo,t],Tj = —0e {(pj(rj)}jeN € B(X)
a sequéncia {(p j (t)}j o fem uma subsequéncia convergente. Ou equivalentemente, para todo
B € B(X) cada sequéncia {Eéi}jeN com &; € Ug(t,7;)BVY j €N e 1; = —oo tem uma sub-
sequéncia convergente. Dizemos que G é pullback assintoticamente compacto se o é em cada

tempot € R.

Definicao 3.2.13 G ¢é chamado pullback condicionalmente assintoticamente compacto no
tempo t se todo B € B(X) tal que Y (t,B) € B(X), para algum to = T0(B) < t, cada sequéncia
{€n}en com &, € U (t,1,)BY n € N e t,, — —oo tem uma subsequéncia convergente. Dizemos

que G é pullback condicionalmente assintoticamente compacto se o é em cada tempo t € R.

Definicao 3.2.14 G ¢ pullback eventualmente limitado no tempo t se para todo B € B(X)

existe To = t9(B) <t tal que Y (t,B) € B(X).

Proposicao 3.2.2 [18] Seja G pullback assintoticamente compacto no tempo t. Entdo G é

pullback eventualmente limitado no tempo t.
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Demonstracao: Seja a € X and B € B(X), e suponha por contradi¢do que Y*(¢,B) ndo é
limitado para todo T < . Entdo existe ¢; € G(s;) com @;(s;) € Be s; — —oco quando j — +oo
com p(@;(t),a) — +oo quando j — +oo, mas {Q;(¢)} jen tem uma subsequéncia convergente,
pelo fato de G ser pullback assintoticamente compacto no tempo ¢. [ ]

Teorema 3.2.1 [18] G é pullback assintoticamente compacto no tempo t se, e somente se, G
é pullback eventualmente limitado no tempo t e pullback condicionalmente assintoticamente

compacto no tempo t.

Demonstracao: Se G € pullback assintoticamente compacto no tempo ¢ entdo a proposi¢ao
anterior garante que G € pullback eventualmente limitado no tempo ¢. E claro que G ser pullback
assintoticamente compacto no tempo ¢ implica que G € pullback condicionalmente assintotica-
mente compacto no tempo ¢.

Por outro lado, suponha que G € pullback eventualmente limitado no tempo ¢ e pullback con-
dicionalmente assintoticamente compacto no tempo ¢. Seja @; € G(T;) com B := {(p i(T)) }j en €
B(X)et>1j, 1j — —oo. Como G ¢é pullback eventualmente limitado no tempo ¢ existe Ty =
To(B) <t tal que Y (z,B) € B(X). Como G ¢é pullback condicionalmente assintoticamente com-
pacto no tempo ¢, a sequéncia {(p (1) } jen tem uma subsequéncia convergente. Isso mostra que

G ¢€ pullback assintoticamente compacto no tempo ?. [ |
Proposicao 3.2.3 [18] Sejat € R e B € B(X). Suponha que existe D(t,B) € K (X) tal que
lims—, _wdist (Ug(t,5)B,D(t,B)) = 0.

Entdo o (t,B) € K(X) e é o conjunto minimal fechado que pullback atrai B no tempo t.

Demonstracao: Primeiro vamos mostrar que ®(¢,B) é ndo-vazio. Se for vazio, entdo pela
Observagdo 3.2.1, a sequéncia {x;} € Ug(t,s)B, onde s; — —oo, ndo tem subsequéncia con-
vergente. Como lim,_, _.dist (Ug(t,s)B,D(t,B)) = 0, temos dist(x; ,D(t,B)) — 0 quando
s — —oo. Logo, existe ax — 0 e {y;} € D(t,B) tais que d(xg,yx) < 0y para todo k. Da
compacidade do conjunto D(¢,B), {y} tem uma subsequéncia {yk j} convergente, logo {xk j}
converge, que € uma contradi¢ao.

Como dist(xi,D(t,B)) — 0 quando s; — —oo, se y = limy,_, o« Xi, onde x; € Ug(t,s5¢)B,
entdo y € D(t,B). Logo, usando a Observagao 3.2.1, temos o (¢,B) C D(t,B), portanto, ® (¢, B)
¢ compacto.

Suponha agora que ®(¢,B) ndo atrai pullback B no tempo t. Entdo, podemos encontrar
€ > 0 e uma sequéncia x; € Ug (¢, s¢)B, onde s; — —oo, tais que dist(x;, ®(t,B)) > €, para todo
k. Visto que lims_,_wdist (Ug(t,s)B,D(t,B)) = 0, entdo {x;} tem uma subsequéncia {x;}
convergente. Finalmente, pela Observacdo 3.2.1, temos x;; — y € ®(,B), que nos dd uma
contradicao.

Agora, considere um conjunto fechado F satisfazendo lim,_, _.dist (U G (t,s)B,F ) = 0. Pro-
varemos que ® (¢,B) C F. Pela Observagdo 3.2.1, para qualquer y € ® (¢, B) podemos obter uma
sequéncia {x,} € Ug(t,sn)B convergindo para y quando s, — —co. Pegue um € > 0 qualquer.
Por limy_, _wdist (Ug (t,5)B,F) = 0, existe ng tal que dist (x,,F) < 5 e d(y, {x,}) < 5, para todo
n > ng. Logo, dist (y,F) < d(y,Xy,) +dist (xn,, F) < €. Como F ¢ fechado, finalmente obtemos
queyc F. [ |
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Proposicao 3.2.4 [18] G é pullback assintoticamente compacto se, e somente se, para cada

t € R e B € B(X) existe um conjunto compacto D(t,B) satisfazendo

limg—, odist(Ug(t,s)B,D(t,B)) = 0.

Demonstracdo: (=) Seja G pullback assintoticamente compacto. Sejam r € R e B C B(X)
dados. Entdo, pela Observagdo 3.2.1, o conjunto ® (¢, B) é ndo vazio.

Primeiro vamos mostrar que ® (¢, B) é compacto. De fato, para qualquer sequéncia {&,} C
o(t,B), temos {§,} C ¥*(t,B), para todo s < e entdo existe {, € Ug(t,s,)B com s, — —oo
tal que d(&,,8,) < % Como G ¢ pullback assintoticamente compacto, € possivel extrair uma
sequéncia {{,x } convergindo para algum y € X. Pela Observacdo 3.2.1, y € o(¢,B), dai &, —
y € o(t,B) e a compacidade segue.

Agora vamos checar que ®(z,B) pullback atrai B no tempo ¢. Suponha que nao. Entao
podemos encontrar um € > 0 e uma sequéncia &, € U, g(t, sn)B, onde s, — —oo, tal que

dist (§,,0(t,B)) > ¢

, para todo n. Como G ¢é pullback assintoticamente compacto, {£,} tem uma subsequéncia

{&k} convergente. Pela Observagéo 3.2.1, {E,x} — y € ©(z,B), que nos dd uma contradigéo.
Assim, o conjunto D(t,B) = 0 (t,B) € K(X) satisfaz lim,_, _dist(Ug(t,5)B,D(t,B)) = 0.
(<) Para qualquer r € R e B € B(X), existe D(t,B) € K(X) tal que

limg—, _odist(Ug(t,s)B,D(t,B)) = 0.
Tome uma sequéncia qualquer &, € U G(t,5,)B com s, — —oo quando n — 0. Como
limg, _odist(Ug(t,s)B,D(t,B)) = 0,

dist(€,,D(t,B)) — 0 quando n — . Logo, existe o, — 0 e {,, € D(¢, B) tal que d(&,,8,) < O,
para todo n. Como D(t,B) € K (X), {C,} tem uma subsequéncia {,, } que converge para algum
y € D(t,B). Consequentemente &, — y. Portanto G ¢ pullback assintoticamente compacto. W

Como uma consequéncia da Proposicao 3.2.3 e Proposi¢ao 3.2.4 temos o seguinte.

Corolario 3.2.1 Seja G pullback assintoticamente compacto no tempo t e seja B € B(X), entdo

o(t,B) € K(X) e é o conjunto minimal fechado que pullback atrai B no tempo t.

O préximo teorema € o resultado principal dessa secao.

Teorema 3.2.2 [18] Suponha que G é pullback assintoticamente compacto no tempo t e seja
B € B(X). Entdo (t,B) € K(X) e é o conjunto minimal fechado que pullback atrai B no tempo
t. Se G é pullback assintoticamente compacto, entdo a familia {0(t,B)},cr € quasi-invariante.
Se tivermos, além das hipdteses acima, que para cada t € R, Ug(t,r)o(r,B) C B para todo

r <t entdo {0(t,B)},.r € invariante.
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Demonstracao: Fixet € R qualquer.

Como G ¢ pullback assintoticamente compacto no tempo ¢, o Coroldrio 3.2.1 garante que
o(t,B) € K(X) e é o conjunto minimal fechado que pullback atrai B no tempo ¢.

Para provar que {®(z, B) },. € quasi-invariante, pegue z € (¢, B) qualquer. Pela Observagio
3.2.1 existe @; € G(T;) comT; <t paratodojeT; — —cocom @;(T;) € Be ¢;(t) — z. De (C2),
(p;r(t_rj) € G(t)=G(tj+t—r;) paracada j € N. Como (p;r(t_rj) (1) =@;j(t) — z, por (C3) existe
uma subsequéncia de {(p;r(t_rj )}, que ndo vamos renomear, e uma solug¢do Yo € G(r) com
Wo(t) =ztal que @;(¢) = (p;r(l_m (£) = yo(¢), para todo £ > t. Claramente, o (¢) € o(¢, B) para

todo £ > t. Agora, considere a sequéncia {(p;.L(t—Tj_l)}. De (C2), (p;r( e Gt—1)=
G(tj+1—1;—1) paracada j € N. Como G ¢ pullback assintoticamente compacto, {@;(r—1)}

1—T;—

A s ~ -‘r(l—Tj— 1)
tem uma subsequéncia convergente, que ndo vamos renomear, tal que @, (t—1)=¢;(t—

[—T;—

1) — z;. Por (C3), existe uma subsequéncia de {(p;r( 1)}, que chamaremos da mesma, e

uma solugdo y; € G(t —1) com y;(r — 1) = z; tal que @;(¢) = (p;L(t_Tj_U(@) — y1(¢), para
todo £ > — 1. E facil ver que | (£) € (¢, B) paratodo £ > 1 —1 ey (¢) = yo(¢) paratodo £ > 1.
Procedendo indutivamente, encontramos para cada r = 1,2,... uma solugio y, € G(t —r) tal
que Y,(£) =y,_1(¢) paratodo ¢ >t — (r—1) e y,(¢) € o(¢,B) paratodo ¢ >t —r. Dado ¢ € R,
defina y(¢) como o valor comum de (¢ + r) para r >t — . Entdo y é uma 6rbita completa
com y(1) =yo(t) =ze y({) € o(¢,B) para todo ¢ > 1.

Finalmente, suponha que para cada t € R, Ug(t,r)o(r,B) C B para todo r < t, vamos pro-
var que {o(t,B)}, g ¢é invariante. Pela Observagdo 3.2.1, w(t,B) ser quasi-invariante implica
o(t, B) ser negativamente invariante, i.e., ®(t,B) C Ug(t,t0)®(to, B) paratodo —oo <ty <t < co.

Falta provar a inclusdo oposta. Seja z € Ug(t,t0)®(to, B), entdo z = ¢(t) com @ € G(to)
e 0(t) =:y € ®(to,B). Como o(tg,B) C Ug(t0,Tn)®(Tn,B), Ty <to <t, VneNeT, = —oo,
temos y = @, () para algum ¢, € G(t,) € ¢,(T,) € ®(T,,B). Defina a aplicacdo

— @u(s), s € [Ta,10]
0,(s) ._{ ols). 5> 1o o

Como ¢(t9) =y = @,(to), por (C4) 8, € G(t,). Mais ainda, z = @(t) = 6,(¢). Logo, z =
lim, 0,(f) com 6,(T,) = @u(Tn) € ©(Ty,B) C Ug(Ta,£)®(¢,B) C B para todo £ < 1,, sendo
que a dltima inclusdo vem da hipétese. Portanto, 6,(t) € Ug(t,7,)B e , pela Observagdo3.2.1,
conclui-se que z € ®(z,B). |

3.3 Existéncia e caracterizacao do atrator pullback

Vamos considerar agora condi¢des necessdrias e suficientes para a existéncia de um atrator
pullback. A condigdo (C3) implica que paratodo (¢,s) € R a aplicagdo x — Ug (¢, s)x tem grafico
fechado (vide Teorema 3.1.3). Entdo obtemos o seguinte teorema que nos dd uma condi¢ao
suficiente para a existéncia de um atrator pullback.

Teorema 3.3.1 [8, Teorema 18]Sejam (C1) — (C3) vdlidos. Se existe uma familia de conjuntos

compactos pullback atratora D(t), entdo a familia de conjuntos A = { A(t) };cr definida por

aAt)= |J o(,B) (3.2)

BeB(X)
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¢ um atrator pullback global para Ug. Mais ainda, os conjuntos A(t) sdo compactos e A(t) C

D (t) paratodot € R.

Definicao 3.3.1 A familia de conjuntos {K(t)},cr é chamada backwards limitada se para al-
gum T o conjunto Ky = U;<K (t) € limitado.

Em [23, Proposi¢do 4.3] e [9, Lema 5] foi provado que se o atrator pullback € backwards
limitado e Uy € estrito, entdo € invariante. Como as condigdes (C1) — (C4) implicam que o
processo generalizado Ug € estrito, temos o seguinte resultado.

Lema 3.3.1 [20] Sejam (C1) — (C4) vdlidos. Se Ug possui um atrator pullback global backwards

limitado A = {A(t)},cp, entdo A é invariante.

Demonstracio: Sejat tal que B =J,, A(t) € limitado. Como A(r) é negativamente invari-
ante e Ug € um processo multivoco definido por um precesso generalizado exato, para T < 71,
T < s <t temos

Ug(t,s)A(s) CUg(t,5)Ug(s,T)A(T) = Ug(t,T)A(T) C Ug(2,7)B.
Ento passando o limite quando T — —oo temos que Ug(t,5)A(s) C A(t). |

Quando usamos a compacidade pullback assintdtica para provar a existéncia de um atrator
pullback, precisamos adicionar algumas propriedades dissipativas.

Definicao 3.3.2 A familia {A(t)}, g pullback absorve subconjuntos limitados X se para cada
t€R, Bc B(X)existe T =T(t,B) <t tal que Ug(t,7)(B) C A(t), para todo T <T.

Em [23, Teorema 3.6 ¢ Proposi¢do 4.2] os autores provaram que se Ug € um processo
multivoco tal que o gréfico da aplicagdo x +— Ug (t,s) x € fechado, entdo a compacidade pullback
assintotica e a dissipacidade pullback monétona sdo condigdes necessdrias e suficientes para a
existéncia de um atrator pullback limitado A = {A(s) : s € R}. Os autores em [20] estenderam
esse resultado mostrando que o atrator pullback € caracterizado nesse caso pela férmula

at)= |J o(,B) (3.3)

BEB(X)

mas sem o fecho.

Lema 3.3.2 [23, Lema 2.5] Seja Ug assintoticamente compacto. Entdo para cada B € B(X) e
cadat € R, o(t,B) é ndo-vazio e compacto. Mais ainda, o conjunto Q(B) = {o(t,B) : t € R},

onde para todo t € R temos w(t,B) = (\s<; Ur<;Ug(t,7)B, pullback atrai B no tempo t.

Teorema 3.3.2 [23, Teorema 2.14] Se Ug é assintoticamente compacto, entdo existe um con-

junto minimal fechado que pullback atrai os limitados no tempo t. Esse conjunto é dado por

K@t)= |J o(,Bo). (3.4)

BoeB(X)
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Segue da Proposicdo 4.2 em [23] a seguinte

Proposi¢ao 3.3.1 Se Ug ¢ assintoticamente compacto e monotonicamente dissipativo, entdo o

atrator pullback A = {A(t) : t € R} é negativamente invariante.

Teorema 3.3.3 [23, Teorema 3.5] Ug ¢é pullback assintoticamente compacto e monotonica-
mente dissipativo se, e somente se, Ug possui um unico atrator pullback backwards limitado

minimal fechado.

Demonstracao: (=) : Seja By = {By(¢) : t € R} um conjunto pullback absorvente backward
limitado. Em vista do Lema 3.3.2, para cada ¢t € R os conjuntos A(f) = o(t,Bo(¢)) sdo ndo-
vazios, compactos e
lim dist(Ug(t,s)Bo(t),A(t)) =0, paratodot € R.
§—y—00
Precisamos mostrar que 4 = {A(t) : t € R} pullback atrai qualquer conjunto limitado. Se
E € B(X) é esse conjunto, entdo para cada s,z € R com s < 7, podemos encontrar T=7T(s,E) < s

tal que
Ug(t,T)E CUg(t,s)Ug(s,T)E C Ug(t,5)Bo(s) C Ug(t,s)Bo(t),

para todo T < T, onde a dltima inclusdo segue da monotocidade.
Logo, paratodor e Ret < T,

dist(Ug (1,7)E,A(t)) < dist(Ug (t,5)Bo(t),A(t)).

Entao,
lim_, supdist(Ug (1,7)E, A (1)) < dist(Ug (1, 5)Bo(1),A(t)).

Visto que
lim dist(Ug(t,s)Bo,A(t)) =0, paratodot € R,

s——00

a propriedade de atrator pullback segue passando o limite quando s — —oo (.. T — —oo, OIS
T < T < s) na desigualdade acima.

Para a minimalidade, observe que o Teorema 3.3.2 nos dé a existéncia de um dGnico conjunto
atrator pullback minimal fechado definido por

K(1t)= |J ol,B). (3.5)

B()EB(X)
Como By(r) € limitado, para todo 7 € R, temos
A(t) = (t,Bo(t)) C K(t) CA(t) = A(t) = K(1),

provando a minimalidade.
Para mostrar que 4 é backward limitado, observe que para todo ¢ € R existe T(z,By(t)) tal

que temos Urcz(s,p,(1)) Ug(t:T)Bo(t) C Bo(t) € entdo Urcrr gy (1)) Ug (#,T)Bo(t) C Bo(t). Isso

significa que A(t) = ®(¢,By(t)) C Bo(t). Logo temos
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e a limitacdo backward segue.

(<) : Agora seja E € B(X) e seja 4= {A(t) : t € R} o tnico atrator pullback backwards
limitado minimal fechado. Temos para todo ¢ € R que lim, o.dist(Ug(t,s)E,A(t)) = 0. Disso
segue que

limg— _odist(Ug(t,5)E,| JA(t)) =0.
<t

Escolha & > 0. O conjunto C = {O:(U.,;A(7)) : t € R} € limitado e mond6noto. Precisamos
mostrar que esse conjunto tem que ser absorvente.

Assuma por contradi¢do que existe um conjunto E € B(X) e as sequéncias {x,} C E, s, —
—ooe {E,} €Ug(t,5n)x, tal que {&,} ¢ Oc(Uy<, A(T)). Isso significa que dist(&,, U, A(T)) > €
e dist(Ug(t,541)E, U<, A(T)) > €, uma contradigdo.

Para a provar a compacidade assintdtica, assuma que {x,} C E onde E € B(X) e {§,} €
Ug(t,sn)x, com s, — —oo. NGs temos

Littyseodist(En, A(7)) = 0,

e entdo conseguimos encontrar uma sequéncia 1, C A(t) tal que p(&,,M,) — 0 quando n —
oo, Pelo fato de que A(t) € compacto segue que, para uma subsequéncia denotada da mesma
maneira, 1, — 1. Para essa subsequéncia devemos ter &, — 1 e a demonstragdo estd completa.
|

Teorema 3.3.4 [20] Sejam (C1) — (C3) vdlidos. Entdo Ug é pullback assintoticamente com-
pacto e monotonicamente pullback limitado dissipativo se, e somente se, possui o unico atrator

pullback global backwards limitado A = { 4(s) : s € R} definido por

at)= |J o(,B). (3.6)
BeB(X)

Se (C4) também for satisfeito, entdo A é invariante.

Demonstracao: Em vista do Teorema anterior e da Proposi¢ao 3.3.1 s falta provar que

at)= |J o(B). (3.7)

BeB(X)

Da demonstragdo do Teorema anterior sabemos que A(f) = Ugcs(x) ©(t, B) = @(t,Bo(t)). Entéo,
A(t):=o(,Bo(1)) c |J o@B)c |J otB)=A(),
BeB(X) BeB(X)

assim a igualdade segue.
A ultima afirmacdo segue do Lema 3.3.1. [ |

Observacio 3.3.1 E interessante saber se é possivel obter a existéncia do atrator pullback as-
sumindo que Ug € apenas pullback limitado dissipativo. Daremos uma resposta a essa questdo

na proxima se¢ao.
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Finalmente, vamos considerar a caracterizacdo de dindmicas dentro do atrator pullback
usando 6rbitas completas. Em [9] foi mostrado que o atrator pullback backwards limitado pode
ser caracterizado pela unido de todas as orbitas completas backwards limitadas. Lembrando que
uma Orbita completa y € dita limitada se o conjunto U;cr W (¢) € limitado.

Teorema 3.3.5 [9] Seja (C1) —(C2), (C4) ou (C1) — (C3) vdlidos. Se Ug possui um atrator
global backwards limitado A = {4(s) : s € R}, entdo

A(t) = {y(¢t) : Y é uma 6rbita completa backwards limitada} . (3.8)

Se ndo assumirmos que o atrator € backwards limitado, entdo podemos obter apenas que
toda drbita completa backwards limitada pertence ao atrator global pullback limitado 4 (¢).

Corolario 3.3.1 [9] Assuma que (C1) — (C2), (C4) valem e que Ug possui o atrator pullback

limitado A(t), entdo
A(t) ={y(t) : ¥ é uma orbita completa limitada}. (3.9

Teorema 3.3.6 [20] Sejam (C1) — (C4) vdlidos e suponha que Ug possui o atrator pullback
global A ={A4(s) : s € R}. As seguintes afirmagdes valem:

1. Se y:R — X é uma orbita completa limitada, entdo y(s) € A(s) para todo s € R.

2. Se, mais ainda, A for invariante, entdo para cada 7 € A(t) existe uma drbita completa
vy, tal que . (t) =z e Y.(s) € A(s) para todo s € R.

Demonstracao: Seja y: R — X uma 6rbita completa limitada. Considere o conjunto B :=
User W(s) € B(X). Entdo para qualquer s € R e € > O existe 7 =T (s, B) < s tal que Ug(s,£)B C
O:(A4(s)) para todo ¢ < T. Logo,

Y(s) €Ug(s,s —t)W(s—t) CUg(s,s —1t)B C O¢(A(s))

para ¢ grande o bastante (i.e., s —¢ < T). Entao, Y(s) € Ne=o Oc(A(s)) = A(s) = A(s).
A segunda afirmacdo € uma consequéncia do Lema 3.2.1. [ |

Observacio 3.3.2 As condigoes (C3) — (C4) ndo sdo necessdrias para a primeira afirmagdo.

3.4 Atracao pullback de familias de conjuntos arbitrarios

Nessa secdo vamos considerar a teoria de atratores pullbacks que atraem certas familias de
conjuntos ao invés de conjuntos limitados. Lembraremos primeiro a teoria de existéncia de
tais atratores, que foram desenvolvidas em [6] e [7] para processos multivocos. Depois disso,
estudaremos suas caracterizagoes usando Orbitas completas.

Seja D uma classe de familias de conjuntos ndo-vazios D = {D(¢) : t € R}. Vamos dizer
que a classe D é inclusdo-fechada se D € D e 0 # D'(¢t) C D(t), para todo t € R, implica que
D' ={D'(t): t € R} pertence a D.
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Definicao 3.4.1 A familia A= {A(t) : t € R} é dita um pullback D-atrator global para Ug se
satisfaz:

1. A(t) é compacto para qualquert € R;

2. A4 é pullback D-atrator, i.e.

lim dist(Ug(t,7)D(1),A(t)) =0 Vt € R,

T——oo

para todo D € D;
3. A é negativamente invariante.

A é dito um D-atrator pullback global estrito se é também invariante.

Nesse trabalho, o teorema que afirma a existéncia de um D-atrator pullback global é similar
ao correspondente no caso autdbnomo, ao contrario da situacao na se¢ao anterior nao precisamos
assumir que a familia absorvente € backwards limitada.

Definicao 3.4.2 Dizemos que uma familia de conjuntos ndo-vazios By = {Bo(t) : t € R} é pull-

back D-absorvente se para todo D € D e todo t € R, existe T(t,D) <t tal que
Ug(t,7)D(T) C Bo(t) para todo Tt < 1(t, D).

Definicao 3.4.3 O processo multivoco Ug é assintoticamente compacto com respeito a familia
B= {B(t) : t € R}se para todo t € R e para toda sequéncia t, < t tendendo ao —eo, qualquer

sequéncia y, € Ug(t,%,)B(Tn) € relativamente compacta.

Defini¢ao 3.4.4 Dizemos que Ug é semicontinuo superiormente se para todot >t a aplicag¢do
Ug (t,7,-) é semicontinua superiormente, i.e., para qualquer xo € X e para toda vizinhan¢a O

em X do conjunto Ug(t,7)xo, existe & > 0 tal que Ug(t,T)y C O seja qual for p(xo,y) < 0.

A condigdo (C3) implica facilmente que Ug(t,7,-) € semicontinuo superiormente e tem
valores fechados.

Definiciio 3.4.5 Se By = {Bo(t);t € R}, entdo o(t,By) := Ns<; U<, Ug(,7)(Bo(T)).

Lema 3.4.1 [7] Assuma que o processo multivoco Ug(t,T) é semicontinuo superiormente para
t>1,(t,T€R). Seja By = {Bo(t);t € R}, tal que o processo multivoco é assintoticamente com-
pacto com respeito a By, i.e., para toda sequéncia t, — o, t € R, toda sequéncia y, € Ug(t,t —
th)B(t —t,) € pré-compacta. Entdo, parat € R, o conjunto ® — limite pullback ®(t,By) é ndo
vazio, compacto, limy e, dist(Ug(t,t —T)B(t —1),0(t,By)) = 0 e 0(t,By) C Ug(t,T)0(t,Bo),

para todo t,T € R.
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Demonstracdo: Considere a sequéncia y, € Ug(t,t —t,)B(t —t,) com t,, — eo. Como o pro-
cesso multivoco € assintoticamente compacto com respeito a By, existe uma subsequéncia con-
vergente e seu limite y pertence a ®(z, By), entdo ®(z,By) é ndo vazio.

Agora provaremos que ®(z, By) é compacto. Para qualquer sequéncia {y, } C o(z, By) existe

th — ez, €Ug(t,t —t,)B(t —t,), tais que d(y,,2,) < e Usando novamente que o processo
multivoco € assintoticamente compacto a existéncia de uma subsequéncia convergente z,; —
z € o(t, By) segue. Entdo, y,x — z, logo ®(t,By) é compacto.

Vamos mostrar que limq_,o dist(Ug (,t —T)B( — 1), ®(, Bo)) = 0 por contradi¢do. Suponha
que a igualdade ndo vale, entdo existe € > 0 e y, € Ug(t,t —1,)B(t —t,) com t, — oo, tal que
dist(y,, ®(¢,Bp)) > €. Como Uy € pullback assintoticamente compacto com respeito a By, segue
que existe uma subsequéncia, que nomearemos da mesma, y, — y € ®(¢,Bp), o que ndo é
possivel.

Agora mostraremos que (¢, B9) C Ug(t,7)0(t,By) para todo ¢,T € R. Fixe #,T € R. Entdo
se y € 0(t,By) existem sequéncias y, € Ug(t,t — (t, — T))Xn, Xn € B(t — (t, — 7)) com t,, —
oo, tal que y, — y. Para t, > ¢, a propriedade de processo multivoco implica Ug(t,t — t,, +
T)xn CUg(t,7)(Ug(T,t —t,+7T)x,), e entdo y, € Ug(t,7)zn, onde z, € Ug(T,t — 1, +7T)x,. Como
anteriormente, ao menos de uma subsequéncia, z, — z € ®(T,By). Como x, — Ug(t,T)x é
semicontinuo superiormente com valores fechados, temos y € Ug(#,7)z C Ug(t,T)®(t,By). M

Teorema 3.4.1 [7] Assuma as hipéteses do Lema 3.4.1. E suponha que By € D é pullback

D—absorvente. Entdo o conjunto A dado por
A(t) :== o(t,Bo)

é um D—atrator pullback. Mais ainda, A4 é o vinico elemento de D com essas propriedades. E,

se U G é um processo multivoco exato, entdo A é invariante.

Demonstracao: A primeira parte segue do Lema 3.4.1.

Vamos mostrar que A4 € tnico. De fato, suponha que existe outro D-atrator pullback 4/,
entao como
A'(1) CUg(t,t —1) A (t — 1)

lim dist(Ug (t,t — 1) A (1 — 1), A(t))

T—o0

0,

temos que A4’ (¢) C A(t). Trocando 4 e A’ segue que 4’ = 4.
Finalmente, assuma que Ug € um processo multivoco exato. Entdo, dados 7 > r, temos que

Ug(t,r)A(r) CUg(t,r)Ug(r,r —1)A(r —t) = Ug(t,r — 1) A(r — 1),
para todo T > 0. Como 1 pullback atrai ele mesmo, segue que

lim dist(Ug (¢,r — 1) A(r —1), A(t)) =0,

T—>o0

e, consequentemente, dado € > 0, existe T'(g,¢,r) > 0 tal que, parat > T'(&,t,r)

dist(Ug(t,r —1)A(r — 1), A(t)) <&,
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e como Ug(t,r)A(r) C Ug(t,r —1)A(r —1), temos
dist(Ug(t,r)A(r), A(t)) <,

para todo € > 0, logo Ug(t,r)A(r) C A(t), como desejado. |

Teorema 3.4.2 [20] Sejam (C1) — (C3) vdlidos. Assuma que existe uma familia pullback D-
absorvente By = {By(t) :t € R} e que Ug é assintoticamente compacto com respeito a By.

Entdo, o conjunto A dado por

A@t):= |Jo@,D) co(, B), (3.10)

DeD

onde ®(t,D) = N UUg(t,7,D(1)), é um D-atrator pullback glogal para Ug. A é a familia
s<t1<s
minimal fechada pullback D-atratora. Se By € D, entdo

A(t) :=o(t,B). (3.11)

Mais ainda, suponha que D é inclusdo-fechada, By € D, e que By(t) é fechado em X para
todot € R. Entdo A € D e é o uinico ‘D-atrator pullback global com essa propriedade. E, se

(C4) também for satisfeito, entdo A4 é invariante.

Demonstracao: Em vista do Lema 3.4.1 a familia (¢, By) é ndo-vazia, compacta, negati-
vamente invariante e pullback atrai By. Também é provado no Teorema 3.4.1 que ® (¢, By)
pullback atrai todo D € D. Entéo, Ug € assintoticamente compacto com respeito a todo D € D.
Assim, usando novamente o Lema 3.4.1 a familia {®(¢,D)};cr pullback atrai D e é negativa-
mente invariante e compacta. Ainda, {®(7,D)},cr é a familia mininal fechada que pullback
atrai D. De fato, seja {A (¢) };cr uma familia fechada pullback atraindo D. Como para qualquer
y € ®(t,D) existe uma sequéncia y, € Ug(t,7T,)D(T,), Tn — —oo, tal que y, — y, temos

dist(y,A(t)) < p (y,yn) +dist (yn,A (1)) =0,

entdo y € A(r). Logo segue que o (¢,D) C o (z,By).

Portanto, 4 é a familia minimal fechada D-atratora pullback e 4(f) C w(t, By). E claro
que os conjuntos A(¢) sdo compactos. Falta provar que 4 é negativamente invariante. De
fato, sejay € 4(t) e y, € o(t,D,) tal que y, — y. Para qualquer T < ¢ existem x, € ®(T,D,)
satisfazendo y, € Ug(t,7)x,. Passando para uma subsequéncia podemos assumir que x, — X €
A(1) eentdoy € Ug (¢,7) x, pois o grafico da aplicagdo x — Uy (t,T) x é fechado. Entdo, A(t) C
Ug (t,7) A(7).

Se By € D, entdo 0 (t,By) C A(t), o que implica (3.11).

As outras afirmagoes seguem do Teorema 3.4.1. [ |

Além disso, vamos estudar a estrutura do atrator pullback. Mais precisamente, vamos provar
resultados andlogos como no Teorema 3.3.5, a principal diferenca € que o atrator serd descrito
agora como a unido de todas as 6rbitas completas que pertencem a classe D.



39

Teorema 3.4.3 [20] Assuma que (C1) — (C3) valem, D é inclusdo-fechada e que Ug possui o

D-atrator global pullback A, que pertence a ‘D. Entdo

A(t) ={y(t) : ¥ é uma orbita completa e y € D}.
Demonstracao: Primeiro, seja y € D uma 6rbita completa. Entao

V(1) €Ug (t,s)(y(s)), para qualquer s <t.

Como dist (Ug (t,5)y (s), A (t)) — 0 quando s — —oo, obtemos que Y (¢) € A (r) para qualquer
teR.

Segundo, seja z € 4(t), t € R qualquer. Como 4 é negativamente invariante, para qualquer
sequéncia s, — —oo temos z € A(t) C Ug (t,5,)(A(sy)), entdo existe @, € G (s,) tal que z =
@ (1) € Pn (51) € A (sn), pela definicdo de Ug(t,5,)(A(sn)). A condigdo (C2) implica que v) =
®n |[1,00)€ G (t). Por (C3), passando para uma subsequéncia, W0 (r) =19 (r), para todo r > t,
onde ! € G (1), V0 (t) = z. Como V) (r) = limy—eo @y (r) € @y (r) € Ug (r,50) (A (sn)), obtemos
que W (r) € o(r,4) C A(r) para qualquer r > ¢.

Seja agora v} = @, l(—1,0)€ G (t—1). Como

vp(t=1) = @u(t—1) € Ug (t — 1,52)(A(50)),

passando para uma subsequéncia v} ( — 1) — z_;. Entio, repetindo 0 mesmo argumento como
anteriormente obtemos uma aplicagio v! € G (t—1) tal que, a menos de uma subsequéncia,
v} (r) = v! (r) para todo r > ¢ — 1. Também, v' (r) € A(r), para qualquer r >t — 1, e v' (r) =
0 (r) se r > t. Em particular, v! () = z.

Argumentando como nos casos anteriores definimos uma sequéncia de fungdes v/ € G (f — j),
j € Z*, tal que v/ (r) € A(r), para qualquer r >t — j, v/ (r) = v/~ (r), parar>t—j+1,e
v (t) =z

Seja W (-) uma funcio que pega o valor comum das fungdes v/ (-) para todo r € R. Segue
que Y (-) é uma 6rbita completa e y(¢) = z. Mais ainda, como y(r) € 4(r), para qualquer
re R, 4 e De D é inclusao-fechada, temos que y € D. [ |

Teorema 3.4.4 [20] Assuma que (C1),(C2) e (C4) valem, D é inclusdo-fechada e que Ug

possui o ‘D-atrator pullback global A4, que pertence a ‘D. Entdo

A(t) ={y(t) : ¥ é uma orbita completa e y € D}.

Demonstracao: Sabemos pela prova do Teorema 3.4.3 que y (1) € 4 () para qualquer rbita
completa y tal que y € D.

Sejaz € A(t). Por (C1) existe ¢° € G (1) tal que ¢° (1) = z.

O atrator pullback 4 ¢ invariante. De fato, por (C4) para qualquer s < r temos

Ug(r,$)A(s) C Ug(r,s)(Ug (s,7)(A(1))) C Ug (r,t)A(T) — A(r), (3.12)

quando T — —oo.
Assim, 4 (r) = Ug(r,t)A(t), que implica que ¢’ (r) € A(r) para qualquer r > ¢. Ainda,
z€ A(t) CUg(t,t—1)(A(r—1)) implica a existéncia de v! € G (1 — 1) satisfazendo v! (r) €
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A(r), para todo r >t —1, e v! () = z. Por (C4) concatenando v' e ¢" obtemos uma funcio
o' € G(t—1)taque ©'(r) € 4(r), paratodo r >t —1,0'(t) =z e @' (r) = ¢° (r) para r >
t. Entdo, definimos indutivamente uma sequéncia de fungdes ¢/ € G (t — j), j € Z™, tal que
¢/ (r) € A(r), paratodor >t —j, ¢/ (t) =ze @/ (r) =@/~ (r) se r >t — j+1. Seja y a fungio
definida pelo valor comum de ¢/ em um ponto qualquer t € R, que é uma érbita completa
satisfazendo Y (t) = z e Yy (r) € 4 (r) para qualquer r € R. Como D é uma inclusido-fechada e
A € D, obtemos que Yy € D. [ |

Observacao 3.4.1 Essa caracterizacdo no Teorema 3.4.4 para o atrator pullback dada pelos

autores em [20] foi nova até mesmo no caso onde a aplicagdo Ug € univoca.

Uma questdo interessante surgue quando o processo multivoco possui um D-atrator pull-
back e um atrator pullback como na Defini¢do 3.2.10. Vamos denotar esses atratores por Ay e
A, respectivamente. Assim, qual € a relagdo entre eles?

Lema 3.4.2 [20] Seja (C1) — (C2) e considere toda familia do tipo B={B(t) =B € B(X) :t €
R} pertencente a D (isto é, qualquer familia de conjuntos limitados pertencem a D). Assuma

que Ug possui um D-atrator pullback Ap e um atrator pullback A. Entdo
A(t) C Ap(t) paratodot € R. (3.13)
Se, mais ainda, Aq é backwards limitado, entdo

A(t) = Ay (t) paratodot € R. (3.14)

Demonstracao: Como as familias de conjuntos limitados fixados pertencem a D, Ay € uma
familia fechada pullback atratora segundo a Defini¢cdo 3.2.8. A minimalidade de A4 implica
(3.13).
Sejat € R qualquer. Se A4, € backwards limitada, entdao
Ap(t) CUg(t,5) Ap (s) C Ug (t,5) Aq, para qualquer s <,
sendo que T <7 é tal que Ay = U,<tAgp (r) € limitado. De
dist (Ug (1,5)A¢,A (1)) — 0, quando s — —oo,

temos que Ay (1) C A(t). Logo, (3.14) estd provado. |

Como comentado anteriormente, € uma questao interessante se € possivel provar a existéncia
de um atrator pullback (como na Defini¢ao 3.2.8) assumindo apenas que Ug € pullback limitado
dissipativo. Em [12] esse problema foi resolvido no caso univoco modificando a condi¢do de
compacidade pullback. Usando o Teorema 3.4.2 um resultado similar foi provado em [20] para
o caso multivoco.

Teorema 3.4.5 [20] Sejam (C1) — (C3) vdlidos. Se Ug é pullback limitado dissipativo e as-
sintoticamente compacto com respeito a familia absorvente By, entdo também possui o atrator
pullback global 4 = {4(s) : s € R} definido por (3.10).

Se (C4) também ¢ satisfeita e Ay é backwards limitada, entdo A é invariante e (3.9) vale.
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Demonstracao: Considere a classe de familias D consistindo de conjuntos limitados, isto é,
D € Dse, e somente se, D= {D(t) =B € B(X) :t € R}. A existéncia do atrator pullback segue
do Teorema 3.4.2.

A segunda parte € uma consequéncia do Lema 3.3.1 e Teorema 3.3.5. [ ]

Observacao 3.4.2 Sugerimos a referéncia [20] para ver uma aplica¢do desta teoria em EDP.
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