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Resumo

Neste trabalho estudaremos variedades de Einstein folheadas por hipersuperf́ıcies total-

mente umb́ılicas. Se denotarmos por z o parâmetro que dá a distância entre as folhas,

veremos que a curvatura média H de cada uma delas é função apenas de z, sendo estas

também variedades de Einstein. Abordaremos o problema de realizar uma função dada

H(z) como tal, principalmente quando há algum tipo de simetria envolvida.

Palavras–chave: Variedades de Einstein, Folheações totalmente umb́ılicas, Folheações

por espaços homogêneos, curvatura média constante.
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Abstract

In this work we will study Einstein manifolds foliated by totally umbilic hypersurfaces.

If we denote by z the parameter that gives the distance between the leaves, we will see

that the mean curvature H of each one of them is only a function of z, being these also

Einstein manifolds. We will approach the problem of representing a given function H(z)

as such, especially when there is some kind of symmetry involved.

Keywords: Einstein Manifolds, Totally Umbilic foliations, Homogeneous spaces, cons-

tant mean curvature.
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Introdução

Variedades de Einstein são objetos que tem relevância tanto no contexto matemático da

Geometria Riemanniana quanto no contexto f́ısico da Relatividade Geral. No primeiro,

elas são caracterizadas pelo fato do tensor de Ricci ser proporcional à métrica,

Ric[γ] = Λγ.

Já no segundo, elas são vistas como soluções do vácuo com constante cosmológica Λ das

equações de Einstein. Até que ponto uma abordagem oriunda desta teoria f́ısica pode

trazer contribuições para a Geometria Riemanniana?

Neste trabalho trazemos uma caracteŕıstica t́ıpica da relatividade, a saber, olhar a vari-

edade como sendo formada por suas folhas que caracterizam a geometria espacial em cada

instante de tempo. Desta forma, traduzindo para nosso contexto de métricas definidas

positivas, estudaremos variedades riemannianas que são folheadas por hipersuperf́ıcies,

sendo o parâmetro “temporal” representado por z , que aqui simplesmente representa a

distância entre duas folhas. Assim, conceitos da geometria extŕınseca que envolvem uma

hipersuperf́ıcie mergulhada Σ podem ser estendidos para toda a sua variedade ambiente

M , tais como o campo normal, segunda forma fundamental e a curvatura média H.

Neste trabalho queremos estudar a função curvatura média H de uma variedade de

Einstein (M,γ) associada a uma folheação totalmente umb́ılica, isto é, cada folha tem

sua segunda forma fundamental proporcional à métrica. Um exemplo clássico é dado na

geometria das superf́ıcies no espaço euclidiano R3, onde é sabido que as únicas superf́ıcies

totalmente umb́ılicas são partes de um plano ou de uma esfera. Desta forma podeŕıamos

considerar o espaço euclidiano como sendo folheado por planos, o que corresponde a

H(z) = 0, ou por esferas concêntricas com H(z) = 1
z
, sendo z interpretada neste caso
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como a coordenada radial. No contexto geral procuraremos abordar questões do tipo:

H(z) pode ser uma função qualquer?

Dados Λ ∈ R e H(z) uma função de z, existe uma variedade M de Einstein com constante

Λ e uma folheação com folhas totalmente umb́ılicas que realiza a curvatura média H(z)?

Sejam M uma variedade de Einstein com constante Λ ∈ R e A um conjunto fechado de

medida nula em M . É posśıvel obtermos uma folheação totalmente umb́ılica em M \ A

tal que a curvatura média seja H(z)?

A dissertação está distribuida da seguinte forma: os dois primeiros caṕıtulos abordam

aspectos básicos da Geometria Riemanniana, que foram incluidos visando um trabalho

autocontido e que possa servir de referência para alunos iniciantes nessa área. O terceiro

caṕıtulo é uma introdução rápida às variedades de Einstein. No último caṕıtulo concentra-

se o desenvolvimento das ideias e das questões levantadas acima. No final desta dissertação

encontra-se um apêndice contendo considerações sobre ação por isometrias intŕınsecas.

Conclúımos o trabalho fazendo um levantamento da bibliografia atual de temas conectados

com o assunto.



Caṕıtulo 1

Elementos de Álgebra Tensorial

Neste caṕıtulo apresentamos aspectos básicos da álgebra tensorial tais como espaço dual,

formas bilineares e tensores, que serão úteis no cálculo em variedades que será abordado

nos próximos caṕıtulos.

1.1 Espaço Dual

Consideraremos neste texto espaços vetoriais sobre o corpo dos números reais e de di-

mensão finita, exceto quando for feita menção a outra situação.

Definição 1.1.1. Seja E um espaço vetorial. Uma transformação linear α : E → R é

chamada de funcional linear em E.

Seja E um espaço vetorial de dimensão n ≥ 1. O espaço vetorial L (E;R) := E∗ dos

funcionais lineares em E é chamado de espaço dual a E. Se o subconjunto β = {e1, · · · , en}

de E é uma base de E, então β∗ = {e1, · · · , en} ⊂ E∗ tal que

ei (ej) = δij =

 1 , se i = j

0 , se i 6= j
,

onde i, j = 1, · · · , n, é uma base de E∗. Consequentemente, dimE = dimE∗. Dizemos

que, β∗ é a base dual a β.

3
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Seja v ∈ E. Dessa forma, ∃! vj ∈ R com j = 1, · · · , n tais que v =
∑n

j=1 v
j ej. Assim,

ei (v) =
n∑
j=1

vj ei (ej) = vi,

para cada i = 1, · · · , n. Logo,

v =
n∑
j=1

ej (v) ej.

Agora, considere α ∈ E∗. Então, existem αj ∈ R com j = 1, · · · , n de modo que

α =
∑n

j=1 αj e
j. Temos que,

α (ei) =

(
n∑
j=1

αj e
j

)
(ei)

=
n∑
j=1

αj e
j (ei)

= αi, para cada i = 1, · · · , n.

O teorema a seguir resume as discussões acima.

Teorema 1.1.1. Sejam E um espaço vetorial de dimensão n ≥ 1 e β = {e1, · · · , en} uma

base de E. Então, existe uma única base β∗ = {e1, · · · , en} tal que ei (ej) = δij, ∀ i, j =

1, · · · , n. Ainda,

v =
n∑
j=1

ej (v) ej e α =
n∑
j=1

α (ej) e
j,

para todo v ∈ E e α ∈ E∗.

Chamaremos o espaço vetorial (E∗)∗ := E∗∗ de espaço bidual a E.

Defina a aplicação

φv : E∗ −→ R

α 7−→ φv (α) = α (v)
,

onde v ∈ E (fixo). Note que, esta aplicação está bem definida e é linear, ou seja, φv ∈ E∗∗.

Teorema 1.1.2. A aplicação

Φ : E −→ E∗∗

v 7−→ φv

é um isomorfismo.
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A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [4] ou [5].

Corolário 1.1.1. Sejam E um espaço vetorial de dimensão n ≥ 1 e B = {e1, · · · , en}

uma base de E∗. Então, existe uma base β de E tal que B = β∗.

Demonstração. Seja B∗ = {φ1, · · · , φn} a base dual a B. Dessa forma, φi (e
j) = δji , para

i, j = 1, · · · , n. Como B∗ é uma base de E∗∗ e Φ : E → E∗∗ é um isomorfismo pelo

teorema 1.1.2, então β = {Φ−1 (φ1) , · · · ,Φ−1 (φn)} é uma base para E. Denotaremos

ei = Φ−1 (φi), para i = 1, · · · , n. Assim, φei = φi, para i = 1, · · · , n. Temos que,

ej (ei) = φei
(
ej
)

= φi
(
ej
)

= δji ,

para i, j = 1, · · · , n. Logo, B = β∗.

1.2 Forma Bilinear

Definição 1.2.1. Seja E um espaço vetorial. Uma função b : E ×E → R é chamada de

forma bilinear se satisfaz as seguintes propriedades:

i. b (λu+ v, w) = λb (u,w) + b (v, w), para todo λ ∈ R e u, v, w ∈ E.

ii. b (u, λv + w) = λb (u, v) + b (u,w), para todo λ ∈ R e u, v, w ∈ E.

Denotaremos por B(E) o conjuntos formado por todas as formas bilineares sobre E.

Note que B(E) é um espaço vetorial com as operações usuais de adição de funções e

multiplicação de uma função por um número real.

Sejam E um espaço vetorial, β = {e1, · · · , en} uma base de E e b ∈ B(E). Considere

u, v ∈ E. Então, existem ui, vj ∈ R, para i, j = 1, · · · , n, tais que u =
∑n

i=1 u
i ei e
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v =
∑n

j=1 v
j ej. Dessa forma,

b (u, v) = b

(
n∑
i=1

ui ei,

n∑
j=1

vj ej

)

=
n∑
i=1

ui b

(
ei,

n∑
j=1

vj ej

)

=
n∑
i=1

n∑
j=1

uivj b (ei, ej)

=
n∑

i,j=1

bij e
i (u) ej (v) , (1.1)

onde bij = b (ei, ej) para i, j = 1, · · · , n. Afirmamos que,

γ =
{
ei ⊗ ej ∈ B(E);

(
ei ⊗ ej

)
(u, v) = ei (u) ej (v) , para i, j = 1, · · · , n

}
é uma base para B(E). Com efeito, não é dif́ıcil ver que ei⊗ ej ∈ B(E). Pelo que foi feito

acima já sabemos que γ gera B(E), então basta mostrar que γ é linearmente independente.

Sejam αij ∈ R, para i, j = 1, · · · , n, tais que
∑n

i,j=1 αij (ei ⊗ ej) = 0. Assim,

∑n
i,j=1 αij (ei ⊗ ej) (ek, el) = 0

⇒
∑n

i,j=1 αij e
i (ek) e

j (el) = 0

⇒ αkl = 0, ∀k, l = 1, · · · , n.

Dáı vem que dimB(E) = n2 e, consequentemente, B(E) ∼= Mn (R). A saber, o isomor-

fismo entre B(E) e Mn (R) é dado pela aplicação

T : B(E) −→ Mn (R)

b 7−→ (bij)n×n

,

onde bij = b (ei, ej) para i, j = 1, · · · , n.
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Pela equação (1.1), podemos escrever1 a forma bilinear b, acima, da seguinte forma

b (u, v) =
n∑

i,j=1

bij u
ivj

=
n∑
j=1

(
n∑
i=1

ui bij

)
vj

=
( ∑n

i=1 u
i bi1 · · ·

∑n
i=1 u

i bin

)
[v]β

= [u]tβ B [v]β

para todo u, v ∈ E, onde [u]tβ = (ui)1×n, [v]β = (vi)n×1 e B = (bij)n×n.

Proposição 1.2.1. Sejam E um espaço vetorial e b ∈ B(E). Se B e B̃ são as matrizes

da forma bilinear b com relação às bases, respectivamente, β e β̃ de E, então B̃ = QtBQ,

onde Q é a matriz de mudança de bases de β para β̃.

A demonstração desta proposição pode ser encontrada em [4] ou [5].

Definição 1.2.2. Sejam E um espaço vetorial e b ∈ B(E). Dizemos que b é:

i. simétrica se b (u, v) = b (v, u), para todo u, v ∈ E.

ii. anti-simétrica se b (u, v) = −b (v, u), para todo u, v ∈ E.

Note que, o conjunto das formas bilineares simétricas, que será denotado por S(E), é

um subespaço vetorial de B(E).

Proposição 1.2.2. Sejam E um espaço vetorial, β uma base de E e b ∈ B(E). A forma

bilinear b é simétrica se, e somente se, B = (bij)n×n é uma matriz simétrica, onde B é a

matriz de b relativa à base β.

Demonstração. Sejam β = {e1, · · · , en} e u, v ∈ E. Temos que,

b (u, v) = b (v, u) , ∀u, v ∈ E

⇔
∑n

i,j=1 bij (ei ⊗ ej) (u, v) =
∑n

i,j=1 bji (e
i ⊗ ej) (u, v) , ∀u, v ∈ E

⇔
∑n

i,j=1 (bij − bji) (ei ⊗ ej) (u, v) = 0, ∀u, v ∈ E

⇔
∑n

i,j=1 (bij − bji) (ei ⊗ ej) = 0.

1Perceba que temos um abuso de notação que é justificado pela identificação natural de M1 (R) com

R.
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Como {ei ⊗ ej ∈ B(E); i, j = 1, · · · , n} é uma base de B(E), então segue o resultado.

Mostra-se de maneira análoga um resultado semelhante para formas bilineares anti-

simétri-cas, ou seja, uma forma bilinear é anti-simétrica se, e só se, a matriz associada a

esta forma bilinear é anti-simétrica.

Seja b ∈ S(E). Chamamos de núcleo de b o subconjunto de E

ker b = {u ∈ E; b (u, v) = 0, ∀v ∈ E} .

Se ker b = {0}, então dizemos que b é não-degenerada.

Proposição 1.2.3. Seja b ∈ S(E). Então, as afirmações a seguir são equivalentes:

i. b é não-degenerada.

ii. det (bij)n×n 6= 0, onde (bij)n×n é a matriz de b com relação a uma base β de E.

iii. A aplicação

Φb : E −→ E∗

u 7−→ Φb (u) : E −→ R

v 7−→ b (u, v)

é um isomorfismo.

Demonstração. Seja β = {e1, · · · , en}. Dividiremos a prova em duas partes.

1a Parte: i. ⇔ ii.

(⇐) Seja w ∈ E tal que b (w, v) = 0, para todo v ∈ E. Como

b (u, v) =
n∑
j=1

(
n∑
i=1

bij u
i

)
ej (v) , ∀u, v ∈ E,

então,
n∑
j=1

(
n∑
i=1

bij w
i

)
ej = 0.

Lembre-se que β∗ = {e1, · · · , en} é a base dual a β. Dessa forma,

∑n
i=1 bi1w

i = 0

...∑n
i=1 binw

i = 0

⇒ (bij)n×n
[
wi
]
β

= 0,
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pois (bij)n×n é simétrica. Como det (bij)n×n 6= 0, então (bij)n×n admite inversa. Dáı vem

que,

(bij)n×n [wi]β = 0

⇒ (bij)
−1
n×n

(
(bij)n×n [wi]β

)
= 0

⇒ w = 0.

Logo, ker b = {0}, ou seja, b é não-degenerada.

(⇒) Suponha que det (bij)n×n = 0. Assim, ∃u ∈ E \ {0} tal que (bij)n×n [ui]β = 0. Como

(bij)n×n é simétrica, então 

∑n
i=1 bi1 u

i = 0

...∑n
i=1 bin u

i = 0

.

Dessa forma, ∑n
j=1 (

∑n
i=1 bij u

i) ej = 0

⇒
∑n

j=1 (
∑n

i=1 bij u
i) ej (v) = 0, ∀v ∈ E

⇒ b (u, v) = 0, ∀v ∈ E.

Dáı vem que, ker b 6= {0}. Mas, isso contradiz a hipótese de que b é não-degenerada.

Portanto, det (bij)n×n 6= 0.

2a Parte: ii. ⇔ iii.

(⇒) Primeiramente, note que Φb está bem definida. Agora, vamos mostrar que Φb é uma

transformação linear. Sejam u, v ∈ E e λ ∈ R. Temos que,

Φb (λu+ v) (w) = b (λu+ v, w)

= λb (u,w) + b (v, w)

= (λΦb (u) + Φb (v)) (w) , ∀w ∈ E.

Isto é,

Φb (λu+ v) = λΦb (u) + Φb (v) .
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Dáı segue que Φb é linear. Como dimE < ∞ e dimE = dimE∗, então para provar

que Φb é um isomorfismo basta mostrar que Φb é injetora. Sejam v, w ∈ E tais que

Φb (v) = Φb (w). Dessa forma,

Φb (v) (u) = Φb (w) (u) , ∀u ∈ E

⇒ b (v, u) = b (w, u) , ∀u ∈ E

⇒
∑n

j=1 (
∑n

i=1 bij v
i) ej (u) =

∑n
j=1 (

∑n
i=1 bij w

i) ej (u) , ∀u ∈ E

⇒
∑n

j=1 (
∑n

i=1 bij v
i) ej =

∑n
j=1 (

∑n
i=1 bij w

i) ej

⇒
∑n

i=1 bij (vi − wi) = 0, ∀j = 1, · · · , n.

Como b ∈ S(E), temos que (bij)n×n [v − w]β = 0. Por hipótese, obtemos v = w. O que

mostra que Φb é injetora.

(⇐) Temos que,

Φb (ek) (u) = b (ek, u)

=
n∑
j=1

(
n∑
i=1

bij e
i (ek)

)
ej (u)

=
n∑
j=1

bkj e
j (u) , ∀k = 1, · · · , n e u ∈ E.

Assim,

Φb (ek) =
n∑
j=1

bkj e
j, ∀k = 1, · · · , n.

Dáı vem que,

[Φb]β,β∗ =


b11 · · · bn1

...
. . .

...

b1n · · · bnn

 =


b11 · · · b1n

...
. . .

...

bn1 · · · bnn

 .

Como [Φb]β,β∗ é invert́ıvel, então det (bij)n×n 6= 0.

Definição 1.2.3. Uma forma bilinear b ∈ S(E) não-degenerada é chamada de produto

escalar.

O produto escalar b positivo definido, ou seja, b (u, u) > 0, ∀u ∈ E \ {0} é chamado

de produto interno.
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Sejam E um espaço vetorial, β = {e1, · · · , en} uma base de E e g um produto escalar

sobre E. O isomorfismo

Φg : E −→ E∗

u 7−→ Φg (u) = g (u, ·)

(veja a proposição 1.2.3) induz um produto escalar sobre E∗ dado por

g̃ (α, β) = g
(
Φ−1
g α,Φ−1

g β
)
.

De fato,

i. g̃ está bem definida.

ii. g̃ é uma forma bilinear.

Sejam α, β, γ ∈ E∗ e k ∈ R. Temos que,

g̃ (kα + β, γ) = g
(
Φ−1
g (kα + β) ,Φ−1

g γ
)

= g
(
kΦ−1

g α + Φ−1
g β,Φ−1

g γ
)

= kg
(
Φ−1
g α,Φ−1

g γ
)

+ g
(
Φ−1
g β,Φ−1

g γ
)

= kg̃ (α, γ) + g̃ (β, γ) .

iii. g̃ é simétrica.

g̃ (α, β) = g
(
Φ−1
g α,Φ−1

g β
)

= g
(
Φ−1
g β,Φ−1

g α
)

= g̃ (β, α) ,

para todo α, β ∈ E∗.

iv. g̃ é não-degenerada.

Seja α ∈ ker g̃. Como Φ−1
g (E∗) = E, então

g̃ (α, β) = 0, ∀β ∈ E∗

⇒ g
(
Φ−1
g α,Φ−1

g β
)
, ∀β ∈ E∗

⇒ Φ−1
g α = 0

⇒ α = 0.
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Logo, ker g̃ = {0}.

Proposição 1.2.4. Sejam E um espaço vetorial, β = {e1, · · · , en} uma base de E e g

um produto escalar sobre E. Se β∗ = {e1, · · · , en} a base dual a β e g̃ é o produto escalar

sobre E∗ induzido por g, então (gij) = (gij)
−1, onde gij = g̃ (ei, ej) para i, j = 1, · · · , n.

E E * E **

Φg~ ΦgΦ=

Φg~Φg

β*β β** Φg~ Φg= Φ(β) = (β)
Φg~

–1

bases

Figura 1.1: Diagrama.

Demonstração. Dividiremos a prova em três partes (Veja a figura 1.1).

1a Parte: Φ = Φg̃ ◦ Φg, onde

Φ : E −→ E∗∗

u 7−→ φu : E∗ −→ R

f 7−→ f (u)

(Ver teorema 1.1.2).

Sejam u ∈ E e f ∈ E∗. Temos que,

(Φg̃ ◦ Φg) (u) (f) = (Φg̃ (Φg (u))) (f)

= g̃ (Φg (u) , f)

= g
(
Φ−1
g

(
Φg (u) ,Φ−1

g (f)
))

= g
(
u,Φ−1

g (f)
)

= g
(
Φ−1
g (f) , u

)
=

(
Φg

(
Φ−1
g (f)

))
(u)

= f (u)

= φu (f)

= Φ (u) (f) .
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Logo, Φ = Φg̃ ◦ Φg.

2a Parte: Φ (β) = β∗∗.

Suponha que β̃ = {ẽ1, · · · , ẽn} é uma base de E tal que Φ
(
β̃
)

= β∗∗. Temos que,

β̃∗ = β∗ pelo corolário 1.1.1. Assim,

ei (ej) = ei (ẽj) = δij, ∀i, j = 1, · · · , n.

Pelo teorema 1.1.1,

ej =
∑n

i=1 e
i (ej) ẽi

⇒ ej = ẽj,

para j = 1, · · · , n. Logo, β̃ = β e, consequentemente, Φ (β) = β∗∗.

3a Parte: (gij) = (gij)
−1, onde gij = g̃ (ei, ej) para i, j = 1, · · · , n.

Da demonstração da proposição 1.2.3, temos que

[Φg]β,β∗ =


g11 · · · g1n

...
. . .

...

gn1 · · · gnn

 e [Φg̃]β∗,β∗∗ =


g11 · · · g1n

...
. . .

...

gn1 · · · gnn

 .

Como

Φg (ej) =
n∑
i=1

gij e
i, para j = 1, · · · , n,

então

Φg̃ (Φg (ej)) = Φ (ej) = φej

⇒ Φ−1
g̃

(
φej
)

= Φg (ej) =
∑n

i=1 gij e
i,

para todo j = 1, · · · , n. Portanto,

[
Φ−1
g̃

]
β∗∗,β∗

=


g11 · · · g1n

...
. . .

...

gn1 · · · gnn

 = [Φg]β,β∗ ,

isto é, (gij) = (gij)
−1, onde gij = g̃ (ei, ej) para i, j = 1, · · · , n.

Definição 1.2.4. Seja b um produto escalar sobre o espaço vetorial E. Diremos que:
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i. dois vetores u, v ∈ E são ortogonais com relação a b se b (u, v) = 0.

ii. um vetor u ∈ E é unitário com relação a b se | b (u, u) |= 1.

iii. β = {e1, · · · , en} é uma base ortonormal relativa a b de E se β é uma base de E e

| b (ei, ej) |= δij, para i, j = 1, · · · , n.

Definição 1.2.5. Sejam E um espaço vetorial e b ∈ B(E). A função

q : E −→ R

u 7−→ q (u) = b (u, u)

é chamada de forma quadrática associada a b.

Sejam u, v ∈ E e b ∈ S(E). Temos que,

q (u+ v)− q (u− v) = b (u+ v, u+ v)− b (u− v, u− v)

= b (u, u) + b (u, v) + b (v, u) + b (v, v)

−b (u, u) + b (u, v) + b (v, u)− b (v, v)

= 4b (u, v) .

Note que uma vez conhecida a forma quadrática q de uma forma bilinear simétrica b é

posśıvel recuperar esta forma bilinear simétrica através da identidade de polarização

b (u, v) =
1

4
[q (u+ v)− q (u− v)] .

Teorema 1.2.1. Seja E um espaço vetorial. Se b ∈ S(E), então existe uma base β =

{e1, · · · , en} de E tal que b (ei, ej) = 0, ∀i 6= j com i, j = 1, · · · , n.

Demonstração. Note que, se b = 0 ou dimE = 1 não há nada para provar. Desta forma

vamos considerar b 6= 0 e dimE > 1. Temos que, existe 0 6= u ∈ E tal que b (u, u) 6= 0. De

fato, se para todo w ∈ E tivéssemos q (w) = b (w,w) = 0, então, pela identidade de pola-

rização,

b (u, v) =
1

4
[q (u+ v)− q (u− v)] = 0. Mas isto contradiz o fato de que b 6= 0, logo

segue o resultado. Agora, defina o subespaço vetorial U = Span ({u}). Seja U⊥ =

{v ∈ E; b (u, v) = 0}. Afirmamos que E = U ⊕ U⊥. Com efeito,
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i. U e U⊥ são independentes.

Sejam v ∈ U e w ∈ U⊥ tais que v + w = 0. Então,

b (u, v + w) = 0

⇒ b (u, v) + b (u,w) = 0

⇒ b (u, αu) = 0

⇒ α b (u, u) = 0

⇒ α = 0,

onde v = αu com α ∈ R. Assim, v = 0 e, consequentemente, w = 0.

ii. U + U⊥ é direta.

Seja v ∈ U ∩ U⊥. Então, existe α ∈ R tal que v = αu. Dessa forma,

b (u, v) = 0

⇒ b (u, αu) = 0

⇒ α b (u, u) = 0

⇒ α = 0.

Ou seja, v = 0. Logo, U ∩ U⊥ = {0}.

iii. E ⊂ U ⊕ U⊥.

Seja v ∈ E. Defina o vetor w = v − b (v, u)

b (u, u)
u. Temos que,

b (u,w) = b

(
u, v − b (v, u)

b (u, u)
u

)
= b (u, v)− b (v, u)

b (u, u)
b (u, u)

= b (u, v)− b (v, u)

= 0.

Dáı vem que, w ∈ U⊥. Assim, v =
b (v, u)

b (u, u)
u+ w ∈ U ⊕ U⊥.

Logo, E = U ⊕ U⊥. Restringindo b ao subespaço vetorial U⊥, b continua sendo uma

forma bilinear simétrica, e procedendo de maneira análoga obtemos um vetor não nulo

e2 de U⊥ tal que U⊥ = U2 ⊕ Ũ2, onde U2 = Span ({e2}) e Ũ2 =
{
v ∈ U⊥; b (e2, v) = 0

}
.
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Agora, de forma indutiva e tomando e1 = u obtemos uma base β = {e1, · · · , en} de E tal

que b (ei, ej) = 0, ∀i 6= j com i, j = 1, · · · , n.

Teorema 1.2.2. Seja E um espaço vetorial. Se b ∈ S(E) \ {0}, então existe uma base

β = {e1, · · · , en} ortogonal relativa a b de E tal que
b (ei, ej) = 0 , se i 6= j

b (ei, ei) = ±1 , se 1 ≤ i ≤ p

b (ei, ei) = 0 , se i > p

, (1.2)

onde p = dimE − dim kerE. Além disso,

# {i ; b (ei, ei) = 1 para i = 1, · · · , p} e # {i ; b (ei, ei) = −1 para i = 1, · · · , p}

são invariantes relativo a qualquer base de E que satisfaça a condição (1.2).

Demonstração. Pelo teorema 1.2.1, existe uma base β̃ = {ẽ1, · · · , ẽn} de E tal que

b (ẽi, ẽj) = 0,

∀i 6= j, para i, j = 1, · · · , n. Como b ∈ S(E) \ {0}, então b (ẽi, ẽi) 6= 0, para i = 1, · · · , p.

Afirmamos que {ẽp+1, · · · , ẽn} é uma base de kerE. De fato, {ẽp+1, · · · , ẽn} é L.I., pois

β̃ é uma base de E. Basta mostrar que {ẽp+1, · · · , ẽn} gera kerE. Seja u ∈ kerE. Temos

que,

u =
∑n

i=1 a
i ẽi

⇒ b (ẽj, u) = b (ẽj,
∑n

i=1 a
i ẽi)

⇒ aj = 0, ∀j = 1, · · · , p.

Com isso, u =
∑n

i=p+1 a
i ẽi ∈ Span ({ẽp+1, · · · , ẽn}). Dáı segue a afirmação acima e que

p = dimE − dim kerE. Observe que p não depende da base ortogonal relativa a b de E.

Tomemos

ei =


1√

| b (ẽi, ẽi) |
ẽi , se 1 ≤ i ≤ p

ẽi , se i > p

.

Assim, β = {e1, · · · , en} é uma base ortogonal de E tal que
b (ei, ej) = 0 , se i 6= j

b (ei, ei) = ±1 , se 1 ≤ i ≤ p

b (ei, ei) = 0 , se i > p

.
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Agora, mostraremos que # {i ; b (ei, ei) = 1 para i = 1, · · · , p} é invariante com qualquer

base de E que satisfaça a condição (1.2). Sejam

E+ := Span ({ei ∈ β; b (ei, ei) = 1, para i = 1, · · · , p})

e

E− := Span ({ei ∈ β; b (ei, ei) = −1, para i = 1, · · · , p}) .

Dessa forma, E = E+ ⊕ E− ⊕ kerE. Seja U um subespaço vetorial de E onde b é um

produto interno. Vamos mostrar que U , E− e kerE são independentes. Com efeito, sejam

u ∈ U , v ∈ E− e w ∈ kerE tais que u+ v + w = 0. Temos que,

0 = b (u, 0) = b (u, u+ v + w) = b (u, u) + b (u, v) + b (u,w)

e

0 = b (v, 0) = b (v, u+ v + w) = b (v, u) + b (v, v) + b (v, w) .

Note que, b (u,w) = b (v, w) = 0. Como b ∈ S(E) \ {0}, então b (u, u) = b (v, v). Mas, b é

definida positiva em U e definida negativa em E−. Assim, u = v = 0 e, consequentemente,

w = 0. Destarte, U , E− e kerE são independentes. Com isso, dimU ≤ dimE+. Suponha

que γ seja uma base de E que satisfaça a condição (1.2). De modo análogo defina os

subespaços vetoriais E+
γ e E−γ de E. Pelo que foi exposto acima, temos que dimE+

γ ≤

dimE+. Trocando a ordem dos argumentos acima, obtemos que dimE+ ≤ dimE+
γ . Logo,

dimE+ = dimE+
γ . Dáı vem que, # {i ; b (ei, ei) = 1 para i = 1, · · · , p} é invariante com

qualquer base de E que satisfaça a condição (1.2). Como

# {i ; b (ei, ei) = 1 para i = 1, · · · , p}+ # {i ; b (ei, ei) = −1 para i = 1, · · · , p} = p,

então # {i ; b (ei, ei) = −1 para i = 1, · · · , p} é, também, invariante com qualquer base de

E que satisfaça a condição (1.2).

Chamaremos de ı́ndice de b o número # {i ; b (ei, ei) = −1 para i = 1, · · · , p} e de

assinatura de b a diferença dimE+ − dimE−.

Do teorema 1.2.2, temos que se b é um:
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a) produto escalar de ı́ndice n− sobre E, então existe uma base ortonormal relativa a

b de E tal que a matriz associada é{
{

b) produto interno sobre E, então existe uma base ortonormal de E tal que a matriz

associada é a matriz identidade.

1.3 Tensores

Daqui em diante denotaremos os elementos de uma matriz A por Aij, onde i corresponde

a linha e j a coluna do elemento na matriz.

Sejam E um espaço vetorial, β = {e1, · · · , en} e β̃ = {ẽ1, · · · , ẽn} bases de E. Se A é

a matriz de mudança de bases de β̃ para β, então a lei de transformação dos vetores de β̃

para β é

ej =
n∑
i=1

Aij ẽi, ∀j = 1, · · · , n.

Esta lei de transformação é chamada de lei de transformação covariante. Seja u ∈ E tal

que [u]β = (ui)n×1 e [u]β̃ = (ũi)n×1. Temos que,

[u]β̃ = A [u]β

⇒ [u]β = A−1 [u]β̃ .
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Assim, 
u1

...

un

 =


(A−1)

1
1 · · · (A−1)

1
n

...
. . .

...

(A−1)
n
1 · · · (A−1)

n
n

 ·


ũ1

...

ũn

 ,

ou seja, ui =
∑n

j=1 (A−1)
i
j ũ

j, ∀i = 1, · · · , n. Note que, as componentes do vetor u se

transformam de forma inversa à lei de transformação covariante. Esta chamaremos de lei

de transformação contravariante.

Proposição 1.3.1. Sejam β = {e1, · · · , en} e β̃ = {ẽ1, · · · , ẽn} bases do espaço vetorial

E e β∗ = {e1, · · · , en} e β̃∗ = {ẽ1, · · · , ẽn} as bases duais, respectivamente, a β e β̃. Se

A é a matriz de mudança de bases de β̃ para β, então

ei =
n∑
j=1

(
A−1

)i
j
ẽj, ∀i = 1, · · · , n ,

isto é, (A−1)
t

é a matriz de mudança de bases de β̃∗ para β∗.

Demonstração. Temos que,

ej =
n∑
i=1

Aij ẽi, ∀j = 1, · · · , n.

Seja B a matriz de mudança de bases de β̃∗ para β∗. Dessa forma, para f ∈ E∗,

[f ]β̃∗ = B [f ]β∗

⇒
(

[f ]β̃∗
)t

=
(

[f ]β∗
)t
C,

onde C = Bt. Assim,

ek =
n∑
l=1

Ck
l ẽ

l, ∀k = 1, · · · , n.
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Com isso,

δkj = ek (ej)

= ek

(
n∑
i=1

Aij ẽi

)

=
n∑
i=1

Aij e
k (ẽi)

=
n∑
i=1

Aij

n∑
l=1

Ck
l ẽ

l (ẽi)

=
n∑
i=1

Aij C
k
i

=
n∑
i=1

Ck
i A

i
j,

para j, k = 1, · · · , n. Dáı vem que, CA = In, onde In é a matriz identidade de ordem n.

Logo, C = A−1 o que implica que

ek =
n∑
l=1

(
A−1

)k
l
ẽl,

para todo k = 1, · · · , n e, consequentemente, B = Ct = (A−1)
t
.

Seja f ∈ E∗ tal que [f ]β∗ = (fi)n×1 e [f ]β̃∗ =
(
f̃i

)
n×1

. Como

[f ]β̃∗ = (A−1)
t
[f ]β∗

⇒ [f ]β∗ = At [f ]β̃∗ ,

então

fi =
n∑
j=1

Aji f̃j,

para todo i = 1, · · · , n. Portanto, a lei de transformação das coordenadas do vetor f em

β̃∗ para β∗ é a mesma da lei de transformação covariante, ou seja,

ei =
n∑
j=1

Aji ẽj, ∀i = 1, · · · , n.

Sejam E1, · · · , En e E espaços vetoriais. Dizemos que f : E1 × · · · × En → E é uma

aplicação multilinear ou aplicação n-linear sobre E se

f (u1, · · · , λui + ũi, · · · , un) = λf (u1, · · · , ui, · · · , un) + f (u1, · · · , ũi, · · · , un) ,
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para todo λ ∈ R e ui, ũi ∈ Ei com i = 1, · · · , n. Se E = R, então f : E1 × · · · × En → R

é chamada de forma multilinear ou forma n-linear.

Sejam E uma espaço vetorial e T : Ek × (E∗)l → E uma aplicação dada por

T
(
u1, · · · , uk, ω1, · · · , ωl

)
= f 1 (u1) · · · fk (uk) · g1

(
ω1
)
· · · gl

(
ωl
)
· e,

∀
(
u1, · · · , uk, ω1, · · · , ωl

)
∈ Ek × (E∗)l, onde e ∈ E, f i ∈ E∗ e gj ∈ E∗∗ para i = 1, · · · , k

e j = 1, · · · , l. A aplicação T é um exemplo de uma aplicação multilinear.

Definição 1.3.1. Seja E um espaço vetorial.

i. Se a aplicação T : E × · · · × E︸ ︷︷ ︸
k fatores

→ R é uma forma k-linear, então dizemos que T é

um tensor k-covariante sobre E.

ii. Seja T : E∗ × · · · × E∗︸ ︷︷ ︸
l fatores

→ R uma forma l-linear. Chamamos T de tensor l-

contravariante sobre E.

iii. Seja T : E × · · · × E︸ ︷︷ ︸
k fatores

×E∗ × · · · × E∗︸ ︷︷ ︸
l fatores

→ R uma forma (k + l)-linear. Dizemos que

T é um (k, l)-tensor sobre E, isto é, T é um tensor k-covariante e l-contravariante.

Denotaremos por T 0
k (E) o espaço vetorial formado pelos tensores k-covariantes sobre

E, T l0(E) o espaço vetorial formado pelos tensores l-contravariantes sobre E e T lk(E) o

espaço vetorial formado pelos (k, l)-tensores sobre E.

Vejamos algumas identificações naturais:

a) 0-tensores são números reais, ou seja, T 0
0 (E) = R.

b) Os tensores 1-covariantes sobre E são funcionais lineares sobre E. Assim, T 0
1 (E) =

E∗.

c) Os tensores 1-contravariantes sobre E são funcionais lineares sobre E∗. Dessa forma,

T 1
0 (E) = (E∗)∗ = E.

d) Os tensores 2-covariantes sobre E são formas bilineares sobre E, ou seja, T 0
2 (E) =

B(E). Daqui em diante usaremos a notação T 0
2 (E) para nos referirmos as formas

bilineares sobre E.
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e) Os espaços vetoriais T 1
1 (E) e L (E) são isomorfos e temos um isomorfismo natural

Φ : L (E) → T 1
1 (E) dado por Φ (T ) (u, f) = f (Tu), para todo T ∈ L (E), u ∈ E e

f ∈ E∗.

Definição 1.3.2. Sejam S ∈ T lk(E) e T ∈ T qp (E). O tensor S ⊗ T ∈ T l+qk+p(E) dado por

(S ⊗ T )
(
u1, · · · , uk+p, f

1, · · · , f l+q
)

= S
(
u1, · · · , uk, f1, · · · , f l

)
·T
(
uk+1, · · · , uk+p, f

l+1, · · · , f l+q
)
,

∀
(
u1, · · · , uk+p, f

1, · · · , f l+q
)
∈ Ek+p× (E∗)l+q, é chamado de produto tensorial de S por

T .

Observe que, se f, g ∈ T 0
1 (E) = E∗, então (f ⊗ g) (u, v) = f (u) g (v), para todo

u, v ∈ E. Temos, ainda, que f ⊗ g ∈ T 0
2 (E) = B(E).

Proposição 1.3.2. Sejam E um espaço vetorial, β = {e1, · · · , en} uma base de E e

β∗ = {e1, · · · , en} a base dual a β. Se T ∈ T lk(E), então

T =
n∑

i1,··· ,ik=1
j1,··· ,jl=1

T j1···jli1···ik e
i1 ⊗ · · · ⊗ eik ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejl ,

onde T j1···jli1···ik = T (ei1 , · · · , eik , ej1 , · · · , ejl). Além disso,

βlk =
{
ei1 ⊗ · · · ⊗ eik ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejl

}
1≤i1,··· ,ik≤n
1≤j1,··· ,jl≤n

é uma base de T lk(E) e, consequentemente, dimT lk(E) = nk+l.

Demonstração. Sejam ur ∈ E e f s ∈ E∗ para r = 1, · · · , k e s = 1, · · · , l. Temos que

existem uirr , f
s
js ∈ R para 1 ≤ ir, js ≤ n tais que

ur =
n∑

ir=1

uirr eir e f s =
n∑

js=1

f sjse
js ,

para todo r = 1, · · · , k e s = 1, · · · , l. Considere T ∈ T lk(E). Assim, pela linearidade de
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T em cada entrada,

T
(
u1, · · · , uk, f 1, · · · , f l

)
= T

(
n∑

i1=1

ui11 ei1 , · · · ,
n∑

ik=1

uikk eik ,
n∑

j1=1

f 1
j1
ej1 , · · · ,

n∑
jl=1

f ljle
jl

)

=
n∑

i1,··· ,ik=1
j1,··· ,jl=1

ui11 · · ·u
ik
k f

1
j1
· · · f ljl T

(
ei1 , · · · , eik , ej1 , · · · , ejl

)

=
n∑

i1,··· ,ik=1
j1,··· ,jl=1

T j1···jli1···ik u
i1
1 · · ·u

ik
k f

1
j1
· · · f ljl

=
n∑

i1,··· ,ik=1
j1,··· ,jl=1

T j1···jli1···ik e
i1 (u1) · · · eik (uk) ej1

(
f 1
)
· · · ejl

(
f l
)

=
n∑

i1,··· ,ik=1
j1,··· ,jl=1

T j1···jli1···ik e
i1 ⊗ · · · ⊗ eik ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejl

(
u1, · · · , uk, f 1, · · · , f l

)
,

onde T j1···jli1···ik = T (ei1 , · · · , eik , ej1 , · · · , ejl) e ejr = φejr (abuso de notação - ver teorema

1.1.2). Logo,

T =
n∑

i1,··· ,ik=1
j1,··· ,jl=1

T j1···jli1···ik e
i1 ⊗ · · · ⊗ eik ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejl .

Agora, vamos mostrar que βlk = {ei1 ⊗ · · · ⊗ eik ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejl} 1≤i1,··· ,ik≤n
1≤j1,··· ,jl≤n

é uma base de

T lk(E). Pelo que foi feito acima vemos que βlk gera T lk(E), então basta mostrar que este

conjunto é linearmente independente. Sejam Aj1···jli1···ik ∈ R com 1 ≤ i1, · · · , ik, j1, · · · , jl ≤ n

tais que
∑n

i1,··· ,ik=1
j1,··· ,jl=1

Aj1···jli1···ik e
i1 ⊗ · · · ⊗ eik ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejl = 0. Ou seja,

n∑
i1,··· ,ik=1
j1,··· ,jl=1

Aj1···jli1···ik e
i1 ⊗ · · · ⊗ eik ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejl

(
u1, · · · , uk, f 1, · · · , f l

)
= 0,

para todo
(
u1, · · · , uk, f 1, · · · , f l

)
∈ Ek × (E∗)l. Tome ur = epr e f s = eqs para
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r = 1, · · · , k e s = 1, · · · , l. Dessa forma,∑n
i1,··· ,ik=1
j1,··· ,jl=1

Aj1···jli1···ik e
i1 ⊗ · · · ⊗ eik ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejl (ep1 , · · · , epk , eq1 , · · · , eql) = 0

⇒
∑n

i1,··· ,ik=1
j1,··· ,jl=1

Aj1···jli1···ik e
i1 (ep1) · · · eik (epk) ej1 (eq1) · · · ejl (eql) = 0

⇒
∑n

i1,··· ,ik=1
j1,··· ,jl=1

Aj1···jli1···ik δ
i1
p1
· · · δikpkδ

q1
j1
· · · δqljl = 0

⇒ Aq1···qlp1···pk = 0,

para todo p1, · · · , pk, q1, · · · , ql = 1, · · · , n. Assim, βlk é linearmente independente. Logo,

βlk é uma base de T lk(E) e, consequentemente, dimT lk(E) = nk+l.

Proposição 1.3.3 (Mudança de Base). Sejam β = {e1, · · · , en} e β̃ = {ẽ1, · · · , ẽn} bases

do espaço vetorial E e β∗ = {e1, · · · , en} e β̃∗ = {ẽ1, · · · , ẽn} as bases duais, respecti-

vamente, a β e β̃. Se A é a matriz de mudança de bases de β̃ para β e T ∈ T lk(E) tal

que

T =
n∑

i1,··· ,ik=1
j1,··· ,jl=1

T j1···jli1···ik e
i1 ⊗ · · · ⊗ eik ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejl

=
n∑

i1,··· ,ik=1
j1,··· ,jl=1

T̃ j1···jli1···ik ẽ
i1 ⊗ · · · ⊗ ẽik ⊗ ẽj1 ⊗ · · · ⊗ ẽjl ,

onde T j1···jli1···ik = T (ei1 , · · · , eik , ej1 , · · · , ejl) e T̃ j1···jli1···ik = T (ẽi1 , · · · , ẽik , ẽj1 , · · · , ẽjl), então

T j1···jli1···ik =
n∑

r1,··· ,rk=1
s1,··· ,sl=1

Ar1i1 · · ·A
rk
ik

(
A−1

)j1
s1
· · ·
(
A−1

)jl
sl
T̃ s1···slr1···rk ,

para todo i1, · · · , ik, j1, · · · , jl = 1, · · · , n.

Demonstração. Pela proposição 1.3.1, temos que (A−1)
t

é a matriz de mudança de bases

de β̃∗ para β∗. Dessa forma,

ej =
n∑
s=1

(
A−1

)j
s
ẽs, ∀j = 1, · · · , n .
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Assim,

T j1···jli1···ik = T
(
ei1 , · · · , eik , ej1 , · · · , ejl

)
= T

(
n∑

r1=1

Ar1i1 ẽr1 , · · · ,
n∑

rk=1

Arkik ẽrk ,

n∑
s1=1

(
A−1

)j1
s1
ẽs1 , · · · ,

n∑
sl=1

(
A−1

)jl
sl
ẽsl

)

=
n∑

r1,··· ,rk=1
s1,··· ,sl=1

Ar1i1 · · ·A
rk
ik

(
A−1

)j1
s1
· · ·
(
A−1

)jl
sl
T (ẽr1 , · · · , ẽrk , ẽs1 , · · · , ẽsl)

=
n∑

r1,··· ,rk=1
s1,··· ,sl=1

Ar1i1 · · ·A
rk
ik

(
A−1

)j1
s1
· · ·
(
A−1

)jl
sl
T̃ s1···slr1···rk ,

para todo i1, · · · , ik, j1, · · · , jl = 1, · · · , n.

Note que, pela proposição 1.3.2, T 1
1 (E) = Span ({f ⊗ φu;u ∈ E e f ∈ E∗}). Na de-

finição a seguir faremos um abuso de notação φu = u.

Definição 1.3.3. Seja E um espaço vetorial. O traço de (1, 1)-tensores é o funcional

linear tr : T 1
1 (E)→ R tal que:

i. tr (f ⊗ u) = f (u), para todo u ∈ E e f ∈ E∗;

ii. tr (
∑n

i=1 ai (f
i ⊗ ui)) =

∑n
i=1 ai tr (f i ⊗ ui) com ai ∈ R, ui ∈ E e f i ∈ E∗, para

i = 1, · · · , n.

Vamos verificar que o traço de (1, 1)-tensores está bem definido e é um funcional linear.

Sejam β = {e1, · · · , en} e β̃ = {ẽ1, · · · , ẽn} bases do espaço vetorial E e β∗ = {e1, · · · , en}

e β̃∗ = {ẽ1, · · · , ẽn} as bases duais, respectivamente, a β e β̃. Considere as bases de T 1
1 (E)

β1
1 =

{
ei ⊗ ej

}
1≤i,j≤n e β̃1

1 =
{
ẽi ⊗ ẽj

}
1≤i,j≤n .

Seja T ∈ T 1
1 (E). Temos que,

T =
n∑

i,j=1

T ji e
i ⊗ ej =

n∑
i,j=1

T̃ ji ẽ
i ⊗ ẽj.
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Dessa forma,

tr

(
n∑

i,j=1

T ji e
i ⊗ ej

)
=

n∑
i,j=1

T ji tr
(
ei ⊗ ej

)
=

n∑
i,j=1

T ji δ
i
j

=
n∑
i=1

T ii

e

tr

(
n∑

i,j=1

T̃ ji ẽ
i ⊗ ẽj

)
=

n∑
i,j=1

T̃ ji tr
(
ẽi ⊗ ẽj

)
=

n∑
i=1

T̃ ii .

Seja A a matriz de mudança de bases de β̃ para β. Então, pela proposição de mudança

de base,

n∑
i=1

T ii =
n∑
i=1

(
n∑

k,l=1

Aki
(
A−1

)i
l
T̃ lk

)

=
n∑

k,l=1

(
n∑
i=1

Aki
(
A−1

)i
l
T̃ lk

)

=
n∑

k,l=1

δkl T̃
l
k

=
n∑
i=1

T̃ ii .



27

Logo, tr está bem definida. Sejam a ∈ R e R, T ∈ T 1
1 (E). Temos que,

tr (aR + T ) = tr

(
a

n∑
i,j=1

Rj
i e

i ⊗ ej +
n∑

i,j=1

T ji e
i ⊗ ej

)

= tr

(
n∑

i,j=1

(
aRj

i + T ji
)
ei ⊗ ej

)

=
n∑

i,j=1

(
aRj

i + T ji
)

tr
(
ei ⊗ ej

)
=

n∑
i=1

(
aRi

i + T ii
)

= a

n∑
i=1

Ri
i +

n∑
i=1

T ii

= a trR + trT.

Assim, tr é um funcional linear. Das considerações acima temos que,

trT =
n∑
i=1

T ii .

Como L (E) ∼= T 1
1 (E) (isomorfismo natural), então podemos definir o traço de um

operador linear T por

trT = tr Φ (T ) .

Proposição 1.3.4. Sejam E um espaço vetorial e β uma base de E. Se T ∈ L (E), então

trT =
∑n

i=1 T
i
i , onde [T ]β =

(
T ji
)
n×n.

Demonstração. Temos que,

trT = tr Φ (T )

=
n∑
i=1

[Φ (T )]ii

=
n∑
i=1

Φ (T )
(
ei, e

i
)

=
n∑
i=1

ei (Tei)

=
n∑
i=1

ei

(
n∑
j=1

T ji ej

)



28

=
n∑
i=1

(
n∑
j=1

T ji e
i (ej)

)

=
n∑
i=1

T ii .

A definição a seguir generaliza naturalmente o conceito de traço de tensores.

Definição 1.3.4. 2 Seja T ∈ T lk(E). O traço de T com relação aos ı́ndices 1 ≤ p ≤ k e

1 ≤ q ≤ l é o tensor trT ∈ T l−1
k−1(E) dado por

(trT )
(
u1, · · · , uk−1, f

1, · · · , f l−1
)

= trT
(
u1, · · · , up−1, ·, up, · · · , uk−1, f

1, · · · , f q−1, ·, f q, · · · , f l−1
)
.

Note que, o traço de tensores está bem definido devido a definição 1.3.3 e que traço

reduz o ı́ndice covariante e contravariante do tensor original em uma unidade. Perceba

ainda que, se T ∈ T 1
1 (E) então trT ∈ R = T 0

0 (E).

Verificaremos que trT é linear em cada entrada. Sejam λ ∈ R, u, ui ∈ E e f j ∈ E∗,

para i = 1, · · · , k − 1 e j = 1, · · · , l − 1. Dessa forma,

(trT )
(
λu1 + u, · · · , uk−1, f

1, · · · , f l−1
)

= trT
(
λu1 + u, · · · , up−1, ·, up, · · · , uk−1, f

1, · · · ,

f q−1, ·, f q, · · · , f l−1
)

= λ trT
(
u1, · · · , up−1, ·, up, · · · , uk−1, f

1, · · · ,

f q−1, ·, f q, · · · , f l−1
)

+

trT
(
u, · · · , up−1, ·, up, · · · , uk−1, f

1, · · · ,

f q−1, ·, f q, · · · , f l−1
)

= λ (trT )
(
u1, · · · , up−1, ·, up, · · · , uk−1, f

1, · · · ,

f q−1, ·, f q, · · · , f l−1
)

+

(trT )
(
u, · · · , up−1, ·, up, · · · , uk−1, f

1, · · · ,

f q−1, ·, f q, · · · , f l−1
)
.

Verifica-se de modo análogo para as outras entradas.

2Se for necessário explicitar os ı́ndices do traço o denotaremos por trqp T .
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Proposição 1.3.5. Se T ∈ T lk(E), então

trT =
n∑

i1,··· ,ik−1=1

j1,··· ,jl−1=1

(trT )
j1···jl−1

i1···ik−1
ei1 ⊗ · · · ⊗ eik−1 ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejl−1

,

onde

(trT )
j1···jl−1

i1···ik−1
=

n∑
r=1

T
j1···jq−1rjq ···jl−1

i1···ip−1rip···ik−1
.

Demonstração. Seja S (u, f) = T
(
ei1 , · · · , eip−1 , u, eip , · · · , eik−1

, ej1 , · · · , ejq−1 , f, ejq , · · · , ejl−1
)
,

para todo (u, f) ∈ E × E∗. Temos que,

(trT )
j1···jl−1

i1···ik−1
= (trT )

(
ei1 , · · · , eip−1 , eip , · · · , eik−1

, ej1 , · · · , ejq−1 , ejq , · · · , ejl−1
)

=
n∑
r=1

Srr

=
n∑
r=1

T
(
ei1 , · · · , eip−1 , er, eip , · · · , eik−1

, ej1 , · · · , ejq−1 , er, ejq , · · · , ejl−1
)

=
n∑
r=1

T
j1···jq−1rjq ···jl−1

i1···ip−1rip···ik−1
.



Caṕıtulo 2

Variedades Riemannianas

Neste caṕıtulo abordaremos alguns tópicos de variedades diferenciáveis e de geometria

riemanniana que serão fundamentais para o desenvolvimento dos próximos caṕıtulos desta

dissertação. Maiores detalhes sobre os assuntos deste caṕıtulo podem ser obtidos através

das referências [3], [7], [10], [11], [13], [16] e [18].

2.1 Variedades Diferenciáveis, Aplicações Diferenciáveis,

Espaço Tangente, Derivada, Subvariedades e Partição

da Unidade

Definição 2.1.1. Sejam M um espaço topológico de Hausdorff com base enumerável e A

uma famı́lia de homeomorfismos ϕα : Uα → ϕα (Uα) ⊂ Rm, onde Uα é um aberto de M ,

tais que:

i.
⋃
α Uα = M ;

ii. Para todo Uα, Uβ ∈ A com Uα ∩ Uβ 6= ∅ tem-se

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα (Uα ∩ Uβ)→ ϕβ (Uα ∩ Uβ) (2.1)

é uma aplicação diferenciável de classe Ck com k ≥ 1;

30
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iii. A famı́lia A é máxima relativamente às condições i. e ii..

Chamaremos de variedade diferenciável de dimensão m e classe Ck ou, simplesmente, de

variedade diferenciável o par ordenado (M,A).

A famı́lia A é chamada de atlas máximo de dimensão m e classe Ck sobre M e os seus

elementos de sistema de coordenadas locais ou cartas locais em M . A aplicação em (2.1)

recebe o nome de mudança de coordenadas.

A seguir apresentamos alguns exemplos de variedades diferenciáveis (para ver os de-

talhes consulte a referência [11]).

Exemplo 2.1.1. O espaço euclidiano Rn com o atlas maximal que contém id : Rn → Rn

é uma variedade diferenciável de dimensão n e classe C∞.

4

Exemplo 2.1.2. Sejam M uma variedade diferenciável de dimensão m e classe C∞ e

U um subconjunto aberto de M . Então U tem uma estrutura natural de variedade

diferenciável de dimensão m e classe C∞ herdada de M .

4

Exemplo 2.1.3. Toda superf́ıcie regular M de dimensão m e classe Ck é uma varie-

dade diferenciável de dimensão m e classe Ck com o atlas sendo dado pelas inversas das

parametrizações da superf́ıcie.

4

Exemplo 2.1.4. Sejam (M,A) e (N,B) variedades diferenciáveis de classe Ck. Temos

que, o espaço topológico produto M×N é uma variedade diferenciável de dimensão m+n

e classe Ck munido do atlas

A×B =
{
ϕ× ψ : U × V → Rm+n; (ϕ× ψ) (p, q) = (ϕ(p), ψ(q)) com ϕ ∈ A e ψ ∈ B

}
.

4
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Definição 2.1.2. Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis de classe Ck. A aplicação

f : M → N é diferenciável em p ∈ M se existirem cartas locais ϕ : U → Rm e

ψ : V → Rn, repectivamente, em M e N com p ∈ U e f(U) ⊂ V tais que

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ ψ(V )

é diferenciável em ϕ(p).

Note que, a definição acima não depende da escolha dos sistemas de coordenadas em

M e em N .

Se f é diferenciável em todos os pontos de M dizemos que f é diferenciável. Ainda,

diremos que a aplicação f : M → N é de classe Cr , r ≤ k, se existirem cartas locais

ϕ : U → Rm e ψ : V → Rn, repectivamente, em M e N com p ∈ U e f(U) ⊂ V tais que

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ ψ(V )

é uma aplicação de classe Cr para todo p ∈M .

Definição 2.1.3. Se f : M → N é uma aplicação bijetiva diferenciável e sua inversa

também é diferenciável, então dizemos que a aplicação f é um difeomorfismo.

Apresentamos a seguir uma construção do espaço tangente a uma variedade dife-

renciável.

Seja M uma variedade diferenciável de dimensão m e classe Ck. Denotemos por Cp o

conjunto de todas as curvas λ : I →M de classe Ck tais que λ(0) = p, onde I ⊂ R é um

intervalo aberto contendo a origem. Diremos que duas curvas λ, µ ∈ Cp são equivalentes,

λ ∼ µ, se existir um sistema de coordenadas locais ϕ : U → Rm em M com p ∈ U tal que

(ϕ ◦ λ)′ (0) = (ϕ ◦ µ)′ (0). (2.2)

Note que, a igualdade em (2.2) é válida para todo sistema de coordenadas locais que

contenha o ponto p. Verifica-se facilmente que ∼ define uma relação de equivalência em

Cp. Assim definimos:



33

Definição 2.1.4. O espaço tangente à variedade diferenciável M no ponto p é

TpM = Cp/ ∼ .

A classe de equivalência

[λ] = {µ ∈ Cp;µ ∼ λ}

será chamada de vetor tangente ou vetor velocidade.

O espaço tangente TpM tem uma estrutura de espaço vetorial real quando munido das

operações  [λ] + [µ] = ϕ−1 (ϕ ([λ]) + ϕ ([µ]))

c · [λ] = ϕ−1 (c · ϕ ([λ]))
, (2.3)

onde a aplicação ϕ : TpM → Rm dada por

ϕ ([λ]) = (ϕ ◦ λ)′ (0)

é um isomorfismo (lembrando que (U,ϕ) é uma carta local em M com p ∈ U).

Observação 2.1.1. quebra de linha

i. A estrutura de espaço vetorial induzida por ϕ em TpM dada em (2.3) independe da

escolha do sistema de coordenadas (veja a referência [13]).

ii. Seja {ei}mi=1 a base canônica de Rm. Indicaremos por ∂
∂xi

∣∣
p

:= ϕ−1 (ei). Então,{
∂
∂xi

∣∣
p

}m
i=1

é a base de TpM associada ao sistema de coordenadas locais ϕ : U → Rm.

Definição 2.1.5. Sejam M e N variedades diferenciáveis e f : M → N uma aplicação di-

ferenciável em p ∈ M . A derivada de f no ponto p é a transformação linear

df(p) : TpM → Tf(p)N dada por

df(p) · [λ] = [f ◦ λ],

para todo [λ] ∈ TpM .

Perceba que a derivada de uma aplicação diferenciável está bem definida.

Sejam (U,ϕ) e (V, ψ) cartas locais, respectivamente, em M e N com p ∈ U e f(U) ⊂ V .

A matriz da derivada em relação às bases
{

∂
∂xi

∣∣
p

}m
i=1

e
{

∂
∂yj

∣∣
f(p)

}n
j=1

associadas as cartas

locais, respectivamente, ϕ e ψ é a matriz jacobiana da aplicação ψ◦f ◦ϕ−1 no ponto ϕ(p).
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Proposição 2.1.1 (Regra da Cadeia). Sejam M , N e P variedades diferenciáveis,

f : M → N uma aplicação diferenciável em p ∈ M e g : N → P uma aplicação di-

ferenciável em f(p) ∈ N . Então, a aplicação g ◦ f : M → P é diferenciável em p e

d(g ◦ f)(p) = dg(f(p)) ◦ df(p).

A demonstração desta proposição pode ser encontrada em [11].

Definição 2.1.6. Seja N uma variedade diferenciável de classe Ck. Dizemos que um

subconjunto M ⊂ N é uma subvariedade diferenciável de dimensão m ≤ n e classe Ck de

N , se para cada p ∈ M existe um sistema de coordenadas locais (U,ϕ) em N com p ∈ U

tal que

ϕ(U ∩M) = ϕ(U) ∩ Rm.

Vejamos os exemplos a seguir.

Exemplo 2.1.5. Uma superf́ıcie regular S ⊂ Rn de classe Ck é uma subvariedade de

dimensão s ≤ n e classe Ck de Rn.

4

Exemplo 2.1.6. Seja M uma variedade diferenciável de classe Ck. Um subconjunto

aberto U ⊂M é uma subvariedade de dimensão m e classe Ck de M .

4

Definição 2.1.7. Seja f : M → N uma aplicação diferenciável de classe Ck. Dizemos

que um ponto q ∈ N é um valor regular de f , se para cada ponto p ∈ f−1(q) tem-se que

df(p) : TpM → TqN é uma aplicação sobrejetora.

O resultado a seguir nos fornece mais exemplos de subvariedades.

Proposição 2.1.2. Seja f : M → N uma aplicação diferenciável de classe Ck. Se

q ∈ N é um valor regular de f , então ou f−1(q) é vazio ou f−1(q) é uma subvariedade de

dimensão m− n e classe Ck de M . Além disso, para todo p ∈ f−1(q),

Tpf
−1(q) = ker df(p).
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A demonstração desta proposição pode ser encontrada em [13].

A seguir definiremos partição da unidade em uma variedade diferenciável e apresen-

taremos alguns resultados que serão utilizados neste texto.

Sejam X um espaço topológico e f : X → Rm uma aplicação. O suporte de f é

supp f := {x ∈ X; f(x) 6= 0}.

Uma famı́lia X = {Xα;α ∈ A} de subconjuntos de um espaço topológico X diz-se

localmente finita se para cada ponto x ∈ X existe uma vizinhança que intersecta somente

um número finito de elementos da famı́lia X .

Definição 2.1.8. Seja M uma variedade diferenciável de classe Cr. Chamamos de

partição da unidade de classe Ck, k ≤ r, em M uma famı́lia {ϕα : M → R;α ∈ A} de

funções de classe Ck tais que:

i. 0 ≤ ϕα(p) ≤ 1, para todo p ∈M e α ∈ A;

ii. A famı́lia {suppϕα;α ∈ A} é localmente finita em M ;

iii.
∑

α∈A ϕα(p) = 1, para todo p ∈M .

Seja C = {Cβ; β ∈ B} uma cobertura de M . Dizemos que uma partição da unidade

{ϕα : M → R;α ∈ A} em M é subordinada à cobertura C se, dado α ∈ A existe β ∈ B

tal que suppϕα ⊂ Cβ.

Considere duas coberturas A e B de um conjunto X. Dizemos que A é um refinamento

de B se, para cada A ∈ A existe B ∈ B tal que A ⊂ B.

As demonstrações dos dois próximos resultados podem ser encontradas em [11].

Proposição 2.1.3. Sejam M uma variedade diferenciável e C uma cobertura aberta de

M . Então, a cobertura aberta C possui um refinamento U = {Ui}i∈N localmente finito,

formado por domı́nios de cartas locais (Ui, ϕi) em M tais que ϕi (Ui) = B(0; 3) para todo

i ∈ N.

Na proposição acima estamos usando a notação B(0; r) para representar a bola aberta

centrada na origem e de raio r em Rm.



36

Corolário 2.1.1. Seja M uma variedade diferenciável. Se C é uma cobertura aberta de

M , então existe uma partição da unidade subordinada à cobertura C.

Observação 2.1.2. A partir daqui consideraremos as variedades diferenciáveis como

sendo suaves, ou seja, de classe C∞.

2.2 Campos Vetoriais, Fibrados Tensoriais, Campos

Tensoriais, Derivada de Lie e Métricas Rieman-

nianas

Seja M uma variedade diferenciável. Chamamos de fibrado tangente de M o conjunto

TM =
⋃
p∈M

({p} × TpM) .

O fibrado tangente TM é na verdade uma variedade diferenciável de dimensão 2m

(para ver os detalhes consulte a referência [13]).

A projeção canônica de TM sobre M é a aplicação π : TM →M dada por

π(p, v) = p.

Esta aplicação é uma submersão, isto é, a sua derivada é sobrejetora em todos os pontos

de TM .

Definição 2.2.1. Seja M uma variedade diferenciável. Um campo vetorial em M é uma

aplicação X : M → TM tal que π ◦X = id. Isto é, o diagrama

comuta.
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Denotaremos por X(M) o conjunto formado pelos campos vetoriais suaves em M . Este

conjunto passa a ser um espaço vetorial real com as operações naturais (X + Y )(p) = X(p) + Y (p)

(c ·X)(p) = c ·X(p)
,

para todo X, Y ∈ X(M), p ∈M e c ∈ R.

Seja (U,ϕ) uma carta local de M . O campo vetorial X : M → TM em coordenadas é

X(p) =
m∑
i=1

X i(p)
∂

∂xi
∣∣
p
,

para todo p ∈ U , onde X i : U → R é uma função definida no aberto U e
{

∂
∂xi

∣∣
p

}m
i=1

é a

base de TpM associada a carta (U,ϕ). O campo vetorial X é diferenciável se, e somente

se, as funções X i, para i = 1, · · · ,m, são diferenciáveis.

Faremos agora algumas considerações sobre derivações em variedades diferenciáveis

para posteriormente definirmos o colchete de Lie de dois campos vetoriais.

Definição 2.2.2. Sejam M uma variedade diferenciável e p ∈ M . Uma derivação em p

é um funcional linear D : C∞(M)→ R tal que

D(fg) = D(f)g(p) + f(p)D(g), ∀f, g ∈ C∞(M). (2.4)

Vejamos o exemplo:

Exemplo 2.2.1. Sejam M uma variedade diferenciável e v ∈ TpM , onde p ∈ M . A

função v : C∞(M)→ R dada por

v(f) = (f ◦ λ)′(0),

sendo λ : I → M uma curva diferenciável tal que λ(0) = p e λ′(0) = v, é uma derivação

em p. Com efeito, note que v está bem definida e que é um funcional linear (devido a

linearidade da derivada). Agora basta verificar a igualdade (2.4). Então,

v(fg) = (fg ◦ λ)′(0)

= ((f ◦ λ) · (g ◦ λ))′ (0)

= (f ◦ λ)′(0) · (g ◦ λ)(0) + (f ◦ λ)(0) · (g ◦ λ)′(0)

= v(f)g(p) + f(p)v(g), ∀f, g ∈ C∞(M).
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4

Sejam (U,ϕ) uma carta local em M e ∂
∂xi

∣∣
p

um elemento da base de TpM associada a

ϕ. Do exemplo 2.2.1 temos que a função

∂

∂xi
∣∣
p

: C∞(M)→ R

é uma derivação e, para todo f ∈ C∞(M),

∂

∂xi
∣∣
p
(f) = (f ◦ λ)′(0)

=
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi
∣∣
ϕ(p)

,

onde λ : I → U é uma curva diferenciável tal que λ(0) = p e λ′(0) = ∂
∂xi

∣∣
p
.

Denotemos por Derp(M) o conjunto formado pelas derivações em p ∈ M . Este con-

junto se torna um espaço vetorial real quando munido das operações (D + D̃)(f) = D(f) + D̃(f)

(c ·D)(f) = c ·D(f)
,

para todo D, D̃ ∈ Derp(M), f ∈ C∞(M) e c ∈ R. Além disso,

TpM ∼= Derp(M).

Definição 2.2.3. Seja M uma variedade diferenciável. Uma derivação em M é um

operador linear D : C∞(M)→ C∞(M) tal que

D(fg) = D(f)g + fD(g), ∀f, g ∈ C∞(M). (2.5)

Exemplo 2.2.2. Considere um campo vetorial X ∈ X(M). Defina a aplicação

X : C∞(M) −→ C∞(M)

f 7−→ X (f) : M −→ R

p 7−→ X (f) (p) := df(p) ·X(p)

.

Temos que, X é uma derivação em M (veja a referência [13]).

4
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Denotaremos por Der(M) o conjunto formado por todas as derivações em M . De

modo análogo a Derp(M) vê-se que o conjunto Der(M) é um espaço vetorial real. Temos

que, a aplicação φ : X(M)→ Der(M) dada por

φ(X) = X,

para todo X ∈ X(M), isto é,

X(M) ∼= Der(M).

Para mais detalhes veja [13].

Proposição 2.2.1. Sejam D1,D2 ∈ Der(M). A aplicação [D1,D2] : C∞(M) → C∞(M)

dada por

[D1,D2] = D1 ◦ D2 −D2 ◦ D1

é uma derivação em M .

Demonstração. Facilmente verifica-se que a aplicação [D1,D2] está bem definida e é um

operador linear. Resta-nos mostrar a igualdade (2.5). Sejam f, g ∈ C∞(M). Temos que,

(D1 ◦ D2) (fg) = D1 (D2(f)g + fD2(g))

= D1 (D2(f)) g +D2(f)D1 (g) +D1(f)D2 (g) + fD1 (D2(g)) (2.6)

e

(D2 ◦ D1) (fg) = D2 (D1(f)g + fD1(g))

= D2 (D1(f)) g +D1(f)D2 (g) +D2(f)D1 (g) + fD2 (D1(g)) . (2.7)

Subtraindo a equação (2.6) pela equação (2.7) obtemos

[D1,D2](fg) = D1 (D2(f)) g + fD1 (D2(g))−D2 (D1(f)) g − fD2 (D1(g))

= [D1,D2](f)g + f [D1,D2](g).

Portanto, segue o resultado.

Corolário 2.2.1. Se X, Y ∈ X(M), então ∃! [X, Y ] ∈ X(M) tal que

[X, Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f)),∀f ∈ C∞(M).
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O corolário acima motiva a seguinte definição:

Definição 2.2.4. Sejam X, Y ∈ X(M). O campo vetorial [X, Y ] ∈ X(M) dado no

corolário 2.2.1 é chamado de Colchete de Lie dos campos vetoriais X e Y e é representado

da seguinte forma

[X, Y ] = XY − Y X.

Proposição 2.2.2. O colchete de Lie satisfaz as seguintes propriedades:

i. (Anticomutatividade) [X, Y ] = −[Y,X];

ii. (Identidade de Jacobi) [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0;

iii. [fX, gY ] = fg[X, Y ] + f(X(g))Y − g(Y (f))X,

para quaisquer X, Y, Z ∈ X(M) e f, g ∈ C∞(M).

Demonstração. quebra de linha

i. Sejam X, Y ∈ X(M). Então,

[X, Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f))

= − (Y (X(f))−X(Y (f)))

= −[Y,X](f),∀f ∈ C∞(M).

Logo, [X, Y ] = −[Y,X].

ii. Considere X, Y, Z ∈ X(M). Temos que,

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]]

= X[Y, Z]− [Y, Z]X + Y [Z,X]− [Z,X]Y + Z[X, Y ]− [X, Y ]Z

= X(Y Z − ZY )− (Y Z − ZY )X + Y (ZX −XZ)− (ZX −XZ)Y +

Z(XY − Y X)− (XY − Y X)Z

= XY Z −XZY − Y ZX + ZY X + Y ZX − Y XZ − ZXY +XZY + ZXY

−ZY X −XY Z + Y XZ

= 0.
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iii. Sejam X, Y ∈ X(M) e f, g ∈ C∞(M). Assim,

[fX, gY ](h) = fX(gY (h))− gY (fX(h))

= fX(g)Y (h) + gfX(Y (h))− gY (f)X(h)− fgY (X(h))

= fg[X, Y ](h) + fX(g)Y (h)− gY (f)X(h)

= (fg[X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X)(h),∀h ∈ C∞(M).

Portanto, [fX, gY ] = fg[X, Y ] + f(X(g))Y − g(Y (f))X.

A próxima proposição expressa o colchete de Lie em coordenadas.

Proposição 2.2.3. Sejam X, Y ∈ X(M) tais que, em coordenadas,

X =
m∑
i=1

X i ∂

∂xi
e Y =

m∑
j=1

Y j ∂

∂xj
,

então

[X, Y ] =
m∑

i,j=1

(
X i∂Y

j

∂xi
− Y i∂X

j

∂xi

)
∂

∂xj
.

Demonstração. Temos que,

X(Y (f)) = X

(
m∑
j=1

Y j ∂f

∂xj

)

=
m∑
j=1

X

(
Y j ∂f

∂xj

)

=
m∑
j=1

X
(
Y j
) ∂f
∂xj

+
m∑
j=1

Y jX

(
∂f

∂xj

)

=
m∑
j=1

(
m∑
i=1

X i ∂

∂xi

)(
Y j
) ∂f
∂xj

+
m∑
j=1

Y j

(
m∑
i=1

X i ∂

∂xi

)(
∂f

∂xj

)

=
m∑

i,j=1

X i∂Y
j

∂xi
∂f

∂xj
+

m∑
i,j=1

X iY j ∂2f

∂xi∂xj

e, de forma análoga,

Y (X(f)) =
m∑

i,j=1

Y i∂X
j

∂xi
∂f

∂xj
+

m∑
i,j=1

X iY j ∂2f

∂xj∂xi
.
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Como
∂2f

∂xi∂xj
=

∂2f

∂xj∂xi
,

então

[X, Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f))

=
m∑

i,j=1

X i∂Y
j

∂xi
∂f

∂xj
+

m∑
i,j=1

X iY j ∂2f

∂xi∂xj
−

m∑
i,j=1

Y i∂X
j

∂xi
∂f

∂xj
−

m∑
i,j=1

X iY j ∂2f

∂xj∂xi

=
m∑

i,j=1

(
X i∂Y

j

∂xi
− Y i∂X

j

∂xi

)
∂f

∂xj

=

(
m∑

i,j=1

(
X i∂Y

j

∂xi
− Y i∂X

j

∂xi

)
∂

∂xj

)
(f), ∀f ∈ C∞(M).

Logo,

[X, Y ] =
m∑

i,j=1

(
X i∂Y

j

∂xi
− Y i∂X

j

∂xi

)
∂

∂xj
.

Sejam M uma variedade diferenciável e X ∈ X(M). Uma curva integral de X é uma

curva diferenciável α : I →M tal que

α′(t) = X(α(t)), ∀t ∈ I.

O teorema a seguir garante a existência do fluxo local (a prova pode ser encontrada

em [10]):

Teorema 2.2.1. Sejam M uma variedade diferenciável e X ∈ X(M). Dado um ponto

q ∈ M , existe um fluxo local ϕ : (−ε, ε) × U → M para X em torno de q tal que, para

cada p ∈ U , a curva ϕp : (−ε, ε)→M dada por ϕp(t) = ϕ(t, p), para todo t ∈ (−ε, ε), é a

única curva integral de X com ϕ(0, p) = p.

Seja p ∈ M . Considere o conjunto {γi : (−εi, εi)→M ; i ∈ I} formado por todas as

curvas integrais de X tais que γ′i(0) = p, para todo i ∈ I. Agora, defina o intervalo aberto

Ip =
⋃
i∈I

(−εi, εi)
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e, posteriormente, a curva

γp : Ip −→ M

t 7−→ γp(t) = γi(t)
.

A curva γp é chamada de curva integral maximal de X que passa por p. Note que, γp está

bem definida.

Um campo vetorial X em M é dito completo se, para todo ponto p ∈ M , a curva

integral maximal que passa por p, no instante t = 0, tem domı́nio Ip = R.

Teorema 2.2.2. Sejam Dt = {p ∈M ; t ∈ Ip} e

ϕt : Dt −→ M

p 7−→ ϕt(p) = ϕ(t, p)
.

Dado t ∈ I, seja s ∈ I tal que s ∈ Iγp(t), ∀p ∈ Dt. Então, s+ t ∈ Ip, ∀p ∈ Dt, e

(ϕs ◦ ϕt) (p) = ϕs+t(p), ∀p ∈ Dt.

Em particular,

ϕt ◦ ϕ−t = id,

ou seja, ϕt : Dt → D−t é um difeomorfismo.

Para uma prova deste teorema veja [13].

Se o campo vetorial X ∈ X(M) é completo, então o conjunto formado por todos os

difeomorfismos ϕt é um grupo, que é chamado de grupo a 1-parâmetro de X.

Definição 2.2.5. Sejam M uma variedade diferenciável e (U,ϕ) uma carta local de M

em p. Considere

βp =

{
∂

∂x1

∣∣
p
, · · · , ∂

∂xm
∣∣
p

}
a base de TpM associada a carta ϕ e

β∗p =
{
dx1
∣∣
p
, · · · , dxm

∣∣
p

}
a base dual a βp. A base coordenada associada a carta ϕ para o espaço tensorial tangente

T lk (TpM) a M em p é dada por(
βlk
)
p

=

{
dxi1

∣∣
p
⊗ · · · ⊗ dxik

∣∣
p
⊗ ∂

∂xj1

∣∣
p
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xjl

∣∣
p

}
1≤i1,··· ,ik≤m
1≤j1,··· ,jl≤m

.
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Proposição 2.2.4. Sejam M uma variedade diferenciável e (U,ϕ) e (V, ψ) cartas locais

de M em p. Considere

βp =

{
∂

∂x1

∣∣
p
, · · · , ∂

∂xm
∣∣
p

}
e

β̃p =

{
∂

∂y1

∣∣
p
, · · · , ∂

∂ym
∣∣
p

}
as bases de TpM associadas as cartas, respectivamente, ϕ e ψ e

β∗p =
{
dx1
∣∣
p
, · · · , dxm

∣∣
p

}
e

β̃∗p =
{
dy1
∣∣
p
, · · · , dym

∣∣
p

}
as bases duais, respectivamente, a βp e β̃p tais que para um tensor Tp ∈ T lk (TpM) temos,

em coordenadas,

Tp =
m∑

i1,··· ,ik=1
j1,··· ,jl=1

T j1···jli1···ik (p) dxi1
∣∣
p
⊗ · · · ⊗ dxik

∣∣
p
⊗ ∂

∂xj1

∣∣
p
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xjl

∣∣
p

=
m∑

i1,··· ,ik=1
j1,··· ,jl=1

T̃ j1···jli1···ik (p) dyi1
∣∣
p
⊗ · · · ⊗ dyik

∣∣
p
⊗ ∂

∂yj1

∣∣
p
⊗ · · · ⊗ ∂

∂yjl

∣∣
p
.

Então,

T j1···jli1···ik (p) =
m∑

r1,··· ,rk=1
s1,··· ,sl=1

∂yr1

∂xi1
· · · ∂y

rk

∂xik
∂xj1

∂ys1
· · · ∂x

jl

∂ysl
T̃ s1···slr1···rk(p) ,

para todo i1, · · · , ik, j1, · · · , jl = 1, · · · ,m.

Demonstração. Como
∂

∂xi
∣∣
p

=
m∑
r=1

∂yr

∂xi
∂

∂yr
∣∣
p

e

dxj
∣∣
p

=
m∑
s=1

∂xj

∂ys
dys
∣∣
p
,

para i, j = 1, · · · ,m, então o resultado segue diretamente da proposição 1.3.3.

Seja M uma variedade diferenciável. Um fibrado vetorial de posto k sobre M (M é

chamado de espaço base) consiste de:



45

i. uma variedade diferenciável E (espaço total);

ii. uma aplicação sobrejetora diferenciável π : E →M (projeção),

tal que

• cada fibra de E sobre p, Ep = π−1(p), é um espaço vetorial de dimEp = k;

• para cada p ∈ M , existe uma carta local (U,ϕ) de M em p e um difeomorfismo

ϕ : π−1(U)→ U × Rk, trivialização local de E, tal que o diagrama

é comutativo.

Note que um fibrado tangente TM é um fibrado vetorial de posto m sobre M .

Uma seção de um fibrado vetorial E sobre M é uma aplicação s : M → E tal que

π ◦ s = id
∣∣
M

, ou seja, s(p) ∈ Ep, ∀p ∈M .

Definição 2.2.6. Seja (M,A) uma variedade diferenciável com A = {ϕα : Uα → Rm;α ∈

A}. O fibrado (k, l)-tensorial de M é a variedade diferenciável de dimensão m+mk+l

T lkM :=
{

(p, T ); p ∈M e T ∈ T lk (TpM)
}

com o atlas

A =
{
ϕα : Uα × T lk (TpM)→ Rm × Rmk+l ;α ∈ A com p ∈ Uα

}
,

onde

ϕα

p, m∑
i1,··· ,ik=1
j1,··· ,jl=1

T j1···jli1···ik (p) dxi1
∣∣
p
⊗ · · · ⊗ dxik

∣∣
p
⊗ ∂

∂xj1

∣∣
p
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xjl

∣∣
p


=

(
ϕα(p),

(
T j1···jli1···ik (p)

)m
i1,··· ,ik=1
j1,··· ,jl=1

)
para α ∈ A e p ∈ Uα.
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Perceba que fibrados tensoriais são fibrados vetoriais e que

T0M = C∞(M);

T 1M = TM ;

T1M = T ∗M.

Definição 2.2.7. Seja M uma variedade diferenciável. Um campo tensorial de M é uma

seção de um fibrado tensorial de M . Além disso:

i. um campo tensorial é dito diferenciável se a seção do fibrado vetorial é diferenciável;

ii. denotaremos por T lk (M) o espaço vetorial real formado por todos os campos (k, l)-

tensoriais diferenciáveis.

Note que,

T0(M) = C∞(M);

T 1(M) = X(M).

Proposição 2.2.5. Seja T : M → T lkM um campo tensorial de M . Dada uma carta local

(U,ϕ) de M em p denote por

(
βlk
)
p

=

{
dxi1

∣∣
p
⊗ · · · ⊗ dxik

∣∣
p
⊗ ∂

∂xj1

∣∣
p
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xjl

∣∣
p

}
1≤i1,··· ,ik≤m
1≤j1,··· ,jl≤m

a base coordenada associada a carta ϕ para o espaço tensorial tangente T lk (TpM) tal que

o campo tensorial T nesta base coordenada se escreve, em coordenadas, como

Tp =
m∑

i1,··· ,ik=1
j1,··· ,jl=1

T j1···jli1···ik (p) dxi1
∣∣
p
⊗ · · · ⊗ dxik

∣∣
p
⊗ ∂

∂xj1

∣∣
p
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xjl

∣∣
p
,

para todo p ∈ U . Então, o campo tensorial T é diferenciável se, e somente se, as funções

T j1···jli1···ik : U → R são diferenciáveis, para todo i1, · · · , ik, j1, · · · , jl = 1, · · · ,m.

A seguir definiremos o pullback e a derivada de Lie de campos tensoriais.

Seja φ : M → N um difeomorfismo. O pullback por φ do campo tensorial T ∈ T lk (N)

é o campo tensorial φ∗T ∈ T lk (M) dado por

(φ∗T )p (u1, · · · , uk, ω1, · · · , ωl) := Tφ(p)

(
dφ(p) · u1, · · · , dφ(p) · uk, (φ∗ω1)p , · · · , (φ∗ωl)p

)
,
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para todo p ∈M , u1, · · · , uk ∈ TpM e ω1, · · · , ωl ∈ T ∗pM , onde

(φ∗ωi)p (v) := ωi
(
dφ−1(φ(p)) · v

)
,

para todo v ∈ Tφ(p)N e i = 1, · · · , l.

Definição 2.2.8. Sejam X ∈ X(M), T ∈ T lk (M) e ϕt o fluxo local do campo X em uma

vizinhança U de p ∈ M . A derivada de Lie do campo tensorial T na direção do campo

vetorial X em p é

(LXT )p := lim
t→0

(ϕ∗tT )p − Tp
t

=
d

dt
(ϕ∗tT )p

∣∣
t=0
.

Note que, LXT ∈ T lk (M).

Exemplo 2.2.3. Seja f ∈ C∞(M) = T0(M). Temos que,

(LXf)p =
d

dt
(ϕ∗tf)p

∣∣
t=0

=
d

dt
(f ◦ ϕt) (p)

= df(ϕ0(p)) · d
dt
ϕt
∣∣
t=0

= df(p) ·X(p)

= X(f)(p),

isto é, LXf = X(f).

4

Exemplo 2.2.4 (Interpretação Geométrica do Colchete de Lie). Se X, Y ∈ X(M), então

LXY = [X, Y ].

Para ver os detalhes deste exemplo consulte [3].

4

Definição 2.2.9. Seja M uma variedade diferenciável. Dizemos que o campo tensorial

diferenciável 2-covariante γ é uma métrica riemanniana em M se,
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i. γ é simétrico, ou seja, γp(u, v) = γp(v, u), para todo p ∈M e u, v ∈ TpM ;

ii. γ é positivo definido, isto é, γp(u, u) > 0, para todo p ∈M e u ∈ TpM .

Seja (U,ϕ) uma carta local de M em p cuja base de TpM associada é

βp =

{
∂

∂x1

∣∣
p
, · · · , ∂

∂xm
∣∣
p

}
.

Então o tensor métrico γ, em coordenadas, é

γp =
m∑

i,j=1

γij(p)dx
i
∣∣
p
⊗ dxj

∣∣
p
,

onde as funções γij : M → R são diferenciáveis. Em forma matricial, temos

γ = (γij)n×n

é uma matriz simétrica positiva definida. Observe que pela simetria do tensor métrico a

matriz acima possui, no máximo, n(n+1)
2

entradas distintas.

Uma variedade diferenciável com uma métrica riemanniana é chamada de variedade

riemanniana.

Exemplo 2.2.5. Rn com a métrica euclidiana, γ = (dx1)
2

+ (dx2)
2

+ (dx3)
2
, é uma

variedade riemanniana.

4

Proposição 2.2.6. Toda variedade diferenciável possui uma métrica riemanniana.

Demonstração. Seja (M,A) uma variedade diferenciável com A = {ϕα : Uα → Rm;α ∈ A}.

Considere uma partição da unidade {fα}α em M subordinada a cobertura aberta formada

pelos domı́nios dos elementos do atlas A. Primeiramente vamos definir uma métrica rie-

manniana para cada Uα (subvariedade aberta deM). Sejam p ∈M e βp =
{

∂
∂x1

∣∣
p
, · · · , ∂

∂xm

∣∣
p

}
a base de TpM asssociada a carta (Uα, ϕα). Sendo u, v ∈ TpM , temos que

u =
m∑
i=1

ui
∂

∂xi
∣∣
p

e v =
m∑
j=1

vj
∂

∂xj
∣∣
p
.
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Agora, defina a seguinte métrica riemanniana em Uα

γαp (u, v) :=
m∑
i=1

ui · vi. (2.8)

A verificação de que (2.8) é uma métrica riemanniana em Uα é fácil e deixamos a cargo

do leitor. Para definir uma métrica riemanniana em M utilizaremos (2.8) e a partição da

unidade {fα}α. Afirmamos que

γp(u, v) :=
∑
α

fα(p)γαp (u, v), (2.9)

para u, v ∈ TpM , é uma métrica riemanniana em M . De fato, primeiro note que a soma em

(2.9) é finita em uma vizinhança de p e γ é um campo tensorial diferenciável 2-covariante.

Além disso:

i. Sejam p ∈M e u, v ∈ TpM . Então,

γp(u, v) =
∑
α

fα(p)γαp (u, v)

=
∑
α

fα(p)γαp (v, u)

= γp(v, u).

Logo, γ é simétrico.

ii. Sejam p ∈M e u ∈ TpM \ {0}. Como 0 ≤ fα ≤ 1, para todo α, e
∑

α fα = 1, então

fα > 0, para algum α. Assim,

γp(u, u) =
∑
α

fα(p)γαp (u, u)

> 0,

pois γαp (u, u) > 0, para todo α. Portanto, γ é positivo definido.

Sejam (M,γ), (N, γ̃) variedades riemannianas e f : M → N um difeomorfismo. Dize-

mos que f é uma isometria se

γp (u, v) = γ̃f(p) (df(p) · u, df(p) · v) ,
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para todo p ∈ M e u, v ∈ TpM . Neste caso dizemos que as variedades M e N são

isométricas.

Definição 2.2.10. Sejam M uma variedade diferenciável, (N, γ̃) uma variedade rieman-

niana e f : M → N uma imersão. Então, a métrica induzida por f em M , dada por

γp (u, v) = γ̃f(p) (df(p) · u, df(p) · v) ,

para todo p ∈M e u, v ∈ TpM , é chamada de métrica pull-back e representada por

γ = f ∗γ̃.

Note que, as variedades (M,γ), (N, γ̃) são isométricas (f : M → N é um difeomor-

fismo) se, e somente se, γ = f ∗γ̃.

Exemplo 2.2.6. Considere a curva regular α : I → R3 dada por

α (t) = (0, f(t), g(t)) ,

onde f(t) > 0 para todo t ∈ I. Seja S ⊂ R3 a superf́ıcie de revolução obtida a partir da

rotação da curva α em torno do eixo-z.

Figura 2.1: Parametrização em S.

Temos que, ϕ : I × (0, 2π)→ S dada por

ϕ(t, θ) = (f(t) cos θ, f(t) sin θ, g(t))
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é uma parametrização em S. Temos o seguinte diagrama comutativo:

Assim,

diϕ(t,θ) = dϕ(t,θ) =


f ′(t) cos θ −f(t) sin θ

f ′(t) sin θ f(t) cos θ

g′(t) 0

 .

Como i é uma imersão, então a métrica induzida por R3 é

γϕ(t,θ) (u, v) =
〈
diϕ(t,θ) · u, diϕ(t,θ) · v

〉
R3

=

〈
diϕ(t,θ) ·

(
u1 ∂

∂t
+ u2 ∂

∂θ

)
, diϕ(t,θ) ·

(
v1 ∂

∂t
+ v2 ∂

∂θ

)〉
R3

=
(
u1f ′(t) cos θ − u2f(t) sin θ

) (
v1f ′(t) cos θ − v2f(t) sin θ

)
+(

u1f ′(t) sin θ + u2f(t) cos θ
) (
v1f ′(t) sin θ + v2f(t) cos θ

)
+

u1v1 [g′(t)]
2
,

para todo ϕ (t, θ) ∈ S e u, v ∈ Tϕ(t,θ)S. Dessa forma,

γ11 (ϕ (t, θ)) = 〈(f ′(t) cos θ, f ′(t) sin θ, g′(t)) , (f ′(t) cos θ, f ′(t) sin θ, g′(t))〉R3

= [f ′(t)]
2

+ [g′(t)]
2
,

γ21 (ϕ (t, θ)) = γ12 (ϕ (t, θ))

= 〈(f ′(t) cos θ, f ′(t) sin θ, g′(t)) , (−f(t) sin θ, f(t) cos θ, 0)〉R3

= 0

e

γ22 (ϕ (t, θ)) = 〈(−f(t) sin θ, f(t) cos θ, 0) , (−f(t) sin θ, f(t) cos θ, 0)〉R3

= [f(t)]2 ,
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ou seja,

γ (ϕ (t, θ)) =

 [f ′(t)]2 + [g′(t)]2 0

0 [f(t)]2

 ,

para todo ϕ (t, θ) ∈ S.

4

Se no exemplo acima considerarmos a variedade como sendo S2 e

ϕ(φ, θ) = (sinφ cos θ, sinφ sin θ, cosφ) ,

onde (φ, θ) ∈ (0, π) × (0, 2π), uma parametrização em S2, então a métrica induzida por

R3 é dada por

γ (ϕ (φ, θ)) =

 1 0

0 sin2 φ

 .

2.3 Conexões Afim e Riemanniana e Geodésicas

Definição 2.3.1. Seja M uma variedade diferenciável. Uma conexão ∇ em M é uma

aplicação

∇ : X(M)× X(M) −→ X(M)

(X, Y ) 7−→ ∇XY

tal que

i. ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ;

ii. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ;

iii. ∇X(fY ) = f∇XY + (Xf)Y ,

para todo X, Y, Z ∈ X(M) e f, g ∈ C∞(M). O śımbolo ∇XY lê-se: derivada covariante

do campo vetorial Y na direção do campo vetorial X.

Sejam ∇ uma conexão em M , (U,ϕ) uma carta local em M e X, Y ∈ X(M) tais que,

em coordenadas,

X =
m∑
i=1

X i∂i e Y =
m∑
j=1

Y j∂j.
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Agora iremos escrever o campo vetorial ∇XY em coordenadas. Temos que,

∇XY = ∇X

(
m∑
j=1

Y j∂j

)

=
m∑
j=1

∇X

(
Y j∂j

)
=

m∑
j=1

X
(
Y j
)
∂j +

m∑
j=1

Y j∇X∂j

=
m∑
j=1

X
(
Y j
)
∂j +

m∑
j=1

Y j∇∑m
i=1X

i∂i∂j

=
m∑
j=1

X
(
Y j
)
∂j +

m∑
i,j=1

X iY j∇∂i∂j.

Mas,

∇∂i∂j =
m∑
k=1

Γkij∂k. (2.10)

Assim,

∇XY =
m∑
k=1

(
X
(
Y k
)

+
m∑

i,j=1

X iY jΓkij

)
∂k. (2.11)

Da identidade (2.11) vemos que (∇XY )p depende apenas dos valores de X e Y em p e

dos valores de Xp(Y
k), para k = 1, · · · ,m, que dependem do valor de Y ao longo de uma

curva diferenciável que passa por p e que tem Xp como sendo o vetor tangente em p (ver

o exemplo 2.2.1).

Definição 2.3.2. As funções suaves Γkij : U → Rm definidas em (2.10) são chamadas de

śımbolos de Christoffel associados a carta (U,ϕ).

Teorema 2.3.1. Toda variedade diferenciável possui uma conexão.

Demonstração. Seja (M,A) uma variedade diferenciável com A = {ϕα : Uα → Rm;α ∈

A}. Considere uma partição da unidade {hα}α em M subordinada a cobertura aberta

{Uα;α ∈ A}. Agora, definiremos uma conexão para cada Uα (subvariedade aberta de M).

Para isso defina as m3 funções suaves Γkij em Uα. Dessa forma, a fórmula (2.11) define

uma conexão ∇α em Uα. Utilizando a partição da unidade {hα}α definimos uma conexão
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global em M

∇XY =
∑
α

hα∇α
XY, ∀X, Y ∈ X(M).

Com efeito, as duas primeiras propriedades da definição 2.3.1 são facilmente verificadas,

restando provar a terceira. Sejam X, Y ∈ X(M) e f ∈ C∞(M). Então,

∇X(fY ) =
∑
α

hα∇α
X(fY )

=
∑
α

hα (f∇α
XY + (Xf)Y )

= f
∑
α

hα∇α
XY + (Xf)Y

∑
α

hα

= f∇XY + (Xf)Y.

Definição 2.3.3. Sejam M uma variedade diferenciável e α : I → M uma curva dife-

renciável, onde I é um intervalo de R. Um campo vetorial diferenciável ao longo da curva

α é uma aplicação diferenciável V : I → TM tal que V (t) ∈ Tα(t)M , para todo t ∈ I.

Além disso, denotaremos por X(α) o espaço vetorial real formado por todos os campos

vetoriais diferenciáveis ao longo da curva α.

Proposição 2.3.1. Sejam M uma variedade diferenciável munido de uma conexão ∇ e

α : I ⊂ R → M uma curva diferenciável em M . Então, existe apenas uma corres-

pondência D
dt

que associa cada V ∈ X(α) a um outro campo vetorial DV
dt
∈ X(α) e que

satisfaz as seguintes propriedades:

i. D
dt

(V +W ) = DV
dt

+ DW
dt

, ∀V,W ∈ X(α);

ii. D
dt

(fV ) = df
dt
V + f DV

dt
, ∀V ∈ X(α) e para toda função diferenciável f em I;

iii. Se V ∈ X(α) é induzido por um campo vetorial X em M , isto é, V = X ◦ α, então

DV
dt

= ∇α′(t)X.

A demonstração desta proposição pode ser encontrada em [3] ou [7].

Definição 2.3.4. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão ∇. Dizemos

que:
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i. um campo vetorial diferenciável V ao longo de uma curva diferenciável

α : I ⊂ R→M é um campo paralelo ao longo de α se,

DV

dt
≡ 0.

ii. um campo vetorial X ∈ X(M) é um campo paralelo se, ele é paralelo ao longo de

qualquer curva diferenciável em M .

Note que, X ∈ X(M) é paralelo ⇔ ∇XY = 0, ∀ Y ∈ X(M).

Proposição 2.3.2. Sejam M uma variedade diferenciável com uma conexão ∇,

α : I ⊂ R → M uma curva diferenciável e V0 ∈ Tα(t0)M com t0 ∈ I. Então, existe

somente um campo vetorial paralelo V ∈ X(α) tal que Vt0 = V0.

A prova desta proposição pode ser encontrada em [3] ou [7].

A proposição 2.3.2 permite enunciar a seguinte definição:

Definição 2.3.5. quebra de linha

i. O campo V é chamado de transporte paralelo de V0 ao longo da curva diferenciável

α;

ii. A aplicação linear τt : Tα(t0)M → Tα(t)M dada por

τt(V0) = Vt,

para cada V0 ∈ Tα(t0)M é chamada de aplicação transporte paralelo.

Perceba que a aplicação transporte paralelo é um isomorfismo.

Proposição 2.3.3. Seja (M,γ) uma variedade riemanniana com uma conexão ∇. As

afirmações abaixo são equivalentes:

i. Para todos os campos paralelos V,W ∈ X(α) tem-se

γ (V,W ) ≡ constante.
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ii. Para todo V,W ∈ X(α) vale

d

dt
γ (V,W ) = γ

(
DV

dt
,W

)
+ γ

(
V,
DW

dt

)
.

iii. Para todo X, Y, Z ∈ X(M) tem-se

Xγ (Y, Z) = γ (∇XY, Z) + γ (Y,∇XZ) .

A demonstração desta proposição pode ser encontrada em [3].

Definição 2.3.6. Seja (M,γ) uma variedade riemanniana com uma conexão ∇. Dizemos

que a conexão é compat́ıvel com a métrica se uma das três condições da proposição 2.3.3

é satisfeita.

Definição 2.3.7. Uma conexão ∇ em uma variedade riemanniana M é dita simétrica se

∇XY −∇YX = [X, Y ], (2.12)

para todo X, Y ∈ X(M).

Seja βp =
{
∂1

∣∣
p
, · · · , ∂m

∣∣
p

}
a base de TpM associada a carta (U,ϕ) de M com p ∈M .

Suponha que a conexão ∇ é simétrica.

i. Então pela definição 2.3.7

∇∂i∂j −∇∂j∂i = [∂i, ∂j] = 0,

para i, j = 1, · · · ,m.

ii. Como

∇∂i∂j =
m∑
k=1

Γkij∂k

e

∇∂j∂i =
m∑
k=1

Γkji∂k,

então
m∑
k=1

(Γkij − Γkji)∂k =
m∑
k=1

Γkij∂k −
m∑
k=1

Γkji∂k

= ∇∂i∂j −∇∂j∂i

= [∂i, ∂j]

= 0.
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Teorema 2.3.2 (Levi-Civita). Seja (M,γ) uma variedade riemanniana. Então, existe

uma única conexão ∇ em M tal que:

i. ∇ é simétrica.

ii. ∇ é compat́ıvel com a métrica Riemanniana γ.

Demonstração. Primeiro provaremos a unicidade da conexão ∇. Sejam X, Y, Z ∈ X(M).

Pela compatibilidade da métrica, temos que

Xγ(Y, Z) = γ (∇XY, Z) + γ (Y,∇XZ) ,

Y γ(X,Z) = γ (∇YX,Z) + γ (X,∇YZ)

e

Zγ(X, Y ) = γ (∇ZX, Y ) + γ (X,∇ZY ) .

Assim, pela simetria de ∇,

Xγ(Y, Z) + Y γ(X,Z)− Zγ(X, Y ) = γ (X,∇YZ −∇ZY ) + γ (Y,∇XZ −∇ZX) +

γ (∇XY, Z) + γ (∇YX,Z)

= γ (X, [Y, Z]) + γ (Y, [X,Z])− γ (∇XY −∇YX,Z) +

2γ (∇XY, Z)

= γ (X, [Y, Z]) + γ (Y, [X,Z])− γ (Z, [X, Y ]) +

2γ (∇XY, Z) ,

ou seja,

γ (∇XY, Z) =
1

2
(Xγ(Y, Z) + Y γ(X,Z)− Zγ(X, Y )− γ (X, [Y, Z])− γ (Y, [X,Z]) +

γ (Z, [X, Y ])) . (2.13)

A identidade (2.13) mostra que ∇ é unicamente determinada pela métrica γ e, conse-

quentemente, se a conexão existe, então ela é única. Para mostrar a existência de uma

conexão ∇ que satisfaça os dois itens do teorema, basta definir a conexão pela identidade

(2.13). Facilmente verifica-se que a aplicação definida dessa forma está bem definida e é

uma conexão simétrica e compat́ıvel com a métrica riemanniana γ.
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A conexão ∇ simétrica e compat́ıvel com a métrica riemanniana γ em M é chamada

de conexão riemanniana ou conexão de Levi-Civita de M .

Seja (M,γ) uma variedade riemanniana com uma conexão riemanniana ∇. Considere

βp =
{
∂1

∣∣
p
, · · · , ∂m

∣∣
p

}
a base de TpM associada a carta (U,ϕ) de M com p ∈ M . De

(2.10) temos que,

γ (∇∂i∂j, ∂l) =
m∑
k=1

Γkijγkl. (2.14)

Por outro lado, da expressão (2.13) vem que

γ (∇∂i∂j, ∂l) =
1

2
(∂iγ(∂j, ∂l) + ∂jγ(∂i, ∂l)− ∂lγ(∂i, ∂j)− γ (∂i, [∂j, ∂l])− γ (∂j, [∂i, ∂l]) +

γ (∂l, [∂i, ∂j]))

=
1

2
(∂jγil + ∂iγjl − ∂lγij) . (2.15)

Assim, de (2.14) e (2.15) segue que

m∑
k=1

Γkijγkl =
1

2
(∂jγil + ∂iγjl − ∂lγij) .

Dáı vem que,
m∑
l=1

γlr
m∑
k=1

Γkijγkl =
1

2

m∑
l=1

(∂jγil + ∂iγjl − ∂lγij) γlr.

Mas,
m∑
k=1

(
m∑
l=1

γrlγlk

)
Γkij =

m∑
k=1

δrkΓ
k
ij = Γrij.

Logo,

Γrij =
1

2

m∑
l=1

(∂jγil + ∂iγjl − ∂lγij) γlr, (2.16)

para i, j, r = 1, · · · ,m.

Proposição 2.3.4 (Interpretação Geométrica da Derivada Covariante). Seja M uma

variedade riemanniana com uma conexão riemanniana ∇. Considere um campo vetorial

X em M em que α : I ⊂ R→M é uma curva integral de X passando pelo ponto p ∈M .

Se Y ∈ X(M), então

(∇XY )p = lim
t→0

τ−1
t

(
Yα(t)

)
− Yp

t
:=

d

dt
τ−1
t

(
Yα(t)

) ∣∣
t=0
.
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Para uma demonstração veja [3].

Observação 2.3.1. A partir daqui vamos supor que a variedade riemanniana está munida

da sua conexão riemanniana.

Seja M uma variedade riemanniana. Uma curva diferenciável α : I → M é chamada

de geodésica se,
Dα′

dt
(t) = 0, ∀t ∈ I.

Isto é, uma geodésica é uma curva diferenciável α em M tal que o campo velocidade α′ é

paralelo ao longo de α.

Proposição 2.3.5. Sejam M uma variedade riemanniana e α : I → M uma geodésica.

Então,

‖α′(t)‖ ≡ constante.

Consequentemente, uma reparametrização α ◦ h de uma geodésica α é uma geodésica se,

e somente se,

h(t) = at+ b,

onde a ∈ R \ {0} e b ∈ R são constantes.

A demonstração desta proposição pode ser encontrada em [3].

Teorema 2.3.3 (Teorema de Existência e Unicidade de Geodésicas). Seja M uma vari-

edade riemanniana. Dados p ∈M , v ∈ TpM e t0 ∈ R, então existem um intervalo aberto

I ⊂ R contendo t0 e uma única geodésica α : I →M tal que α(t0) = p e α′(t0) = v.

A demonstração desta proposição pode ser encontrada em [3].

Exemplo 2.3.1. Temos que as geodésicas em:

i. Rn são as retas;

ii. S2 são as circunferências máximas;

iii. H2 (espaço hiperbólico: modelo do semiplano superior de Poincaré) são as semirretas

verticais em relação ao eixo-x e as semicircunferências centradas no eixo-x.



60

4

Os detalhes deste exemplo podem ser encontrados em [3].

Proposição 2.3.6. Seja (M,γ) uma variedade riemanniana. Então, para cada p ∈ M

existem uma vizinhança V de p em M , δ, ε > 0 e uma aplicação diferenciável

α : (−δ, δ)× V →M,

onde

V =
{

(q, v); q ∈ V e v ∈ TqM, (γq(v, v))1/2 < ε
}
,

tais que

α(q,v)(t) = α(t, q, v) : (−δ, δ)→M

é a única geodésica de M que satisfaz as condições iniciais α(q,v)(0) = q e α′(q,v)(0) = v,

para todo q ∈ V e v ∈ TqM tal que (γq(v, v))1/2 < ε.

Para ver uma prova desta proposição consulte a referência [3] ou [7].

Lema 2.3.1 (Homogeneidade de uma Geodésica). Sejam M uma variedade riemanniana

e α : (−δ, δ)→ M uma geodésica tal que α(0) = p ∈ M e α′(0) = v ∈ TpM . Então, para

todo 0 < k ∈ R a curva

β :
(
− δ
k
, δ
k

)
−→ M

t 7−→ β(t) = α(kt)

é uma geodésica tal que β(0) = p e β′(0) = kv. Consequentemente,

β(t, p, kv) = α(kt, p, v).

Demonstração. A prova desta proposição segue da proposição 2.3.5 e do fato de que

β′(t) = kα′(kt).

Da proposição 2.3.6 e do lema da homogeneidade de uma geodésica vem o seguinte

resultado:
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Corolário 2.3.1. Seja (M,γ) uma variedade riemanniana. Então, para cada p ∈ M

existem uma vizinhança V de p em M , ε > 0 e uma aplicação diferenciável

α : (−2, 2)× V →M,

onde

V =
{

(q, v); q ∈ V e v ∈ TqM, (γq(v, v))1/2 < ε
}
,

tais que

α(q,v)(t) = α(t, q, v) : (−2, 2)→M

é a única geodésica de M que satisfaz as condições iniciais α(q,v)(0) = q e α′(q,v)(0) = v,

para todo q ∈ V e v ∈ TqM tal que (γq(v, v))1/2 < ε.

Definição 2.3.8. Sejam M uma variedade riemanniana, p ∈M , v ∈ TpM e α : [0, 1]→

M uma geodésica tal que α(0) = p e α′(0) = v. A aplicação exponencial de v é definida

como

expp(v) := α(1).

Note que, geometricamente expp(v) é o ponto de M obtido através de um ponto que

parte de p com velocidade v e percorre a geodésica α em uma unidade tempo. Além disso,

expp(0) = p.

Se α : (−2, 2) × V → M é a aplicação dada no corolário 2.3.1, então a aplicação

exponencial está definida para todo p ∈ V e v ∈ B(0; ε) :=
{
u ∈ TpM ; (γp(u, u))1/2 < ε

}
.

Proposição 2.3.7. Dado p ∈M , existe ε > 0 tal que expp é um difeomorfismo de B(0; ε)

sobre um aberto de M .

Seja expp : U ⊂ TpM → V ⊂ M um difeomorfismo, onde 0 ∈ U e p ∈ V . Então,

chamamos V de vizinhança normal de p. Além disso, se B(0; ε) ⊂ U chamamos

B(p; ε) := expp(B(0; ε))

de bola geodésica de centro em p e raio ε.
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Definição 2.3.9. Sejam V uma vizinhança normal de p em M , {E1, · · · , Em} uma base

ortonormal de TpM e E : Rm → TpM o isomorfismo dado por

E(x) =
m∑
i=1

xiEi, ∀x ∈ Rm.

Considere a parametrização ϕ : E−1(U)→ V definida por

ϕ(x) =
(
expp ◦E

)
(x) = expp

(
m∑
i=1

xiEi

)
.

Chamamos de coordenadas normais em p as coordenadas desta parametrização.

Proposição 2.3.8. Sejam (M,γ) uma variedade riemanniana, V uma vizinhança normal

em p ∈M e x1, · · · , xm coordenadas normais em p. Então, em coordenadas normais,

γij(p) = δij,

∂γij
∂xk

(p) = 0

e

Γkij(p) = 0,

para todo i, j, k = 1, · · · ,m. Além disso, para cada v ∈ TpM tem-se, em coordenadas

normais,

α(t, p, v) = expp(tv),

enquanto α(t, p, v) ∈ V , onde α é a geodésica de M que parte de p com velocidade inicial

v.

A demonstração desta proposição pode ser encontrada em [3].

Observação 2.3.2. As geodésicas contidas em uma vizinhança normal V de p ∈M que

partem do ponto p são chamadas de raios geodésicos ou geodésicas radiais.

Definição 2.3.10. Seja M uma variedade riemanniana. A variedade M é geodesicamente

completa se, para todo p ∈M as geodésicas radiais α(t) partindo de p estão definidas para

todo t ∈ R.
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Teorema 2.3.4 (Teorema de Hopf-Rinow). Uma variedade riemanniana conexa é geode-

sicamente completa se, e só se, a variedade como espaço métrico é completa.

A prova deste teorema pode ser encontrada em [3].

Corolário 2.3.2. Toda variedade riemanniana compacta é geodesicamente completa.

2.4 Curvatura e Derivada Covariante de Campos Ten-

soriais

Definição 2.4.1. Seja M uma variedade riemanniana. Chamamos de endomorfismo

curvatura de M a aplicação R : X(M)× X(M)× X(M)→ X(M) dada por

R(X, Y )Z := ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

Identificamos o endomorfismo curvatura R com o campo (3, 1)-tensorial R induzido

pela aplicação multilinear R : T 1(M)×T 1(M)×T 1(M)×T1(M)→ C∞(M) definida por

R(X, Y, Z, ω) := ω (R(X, Y )Z) .

Proposição 2.4.1. O endomorfismo curvatura R é uma aplicação multilinear sobre C∞(M).

Demonstração. quebra de linha

i. Linearidade sobre C∞(M) em relação a primeira variável:

Sejam X,X1, X2, Y, Z ∈ X(M) e f ∈ C∞(M). Temos que,

R(X1 +X2, Y )Z = ∇(X1+X2)∇YZ −∇Y∇(X1+X2)Z −∇[X1+X2,Y ]Z

= ∇X1∇YZ +∇X2∇YZ −∇Y∇X1Z −∇Y∇X2Z −∇[X1,Y ]Z −

∇[X2,Y ]Z

= R(X1, Y )Z +R(X2, Y )Z
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e

R(fX, Y )Z = ∇fX∇YZ −∇Y∇fXZ −∇[fX,Y ]Z

= f∇X∇YZ −∇Y (f∇XZ)−∇f [X,Y ]−Y (f)XZ

= f∇X∇YZ − f∇Y∇XZ − (Y f)∇XZ − f∇[X,Y ]Z + (Y f)∇XZ

= fR(X, Y )Z.

ii. Linearidade sobre C∞(M) em relação a segunda variável:

Basta mostrar que

R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z, ∀X, Y, Z ∈ X(M).

De fato,

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

= −∇Y∇XZ +∇X∇YZ −∇−[Y,X]Z

= −
(
∇Y∇XZ −∇X∇YZ −∇[Y,X]Z

)
= −R(Y,X)Z. (2.17)

iii. Linearidade sobre C∞(M) em relação a terceira variável:

Sejam X, Y, Z, Z1, Z2 ∈ X(M) e f ∈ C∞(M). Então,

R(X, Y ) (Z1 + Z2) = ∇X∇Y (Z1 + Z2)−∇Y∇X (Z1 + Z2)−∇[X,Y ] (Z1 + Z2)

= ∇X∇YZ1 +∇X∇YZ2 −∇Y∇XZ1 −∇Y∇XZ2 −∇[X,Y ]Z1 −

∇[X,Y ]Z2

= R(X, Y )Z1 +R(X, Y )Z2



65

e

R(X, Y ) (fZ) = ∇X∇Y (fZ)−∇Y∇X (fZ)−∇[X,Y ] (fZ)

= ∇X (f∇YZ) +∇X ((Y f)Z)−∇Y (f∇XZ)−∇Y ((Xf)Z)−

f∇[X,Y ]Z − [X, Y ](f)Z

= f∇X∇YZ + (Xf)∇YZ + (Y f)∇XZ + (X(Y f))Z −

f∇Y∇XZ − (Y f)∇XZ − (Xf)∇YZ − (Y (Xf))Z −

f∇[X,Y ]Z − [X, Y ](f)Z

= fR(X, Y )Z.

Teorema 2.4.1. Seja M uma variedade riemanniana. Então, M é localmente isométrica

ao Rm se, e somente se, R ≡ 0.

Para uma demonstração deste teorema veja [3].

Proposição 2.4.2. Seja M uma variedade riemanniana. As componentes do endomor-

fismo curvatura R de M são

Rl
ijk =

m∑
r=1

(
ΓrjkΓ

l
ir − ΓrikΓ

l
jr

)
+ ∂iΓ

l
jk − ∂jΓlik , (2.18)

para i, j, k, l = 1, · · · ,m.

Demonstração. Sejam X, Y, Z ∈ X(M) tais que, em coordenadas,

X =
m∑
i=1

X i∂i , Y =
m∑
j=1

Y j∂j e Z =
m∑
k=1

Zk∂k.

Da proposição 2.4.1, vem que

R(X, Y )Z =
m∑

i,j,k=1

X iY jZkR(∂i, ∂j)∂k.

Mas

R(∂i, ∂j)∂k =
m∑
l=1

Rl
ijk∂l, (2.19)
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para i, j, k = 1, · · · ,m. Então,

R(X, Y )Z =
m∑

i,j,k,l=1

Rl
ijkX

iY jZk∂l,

ou seja, as componentes de R são as funções reais suaves Rl
ijk, para i, j, k, l = 1, · · · ,m.

Como

∇∂i∂j =
m∑
r=1

Γrij∂r,

para i, j = 1, · · · ,m, então

R(∂i, ∂j)∂k = ∇∂i∇∂j∂k −∇∂j∇∂i∂k

= ∇∂i

(
m∑
r=1

Γrjk∂r

)
−∇∂j

(
m∑
r=1

Γrik∂r

)

=
m∑
r=1

Γrjk∇∂i∂r +
m∑
r=1

(
∂iΓ

r
jk

)
∂r −

m∑
r=1

Γrik∇∂j∂r −
m∑
r=1

(∂jΓ
r
ik) ∂r

=
m∑
r=1

Γrjk

m∑
l=1

Γlir∂l +
m∑
l=1

(
∂iΓ

l
jk

)
∂l −

m∑
r=1

Γrik

m∑
l=1

Γljr∂l −
m∑
l=1

(
∂jΓ

l
ik

)
∂l

=
m∑
l=1

[
m∑
r=1

ΓrjkΓ
l
ir −

m∑
r=1

ΓrikΓ
l
jr + ∂iΓ

l
jk − ∂jΓlik

]
∂l. (2.20)

Então, das igualdades (2.19) e (2.20) segue o resultado em (2.18).

Proposição 2.4.3 (Simetrias do Endomorfismo Curvatura). O endomorfismo curvatura

R satisfaz as seguintes propriedades:

i. R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z, para todo X, Y, Z ∈ X(M);

ii. (Primeira Identidade de Bianchi) R(X, Y )Z+R(Y, Z)X+R(Z,X)Y = 0, para todo

X, Y, Z ∈ X(M).

Em coordenadas:

i. Rl
ijk = −Rl

jik;

ii. Rl
ijk +Rl

jki +Rl
kij = 0,

para i, j, k, l = 1, · · · ,m.
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Demonstração. A primeira propriedade está demonstrada em (2.17). Resta-nos provar a

segunda propriedade, para isso aplicaremos inicialmente a simetria da conexão duas vezes

e em seguida a identidade de Jacobi (item ii. da proposição 2.2.2). Assim,

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y

= ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z +∇Y∇ZX −∇Z∇YX −∇[Y,Z]X +∇Z∇XY −

∇X∇ZY −∇[Z,X]Y

= ∇X (∇YZ −∇ZY ) +∇Y (∇ZX −∇XZ) +∇Z (∇XY −∇YX)−∇[X,Y ]Z −

∇[Y,Z]X −∇[Z,X]Y

=
(
∇X [Y, Z]−∇[Y,Z]X

)
+
(
∇Y [Z,X]−∇[Z,X]Y

)
+
(
∇Z [X, Y ]−∇[X,Y ]Z

)
= [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]]

= 0,

para todo X, Y, Z ∈ X(M).

Note que,

Rl
iik = 0, para i, k, l = 1, · · · ,m.

Definiremos, agora, os isomorfismos musicais que são utilizados para subir e descer um

ı́ndice de um tensor.

Definição 2.4.2. Seja (M,γ) uma variedade riemanniana.

i. O isomorfismo bemol (abaixar o ı́ndice) é a aplicação

[ : T 1(M) −→ T1(M)

X 7−→ X[

tal que

X[(Y ) = γ(X, Y ), ∀Y ∈ X(M).

ii. O isomorfismo sustenido (subir o ı́ndice) é a aplicação inversa do isomorfismo be-

mol, isto é, a aplicação
] : T1(M) −→ T 1(M)

ω 7−→ ω]
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tal que

γ(ω], Y ) = ω(Y ), ∀Y ∈ X(M).

Em coordenadas,

X[ =
m∑

i,j=1

γijX
idxj (2.21)

e

ω] =
m∑

i,j=1

γijωj∂i. (2.22)

A definição a seguir generaliza as operações de descer e subir um ı́ndice de um tensor:

Definição 2.4.3. Sejam (M,γ) uma variedade riemanniana e T ∈ T lk (M). Então,

i. T [ ∈ T l−1
k+1 (M) é o tensor dado por

T [
(
X1, · · · , Xk, Xk+1, ω

1, · · · , ωl−1
)

= T
(
X1, · · · , Xk, ω

1, · · · , ωl−1, X[
k+1

)
;

ii. T ] ∈ T l+1
k−1 (M) é o tensor dado por

T ]
(
X1, · · · , Xk−1, ω

1, · · · , ωl, ωl+1
)

= T
(
X1, · · · , Xk−1,

(
ωl+1

)]
, ω1, · · · , ωl

)
.

Escrevendo em coordenadas, por (2.21) e (2.22),

(
T [
)j1···jl−1

i1···ikik+1
=

m∑
p=1

γik+1pT
j1···jl−1p
i1···ik (2.23)

e (
T ]
)j1···jljl+1

i1···ik−1
=

m∑
q=1

γjl+1qT j1···jli1···ik−1q
. (2.24)

Com o isomorfismo musical sustenido podemos estender o conceito de traço de tensores

apresentado no caṕıtulo 1, como pode ser visto na próxima definição:

Definição 2.4.4. Sejam M uma variedade riemanniana e T ∈ T lk (M). O traço de T em

relação à métrica γ é o tensor trγ T ∈ T lk−2(M) dado por

trγ T = tr
(
T ]
)
.

Em coordenadas,

(trγ T )j1···jli1···ik−2
=

m∑
i,j=1

γijT j1···jli1···ik−2ij
.
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Seja (M,γ) uma variedade riemanniana. Chamamos de tensor curvatura de M o

campo tensorial R ∈ T4(M) dado por

R(X, Y, Z,W ) = γ(R(X, Y )Z,W ),

para todo X, Y, Z,W ∈ X(M).

Proposição 2.4.4. As componentes do tensor curvatura R são

Rijkl =
m∑
r=1

γrlR
r
ijk.

Além disso,

Rl
ijk =

m∑
r=1

γrlRijkr.

Demonstração. Temos que,

Rijkl = R (∂i, ∂j, ∂k, ∂l)

= γ (R (∂i, ∂j) ∂k, ∂l)

= γ

(
m∑
r=1

Rr
ijk∂r, ∂l

)

=
m∑
r=1

Rr
ijkγ (∂r, ∂l)

=
m∑
r=1

γrlR
r
ijk. (2.25)

A última afirmação é consequência da igualdade (2.25),

m∑
r=1

γrlRijkr =
m∑
r=1

γrl
m∑
s=1

γsrR
s
ijk =

m∑
s=1

(
m∑
r=1

γlrγrs

)
Rs
ijk =

m∑
s=1

δlsR
s
ijk = Rl

ijk.

Note que o tensor curvatura é obtido com o abaixamento do ı́ndice contravariante do

tensor endomorfismo curvatura.

Proposição 2.4.5 (Simetrias do tensor Curvatura). O tensor curvatura R satisfaz as

seguintes propriedades:
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i. R(X, Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W ), para todo X, Y, Z,W ∈ X(M);

ii. R(X, Y, Z,W ) = −R(X, Y,W,Z), para todo X, Y, Z,W ∈ X(M);

iii. R(X, Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y ), para todo X, Y, Z,W ∈ X(M);

iv. (Primeira Identidade de Bianchi)

R(X, Y, Z,W ) +R(Y, Z,X,W ) +R(Z,X, Y,W ) = 0,

para todo X, Y, Z,W ∈ X(M).

Em coordenadas:

i. Rijkl = −Rjikl;

ii. Rijkl = −Rijlk;

iii. Rijkl = Rklij;

iv. Rijkl +Rjkil +Rkijl = 0,

para i, j, k, l = 1, · · · ,m.

Demonstração. quebra de linha

i. Segue diretamente do item i. da proposição 2.4.3.

iv. É consequência do item ii. da proposição 2.4.3.

ii. Sejam X, Y, Z,W ∈ X(M). Temos que,

R(X, Y, Z+W,Z+W ) = R(X, Y, Z, Z)+R(X, Y, Z,W )+R(X, Y,W,Z)+R(X, Y,W,W ).

Para provarmos este item basta mostrar que

R(X, Y, Z, Z) = 0.

Temos que,

R(X, Y, Z, Z) = γ (R(X, Y )Z,Z)

= γ (∇X∇YZ,Z)− γ (∇Y∇XZ,Z)− γ
(
∇[X,Y ]Z,Z

)
. (2.26)
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Pela compatibilidade da métrica, vem que
γ (∇X∇YZ,Z) = Xγ (∇YZ,Z)− γ (∇YZ,∇XZ)

γ (∇Y∇XZ,Z) = Y γ (∇XZ,Z)− γ (∇XZ,∇YZ)

γ
(
∇[X,Y ]Z,Z

)
= 1

2
[X, Y ]γ (Z,Z)

. (2.27)

Substituindo os valores de (2.27) em (2.26) e aplicando novamente a compatibilidade

da métrica, obtemos

R(X, Y, Z, Z) =
1

2
X (Y γ (Z,Z))− 1

2
Y (Xγ (Z,Z))− 1

2
[X, Y ]γ (Z,Z)

=
1

2
[X, Y ]γ (Z,Z)− 1

2
[X, Y ]γ (Z,Z)

= 0.

iii. Sejam X, Y, Z,W ∈ X(M). Da primeira identidade de Bianchi obtemos o seguinte

sistema 

R(Y, Z,X,W ) +R(Z,X, Y,W ) +R(X, Y, Z,W ) = 0

R(Z,X,W, Y ) +R(X,W,Z, Y ) +R(W,Z,X, Y ) = 0

R(X,W, Y, Z) +R(W,Y,X,Z) +R(Y,X,W,Z) = 0

R(W,Y, Z,X) +R(Y, Z,W,X) +R(Z,W, Y,X) = 0

. (2.28)

Somando as quatro identidades do sistema (2.28) e usando as simetrias do tensor

curvatura dos itens i. e ii. temos

2R(X, Y, Z,W ) + 2R(W,Z,X, Y ) = 0⇒ R(X, Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y ).

Da proposição acima vemos que,

R(X,X,Z,W ) = R(X, Y, Z, Z) = 0,

ou em coordenadas,

Riikl = Rijkk = 0,

para i, j, k, l = 1, · · · ,m.
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Corolário 2.4.1. Seja M uma variedade riemanniana de dimensão m. Então, das m4

componentes do tensor curvatura, existem

m2 (m2 − 1)

12

componentes independentes.

Definição 2.4.5. Seja (M,γ) uma variedade riemanniana. O tensor curvatura de Ricci

de M ou, simplesmente, tensor de Ricci denotado por Ric é o campo tensorial 2-covariante

dado pelo traço em relação à métrica do tensor curvatura no primeiro e no último ı́ndice.

Em coordenadas,

Rij =
m∑
k=1

Rk
kij =

m∑
k,l=1

γklRkijl,

para i, j = 1, · · · ,m.

Temos que,

Rij =
m∑

k,l=1

γklRkijl =
m∑

k,l=1

γlkRjlki =
m∑

k,l=1

γlkRljik = Rji,

para i, j = 1, · · · ,m. Isto é, o tensor de Ricci é um campo tensorial simétrico.

Definição 2.4.6. Seja (M,γ) uma variedade riemanniana. Definimos a curvatura escalar

de M como a função real S : M → R tal que S é o traço em relação à métrica do tensor

de Ricci, ou seja,

S = trγ Ric =
m∑

i,j=1

γijRij.

Sejam (V, 〈·, ·〉) um espaço vetorial real com produto interno e u, v ∈ V vetores linear-

mente independentes. Então, definimos como a área do paralelogramo formado pelos

vetores u e v por

|u ∧ v| :=
√
‖u‖2‖v‖2 − 〈u, v〉2.

Proposição 2.4.6. Os vetores u, v ∈ V são linearmente independentes se, e somente se,

|u ∧ v| 6= 0.
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Definição 2.4.7. Sejam (M,γ) uma variedade riemanniana e σ ⊂ TpM um plano. Con-

sidere {X, Y } uma base para o plano σ. A curvatura seccional de M associada a σ é

K(X, Y ) :=
R(X, Y, Y,X)

|X ∧ Y |2
=

R(X, Y, Y,X)

γ (X,X) · γ (Y, Y )− γ (X, Y )2 .

Pode-se verificar facilmente que a curvatura seccional de M associoda a σ não depende

da escolha da base de σ.

Lema 2.4.1. Sejam V um espaço vetorial e Ri ∈ T 0
4 (V ), onde i = 1, 2, que satisfazem

as mesmas propriedades de simetria do tensor curvatura (proposição 2.4.5) e

K1 (X, Y ) =
R1 (X, Y, Y,X)

γ (X,X) · γ (Y, Y )− γ (X, Y )2 =
R2 (X, Y, Y,X)

γ (X,X) · γ (Y, Y )− γ (X, Y )2 = K2 (X, Y ) ,

para todo X, Y ∈ V linearmente independentes. Então,

R1 = R2.

Demonstração. Sejam X, Y ∈ V . Se X e Y são linearmente dependentes, então Y = kX

para algum k ∈ R. Assim,

R1 (X, Y, Y,X) = R1 (X, kX, kX,X)

= k2R1 (X,X,X,X)

= 0

= k2R2 (X,X,X,X)

= R2 (X, kX, kX,X)

= R2 (X, Y, Y,X) .

Agora, se X e Y são linearmente independentes então, por hipótese,

K1 (X, Y ) = K2 (X, Y )

⇒ R1 (X, Y, Y,X) = R2 (X, Y, Y,X) .

Dessa forma,

R1 (X +W,Y, Y,X +W ) = R2 (X +W,Y, Y,X +W ) .
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Dáı vem que,

R1 (X, Y, Y,X) +R1 (X, Y, Y,W ) +R1 (W,Y, Y,X) +R1 (W,Y, Y,W ) =

R2 (X, Y, Y,X) +R2 (X, Y, Y,W ) +R2 (W,Y, Y,X) +R2 (W,Y, Y,W )

⇒ R1 (X, Y, Y,X) + 2R1 (X, Y, Y,W ) +R1 (W,Y, Y,W ) =

R2 (X, Y, Y,X) + 2R2 (X, Y, Y,W ) +R2 (W,Y, Y,W )

⇒ R1 (X, Y, Y,W ) = R2 (X, Y, Y,W ) .

Da última igualdade acima temos que,

R1 (X, Y + Z, Y + Z,W ) = R2 (X, Y + Z, Y + Z,W )

e, consequentemente,

R1 (X, Y, Y,W ) +R1 (X, Y, Z,W ) +R1 (X,Z, Y,W ) +R1 (X,Z, Z,W ) =

R2 (X, Y, Y,W ) +R2 (X, Y, Z,W ) +R2 (X,Z, Y,W ) +R2 (X,Z, Z,W )

⇒ R1 (X, Y, Z,W ) +R1 (X,Z, Y,W ) = R2 (X, Y, Z,W ) +R2 (X,Z, Y,W ) . (2.29)

Considere o tensor 4-covariante dado por R = R1−R2. Verifica-se facilmente que o tensor

R satisfaz as propriedades de simetria do tensor curvatura. Da igualdade em (2.29) vem

que,

R (X, Y, Z,W ) = −R (X,Z, Y,W ) .

Com isso,

R (Y, Z,X,W ) = −R (Y,X,Z,W ) = R (X, Y, Z,W )

e

R (Z,X, Y,W ) = −R (X,Z, Y,W ) = R (X, Y, Z,W ) .

Pela identidade de Bianchi,

R (X, Y, Z,W ) +R (Y, Z,X,W ) +R (Z,X, Y,W ) = 0

⇒ 3R (X, Y, Z,W ) = 0

⇒ R (X, Y, Z,W ) = 0

⇒ R1 (X, Y, Z,W ) = R2 (X, Y, Z,W ) ,

para todo X, Y, Z,W ∈ V . Logo, R1 = R2.
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A partir do lema acima conclúımos que, em uma variedade riemanniana (M,γ), um

tensor covariante R̃ de ordem 4 que satisfaz as propriedades de simetria do tensor curva-

tura e
R̃(X, Y, Y,X)

γ (X,X) · γ (Y, Y )− γ (X, Y )2 = K(X, Y ),

em todos os planos associados no espaço tangente, é igual ao tensor curvatura.

A proposição a seguir garante a existência e a unicidade, em uma variedade dife-

renciável munida com sua conexão riemanniana, de uma aplicação que chamaremos de

conexão em T lk (M), que permitirá definir derivadas covariantes para campos tensoriais de

M .

Proposição 2.4.7. Seja M uma variedade diferenciável munida com sua conexão rie-

manniana ∇. Então, existe uma única conexão

∇̃ : T 1(M)× T lk (M)→ T lk (M)

para cada T lk (M) tal que:

i. Se k = 0 e l = 1, isto é, T 1(M) = X(M), então ∇̃ = ∇;

ii. Para T0(M) = C∞(M),

∇̃Xf = Xf ;

iii. A conexão ∇̃ satisfaz a regra do produto para os produtos tensoriais, isto é,

∇̃X (F ⊗G) =
(
∇̃XF

)
⊗G+ F ⊗

(
∇̃XG

)
;

iv. ∇̃ comuta com todos os traços de tensores, ou seja,

∇̃X (trF ) = tr
(
∇̃XF

)
;

v. Se X, Y ∈ T 1(M) e ω ∈ T1(M), então

∇̃X [ω (Y )] =
(
∇̃Xω

)
(Y ) + ω (∇XY ) ;
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vi. Sejam X,X1, · · · , Xk ∈ T 1(M), ω1, · · · , ωl ∈ T1(M) e T ∈ T lk (M). Temos que,(
∇̃XT

) (
X1, · · · , Xk, ω

1, · · · , ωl
)

= X
(
T
(
X1, · · · , Xk, ω

1, · · · , ωl
))
−

k∑
i=1

T
(
X1, · · · ,∇XXi, · · · , Xk, ω

1, · · · , ωl
)
−

k∑
j=1

T
(
X1, · · · , Xk, ω

1, · · · , ∇̃Xω
j, · · ·ωl

)
.

(2.30)

Por questão de simplicidade escreveremos ∇̃ como ∇.

Definição 2.4.8. Seja M uma variedade diferenciável dotada de sua conexão rieman-

niana ∇. Dado um campo (k, l)-tensorial T , a derivada covariante de T é o campo

(k + 1, l)-tensorial

∇T : T 1(M)× · · · × T 1(M)× T1(M)× · · · × T1(M)→ C∞(M)

definido por

∇T (Y1, · · · , Yk, X, ω1, · · · , ωl) = ∇XT (Y1, · · · , Yk, ω1, · · · , ωl).

Se (M,γ) é uma variedade riemanniana, então, pela definição de derivada covariante

e a compatibilidade da métrica,

∇γ = 0.

Seja T ∈ T lk (M). Se, em coordenadas,

T =
m∑

i1,··· ,ik=1
j1,··· ,jl=1

T j1···jli1···ik dx
i1 ⊗ · · · ⊗ dxik ⊗ ∂

∂xj1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xjl
,

então escrevemos em coordenadas a derivada covariante de T como

∇T =
m∑

i1,··· ,ik=1
j1,··· ,jl=1

m∑
r=1

∇rT
j1···jl
i1···ik dx

i1 ⊗ · · · ⊗ dxik ⊗ dxr ⊗ ∂

∂xj1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xjl
.

Como

∇∂rdx
j = −

m∑
s=1

Γjrsdx
s,
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temos que

∇rT
j1···jl
i1···ik = ∂rT

j1···jl
i1···ik +

l∑
p=1

m∑
t=1

T
j1···jp−1tjp+1···jl
i1···ik Γ

jp
rt −

k∑
q=1

m∑
t=1

T j1···jli1···jq−1tjq+1···ikΓ
t
riq .

Proposição 2.4.8 (Regra do Produto). Sejam R ∈ T lk (M) e S ∈ T qp (M). Então,

∇r

(
Rj1···jl
i1···ikS

jl+1···jl+q
ik+1···ik+p

)
=
(
∇rR

j1···jl
i1···ik

)
S
jl+1···jl+q
ik+1···ik+p +Rj1···jl

i1···ik

(
∇rS

jl+1···jl+q
ik+1···ik+p

)
.

Dáı juntamente com o fato de que ∇γ = 0 vem que,

∇rγ
ij = 0⇒ ∇γ−1 = 0.

As demonstrações das duas últimas proposições podem ser encontradas na referência

[3].

Definição 2.4.9. Seja (M,γ) uma variedade diferenciável dotada de sua conexão rie-

manniana ∇. Considere T ∈ T l(M) e Q ∈ Tk(M). Então definimos a divegência destes

campos tensoriais como:

i. A divergência de T é o campo (l − 1)-tensorial contravariante

div T = tr∇T ;

ii. A divergência de Q é o campo (k − 1)-tensorial covariante

divQ = trγ∇Q.

Vejamos o exemplo a seguir:

Exemplo 2.4.1. quebra de linha

a) Seja T ∈ T 2(M). Assim, em coordenadas,

(div T )i = (tr∇T )i

=
m∑
j=1

(∇T )ijj

=
m∑
j=1

∇jT
ij.
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b) Se T ∈ T2(M), então

(div T )i = (trγ∇T )i

=
m∑

j,k=1

γjk (∇T )ijk

=
m∑

j,k=1

γjk∇kTij.

4



Caṕıtulo 3

Variedades de Einstein em Baixas

Dimensões

Neste caṕıtulo começamos definindo variedade de Einstein e apresentando dois resultados

gerais que serão utilizados no decorrer do texto. Em seguida fazemos um estudo das

variedades de Einstein de dimensões 2 e 3 procurando caracterizá-las.

3.1 Variedades de Einstein

Definição 3.1.1. Diremos que uma variedade riemanniana (M,γ) é uma variedade de

Einstein se existe uma função f : M → R tal que

Ric = fγ.

Dizemos neste caso que a métrica γ é uma métrica de Einstein.

O resultado a seguir nos diz que a função f é essencialmente a curvatura escalar

quando a variedade é Einstein, isto é, f = S/m.

Proposição 3.1.1. (M,γ) é uma variedade de Einstein se, e somente se,

Ric =
S

m
γ,

onde S é a curvatura escalar de M .

79
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Demonstração. (⇒) Temos que,

S = trγ Ric = trγ fγ =
m∑

i,j=1

γij (fγ)ij = f

m∑
i=1

(
m∑
j=1

γijγji

)
= f

m∑
i=1

δii = fm ,

ou seja,

Ric = fg =
S

m
γ.

(⇐) Se Ric = S
m
γ, então basta tomar a função f = S

m
e, consequentemente, M é uma

variedade de Einstein.

Proposição 3.1.2. (Identidade de Bianchi Diferencial) Seja (M,γ) uma variedade ri-

emanniana. Então,

∇X3R(U, V,X1, X2) +∇X1R(U, V,X2, X3) +∇X2R(U, V,X3, X1) = 0, (3.1)

para todo U, V,X1, X2, X3 ∈ X(M), onde R é o tensor de curvatura de M . Em coordena-

das temos

∇rRijkl +∇kRijlr +∇lRijrk = 0. (3.2)

Demonstração. Sejam U, V,X1, X2, X3 ∈ X(M). Escrevendo estes campos vetoriais em

coordenadas, temos

U =
m∑
i=1

U i∂i , V =
m∑
j=1

V j∂j , X1 =
m∑
k=1

Xk
1 ∂k , X2 =

m∑
l=1

X l
2 ∂l e X3 =

m∑
r=1

Xr
3 ∂r.

A fim de simplificar nossos cálculos, consideraremos coordenadas normais em p ∈ M .

Dessa forma,

(∇∂s∂t) (p) =
m∑
q=1

Γqst(p) ∂q
∣∣
p

= 0, ∀s, t = 1, · · · ,m.

Pelas simetrias do tensor de curvatura temos que,

∇X3R(U, V,X1, X2) +∇X1R(U, V,X2, X3) +∇X2R(U, V,X3, X1)

= ∇X3R(X1, X2, U, V ) +∇X1R(X2, X3, U, V ) +∇X2R(X3, X1, U, V )

=
n∑

i,j,k,l,r=1

[∇rR (∂k, ∂l, ∂i, ∂j) +∇kR (∂l, ∂r, ∂i, ∂j)

+∇lR (∂r, ∂k, ∂i, ∂j)]X
k
1 X

l
2X

r
3 U

iV j.
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Pelo que foi exposto acima para provarmos a igualdade 3.1 basta mostrarmos que

∇rR (∂k, ∂l, ∂i, ∂j) +∇kR (∂l, ∂r, ∂i, ∂j) +∇lR (∂r, ∂k, ∂i, ∂j) = 0,

para todo i, j, k, l, r = 1, · · · ,m. Temos que,

∇rR (∂k, ∂l, ∂i, ∂j) = ∂r (R (∂k, ∂l, ∂i, ∂j))− [R (∇∂r∂k, ∂l, ∂i, ∂j) +R (∂k,∇∂r∂l, ∂i, ∂j)

+R (∂k, ∂l,∇∂r∂i, ∂j) +R (∂k, ∂l, ∂i,∇∂r∂j)]

= ∂r (γ (R (∂k, ∂l) ∂i, ∂j)) .

Pela compatibilidade da métrica,

∂r (γ (R (∂k, ∂l) ∂i, ∂j)) = γ (∇∂r (R (∂k, ∂l) ∂i) , ∂j) + γ (R (∂k, ∂l) ∂i,∇∂r∂j)

= γ (∇∂r (R (∂k, ∂l) ∂i) , ∂j) .

Com isso,

∇rR (∂k, ∂l, ∂i, ∂j) = γ (∇∂r (R (∂k, ∂l) ∂i) , ∂j) .

Como

R (∂k, ∂l) ∂i = ∇∂k∇∂l∂i −∇∂l∇∂k∂i,

pois [∂k, ∂l] = 0, para todo k, l = 1, · · · ,m, então

∇rR (∂k, ∂l, ∂i, ∂j) = γ (∇∂r (∇∂k∇∂l∂i −∇∂l∇∂k∂i) , ∂j)

= γ (∇∂r∇∂k∇∂l∂i −∇∂r∇∂l∇∂k∂i, ∂j) .

De modo análogo obtemos expressões similares para∇kR (∂l, ∂r, ∂i, ∂j) e∇lR (∂r, ∂k, ∂i, ∂j).

Assim,

∇rR (∂k, ∂l, ∂i, ∂j) +∇kR (∂l, ∂r, ∂i, ∂j) +∇lR (∂r, ∂k, ∂i, ∂j)

= γ (∇∂r∇∂k∇∂l∂i −∇∂r∇∂l∇∂k∂i, ∂j) + γ (∇∂k∇∂l∇∂r∂i −∇∂k∇∂r∇∂l∂i, ∂j)

+ γ (∇∂l∇∂r∇∂k∂i −∇∂l∇∂k∇∂r∂i, ∂j)

= γ (∇∂r∇∂k∇∂l∂i −∇∂k∇∂r∇∂l∂i +∇∂k∇∂l∇∂r∂i −∇∂l∇∂k∇∂r∂i

+∇∂l∇∂r∇∂k∂i −∇∂r∇∂l∇∂k∂i, ∂j)

= γ (R (∂r, ∂k)∇∂l∂i +R (∂k, ∂l)∇∂r∂i +R (∂l, ∂r)∇∂k∂i, ∂j)

= 0.
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A seguir mostraremos a relação, em coordenadas, entre a derivada covariante da cur-

vatura escalar S de M com a divergência do tensor de Ricci.

Da identidade de Bianchi diferencial (3.2) e a compatibilidade da métrica vem que,∑m
j,l=1 γ

jl (∇rRijkl +∇kRijlr +∇lRijrk) = 0

⇒
∑m

j,l=1∇r

(
γjlRijkl

)
+
∑m

j,l=1∇k

(
γjlRijlr

)
+
∑m

j,l=1 γ
jl∇lRijrk = 0

⇒ ∇r

(∑m
j,l=1 γ

jlRijkl

)
+∇k

(∑m
j,l=1 γ

jlRijlr

)
+
∑m

j,l=1 γ
jl∇lRijrk = 0

⇒ −∇r

(∑m
j,l=1 γ

jlRjikl

)
+∇k

(∑m
j,l=1 γ

jlRjirl

)
+
∑m

j,l=1 γ
jl∇lRijrk = 0

⇒ ∇rRik = ∇kRir +
∑m

j,l=1 γ
jl∇lRijrk.

Assim,

∇rS = ∇r

(
m∑

i,k=1

γikRik

)

=
m∑

i,k=1

γik∇rRik

=
m∑

i,k=1

γik∇kRir +
m∑

i,k=1

γik
m∑

j,l=1

γjl∇lRijrk

= (div Ric)r +
m∑

j,l=1

γjl∇l

(
m∑

i,k=1

γikRijrk

)

= (div Ric)r +
m∑

j,l=1

γjl∇lRjr

= 2 (div Ric)r .

Logo,

∇rS = 2 (div Ric)r

ou se preferir

∇rS = 2
m∑
k=1

∇kR
k
r .

Teorema 3.1.1. Se (M,γ) é uma variedade de Einstein conexa tal que m ≥ 3, então a

curvatura escalar de M é constante.
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Demonstração. Da proposição 3.1.1 temos que, Ric = S
m
γ. Com isso

Rij = S
m
γij

⇒ ∇kRij = ∇k

(
S
m
γij
)

⇒ ∇kRij = 1
m
γij∇kS

⇒
∑m

j,k=1 γ
jk∇kRij = 1

m

∑m
j,k=1 γ

jkγij∇kS

⇒ (div Ric)i = 1
m

∑m
k=1

(∑m
j=1 γ

kjγji

)
∇kS

⇒ ∇iS
2

= 1
m

∑m
k=1 δ

k
i∇kS

⇒ ∇iS
2

= ∇iS
m

⇒ (m− 2)∇iS = 0, ∀i = 1, · · · ,m.

Como m ≥ 3, então ∇iS = 0, ∀i = 1, · · · ,m. Portanto, S é constante em M , pois M é

conexa.

3.2 Variedades de Einstein de Dimensão 2

Seja (M,γ) uma variedade riemanniana de dimensão 2. Como dimTpM = 2, então TpM

contém apenas um plano que é ele mesmo. Dessa forma, podemos considerar a curvatura

seccional K de M associada a TpM como uma função de M em R. Seja {E1, E2} uma

base ortonormal de TpM . Temos que,

S(p) = 2K (E1, E2) := 2K(p), ∀p ∈M.

Considere o campo tensorial 4-covariante R̃ dado por

R̃ (W,X, Y, Z) = K [γ(W,Z)γ(X, Y )− γ(W,Y )γ(X,Z)] .

De onde vem que,

R1221 = R (E1, E2, E2, E1) · 1

= R (E1, E2, E2, E1) · |E1 ∧ E2|2 =
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= K (E1, E2)

= K(p)

= K(p) [γ (E1, E1) γ (E2, E2)− γ (E1, E2) γ (E2, E1)]

= R̃1221.

Temos ainda que

R1212 = −R1221 = −K(p) = R̃1212

R2112 = R1221 = K(p) = R̃2112

R2121 = −R1221 = −K(p) = R̃2121

e as demais componentes dos tensores R e R̃ são nulas. Destarte,

R (W,X, Y, Z) = R̃ (W,X, Y, Z)

⇒ R (W,X, Y, Z) = K [γ(W,Z)γ(X, Y )− γ(W,Y )γ(X,Z)] .

Em coordenadas

Rijkl = K (γilγjk − γikγjl) .

Assim, a única componente independente de Rijkl em dimensão 2 é R1212.

O teorema a seguir diz que toda variedade de dimensão 2 é uma variedade de Einstein.

Teorema 3.2.1. Se (M,γ) é uma variedade de riemanniana com m = 2, então (M,γ) é

uma variedade de Einstein.

Demonstração. Das considerações anteriores temos que,

Rrijs =
S

2
(γrsγij − γrjγis) .

Dessa forma,

Rij =
2∑

r,s=1

γrsRrijs

=
2∑

r,s=1

γrs
S

2
(γrsγij − γrjγis) =
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=
S

2
γij

2∑
s=1

(
2∑
r=1

γsrγrs

)
− S

2

2∑
s=1

(
2∑
r=1

γsrγrj

)
γis

=
S

2
γij

2∑
s=1

δss −
S

2

2∑
s=1

δsjγis

= Sγij −
S

2
γij

=
S

2
γij.

Logo, Ric = (S/2)γ, isto é, M é uma variedade de Einstein.

Do teorema anterior temos que

Ric = Kγ,

então se K = 0 segue que o tensor de Ricci é nulo. Agora, se Ric = 0 e p ∈ M tome um

campo vetorial X de M tal que Xp 6= 0. Assim,

Ric (X,X) (p) = K (p) γp (Xp, Xp)

⇒ 0 = K(p)

> 0︷ ︸︸ ︷
γp (Xp, Xp)

⇒ K(p) = 0.

O próximo resultado resume a discussão acima e classifica as variedades de Einstein

completas de dimensão 2 cujo tensor de Ricci é nulo.

Teorema 3.2.2. Seja (M,γ) uma variedade riemanniana bidimensional, então

Ric = 0⇔ K = 0.

Além disso, se Ric = 0 e M é uma variedade completa, então M é uma das seguintes

variedades:

i. o espaço euclidiano R2;

ii. o toro plano T2;

iii. o cilindro plano;
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iv. a garrafa de Klein plana;

v. a faixa de Möbius.

A demonstração da classificação das variedades riemannianas de dimensão 2 com cur-

vatura nula pode ser encontrada em [19].

3.3 Variedades de Einstein de Dimensão 3

A seguir apresentaremos alguns resultados gerais, referentes a variedades riemannianas de

curvatura seccional constante, que serão utilizados para demonstrar o resultado principal

desta seção.

Teorema 3.3.1. Seja (M,γ) uma variedade riemanniana. A curvatura seccional de M

é constante K0 se, e somente se,

R(X, Y, Z,W ) = K0 [γ(X,W )γ(Y, Z)− γ(X,Z)γ(Y,W )] , (3.3)

ou de forma equivalente,

R(X, Y )Z = K0 [γ(Y, Z)X − γ(X,Z)Y ] .

Neste caso:

i. Ric = (m− 1)K0γ;

ii. S = m (m− 1)K0.

Demonstração. Faremos a demonstração deste teorema em três partes.

1a Parte: A curvatura seccional de M é constante K0 ⇔ (3.3).

(⇒) Considere o campo tensorial 4-covariante R̃ dado por

R̃ (X, Y, Z,W ) = K0 [γ(X,W )γ(Y, Z)− γ(X,Z)γ(Y,W )] .
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Verificaremos, agora, que R̃ satisfaz as propriedades de simetria do tensor de curvatura.

Com efeito,

R̃(Y,X,Z,W ) = K0 [γ(Y,W )γ(X,Z)− γ(Y, Z)γ(X,W )]

= −K0 [γ(X,W )γ(Y, Z)− γ(X,Z)γ(Y,W )]

= −R̃(X, Y, Z,W ),

R̃(X, Y,W,Z) = K0 [γ(X,Z)γ(Y,W )− γ(X,W )γ(Y, Z)]

= −K0 [γ(X,W )γ(Y, Z)− γ(X,Z)γ(Y,W )]

= −R̃(X, Y, Z,W ),

R̃(Z,W,X, Y ) = K0 [γ(Z, Y )γ(W,X)− γ(Z,X)γ(W,Y )]

= K0 [γ(X,W )γ(Y, Z)− γ(X,Z)γ(Y,W )]

= R̃(X, Y, Z,W )

e

R̃(X, Y, Z,W ) + R̃(Y, Z,X,W ) + R̃(Z,X, Y,W )

= K0 [γ(X,W )γ(Y, Z)− γ(X,Z)γ(Y,W )] +K0 [γ(Y,W )γ(Z,X)− γ(Y,X)γ(Z,W )] +

K0 [γ(Z,W )γ(X, Y )− γ(Z, Y )γ(X,W )]

= 0.

Temos, ainda, que

R̃(X, Y, Y,X)

γ (X,X) · γ (Y, Y )− γ (X, Y )2 =
K0 [γ(X,X)γ(Y, Y )− γ(X, Y )γ(Y,X)]

γ (X,X) · γ (Y, Y )− γ (X, Y )2

= K0, (3.4)

para todo X, Y ∈ TpM linearmente independentes. Portanto, pelo lema 2.4.1,

R(X, Y, Z,W ) = R̃(X, Y, Z,W ) = K0 [γ(X,X)γ(Y, Y )− γ(X, Y )γ(Y,X)] .

(⇐) Segue diretamente de (3.4).

2a Parte: (3.3)⇔ R(X, Y )Z = K0 [γ(Y, Z)X − γ(X,Z)Y ].
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(⇐) Esta implicação é direta por definição do tensor de curvatura. (⇒) Temos que,

γ (R(X, Y )Z,W ) := R(X, Y, Z,W )

= K0 [γ(X,W )γ(Y, Z)− γ(X,Z)γ(Y,W )]

= γ (K0 [γ(Y, Z)X − γ(X,Z)Y ] ,W ) ,

para todo X, Y, Z,W ∈ TpM , então

R(X, Y )Z = K0 [γ(Y, Z)X − γ(X,Z)Y ] ,

para todo X, Y, Z ∈ TpM .

3a Parte:

i. Temos que,

Rij =
m∑

r,s=1

γrsRrijs

=
m∑

r,s=1

γrsK0 (γrsγij − γrjγis)

= K0γij

m∑
s=1

(
m∑
r=1

γsrγrs

)
−K0

m∑
s=1

(
m∑
r=1

γsrγrj

)
γis

= K0γij

m∑
s=1

δss −K0

m∑
s=1

δsjγis

= mK0γij −K0γij

= (m− 1)K0γij. (3.5)

Assim, Ric = (m− 1)K0γ.

ii. Utilizando o resultado em (3.5) vem que,

S =
m∑

i,j=1

γijRij

=
m∑

i,j=1

γij (m− 1)K0γij

= (m− 1)K0

m∑
i=1

(
m∑
j=1

γijγji

)
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= (m− 1)K0

m∑
i=1

δii

= m (m− 1)K0.

Note que, se a variedade riemanniana tem curvatura seccional constante então o tensor

de curvatura é escrito em função do tensor métrico.

Do item i. do teorema anterior segue o seguinte corolário:

Corolário 3.3.1. Variedades riemannianas de curvatura constante são variedades de

Einstein.

O corolário a seguir apresenta a equivalência entre curvatura seccional constante e as

componentes do tensor curvatura de uma variedade riemanniana.

Corolário 3.3.2. Seja (M,γ) uma variedade riemanniana. Considere para cada p ∈ M

uma base ortonormal {E1, ..., Em} de TpM . Então, a curvatura seccional de M é constante

K0 se, e somente se, 
Rijji = K0, para todo i 6= j

Rijij = −K0, para todo i 6= j

Rijkl = 0, nos demais casos

,

para todo p ∈M .

Demonstração. Do teorema 3.3.1 temos que M tem curvatura seccional constante K0 se,

e somente se, R(X, Y, Z,W ) = K0 [γ(X,W )γ(Y, Z)− γ(X,Z)γ(Y,W )]. Como um tensor

é determinado pelas suas componentes, então M tem curvatura seccional constante K0

⇔ R(Ei, Ej, Ek, El) = K0 [γ(Ei, El)γ(Ej, Ek)− γ(Ei, Ek)γ(Ej, El)]. Mas,

R(Ei, Ej, Ek, El) = K0 (δil · δjk − δik · δjl)

=


K0, para i = l, j = k e i 6= j

−K0, para i = k, j = l e i 6= j

0, nos demais casos

,
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isto é, 
Rijji = K0, para todo i 6= j

Rijij = −K0, para todo i 6= j

Rijkl = 0, nos demais casos

.

Destarte, segue o resultado.

Teorema 3.3.2. Seja (M,γ) uma variedade riemanniana conexa de dimensão 3. Então,

M é uma variedade de Einstein se, e somente se, M tem curvatura seccional constante.

Demonstração. (⇒) Inicialmente calcularemos as componentes do tensor de curvatura,

em um ponto p ∈ M , para uma base ortonormal {E1, ..., Em} de TpM . Como M é uma

variedade de Einstein conexa de dimM = 3, então, pelo teorema 3.1.1, a curvatura escalar

de M é constante S0. Dessa forma,

S0 =
3∑

i,j=1

γijRij

⇒
3∑

i,j=1

δijRij = S0

⇒
3∑
i=1

Rii = S0

⇒
3∑

k,l=1

γklRk11l +
3∑

k,l=1

γklRk22l +
3∑

k,l=1

γklRk33l = S0

⇒
3∑

k=1

(Rk11k +Rk22k +Rk33k) = S0

⇒ R1221 +R1331 +R2112 +R2332 +R3113 +R3223 = S0

⇒ R1221 +R2332 +R1331 = S0/2. (3.6)

Como M é uma variedade de Einstein, então

Ric =
S0

3
γ ⇒ Rij =

S0

3
γij =

S0

3
δij,

para i, j = 1, 2, 3. Assim, Rii = S0

3
, i = 1, 2, 3. Temos que,

R1221 +R1331 =
3∑

k,l=1

γklRk11l = R11 =
S0

3
. (3.7)
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Substituindo o valor de (3.7) na igualdade (3.6) obtemos

R2332 +
S0

3
=
S0

2
⇒ R2332 =

S0

6
.

De modo análogo obtém-se

R1221 = R1331 =
S0

6
.

Pelas simetrias do tensor curvatura temos que,

R1221 = R1331 = R2332 = R2112 = R3113 = R3223 =
S0

6

e

R1212 = R1313 = R2323 = R2121 = R3131 = R3232 = −S0

6
.

Note que,

Riijk = 0,

para i, j, k = 1, 2, 3. Como dimM = 3, temos que pelo menos dois ı́ndices das componen-

tes do tensor de curvatura são repetidos. Ainda temos que,

R1ij1 +R2ij2 +R3ij3 =
3∑

k,l=1

γklRkijl = Rij = 0,∀i 6= j,

para i, j = 1, 2, 3. Dáı vem que,

Rijii = Rijik = Rijjj = Rijjk = Rijki = Rijkj = Rijkk = 0,

para i, j, k = 1, 2, 3, onde ı́ndices representados com letras distintas correspondem a valores

diferentes. Portanto, pelo corolário 3.3.2, a curvatura seccional de M é constante.

(⇐) Segue diretamente do corolário 3.3.1.

Corolário 3.3.3. Seja (M,γ) uma variedade riemanniana conexa com dimM = 3.

Então,

Ric = 0⇔ K = 0.

Demonstração. (⇒) Temos que,

Ric = 0 = 0 · γ.
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Assim, M é uma variedade de Einstein e, pelo teorema 3.3.2, K é constante. Pelo item

i. do teorema 3.3.1, para X ∈ TpM \ {0},

Ric (X,X) = (3− 1)Kγ (X,X)

⇒ 0 = 2Kγ (X,X)

⇒ K = 0.

(⇐) Como a curvatura seccional de M é nula, ou seja, constante, então, pelo item i. do

teorema 3.3.1,

Ric = 2Kγ

= 2 · 0 · γ

= 0.

Assim, vemos que o estudo de variedades de Einstein ganha um aspecto independente

a partir de dimensão 4, pois em dimensão 2 todas as variedades riemannianas são Einstein,

enquanto em dimensão 3 elas tem curvatura constante.



Caṕıtulo 4

Variedades de Einstein com

Folheações Totalmente Umb́ılicas

Neste caṕıtulo estudaremos variedades de Einstein folheadas por hipersuperf́ıcies total-

mente umb́ılicas. Se denotarmos por z o parâmetro que dá a distância entre as folhas,

veremos que a curvatura média H de cada uma delas é função apenas de z, sendo estas

também variedades de Einstein. Abordaremos o problema de realizar uma função dada

H(z) como tal, principalmente quando há algum tipo de simetria sendo envolvida.

4.1 Hipersuperf́ıcies em Variedades Riemannianas

As demonstrações dos resultados básicos desta seção podem ser encontradas nas re-

ferências [3], [7] e [16].

Seja (M,γ) uma variedade riemanniana conexa e orientável munida da sua conexão

riemanniana ∇. Chamaremos de hipersuperf́ıcie a subvariedade Σ mergulhada em M ,

conexa e orientável de codimensão 1 com a métrica induzida γ, isto é,

γ := γ
∣∣
Σ
.

Dados dois campos vetoriais X e Y em Σ, definimos em p ∈ Σ

(∇XY )p :=
(
∇X̃ Ỹ

)
p
∈ TpM, (4.1)

93
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onde X̃, Ỹ ∈ X(M) são extensões dos campos, respectivamente, X e Y . A expressão acima

não depende destas extensões, o que é diretamente verificado em coordenadas adaptadas

à subvariedade Σ. Como

TpM = TpΣ⊕ (TpΣ)⊥ , (4.2)

onde (TpΣ)⊥ é o espaço vetorial γ-ortogonal a TpΣ em p, então o vetor (∇XY )p em (4.1)

pode ser escrito de forma única como

(∇XY )p = Tan(X, Y )p + Nor(X, Y )p

com Tan(X, Y )p ∈ TpΣ e Nor(X, Y )p ∈ (TpΣ)⊥ — componentes tangencial e normal de

(∇XY )p, respectivamente. Seja N o campo normal em Σ compat́ıvel com sua orientação

(N é γ-unitário, isto é, γ(N,N) = 1), então,

(∇XY )p = Tan(X, Y )p + IIp(X, Y )Np, (4.3)

onde

Nor(X, Y )p = IIp(X, Y )Np.

Assim,

γp

(
(∇XY )p , Np

)
= γp (Tan(X, Y )p + IIp(X, Y )Np, Np)

⇒ IIp(Xp, Yp) = γp

(
(∇XY )p , Np

)
.

Observe que, claramente a expressão γp

(
(∇XY )p , Np

)
depende de X no ponto p. Como

γp

(
(∇XY )p , Np

)
= γp

(
(∇YX)p + [X, Y ]p, Np

)
= γp

(
(∇YX)p , Np

)
+ γp ([X, Y ]p, Np)

= γp

(
(∇YX)p , Np

)
,

pois [X, Y ]p ∈ TpΣ, então γp

(
(∇XY )p , Np

)
depende de Y no ponto p. Dessa forma, IIp

está bem definida e é uma forma bilinear simétrica em TpΣ.

Da discussão acima segue a seguinte definição:

Definição 4.1.1. A segunda forma fundamental de Σ é o campo tensorial 2-covariante

simétrico dado por

II(X, Y ) = γ (∇XY,N) ,
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para todo X, Y ∈ X(Σ).

Teorema 4.1.1. Sejam (M,γ) uma variedade riemanniana conexa e orientável munida

de sua conexão riemanniana ∇ e (Σ, γ) uma hipersuperf́ıcie orientada em M com sua

conexão riemanniana ∇, onde γ é a métrica induzida por γ. Então, para campos vetoriais

X e Y em Σ

∇XY = ∇XY − II(X, Y )N.

Teorema 4.1.2 (Equação de Weingarten). Sejam X, Y ∈ X(Σ). Então,

II(X, Y ) = − γ (X,∇YN) .

Teorema 4.1.3. Sejam X, Y, Z,W ∈ X(Σ). As seguintes equações se verificam:

i. Equação de Gauss:

R(X, Y, Z,W ) = R(X, Y, Z,W )− II(X,W ) II(Y, Z) + II(X,Z) II(Y,W ), (4.4)

onde R é o tensor curvatura de γ em Σ.

ii. Equação de Codazzi:

R(X, Y, Z,N) = (∇X II) (Y, Z)− (∇Y II) (X,Z). (4.5)

Corolário 4.1.1. Sejam p ∈M e X, Y ∈ TpΣ vetores ortonormais. Então,

K(X, Y ) = K(X, Y ) + [II(X, Y )]2 − II(X,X) II(Y, Y ),

onde K é o curvatura seccional de Σ.

Demonstração. A prova sai diretamente da equação de Gauss.

Podemos associar naturalmente a II um operador linear autoadjunto, para cada ponto

p ∈ Σ,

Sp : TpΣ→ TpΣ

definido por

γp
(
Sp(u), v

)
= IIp(u, v), ∀u, v ∈ TpΣ.
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Esse operador é chamado de operador forma de Σ. Como Sp é autoadjunto, então existe

uma base γ-ortonormal β = {e1, · · · , em−1} de TpΣ formada por autovetores, ou seja,

Sp(ei) = κiei,

para i = 1, · · · ,m−1. Os autovalores κ1, · · · , κm−1 são chamados de curvaturas principais

de Σ em p.

Definição 4.1.2. A curvatura média de Σ em p é dada por

H(p) =
1

m− 1
trSp =

κ1 + · · ·+ κm−1

m− 1
.

4.2 Folheações por Hipersuperf́ıcies em Variedades

Riemannianas

Seja (M,γ) uma variedade riemanniana conexa e orientável tal que em cada ponto p ∈M

passa uma única hipersuperf́ıcie orientada Σp. Neste caso dizemos que a variedade M é

folheada por suas hipersuperf́ıcies, isto é,

M =
⋃
p∈M

Σp .

Figura 4.1: M folheada pelas hipersuperf́ıcies Σp.

O campo vetorial normal N em Σ mencionado na seção 4.1, agora, pode ser natu-

ralmente estendido, pela folheação, a um campo vetorial normal em M , que também

chamaremos de N .
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Considere o campo tensorial N̂ ∈ T1(M) definido por

N̂(X) = γ(X,N),

para todo X ∈ X(M). Perceba que,

N̂(N) = 1 e N̂(X) = 0, ∀X ∈ X(Σ).

A partir do campo tensorial N̂ podemos estender o tensor métrico γ em Σ para um campo

tensorial 2-covariante em M , segundo a fórmula

γ := γ − N̂ ⊗ N̂ . (4.6)

Note que,

γ(X,N) = γ(N,X) = γ(N,N) = 0, ∀X ∈ X(Σ).

Proposição 4.2.1. Seja p ∈ M . Considere p ∈ Σ e {u1, · · · , um−1} uma base de TpΣ.

Então, existem campos locais X1, · · · , Xm−1 ∈ X(U), onde U ⊂ M é uma vizinhança em

p, tais que

i. Xi(p) = ui;

ii. {X1(q), · · · , Xm−1(q), N(q)} é uma base de TqM , ∀q ∈ U ;

iii. [Xi, Xj] = [N,Xi] = 0 em U , para todo i, j = 1, · · · ,m− 1;

iv. Xi(q) ∈ TqΣp, para todo q ∈ Σp ∩ U com i = 1, · · · ,m− 1.

Além disso, se o campo vetorial normal é geodésico, isto é, ∇NN = 0, então, em U ,

γ (Xi, N) = 0, ∀ i = 1, · · · ,m− 1,

isto é,

Xi(q) ∈ TqΣ, ∀q ∈ U e i = 1, · · · ,m− 1.

Demonstração. Seja (V, ψ) uma carta local de M em p adaptada à subvariedade Σ tal

que ψ = (y1, · · · , ym−1, ym). Como

ui =
m−1∑
j=1

uji
∂

∂yj
∣∣
p
,
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Figura 4.2: Campos vetoriais Xi em U através do fluxo de N .

então podemos definir os seguintes campos vetoriais locais em X(Σ),

Yi(q) =
m−1∑
j=1

uji
∂

∂yj
∣∣
q
,

para todo q ∈ V e i = 1, · · · ,m− 1. Note que, para i = 1, · · · ,m− 1,

Yi(p) = ui

e

[Yi, Yj] = 0,

em V ∩Σ. Sem perda de generalidade, pelo teorema de existência do fluxo local (teorema

2.2.1) obtemos um fluxo local FN : (−ε, ε) × V → M , onde p ∈ V . Agora, Defina os

campos vetoriais Xi, com i = 1, · · · ,m − 1, em uma vizinhança U ⊂ V do ponto p tais

que

Xi(q) =
[(
F tN
)
∗ Yi
]

(q) = dF tN (q̃)Yi (q̃) , ∀ q ∈ U,

onde q̃ = F−tN (q) ∈ Σ∩U para algum t – Ver figura 4.2. Note que, para i = 1, · · · ,m− 1,

Xi(q) = dF0
N (q̃)Yi (q̃) = Im−1 · Yi (q) = Yi (q) ∈ TqΣ , ∀q ∈ Σ ∩ U,

onde Im−1 é a matriz identidade de ordem m− 1. Dessa forma,

Xi(p) = Yi (p) = ui,
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para i = 1, · · · ,m− 1. Como {X1(p), · · · , Xm−1(p), N(p)} é L.I., então, sem perda de ge-

neralidade, {X1(q), · · · , Xm−1(q), N(q)} é L.I. em U . Isto é, {X1(q), · · · , Xm−1(q), N(q)}

é uma base de TqM , ∀q ∈ U . Temos que, para i, j = 1, · · · ,m− 1,

[Xi, Xj](q) = [
(
F tN
)
∗ Yi,

(
F tN
)
∗ Yj](q)

=
(
F tN
)
∗ [Yi, Yj](q)

= dF tN (q̃) [Yi, Yj] (q̃)

= 0,

para todo q ∈ U . Como {F tN} é um grupo local a 1-parâmetro de N , então dados

q1, q2 ∈ U na mesma trajetória, existe t0 tal que

q2 = F t0N (q1)

e

Xi(q2) = dF t0N (q1)Xi (q1) ,

para i = 1, · · · ,m− 1. Dessa forma, para todo q ∈ U e t,

Xi(F tN (q)) = [(F tN)∗Xi] (F tN (q))

⇒
[
(F tN)

∗
Xi

]
(q) = Xi(q)

⇒ d
dt

[
(F tN)

∗
Xi

]
(q)
∣∣
t=0

= 0

⇒ (LNXi) (q) = 0

⇒ [N,Xi](q) = 0,

para i = 1, · · · ,m− 1. Assim, os campos vetoriais X1, · · · , Xm−1 e N comutam entre si.

Defina a aplicação

φ
(
x1, · · · , xm−1, z

)
=
(
Fx1X1
◦ Fx2X2

◦ · · · ◦ Fxm−1

Xm−1
◦ F zN

)
(p). (4.7)

Como φ é um difeomorfismo local, então φ é um sistema de coordenadas locais em p.

Note que,

Xi =
∂

∂xi
e N =

∂

∂z
.
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Resta-nos provar a última afirmação da proposição. Temos que,

∂

∂z
(γ (Xi, N))FzN (q) = ∇N (γ (Xi, N))FzN (q)

= γ (∇XiN,N)FzN (q) + γ (Xi,∇NN)FzN (q)

= 0,

para todo q ∈ Σ ∩ U . Assim, γ (Xi, N) é constante ao longo do fluxo F zN(q). Mas,

γ (Xi, N)q = 0, então γ (Xi, N) é nulo ao longo do fluxo F zN(q), isto é, temos que, em U ,

γ (Xi, N) = 0.

No sistema de coordenadas em (4.7) as hipersuperf́ıcies z = z0 são ortogonais a N = ∂
∂z

e

portanto, representam as hipersuperf́ıcies Σ’s. Note ainda que,

N̂ = dz.

Corolário 4.2.1. O campo vetorial normal é geodésico se, e somente se, existe um sistema

de coordenadas (U, φ) em M com φ = (x1, · · · , xm−1, z) tal que

γ = dz2 +
m−1∑
i,j=1

γijdx
idxj,

sendo cada hipersuperf́ıcie Σ localmente descrita por uma equação z = z0. Em particular,

∂

∂z
= N e dz = N̂ .

Demonstração. (⇒) Segue diretamente da proposição 4.2.1.

(⇐) Temos que,

γ

(
∂

∂xi
,
∂

∂z

)
= dz2

(
∂

∂xi
,
∂

∂z

)
+

m−1∑
i,j=1

γij
(
dxi ⊗ dxj

)( ∂

∂xi
,
∂

∂z

)
= 0, (4.8)

γ

(
∂

∂z
,
∂

∂z

)
= dz2

(
∂

∂z
,
∂

∂z

)
+

m−1∑
i,j=1

γij
(
dxi ⊗ dxj

)( ∂

∂z
,
∂

∂z

)
= 1 (4.9)
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e

γij = γ

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= dz2

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
+

m−1∑
i,j=1

γij
(
dxi ⊗ dxj

)( ∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= γij.

Assim,
∂

∂z
= N e γ = γ

∣∣
Σ
.

Dessa forma, em coordenadas,

∇NN =
m∑
k=1

(
N(Nk) +

m∑
i,j=1

N iN jΓkij

)
∂k

=
m∑
k=1

Γkmm∂k,

onde ∂m = ∂
∂z

. De (4.8) e (4.9) vem que

γmj = δmj,

para j = 1, · · · ,m. Pela igualdade (2.16) obtemos

Γkmm =
1

2

m∑
l=1

(∂mγml + ∂mγml − ∂lγmm) γlk = 0,

para k = 1, · · · ,m. Logo,

∇NN = 0.

Exemplo 4.2.1. O espaço euclidiano sem a origem M = R3 \ {0} é folheado por esferas

concêntricas e considerando o sistema de coordenadas esféricas, temos que

γ = dr2 + r2
(
dϕ2 + sin2 ϕdθ2

)
.

Localmente, S2
R é caracterizado por r = R com

∂

∂r
= N e dr = N̂ .
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4

Pelo menos localmente, o corolário anterior mostra que z é o parâmetro comprimento

de arco das geodésicais normais (γ′ = N) e representa a distância entre duas hipersu-

perf́ıcies, embora isso nem sempre seja verdade globalmente. Assim, denominaremos z,

ou z+z0 para algum z0, como o parâmetro distância entre hipersuperf́ıcies. Em particular,

se f ∈ C∞(M), nas coordenadas adaptadas,

∇Nf =
∂f

∂z
.

Se ∇Xf = 0, para todo X ∈ TpΣ em todo ponto p ∈M , então

∇Xf =
df

dz
.

A definição a seguir estende o conceito da segunda forma fundamental de uma hiper-

superf́ıcie para a variedade ambiente M .

Definição 4.2.1. A segunda forma fundamental é o tensor 2-covariante em M definida

em p ∈M por

II(u, v) = −γ (u,∇vN) + γ (u,∇NN) N̂(v),

para todo u, v ∈ TpM .

Vejamos alguns casos particulares da segunda forma fundamental de M :

i. Se X, Y ∈ X(Σp), então

IIp(Xp, Yp) = −γp
(
Xp, (∇YN)p

)
,

ou seja, IIp coincide com a segunda forma fundamental da hipersuperf́ıcie Σp.

ii. Se X ∈ X(Σp), então

II(X,N) = −γ (X,∇NN) + γ (X,∇NN) N̂(N) = 0

e

II(N,X) = −γ (N,∇XN) + γ (N,∇NN) N̂(X) = −γ (N,∇XN) = 0,
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pois (∇XN)p ∈ TpΣ. Ainda,

II(N,N) = −γ (N,∇NN) + γ (N,∇NN) N̂(N) = 0.

Em resumo,

II(X,N) = II(N,X) = II(N,N) = 0. (4.10)

Assim, conclúımos que a segunda forma fundamental de M é simétrica. Mais do que

isso, no ponto p ∈ M ela é a única forma bilinear em TpM que coincide com a segunda

forma fundamental de Σp em TpΣp e IIp(Np, ·) = 0.

Da mesma forma que associamos o operador forma Sp a IIp em Σ podemos associar

um operador linear Sp : TpM → TpM a segunda forma fundamental de M definido por

γp (Sp(u), v) = IIp(u, v), ∀u, v ∈ TpM.

Chamaremos este operador de operador forma de M em p. Note que Sp é autoadjunto,

pois IIp é simétrica. Sem perda de generalidade, tome uma base β = {e1, · · · , em−1, Np}

de TpM tal que ei ∈ TpΣ, para i = 1, · · · ,m− 1. Como a última linha e a última coluna

da matriz associada a IIp com relação a β são nulas (veja a relação em (4.10)) e

(Sp)ij =
m∑
k=1

γik(p) IIkj(p),

para i, j = 1, · · · ,m com em = Np, então

trSp = trγ (IIp)
∣∣
TpΣ

= trSp = (m− 1)H(p),

onde H(p) é a curvatura média de Σp.

Agora, no contexto de folheações, podemos estudar a variação da segunda forma na

direção normal, o que não era posśıvel quando t́ınhamos uma única hipersuperf́ıcie.

Teorema 4.2.1. Sejam X, Y ∈ X(Σ). Então, em Σ,

(∇N II) (X, Y ) = R(N,X, Y,N) + γ (∇XN,∇YN)− γ (X,∇Y (∇NN)) ; (4.11)

(∇N II) (X,N) = (∇N II) (N,X) = − II(∇NN,X) ; (4.12)

(∇N II) (N,N) = 0. (4.13)
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Demonstração. Sejam X, Y ∈ X(Σ). Então, pela proposição 4.2.1, para cada p ∈ M

existem extensões locais X̃, Ỹ ∈ X(U), onde U ⊂M é uma vizinhança em p, tais que

i. X̃(q), Ỹ (q) ∈ TqΣ, para todo q ∈ U ∩ Σ;

ii. [X̃, Ỹ ] = [X̃,N ] = [Ỹ , N ] = 0 em U .

Sejam T1, T2, T3 ∈ T2(M) definidos por

T1(Z,W ) = R(N,Z,W,N) ;

T2(Z,W ) = γ (∇ZN,∇WN) ;

T3(Z,W ) = − γ (Z,∇W (∇NN)) ,

para todo Z,W ∈ X(M). Utilizando a notação inicial, temos que:

i. Se X, Y ∈ X(Σ), então, em Σ,

T1

(
X̃, Ỹ

)
= R(N, X̃, Ỹ , N)

= R(Ỹ , N,N, X̃)

= γ
(
R
(
Ỹ , N

)
N, X̃

)
= γ

(
∇Ỹ∇NN, X̃

)
− γ

(
∇N∇ỸN, X̃

)
− γ

(
∇[Ỹ ,N ]N, X̃

)
= −T3

(
X̃, Ỹ

)
−∇N

(
γ
(
∇ỸN, X̃

))
+ γ

(
∇ỸN,∇NX̃

)
= −T3

(
X̃, Ỹ

)
+∇N

(
II
(
X̃, Ỹ

))
− II

(
∇NX̃, Ỹ

)
= −T3

(
X̃, Ỹ

)
+ (∇N II)

(
X̃, Ỹ

)
+ II

(
∇NX̃, Ỹ

)
+ II

(
X̃,∇N Ỹ

)
−

II
(
∇NX̃, Ỹ

)
= −T3

(
X̃, Ỹ

)
− T2

(
X̃, Ỹ

)
+ (∇N II)

(
X̃, Ỹ

)
.

Isto é, em Σ,

(∇N II) (X, Y ) = R(N,X, Y,N) + γ (∇XN,∇YN)− γ (X,∇Y (∇NN)) .

ii. Para os demais casos usufruiremos das igualdades em (4.10). Assim,

(∇N II)
(
N, X̃

)
= ∇N

(
II
(
N, X̃

))
− II

(
∇NN, X̃

)
− II

(
N,∇NX̃

)
= − II

(
∇NN, X̃

)
;
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(∇N II)
(
X̃,N

)
= ∇N

(
II
(
X̃,N

))
− II

(
∇NX̃,N

)
− II

(
X̃,∇NN

)
= − II

(
∇NN, X̃

)
e

(∇N II) (N,N) = ∇N (II (N,N))− II (∇NN,N)− II (N,∇NN)

= 0.

4.3 Folheações Totalmente Umb́ılicas em Variedades

de Einstein

Definição 4.3.1. Um ponto p de uma hipersuperf́ıcie Σ é chamado de ponto umb́ılico se

IIp = ξ γp , (4.14)

para algum ξ ∈ R. Se todo ponto de uma hipersuperf́ıcie Σ é umb́ılico dizemos que Σ é

uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica.

Como γ = γ− N̂⊗ N̂ em TpM , podemos estender a equação (4.14) para TpM , ou seja,

IIp(u, v) := ξ γp(u, v),

para todo u, v ∈ TpM .

Considere uma base β de TpΣ formada por autovetores do operador forma de Σ em p.

Temos que, [(
Sp
)i
j

]
β

= ξIm−1

⇔
[
γik(p)

]
β
· [IIkj(p)]β = ξ

[
γik(p)

]
β
·
[
γkj(p)

]
β

⇔ [IIkj(p)]β = ξ
[
γkj(p)

]
β

⇔ IIp = ξγp.

Dáı vem que, um ponto p de Σ é umb́ılico se, e só se, as curvaturas principais de Σ em p

são iguais.
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Exemplo 4.3.1. A esfera e o plano são exemplos de hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas

no espaço euclidiano R3. De forma geral, as hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas em

Rm+1 com a métrica euclidiana estão contidas ou em um hiperplano ou em uma hiperes-

fera. Os detalhes podem ser encontrados em [7] ou [15].

4

O teorema a seguir mostra que em uma variedade de Einstein folheada por hipersu-

perf́ıcies totalmente umb́ılicas, com o campo normal sendo geodésico, tem-se que suas

folhas são também variedades de Einstein e que a curvatura média é constante ao longo

de cada hipersuperf́ıcie.

Teorema 4.3.1. Seja (M,γ) uma variedade de Einstein, isto é,

Ric = Λγ

conexa e orientável de dimM = m, munida de sua conexão riemanniana ∇, e folheada

pelas suas hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas (Σ, γ) em M . Se o campo normal N em

M é geodésico, então:

i. A curvatura média H de Σ é constante ao longo da hipersuperf́ıcie Σ;

ii. A hipersuperf́ıcie Σ é uma variedade de Einstein com

Λ = Λ + (m− 1)H2 −∇NH ;

iii. A curvatura média H de Σ satisfaz a equação

∇NH −H2 =
Λ

m− 1
. (4.15)

Demonstração. Sejam p ∈ Σ e β = {e1, ..., em−1, N} uma base γ-ortonormal de TpM tal

que β = {e1, ..., em−1} é uma base γ-ortonormal de TpΣ. Para ũ, ṽ ∈ TpM temos que,

Ric (ũ, ṽ) =
m−1∑
i=1

R (ei, ũ, ṽ, ei) + a (ũ, ṽ) , (4.16)
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sendo

a (ũ, ṽ) = R (N, ũ, ṽ, N)

um tensor 2-covariante simétrico. Note que, a(N, ·) = 0. Da igualdade (4.2) temos que

existem λ1, λ2 ∈ R tais que

ũ = u+ λ1N

e

ṽ = v + λ2N.

Dessa forma, escrevemos a expressão (4.16) como

Ric (ũ, ṽ) = a (u, v) +
m−1∑
i=1

R (ei, u, v, ei) + λ1

m−1∑
i=1

R (ei, N, v, ei) + λ2 b(u) +

λ1λ2

m−1∑
i=1

R (ei, N,N, ei) , (4.17)

onde

b(u) =
m−1∑
i=1

R (ei, u,N, ei)

é um funcional linear. Temos que,

m−1∑
i=1

R (ei, N,N, ei) =
m−1∑
i=1

R (N, ei, ei, N) =
m−1∑
i=1

a (ei, ei) (4.18)

e, da equação de Gauss (4.4),

m−1∑
i=1

R (ei, u, v, ei) =
m−1∑
i=1

[
R (ei, u, v, ei)− II(ei, ei) II(u, v) + II(ei, v) II(u, ei)

]
= Ric(u, v)−

(
m−1∑
i=1

II (ei, ei)

)
II (u, v) +

m−1∑
i=1

II(ei, v) II(u, ei)

= Ric(u, v)− (trγ II) II (u, v) +
m−1∑
i=1

II(u, ei) II(v, ei). (4.19)

Substituindo as expressões obtidas em (4.18) e (4.19) em (4.17) temos

Ric (ũ, ṽ) = a (u, v) + Ric(u, v)− (trγ II) II (u, v) +
m−1∑
i=1

II(u, ei) II(v, ei) +

λ1

m−1∑
i=1

R (ei, N, v, ei) + λ2 b(u) + λ1λ2

m−1∑
i=1

a (ei, ei) . (4.20)
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Assim, da equação (4.20) obtemos as equações

Ric(u, v) = Ric(u, v) + a(u, v)− (trγ II) II (u, v) +
m−1∑
i=1

II(u, ei) II(v, ei), (4.21)

b(u) = Ric(u,N) (4.22)

e
m−1∑
i=1

a (ei, ei) = Ric(N,N), (4.23)

para u, v ∈ TpΣ. Aplicando a hipótese de que a variedade M é Einstein nas equações

(4.21), (4.22) e (4.23) chegamos nas equações

Λγ(u, v) = Ric(u, v) + a(u, v)− (trγ II) II (u, v) +
m−1∑
i=1

II(u, ei) II(v, ei), (4.24)

b(u) = 0 (4.25)

e

trγ a = Λ, (4.26)

onde u, v ∈ TpΣ.

i. Como a hipersuperf́ıcie Σ é totalmente umb́ılicas, isto é,

II = ξ γ

com ξ ∈ R, então

trγ II = ξ trγ γ

⇒ trS = (m− 1)ξ

⇒ ξ = 1
m−1

trS

⇒ ξ = H.

Assim,

II = H γ

= H
(
γ − N̂ ⊗ N̂

)
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Com isso

(∇w II) (u, v) = (∇wH) γ(u, v) +H
[
(∇wγ) (u, v)−

(
∇wN̂ ⊗ N̂

)
(u, v)−(

N̂ ⊗∇wN̂
)

(u, v)
]

= (∇wH) γ(u, v), (4.27)

para todo u, v ∈ TpΣ. Da equação (4.25) vem que,

∑m−1
i=1 R (ei, ek, N, ei) = 0

⇒
∑m−1

i=1 R (ei, ek, ei, N) = 0

⇒
∑

i 6=k R (ei, ek, ei, N) = 0

⇒
∑

i 6=k [(∇ei II) (ek, ei)− (∇ek II) (ei, ei)] = 0

⇒
∑

i 6=k [(∇eiH) γ (ek, ei)− (∇ekH) γ (ei, ei)] = 0

⇒
∑

i 6=k∇ekH = 0

⇒ (m− 2)∇ekH = 0

⇒ ∇ekH = 0,

para k = 1, · · · ,m− 1. Logo,

∇uH = 0,

para todo u ∈ TpΣ. Isto é, a curvatura média H é constante na hipersuperf́ıcie Σ.

ii. Sejam u, v ∈ TpΣ. Temos que,

γ (∇uN,∇vN) = − II (∇uN, v)

= −Hγ (∇uN, v)

= H II (v, u)

= H2γ(u, v). (4.28)

Da expressão (4.27) vem que

(∇N II) (u, v) = (∇NH) γ(u, v). (4.29)



110

Dessa forma, substituindo as expressões de (4.28) e (4.29) na equação (4.11) obtemos

a(u, v) =
(
∇NH −H2

)
γ(u, v), (4.30)

pois o campo normal N é geodésico. Além disso, temos que

m−1∑
i=1

II(u, ei) II(v, ei) =
m−1∑
i=1

H2γ(u, ei)γ(v, ei)

= H2

m−1∑
i=1

uivi

= H2γ(u, v). (4.31)

Agora, substituindo as expressões obtidas em (4.30) e (4.31) na equação (4.24) temos

Λγ(u, v) = Ric(u, v) + a(u, v)− (trγ II) II (u, v) +
∑m−1

i=1 II(u, ei) II(v, ei)

⇒ Λγ(u, v) = Ric(u, v) + (∇NH −H2) γ(u, v)− (m− 1)H2γ (u, v) +H2γ(u, v)

⇒ Ric(u, v) = Λ γ(u, v),

onde

Λ = Λ + (m− 1)H2 −∇NH. (4.32)

Portanto, a hipersuperf́ıcie Σ é uma variedade de Einstein.

iii. Das equações (4.24) e (4.26) temos

Λγ = Λ γ + a− (m− 1)H2γ +H2γ

⇒ a =
(
Λ− Λ + (m− 2)H2

)
γ

⇒ trγ a =
(
Λ− Λ + (m− 2)H2

)
trγ γ

⇒ Λ = (m− 1)
(
Λ− Λ + (m− 2)H2

)
⇒ Λ = m−2

m−1
Λ + (m− 2)H2.

Por (4.32),

Λ + (m− 1)H2 −∇NH = m−2
m−1

Λ + (m− 2)H2

⇒ ∇NH + (m− 2)H2 − (m− 1)H2 = Λ− m−2
m−1

Λ

⇒ ∇NH −H2 = Λ
m−1

.
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Seja (U, φ) uma carta adaptada conforme o corolário 4.2.1. Então, a equação (4.15)

em coordenadas φ = (x1, · · · , xm−1, z) fica

dH

dz
−H2 =

Λ

m− 1
, (4.33)

pois a curvatura média depende apenas da coordenada z, uma vez que ela é constante ao

longo das folhas. Considere a condição inicial da equação diferencial (4.33) H (z0) = H0.

Temos três casos:

i. Para Λ < 0:

• Se |H| <
√

Λ
1−m :

H(z) = −
√

Λ

1−m
tanh

(√
Λ

1−m
(z − z0) + C

)
, (4.34)

onde

C = tanh−1

(√
1−m

Λ
H0

)
;

• Se |H| >
√

Λ
1−m :

H(z) = −
√

Λ

1−m
coth

(√
Λ

1−m
(z − z0) + C

)
, (4.35)

em que

C = coth−1

(√
1−m

Λ
H0

)
;

ii. Para Λ = 0:

Se H0 = 0, então

H = 0. (4.36)

Do contrário,

H(z) = − 1

(z − z0) + C
, (4.37)

com

C = − 1

H0

;
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iii. Para Λ > 0:

H(z) =

√
Λ

m− 1
tan

(√
Λ

m− 1
(z − z0) + C

)
, (4.38)

onde

C = tan−1

(√
m− 1

Λ
H0

)
.

Após as discussões acima surgem inicialmente duas questões que tentaremos resolver

nesta dissertação:

Questão 1: Dados Λ ∈ R eH(z) como acima, existe uma variedadeM de Einstein com constante

Λ e uma folheação com folhas totalmente umb́ılicas que realiza a curvatura média

constante ao longo de suas folhas como H(z), isto é, em coordenadas adaptadas

Σz0 é totalmente umb́ılica e tem curvatura média constante ao longo de suas folhas

como H(z)?

Questão 2: Seja M uma variedade de Einstein com constante Λ ∈ R, onde A é um conjunto

fechado de medida nula em M . É posśıvel obtermos uma folheação totalmente

umb́ılica em M \A tal que a curvatura média ao longo de cada folha é constante e

igual a H(z)?

4.4 Exemplos de Folheações Totalmente Umb́ılicas

Agora, iremos responder a questão 1 que foi levantada no final da seção 4.3.

O teorema a seguir nos diz quais são as hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas no espaço

euclidiano, na esfera e no espaço hiperbólico – no modelo do hiperbolóide (veja o exemplo

4.4.4).

Teorema 4.4.1. Seja Σ uma variedade riemanniana completa. Se Σ é uma hipersu-

perf́ıcie totalmente umb́ılica em:

i. Rm, então Σ é um hiperplano ou uma hiperesfera;

ii. Sm(r), então Σ é uma esfera euclidiana (m− 1)-dimensional;
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iii. Hm
r (modelo do hiperbolóide), então Σ é a interseção de Hm

r com um hiperplano

de Lm+1 (espaço de Lorentz-Minkowski: Rm+1 munido com a métrica de Lorentz-

Minkowski de ı́ndice 1).

Para ver a prova e os detalhes deste teorema consulte as referências [6], [12], [15] e

[17].

Suponha que o campo vetorial normal a M seja geodésico. Considere um sistema de

coordenadas (U, φ) em M com φ = (x1, · · · , xm−1, z) tal que

γ = dz2 +
m−1∑
i,j=1

γijdx
idxj,

cuja existência é garantida pelo corolário 4.2.1. Temos que, para i, j = 1, · · · ,m− 1,

IIij = γ (∇∂i∂j, N)

= γ

(
m∑
l=1

Γlij∂l, N

)
= Γmij ,

onde ∂m = ∂
∂z

= N . Como

γml = δml e γml = δml,

para l = 1, · · · ,m, então

Γmij =
1

2

m∑
l=1

(∂jγil + ∂iγjl − ∂lγij) γlm

=
1

2
(∂jγim + ∂iγjm − ∂mγij)

= −1

2
∂mγij,

para i, j = 1, · · · ,m. Note que,

Γmij = 0,

se i = m ou j = m. Dessa forma, para i, j = 1, · · · ,m− 1,

IIij = −1

2
∂mγij, (4.39)
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ou seja, considerando a base associada ao sistema de coordenadas (U, φ), temos que a

segunda forma fundamental, matricialmente, é dada por

II = −1

2
∂mγ. (4.40)

Além disso, a curvatura média é

H =
1

m− 1
trS

=
1

m− 1
trγ II

=
1

m− 1

m−1∑
i,j=1

γij IIij

= − 1

2(m− 1)

m−1∑
i,j=1

γij∂mγij. (4.41)

A seguir apresentaremos exemplos de H com Λ = 0, Λ < 0 e Λ > 0.

Exemplo 4.4.1 (Λ = 0 e H = 0). Considere o espaço Rm com a métrica euclidiana

folheado por hiperplanos Σ paralelos ao hiperplano Rm−1 × {0}.

Figura 4.3: Rm folheado por hiperplanos Σz0 .

Temos que, Rm é uma variedade de Einstein com constante de Einstein nula. Além

disso, para o sistema de coordenadas locais (Rm, id) tal que id = (x1, · · · , xm−1, z) temos

γ = dz2 +
m−1∑
i,j=1

γijdx
idxj, (métrica euclidiana)
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onde γij = δij. Pelo corolário 4.2.1, ∇NN = 0. Assim, por (4.39)

IIij = −1

2
∂mδij = 0,

ou seja,

II = 0 = 0 · γ.

Com isso vemos que os hiperplanos Σ são hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas em Rm

(veja o item i. do teorema 4.4.1). Dessa forma,

H = 0.

Assim, obtemos a função em (4.36) do caso ii .

4

Observação 4.4.1. Todo hiperplano em Rm tem curvatura média nula.

Exemplo 4.4.2 (Λ = 0 e H = −1/z). Considere o espaço euclidiano furado Rm\{0}, com

a métrica euclidiana, folheado por hiperesferas Sm−1(r) para r > 0. O espaço euclidiano

furado é uma variedade de Einstein com constante nula.

Figura 4.4: Rm \ {0} folheado por hiperesferas Sm−1(r).

Seja a aplicação φ : D = (0, 2π)× (0, π)m−2 × (0,+∞) ⊂ Rm → Rm dada por

φ (θ, ϕ1, · · · , ϕm−2, r) = (x1, x2, · · · , xm) ,
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onde 

x1 = r
∏m−2

i=1 sinϕi cos θ

x2 = r
∏m−2

i=1 sinϕi sin θ

xj = r
∏m−2

i=j−1 sinϕi cosϕj−2

xm = r cosϕm−2

,

para j = 3, · · · ,m− 1.

Temos que,

φ (θ, ϕ1, · · · , ϕm−2, r) ∈ Sm−1(r),

para todo θ ∈ (0, 2π), ϕj ∈ (0, π) e r > 0 com j = 1, · · · ,m− 2. De fato,

‖φ (θ, ϕ1, · · · , ϕm−2, r) ‖2 = r2

m−2∏
i=1

sin2 ϕi cos2 θ + r2

m−2∏
i=1

sin2 ϕi sin
2 θ +

r2

m−1∑
j=3

m−2∏
i=j−1

sin2 ϕi cos2 ϕj−2 + r2 cos2 ϕm−2

= r2

m−2∏
i=2

sin2 ϕi sin
2 ϕ1 + r2

m−2∏
i=2

sin2 ϕi cos2 ϕ1 +

r2

m−1∑
j=4

m−2∏
i=j−1

sin2 ϕi cos2 ϕj−2 + r2 cos2 ϕm−2 =

= · · ·

= r2 sinϕm−2 + r2 cos2 ϕm−2

= r2. (4.42)

Afirmamos que a aplicação φ é uma parametrização em Rm \ {0}. Com efeito:

i. A aplicação φ : D → φ(D) é bijetiva.

Sejam (θ, ϕ1, · · · , ϕm−2, r), (θ̃, ϕ̃1, · · · , ϕ̃m−2, r̃) ∈ D tais que

φ(θ, ϕ1, · · · , ϕm−2, r) = φ(θ̃, ϕ̃1, · · · , ϕ̃m−2, r̃).

De 4.42 vem que,

r = r̃.

Dessa forma, ϕm−2, ϕ̃m−2 ∈ (0, π), então ϕm−2 = ϕ̃m−2. Como sinϕm−2 > 0 em

(0, π), então ϕm−3 = ϕ̃m−3. De forma sucessiva obtemos

ϕj = ϕ̃j,
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para j = 1, · · · ,m− 4. Por fim, para θ ∈ (0, 2π) r
∏m−2

i=1 sinϕi cos θ = r
∏m−2

i=1 sinϕi cos θ̃

r
∏m−2

i=1 sinϕi sin θ = r
∏m−2

i=1 sinϕi sin θ̃
⇒

 cos θ = cos θ̃

sin θ = sin θ̃

e, consequentemente,

θ = θ̃.

ii. A aplicação φ : D → φ(D) é cont́ınua em D, pois claramente é diferenciável em

todo seu domı́nio.

iii. A aplicação φ é uma imersão.

Calcularemos a seguir as derivadas parciais de φ. Temos que,

• ∂φ
∂θ

=
(
∂x1
∂θ
, · · · , ∂xm

∂θ

)
6= 0, onde


∂x1
∂θ

= −r
∏m−2

i=1 sinϕi sin θ

∂x2
∂θ

= r
∏m−2

i=1 sinϕi cos θ

∂xj
∂θ

= 0

,

para j = 3, · · · ,m.

• ∂φ
∂ϕ1

=
(
∂x1
∂ϕ1

, · · · , ∂xm
∂ϕ1

)
6= 0, onde



∂x1
∂ϕ1

= r
∏m−2

i=2 sinϕi cosϕ1 cos θ

∂x2
∂ϕ1

= r
∏m−2

i=2 sinϕi cosϕ1 sin θ

∂x3
∂ϕ1

= −r
∏m−2

i=1 sinϕi 6= 0

∂xj
∂ϕ1

= 0

,

para j = 4, · · · ,m.

• ∂φ
∂ϕ2

=
(
∂x1
∂ϕ2

, · · · , ∂xm
∂ϕ2

)
6= 0, onde



∂x1
∂ϕ2

= r
∏m−2

26=i=1 sinϕi cosϕ2 cos θ

∂x2
∂ϕ2

= r
∏m−2

26=i=1 sinϕi cosϕ2 sin θ

∂x3
∂ϕ2

= r
∏m−2

i=3 sinϕi cosϕ2 cosϕ1

∂x4
∂ϕ2

= −r
∏m−2

i=2 sinϕi 6= 0

∂xj
∂ϕ2

= 0

,
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para j = 5, · · · ,m.

• ∂φ
∂ϕk

=
(
∂x1
∂ϕk

, · · · , ∂xm
∂ϕk

)
6= 0, onde



∂x1
∂ϕk

= r
∏m−2

k 6=i=1 sinϕi cosϕk cos θ

∂x2
∂ϕk

= r
∏m−2

k 6=i=1 sinϕi cosϕk sin θ

∂xj
∂ϕk

= r
∏m−2

k 6=i=j−1 sinϕi cosϕk cosϕj−2

∂xk+1

∂ϕk
= r

∏m−2
i=k+1 sinϕi cosϕk cosϕk−1

∂xk+2

∂ϕk
= −r

∏m−2
i=k sinϕi 6= 0

∂xl
∂ϕk

= 0

,

para 3 ≤ k < m− 2, j = 3, · · · , k e l > k + 2.

• ∂φ
∂ϕm−2

=
(

∂x1
∂ϕm−2

, · · · , ∂xm
∂ϕm−2

)
6= 0, onde



∂x1
∂ϕm−2

= r
∏m−3

i=1 sinϕi cosϕm−2 cos θ

∂x2
∂ϕm−2

= r
∏m−3

i=1 sinϕi cosϕm−2 sin θ

∂xj
∂ϕm−2

= r
∏m−3

i=j−1 sinϕi cosϕm−2 cosϕj−2

∂xm−1

∂ϕm−2
= r cosϕm−2 cosϕm−3

∂xm
∂ϕm−2

= −r sinϕm−2 6= 0

,

para j = 3, · · · ,m− 2.

• ∂φ
∂r

=
(
∂x1
∂r
, · · · , ∂xm

∂r

)
= 1

r
φ 6= 0.

Calculando o produto interno entre estes vetores obtemos〈
∂φ
∂θ
, ∂φ
∂θ

〉
= r2

∏m−2
i=1 sin2 ϕi > 0;〈

∂φ
∂θ
, ∂φ
∂ϕi

〉
= 0, i = 1, · · · ,m− 2;〈

∂φ
∂θ
, ∂φ
∂r

〉
= 0;〈

∂φ
∂ϕi
, ∂φ
∂ϕi

〉
= r2

∏m−2
j=i+1 sin2 ϕj > 0, i = 1, · · · ,m− 3;〈

∂φ
∂ϕm−2

, ∂φ
∂ϕm−2

〉
= r2 > 0;〈

∂φ
∂ϕi
, ∂φ
∂ϕj

〉
= 0, i 6= j e i, j = 1, · · · ,m− 2;〈

∂φ
∂ϕi
, ∂φ
∂r

〉
= 0, i = 1, · · · ,m− 2;〈

∂φ
∂r
, ∂φ
∂r

〉
= 1.
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Como ∂φ
∂θ
, ∂φ
∂ϕ1

, · · · , ∂φ
∂ϕm−2

e ∂φ
∂r

são ortogonais e suas normas são positivas, então{
∂φ
∂θ
, ∂φ
∂ϕ1

, · · · , ∂φ
∂ϕm−2

, ∂φ
∂r

}
é linearmente independente. Portanto, dφ(p) é injetora

para todo p ∈ D (na verdade é um isomorfismo).

iv. A aplicação φ : D → φ(D) é um difeomorfismo (aplicação aberta).

Como φ é diferenciável e dφ(p) é um isomorfismo para todo p ∈ D, então, pelo

teorema da aplicação inversa, φ é um difeomorfismo local. Portanto, φ é um difeo-

morfismo global, pois é bijetiva.

A métrica γ de Rm \ {0} é dada pela matriz

r2

m−2∏
i=1

sin2 ϕi 0
r2

m−2∏
i=2

sin2 ϕi

r2

m−2∏
i=3

sin2 ϕi

. . .

0 r2

1


m×m

.

Note que,

γ =



r2

m−2∏
i=1

sin2 ϕi 0
r2

m−2∏
i=2

sin2 ϕi

r2

m−2∏
i=3

sin2 ϕi

0 . . .

r2


(m−1)×(m−1)
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é a métrica da esfera Sm−1(r). Assim, pelo corolário 4.2.1, o campo normal

N =
∂

∂r

é geodésico. Perceba também que,

dr = N̂ .

Temos que,

∂γ

∂r
=



2r
m−2∏
i=1

sin2 ϕi 0
2r

m−2∏
i=2

sin2 ϕi

2r
m−2∏
i=3

sin2 ϕi

0 . . .

2r


(m−1)×(m−1)

.

Da fórmula (4.40) vem que,

II = −1

2

∂γ

∂r

= −1

2
· 2r · 1

r2
γ

= −1

r
γ.

Assim, as hiperesferas são hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas (o item i. do teorema

4.4.1 ilustra este caso). Logo,

H = −1

r
,

o que verifica a função em (4.37) do caso ii .

4

Exemplo 4.4.3 (Λ > 0). Considere a variedade riemanniana M = Sm(r)\{−p, p}, onde

r > 0, p = (0, · · · , r) é o polo norte e −p = (0, · · · ,−r) é o polo sul da esfera Sm(r). Como
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M ⊂ Sm(r) e está munida da métrica de Sm(r), então a curvatura de M é constante e igual

a 1/r2. Dessa forma, M é uma variedade de Einstein com constante Λ = (m−1)/r2, pelo

teorema 3.3.1. Observe que, se fixarmos a dimensão m e variarmos o raio r > 0 podemos

obter qualquer valor real positivo para Λ. Agora, considere

M =
⋃

ϕm−1∈(0,rπ)

Sm−1(r sin(ϕm−1/r)).

Ou seja, M é folheada pelas esferas, de dimensão m− 1, Sm−1(r sin(ϕm−1/r)).

Figura 4.5: A variedade M folheada pelas esferas Sm−1(r sin(ϕm−1/r)).

Tomemos a parametrização em Rm+1

φ (θ, ϕ1, · · · , ϕm−1, r) = (x1, x2, · · · , xm+1) ,

com r > 0, θ ∈ (0, 2rπ) e ϕi ∈ (0, rπ), tal que

x1 = r
∏m−1

i=1 sin(ϕi/r) cos(θ/r)

x2 = r
∏m−1

i=1 sin(ϕi/r) sin(θ/r)

xj = r
∏m−1

i=j−1 sin(ϕi/r) cos(ϕj−2/r)

xm+1 = r cos(ϕm−1/r)

,
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para j = 3, · · · ,m. Pelo exemplo 4.4.2, temos que a métrica γ de M é

γii = (sin2(ϕm−1/r))
∏m−2

k=i sin2(ϕk/r), i = 1, · · · ,m− 2

γkk = sin2(ϕk/r), k = m− 1

γmm = 1

γij = 0, i 6= j

.

Consideremos, agora, a esfera Sm−1(r sin(ϕm−1/r)). Temos que, a aplicação

ψ : D = (0, 2rπ)× (0, rπ)m−2 ⊂ Rm−1 → Sm−1(r sin(ϕm−1/r)) ⊂M dada por

ψ (θ, ϕ1, · · · , ϕm−2) = (x1, x2, · · · , xm+1) ,

onde 

x1 = (r sin2(ϕm−1/r))
∏m−2

i=1 sin(ϕi/r) cos(θ/r)

x2 = (r sin2(ϕm−1/r))
∏m−2

i=1 sin(ϕi/r) sin(θ/r)

xj = (r sin2(ϕm−1/r))
∏m−2

i=j−1 sin(ϕi/r) cos(ϕj−2/r)

xm = (r sin2(ϕm−1/r)) cos(ϕm−2/r)

xm+1 = r cos(ϕm−1/r)

,

para j = 3, · · · ,m− 1, é uma parametrização em Sm−1(r sin(ϕm−1/r)) (pode-se verificar

de forma similar ao que foi feito no exemplo 4.4.2). Como

• ∂ψ
∂θ

=
(
∂x1
∂θ
, · · · , ∂xm+1

∂θ

)
:


∂x1
∂θ

= −(sin2(ϕm−1/r))
∏m−2

i=1 sin(ϕi/r) sin(θ/r)

∂x2
∂θ

= (sin2(ϕm−1/r))
∏m−2

i=1 sin(ϕi/r) cos(θ/r)

∂xj
∂θ

= 0

,

para j = 3, · · · ,m+ 1,

• ∂ψ
∂ϕ1

=
(
∂x1
∂ϕ1

, · · · , ∂xm+1

∂ϕ1

)
:



∂x1
∂ϕ1

= (sin2(ϕm−1/r))
∏m−2

i=2 sin(ϕi/r) cos(ϕ1/r) cos(θ/r)

∂x2
∂ϕ1

= (sin2(ϕm−1/r))
∏m−2

i=2 sin(ϕi/r) cos(ϕ1/r) sin(θ/r)

∂x3
∂ϕ1

= −(sin2(ϕm−1/r))
∏m−2

i=1 sin(ϕi/r)

∂xj
∂ϕ1

= 0

,

para j = 4, · · · ,m+ 1,
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• ∂ψ
∂ϕ2

=
(
∂x1
∂ϕ2

, · · · , ∂xm+1

∂ϕ2

)
:



∂x1
∂ϕ2

= (sin2(ϕm−1/r))
∏m−2

26=i=1 sin(ϕi/r) cos(ϕ2/r) cos(θ/r)

∂x2
∂ϕ2

= (sin2(ϕm−1/r))
∏m−2

26=i=1 sin(ϕi/r) cos(ϕ2/r) sin(θ/r)

∂x3
∂ϕ2

= (sin2(ϕm−1/r))
∏m−2

i=3 sin(ϕi/r) cos(ϕ2/r) cos(ϕ1/r)

∂x4
∂ϕ2

= −(sin2(ϕm−1/r))
∏m−2

i=2 sin(ϕi/r)

∂xj
∂ϕ2

= 0

,

para j = 5, · · · ,m+ 1,

• ∂ψ
∂ϕk

=
(
∂x1
∂ϕk

, · · · , ∂xm+1

∂ϕk

)
:



∂x1
∂ϕk

= (sin2(ϕm−1/r))
∏m−2

k 6=i=1 sin(ϕi/r) cos(ϕk/r) cos(θ/r)

∂x2
∂ϕk

= (sin2(ϕm−1/r))
∏m−2

k 6=i=1 sin(ϕi/r) cos(ϕk/r) sin(θ/r)

∂xj
∂ϕk

= (sin2(ϕm−1/r))
∏m−2

k 6=i=j−1 sin(ϕi/r) cos(ϕk/r) cos(ϕj−2/r)

∂xk+1

∂ϕk
= (sin2(ϕm−1/r))

∏m−2
i=k+1 sin(ϕi/r) cos(ϕk/r) cos(ϕk−1/r)

∂xk+2

∂ϕk
= −(sin2(ϕm−1/r))

∏m−2
i=k sin(ϕi/r)

∂xl
∂ϕk

= 0

,

para 3 ≤ k < m− 2, j = 3, · · · , k e l > k + 2,

• ∂ψ
∂ϕm−2

=
(

∂x1
∂ϕm−2

, · · · , ∂xm+1

∂ϕm−2

)
:



∂x1
∂ϕm−2

= (sin2(ϕm−1/r))
∏m−3

i=1 sin(ϕi/r) cos(ϕm−2/r)) cos(θ/r)

∂x2
∂ϕm−2

= (sin2(ϕm−1/r))
∏m−3

i=1 sin(ϕi/r) cos(ϕm−2/r)) sin(θ/r)

∂xj
∂ϕm−2

= (sin2(ϕm−1/r))
∏m−3

i=j−1 sin(ϕi/r) cos(ϕm−2/r)) cos(ϕj−2/r))

∂xm−1

∂ϕm−2
= (sin2(ϕm−1/r)) cos(ϕm−2/r)) cos(ϕm−3/r))

∂xm
∂ϕm−2

= −(sin2(ϕm−1/r)) sin(ϕm−2/r))

∂xm+1

∂ϕm−2
= 0

,

para j = 3, · · · ,m− 2,
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então

γ11 =
〈
∂ψ
∂θ
, ∂ψ
∂θ

〉
= (sin2(ϕm−1/r))

∏m−2
i=1 sin2(ϕi/r) = γ11;

γ1l =
〈
∂ψ
∂θ
, ∂ψ
∂ϕi

〉
= 0 = γ1l, l = i+ 1 para i = 1, · · · ,m− 2;

γll =
〈
∂ψ
∂ϕi
, ∂ψ
∂ϕi

〉
= (sin2(ϕm−1/r))

∏m−2
j=i+1 sin2(ϕj/r) = γll, l = i+ 1 para i = 1, · · · ,m− 3;

γkk =
〈

∂ψ
∂ϕm−2

, ∂ψ
∂ϕm−2

〉
= (sin2(ϕm−1/r)) = γkk, k = m− 1;

γkl =
〈
∂ψ
∂ϕi
, ∂ψ
∂ϕj

〉
= 0 = γkl, k 6= l com k = i+ 1 e l = j + 1 para i, j = 1, · · · ,m− 2.

Portanto,

γ = γ
∣∣
Sm−1(r sin(ϕm−1/r))

.

Note que,

N =
∂

∂ϕm−1

(geodésico) e dϕm−1 = N̂ .

Temos que,

∂γ

∂ϕm−1

=



(
1

r
sin

2ϕm−1

r
)
m−2∏
i=1

sin2 ϕi
r 0

(
1

r
sin

2ϕm−1

r
)
m−2∏
i=2

sin2 ϕi
r

0 . . .

1

r
sin

2ϕm−1

r


.

Dessa forma,

II = −1

2

∂γ

∂ϕm−1

= −1

2
· 1

r
sin

2ϕm−1

r
· csc2 ϕm−1

r
γ

= −1

r
cot

ϕm−1

r
γ.

Dáı vem que as esferas Sm−1(r sin(ϕm−1/r)) são hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas

(esta possibilidade é prevista pelo item ii. do teorema 4.4.1). Assim,

H = −1

r
cot

ϕm−1

r
.
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Como
1

r
=

√
Λ

m− 1
,

então

H = −1

r
cot

ϕm−1

r

=
1

r
tan
(ϕm−1

r
+
π

2

)
=

√
Λ

m− 1
tan

(√
Λ

m− 1
ϕm−1 +

π

2

)
.

Com isso checamos a possibilidade para a função obtida em (4.38) no caso iii .

4

Exemplo 4.4.4 (Λ < 0). Seja

Hm
r =

{
(x1, · · · , xm, xm+1) ∈ Rm × [1,∞);

m∑
i=1

x2
i − x2

m+1 = −r2

}
o espaço hiperbólico, r > 0, com a métrica de Minkowski γ, isto é,

γ =
m∑
i=1

(dxi)
2 − (dxm+1)2 . (modelo do hiperbolóide)

a) Considere a variedade riemanniana M = Hm
r \{p}, onde p = (0, · · · , r), munida com

a métrica de Minkowski. A curvatura de M é constante e igual a −1/r2. Assim,

M é uma variedade de Einstein com constante Λ = −(m − 1)/r2, pelo teorema

3.3.1. Note que, Λ pode assumir qualquer valor real negativo. Agora, tomemos a

parametrização em M

φ : (0, 2rπ)× (0, rπ)m−2 × (0,∞) −→ M ⊂ Rm+1

(θ, ϕ1, · · · , ϕm−2, ρ) 7−→ φ(θ, ϕ1, · · · , ϕm−2, ρ) = (x1, · · · , xm, xm+1)

onde 

x1 = (r sinh(ρ/r))
∏m−2

i=1 sin(ϕi/r) cos(θ/r)

x2 = (r sinh(ρ/r))
∏m−2

i=1 sin(ϕi/r) sin(θ/r)

xj = (r sinh(ρ/r))
∏m−2

i=j−1 sin(ϕi/r) cos(ϕj−2/r)

xm = (r sinh(ρ/r)) cos(ϕm−2/r)

xm+1 = r cosh(ρ/r)

, (4.43)

para j = 3, · · · ,m− 1. Temos que,
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• ∂φ
∂θ

=
(
∂x1
∂θ
, · · · , ∂xm+1

∂θ

)
:


∂x1
∂θ

= −(sinh(ρ/r))
∏m−2

i=1 sin(ϕi/r) sin(θ/r)

∂x2
∂θ

= (sinh(ρ/r))
∏m−2

i=1 sin(ϕi/r) cos(θ/r)

∂xj
∂θ

= 0

,

para j = 3, · · · ,m+ 1,

• ∂φ
∂ϕ1

=
(
∂x1
∂ϕ1

, · · · , ∂xm+1

∂ϕ1

)
:



∂x1
∂ϕ1

= (sinh(ρ/r))
∏m−2

i=2 sin(ϕi/r) cos(ϕ1/r) cos(θ/r)

∂x2
∂ϕ1

= (sinh(ρ/r))
∏m−2

i=2 sin(ϕi/r) cos(ϕ1/r) sin(θ/r)

∂x3
∂ϕ1

= −(sinh(ρ/r))
∏m−2

i=1 sin(ϕi/r)

∂xj
∂ϕ1

= 0

,

para j = 4, · · · ,m+ 1,

• ∂φ
∂ϕ2

=
(
∂x1
∂ϕ2

, · · · , ∂xm+1

∂ϕ2

)
:



∂x1
∂ϕ2

= (sinh(ρ/r))
∏m−2

26=i=1 sin(ϕi/r) cos(ϕ2/r) cos(θ/r)

∂x2
∂ϕ2

= (sinh(ρ/r))
∏m−2

26=i=1 sin(ϕi/r) cos(ϕ2/r) sin(θ/r)

∂x3
∂ϕ2

= (sinh(ρ/r))
∏m−2

i=3 sin(ϕi/r) cos(ϕ2/r) cos(ϕ1/r)

∂x4
∂ϕ2

= −(sinh(ρ/r))
∏m−2

i=2 sin(ϕi/r)

∂xj
∂ϕ2

= 0

,

para j = 5, · · · ,m+ 1,

• ∂φ
∂ϕk

=
(
∂x1
∂ϕk

, · · · , ∂xm+1

∂ϕk

)
:



∂x1
∂ϕk

= (sinh(ρ/r))
∏m−2

k 6=i=1 sin(ϕi/r) cos(ϕk/r) cos(θ/r)

∂x2
∂ϕk

= (sinh(ρ/r))
∏m−2

k 6=i=1 sin(ϕi/r) cos(ϕk/r) sin(θ/r)

∂xj
∂ϕk

= (sinh(ρ/r))
∏m−2

k 6=i=j−1 sin(ϕi/r) cos(ϕk/r) cos(ϕj−2/r)

∂xk+1

∂ϕk
= (sinh(ρ/r))

∏m−2
i=k+1 sin(ϕi/r) cos(ϕk/r) cos(ϕk−1/r)

∂xk+2

∂ϕk
= −(sinh(ρ/r))

∏m−2
i=k sin(ϕi/r)

∂xl
∂ϕk

= 0

,

para 3 ≤ k < m− 2, j = 3, · · · , k e l > k + 2,
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• ∂φ
∂ϕm−2

=
(

∂x1
∂ϕm−2

, · · · , ∂xm+1

∂ϕm−2

)
:



∂x1
∂ϕm−2

= (sinh(ρ/r))
∏m−3

i=1 sin(ϕi/r) cos(ϕm−2/r)) cos(θ/r)

∂x2
∂ϕm−2

= (sinh(ρ/r))
∏m−3

i=1 sin(ϕi/r) cos(ϕm−2/r)) sin(θ/r)

∂xj
∂ϕm−2

= (sinh(ρ/r))
∏m−3

i=j−1 sin(ϕi/r) cos(ϕm−2/r)) cos(ϕj−2/r))

∂xm−1

∂ϕm−2
= (sinh(ρ/r)) cos(ϕm−2/r)) cos(ϕm−3/r))

∂xm
∂ϕm−2

= −(sinh(ρ/r)) sin(ϕm−2/r))

∂xm+1

∂ϕm−2
= 0

,

para j = 3, · · · ,m− 2, e

• ∂φ
∂ρ

=
(
∂x1
∂ρ
, · · · , ∂xm+1

∂ρ

)
:



∂x1
∂ρ

= (cosh(ρ/r))
∏m−2

i=1 sin(ϕi/r) cos(θ/r)

∂x2
∂ρ

= (cosh(ρ/r))
∏m−2

i=1 sin(ϕi/r) sin(θ/r)

∂xj
∂ρ

= (cosh(ρ/r))
∏m−2

i=j−1 sin(ϕi/r) cos(ϕj−2/r)

∂xm
∂ρ

= (cosh(ρ/r)) cos(ϕm−2/r)

∂xm+1

∂ρ
= sinh(ρ/r)

,

para j = 3, · · · ,m− 1.

Dessa forma, a métrica γ de M é

(sinh2 ρ

r
)
m−2∏
i=1

sin2 ϕi
r 0

(sinh2 ρ

r
)
m−2∏
i=2

sin2 ϕi
r

. . .

0 sinh2 ρ

r

1


m×m

.
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Figura 4.6: A variedade M folheada pelas esferas Sm−1(r sinh(ρ/r)).

Da parametrização φ em M (ver (4.43)) vemos que M é folheada por esferas eucli-

dianas de dimensão m− 1, ou seja, de forma mais precisa

M =
⋃

ρ∈(0,∞)

Sm−1(r sinh(ρ/r)). (veja figura 4.7)

Agora, considere a parametrização em Sm−1(r sinh(ρ/r))

ψ : (0, 2rπ)× (0, rπ)m−2 −→ Sm−1(r sinh(ρ/r))

(θ, ϕ1, · · · , ϕm−2) 7−→ ψ(θ, ϕ1, · · · , ϕm−2) = (x1, · · · , xm, xm+1)

em que 

x1 = (r sinh(ρ/r))
∏m−2

i=1 sin(ϕi/r) cos(θ/r)

x2 = (r sinh(ρ/r))
∏m−2

i=1 sin(ϕi/r) sin(θ/r)

xj = (r sinh(ρ/r))
∏m−2

i=j−1 sin(ϕi/r) cos(ϕj−2/r)

xm = (r sinh(ρ/r)) cos(ϕm−2/r)

xm+1 = r cosh(ρ/r)

,

para j = 3, · · · ,m− 1. Assim,

γ = γ
∣∣
Sm−1(r sinh(ρ/r))

,
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onde

γ =



(sinh2 ρ

r
)
m−2∏
i=1

sin2 ϕi
r 0

(sinh2 ρ

r
)
m−2∏
i=2

sin2 ϕi
r

. . .

0 (sinh2 ρ

r
)(sin2 ϕm−2

r
)

sinh2 ρ

r



.

Além disso, pelo corolário 4.2.1, o campo normal

N =
∂

∂ρ

é geodésico e

dρ = N̂ .

Como

∂γ

∂ρ
=



(
1

r
sinh

2ρ

r
)
m−2∏
i=1

sin2 ϕi
r 0

(
1

r
sinh

2ρ

r
)
m−2∏
i=2

sin2 ϕi
r

0 . . .

1

r
sinh

2ρ

r


,

então

II = −1

2

∂γ

∂ρ

= −1

2
· 1

r
sinh

2ρ

r
· csch2 ρ

r
γ

= −1

r
coth

ρ

r
γ.
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Donde vemos que as esferas Sm−1(r sinh(ρ/r)) são hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas,

sendo esta possibilidade ilustrada pelo item iii. do teorema 4.4.1. Destarte,

H = −1

r
coth

ρ

r
.

Note que,

|H| >
√

Λ

1−m
=

1

r
.

Além disso, podemos escrever a curvatura média da hipersuperf́ıcie Sm−1(r sinh(ρ/r))

como:

H = −1

r
coth

ρ

r

= −
√

Λ

m− 1
coth

(√
Λ

m− 1
ρ

)
.

Assim, a possibilidade para a função obtida em (4.35), no caso i., fica verificada.

b) Agora, considere M = Hm
r . Temos que a aplicação φ : Rm →M dada por

x1 = r
∏m−1

i=1 cosh(ηi/r) sinh(ρ/r)

x2 = r
∏m−1

i=2 cosh(ηi/r) sinh(η1/r)

xj = r
∏m−1

i=j cosh(ηi/r) sinh(ηj−1/r)

xm = r sinh(ηm−1/r)

xm+1 = r
∏m−1

i=1 cosh(ηi/r) cosh(ρ/r)

,

para j = 3, · · · ,m − 1, é uma parametrização em M . De forma similar ao item

anterior, vemos que

M =
⋃

ηm−1∈R

Hm−1

r cosh
ηm−1
r

,

onde as hipersuperf́ıcies Hm−1

r cosh
ηm−1
r

são totalmente umb́ılicas em M . Além disso,

N =
∂

∂ηm−1

(geodésico)

e

H(z) = −
√

Λ

1−m
tanh

(√
Λ

1−m
ηm−1

)
, (ver (4.34))

onde

|H| <
√

Λ

1−m
.
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Figura 4.7: O espaço hiperbólico Hm
r folheado pelos espaços hiperbólicos Hm−1

r cosh
ηm−1
r

.

4

Quanto a questão 2 apresentada no final da seção 4.3, apesar de não respondê-la aqui

pela questão do tempo/cronograma deixamos um apêndice em que abordamos as ações

por isometrias intŕınsecas, que acreditamos ser útil na tentativa de responder a questão

2.



Considerações Finais

Neste trabalho os dois primeiros caṕıtulos foram apresentados com a ideia de termos um

texto autocontido, a fim de que um aluno de pós-graduação ou de final de graduação em

Matemática que deseje iniciar um trabalho com geometria riemanniana possa usá-lo como

um guia. Já o caṕıtulo referente a variedades de Einstein em baixas dimensões não é tão

usual.

O caṕıtulo 4 é o principal deste trabalho, nele apresentamos algumas contribuições

aparentemente novas. Lá consideramos uma variedade de Einstein com constante Λ, que

é folheada por hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas e com o campo normal geodésico. Ini-

cialmente constatamos que essas hipersuperf́ıcies também são Einstein, o que é conhecido

desde dos anos 50 – ver referência [2]. Sua “constante” é dada por

Λ = Λ + (m− 1)H2 − dH

dz
,

onde H é a curvatura média e z é o parâmetro que dá a distância entre as hipersu-

perf́ıcies. Em seguida provamos que a curvatura média deve necessariamente satisfazer

um, e somente um, dos seguintes casos:

1. Para Λ = 0 então H = 0 ou H = − 1
z+C

. Representamos o primeiro caso através

dos hiperplanos no espaço euclidiano, como pode ser visto no exemplo 4.4.1. Já

o segundo pode ser visto por uma famı́lia de hiperesferas concêntricas como no

exemplo 4.4.2, onde tomamos por conveniência z = r e C = 0.

2. Para Λ > 0 obtemos H =
√

Λ
m−1

tan
(√

Λ
m−1

z + C
)

, que é ilustrado pelo

exemplo 4.4.3.

3. Para Λ < 0 obtemos duas possibilidades:

132
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• Se |H| <
√

Λ
1−m , então:

H(z) = −
√

Λ

1−m
tanh

(√
Λ

1−m
z + C

)
;

• Se |H| >
√

Λ
1−m , então:

H(z) = −
√

Λ

1−m
coth

(√
Λ

1−m
z + C

)
.

Ambas possibilidades são ilustradas no exemplo 4.4.4.

Na tentativa de solucionarmos a questão 2, ou seja, se é posśıvel obtermos uma fo-

lheação totalmente umb́ılica em variedade Einstein com curvatura média dada por H(z),

desenvolvemos conceitos de simetrias além das isometrias, a saber, as ações por isometrias

intŕınsecas. Porém, constatamos que abordar tais problemas exigiria um tempo maior do

que o previsto no cronograma desta dissertação. Assim, preferimos deixar a questão de

simetrias intŕınsecas em um apêndice.

Sobre a literatura da área e o que foi desenvolvido nesta dissertação, podemos fazer

os seguintes comentários:

• O resultado de que hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılicas em espaços de Einstein

também são Einstein, já era conhecido [2]. Porém, o tratamento de questões envol-

vendo a função H(z), até o momento, parece ser original.

• A questão de simetrias intŕısecas apresentadas no apêndice pode vir a ser útil na

tentativa de responder, mesmo que parcialmente, a questão 2. Ela já era conhecida

na literatura da Relatividade Geral, porém aqui ganhou um tratamento mais formal.
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Apêndice A

Considerações Envolvendo

Isometrias

Neste apêndice admitiremos um conhecimento prévio básico do leitor sobre grupos e

álgebras de Lie. Para mais detalhes sobre este tema podem ser consultadas as re-

ferências [10], [13], [14] e [18]. Aqui, abordaremos as ações por isometrias e por isometrias

intŕınsecas. Finalizaremos o apêndice com as variedades de Einstein folheadas por espaços

homogêneos, onde apresentaremos três exemplos: Rn, Sn e Hn.

A.1 Ação por Isometrias

Sejam (M,γ) uma variedade riemanniana e G um grupo de Lie agindo em M . Temos que

a translação à esquerda

Lg : M −→ M

p 7−→ Lg (p) = g · p

é um difeomorfismo para todo g ∈ G e, consequentemente, d (Lg)p : TpM → PgpM é um

isomorfismo para todo p ∈M e g ∈ G. Diremos que esta ação é uma ação por isometrias

se

L∗gγ = γ, ∀g ∈ G,

136
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isto é,

γg·p

(
d (Lg)p · u, d (Lg)p · v

)
= γp (u, v) ,

para todo p ∈M , g ∈ G e u, v ∈ TpM .

Vejamos o exemplo a seguir envolvendo ação por isometrias:

Exemplo A.1.1. Seja R3\{0} uma variedade riemanniana com uma métrica γ. Considere

o grupo de Lie SO(3) agindo em R3 \ {0} através da ação usual, isto é,

SO(3)× R3 \ {0} −→ R3 \ {0}

(A, p) 7−→ A · p =


a1

1 a1
2 a1

3

a2
1 a2

2 a2
3

a3
1 a3

2 a3
3

 ·


x

y

z

 ,

onde A =
(
aij
)

3×3
e p = (x, y, z). Suponha que essa ação de SO(3) em R3 \ {0} seja por

isometrias. Temos que, {X1, X2, X3} é uma base de so(3), onde

X1 =


0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 , X2 =


0 0 −1

0 0 0

1 0 0

 e X3 =


0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 .

As exponenciais exp (tX1), exp (tX2) e exp (tX3) são, respectivamente,
1 0 0

0 cos t − sin t

0 sin t cos t

 ,


cos t 0 − sin t

0 1 0

sin t 0 cos t

 e


cos t − sin t 0

sin t cos t 0

0 0 1

 .

Os campos fundamentais referentes a estes campos vetoriais invariantes à esquerda são

X̃1(p) =
d

dt
exp (tX1) · p |t=0

=
d

dt
(x, y cos t− z sin t, y sin t+ z cos t) |t=0

= −z ∂
∂y

+ y
∂

∂z
,

X̃2(p) =
d

dt
exp (tX2) · p |t=0

=
d

dt
(x cos t− z sin t, y, x sin t+ z cos t) |t=0

= −z ∂
∂x

+ x
∂

∂z
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e

X̃3(p) =
d

dt
exp (tX3) · p |t=0

=
d

dt
(x cos t− y sin t, x sin t+ y cos t, z) |t=0

= −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
,

para p = (x, y, z) ∈ R3 \ {0}. Como o fluxo do campo fundamental X̃i é dado por

F t
X̃i

= Lexp(tXi),

então, para i = 1, 2, 3,

L∗exp(tXi)
γ = γ

⇒
(
F t
X̃i

)∗
γ = γ

⇒ d
dt

((
F t
X̃i

)∗
γ
)

(p)|t=0 = d
dt
γ(p)|t=0, ∀p ∈ R3 \ {0}

⇒
(
LX̃iγ

)
(p) = 0, ∀p ∈ R3 \ {0}

⇒ LX̃iγ = 0.

Cada campo fundamental é um campo de Killing (isto é, LXγ = 0). Analogamente, o

fluxo de um campo de Killing gera um grupo a 1-parâmetro de isometrias locais.

A partir daqui abordaremos este exemplo através do sistema de coordenadas esféricas.

Dessa forma, 
x = r sinφ cos θ

y = r sinφ sin θ

z = r cosφ

, (A.1)

onde p ≡ (r, φ, θ) com r > 0, 0 < φ < π e 0 < θ < 2π. A matriz jacobiana referente a

(A.1) é

J =


sinφ cos θ r cosφ cos θ −r sinφ sin θ

sinφ sin θ r cosφ sin θ r sinφ cos θ

cosφ −r sinφ 0

 .
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Como a matriz inversa da matriz jacobiana J é

J−1 =


sinφ cos θ sinφ sin θ cosφ

1
r

cosφ cos θ 1
r

cosφ sin θ −1
r

sinφ

−1
r

sin θ
sinφ

1
r

cos θ
sinφ

0

 ,

então 
∂
∂x

= sinφ cos θ ∂
∂r

+ 1
r

cosφ cos θ ∂
∂φ
− 1

r
sin θ
sinφ

∂
∂θ

∂
∂y

= sinφ sin θ ∂
∂r

+ 1
r

cosφ sin θ ∂
∂φ

+ 1
r

cos θ
sinφ

∂
∂θ

∂
∂z

= cosφ ∂
∂r
− 1

r
sinφ ∂

∂φ

.

Dáı vem que, os campos fundamentais X̃1, X̃2 e X̃3 no sistema de coordenadas esféricas

são

X̃1(p) = −r cosφ

(
sinφ sin θ

∂

∂r
+

1

r
cosφ sin θ

∂

∂φ
+

1

r

cos θ

sinφ

∂

∂θ

)
+

r sinφ sin θ

(
cosφ

∂

∂r
− 1

r
sinφ

∂

∂φ

)
= −

(
sin θ

∂

∂φ
+

cosφ cos θ

sinφ

∂

∂θ

)
,

X̃2(p) = −r cosφ

(
sinφ cos θ

∂

∂r
+

1

r
cosφ cos θ

∂

∂φ
− 1

r

sin θ

sinφ

∂

∂θ

)
+

r sinφ cos θ

(
cosφ

∂

∂r
− 1

r
sinφ

∂

∂φ

)
= − cos θ

∂

∂φ
+

cosφ sin θ

sinφ

∂

∂θ

e

X̃3(p) = −r sinφ sin θ

(
sinφ cos θ

∂

∂r
+

1

r
cosφ cos θ

∂

∂φ
− 1

r

sin θ

sinφ

∂

∂θ

)
+

r sinφ cos θ

(
sinφ sin θ

∂

∂r
+

1

r
cosφ sin θ

∂

∂φ
+

1

r

cos θ

sinφ

∂

∂θ

)
=

∂

∂θ
.
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Temos que,

0 = LX̃1
γij = − (sin θ) ∂2γij − γ2j∂i sin θ − γ2i∂j sin θ − γ3j∂i

cosφ cos θ
sinφ

−

γ3i∂j
cosφ cos θ

sinφ

0 = LX̃2
γij = − (cos θ) ∂2γij − γ2j∂i cos θ − γ2i∂j cos θ − γ3j∂i

cosφ sin θ
sinφ

−

γ3i∂j
cosφ sin θ

sinφ

0 = LX̃3
γij =

∂γij
∂θ

.

Da última igualdade acima temos que a métrica não depende da variável θ, isto é,

γ = γ(r, φ). Além disso temos doze equações independentes, são elas:

− (sin θ) ∂2γ11 = 0 (A.2)

− (cos θ) ∂2γ11 = 0 (A.3)

− (sin θ) ∂2γ12 + γ31 cos θ csc2 φ = 0 (A.4)

− (cos θ) ∂2γ12 − γ31 sin θ csc2 φ = 0 (A.5)

− (sin θ) ∂2γ13 − γ21 cos θ + γ31
cosφ sin θ

sinφ
= 0 (A.6)

− (cos θ) ∂2γ13 + γ21 sin θ + γ31
cosφ cos θ

sinφ
= 0 (A.7)

− (sin θ) ∂2γ22 + 2γ32 cos θ csc2 φ = 0 (A.8)

− (cos θ) ∂2γ22 − 2γ32 sin θ csc2 φ = 0 (A.9)

− (sin θ) ∂2γ23 − γ22 cos θ + γ33 cos θ csc2 φ+ γ32
cosφ sin θ

sinφ
= 0 (A.10)

− (cos θ) ∂2γ23 + γ22 sin θ − γ33 sin θ csc2 φ+ γ32
cosφ cos θ

sinφ
= 0 (A.11)

− (sin θ) ∂2γ33 − 2γ23 cos θ + 2γ33
cosφ sin θ

sinφ
= 0 (A.12)

− (cos θ) ∂2γ33 − 2γ23 sin θ + 2γ33
cosφ cos θ

sinφ
= 0 (A.13)

Das equações (A.2) e (A.3) temos que(
cos2 θ + sin2 θ

)
(∂2γ11)2 = 0

⇒ ∂2γ11 = 0

⇒ γ11 = a(r) > 0.
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Multiplicando as equações (A.4) e (A.5), respectivamente, por cos θ e − sin θ obtemos − (cos θ sin θ) ∂2γ12 + γ31 cos2 θ csc2 φ = 0

(cos θ sin θ) ∂2γ12 − γ31 sin2 θ csc2 φ = 0
.

Agora, somando-as temos que

− (cos θ sin θ) ∂2γ12 + γ31 cos2 θ csc2 φ+ (cos θ sin θ) ∂2γ12 − γ31 sin2 θ csc2 φ = 0

⇒ γ31

(
cos2 θ + sin2 θ

)
csc2 φ = 0

⇒ γ13 = γ31 = 0.

Substituindo os valores de γ13 e γ31 nas equações (A.6) e (A.7) vem que −γ21 cos θ = 0

γ21 sin θ = 0
⇒

 γ21 cos2 θ = 0

γ21 sin2 θ = 0
.

Assim, somando as duas equações obtemos γ12 = γ21 = 0. Se multiplicarmos as equações

(A.8) e (A.9), respectivamente, por cos θ e − sin θ obtemos − (sin θ cos θ) ∂2γ22 + 2γ32 cos2 θ csc2 φ = 0

(sin θ cos θ) ∂2γ22 + 2γ32 sin2 θ csc2 φ = 0
.

Somando ambas equações vemos que γ23 = γ32 = 0. Substituindo o valor γ32 nas equações

(A.8) e (A.9) e em seguida somando-as obtemos

∂2γ22 = 0⇒ γ22 = b(r) > 0.

E por fim, substituindo os valores de γ22, γ23 e γ32 nas equações (A.10) e (A.11) e

multiplicando-as por − cos θ e sin θ, respectivamente, obtemos b(r) cos2 θ − γ33 cos2 θ csc2 φ = 0

b(r) sin2 θ − γ33 sin2 θ csc2 φ = 0
.

Somando estas equações temos

b(r)− γ33 csc2 φ = 0

⇒ γ33 = b(r) sin2 φ > 0.
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Note que, as equações (A.12) e (A.13) se verificam para os valores encontrados de γ23 e

γ33. Logo, se ação é por isometrias temos que

γ =


a(r) 0 0

0 b(r) 0

0 0 b(r) sin2 φ

 .

Para concluir este exemplo analisaremos a relação entre as funções a e b para que

Ric = 0.

Como

γ−1 =


[a(r)]−1 0 0

0 [b(r)]−1 0

0 0 [b(r)]−1 csc2 φ

 ,

então os śımbolos de Christoffel são

Γ2
11 = Γ3

11 = Γ1
12 = Γ3

12 = Γ1
13 = Γ2

13 = Γ1
21 = Γ3

21 = Γ2
22 = Γ3

22 = Γ1
23 = Γ2

23 = Γ1
31 = Γ2

31 =

Γ1
32 = Γ2

32 = Γ3
33 = 0,

Γ1
11 = 1

2
[a(r)]−1 a′(r),

Γ2
12 = Γ2

21 = Γ3
13 = Γ3

31 = 1
2

[b(r)]−1 b′(r),

Γ1
22 = −1

2
[a(r)]−1 b′(r),

Γ3
23 = Γ3

32 = cotφ,

Γ1
33 = −1

2
[a(r)]−1 b′(r) sin2 φ e

Γ2
33 = − sinφ cosφ.

Os componentes do tensor de Ricci são

R12 = R21 = R13 = R31 = R23 = R32 = 0 ,

R11 = 1
2
a−1b−1a′b′ + 1

2
b−2 (b′)2 − b−1b′′ ,

R22 = 1
4
a−2a′b′ − 1

2
a−1b′′ + 1 e

R33 =
(

1
4
a−2a′b′ − 1

2
a−1b′′ + 1

)
sin2 φ.
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Suponha que Ric = 0, então obtemos o sistema de equações

1

2
a−1b−1a′b′ +

1

2
b−2 (b′)

2 − b−1b′′ = 0 (A.14)

1

4
a−2a′b′ − 1

2
a−1b′′ + 1 = 0 (A.15)(

1

4
a−2a′b′ − 1

2
a−1b′′ + 1

)
sin2 φ = 0 (A.16)

Note que, as equações (A.15) e (A.16) são equivalentes. Da equação (A.15) temos

b′′ =
1

2
a−1a′b′ + 2a.

Agora, substituindo o valor de b′′ na equação (A.14)

1
2
a−1b−1a′b′ + 1

2
b−2 (b′)2 − b−1

(
1
2
a−1a′b′ + 2a

)
= 0

⇒ (b′)2 = 4ab

⇒ b′ = 2
√
ab.

Mas,
b′(r)√
b(r)

= 2
√
a(r)

⇒
(

2
√
b(r)

)′
= 2
√
a(r)

⇒ 2
√
b(r) =

∫ r
1

2
√
a(t) dt+ b0

⇒ b(r) = 1
4

(∫ r
1

2
√
a(t) dt+ b0

)2

.

Logo, Ric = 0 quando

b(r) =
1

4

(∫ r

1

2
√
a(t) dt+ b0

)2

.

4

A.2 Ação por Isometrias intŕınsecas

Sejam M uma variedade riemanniana conexa e orientável folheada por suas hipersu-

perf́ıcies Σp e G um grupo de Lie agindo sobre M tal que Σp = G · p. Como a ação de



144

G em M restrita à subvariedade Σp ainda é uma ação (transitiva), então dizemos que a

ação de G em M , definida acima, é uma ação por isometrias intŕınsecas se

L∗gγp = γp,

para todo p ∈M e g ∈ G com γ definida como em 4.6, ou seja,

γp

(
d (Lg)p · u, d (Lg)p · v

)
= γp (u, v) ,

para todo p ∈M , g ∈ G e u, v ∈ TpΣp.

Definição A.2.1. A distribuição ∆N : M → TpM dada por

∆N(p) = {v ∈ TpM ; γp (v, u) = 0, ∀u ∈ TpΣp} ,

é chamada de distribuição normal. Além disso, diremos que ∆N é

i. G-invariante, se

d (Lg)p ·∆N(p) = ∆N(g · p),

para todo p ∈M e g ∈ G.

ii. Estritamente G-invariante, se para cada p ∈ M existe um vetor unitário N(p) ∈

∆N(p) tal que

d (Lg)p ·N(p) ∈ ∆N(g · p)

é também um vetor unitário, para todo g ∈ G.

Note que, ∆N(p) = (TpΣp)
⊥, para todo p ∈M , e, consequentemente,

dim ∆N(p) = dim (TpΣp)
⊥ = 1.

Assim, ∆N é uma distribuição regular de posto 1.

Teorema A.2.1. A ação de G em M é por isometrias se, e somente se, a ação de G em

M é por isometrias intŕınsecas e a distribuição normal ∆N é estritamente G-invariante.
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Demonstração. (⇒) Lembre-se que Σp = Σg·p, onde g ∈ G e p ∈ M . Se q ∈ Σp, então

existe g1 ∈ G tal que q = g1p. Assim,

gq = g (g1p) = (gg1) p ∈ Σp.

Dessa forma, Lg|Σp : Σp → Σp está bem definida, é bijetiva e é um difeomorfismo. Como

L∗gγ = γ, ∀g ∈ G

e

dLg(p) · u ∈ Tg·pΣp, ∀u ∈ TpΣp,

então

γg·p

(
d (Lg)p · u, d (Lg)p · v

)
= γp (u, v) , para todo p ∈M, g ∈ G e u, v ∈ TpΣp,

ou seja,

L∗gγp = γp,

para todo p ∈ M . Logo, a ação de G em M é por isometrias intŕınsecas. Sejam g ∈

G e p ∈ M . Agora, tome um vetor unitário N(p) ∈ ∆N(p). Considere v ∈ Tg·pΣp.

Como d (Lg)p |TpΣp : TpΣp → Tg·pΣp é um isomorfismo, então existe u ∈ TpΣp tal que

v = d (Lg)p · u. Com isso

γg·p

(
d (Lg)p ·N(p), v

)
= γg·p

(
d (Lg)p ·N(p), d (Lg)p · u

)
= γp (N(p), u)

= 0.

Temos ainda que,

γg·p

(
d (Lg)p ·N(p), d (Lg)p ·N(p)

)
= γp (N(p), N(p))

:= 1.

Destarte, a distribuição normal ∆N é estritamente G-invariante.

(⇐) Sejam N(p) um vetor unitário em ∆N(p) tal como o item ii. da definição A.2.1

e {u1, · · · , um−1} uma base de TpΣp com p ∈ M . Assim, {u1, · · · , um−1, N(p)} é uma
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base de TpM = TpΣp ⊕ ∆(p). Considere u, v ∈ TpM , então existem αi, βj ∈ R com

i, j = 1, · · · ,m− 1,m tais que

u =
m−1∑
i=1

αiui + αmN(p)

e

v =
m−1∑
j=1

βjuj + βmN(p).

Dessa forma,

γg·p

(
d (Lg)p · u, d (Lg)p · v

)
=

m−1∑
i,j=1

αiβjγg·p

(
d (Lg)p · ui, d (Lg)p · uj

)
+

m−1∑
i=1

αiβmγg·p

(
d (Lg)p · ui, d (Lg)p ·N(p)

)
+

m−1∑
j=1

αmβjγg·p

(
d (Lg)p ·N(p), d (Lg)p · uj

)
+ αmβmγg·p

(
d (Lg)p ·N(p), d (Lg)p ·N(p)

)
=

m−1∑
i,j=1

αiβjγp (ui, uj) +
m−1∑
i=1

αiβm · 0 +
m−1∑
j=1

αmβj · 0 + αmβm · 1

=
m−1∑
i,j=1

αiβjγp (ui, uj) +
m−1∑
i=1

αiβmγp (ui, N(p)) +
m−1∑
j=1

αmβjγp (N(p), uj) +

αmβmγp (N(p), N(p))

= γp (u, v) .

Portanto, a ação é por isometrias.

Exemplo A.2.1. Sejam (R4, γ) uma variedade riemanniana e (R3,+) o grupo de Lie

abeliano que age em R4 da seguinte forma

R3 × R4 −→ R4

(g, p) 7−→ g · p = (g1, g2, g3) · (x1, x2, x3, z) = (x1 + g1, x2 + g2, x3 + g3, z)
,

onde g = (g1, g2, g3) e p = (x1, x2, x3, z). Temos que,

Σp0 =
{(
x1

0 + g1, x2
0 + g2, x3

0 + g3, z0

)
∈ R4;

(
g1, g2, g3

)
∈ R3

}
,
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em que p0 = (x1
0, x

2
0, x

3
0, z0) ∈ R4, ou simplesmente

Σp0 =
{(
x1, x2, x3, z

)
∈ R4; z = z0

}
,

é uma subvariedade mergulhada de R4 e orientável de dimensão 3. Para ilustrarmos o

teorema A.2.1, assumiremos que nas coordenadas canônicas de R4,

γ = exp (2φ) (dz)2 + γ11

(
dx1
)2

+ γ22

(
dx2
)2

+ γ33

(
dx3
)2
.

Agora examinaremos, através do teorema acima, os componentes da métrica a fim de

que tenhamos uma ação por isometrias. Usemos primeiro o fato da ação ser por isometrias

intŕınsecas. Com isso

γp (u, v) = γg·p

(
d (Lg)p · u, d (Lg)p · v

)
⇔ γp (u, v) = γg·p

(
d (Lg)p · u, d (Lg)p · v

)
,

para todo p = (x1, x2, x3, z) ∈ R4 e u, v ∈ TpΣp. Note que,
{

∂
∂xi
|p
}
i=1,2,3

é uma base de

TpΣp. A condição acima toma a forma

γij
(
x1, x2, x3, z

)
= γij

(
x1 + g1, x2 + g2, x3 + g3, z

)
,

para todo p ∈ R4 e gi ∈ R, com i = 1, 2, 3. Dessa forma,

γij = γij(z),

para i = 1, 2, 3. Perceba que a rećıproca também vale. Agora, usaremos a condição da

distribuição normal ∆N ser estritamente G-invariante. Como
{

∂
∂x1
|p, ∂

∂x2
|p, ∂

∂x3
|p, ∂∂z |p

}
é

uma base de R4 e γp
(
∂
∂z
|p, ∂

∂xi
|p
)

= 0, para todo i = 1, 2, 3, então ∂
∂z
|p ∈ ∆N(p). Note

que, dim ∆N(p) = 1, ∀p ∈ R4. Dáı vem que, um vetor unitário satisfazendo a condição

ii. da definição A.2.1 é da forma, para cada p ∈ R4,

N(p) = f(p)
∂

∂z

∣∣
p
.

Temos que,

γp (N(p), u) = 0, ∀u ∈ TpΣp.
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Mas,

γp (N(p), N(p)) = 1

⇒ γp
(
f(p) ∂

∂z
|p, f(p) ∂

∂z
|p
)

= 1

⇒ [f(p)]2 γp
(
∂
∂z
|p, ∂∂z |p

)
= 1

⇒ [f(p)]2 γ44(p) = 1

⇒ [f(p)]2 exp (2φ(p)) = 1

⇒ f(p) = exp (−φ(p)) .

Assim, para cada p ∈ R4,

N(p) = exp (−φ(p))
∂

∂z

∣∣
p
.

Como d (Lg)p é um isomorfismo e
[
d (Lg)p

]
= I4, onde I4 é a matriz identidade nas

coordenadas canônicas de R4, então, para v ∈ Tg·pΣp,

γg·p

(
d (Lg)p ·N(p), v

)
= γg·p

(
d (Lg)p ·N(p), d (Lg)p · u

)
= γg·p

(
exp (−φ(p))

∂

∂z

∣∣
g·p,

3∑
i=1

ui
∂

∂xi
∣∣
g·p

)

=
3∑
i=1

ui exp (−φ(p)) γg·p

(
∂

∂z

∣∣
g·p,

∂

∂xi
∣∣
g·p

)
= 0,

para todo p ∈ R4 e g ∈ R3, onde v = d (Lg)p · u. Isto é, d (Lg)p · N(p) ∈ ∆N(g · p), para

todo p ∈ R4 e g ∈ R3. Porém,

γg·p

(
d (Lg)p ·N(p), d (Lg)p ·N(p)

)
= 1

⇒ γg·p

(
exp (−φ(p)) ∂

∂z

∣∣
g·p, exp (−φ(p)) ∂

∂z

∣∣
g·p

)
= 1

⇒ exp (−2φ(p)) γg·p

(
∂
∂z

∣∣
g·p,

∂
∂z

∣∣
g·p

)
= 1

⇒ exp (−2φ(p)) exp (2φ(g · p)) = 1

⇒ −φ(p) + φ(g · p) = 0

⇒ φ(p) = φ(g · p),



149

para todo p ∈ R4 e g ∈ R3. Dessa forma,

φ = φ(z).

Vale a rećıproca.

Considerando que esta ação é por isometrias vamos estudar a métrica supondo que

Ric = 0. Como a métrica é

γ = exp (2φ(z)) (dz)2 +
3∑
i=1

γii(z)
(
dxi
)2
,

então fazendo a mudança de variável

w =

∫
exp (φ(z)) dz

ficamos com a métrica da seguinte forma

γ = (dw)2 +
3∑
i=1

γii(w)
(
dxi
)2
.

Temos que,

γ−1(w) =


[γ11(w)]−1 0 0 0

0 [γ22(w)]−1 0 0

0 0 [γ33(w)]−1 0

0 0 0 1

 .

Os śımbolos de Christoffel são

Γkij = 0 , para i, j, k = 1, 2, 3 ,

Γ4
ij = 0 , para i, j = 1, 2, 3 com i 6= j ,

Γ4
ii = −1

2
γ
′
ii , para i = 1, 2, 3 ,

Γk4j = Γkj4 = 0 , para j, k = 1, 2, 3 com j 6= k ,

Γj4j = Γjj4 = 1
2
γ−1
jj γ

′
jj , para j = 1, 2, 3 ,

Γ4
4j = Γ4

j4 = 0 , para j = 1, 2, 3 ,

Γk44 = 0 , para k = 1, 2, 3 e

Γ4
44 = 0.
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Os componentes do tensor de Ricci são

R12 = R13 = R14 = R21 = R23 = R24 = R31 = R32 = R34 = R41 = R42 = R43 = 0 ,

R11 = 1
4

[
γ
′
11

(
−γ−1

22 γ
′
22 − γ−1

33 γ
′
33 + γ−1

11 γ
′
11

)
− 2γ

′′
11

]
,

R22 = 1
4

[
γ
′
22

(
−γ−1

11 γ
′
11 − γ−1

33 γ
′
33 + γ−1

22 γ
′
22

)
− 2γ

′′
22

]
,

R33 = 1
4

[
γ
′
33

(
−γ−1

11 γ
′
11 − γ−1

22 γ
′
22 + γ−1

33 γ
′
33

)
− 2γ

′′
33

]
e

R44 = 1
4

[(
γ−1

11 γ
′
11

)2
+
(
γ−1

22 γ
′
22

)2
+
(
γ−1

33 γ
′
33

)2 − 2γ−1
11 γ

′′
11 − 2γ−1

22 γ
′′
22 − 2γ−1

33 γ
′′
33

]
.

Sendo Ric = 0 obtemos quatro equações

γ−1
11 γ

′

11

(
−γ−1

22 γ
′

22 − γ−1
33 γ

′

33 + γ−1
11 γ

′

11

)
− 2γ−1

11 γ
′′

11 = 0 (A.17)

γ−1
22 γ

′

22

(
−γ−1

11 γ
′

11 − γ−1
33 γ

′

33 + γ−1
22 γ

′

22

)
− 2γ−1

22 γ
′′

22 = 0 (A.18)

γ−1
33 γ

′

33

(
−γ−1

11 γ
′

11 − γ−1
22 γ

′

22 + γ−1
33 γ

′

33

)
− 2γ−1

33 γ
′′

33 = 0 (A.19)(
γ−1

11 γ
′

11

)2

+
(
γ−1

22 γ
′

22

)2

+
(
γ−1

33 γ
′

33

)2

− 2γ−1
11 γ

′′

11 − 2γ−1
22 γ

′′

22 − 2γ−1
33 γ

′′

33 = 0 (A.20)

Sejam

li =
√
γii > 0 ,

a = 3
√
l1l2l3 = 6

√
γ11γ22γ33 > 0 ,

σi =
l
′
i

li
− a′

a
e

γii = a2 exp
(
2
∫
σi dw

)
para i = 1, 2, 3. Temos que, para i = 1, 2, 3,

l
′
i =

1

2
√
γii
γ
′

ii

⇒ l
′
i

li
=

γ
′
ii

2γii

e

a′ =
1

6 6

√
(γ11γ22γ33)5

(
γ
′

11γ22γ33 + γ11γ
′

22γ33 + γ11γ22γ
′

33

)

⇒ a
′

a
=

1

6

γ
′
11γ22γ33 + γ11γ

′
22γ33 + γ11γ22γ

′
33

γ11γ22γ33

.
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Dessa forma,

σ1 + σ2 + σ3 =
l
′
1

l1
− a′

a
+
l
′
2

l2
− a′

a
+
l
′
3

l3
− a′

a

=
3∑
i=1

(
l
′
i

li

)
− 3a′

a

=
3∑
i=1

(
γ
′
ii

2γii

)
− 1

2

γ
′
11γ22γ33 + γ11γ

′
22γ33 + γ11γ22γ

′
33

γ11γ22γ33

= 0.

Denotemos por

σ =

√√√√ 3∑
i=1

σ2
i

e

H =
a′

a
.

Além disso, para i = 1, 2, 3,

γ
′
ii

γii
=

2aa′ exp
(
2
∫
σi dw

)
+ 2a2σi exp

(
2
∫
σi dw

)
a2 exp

(
2
∫
σi dw

)
= 2

(
a′

a
+ σi

)
= 2 (H + σi)

e

γ
′′
ii

γii
= 2

[
(a′)2 + aa′′ + 2aa′σi + 2aa′σi + a2σ

′
i + 2a2σ2

i

a2 exp
(
2
∫
σi dw

) ]
exp

(
2

∫
σi dw

)
= 2

(
H2 +

a′′

a
+ 4Hσi + σ

′

i + 2σ2
i

)
.

Assim, fazendo as devidas substituições dos valores acima na equação (A.17) obtemos

2 (H + σ1) [−2 (H + σ2)− 2 (H + σ3) + 2 (H + σ1)]− 4
(
H2 + a′′

a
+ 4Hσ1 + σ

′
1+

2σ2
1) = 0

⇒ (H + σ1) (−H + 2σ1)−H2 − a′′

a
− 4Hσ1 − σ

′
1 − 2σ2

1 = 0

⇒ −2H2 − 3Hσ1 − a′′

a
− σ′1 = 0.
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A partir das equações (A.18) e (A.19) obtém-se de modo análogo as equações:

−2H2 − 3Hσ2 −
a′′

a
− σ′2 = 0

e

−2H2 − 3Hσ3 −
a′′

a
− σ′3 = 0.

Somando as três últimas equações temos

−6H2 − 3 (σ1 + σ2 + σ3)H − 3a′′

a
− (σ1 + σ2 + σ3)′ = 0

⇒ 2H2 +
a′′

a
= 0. (A.21)

Da equação (A.21) segue que

−2H2 − 3Hσi −
a′′

a
− σ′i = 0

⇒ σ
′

i = −3Hσi

⇒ σ
′
i

σi
= −3a′

a

⇒ ln |σi| − lnσ0i = −3 ln a+ 3 ln a0i

⇒ ln

(
|σi|
σ0i

)
= ln

(a0i

a

)3

⇒ |σi| = σ0i

(a0i

a

)3

, (A.22)

para i = 1, 2, 3. Da equação (A.20) vem que

4 (H + σ1)2 + 4 (H + σ2)2 + 4 (H + σ3)2 − 4

(
H2 +

a′′

a
+ 4Hσ1 + σ

′

1 + 2σ2
1+

H2 +
a′′

a
+ 4Hσ2 + σ

′

2 + 2σ2
2 +H2 +

a′′

a
+ 4Hσ3 + σ

′

3 + 2σ2
3

)
= 0

⇒ 3H2 +
3∑
i=1

σ2
i − 3H2 − 3a′′

a
− 2

3∑
i=1

σ2
i = 0

⇒ a′′

a
= −1

3

3∑
i=1

σ2
i . (A.23)

Substituindo o valor de (A.23) na equação (A.21) obtemos

2H2 − 1

3
σ2 = 0⇒ H2 =

1

6
σ2. (A.24)
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Mas,

σ =
(
σ2

1 + σ2
2 + σ2

3

) 1
2

=

(
σ2

01a
6
01 + σ2

02a
6
02 + σ2

03a
6
03

a6

) 1
2

=
(σ2

01a
6
01 + σ2

02a
6
02 + σ2

03a
6
03)

1
2

a3

=
λ

a3
, (A.25)

onde λ = (σ2
01a

6
01 + σ2

02a
6
02 + σ2

03a
6
03)

1
2 . Agora, substituindo o valor de (A.25) na equação

(A.24)

H2 =
1

6
σ2

⇒ H = ± 1√
6
σ

⇒ H = ± 1√
6

λ

a3

⇒ 3a′

a
=
λ0

a3

⇒ 3a2a′ = λ0

⇒
(
a3
)′

= λ0

⇒ a3 = λ0w + λ1

⇒ a(w) = 3
√
λ0w + λ1 , (A.26)

em que λ0 = ±3λ/
√

6. De (A.22) e (A.26) vem que,

|σi(w)| = σ0ia
3
0i

λ0w + λ1

,

para i = 1, 2, 3. Portanto,

γii(w) =



3

√
(λ0w + λ1)2 exp

(
2
∫ σ0ia

3
0i

λ0w+λ1
dw
)

ou

3

√
(λ0w + λ1)2 exp

(
−2
∫ σ0ia

3
0i

λ0w+λ1
dw
) ,

para i = 1, 2, 3.
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4

Considere M uma variedade de Einstein e o grupo de Lie G = Isom(M) com sua ação

natural sobre M (para verificar que G é um grupo de Lie e esta ação é diferenciável veja

[16]). Se p ∈ Σp (órbita de G através de p ∈ M) e Hp é o subgrupo de isotropia em p,

isto é,

Hp = {g ∈ G; g · p = p} ,

então Σp e G/Hp são difeomorfos (veja [14]). Assim dizemos que M é folheada por espaços

homogêneos.

A seguir apresentamos exemplos de variedades de Einstein folheada por espaços ho-

mogêneos.

Exemplo A.2.2. O espaço euclidiano Rn com a métrica euclidiana é uma variedade de

Einstein em que Isom (Rn) = O(n) n Rn (composições de transformações ortogonais e

translações) onde a ação é definida da forma

(O(n) nRn)× Rn −→ Rn

((A, q) , p) 7−→ (A, q) · p = A · p+ q
.

Considere o subgrupo conexo G = SO(n) nRn de Isom (Rn) agindo em Rn. Note que,

Hp
∼= SO(n) (difeomorfos).

Como

(SO(n) nRn) · p = Rn,

onde p ∈ Rn, então

Rn ∼= G/SO(n).

4

Exemplo A.2.3. Seja S2 com a métrica induzida de R3. Temos que S2 é uma variedade

de Einstein e Isom (S2) = O(3). Considere o subgrupo conexo SO(3) agindo em S2

da maneira usual, como rotações em R3. Note que, o grupo de isotropia em p ∈ S2 é

difeomorfo ao subgrupo SO(2). Assim,

S2 = SO(3) · p ∼= SO(3)/SO(2).



155

Analogamente temos que,

Sn = SO(n+ 1) · p ∼= SO(n+ 1)/SO(n).

4

Exemplo A.2.4. O espaço hiperbólico Hn (modelo do hiperbolóide) é uma variedade de

Einstein e Isom (Hn) = O(n, 1) (grupo ortogonal de Lorentz). Temos que o grupo ortogo-

nal especial de Lorentz SO(n, 1) age sobre Hn transitivamente. Note que, o subgrupo de

isotropia em en+1 = (0, · · · , 0, 1) é difeomorfo a SO(n). Logo,

Hn = SO(n, 1) · en+1
∼= SO(n, 1)/SO(n).

4

Para mais detalhes dos exemplos A.2.2, A.2.3 e A.2.4 ver as referências [8] e [16].
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