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“A matemdtica, vista corretamente, possui nao
apenas verdade, mas também suprema beleza -

uma beleza fria e austera, como a da escultura.”

Bertrand Russell



Resumo

Neste trabalho estudaremos variedades de Einstein folheadas por hipersuperficies total-
mente umbilicas. Se denotarmos por z o parametro que da a distancia entre as folhas,
veremos que a curvatura média H de cada uma delas é funcao apenas de z, sendo estas
também variedades de Einstein. Abordaremos o problema de realizar uma func¢ao dada

H(z) como tal, principalmente quando hé algum tipo de simetria envolvida.

Palavras—chave: Variedades de Einstein, Folheagoes totalmente umbilicas, Folheacoes

por espagos homogéneos, curvatura média constante.
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Abstract

In this work we will study Einstein manifolds foliated by totally umbilic hypersurfaces.
If we denote by z the parameter that gives the distance between the leaves, we will see
that the mean curvature H of each one of them is only a function of z, being these also
Einstein manifolds. We will approach the problem of representing a given function H(z)

as such, especially when there is some kind of symmetry involved.

Keywords: FEinstein Manifolds, Totally Umbilic foliations, Homogeneous spaces, cons-

tant mean curvature.
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Introducao

Variedades de Einstein sao objetos que tem relevancia tanto no contexto matemaético da
Geometria Riemanniana quanto no contexto fisico da Relatividade Geral. No primeiro,

elas sao caracterizadas pelo fato do tensor de Ricci ser proporcional a métrica,
Ric[y] = Ay.

Ja no segundo, elas sao vistas como soluc¢oes do vacuo com constante cosmoldgica A das
equagoes de Einstein. Até que ponto uma abordagem oriunda desta teoria fisica pode
trazer contribuicoes para a Geometria Riemanniana?

Neste trabalho trazemos uma caracteristica tipica da relatividade, a saber, olhar a vari-
edade como sendo formada por suas folhas que caracterizam a geometria espacial em cada
instante de tempo. Desta forma, traduzindo para nosso contexto de métricas definidas
positivas, estudaremos variedades riemannianas que sao folheadas por hipersuperficies,
sendo o parametro “temporal”’ representado por z , que aqui simplesmente representa a
distancia entre duas folhas. Assim, conceitos da geometria extrinseca que envolvem uma
hipersuperficie mergulhada Y podem ser estendidos para toda a sua variedade ambiente
M, tais como o campo normal, segunda forma fundamental e a curvatura média H.

Neste trabalho queremos estudar a funcao curvatura média H de uma variedade de
Einstein (M,~) associada a uma folheagao totalmente umbilica, isto é, cada folha tem
sua segunda forma fundamental proporcional a métrica. Um exemplo classico é dado na
geometria das superficies no espaco euclidiano R3, onde é sabido que as tinicas superficies
totalmente umbilicas sao partes de um plano ou de uma esfera. Desta forma poderiamos
considerar o espaco euclidiano como sendo folheado por planos, o que corresponde a

H(z) = 0, ou por esferas concéntricas com H(z) = I, sendo z interpretada neste caso



como a coordenada radial. No contexto geral procuraremos abordar questoes do tipo:
H(z) pode ser uma fung¢do qualquer?

Dados A € R e H(z) uma fungao de z, existe uma variedade M de Einstein com constante

A e uma folheagao com folhas totalmente umbilicas que realiza a curvatura média H(z)?

Sejam M uma variedade de Einstein com constante A € R e A um conjunto fechado de
medida nula em M. E possivel obtermos uma folheagdo totalmente umbilica em M \ A

tal que a curvatura média seja H(z)?

A dissertacao esta distribuida da seguinte forma: os dois primeiros capitulos abordam
aspectos basicos da Geometria Riemanniana, que foram incluidos visando um trabalho
autocontido e que possa servir de referéncia para alunos iniciantes nessa area. O terceiro
capitulo é uma introdugao rapida as variedades de Einstein. No tltimo capitulo concentra-
se o desenvolvimento das ideias e das questoes levantadas acima. No final desta dissertagao
encontra-se um apéndice contendo consideragoes sobre agao por isometrias intrinsecas.
Concluimos o trabalho fazendo um levantamento da bibliografia atual de temas conectados

com o assunto.



Capitulo 1

Elementos de Algebra Tensorial

Neste capitulo apresentamos aspectos basicos da algebra tensorial tais como espago dual,
formas bilineares e tensores, que serao uteis no calculo em variedades que sera abordado

nos proximos capitulos.

1.1 Espaco Dual

Consideraremos neste texto espacos vetoriais sobre o corpo dos numeros reais e de di-

mensao finita, exceto quando for feita mencao a outra situacao.

e

Definicao 1.1.1. Seja E um espaco vetorial. Uma transformacao linear o« : E — R €

chamada de funcional linear em E.

Seja E' um espago vetorial de dimensao n > 1. O espaco vetorial £ (E;R) := E* dos

funcionais lineares em E é chamado de espa¢o dual a E. Se o subconjunto 8 = {eq, - ,e,}
de F é uma base de E, entao * = {e!,---  e"} C E* tal que
: A 1, se 1=
e (ej) = 5; = )
0 , se i#]
onde i,7 = 1,--- ,n, é uma base de E*. Consequentemente, dim £ = dim £E*. Dizemos

que, B* é a base dual a .



Seja v € E. Dessa forma, 3'v/ € R com j = 1,--- ,n tais que v = 37 v/ e;. Assim,

n

¢ (0) = Y v el (o) =0,

j=1
para cada ¢ =1,--- ,n. Logo,
n
v = Z el (v) e;j.
j=1
Agora, considere @ € E*. Entao, existem o € R com j = 1,---,n de modo que

a =" aje. Temos que,
ale) = (Z Q; ej> (€;)
=1
= Z ;e (e;)
=1

= q;, paracadai=1,--- n.

O teorema a seguir resume as discussoes acima.

Teorema 1.1.1. Sejam E um espago vetorial de dimensaon > 1 e = {ey, -+ ,e,} uma
base de E. Entdo, existe uma tnica base * = {e',--- "} tal que €' (e;) = 5;-, Vi, j=
1,---,n. Ainda,

n

v:Zej (v)e; e azza(ej) e,

7=1
para todo v € F e o € E*.

Chamaremos o espago vetorial (E*)* := E** de espago bidual a E.
Defina a aplicagao
Oy EY —> R
a — ¢, (a) =a) ’

onde v € E (fixo). Note que, esta aplicagao esta bem definida e é linear, ou seja, ¢, € E**.

Teorema 1.1.2. A aplicacdo
o: FE — FE*

vy

€ um isomorfismo.



A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [4] ou [5].

Corolério 1.1.1. Sejam E um espago vetorial de dimension > 1 e B = {e!,--- e"}

uma base de E*. Entao, existe uma base B de E tal que B = 3*.

Demonstracdo. Seja B* = {¢1,--- , ¢} a base dual a B. Dessa forma, ¢; (¢/) = &7, para
1,7 = 1,--- ,n. Como B* é uma base de E** ¢ ® : E — E** é um isomorfismo pelo
teorema [1.1.2] entao 8 = {®'(¢1), -+ ,® 7' (4,)} é uma base para E. Denotaremos

e; =@ (¢;), parai =1,--- ,n. Assim, ¢, = ¢;, para i = 1,--- ,n. Temos que,

¢ (e) = ¢ (¢)
= i (¢)
— 5

[

parai,j =1,--- ,n. Logo, B = p*. O

1.2 Forma Bilinear

Definicao 1.2.1. Seja E um espago vetorial. Uma funcao b: E X E — R € chamada de

forma bilinear se satisfaz as sequintes propriedades:
i. b(Au+v,w) = Nb(u,w) 4+ b(v,w), para todo X\ € R e u,v,w € E.
3. b(u, \v 4+ w) = A\b(u,v) + b (u,w), para todo N € R e u,v,w € E.

Denotaremos por B(F) o conjuntos formado por todas as formas bilineares sobre E.
Note que B(F) é um espago vetorial com as operagoes usuais de adi¢do de fungoes e
multiplicacao de uma funcao por um ntmero real.

Sejam E um espago vetorial, 8 = {e1,--- ,e,} uma base de £ e b € B(F). Considere

u,v € E. Entdo, existem u’,v/ € R, para i,j = 1,---,n, tais que u = > u'e; e



v=73""_ v e;. Dessa forma,
b(u,v) = b (i:uZ ei,Xn:vj ej>
i=1 j=1
= iuib (ei,ivj ej>
i=1 j=1
= i i u'v? b (e;, e;)

i=1 j=1

= Z bije' (u) e (v), (1.1)

3,7=1

onde b;; = b(e;, e;) parai,j =1,--- ,n. Afirmamos que,
v={e®@e € B(E); (¢ @¢) (u,v) =€ (u)e’ (v),parai,j=1,---,n}

é uma base para B(FE). Com efeito, nao ¢ dificil ver que ¢’ ® ¢/ € B(FE). Pelo que foi feito
acima ja sabemos que v gera B(FE), entao basta mostrar que 7 é linearmente independente.
Sejam «;; € R, para i,j = 1,--- ,n, tais que 3", a (e'®el) = 0. Assim,
Do i (€' ®@e?) (ex, e) =0
= Yo aiie (er) el (e) =0
= auy=0VkIi=1-- n

Daf vem que dim B(E) = n? e, consequentemente, B(E) = M,, (R). A saber, o isomor-

fismo entre B(E) e M, (R) é dado pela aplicagao

T: B(E) — M, (R)

b — (bij)an

onde b;; = b(e;,e;) parai,j=1,---,n.



Pela equacao (1.1]), podemos escreverﬂ a forma bilinear b, acima, da seguinte forma

b(u,v) = Zbijuivj

ij=1

n n
= E UZ bij U]
j=1 i=1

= ( Do utba e DT ut by, ) [v]g
= [uls B vl
para todo u,v € E, onde [u]ly; = (u');,,,, [V]; = (v'),; € B = (bij), .
Proposicao 1.2.1. Sejam E um espago vetorial e b € B(E). Se B e B sio as matrizes

da forma bilinear b com relagao as bases, respectivamente, 3 e B de E, entio B= Q'BQ,

onde () € a matriz de mudanca de bases de [ para B
A demonstragao desta proposi¢ao pode ser encontrada em [4] ou [5].
Definigao 1.2.2. Sejam E um espago vetorial e b € B(E). Dizemos que b é:

i. simétrica se b(u,v) = b(v,u), para todo u,v € E.

1. anti-simétrica se b(u,v) = —b(v,u), para todo u,v € E.
Note que, o conjunto das formas bilineares simétricas, que sera denotado por S(E), é

um subespago vetorial de B(E).

Proposicao 1.2.2. Sejam E um espago vetorial, 5 uma base de E eb € B(E). A forma
bilinear b € simétrica se, e somente se, B = (b;), ., € wuma matriz simétrica, onde B ¢ a
matriz de b relativa a base 3.

Demonstragao. Sejam 8 = {ey, -+ ,e,} e u,v € E. Temos que,

b(u,v) =b(v,u), Vu,v € E

& Db @e) (u,v) =30 b (€ @) (u,v), Vu,v € E

& Doy (b —b) (& @¢€) (u,v) =0, Yu,v € E

= ZZj:l (bU — bﬁ) (€i ® €j) =0.

IPerceba que temos um abuso de notagio que é justificado pela identificacdo natural de M; (R) com

R.



Como {e'® e/ € B(E);i,j7 =1,---,n} é uma base de B(E), entao segue o resultado. [J

Mostra-se de maneira analoga um resultado semelhante para formas bilineares anti-
simétri-cas, ou seja, uma forma bilinear é anti-simétrica se, e sé se, a matriz associada a
esta forma bilinear é anti-simétrica.

Seja b € S(F). Chamamos de nicleo de b o subconjunto de E
kerb={u € E;b(u,v) =0, Vv € E}.
Se ker b = {0}, entao dizemos que b é ndo-degenerada.
Proposicao 1.2.3. Seja b € S(F). Entao, as afirmacdes a sequir sao equivalentes:

t. b € nao-degenerada.

3. det (b; # 0, onde (b;;)

€ a matriz de b com relacao a uma base 3 de E.

>TL><TL nxn

111. A aplicacao
d,: EF — LB
u — Pp(u): E — R
v — b(u,v)

€ um isomorfismo.
Demonstragao. Seja f = {ey,--- ,e,}. Dividiremos a prova em duas partes.
12 Parte: ¢. < 1.

(<) Seja w € E tal que b(w,v) = 0, para todo v € E. Como

b(u, Z(Z%u) ,Vu,v € E,

j=1 =1

entao,
n n
> (3o
7=1 =1

Lembre-se que 3* = {e!, -+ ,e"} é a base dual a 3. Dessa forma,

Yisibaw' =0

i1 binw' =0



pois (bi;),,..,, ¢ simétrica. Como det (b;;) .. # 0, entao (b;;), ., admite inversa. Dai vem
que,
(bi ) e (] = 0
= (0ij)n ((bij>n><n W]g) =0
= w=0.
Logo, kerb = {0}, ou seja, b é ndao-degenerada.

(=) Suponha que det (bj;),,,,, = 0. Assim, Ju € E\ {0} tal que (bi;),,,, [v']; = 0. Como

nxn
(bij), ., € simétrica, entao

Y baut =0

> i binu' =0
Dessa forma,
Z?=1 (Z?:1 bij u')el =0
= > O byu) el (v) =0, Vv e E
= b(u,v) =0, Vv € E.
Dai vem que, kerb # {0}. Mas, isso contradiz a hipdtese de que b é nao-degenerada.
Portanto, det (b;;), ., # 0.
22 Parte: 1. < 111.
(=) Primeiramente, note que ®;, estd bem definida. Agora, vamos mostrar que ®, é uma

transformacao linear. Sejam u,v € E e A € R. Temos que,
Py, (Au+v) (w) = b(Au+wv,w)
= A (u,w) +b(v,w)
= (A®, (u) + P, (v)) (w), Yw € E.

Isto é,

D, (Au+v) = APy (u) + @y (v) .
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Dai segue que @, é linear. Como dimE < oo e dim F = dim E*, entao para provar

que @, é um isomorfismo basta mostrar que ®, é injetora. Sejam v,w € E tais que

dy, (v) = Dy, (w). Dessa forma,
Dy (v) (u) = &y (W) (u), Vu € E

= b(v,u) =b(w,u),VueE

= i (i by v el (w) =300, (L by w') €l (u), Vu € B

= Z?:1 <Z?:1 bij v') el = Z;‘Lﬂ (Z?ﬂ bij w') e’
= Z?Zlbz’j (Ui —wi) =0,Vj=1,---,n.

Como b € S(E), temos que (b;;)

nxn [

mostra que &, é injetora.

(<) Temos que,
Dy (e) (u) = b(eg,u)

=2 (Z bij €' (ek)> ¢ (u)

j=1 \i=1

= Zbkjej(u),szzl,---,neuEE.

Assim,

Dai vem que,

[@elsp-=| 0 1 | =
bln e bnn bnl T bnn
Como [Py] g 4. ¢ invertivel, entdo det (b;;),, ., # 0.

v — w}ﬂ = 0. Por hipétese, obtemos v = w. O que

]

Definigao 1.2.3. Uma forma bilinear b € S(E) ndo-degenerada é chamada de produto

escalar.

O produto escalar b positivo definido, ou seja, b(u,u) > 0, Vu € E \ {0} é chamado

de produto interno.
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Sejam E um espago vetorial, § = {ey,--- ,e,} uma base de E e g um produto escalar

sobre E. O isomorfismo
o, FE — E*
u — Py (u) =g(u,-)
(veja a proposigao induz um produto escalar sobre E* dado por
g(a,B)=g(®,'a,®,'5).
De fato,
1. ¢ esta bem definida.

#t. ¢ é uma forma bilinear.

Sejam «, 3,7 € E* e k € R. Temos que,

gka+p8,v) = ka+p), )

9 (%,
g (k@ 'a+2,'8, 0, 7)
= kg (®,'a,®,"y) +9(2,'8,9,"7)
= kg(o,7)+3(8,7)-
#ii. § ¢ simétrica.
ga,f) = g(@, 'a,@,'0)
= 9(2,'6,2, )
= §(B,0),
para todo a, f € E*.

1v. ¢ é nao-degenerada.

Seja o € ker g. Como @' (E*) = E, entao
g(a,B)=0,Vp € E*
= g(®,'a,®,'6),Vp € E*
= ¢ la=0

= a=0.
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Logo, ker g = {0}.

Proposicao 1.2.4. Sejam E um espago vetorial, 5 = {e1, -+ ,e,} uma base de E e g
um produto escalar sobre E. Se B* = {e',--- | e"} a base dual a B e g € o produto escalar
sobre E* induzido por g, entdo (g7) = (gi;) ", onde g = §(¢*,¢?) parai,j =1,--- ,n.

q):q)_[jo <I>g
—

Figura 1.1: Diagrama.

Demonstragao. Dividiremos a prova em trés partes (Veja a figura .

1% Parte: & = @5 0 & , onde

. F — E™
u — ¢,: E* — R (Verteoremalfl.1.2).

fo— f)

Sejam u € E' e f € E*. Temos que,

(B50 @) (u) (f) = (g (P (w)))(f)



Logo, ® = ®; 0 ®,.

2¢ Parte: @ (B) = 0.

13

Suponha que § = {€1,-++,€,} é uma base de F tal que ® <B~) = **. Temos que,

B* = 8* pelo coroldrio[1.1.1] Assim,

ei(ej) :ei(éj)zéj-,‘v’i,jzl,--- M.

Pelo teorema [1.1.1],

para j = 1,--- ,n. Logo, B = 3 e, consequentemente, ® (B) =

3¢ Parte: (g) = (gi;)"", onde g = g (e',¢l) parai,j=1,--- ,n.

Da demonstracao da proposicao [1.2.3, temos que

gin - YGin
[q)g},g,g* = Do € [q)é]g*,/g** =
gn1 " YGnn
Como
O, (e;) = Zgijei, paraj =1,--- ,n,
i=1
entao
D5 (D (e5)) = P (&5) = ¢
R IO EX ACHED Sy cs
para todo 7 = 1,--- ,n. Portanto,

gn1 *°° Gnn

11

= : : = [q)g]

isto 6, (g) = (g,) ", onde g = §(¢!,¢%) parad,j = 1, .

Definicao 1.2.4. Seja b um produto escalar sobre o espaco vetorial E. Diremos que:

in

nn
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i. dois vetores u,v € E sao ortogonais com relagio a b se b(u,v) = 0.
i1. um vetor u € E é unitdrio com relagio a b se | b(u,u) | = 1.

tis. B ={e1, - ,e,} € uma base ortonormal relativa a b de E se B é uma base de E e
| b(es,ej) |=0ij, parai,j=1,--- n.
Definigao 1.2.5. Sejam E um espago vetorial e b € B(E). A fun¢ao
qg: E — R
u +— q(u)=>b(u,u)

¢ chamada de forma quadrdtica associada a b.

Sejam u,v € F e b € S(F). Temos que,

qut+v)—qu—v) = blu+v,ut+v)—>b(u—v,u—"v)
= b(u,u) +b(u,v)+b(v,u)+b(v,v)
—b (u,u) + b (u,v) +b(v,u) —b(v,v)

= 4b(u,v).

Note que uma vez conhecida a forma quadratica ¢ de uma forma bilinear simétrica b é

possivel recuperar esta forma bilinear simétrica através da identidade de polarizacao

b(u,v) = 2 g (u+v)—q(u—v)].

o

Teorema 1.2.1. Seja E um espago vetorial. Se b € S(E), entdo existe uma base f =

{e1,--- ,en} de E tal que b(e;e;) =0,Yi#j comi,j=1,--- n.

Demonstracao. Note que, se b =0 ou dim £ = 1 nao ha nada para provar. Desta forma
vamos considerar b # 0 e dim £ > 1. Temos que, existe 0 # u € F tal que b (u,u) # 0. De
fato, se para todo w € E tivéssemos ¢ (w) = b(w,w) = 0, entdo, pela identidade de pola-
rizagao,

b(u,v) = %l[q (u+v)—q(u—v)] = 0. Mas isto contradiz o fato de que b # 0, logo

segue o resultado. Agora, defina o subespaco vetorial U = Span ({u}). Seja Ut =

{v € E; b(u,v) = 0}. Afirmamos que £ = U & U+. Com efeito,
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i. U e U* sdo independentes.

Sejam v € U e w € U™ tais que v + w = 0. Entao,
b(u,v+w) =0
= b(u,v)+b(u,w) =0
= b(u,au) =0
= ab(u,u)=0
= a=0,

onde v = au com « € R. Assim, v = 0 e, consequentemente, w = 0.
it. U + Ut ¢é direta.

Seja v € U NU*. Entdo, existe a € R tal que v = au. Dessa forma,

b(u,v) =0
b(u,au) =0
ab(u,u) =0
= a=0.
Ou seja, v = 0. Logo, U N U+ = {0}.
iti. ECU QUL
: b(v,u)
Seja v € E. Defina o vetor w = v — u. Temos que,
b(u,u)

b(u,w) = b<u,v— b(“’“)u)

b (u,u)
b (v, u)

b (u,w)
= b(u,v) —b(v,u)

u
u

= b(u,v) — b (u,u)

= 0.

b(v,u)
b (u,w)
Logo, F = U @ U*. Restringindo b ao subespaco vetorial U+, b continua sendo uma

Dai vem que, w € U*. Assim, v = ut+weUdUL.

forma bilinear simétrica, e procedendo de maneira andloga obtemos um vetor nao nulo

ey de UL tal que UL = U, @ Us, onde Us = Span ({e2}) e Uy = {v € Ut; b(ey,v) = 0}.
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Agora, de forma indutiva e tomando e; = u obtemos uma base 5 = {ey,--- ,e,} de E tal

que b(e;,e;) =0, Vi # j com i, j=1,--- . -

Teorema 1.2.2. Seja E um espago vetorial. Se b € S(E) \ {0}, entao existe uma base

B ={e1, - e} ortogonal relativa a b de E tal que
b<€i7ej>zo ) S€ Z%]
b(e,e)==x1 ;s 1<i<p, (1.2)

b(e,e)=0 [ se i>p
onde p=dim F — dimker E. Além disso,
#{ib(e,e;) =1parai=1,--- p} e#{i;b(eje;) =—1parai=1,--- p}
sao invariantes relativo a qualquer base de E que satisfaca a condi¢ao (|1.2)).

Demonstragao. Pelo teorema existe uma base 8 = {é,---,é,} de E tal que
b (éz, éj) - 0,
Vi # j,parai,j=1,--- ,n. Como b e S(E)\ {0}, entdo b(é;,¢é;) # 0, parai=1,--- p.

Afirmamos que {€,41,--- ,€,} ¢ uma base de ker E. De fato, {€,11,---,é,} ¢ L.I., pois
3 é uma base de F. Basta mostrar que {€pt1, - ,€,} gera ker E. Seja u € ker E. Temos
que,

u=>y 1, aé¢
= b (éj, U,) =b (éj, Z?:l at éz)
= @ =0,j=1,--,p,
Com isso, u = Y " . a"¢ € Span ({€y41,---,€,}). Daf segue a afirmacao acima e que

p =dim E — dimker E. Observe que p nao depende da base ortogonal relativa a b de E.

Tomemos 1
—F——¢; ,8¢ 1<i<p
€; ,8e 1>0p
Assim, = {ey, - ,e,} é uma base ortogonal de E tal que

b(ejej) =0 ,se i#}]
b(ej,e))==+1 ,se 1<i<p.

b(ej,e))=0 ,se i>p
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Agora, mostraremos que # {i;b(e;,e;) =1 parai=1,---,p} é invariante com qualquer

base de F que satisfaca a condigao (1.2]). Sejam

E* :=Span ({e; € B;b(e;,e;) =1, parai=1,---,p})

E™ :=Span ({e; € ;b (e;,e;) = —1, parai=1,--- ,p}).

Dessa forma, £ = ET @& E- @ ker E. Seja U um subespaco vetorial de F onde b é um
produto interno. Vamos mostrar que U, E~ e ker E sao independentes. Com efeito, sejam

uelU,ve FE ew € kerFE tais que u + v+ w = 0. Temos que,

0=0(u,0)=0b(u,u+v+w)=>b(u,u)+b(u,v)+b(u,w)

0=>0(v,0)=b(v,u+v+w)=>b(v,u)+b(v,v)+b(v,w).

Note que, b (u,w) = b (v,w) =0. Como b € S(E) \ {0}, entdo b (u,u) = b(v,v). Mas, b é
definida positiva em U e definida negativa em E~. Assim, u = v = 0 e, consequentemente,
w = 0. Destarte, U, E~ e ker F sao independentes. Com isso, dim U < dim E*. Suponha
que 7 seja uma base de E que satisfaca a condicao . De modo analogo defina os
subespagos vetoriais Ej e E de E. Pelo que foi exposto acima, temos que dim Ej <
dim E*. Trocando a ordem dos argumentos acima, obtemos que dim £ < dim Ej . Logo,
dim E* = dim EX. Daf vem que, # {i;b(e;,¢;) = 1 parai=1,---,p} é invariante com

qualquer base de F que satisfaca a condigao (1.2]). Como

#{i;b(ee;) =1parai=1,--- ,p}+#{i;b(e;,e;) = —1parai=1,--- p} =p,

entdo # {i;b(e;,e;) = —1 parai=1,--- ,p} é, também, invariante com qualquer base de
E que satisfaca a condigao (|1.2)). m
Chamaremos de indice de b o nimero # {i;b(e;,e;) =—1 parai=1,--- p} e de

assinatura de b a diferenca dim Et — dim E~.

Do teorema temos que se b é um:
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a) produto escalar de indice n_ sobre F, entao existe uma base ortonormal relativa a

b de E tal que a matriz associada é

1\711+ O

nxn

b) produto interno sobre F, entao existe uma base ortonormal de E tal que a matriz

associada é a matriz identidade.

1.3 Tensores

Daqui em diante denotaremos os elementos de uma matriz A por A;-, onde 7 corresponde
a linha e j a coluna do elemento na matriz.
Sejam F um espaco vetorial, § = {e1, -+ ,e,} e B = {€1, -+ ,€,} bases de E. Se A é

a matriz de mudanca de bases de 3 para 3, entdo a lei de transformacao dos vetores de 5
para (3 é

n

€ :ZA;é“ \V/]: 1, ,n.
i=1

Esta lei de transformacao é chamada de lei de transformacao covariante. Seja u € E tal
que [u]z = (u'),, e [u]; = (@), Temos que,

[u]
= [uls

W

A [u]ﬁ



19

Assim,
! TS -
u! (A7), - (A7) '
= )
ur (A oy )
ou seja, ul = Z;'L:1 (A_l); W,Vi = 1,---,n. Note que, as componentes do vetor u se

transformam de forma inversa a lei de transformacao covariante. Esta chamaremos de [le:

de transformagao contravariante.

Proposicao 1.3.1. Sejam 3 = {e1,--- ,en} € B = {é1, - ,&,} bases do espaco vetorial
Eepr={e, - e} e B = {e',--- ,é"} as bases duais, respectivamente, a 3 e B. Se

A € a matriz de mudanca de bases de B para 8, entdo
el = Z (A_l);. & Yi=1,---,n,
j=1

isto €, (A_l)t ¢ a matriz de mudanca de bases de 5* para 5*.

Demonstracao. Temos que,
€; :ZA;é“ \V/]: 1, ,n.
i=1

Seja B a matriz de mudanca de bases de 3* para 8*. Dessa forma, para f € E*,

onde C' = B!. Assim,
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Com isso,

5 = € (e)

= ¢ (ZH: Al e>

=1
=1
= zn:A;i zn:q’“ ' (&)
=1 =1

e
i=1

- Yo
=1

para j,k =1,--- ,n. Dai vem que, CA = I,,, onde [,, é a matriz identidade de ordem n.

Logo, C' = A™! o0 que implica que

para todo k = 1,--- ,n e, consequentemente, B = C! = (Afl)t. O

Seja f € E* tal que [f]g. = (fi),, € [fl5 = (ﬁ) . Como

nx1

= [flg = A",

entao
n
fi - Z Az fju
j=1
para todo ¢ = 1,--- ,n. Portanto, a lei de transformacao das coordenadas do vetor f em

5* para $* é a mesma da lei de transformacao covariante, ou seja,
n
€; = E Azé],VZ:L ,n.
j=1

Sejam Ey,---, E, e E espacos vetoriais. Dizemos que f : F; X --- X E, =& E é uma

aplicagao multilinear ou aplicacao n-linear sobre E se

.f(ula"' ,)\ul‘l—ﬂ“ 7un):)\f(u1a"' y Ugy = " 7un)+f(u1a"' s Ugy « ot 7un)7
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para todo A € Re u;,u; € F;comi=1,--- ,n. Se E=R,entao f: £y x---xX E, - R

¢é chamada de forma multilinear ou forma n-linear.

Sejam E uma espaco vetorial e T : E¥ x (E*)l — FE uma aplicacao dada por
T(ula"' 7uk7w17"' 7wl> = fl <u1>fk (U,k) g1 (wl) gl (wl) "€,

V(ul,--- U, W ,wl) GEkX(E*)l,ondeeeE, ff€eE*egi€ E*parai=1,---

ej=1,---,1. Aaplicacao T é um exemplo de uma aplicacao multilinear.

Definicao 1.3.1. Seja E um espago vetorial.

i. Se a aplicagao T : E X --- x E — R é uma forma k-linear, entao dizemos que T €
—_—

k fatores
um tensor k-covariante sobre E.

it. Seja T : E*x---x E* — R uma forma l-linear. Chamamos T de tensor
S ——

L fatores
contravariante sobre E .

Kk

l-

1. SejaT :Ex--- X ExXE" x---x E* = R uma forma (k +1)-linear. Dizemos que

Vv Vv
k fatores L fatores

T € um (k,l)-tensor sobre E, isto €, T € um tensor k-covariante e [-contravariante.

Denotaremos por T2(E) o espaco vetorial formado pelos tensores k-covariantes sobre

E, TYE) o espago vetorial formado pelos tensores [-contravariantes sobre E e T}(E) o

espaco vetorial formado pelos (k,[)-tensores sobre E.
Vejamos algumas identificagoes naturais:
a) O-tensores sdo ntimeros reais, ou seja, T9(FE) = R.

b) Os tensores 1-covariantes sobre F sao funcionais lineares sobre E. Assim, T} (E)

£

c) Os tensores 1-contravariantes sobre E sao funcionais lineares sobre £*. Dessa forma,

Ti(E) = (B")' = E.

d) Os tensores 2-covariantes sobre E sdo formas bilineares sobre E, ou seja, T3 (E)

B(E). Daqui em diante usaremos a notacio 7% (F) para nos referirmos as formas

bilineares sobre E.
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e) Os espacos vetoriais T} (E) e £ (E) sdo isomorfos e temos um isomorfismo natural
®: L(E) — T} (F) dado por ® (T) (u, f) = f (Tu), para todo T € L(E), u € E ¢
fekr

Definigao 1.3.2. Sejam S € T)(E) e T € T{(E). O tensor S®T € Téig(E) dado por

(S®T) (’U,l,"' 7uk+p7f17'” 7fl+q> :S<U17"' 7uk‘7f17"' 7fl>'T(uk+17”' 7uk+p7fl+17'” 7fl+q>7

Vo (ur, o Uy, [0, f1T9) € BFP (E*)*, ¢ chamado de produto tensorial de S por

T.

Observe que, se f,g € TY(E) = E*, entdao (f ®g) (u,v) = f(u)g(v), para todo
u,v € E. Temos, ainda, que f ® g € T3 (E) = B(E).

Proposicao 1.3.2. Sejam E um espago vetorial, f = {e1, - ,e,} uma base de E e

p*={e',- - e} a base dual a 3. Se T € T\(E), entao

i1

n

T = E TVl @--- et e, @ ey,

i, i =1
J1, gy =1

onde T}V =T (€5, , €4, €7, -+, e). Além disso,

B={e"® @ ®e; ® ®e;}ignipzn

1<jy, g1 <n

¢ uma base de T} (E) e, consequentemente, dim T} (E) = n**L.

Demonstracdo. Sejam u, € F e f* € E* parar =1,--- ,kes =1,--- 1. Temos que

existem u'r, fgi € R para 1 <1i,,j, < n tais que

n n
_ % s __ s ]
Uy = E ure;, e f°= E Le’,

ir=1 js=1

para todor =1,--- ,kes=1,--- 1. Considere T € T{(FE). Assim, pela linearidade de
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T em cada entrada,

T(ulu"' 7uk7f17”' 7fl)

= . Ji o, Jl
= Zul €irs Zuk %Zfﬂe Zfaze
Ji=1

i1=1 ip=1 ]l*
— Wit ot £ lT(e- e B ejl)
- 1 kJi1 7 21 y Cigs ) 5
i, ig=1
J1,3=1
n
— Jregi itk gl gl
= E T3 w Uy Jj, sz
i1, i =1
1oy =1
n
- g1l i PN (Y.L el l)
= > T () et (w) ey, (f1) e (f
i1, ig=1
J1see g =1

— E Ji Jl 7 1 1 l
— 17@ 1®".®ek®€j1®"'®ejl(U’l?...7U/k’7f7“'7f)7
i1, =1

J1,ap=1

onde TU00 = T (€5, ,e5,,e",---,¢)) e e;, = ¢, (abuso de notacao - ver teorema

T132). Logo,

T= 3 Tie"® 8 0

i1, ip=1
J1vd=1

Agora, vamos mostrar que 8 = {e' @ - Q@ et Qe @ -+ @ ejl}llzu, g é uma base de
SJ1s g sSn

TL(E). Pelo que foi feito acima vemos que 3¢ gera T}(F), entdo basta mostrar que este
conjunto é linearmente independente. Sejam AJ1 ” eERcom 1<y, - ,ig,J1,- 1 <n

Jidn i i _ :
tais que ) %=1 A5 e" @ Qe ®ey @ ®@ej = 0. Ou seja,

1 sd1=1

Z Agiffff,ieil®-~~®€i’“®6j1®-~®ejl (Uh"' g, fL e 7fl):07

i, yigp=1
J1ed=1

para todo (ul,--- g, f e ,fl) € EF x (E*)l Tome u, = e, e f* = e% para
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r=1,---,kes=1,---,l. Dessa forma,

Zilﬁ""lk 1 A‘h“‘?l 67'1 ®...®e74k ®ej1 ®®6]l (6p17"' ’epk’eql’... ’eQZ) :0

J1eady=1 K23
= zzﬁ’,‘fﬂ’,@-ﬁi Ajlli; et (ep,) -+ € (ep,) €5, (€) -+ e (€%) =0

= S ot AT gl gt 5T =

A e R e 4} Pr - J1
quear —
= Ap1~-~pk =0,
para todo pi, -+, Pr,q1, - ,q = 1,--- ,n. Assim, 8. é linearmente independente. Logo,

BL é uma base de T} (E) e, consequentemente, dim T} (E) = nk+t. O

Proposigao 1.3.3 (Mudanca de Base). Sejam = {e1,--- ,en} € f={é1,--- ,&,} bases
do espago vetorial E e B* = {et,--- e"} e B = {e',--- ,é"} as bases duais, respecti-

vamente, a B e B. Se A é a matriz de mudanca de bases de 8 para B e T € TUE) tal

que
n
_ J1edr i1 L ik ) - .
T = E T e'® --Re*Re; ® - Qe
i1, ip=1
j17"'7jl:1
_ g1 Jz 11 Stk = o .
— E Tl ® KXerRe;; R X €y,
=1
jl""’jlzl
Jigr j i g ~ s~ ) ~j ~
onde Tulk =T (€i17 6, 6]17 T aeﬂ) € Tzlzk =T (eiu Ty Gy ejl’ e ’eﬂ): entao
n .
Jigr LS Tk . ( _1>Jl [151°81
TR = N AR AR (AT (AT T
r1,<-<,rk:1
sl,m,sl:l
para todo Vi, sk J1, 0 s = 17 T

Demonstracao. Pela proposicao m, temos que (A_l)t ¢ a matriz de mudanca de bases
de 3* para 3*. Dessa forma,

3

J~s vj_l

s=1
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Assim,
Jiedr J1 Ji
21 F T T<ei17'”7€ikve 7”'76)
n . n .
— T3 . Tk NI 581 ( —1\Jl =5
= T g Al e, g Al e, E A )Sle , , g A )Sle
ri=1 re=1 s1=1 s;=1
n . .
- 1 Tk -1\ -1\ ~ ~ ~51 ~S|
= § Az‘l"'Az'k (A )sl'"(A )SIT(em...’ewe e, E%)
1, =1
sl,~~~,sl:1
n .
_ Tk ]1 . —1\Jt Nslmsl
= > AnAR (AT (A T
1, =1
S1,,sp=1
paratOdOila"'7ik7j17"'ajl:15"'>n' O

Note que, pela proposicio [1.3.2 T}(E) = Span ({f ® ¢u;u € Ee f € E*}). Na de-

finicao a seguir faremos um abuso de notacao ¢, = u

Definicao 1.3.3. Seja E um espago vetorial. O trago de (1,1)-tensores € o funcional

linear tr : T} (E) — R tal que:
i. tr(f®@u) = f(u), para todou € E e f € E*;

. tr (O a4 (f'Qw) = > jatr(ffQu) coma; € R, u; € E e f* € E*, para
i=1,--.,n

Vamos verificar que o trago de (1, 1)-tensores esta bem definido e ¢ um funcional linear.
Sejam 8 = {ey,--- ,e,} e B = {é1, -+ ,€n} bases do espago vetorial E e * = {e!,---  e"}

e B = {e!, ..., e"} as bases duais, respectivamente, a 3 e . Considere as bases de THE)

Y . A1 _ {~z‘ ~'}
={¢®¢hc e ® AL=1E @8 g e

Seja T € T}(E). Temos que,

T = ZTjez@)e] ZTje’@)e]

1,5=1 3,j=1
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Dessa forma,

tr <Z T/ ¢ ®€j> = Z T/ tr (e' ®e;)
ij=1 ij=1

= 275

1,j=1

— i Tf
i=1

tr <Z T;?é’@éj) = > TVa(@wé)

i,j=1 6,j=1
- 37
i=1
Seja A a matriz de mudanca de bases de  para 3. Entéo, pela proposicdo de mudanca
de base,

S - i(iAf <A-1>§Tz)

i=1 \k,=1

- (iAf (A‘1>§Té>

ki=1 \i=1

— i oF T}

k=1

Y
=1
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Logo, tr estd bem definida. Sejam a € R e R, T € T} (E). Temos que,

tr(aR+T) = tr (aZR{ei®ej+ZTijei®ej)

1,j=1 1,j=1

= tr (Z (aR! +T)) ' ® ej>
ij=1

= Z (aRg +Tij) tr (¢’ ® e;)

ij=1

n

= Z (aRf + TZ)

=1

= a i R! + iTZ
i=1 i=1

= atrR+trT.

Assim, tr é um funcional linear. Das consideragoes acima temos que,

trT = iTZ
i=1

Como L (E) = T}(F) (isomorfismo natural), entdo podemos definir o traco de um
operador linear T por

tr T =tr® (7).
Proposicao 1.3.4. Sejam E um espago vetorial e f uma base de E. Se T € L (FE), entdo
tr 7 =", T}, onde [T, = (T}

2 )n><n'

Demonstracao. Temos que,

trT = trd(7T)
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S (Z Tie <ej)>

i=1 \j=1

— zn:T;
1=1

A definicao a seguir generaliza naturalmente o conceito de traco de tensores.

Definigao 1.3.4. | Seja T € T}(E). O trago de T com relagdo aos indices 1 <p <k e
1<q<léotensortrT € T,1(E) dado por

(tI'T) (ula"' 7uk’—1>f17"' 7fl_1) :trT(ula"' y Up—1, 5 Up, -~ 7uk—17f1a"' 7fq_17'afqa"' afl_l)'

Note que, o trago de tensores estd bem definido devido a definicao e que tracgo
reduz o indice covariante e contravariante do tensor original em uma unidade. Perceba
ainda que, se T € T} (F) entdo tr T € R = TY(E).

Verificaremos que tr T é linear em cada entrada. Sejam A € R, w,u; € E e f/ € E*,

parai=1,--- ,k—1ej=1,---,l—1. Dessa forma,

(trT) ()\u1+u,--- g1, fL e ,flfl) = trT()\u1+u,-~- U1y s Upy U1y [
fq—17 G fe Mfl—l)
— )\trT(ul,--- Up 1,y Up,y 7Uk—17f17"' ’
qul,.ijf.. ,flfl) 4
trT(u,--~ Up 1y Upy ,kal,fl,"' ’
fq—17 G fe Mfl—l)

- )\(tI‘T) (ula"' y Up—1, 5 Up, =+ 7uk:—17f17”'7
fQ*17_’fq7___ 7fl71)+
(trT) (u7 y Up—1, 5 Up, * auk—lafla"' )

fq—17.’fq7... ’fl—l) )

Verifica-se de modo analogo para as outras entradas.

2Se for necessério explicitar os indices do traco o denotaremos por trg T



Proposicao 1.3.5. Se T € T}(E), entdo

n
— E R R Q-1 R ,
trT = (tr T)ilmik_1 R Re ®e, Q- - Qej_,,
'Ll""*ikflzl
J1s s dp—1=1

onde

i1l 11 lp—1Tlp T—1

n
e i
(trT)]l Ji—1 — § T]l ‘]q 17]q 'Jl 1.
r=1

Demonstracao. Seja S (u, f) =T (62‘1, R R T Y N LI RN L R IR CL IR

para todo (u, f) € E x E*. Temos que,

Jredi- , . ‘ . g1 o1 i Ji-1
(tI'T) - (tI'T) (6117"'7611771’61(,7"'7elk_1a6 grer et et e e )

11 —1
n
= 2.5
r
r=1

n
— E : e L e J1 .. plaml ot pda ... it
= T(e“, s €iy_1y €1y iy €15 €, ,elil el el ,€ )
r=1

n

_ le"'jqflrjq"'jl—l
21 lp—1T2p "l —1 °

r=1

29
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Capitulo 2

Variedades Riemannianas

Neste capitulo abordaremos alguns topicos de variedades diferenciaveis e de geometria
riemanniana que serao fundamentais para o desenvolvimento dos préximos capitulos desta
dissertacao. Maiores detalhes sobre os assuntos deste capitulo podem ser obtidos através

das referéncias [3], [7], [10], [11], [13], [16] e [I§].

2.1 Variedades Diferenciaveis, Aplicacoes Diferenciaveis,
Espaco Tangente, Derivada, Subvariedades e Particao

da Unidade

Definicao 2.1.1. Sejam M um espaco topologico de Hausdorff com base enumerdvel e A
uma familia de homeomorfismos o : Uy — @0 (Uy) C R™, onde U, é um aberto de M,

tais que:
i U, Us=M;
. Para todo U,,Ug € 2 com U, N Uz # 0 tem-se
050 Pa o (UaNUs) = 05 (Ua N Up) (2.1)

¢ uma aplicacdo diferencidvel de classe C* com k > 1;

30
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11t. A familia A € mdzrima relativamente as condicoes i. e ii..

Chamaremos de variedade diferencidvel de dimensio m e classe C* ou, simplesmente, de

variedade diferencidvel o par ordenado (M, 2).

A familia 2 é chamada de atlas mdzimo de dimensdo m e classe C* sobre M e os seus
elementos de sistema de coordenadas locais ou cartas locais em M. A aplicagao em
recebe o nome de mudanca de coordenadas.

A seguir apresentamos alguns exemplos de variedades diferencidveis (para ver os de-

talhes consulte a referéncia [11]).

Exemplo 2.1.1. O espaco euclidiano R" com o atlas maximal que contém id : R* — R"

¢ uma variedade diferencidvel de dimensao n e classe C°.
AN

Exemplo 2.1.2. Sejam M uma variedade diferencidvel de dimensao m e classe C* e
U um subconjunto aberto de M. Entao U tem uma estrutura natural de variedade

diferencidvel de dimensao m e classe C*° herdada de M.
A

Exemplo 2.1.3. Toda superficie regular M de dimensdo m e classe C* é uma varie-
dade diferencidvel de dimensao m e classe C* com o atlas sendo dado pelas inversas das

parametrizacoes da superficie.

A

Exemplo 2.1.4. Sejam (M,2l) e (N,B) variedades diferencidveis de classe C*. Temos
que, o espaco topolégico produto M x N é uma variedade diferenciavel de dimensao m+n

e classe C* munido do atlas

AxB={px¢:UxV =R (px9)(p,q) = (p(p), ¢¥(q)) comp € Aerp € B}

A
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Definicao 2.1.2. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis de classe C*. A aplicacdo
f+ M — N € diferenciavel em p € M se existirem cartas locais ¢ : U — R™ e

¥V — R", repectivamente, em M e N comp € U e f(U) CV tais que

bofopipU) = (V)
¢ diferencidvel em ¢(p).

Note que, a definicao acima nao depende da escolha dos sistemas de coordenadas em
M e em N.

Se f é diferenciavel em todos os pontos de M dizemos que f é diferencidvel. Ainda,
diremos que a aplicacao f : M — N é de classe C" |, r < k, se existirem cartas locais

p:U—=>R"e:V — R" repectivamente, em M e N com p € U e f(U) CV tais que

o fop™ip(U)— (V)
é uma aplicacao de classe C" para todo p € M.

Definicao 2.1.3. Se f : M — N ¢ uma aplicacao bijetiva diferencidvel e sua inversa

também ¢é diferencidvel, entao dizemos que a aplicagao f é um difeomorfismo.

Apresentamos a seguir uma construcao do espaco tangente a uma variedade dife-
renciavel.

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m e classe C*. Denotemos por C, o
conjunto de todas as curvas A : I — M de classe C* tais que A(0) = p, onde I C R é um
intervalo aberto contendo a origem. Diremos que duas curvas A, i € C, sao equivalentes,

A ~ 1, se existir um sistema de coordenadas locais ¢ : U — R™ em M com p € U tal que

(o A)(0) = (¢ou) (0). (22)

Note que, a igualdade em (2.2)) é vélida para todo sistema de coordenadas locais que
contenha o ponto p. Verifica-se facilmente que ~ define uma relacao de equivaléncia em

Cp. Assim definimos:
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Definicao 2.1.4. O espaco tangente a variedade diferencidvel M no ponto p é
T,M =C,/ ~.

A classe de equivaléncia
A = {1 € Cyipi~ A}
serd chamada de vetor tangente ou vetor velocidade.

O espaco tangente 7, M tem uma estrutura de espaco vetorial real quando munido das

operagcoes
AN+ = 271 @A) +2 (1)

c-Al = @ (e-2(A)
onde a aplicagao ¢ : T, M — R™ dada por

Z([A]) = (¢ o) (0)
¢ um isomorfismo (lembrando que (U, ¢) é uma carta local em M com p € U).

Observacao 2.1.1.

i. A estrutura de espago vetorial induzida por @ em T,M dada em ({2.3) independe da

escolha do sistema de coordenadas (veja a referéncia [13]).

m

1. Seja {e;},-, a base canonica de R™. Indicaremos por

0
ozt

Definicao 2.1.5. Sejam M e N wvariedades diferencidveis e f : M — N uma aplicacao di-

o)
Oxt

= p ' (¢;). Entao,

p

m
p} ¢ a base de T),M associada ao sistema de coordenadas locais ¢ : U — R™.
i=1

ferenciavel em p € M. A deriwada de f no ponto p € a transformacao linear

df(p) : T,M — Ty N dada por

para todo [\ € T,M.

Perceba que a derivada de uma aplicagao diferenciavel esta bem definida.

Sejam (U, ) e (V, 1) cartas locais, respectivamente, em M e N comp € Ue f(U) C V.

o)
ozt

m n
A matriz da derivada em relacao as bases { p} e {aiyj| f(p)} associadas as cartas
i=1 j=1

locais, respectivamente, ¢ e v é a matriz jacobiana da aplicagao ¥ o fop ™! no ponto p(p).
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Proposicao 2.1.1 (Regra da Cadeia). Sejam M, N e P wvariedades diferencidveis,
f M — N uma aplicacao diferencidvel em p € M e g : N — P uma aplicagao di-

ferencidavel em f(p) € N. Entao, a aplicagio go f: M — P € diferencidvel em p e

d(go f)(p) = dg(f(p)) o df (p).

A demonstracao desta proposi¢ao pode ser encontrada em [11].

Definicao 2.1.6. Seja N uma variedade diferencidvel de classe C*. Dizemos que um
subconjunto M C N € uma subvariedade diferencidvel de dimensao m < n e classe C* de
N, se para cada p € M existe um sistema de coordenadas locais (U, @) em N com p € U
tal que

e(UNM)=pU)NR™

Vejamos os exemplos a seguir.

Exemplo 2.1.5. Uma superficie regular S C R™ de classe C* é uma subvariedade de

dimensao s < n e classe C* de R".
A

Exemplo 2.1.6. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C*. Um subconjunto

aberto U C M é uma subvariedade de dimensao m e classe C* de M.
AN

Definicao 2.1.7. Seja f : M — N uma aplicagio diferencidvel de classe C*. Dizemos
que um ponto ¢ € N é um valor reqular de f, se para cada ponto p € f~'(q) tem-se que

df(p) : T,M — T,N ¢é uma aplicagao sobrejetora.
O resultado a seguir nos fornece mais exemplos de subvariedades.

Proposicao 2.1.2. Seja f : M — N uma aplicagcio diferencidvel de classe C*. Se
q € N é um valor reqular de f, entdo ou f~'(q) € vazio ou f~1(q) é uma subvariedade de

dimensdo m —n e classe C* de M. Além disso, para todo p € f~1(q),

T,f ' (q) = ker df (p).
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A demonstragao desta proposi¢ao pode ser encontrada em [13].
A seguir definiremos particao da unidade em uma variedade diferenciavel e apresen-
taremos alguns resultados que serao utilizados neste texto.

Sejam X um espaco topologico e f : X — R™ uma aplicacao. O suporte de [ é

supp f := {z € X f(z) # 0}.

Uma familia X = {X,;a € A} de subconjuntos de um espaco topoldgico X diz-se
localmente finita se para cada ponto x € X existe uma vizinhanca que intersecta somente

um numero finito de elementos da familia X.

Definicao 2.1.8. Seja M wuma variedade diferencidvel de classe C". Chamamos de
particio da unidade de classe C*, k < r, em M uma familia {p, : M — R;a € A} de

fungoes de classe CF tais que:
1. 0 < @a(p) <1, para todop € M e o € A;
ti. A familia {supp pa;a € A} € localmente finita em M ;

1. Y 4 Pa(p) =1, para todo p € M.

Seja C = {Cp; € B} uma cobertura de M. Dizemos que uma particao da unidade
{Ya: M — R;a € A} em M é subordinada a cobertura C se, dado o € A existe € B
tal que supp ¢, C Cjs.

Considere duas coberturas A e B de um conjunto X. Dizemos que A é um refinamento
de B se, para cada A € A existe B € B tal que A C B.

As demonstragoes dos dois préximos resultados podem ser encontradas em [11].

Proposicao 2.1.3. Sejam M uma variedade diferenciavel e C uma cobertura aberta de
M. Entao, a cobertura aberta C possui um refinamento U = {U;},oy localmente finito,
formado por dominios de cartas locais (U;, p;) em M tais que ; (U;) = B(0;3) para todo
1€ N.

Na proposic¢ao acima estamos usando a nota¢ao B(0;r) para representar a bola aberta

centrada na origem e de raio r em R™.
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Corolario 2.1.1. Seja M uma variedade diferencidvel. Se C € uma cobertura aberta de

M, entao existe uma particao da unidade subordinada a cobertura C.

Observacao 2.1.2. A partir daqui consideraremos as variedades diferencidaveis como

sendo suaves, ou seja, de classe C*°.

2.2 Campos Vetoriais, Fibrados Tensoriais, Campos
Tensoriais, Derivada de Lie e Métricas Rieman-

nianas

Seja M uma variedade diferenciavel. Chamamos de fibrado tangente de M o conjunto
™M = U ({p} x T,M).
peEM

O fibrado tangente T'M ¢é na verdade uma variedade diferenciavel de dimensao 2m
(para ver os detalhes consulte a referéncia [13]).

A projecao canonica de T'M sobre M é a aplicacao w : T'M — M dada por

m(p,v) = p.

Esta aplicacao é uma submersao, isto ¢, a sua derivada ¢é sobrejetora em todos os pontos

de T'M.

Definicao 2.2.1. Seja M uma variedade diferencidavel. Um campo vetorial em M é uma

aplicacao X : M — T'M tal que mo X =id. Isto €, o diagrama

MLTM
"=
id

M

comuta.
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Denotaremos por X(M) o conjunto formado pelos campos vetoriais suaves em M. Este

conjunto passa a ser um espaco vetorial real com as operagoes naturais

(X+Y)(p) = X(p)+Y(p)
(c-X)(p) = c-X(p)
para todo X, Y € X(M),pe M eceR.
Seja (U, ¢) uma carta local de M. O campo vetorial X : M — T'M em coordenadas é
X0 =Y X))
x

=1

2l
Oxt

para todo p € U, onde X* : U — R é uma funcao definida no aberto U e {

m
} € a
PJi=1

base de T,,M associada a carta (U, ). O campo vetorial X ¢é diferencidvel se, e somente
se, as funcoes X*, parai = 1,---,m, sao diferencidveis.
Faremos agora algumas consideragoes sobre derivacoes em variedades diferenciaveis

para posteriormente definirmos o colchete de Lie de dois campos vetoriais.

Definicao 2.2.2. Sejam M uma variedade diferencidvel e p € M. Uma derivagao em p

¢ um funcional linear D : C*°(M) — R tal que

D(fg) = D(f)g(p) + f(p)D(g), Vf,g € C=(M). (2.4)
Vejamos o exemplo:

Exemplo 2.2.1. Sejam M uma variedade diferencidvel e v € T,M, onde p € M. A
fungao v : C*°(M) — R dada por
o(f) = (f o X)(0),

sendo A : [ — M uma curva diferenciavel tal que A\(0) = p e X'(0) = v, é uma derivagao
em p. Com efeito, note que v estd bem definida e que é um funcional linear (devido a

linearidade da derivada). Agora basta verificar a igualdade (2.4)). Entao,

o(fg) = (fgoN)(0)
= ((foN)-(g0X)(0)
= (foN)(0)-(goA)(0)+ (foA)0)-(g0A)(0)
= o(f)g(p) + f(p)o(g), Vf,g € CF(M).
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A

Js]
oz

Sejam (U, ) uma carta local em M e

. Do exemplo temos que a funcao

a .
oxt |p ’

, um elemento da base de T, M associada a

C*(M)—R

¢ uma derivagao e, para todo f € C*°(M),

0
J10 = (Fen©
_ O(fe @71)‘
o ot ®(p)’
onde A : I — U é uma curva diferencidvel tal que A(0) = p e X'(0) = 3% >

Denotemos por Der,(M) o conjunto formado pelas derivagoes em p € M. Este con-

junto se torna um espago vetorial real quando munido das operacoes

(D+D)(f) = D(f)+D(f)
(c-D)(f) = c-D(f)

para todo D, D € Der,(M), f € C>(M) e ¢ € R. Além disso,
T,M = Der,(M).

Definicao 2.2.3. Seja M wuma variedade diferencidvel. Uma derivacao em M € um

operador linear D : C*°(M) — C*(M) tal que

D(fg) =D(f)g + fD(g), Vf,g € C*(M). (2.5)
Exemplo 2.2.2. Considere um campo vetorial X € X(M). Defina a aplicagao

X: O®(M) — C=(M)
f — X(f): M — R
p — X(f)(p):=df(p)- X(p)

Temos que, X é uma derivagio em M (veja a referéncia [13]).
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Denotaremos por Der(M) o conjunto formado por todas as derivagoes em M. De
modo analogo a Der, (M) vé-se que o conjunto Der(M) é um espago vetorial real. Temos

que, a aplicacdo ¢ : X(M) — Der(M) dada por

para todo X € X(M), isto é,

Para mais detalhes veja [13].

Proposicao 2.2.1. Sejam Dy, Dy € Der(M). A aplicagio [Dy,Ds] : C*°(M) — C®(M)
dada por
[D17D2] = Dl O DQ - DQ @) Dl

€ uma derivagcao em M.

Demonstracao. Facilmente verifica-se que a aplicagao [Dy, Do esta bem definida e é um

operador linear. Resta-nos mostrar a igualdade (2.5)). Sejam f,g € C*°(M). Temos que,

(D10Ds)(fg) = Di1(D:(f)g+ fDa(g))
= Di(Da(f)) g+ Do f)D1(g) + Di(f)D2(9) + D1 (D2(g)) (26)

(D20oD1)(fg) = D2(Di(f)g+ fDi(g))
= Dy (Di(f)) g+ Di(f)D2(g9) + D2(f)D1 (g) + D2 (Di(g)) - (2.7)

Subtraindo a equagcao (2.6 pela equagao (2.7) obtemos

[D1,Ds](fg) = Di(Da(f)) g+ [D1(Da(g)) — D2 (Di(f)) g — [D2(Di(g))
= [D1,Dof(f)g + D1, Dal(9)-

Portanto, segue o resultado. O

Corolario 2.2.1. Se XY € X(M), entao 3 [X,Y] € X(M) tal que

(X, Y](f) = X(Y(f)) = Y(X(),Vf € CF(M).
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O corolario acima motiva a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.2.4. Sejam XY € X(M). O campo vetorial [X,Y] € X(M) dado no
coroldrio € chamado de Colchete de Lie dos campos vetoriais X eY e € representado

da sequinte forma

(X,Y]=XY -YX.
Proposicao 2.2.2. O colchete de Lie satisfaz as sequintes propriedades:
i. (Anticomutatividade) [X,Y] = —[Y, X];
ti. (Identidade de Jacobi) [X,[Y, Z]| + [V, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] = O,
it [fX,gY] = fg[X, Y]+ [(X(9))Y —g(Y(f))X,
para quaisquer X,Y,Z € X(M) e f,g € C>*(M).
Demonstracao.
i. Sejam X,Y € X(M). Entao,

XY = X(Y() =Y (X))
= —(Y(X({) - X¥()
= =V, X](f),Vf € C*(M),

Logo, [X,Y] = —[Y, X].
1. Considere X,Y,Z € X(M). Temos que,

(XY, 2+ [V, [ 2, X))+ [Z,[X, Y]]

= X[Y.Z]-[Y,Z|X +Y[Z,X] - [Z, X]Y + Z|X,Y] - [X,Y]Z

= X(YZ-2Y)=(YZ-2Y)X+Y(ZX - XZ)— (ZX — XZ)Y +
Z(XY = YX)— (XY —-YX)Z

= XYZ—-XZY -YZX+2ZYX+YZX -YXZ—ZXY + XZY + ZXY
—ZYX - XYZ+YXZ

= 0.



tii. Sejam XY € X(M) e f,g € C®°(M). Assim,

[FX.gY](h) = [fX(gY(h)) —gY (fX(h))
= [X(9)Y(h) +gfX (Y (h)) = gV (f)X(h) = fg¥ (X(h))
= fgX,Y](h) + fX(9)Y (h) = gY (f) X ()
= (f9lX. Y]+ fX(9)Y — gY (f)X)(h),Vh € C=(M).

Portanto, [fX, g¥] = fg[X,Y] + f(X(9)Y — g(Y(f))X.

A préxima proposigao expressa o colchete de Lie em coordenadas.

Proposicao 2.2.3. Sejam X,Y € X(M) tais que, em coordenadas,

X:ZIX% e Y:ZIY]%,
i= j=

entao

oY OXI\ 0
’ -Y'— | —.
X Y] = Z (X o’ 8x’> D

,j=1

Demonstracao. Temos que,

X(¥(f) = (Zw W)
. ix(w aﬂ)

m

= ;X (Y) ZYJX <axa>
Srensg e

j=1 \i=1

— Y7 Of iy
B ZX or’ 890] ZX j@x’&w

i,7=1 2,j=1

e, de forma andloga,

OXTOf ;O

1,5=1 5,5=1
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Como
0*f B o*f
Oxidxi  Qxidxt’

entao

XY = X(Y() - Y(X(f))

e Y Of iy — i 0X7 Of ”62f
N Z X Oxt Oxi Z X 8x18xj Z Oxt Oz Z X 0xi0xt

4,j=1 t,j=1
B z’”: Y (’9XJ af
N Pyt ox’ 8:171 ox’

(S0 &) secon

7,j=1

Logo,

]

Sejam M uma variedade diferenciavel e X € X(M). Uma curva integral de X é uma

curva diferenciavel o : I — M tal que
d(t) = X(at)), Vt € 1.

O teorema a seguir garante a existéncia do fluxo local (a prova pode ser encontrada

m [10]):

Teorema 2.2.1. Sejam M uma variedade diferencidvel e X € X(M). Dado um ponto
q € M, existe um fluzo local p : (—€,e€) Xx U — M para X em torno de q tal que, para
cadap € U, a curva ¢, : (—e€, €) = M dada por ¢,(t) = ©(t,p), para todo t € (—¢,€), € a

inica curva integral de X com ¢(0,p) = p.

Seja p € M. Considere o conjunto {~; : (—€;,¢;) — M;i € I} formado por todas as

curvas integrais de X tais que 7,(0) = p, para todo i € I. Agora, defina o intervalo aberto

I, = U (—€i )

il
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e, posteriormente, a curva
Vi L, — M
to— =)
A curva 7, é chamada de curva integral mazimal de X que passa por p. Note que, v, estd
bem definida.

Um campo vetorial X em M é dito completo se, para todo ponto p € M, a curva
integral maximal que passa por p, no instante ¢ = 0, tem dominio [, = R.
Teorema 2.2.2. Sejam D, = {p € M;t e I,} e
Vol Dt — M

p — @ilp) = o(t,p)
Dado t € I, seja s € I tal que s € I, ), Vp € Dy. Entao, s+t €1, Vp €Dy, e
(s 0 pt) (p) = Ps+1(p), Vp € D
Em particular,
propy =id,
ou seja, p; : Dy — D_y € um difeomorfismo.

Para uma prova deste teorema veja [13].
Se o campo vetorial X € X(M) é completo, entdo o conjunto formado por todos os

difeomorfismos ¢; é um grupo, que é chamado de grupo a 1-parametro de X.

Definicao 2.2.5. Sejam M uma variedade diferencidvel e (U, @) uma carta local de M

0 0
B={amly g

a base de T,M associada a carta ¢ e

* 1 m
B = {dx oo |p}
a base dual a ,. A base coordenada associada a carta ¢ para o espago tensorial tangente

TL(T,M) a M em p é dada por

em p. Considere

l _ % i 0
(ﬁk)p - {d$1‘p®"'®dxk|p® ale |P®.H ®% p}lﬁilx'”xikﬁm ’

1<jy, g <m
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Proposicao 2.2.4. Sejam M uma variedade diferencidvel e (U, ) e (V,v) cartas locais

0 0
B={ a5l

~ 0 0
= Lot ageh)

as bases de T,M associadas as cartas, respectivamente, ¢ e 1 e

de M em p. Considere

gy = {aa'|, -]}

D% 1
Bp - {dy |p’“. >dym|p}
as bases duais, respectivamente, a 3, e Bp tais que para um tensor T, € T} (T,M) temos,

em coordenadas,

m o . ‘ 0
_ 1 i1 . ik ..
Tp o _ Zl Tzlzk (p) dz |p ® ® dz ‘p ® oxit ‘p ® Oxii'p
Tk
noo , . 0 0
_ 1 i1 . ik e _
N Z T ) dy }p ®--@dy |p © Oyt |p 0@ Oy '’
ip,ip=1
j17A.A7jl:1
Entao,
]1]1 (p) _ ayrl o ay’r‘k ale o 6x]l TSI'”Sl (p)
e Y Oxh Ox'te Jyst Qs TR
slﬁ ’,s}lgzl
para todo il?' o 7ik7j17' o 7jl = 17 T, M.
Demonstracao. Como
0 ‘ B oy 0 ‘
oxt'p — oxt Oy 'p
e
, " DI
dx]‘p = axsdys|p’
s=1 Yy
parai,7 =1,---,m, entao o resultado segue diretamente da proposicao [1.3.3| O

Seja M uma variedade diferencidvel. Um fibrado vetorial de posto k sobre M (M é

chamado de espaco base) consiste de:
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i. uma variedade diferencidvel E (espaco total);
1. uma aplicacao sobrejetora diferenciavel 7 : E'— M (projecao),
tal que
e cada fibra de E sobre p, E, = 7~ '(p), é um espago vetorial de dim E, = k;

e para cada p € M, existe uma carta local (U, ) de M em p e um difeomorfismo

P Y U) = U x R¥, trivializacdo local de E, tal que o diagrama

71 (U) ¥ L UxR*

A 7D

U

US|

¢ comutativo.

Note que um fibrado tangente 7'M é um fibrado vetorial de posto m sobre M.
Uma se¢do de um fibrado vetorial F sobre M é uma aplicacao s : M — FE tal que

WOS:id‘M, ou seja, s(p) € E,, Vp € M.

Definigao 2.2.6. Seja (M, 2l) uma variedade diferencidvel com A = {@, : Uy — R™;a €

A}. O fibrado (k,l)-tensorial de M é a variedade diferencidvel de dimensdo m + m**
TiM = {(p,T);peM e T eT,(T,M)}
com o atlas
A= {@: Uy, x T} (T,M) — R™ xR™" aeA com pe Ua},

onde

m

Palp > TP A ®--@diit] @ ®- .02

P Qi ‘p oOxit'p

i, =1
G1s gy =1

= (wa(p%(Tfffiéf(p))z’w1)

J1,gp=1

para « € A ep € U,.
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Perceba que fibrados tensoriais sao fibrados vetoriais e que
T'M = TM;
WM = T*M.
Definicao 2.2.7. Seja M uma variedade diferencidavel. Um campo tensorial de M é uma

secao de um fibrado tensorial de M. Além disso:
1. um campo tensorial é dito diferencidavel se a se¢ao do fibrado vetorial é diferencidvel;

i1. denotaremos por TL(M) o espaco vetorial real formado por todos os campos (k,1)-

tensoriais diferencidveis.
Note que,
To(M) = C*(M);
THM) = X(M).
Proposigao 2.2.5. Seja T : M — T M um campo tensorial de M. Dada uma carta local

(U, ) de M em p denote por

l _ i i 9
(Bk)p - {d{[’l‘p@) ®dl’k|p® Ot |p® " ® % Pl a<ip, - ig<m

1<57, g <m
a base coordenada associada a carta @ para o espaco tensorial tangente T} (T,M) tal que

o campo tensorial T nesta base coordenada se escreve, em coordenadas, como

T, S TRt @ 0dit] @ | @ e

1 P Oxi ‘p Qi 7

iq, i =1
J1,sdp=1

para todo p € U. Entao, o campo tensorial T' € diferencidvel se, e somente se, as funcoes

T30 U — R sdo diferencidveis, para todo iy, - -+ iy, ji,--- ,j1=1,---,m,

A seguir definiremos o pullback e a derivada de Lie de campos tensoriais.
Seja ¢ : M — N um difeomorfismo. O pullback por ¢ do campo tensorial T € T (N)
é o campo tensorial ¢*T € T;'(M) dado por

(¢*T>p (u17 Ty U, Wyt 7wl) = T¢(P) (d(b(p) cUL, 7d¢(p) Uk, (¢*W1)p ) (¢*wl>p> )
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para todo p € M, uy, -+ ,up € TyM e wy, -+ ,w; € Ty M, onde

(Guwi),, (v) = wi (do™" ($(p)) - v)

para todo v € TyyN ei=1,--- 1.

Definigao 2.2.8. Sejam X € X(M), T € THM) e ¢ o fluro local do campo X em uma
vizinhang¢a U de p € M. A deriwvada de Lie do campo tensorial T na dire¢dao do campo

vetorial X em p é

@1, - _ d

(LxT), = lim == (A7), |,y

t—0 t
Note que, LxT € TH(M).
Exemplo 2.2.3. Seja f € C°(M) = To(M). Temos que,
d *
(Lxf), = D]
d
= Lo )

d
= df(eo(p)) - %%’tzo

= df(p) - X(p)
= X(f)(p),

isto é, Lxf = X(f).
A
Exemplo 2.2.4 (Interpretagdo Geométrica do Colchete de Lie). Se X,Y € X(M), entao
LyY = [X,Y].
Para ver os detalhes deste exemplo consulte [3].
A

Definicao 2.2.9. Seja M uma variedade diferencidvel. Dizemos que o campo tensorial

diferencidvel 2-covariante vy € uma métrica riemanniana em M se,
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i. v € simétrico, ou seja, v,(u,v) = y,(v,u), para todop € M e u,v € T,M;
5. 7y € positivo definido, isto €, v,(u,u) > 0, para todo p € M eu € T,M.
Seja (U, ) uma carta local de M em p cuja base de T, M associada é

0 0
e {22}

Entao o tensor métrico v, em coordenadas, é

W=D vi(p)da’| @da|

ij=1

onde as funcoes v;; : M — R sao diferencidveis. Em forma matricial, temos

Y= (%'j)m

é uma matriz simétrica positiva definida. Observe que pela simetria do tensor métrico a

% entradas distintas.

matriz acima possui, no maximo,
Uma variedade diferenciavel com uma métrica riemanniana é chamada de variedade

riemannianda.

Exemplo 2.2.5. R" com a métrica euclidiana, v = (dz')” + (dz?)* + (dz?)°, é uma

variedade riemanniana.

Proposicao 2.2.6. Toda variedade diferencidvel possui uma métrica riemanniana.

Demonstragao. Seja (M, 2) uma variedade diferenciavel com 2l = {¢, : U, = R™;a € A}.
Considere uma partigao da unidade { f,}, em M subordinada a cobertura aberta formada
pelos dominios dos elementos do atlas 2. Primeiramente vamos definir uma métrica rie-
manniana para cada U, (subvariedade aberta de M). Sejamp € M e 5, = {8951 e &% ‘p}

a base de T,,M asssociada a carta (U,, ¢,). Sendo u,v € T,M, temos que

L, 0 “ 8
:;uﬁx’| Z:: 8_
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Agora, defina a seguinte métrica riemanniana em U,

m

Yy (U, v) = ZuZ i (2.8)

i=1
A verificagao de que (2.8)) é uma métrica riemanniana em U, é ficil e deixamos a cargo
do leitor. Para definir uma métrica riemanniana em M utilizaremos (2.8) e a parti¢ao da

unidade {f,},. Afirmamos que
Yo(u,v) =Y falp)ys (u,v), (2.9)

para u,v € T,M, é uma métrica riemanniana em M. De fato, primeiro note que a soma em
(2.9) ¢ finita em uma vizinhanga de p e v é um campo tensorial diferenciavel 2-covariante.

Além disso:
1. Sejam p € M e u,v € T,M. Entao,
W 0) = > falp)ry(u,v)
= Y fa@)E(v,u)
= 7:(U,u).
Logo, ~ é simétrico.

#. Sejamp € M eu € T,M \ {0}. Como 0 < f, <1, para todo o, e > fo =1, entao

fo > 0, para algum «. Assim,
Vp(uv U) = Z fa(p)%?(ua u)
> 0,
pois ’yg(u, u) > 0, para todo a. Portanto, v é positivo definido.

]

Sejam (M, ), (N, ) variedades riemannianas e f : M — N um difeomorfismo. Dize-

mos que f é uma isometria se

Yp (U, 0) = Fpy (df (p) - u, df (p) - v),
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para todo p € M e u,v € T,M. Neste caso dizemos que as variedades M e N sao
1sométricas.

Definigao 2.2.10. Sejam M uma variedade diferenciavel, (N,%) uma variedade rieman-

niana e f: M — N uma imersao. Entao, a métrica induzida por f em M, dada por
T (U, 0) = Yy (df (p) -, df (p) - v),
para todo p € M e u,v € T,M, é chamada de métrica pull-back e representada por
v=1

Note que, as variedades (M, ), (IV,5) sdo isométricas (f : M — N é um difeomor-

fismo) se, e somente se, v = f*3.
Exemplo 2.2.6. Considere a curva regular o : I — R3 dada por
a(t)=(0,f(t),9(),

onde f(t) > 0 para todo t € I. Seja S C R? a superficie de revolucao obtida a partir da

rotacao da curva a em torno do eixo-z.

0
R2
| | ©
L I x(0,27) E—
o T ot y

Figura 2.1: Parametrizagao em S.

Temos que, ¢ : I x (0,27) — S dada por

p(t,0) = (f(t) cost, f(t)sind, g(t))



é uma parametrizagao em S. Temos o seguinte diagrama comutativo:

?
S Cc RR—— R3

goll /) Iid
Ix(0,21) C R2 — > R3

4

Assim,
f/(t)cos® —f(t)sind
digt0) = dp@oy = | f'(t)sind  f(t)cosb
g'(t) 0

Como 7 é uma imersao, entao a métrica induzida por R? é

Ve (t,0) (U>U) = <di<p(t,9) " U, d%(t,e) 'U>R3
: 0 0 . 0 0
= (i (g4 35) i (V5 400 5))
= (u'f'(t)cosO —u?f(t)sinf) (v' f'(t) cos — v* f(t)sinf) +
(ulf’(t) sin @ 4 u® f () cos 0) (vlf’(t) sin @ 4 v f(t) cos 9) +
u'ol (g (1)),

para todo ¢ (t,0) € S e u,v € Ty1,9)S. Dessa forma,

(e (t.0)) = ((f'(t)cos, f'(t)sind, g'(t)), (f(t) cos b, f'(t) sind, g'(1))) s
= FOr+g@r,

Yor (¢ (£,0)) = ma2(p(t,0))
= ((f'(t)cosb, f'(t)sinb,g'(t)), (—f(t)sinb, f(t) cosd,0))gs
— 0

Y22 (@ (t,8)) = ((—f(t)sinb, f(t)cosh,0),(—f(t)sinb, f(t)cosb,0))ps
= [f@),
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ou seja,

(o (6.0)) = O +g'@r 0 al
0 ()]

para todo ¢ (t,0) € S.

Se no exemplo acima considerarmos a variedade como sendo S? e
(¢, 0) = (sin ¢ cos b, sin ¢ sin @, cos ¢) ,

onde (¢,0) € (0,7) x (0,27), uma parametrizagao em S? entao a métrica induzida por
R3 ¢ dada por
1 0

Ve =
0 sin“¢

2.3 Conexoes Afim e Riemanniana e Geodésicas

Definicao 2.3.1. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma conexao V em M é uma
aplicagao
V: X(M)xX(M) — X(M)
(X,Y) — VxY

tal que
t. VixygvZ = fVxZ +gVyZ;
. Vx(Y+2)=VxY +VxZ;
tis. Vx(fY)=fVxY + (X[f)Y,

para todo X,Y,Z € X(M) e f,g € C*(M). O simbolo VxY lé-se: derivada covariante

do campo vetorial Y na direcao do campo vetorial X .

Sejam V uma conexao em M, (U, ¢) uma carta local em M e X,Y € X(M) tais que,

em coordenadas,

X = ixiai e Y= Xm:w'aj.
i=1 j=1
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Agora iremos escrever o campo vetorial VxY em coordenadas. Temos que,

VxY = Vy (Zw’aj)
j=1

= Z Vx (Y79;)
j=1

= i X (Y7)0; + i Y7V x0;

j=1 J=1
— ZX (Y7)0; + Z VIV xip,0;
j=1 J=1
= S X (V)9 + > XYIV,0,.
j=1 t,j=1
Mas,
Vo0 =) Thor. (2.10)
k=1
Assim,

ViV =) (X )+ Xiwrﬁg.) O (2.11)
k=1

ij=1
Da identidade (2.11]) vemos que (VxY’) depende apenas dos valores de X e Y em p e
dos valores de X, (Y*), parak = 1,--- ,m, que dependem do valor de Y ao longo de uma

curva diferenciavel que passa por p e que tem X, como sendo o vetor tangente em p (ver

o exemplo [2.2.1)).

Definicao 2.3.2. As func¢oes suaves F,’fj U — R™ definidas em (2.10) sao chamadas de

simbolos de Christoffel associados a carta (U, ).
Teorema 2.3.1. Toda variedade diferencidvel possui uma conezxao.

Demonstragao. Seja (M,2) uma variedade diferencidvel com A = {p, : Uy — R™;a €
A}. Considere uma partigao da unidade {h,}, em M subordinada a cobertura aberta
{Uqs; a0 € A}. Agora, definiremos uma conexao para cada U, (subvariedade aberta de M).
Para isso defina as m? funcoes suaves Ffj em U,. Dessa forma, a férmula 1) define

uma conexao V* em U,. Utilizando a particao da unidade {h,},, definimos uma conexao
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global em M
VY =) h V&Y, VXY € X(M).

Com efeito, as duas primeiras propriedades da definicao sao facilmente verificadas,
restando provar a terceira. Sejam X,Y € X(M) e f € C*°(M). Entao,

Vx(fY) = D haVX(fY)
= > ha (fYSY + (XF)Y)
= fY hVRY + (XYY hg

— VXY (XY
L]

Definicao 2.3.3. Sejam M uma variedade diferencidavel e o : I — M uma curva dife-
rencidavel, onde I € um intervalo de R. Um campo vetorial diferencidvel ao longo da curva
a € uma aplicacao diferencidvel V : I — TM tal que V(t) € TowyM, para todo t € I.
Além disso, denotaremos por X(«) o espago vetorial real formado por todos os campos

vetoriais diferencidveis ao longo da curva «.

Proposicao 2.3.1. Sejam M uma variedade diferencidvel munido de uma conexdao V e
a: I C R — M uma curva diferenciavel em M. FEntao, existe apenas uma corres-
pondéncia 2 que associa cada V € X(o) a um outro campo vetorial 2 € X(a) e que

satisfaz as sequintes propriedades:
i B(V+W)=L8L 4 BL YV e X(a);

1. %(fV) = %V + f%, VYV € X(«a) e para toda funcgdo diferencidvel f em I;

ti5. Se V € X(«) € induzido por um campo vetorial X em M, isto é, V = X o a, entédo

DV _
= VanX.
A demonstragao desta proposi¢ao pode ser encontrada em [3] ou [7].

Definicao 2.3.4. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao V. Dizemos

que:
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i. um campo wvetorial diferencidvel Va0 longo de wuma curva diferencidvel

a: I CR— M éum campo paralelo ao longo de « se,

DV
o =

1. um campo vetorial X € X(M) € um campo paralelo se, ele é paralelo ao longo de

qualquer curva diferencidvel em M.
Note que, X € X(M) é paralelo & VxY =0,VY € X(M).

Proposicao 2.3.2. Sejam M wuma wvariedade diferencidvel com wuma conexdao V,
a: 1 CR — M uma curva diferencidvel e Vo € Tyhu)M com ty € I. Entdo, eriste

somente um campo vetorial paralelo V € X(a) tal que Vi, = Vj.

A prova desta proposicao pode ser encontrada em [3] ou [7].

A proposicao [2.3.2) permite enunciar a seguinte definigao:
Definicao 2.3.5.

t. O campo V' ¢é chamado de transporte paralelo de Vi ao longo da curva diferencidvel

a;
1. A aplicagao linear 7 : Ty )M — TowM dada por
(Vo) = Vi,
para cada Vo € Too)M € chamada de aplicagao transporte paralelo.
Perceba que a aplicagao transporte paralelo ¢ um isomorfismo.

Proposicao 2.3.3. Seja (M,v) uma variedade riemanniana com uma conexao V. As

afirmagoes abaixo sao equivalentes:

i. Para todos os campos paralelos V,W € X(a) tem-se

v (V, W) = constante.
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3. Para todo V,W € X(a) vale
d DV DW
EV(V;W) =7 (W’W> + <V77> :
5. Para todo X,Y, 7 € X(M) tem-se

A demonstracao desta proposi¢ao pode ser encontrada em [3].

Definigao 2.3.6. Seja (M, ~) uma variedade riemanniana com uma conexao V. Dizemos

que a conexao € compativel com a métrica se uma das trés condi¢oes da proposicao [2.3.3
€ satisfeita.
Definicao 2.3.7. Uma conexao V em uma variedade riemanniana M é dita simétrica se

ViY — Vy X = [X,Y], (2.12)

para todo X,Y € X(M).

Seja 3, = {81|p7 . ,8m|p} a base de T,,M associada a carta (U, p) de M com p € M.

Suponha que a conexao V é simétrica.
. Entao pela definigao [2.3.7]

V.05 — V0, = [0h,05] = 0,

parai,7 =1,--- ,m.
12. Como
Vodj =Y Thok
k=1
e
Vo,0i =Y Thok,
k=1
entao
k k k k
Z(Fz‘j —T5)0, = Z 350k — Z [0k
k=1 k=1 k=1
= Vy,0; — Vp,0;
= [ai? 8]’]

= 0.
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Teorema 2.3.2 (Levi-Civita). Seja (M,~) uma variedade riemanniana. Entdo, existe
uma unica conexao NV em M tal que:

1. V € siméltrica.

it. 'V é compativel com a métrica Riemanniana 7.

Demonstragao. Primeiro provaremos a unicidade da conexao V. Sejam X,Y, Z € X(M).

Pela compatibilidade da métrica, temos que

YYX,Z)=v(VyX,Z)+~v(X,VyZ)

Zy(X,Y)=v(VzX,Y)+v(X,VzY).

Assim, pela simetria de V,

XY, 2)+YYX,Z) = Zy(X,Y) = v(X,VyZ—V5Y)+7(Y,VxZ —VX)+
V(VxY,Z) +7(VyX, Z)
= 7YX,V Z]) + 7 (Y [X, Z]) =7 (VxY = Vv X, Z) +
2y (VxY, Z)
= 7YX 2D+ (Y [X, Z]) =7 (Z,[X.Y]) +
29 (VyY, Z),

ou seja,

’V(VXK Z) = (X’y(}/, Z) +Y/7(X7 Z) - Z'Y(va) _7(X7 D/a Z]) _7<Y7 [X7 Z])+

1
2
v(Z,[X,Y])). (2.13)
A identidade mostra que V é unicamente determinada pela métrica v e, conse-
quentemente, se a conexao existe, entao ela é tnica. Para mostrar a existéncia de uma
conexao V que satisfaga os dois itens do teorema, basta definir a conexao pela identidade

(2.13). Facilmente verifica-se que a aplica¢ao definida dessa forma estd bem definida e é

uma conexao simétrica e compativel com a métrica riemanniana -y. O
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A conexao V simétrica e compativel com a métrica riemanniana v em M é chamada
de conexao riemanniana ou conexdo de Levi-Civita de M.

Seja (M, ) uma variedade riemanniana com uma conexao riemanniana V. Considere

B, = {51|p7"' 78m|p} a base de T,M associada a carta (U,¢) de M com p € M. De

(2.10) temos que,

Va 8], 81 Z F@J'Ykl (214)

Por outro lado, da expressao (2.13]) vem que

1
7 (Vo 05, 0) = 50795, 9) + 057(0:, &) — 0v(9;, 05) =7 (0:, (05, ) — 7 (95, (05, 01]) +
Y (0, (03, 05]))
1
3 (05vit + Oyt — Orvij) - (2.15)
Assim, de e segue que

Z F”’}/kl PYZl + 81731 al%’j) :

Dai vem que,

Z ol Z T = Z (071 + O0ivjt — Orvig) 7'
=1

Mas,

3 (3ot = Sy -

k=1 \i=1 k=1
Logo,

T 1 “ r
Iy = B Z (05 + Oivji — Ovij) 7, (2.16)
=1

para i’j’r: 1,... ,m.

Proposicao 2.3.4 (Interpretagdo Geométrica da Derivada Covariante). Seja M uma
variedade riemanniana com uma conexdo riemanniana V. Considere um campo vetorial
X em M em quea: I CR — M € uma curva integral de X passando pelo ponto p € M.
SeY € X(M), entdo

T @
(VxY), = lim / Tdt
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Para uma demonstracao veja [3].

Observacao 2.3.1. A partir daqui vamos supor que a variedade riemanniana estd munida

da sua conexao riemanniana.

Seja M uma variedade riemanniana. Uma curva diferenciavel o : I — M é chamada

de geodésica se,
Do’
dt

Isto é, uma geodésica é uma curva diferenciavel o em M tal que o campo velocidade o/ é

(t)=0,Vtel.

paralelo ao longo de a.

Proposicao 2.3.5. Sejam M wuma variedade riemanniana e o : I — M uma geodésica.
Entao,

|a’(t)|| = constante.

Consequentemente, uma reparametrizacao oo h de uma geodésica o € uma geodésica se,
e somente se,

h(t) = at + b,
onde a € R\ {0} e b e R sao constantes.
A demonstracao desta proposi¢ao pode ser encontrada em [3].

Teorema 2.3.3 (Teorema de Existéncia e Unicidade de Geodésicas). Seja M uma vari-
edade riemanniana. Dadosp € M, v € T,M ety € R, entao existem um intervalo aberto

I C R contendo ty e uma tunica geodésica o : I — M tal que a(ty) =p e o (ty) = v.
A demonstragao desta proposi¢ao pode ser encontrada em [3].
Exemplo 2.3.1. Temos que as geodésicas em:
1. R" sao as retas;
4. S? sao as circunferéncias maximas;

141. H? (espago hiperbdlico: modelo do semiplano superior de Poincaré) sao as semirretas

verticais em relacao ao eixo-x e as semicircunferéncias centradas no eixo-x.
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Os detalhes deste exemplo podem ser encontrados em [3].

Proposicao 2.3.6. Seja (M, ) uma variedade riemanniana. Entdo, para cada p € M

existem uma vizinhanca V de p em M, d,e > 0 e uma aplicacao diferencidvel
a:(=0,0)xV — M,
onde
V= {(q,v);q e VeveT,M, (v,(v,0)"* < 5}7

tats que

g (t) = alt,q,v) : (=6,6) = M

€ a tunica geodésica de M que satisfaz as condigoes iniciais cq)(0) = q € o, ,(0) = v,

)

para todo g € V ev € T,M tal que (’yq(v,v))l/2 <.
Para ver uma prova desta proposigao consulte a referéncia [3] ou [7].

Lema 2.3.1 (Homogeneidade de uma Geodésica). Sejam M uma variedade riemanniana
ea: (—0,0) = M uma geodésica tal que a(0) =p € M e o'(0) =v € T,M. Entdo, para

todo 0 < k € R a curva
B (<18 — M
t —  B(t) = a(kt)

¢ uma geodésica tal que B(0) =p e §'(0) = kv. Consequentemente,

B(t,p, kv) = a(kt, p,v).

Demonstracdo. A prova desta proposicao segue da proposicao e do fato de que
B'(t) = ko' (kt). m

Da proposicao [2.3.6| e do lema da homogeneidade de uma geodésica vem o seguinte

resultado:
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Corolario 2.3.1. Seja (M,~) uma variedade riemanniana. FEntdo, para cada p € M

existem uma vizinhanga V' de p em M, € > 0 e uma aplicagao diferencidavel
a:(=2,2) xV — M,
onde
V={(gvsq€Vev e T,M, (3(0,0)"* < e},

tais que
A (t) = alt,q,v) : (=2,2) = M
€ a unica geodésica de M que satisfaz as condicoes iniciais a(qw)(O) =qe O/(q U)(o) = v,

para todo g € V ev € T,M tal que (’yq(v,v))l/2 < €.

Definicao 2.3.8. Sejam M uma variedade riemanniana, p € M, v € T,M e o : [0,1] —
M uma geodésica tal que a(0) = p e o/(0) = v. A aplica¢io exponencial de v € definida
como

exp,(v) == a(1).

Note que, geometricamente exp,(v) é o ponto de M obtido através de um ponto que

parte de p com velocidade v e percorre a geodésica o em uma unidade tempo. Além disso,

exp,(0) = p.

Se a1 (—=2,2) x V — M é a aplica¢do dada no coroldrio [2.3.1} entdo a aplicagao
exponencial estd definida para todop € V e v € B(0;¢) := {u € T,M; (7, (u, u))1/2 < e}.

Proposicao 2.3.7. Dado p € M, existe € > 0 tal que exp, ¢ um difeomorfismo de B(0;¢)

sobre um aberto de M.

Seja exp, : U C T,M — V C M um difeomorfismo, onde 0 € U e p € V. Entao,

chamamos V' de vizinhanga normal de p. Além disso, se B(0;¢) C U chamamos
B(p;e) := exp,(B(0;¢))

de bola geodésica de centro em p e raio €.
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Definigao 2.3.9. Sejam V' uma vizinhanga normal de p em M, {Ey,--- , E,,} uma base

ortonormal de T,M e E : R™ — T,M o isomorfismo dado por

E(x) = inEi, Ve € R™.

=1

Considere a parametrizacao ¢ : E=Y(U) — V definida por

¢(z) = (exp, oF) (z) = exp, (Z xZEZ> .

Chamamos de coordenadas normais em p as coordenadas desta parametrizagao.

Proposicao 2.3.8. Sejam (M,~y) uma variedade riemanniana, V uma vizinhan¢a normal

emp€ M ext,---, 2™ coordenadas normais em p. Entdo, em coordenadas normais,
Yij(p) = dij,
07i;
“(p) =0
ox
e
k _
Fz’j (p) =0,
para todo i,j5,k = 1,--- m. Além disso, para cada v € T,M tem-se, em coordenadas
normais,

Oé(t,p, U) = epr(tU),
enquanto o(t,p,v) € V, onde o € a geodésica de M que parte de p com velocidade inicial
v.

A demonstracao desta proposicao pode ser encontrada em [3].

Observacao 2.3.2. As geodésicas contidas em uma vizinhanca normal V de p € M que

partem do ponto p sao chamadas de raios geodésicos ou geodésicas radiais.

Definigao 2.3.10. Seja M uma variedade riemanniana. A variedade M € geodesicamente

completa se, para todo p € M as geodésicas radiais a(t) partindo de p estao definidas para

todo t € R.
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Teorema 2.3.4 (Teorema de Hopf-Rinow). Uma variedade riemanniana conexa é geode-

sicamente completa se, e so se, a variedade como espaco métrico é completa.
A prova deste teorema pode ser encontrada em [3].

Corolario 2.3.2. Toda variedade riemanniana compacta € geodesicamente completa.

2.4 Curvatura e Derivada Covariante de Campos Ten-
soriais

Definicao 2.4.1. Seja M uma variedade riemanniana. Chamamos de endomorfismo

curvatura de M a aplicagcao R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dada por
R(X, Y)Z = VXVYZ - VYVXZ - V[X’y}Z.

Identificamos o endomorfismo curvatura R com o campo (3, 1)-tensorial R induzido

pela aplicagao multilinear R : TY(M) x TY (M) x T*(M) x T{(M) — C>(M) definida por

R(X,)Y, Z,w) :=w(R(X,Y)Z).
Proposicao 2.4.1. O endomorfismo curvatura R é uma aplica¢ao multilinear sobre C*°(M).
Demonstracao.

i. Linearidade sobre C*°(M) em relac¢ao a primeira variavel:

Sejam X, X1, Xo,Y,Z € X(M) e f € C°(M). Temos que,

R(Xl + Xo, Y)Z = V(X1+X2)VyZ — VyV(X1+X2)Z — V[X1+X2,y}Z
- VYV Z 4V, Ve Z — VoV Z — VyVaaZ — Vi Z —
Vix, )4

= R(X,Y)Z+ R(X.,Y)Z
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R(fX,Y)Z = VyxVyZ—-VyVxZ —VyxyZ
= fVxVyZ —=Vy (fVxZ) = Vyixyl-v(HxZ
= YAV Z — [VyVxZ — (Y))VxZ — [VixnZ + (Y )VxZ
— fR(X,Y)Z.

i3. Linearidade sobre C*°(M) em relagao a segunda varidvel:

Basta mostrar que
RX,)Y)Z =—-R(Y,X)Z,VX,Y, Z € X(M).
De fato,

R(X.Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ-VixyZ
= —VyVxZ+VxVyZ -V _yxZ
— —(VWWVxZ - VxVyZ — V. 7)
_ _RY.X)Z (2.17)

t13. Linearidade sobre C*°(M) em relagao a terceira variavel:

Sejam X,Y,Z,Z,,Zy € X(M) e f € C>®°(M). Entao,

RX,Y)(Zi+ Z2) = VxVy(Zi+ Zs) — VyVx (Zi+ Zo) — Vi) (21 + Zs)
= VxVyZ, +VxVyZ, —VyVxZ, — VyVxZy — Vixy)Z1 —
Vix,y)Z2

= R(X,Y)Z + R(X,Y)Z,
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R(X,)Y)(fZ) = VxVy(fZ) = VyVx(fZ) = Vixy (fZ)
= Vx(fVWwZ)+Vx (Y f)Z) = Vy (fVxZ) = Vy (X[)Z) -
N2z =X Y](f)Z
= VXV Z+(X[)VyZ+ (Y )VxZ +(X(Yf)Z -
INyNxZ = (Y )VxZ = (X[)VyZ = (Y(X[))Z —
NixyZ = [X,Y](f)Z
= fR(X,Y)Z.

]

Teorema 2.4.1. Seja M uma variedade riemanniana. Entdao, M € localmente isométrica

ao R™ se, e somente se, R = 0.
Para uma demonstragao deste teorema veja [3].

Proposigao 2.4.2. Seja M uma variedade riemanniana. As componentes do endomor-

fismo curvatura R de M sao

m

Rl =Y (5Ll —TpIh) + o, — 0T, (2.18)

r=1

para i, j,k,l=1,--- ,m.

Demonstracao. Sejam X,Y,Z € X(M) tais que, em coordenadas,

X=> X0,Y=>Y0eZ=> 7.
=1 j=1 k=1
Da proposi¢ao [2.4.1], vem que

R(X,Y)Z =Y X'YIZFR(D;,0;)0.
ij,k=1

Mas
R(9;,0;)0, Z R0, (2.19)
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para i,7,k=1,--- ,m. Entao,

R(X,Y)Z= Y RX'YIZ',

g,k l=1
ou seja, as componentes de R sao as fungoes reais suaves Rﬁjk, para i,j,k,l =1,--- m.
Como
m
_ E T
r=1
para i,5 = 1,---  m, entao

R(0;,0;))0s = V,Vo,0r — Vo, V5,0
= Va (Z rgka,,> ~ Vo, (Z r;f,@)
r=1 r=1

= D TuVad + Y (015) 0 — > T Va0, — > (9T5) 0,
r=1 r=1 r=1

r=1
r=1 =1 =1 r=1 =1 =1
- zm: [i F;kri'r - zm: F;kré‘r + airé‘k - 8jrék] 0. (2.20)
=1 Lr=1 r=1

Entao, das igualdades (2.19)) e (2.20]) segue o resultado em (2.18)). H

Proposicao 2.4.3 (Simetrias do Endomorfismo Curvatura). O endomorfismo curvatura

R satisfaz as sequintes propriedades:
i. R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z, para todo X,Y,Z € X(M);

ti. (Primeira Identidade de Bianchi) R(X,Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0, para todo
XY, Z € X(M).

Em coordenadas:

; /- L.

)

ii. Rl + Rl + R, =0,

para i, j,k,l=1,--- ,m.
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Demonstra¢ao. A primeira propriedade estd demonstrada em (2.17)). Resta-nos provar a
segunda propriedade, para isso aplicaremos inicialmente a simetria da conexao duas vezes

e em seguida a identidade de Jacobi (item #i. da proposicao [2.2.2). Assim,

RX,)Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y
= VxVyZ = VyVxZ —Vixy)Z +VyVzX —VzVyX — Vy 2 X + VzVxY —
VxVzY = VizxY
= Vx(WZ -=V2Y)+Vy (VzX -VxZ)+Vz(VxY = VyX) = Vixy)Z —
VivzX — Vizx¥
= (Vx[Y.Z] = ViyzX) + (Vy[Z X] = VizxY) + (V2[X,Y] = Vixy 2)
= XY 2]+ Y [2, X+ 2 [X, Y]]
= 0,
para todo XY, Z € X(M). O
Note que,
Rﬁik =0, para i, k,l=1,---,m.
Definiremos, agora, os isomorfismos musicais que sao utilizados para subir e descer um
indice de um tensor.

Definigao 2.4.2. Seja (M,~) uma variedade riemanniana.

i. O isomorfismo bemol (abaizar o indice) € a aplica¢ao

o T M) — Ti(M)
X — X

tal que
X(Y)=~(X,Y), VY € X(M).

1. O isomorfismo sustenido (subir o indice) é a aplicagdo inversa do isomorfismo be-
mol, isto €, a aplicacao
booT(M) — THM)

W — b
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tal que

(W Y) =w(Y), VY € X(M).

Em coordenadas,

= 4y X'da? (2.21)
ij=1
€
wh = Z Y9 w;0;. (2.22)
i,j=1

A definicao a seguir generaliza as operagoes de descer e subir um indice de um tensor:
Definigao 2.4.3. Sejam (M,~) uma variedade riemanniana e T € T (M). Entdo,
i. T° € T (M) € o tensor dado por

Tb (Xla"' 7Xk7Xk’+1aw17"' 7wl_1) = T(Xb anvwly"' awl_17XZ+1>;
ii. T% € T (M) € o tensor dado por

Tﬁ (Xh e 7Xk—17w17 e 7wl7wl+1) =T (Xla' o 7Xk—1a (wH_l)ﬁ 7(*}17" ' awl> .

Escrevendo em coordenadas, por (2.21)) e (2.22)),

b\J1di—1 < J1Ji—1p
(T )il-..ikik+1 o Z %kJrlpTillmikl 1 (2.23)
p=1
€
oy =Y, @20

1

=}

Com o isomorfismo musical sustenido podemos estender o conceito de traco de tensores

apresentado no capitulo [T como pode ser visto na préxima defini¢ao:

Definigao 2.4.4. Sejam M uma variedade riemanniana e T € TL(M). O trago de T em

relagdo a métrica y € o tensor tr, T € T ,(M) dado por

try T' = tr (Tﬁ).

Em coordenadas,

J1 -Ji ijrdidi
(o, TR = 30T

11k —21]"
,7=1
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Seja (M,~) uma variedade riemanniana. Chamamos de tensor curvatura de M o

campo tensorial R € T4(M) dado por
R(X,Y,Z,W) = v(R(X,Y)Z, W),
para todo X, Y, Z, W € X(M).

Proposicao 2.4.4. As componentes do tensor curvatura R sao

zgkl Z ’YTZR
Além disso,

§ rl
z]k - Y Rzgkr

Demonstracao. Temos que,
Rijkl = R(aluaJJakHal)
= 7 (R(0;,0;) Ok, Or)
=9 (Z R;;kar,az>
= Z Rzﬂ{Y 87“7 al

m

= > Rl (2.25)

r=1

A dltima afirmacao é consequéncia da igualdade (2.25)),

Z ’yrlRijkr = Z,yrl Z VSTRfjk = Z (Z ’7”’77‘5> zgk Z 5l zgk = ij
r=1 r=1 s=1 s=1 r=1
]

Note que o tensor curvatura é obtido com o abaixamento do indice contravariante do

tensor endomorfismo curvatura.

Proposigao 2.4.5 (Simetrias do tensor Curvatura). O tensor curvatura R satisfaz as

sequintes propriedades:
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i. RX,)Y,Z,W)=—R(Y,X,Z,W), para todo X,Y,Z, W € X(M);
ti. RIX,)Y,Z,W)=—-R(X,Y,W,Z), para todo X,Y,Z,W € X(M);
wi. R(X,Y,Z,W)=R(Z W, X,Y), para todo X,Y,Z, W € X(M);
tv. (Primeira Identidade de Bianchi)
RX,) Y, Z W)+ R(Y,Z, X, W)+ R(Z,X,Y,W) =0,
para todo X,Y, Z, W € X(M).
Em coordenadas:
t. Riji = —Rjin;
1. Riju = —Riji;
112, Rijkl = Rklij;
w. Rijiy + Rjpa + Rt = 0,
para i, j,k,l=1,--- ,m.
Demonstracao.

2. Segue diretamente do item 2. da proposicao [2.4.3]
. E consequéncia do item #z. da proposigao .
1. Sejam XY, Z, W € X(M). Temos que,
R(X,)Y, Z4+W,Z+W) = R(X,Y, Z, Z)+R(X,Y, Z, W)+R(X,Y, W, Z)+ R(X, Y, W, W).
Para provarmos este item basta mostrar que
R(X,Y,Z,Z)=0.
Temos que,

R(X,)Y,Z,7) = ~v(R(X,Y)Z,Z)

= Y(VxYWZ,Z) =~y (VyVxZ,Z) — v (Vixy|Z,. Z) . (2.26)
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Pela compatibilidade da métrica, vem que

’}/(VvaZ, Z) = X”}/ (VyZ, Z) —’Y(VyZ, VXZ)
Y(VyVxZ,Z) = Yy(VxZ,Z)—~(VxZ,VyZ) . (2.27)
V(V[X7Y]Z7Z) = %[XaY]W(ZaZ)

Substituindo os valores de (2.27)) em ([2.26]) e aplicando novamente a compatibilidade

da métrica, obtemos

RX\Y.2,7) = oX(Y7(Z.2)) - 3Y (Xy(2,2)) ~ 5[X.Y]1 (2,2)

2
— %[X,Yh(Z,Z)—%[XaYh(Zaz)
= 0.

ti3. Sejam XY, Z W € X(M). Da primeira identidade de Bianchi obtemos o seguinte

sistema
)
R(Y,Z, X, W)+ R(Z X,Y,W)+ R(X,Y,Z,W) = 0
R(Z, X, W,Y)+ R(X,W,Z,Y) + ROW,Z,X,Y) = 0 2.35)
RX,W,Y,Z) + ROW,Y,X,Z) + R(Y,X,W,Z) = 0 '
R(W,Y, Z,X) + R(Y, Z,W,X) + R(Z,W,Y,X) = 0

Somando as quatro identidades do sistema (2.28]) e usando as simetrias do tensor

curvatura dos itens ¢. e 22. temos

2R(X,Y,Z,W)+2R(W,Z,X,Y) =0= R(X,Y,Z,W) = R(Z,W, X,Y).

Da proposicao acima vemos que,
R(X, X, ZW)=R(X,Y,Z,Z) =0,

ou em coordenadas,

Rty = Rijir = 0,

para i,7,k,l=1,--- m.
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Corolério 2.4.1. Seja M uma variedade riemanniana de dimensio m. Entao, das m*
componentes do tensor curvatura, existem

m? (m? — 1)
12

componentes independentes.

Definigao 2.4.5. Seja (M,~) uma variedade riemanniana. O tensor curvatura de Ricci
de M ou, simplesmente, tensor de Ricci denotado por Ric € o campo tensorial 2-covariante
dado pelo traco em relacao a métrica do tensor curvatura no primeiro e no ultimo indice.
Em coordenadas,

Rij=> Ri;= Y Ru,
k=1

k=1

para i,j =1,--- ,m.

Temos que,
m m m
Kl Uk Uk
Rij=> MRuj=> "Ry =Y "Ry = Ry,
=1 =1 =1

parai,7 =1,---,m. Isto é, o tensor de Ricci é um campo tensorial simétrico.

Definigao 2.4.6. Seja (M, ~y) uma variedade riemanniana. Definimos a curvatura escalar
de M como a fungao real S : M — R tal que S € o trago em relagao a métrica do tensor

de Ricci, ou seja,

ij=1
Sejam (V, (-, -)) um espaco vetorial real com produto interno e u,v € V' vetores linear-
mente independentes. Entao, definimos como a area do paralelogramo formado pelos

vetores u e v por

2
fun o] =/l oll? = (u, 02

Proposicao 2.4.6. Os vetores u,v € V' sao linearmente independentes se, e somente se,

lu Av| #0.
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Definicao 2.4.7. Sejam (M,~) uma variedade riemanniana e o C T,M um plano. Con-

sidere {X,Y} uma base para o plano o. A curvatura seccional de M associada a o €

T IXAYR S (X X) (YY) =y (X Y)Y

Pode-se verificar facilmente que a curvatura seccional de M associoda a o nao depende

da escolha da base de o.

Lema 2.4.1. Sejam V um espago vetorial e R; € TQ (V'), onde i = 1,2, que satisfazem

as mesmas propriedades de simetria do tensor curvatura (proposi¢ao e

Ky (XY = R (XYY, X) _ Ry (X,Y,Y, X) K (XY
(XX (YY) (XY (X X) A (LY) =y (X Y)E T

para todo X,Y €V linearmente independentes. Entao,
Rl = RQ.

Demonstracdo. Sejam X,Y € V. Se X e Y sao linearmente dependentes, entao ¥ = kX

para algum k € R. Assim,

R (XYY, X) = Ry(X,kX, kX, X)
= KR (X, X, X, X)
=0
= KRy (X, X, X, X)
= Ry (X, kX, kX, X)
= Ry (XYY, X).

Agora, se X e Y sao linearmente independentes entao, por hipotese,

Kl (va) = K2 <X7Y)
= R(X,Y,)Y,X) =R (X,Y,Y,X).

Dessa forma,

R(X+WY) Y, X+W)=R(X+WY Y, X+W).
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Dai vem que,
Ri(X,) VY, X)+ R (X, Y, Y W)+ R (WYY, X)+ R (W, Y,Y, W) =
Ry(X, Y)Y, X)+ Ry (X, Y)Y, W)+ R, (W, Y, Y, X) + Ry (WY, Y, W)
= R (X, VY, X)+2R (X, Y, Y, W)+ R, (W)Y, Y, W) =
Ry (XYY, X)+ 2Ry (X, Y, Y, W)+ Ry (WY, Y, W)
= R (X, Y)Y, W)=Ry(X,Y,Y, V).

Da tltima igualdade acima temos que,
Rl (X7Y+Z)Y+Z7W> = R2(X7Y+Z7Y+Z’W)
e, consequentemente,

Rl (X7Y7Y7W) +R1 (vaa Za W) +R1 <X7 Z>Y7W) +R1 (Xv Za Za W) =
Ro (X,Y,Y, W)+ Ry (X,Y, Z,W) + Ry (X, Z,Y,W) + Ry (X, Z, Z,W)
= R (X,Y,Z, W)+ R (X,Z,Y,W)=Rs (X,Y, Z,W) + Ry (X, Z,Y,W). (2.29)

Considere o tensor 4-covariante dado por R = Ry — R,. Verifica-se facilmente que o tensor
R satisfaz as propriedades de simetria do tensor curvatura. Da igualdade em ([2.29)) vem
que,

R(X.Y,ZW)=—-R(X,Z,Y,W).

Com isso,

R(Y,Z,X,W)=—-R(Y,X,Z,W)=R(X,Y,Z,W)

R(Z,X,)YW)=—-R(X,Z,)Y,W)=R(X,Y, Z W).
Pela identidade de Bianchi,
R(X,)Y,ZW)+R(Y,Z, X, W)+ R(Z, X, Y,W)=0
= 3R(X,Y,Z,W)=0
= R(X,)Y,Z,W)=0
= Rl(X,Y,Z,W):RQ(X,Y,Z,W),

para todo X,Y, Z, W € V. Logo, R = Rs. O
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A partir do lema acima concluimos que, em uma variedade riemanniana (M,~), um
tensor covariante R de ordem 4 que satisfaz as propriedades de simetria do tensor curva-

tura e

R(X,YY, X)
V(Xax)"Y(YaY)_’V(XaY)Q

em todos os planos associados no espago tangente, é igual ao tensor curvatura.

= K(X?Y)a

A proposicao a seguir garante a existéncia e a unicidade, em uma variedade dife-
renciavel munida com sua conexao riemanniana, de uma aplicacao que chamaremos de
conexdo em T;'(M), que permitira definir derivadas covariantes para campos tensoriais de

M.

Proposicao 2.4.7. Seja M uma variedade diferencidvel munida com sua conexrdo rie-

manniana V. Entao, existe uma unica conerao
T THM) x M) = T(M)
para cada T (M) tal que:
i. Sek=0el=1,isto é, T"(M)=%(M), entio V = V;

5. Para To(M) = C>(M),
@Xf:Xf;

t11. A conexao V satisfaz a regra do produto para os produtos tensoriais, isto €,

Vx (F®G) = (%(F) @G+ F® (?XG>;
iv. V comuta com todos os tracos de tensores, ou seja,

Vx (tr F) = tr (?ﬂ?) ;
v. Se X,Y € TH(M) ew € T1(M), entao

Vi lw (V)] = (@X@ (V) +w(VxY);
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vi. Sejam X, Xy,--- , X, € THM), wt,--- W € TI(M) e T € THM). Temos que,

(@XT) (Xu'" X, wh e ’wl) — X(T(le...  Xp,wh, ’wl)) _

ZT(XI,..- VxX;, - 7Xk;,w1,---

ZT(XD ?Xkawla"' 7@ij7"'wl) .

Por questao de simplicidade escreveremos V como V.

Definicao 2.4.8. Seja M wma variedade diferencidavel dotada de sua conexdo rieman-

niana V. Dado um campo (k,l)-tensorial T, a derivada covariante de T é o campo

(k + 1,1)-tensorial
VT :THM) x - x THM) x T{(M) x -+ x T{ (M) = C>®(M)
definido por

VT (Y, - - ,Yk,X,wl, . ’wl) = VxT (Y3, ,Yk,wl,--- ’wl)_

Se (M,~) é uma variedade riemanniana, entao, pela definigdo de derivada covariante

e a compatibilidade da métrica,
Vv =0.
Seja T € T (M). Se, em coordenadas,
= 0

T = Z Zjllzildxll(@ - @ da’ 0 "'®%,

i1, ip=1
J1,a=1

entao escrevemos em coordenadas a derivada covariante de 1" como

0

m m a
> Yvaiate  edtewe o ol

oL Oxi oz
i1, ip=1 r=1
J1aee gy =1

Como

o, da? = Z FJ dx?®,
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temos que

l m k m
Jiedi g1+ J1 J1Jp—1tip+1-JiJp g1+ J1 t
VAR =0T+ Y D T VR D D TN R

p:]_ t=1 g=1 t=1

Proposicao 2.4.8 (Regra do Produto). Sejam R € T} (M) e S € T4(M). Entao,

Vv, (le'“jl sz+1~..jz+q> _ (Verl“'jl) S<jl+1mjl+q n R (VTS?‘ZHM]‘H‘]) ‘

11l U1 ltp (SRR U1 lk4p 11l U1 lk4p
Dai juntamente com o fato de que Vv = 0 vem que,
VA9 =0=Vy'l=0.

As demonstracoes das duas ultimas proposi¢oes podem ser encontradas na referéncia

3.

Definicao 2.4.9. Seja (M,~) uma variedade diferencidvel dotada de sua conexdo rie-
manniana V. Considere T € T'(M) e Q € Te(M). Entdo definimos a divegéncia destes

campos tensoriais como:

i. A divergéncia de T € o campo (I — 1)-tensorial contravariante

divl =trVT;

ii. A divergéncia de QQ é o campo (k — 1)-tensorial covariante

div@ = tr, VQ.

Vejamos o exemplo a seguir:
Exemplo 2.4.1.

a) Seja T € T?(M). Assim, em coordenadas,

(divT) = (trVT)

m

L

J=1

= Em: v, TY.

j=1



b) Se T € To(M), entao

(divT),

(tr, VT)

i

Z 7" (VT)ijk

j,k=1

zm: VT

Jk=1
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Capitulo 3

Variedades de Einstein em Baixas

Dimensoes

Neste capitulo come¢amos definindo variedade de Einstein e apresentando dois resultados
gerais que serao utilizados no decorrer do texto. Em seguida fazemos um estudo das

variedades de Einstein de dimensoes 2 e 3 procurando caracteriza-las.

3.1 Variedades de Einstein

Definicao 3.1.1. Diremos que uma variedade riemanniana (M,~) é uma variedade de

FEinstein se existe uma funcao f : M — R tal que
Ric = f~.
Dizemos neste caso que a métrica v € uma métrica de Einstein.

O resultado a seguir nos diz que a fungao f é essencialmente a curvatura escalar

quando a variedade é Einstein, isto é, f = .S/m.

Proposicao 3.1.1. (M,~) € uma variedade de Einstein se, e somente se,
S
Ric = —7,
m
onde S € a curvatura escalar de M.

79



80

Demonstracao. (=) Temos que,

S—trWRm_ter’y—Z’V f’V = Z(Z’Y”’in>:fz5f:
i,7=1 =1 = =1
ou seja,
Ric:fgzéfy.
m

(<) Se Ric = %7, entao basta tomar a funcao f = % e, consequentemente, M é uma

variedade de Einstein. O

Proposicao 3.1.2. (Identidade de Bianchi Diferencial) Seja (M,~) uma variedade ri-

emanniana. Entao,
Vx,RU,V, X1, Xs) +Vx,R(UV, Xo, X3)+ Vx,R(U,V, X3, X;) = 0, (3.1)

para todo U,V, X1, Xo, X3 € X(M), onde R é o tensor de curvatura de M. Em coordena-

das temos
V, Rijii + Vi Riji, + ViR, = 0. (3.2)

Demonstracao. Sejam U, V, X1, Xo, X3 € X(M). Escrevendo estes campos vetoriais em
coordenadas, temos
m m m m m
U=> U, V Z L Xi=D Xfo, Xo=) Xi0 e Xs=) Xj0,
i=1 j=1 k=1 =1 r=1
A fim de simplificar nossos calculos, consideraremos coordenadas normais em p € M.

Dessa forma,
m

(Vo) (0) = 3 Th(p) Oy, = 0. Vst =1, m

qg=1
Pelas simetrias do tensor de curvatura temos que,
VX3R<U> Va X1> XQ) + VX1R(U7 ‘/7 X27 X3) + VX2R<U7 V> X37 Xl)
- VX3R(X17 X27 U7 V) + leR(X27 X37 U7 V) + VXQR(X?)’ Xla U7 V)

- Z [VT'R(akaahawaj) +ka(al7aT7aZ7a])
2,5,k l,r=1

+VIR (Or, O, 05, 0;)] X¥ XL X5 UV,
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Pelo que foi exposto acima para provarmos a igualdade basta mostrarmos que
VR (O, 01, 0;,0;) + ViR (0, 0y, 0;,0;) + ViR (0, Ok, 0;,0;) = 0,
para todo 4,7, k,l,r =1,--- ,m. Temos que,
V.R (0, 01,0;,0;) = 0, (R (0, 0;,0;,0;)) — [R(Va,0k, 0, 0;,0;) + R (0k, V.0, 0;, 0;)
+R (0k, 01, V,0;,0;) + R (0, 01, 0;, Vo, 0;)]
= 0 (7 (R (0 0) 0;,05)) .
Pela compatibilidade da métrica,

O (v (R (O, 01) 03,05)) = 7 (Vo, (R(0k,0) 0i) ,0;) + v (R (O, 0) 0i, V5,0)
= 7 (Vo, (R(9,0) 0i),0;) -
Com isso,
ViR (O, 01,05, 05) = v (Va, (R (O, 1) 9;) , 0;) .
Como
R0k, 0))0; = V5,V,0; — V5, V,0;,
pois [A, @] = 0, para todo kI =1,--- ,m, entio

VR (0, 0,,0:,0;) = 7v(Va, (Vo,Ve0i — V5 Vp0i),0))
= v(Vy, Vo, V50 — V5.V V5,0, 0;).
De modo anédlogo obtemos expressoes similares para Vi R (0, 0,, 0;, 0;) e V| R (0, Ok, 0, 0;).
Assim,
V.R (0, 01, 0;,0;) + ViR (0, 0y, 0;,0;) + ViR (0y, Ok, 0;, 0;)
= v(Va, Vo, V50 — V5.V V,0:,0;) +7 (Vo Ve Va.0; — Vo, Vo, Va,0;,0))
+7(Vy, V. Va0, — V5, Vs, Vo,0i,0;)
= v(Vs, Vo, V,0i — V5.V, V5,0, + V5 Ve Vs.0; — V5V Vo,0;
+Vo, V. V5,0 — Vo, Vo, V,0i,0;)
= v (R(0r,0k) V5,0i + R (0k,0) Vo,0; + R(0,,0,) V5,05, 0))
= 0.
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]

A seguir mostraremos a relagao, em coordenadas, entre a derivada covariante da cur-
vatura escalar S de M com a divergencia do tensor de Ricci.

Da identidade de Bianchi diferencial e a compatibilidade da métrica vem que,
> Y (Ve Riry + Vi Rijir + ViRije) = 0
= Y1 Ve (V' Rijut) + > ii=1 Vi (V' Rijir) + > i1 Y'WiRijk =0
Vi <Z;'n,l=1 ’leRijkl) + Vi <ETJ:1 ’leR@'jzr> + 30 Y ViR = 0
= =V (Z;'n,lzl VﬂRjz‘kl> + Vi <Z;n,z:1 leRjirl) + ZTZZI 'leleijrk: =0

= VTR,k = VkRW + Z;’n,lzl ’YﬂVZRijrk.

Assim,
ik=1
= D _"V.Ry
ik=1
= Z ’Yikkaz‘r + Z ’Yik Z ’Yﬂleijrk
ik=1 ik=1  jl=1
= (divRic), + Y "'V, (Z yikRijrk)
jl=1 ik=1
= (divRic), + > Y'ViR;,
jl=1
= 2(divRic), .
Logo,

V.S = 2(divRic),

ou se preferir

V,S =2 f: V. RE.

k=1
Teorema 3.1.1. Se (M,~) é uma variedade de Einstein conexa tal que m > 3, entdo a

curvatura escalar de M é constante.



Demonstracao. Da proposicao m temos que, Ric = %fy. Com isso

Como m > 3, entao V;,S =0,Vi=1,---

conexa.

3.2 Variedades de Einstein de Dimensao 2

I

4

4

Y

—~

Rij = 2%

ViRij = Vi (27;)

ViR = 19,8

D et VEVERy = 2 3T v i VS
(div Ric), = £ 7, (72,7497 ) Vs

Vit = 1 ZZL 5ka5

2 T m
v;S _ V;S
2 T m

m—2)V,S=0,¥i=1,-,m.
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,m. Portanto, S é constante em M, pois M é

]

Seja (M, ) uma variedade riemanniana de dimensao 2. Como dim7,M = 2, entao T,M

contém apenas um plano que é ele mesmo. Dessa forma, podemos considerar a curvatura

seccional K de M associada a T,M como uma fun¢do de M em R. Seja {Ej, E2} uma

base ortonormal de T, M. Temos que,

S(p) = 2K (Ey, Ey) :=2K(p), Vp € M.

Considere o campo tensorial 4-covariante R dado por

R<W7X7 Y, Z) =K [7(VV7 Z)’V(X’ Y) - 7(W Y)/Y(X7 Z)] .

De onde vem que,

R1221 = R(E17E27E27 El) -1

= R(E\,Ey,Ey, F))-|EyAEy)* =
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= K (Ey, E»)
= K(p)
— K(p) [y (Ey, By) 7y (Ey, By) — v (Ey, Eo) vy (B, Ey))

= R1221-

Temos ainda que
Rig1g = —Rignn = —K(p) = Risn

Ro112 = Ri991 = K(p) = R2112
Ro121 = —Rigo1 = —K(p) = R2121

e as demais componentes dos tensores R e R sao nulas. Destarte,

RW,X,Y,Z)=R(W,X.,Y,2)
= R(VVaX>Y: Z) = Kh(W: Z)’y(X,Y) _7<W7Y>7(X7 Z)]

Em coordenadas
Rijr = K (Yavje — YirVit) -

Assim, a unica componente independente de R;;i; em dimensao 2 é Rig2.

O teorema a seguir diz que toda variedade de dimensao 2 é uma variedade de Einstein.

Teorema 3.2.1. Se (M,~) é uma variedade de riemanniana com m = 2, entdo (M,~) é

uma variedade de Einstein.

Demonstracao. Das consideracoes anteriores temos que,

S
Rrijs = 5 (%s%j - ’Yrj%’s) .

Dessa forma,

2
Rij = ZWTSRm'js

r,s=1

2
WS
= D "5 (g = Weyis) =

r,s=1
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S 2
= 72] Z (Z 78r7rs> - E ; <Z ’Ysrﬁ)/r]) Yis
= 5%’;‘ Z 0y — by Z (55%5
s=1 s=1

S
= SV — E%'j
S
= 5%’;‘-
Logo, Ric = (5/2)7, isto é, M é uma variedade de Einstein. O

Do teorema anterior temos que
Ric = K7,

entao se K = 0 segue que o tensor de Ricci é nulo. Agora, se Ric=0e p € M tome um

campo vetorial X de M tal que X, # 0. Assim,

Ric (X, X) (p) = K (p) 1 (Xp, Xp)

O préximo resultado resume a discussao acima e classifica as variedades de Einstein

completas de dimensao 2 cujo tensor de Ricci é nulo.
Teorema 3.2.2. Seja (M,~) uma variedade riemanniana bidimensional, entdo
Ric=0& K =0.

Além disso, se Ric = 0 e M € uma variedade completa, entdo M € uma das sequintes

variedades:
1. 0 espaco euclidiano R?;
1. o toro plano T?;

22t. o cilindro plano;
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. a garrafa de Klein plana;
v. a faiza de Mobius.

A demonstracao da classificacao das variedades riemannianas de dimensao 2 com cur-

vatura nula pode ser encontrada em [19].

3.3 Variedades de Einstein de Dimensao 3

A seguir apresentaremos alguns resultados gerais, referentes a variedades riemannianas de
curvatura seccional constante, que serao utilizados para demonstrar o resultado principal

desta secao.

Teorema 3.3.1. Seja (M,~) uma variedade riemanniana. A curvatura seccional de M

€ constante Ky se, e somente se,
R(X,Y, Z,W) = Ko [y(X, WN(Y, Z) = (X, 27 (Y, W)], (3-3)
ou de forma equivalente,
R(X,Y)Z = Ko[7(Y, 2)X —~(X, Z)Y].
Neste caso:
i. Ric = (m —1) Kov;
. S=m(m—1)K,.

Demonstracao. Faremos a demonstragao deste teorema em trés partes.

1¢ Parte: A curvatura seccional de M é constante K, < (3.3)).

(=) Considere o campo tensorial 4-covariante R dado por

R(Xv Y> Zv W) = KO h(X7 W)’)/(Y, Z) - 7(X> Z)’Y(}/a W)] .
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Verificaremos, agora, que R satisfaz as propriedades de simetria do tensor de curvatura.

Com efeito,

RY,X,Z,W) = Ko[y(Y, W) (X, Z) =Y, Z)y(X,W)]
= —Ko[y (X, W) (Y,Z) —v(X, Z)7(Y,W)]
= —R(X,Y,Z, W),

R(Xv Yv W7 Z) = KO [7(X7 Z)'Y(Y> W) - 7(X7 W),Y(Y; Z)]
= —Ko[y(X, W)Y, Z) —~v(X, Z)y(Y,W)]
— —R(X,Y,Z, W),

R(Z,W,X,Y) = Ko[W(Z.Y)y(W,X) —~4(Z, X)y(W,Y)]
= Ko [V(Xa W)V(Y; Z) - 7(X7 Z)W/(Yv W)]

= R(X.Y,Z,W)

RX,)Y,Z W)+ R(Y,Z,X,W)+ R(Z X, Y,W)

= Ko[y(X, Wn(Y,2) =v(X, Z2)y(Y, W)] + Ko [y(Y, W)y (Z, X) =Y, X)7(Z,W)] +
KO [7(27 W)V(Xv Y) - 7<Z7 Y)'V(Xv W)]

= 0.

Temos, ainda, que

R(Xv Y, Y> X) Ky [V(Xv X)'V(K Y) — ’Y(X> Y)’Y(Y; X)]
7(X’X)'7(Y7Y)_7<X7Y)2 ’7(X7X)"7(Y;Y)_'7(va)2
= K,, (3.4)

para todo X,Y € T,M linearmente independentes. Portanto, pelo lema [2.4.1]

R(X,Y, Z,W) = R(X,Y, Z W) = Ko [y(X, X)7(Y,Y) = (X, Y)y(Y, X)].

(<) Segue diretamente de ([3.4]).
2¢ Parte: (3.3) < R(X,Y)Z = Ky [1(Y, Z)X — 4(X, Z)Y].



(<) Esta implicacao é direta por definigao do tensor de curvatura. (=) Temos que,

v (R(X,Y)Z, W) = R(X,Y,Z, W)
= Koy (X, W (Y, Z) = (X, Z)y (Y, W)]
= 7(E (Y, 2)X — (X, 2)Y], W),
para todo XY, Z, W € T,M, entao

R(X,Y)Z = Ko[y(Y, 2)X —~(X, Z)Y],

para todo X,Y,Z € T,M.
3¢ Parte:

1. Temos que,

Ry = Z’YTSRm'js

r,s=1

= Z Y Ko (YrsVig — VrjVis)

r,s=1

m m m m
= KO%J' Z (Z 787"7?’3) — KO Z <Z VST%"]') Yis
s r=1 s=1 r=1

=1

= KO/Vij Z 5; - KO Z 6;’718
s=1 s=1

= mKoyi; — Koy

= (m—1) Koy
Assim, Ric = (m — 1) Kyy.

ti. Utilizando o resultado em ({3.5)) vem que,

S = ZVinz‘j

38
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=1

= m(m—1) K.

]

Note que, se a variedade riemanniana tem curvatura seccional constante entao o tensor
de curvatura é escrito em fungao do tensor métrico.

Do item 2. do teorema anterior segue o seguinte corolario:

Corolario 3.3.1. Variedades riemannianas de curvatura constante sao variedades de

FEinstein.

O corolério a seguir apresenta a equivaléncia entre curvatura seccional constante e as

componentes do tensor curvatura de uma variedade riemanniana.

Corolério 3.3.2. Seja (M,~) uma variedade riemanniana. Considere para cada p € M
uma base ortonormal { Ey, ..., E,,} de T,M. Entao, a curvatura seccional de M é constante
Ky se, e somente se,

Rij;i = Koy, paratodoi # j

Rijij = —Koy, paratodoi #j

Rijii = 0, nosdemais casos

para todo p € M.

Demonstracao. Do teorema temos que M tem curvatura seccional constante K se,
e somente se, R(X,Y, Z, W) = K, [y(X,W)y(Y, Z) — v(X, Z)y(Y,W)]. Como um tensor
¢ determinado pelas suas componentes, entao M tem curvatura seccional constante K|

= R(EZ, Ej, Ek, El) = KO ["}/(E,L, El>"}/(Ej, Ek) — 7<E17 Ek)"}/(Ej, El)] Mas,

R(E;,, Ej,Ey, E)) = Ko (0 6k — ik - 951)
Ko, parai =1, j =kei#j
= —Ky, parai =k, j=lei#j ,

0, nos demais casos
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isto é,
Rij;i = Koy, paratodoi # j
Riji; = —Ky, paratodoi # j
Rij;i = 0, nosdemais casos
Destarte, segue o resultado. O]

Teorema 3.3.2. Seja (M, ) uma variedade riemanniana conexa de dimensao 3. Entao,

M ¢ uma variedade de Finstein se, e somente se, M tem curvatura seccional constante.

Demonstra¢ao. (=) Inicialmente calcularemos as componentes do tensor de curvatura,

em um ponto p € M, para uma base ortonormal {E1, ..., E,, } de T,M. Como M é uma

variedade de Einstein conexa de dim M = 3, entao, pelo teorema/|3.1.1] a curvatura escalar

de M é constante Sy. Dessa forma,

4

3
So = Z v R;;

1,j=1
3

Z 6inij - S(]

ij=1

3

E R =S
i=1

3 3 3
Z Y Ry + Z Y Rygo + Z Y Ryzz = So

k=1 k=1 k=1
3
> " (Ririk + Riazk + Rissr) = So
k=1
Ri221 + Riss1 + Raii2 + Ragse + Rsi113 + Rses = So

Ry991 + Rasso + Riss1 = So/2. (3.6)

Como M é uma variedade de Einstein, entao

So So
?%’j = — 0ij,

So
1C 3’}/ j 3

para i,j = 1,2,3. Assim, R; = %, 1 =1,2,3. Temos que,

3
S
Rig91 + Rizz1 = Z YRy = Ry = =0 (3.7)

3
k=1
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Substituindo o valor de (3.7) na igualdade (3.6)) obtemos

So  So So
R —=—=2R = —.
2332 + 3 5 2332 6

De modo analogo obtém-se
So

R1221 = R1331 = -

6

Pelas simetrias do tensor curvatura temos que,

S
Ri901 = Ri331 = Razzo = Ror12 = R3113 = R3203 = EO
e
So
Ri212 = Ri313 = Razo3 = Roio1 = R3131 = R3a30 = 5
Note que,

R = 0,

parat, 7,k =1,2,3. Como dim M = 3, temos que pelo menos dois indices das componen-

tes do tensor de curvatura sao repetidos. Ainda temos que,

3
Riij1 + Raijo + Raijz = Z Y Riiji = Rij = 0,Vi # j,
k=1

para i,7 = 1,2,3. Dai vem que,
Rijiis = Riji, = Rijj; = Rijje = Rijri = Rijry = Rijer = 0,

parat,j,k =1, 2,3, onde indices representados com letras distintas correspondem a valores

diferentes. Portanto, pelo corolério |3.3.2] a curvatura seccional de M é constante.

(<) Segue diretamente do coroldrio [3.3.1] O
Corolario 3.3.3. Seja (M,~) uma variedade riemanniana conera com dim M = 3.
Entao,

Ric=0& K =0.
Demonstragao. (=) Temos que,

Ric=0=0-7.
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Assim, M ¢é uma variedade de Einstein e, pelo teorema [3.3.2] K é constante. Pelo item
i. do teorema [3.3.1] para X € T,M \ {0},

Ric (X, X) = (3—1) Ky (X, X)
= 0=2K7(X,X)
= K=0.

(<) Como a curvatura seccional de M é nula, ou seja, constante, entao, pelo item . do
teorema [3.3.1]
Ric = 2Kv

= 2.0-~4

]

Assim, vemos que o estudo de variedades de Einstein ganha um aspecto independente
a partir de dimensao 4, pois em dimensao 2 todas as variedades riemannianas sao Einstein,

enquanto em dimensao 3 elas tem curvatura constante.



Capitulo 4

Variedades de Einstein com

Folheacoes Totalmente Umbilicas

Neste capitulo estudaremos variedades de Einstein folheadas por hipersuperficies total-
mente umbilicas. Se denotarmos por z o parametro que da a distancia entre as folhas,
veremos que a curvatura média H de cada uma delas é funcao apenas de z, sendo estas
também variedades de Einstein. Abordaremos o problema de realizar uma funcao dada

H(z) como tal, principalmente quando ha algum tipo de simetria sendo envolvida.

4.1 Hipersuperficies em Variedades Riemannianas

As demonstracoes dos resultados basicos desta secdo podem ser encontradas nas re-
feréncias [3], [7] e [16].

Seja (M,~) uma variedade riemanniana conexa e orientavel munida da sua conexao
riemanniana V. Chamaremos de hipersuperficie a subvariedade > mergulhada em M,

conexa e orientavel de codimensao 1 com a métrica induzida 7, isto ¢,
7= 7‘2'
Dados dois campos vetoriais X e Y em 3, definimos em p € X
(VxY), = (v;j)p e T,M, (4.1)

93
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onde X,Y € X (M) sao extensoes dos campos, respectivamente, X e Y. A expressao acima
nao depende destas extensoes, o que é diretamente verificado em coordenadas adaptadas

a subvariedade . Como

T,M =T,2 & (T,%)", (4.2)
onde (TpE)L é o espago vetorial y-ortogonal a 7,3 em p, entdo o vetor (VxY), em 1'
pode ser escrito de forma tnica como

(VxY), = Tan(X,Y), + Nor(X,Y),

com Tan(X,Y), € T,% e Nor(X,Y), € (T,X)" — componentes tangencial e normal de
(V XY)p, respectivamente. Seja N o campo normal em 3 compativel com sua orientagao

(N é y-unitério, isto é, v(N, N) = 1), entao,
(VxY), = Tan(X, Y), + I,(X, Y)N,, (4.3)
onde
Nor(X,Y), = IL,(X,Y)N,.

Assim,
% (V). V) = 3 (Tan(X, V), + I, (X, V)N, N,)

= 1,(X,,,) =% ((VxY),. N,)

Observe que, claramente a expressao 7, ((V XY) ) depende de X no ponto p. Como

% ((vxy)p , Np> =, ( VyX), + [X, Y], Np)
= % ((9rX), . Ny ) + % (X, Y], V)
= % ((va>p )
pois [X, Y], € T,%, entdo 7, <(VXY)p , Np) depende de Y no ponto p. Dessa forma, II,
estd bem definida e é uma forma bilinear simétrica em 7},%.

Da discussao acima segue a seguinte defini¢ao:

Definicao 4.1.1. A sequnda forma fundamental de ¥ é o campo tensorial 2-covariante

simétrico dado por

(X, Y) = 7(VxY, N),



para todo X,Y € X(X).
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Teorema 4.1.1. Sejam (M,~y) uma variedade riemanniana conexa e orientdvel munida

de sua conexao riemanniana V e (3,7%) uma hipersuperficie orientada em M com sua

conexao riemanniana V, onde 7y é a métrica induzida por y. Entao, para campos vetoriais

XeYemX
VxY =VxY —II(X,Y)N.

Teorema 4.1.2 (Equacao de Weingarten). Sejam X,Y € X(X). Entao,
I(X,Y)=—~(X,VyN).
Teorema 4.1.3. Sejam X,Y, Z, W € X(X). As sequintes equagies se verificam:
t. Fquacao de Gauss:
R(X,Y,Z,W)=R(X,Y,Z,W) - II(X, W)Y, Z) + 1I(X, Z)II(Y, W),
onde R ¢ o tensor curvatura de ¥ em 3.
1t. Fquacao de Codazzi:
R(X,)Y,Z,N) = (VxI) (Y, Z) — (Vy 1) (X, Z).
Corolario 4.1.1. Sejam p € M e X,Y € T, vetores ortonormais. Entao,
K(X,Y)=K(X,Y) + [[I(X, Y)]2 —II(X, X)II(Y,Y),
onde K € o curvatura seccional de Y.

Demonstracao. A prova sai diretamente da equacao de Gauss.

(4.4)

]

Podemos associar naturalmente a II um operador linear autoadjunto, para cada ponto

peX,
S, T, = T,%

definido por

3, (Sp(u),v) = I,(u,v),Vu,v € T,X.
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Esse operador é chamado de operador forma de . Como gp ¢ autoadjunto, entao existe

uma base J-ortonormal 5 = {ey, - ,e,_1} de T, ¥ formada por autovetores, ou seja,

Sp<€i> = K€,

parat=1,--- ,m—1. Os autovalores k1, - - - , K,,_1 s@o chamados de curvaturas principais

de ¥ em p.

Definicao 4.1.2. A curvatura média de ¥ em p é dada por

+ -+ Kt

1 — K
H(p) = trS, = — —

m—1

4.2 Folheacoes por Hipersuperficies em Variedades
Riemannianas

Seja (M, ) uma variedade riemanniana conexa e orientavel tal que em cada ponto p € M
passa uma unica hipersuperficie orientada ¥,. Neste caso dizemos que a variedade M ¢
folheada por suas hipersuperficies, isto €,

M=]x,.

peEM

Ep

Figura 4.1: M folheada pelas hipersuperficies ¥,,.

O campo vetorial normal N em ¥ mencionado na segao [4.1, agora, pode ser natu-
ralmente estendido, pela folheacao, a um campo vetorial normal em M, que também

chamaremos de N.
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Considere o campo tensorial N € 7;(M) definido por
N(X) =A(X,N),
para todo X € X(M). Perceba que,
N(N)=1 e N(X)=0,VX € x(%).

A partir do campo tensorial N podemos estender o tensor métrico 7 em Y para um campo

tensorial 2-covariante em M, segundo a férmula
7:=y—-N®N. (4.6)

Note que,
(X, N) =3(N,X) = (N, N) = 0, VX € X(5).

Proposigao 4.2.1. Seja p € M. Considere p € ¥ e {uy, -+ ,Upn_1} uma base de T,%.

Entao, existem campos locais X1, , X,;n—1 € X(U), onde U C M € uma vizinhanca em
p, tais que

1. {X1(9), -, Xm-1(q),N(q)} € uma base de T,M,Vq e U;
tii. [X;, X;| =[N, X;] =0 em U, para todo i,j=1,--- ,m—1;
w. X,(q) € T,X,, para todo g € X,NU comi=1,---,m—1.
Além disso, se o campo vetorial normal € geodésico, isto €, VyN =0, entdao, em U,
v(X;,N)=0,Vi=1,--- ,m—1,
isto €,
Xi(q)eT,X,¥VqeU e i=1,--- ,m—1.

Demonstragao. Seja (V1)) uma carta local de M em p adaptada a subvariedade X tal
que ¢ = (y',---,y" 1, y™). Como
m—1

-0

J=1

p7



Figura 4.2: Campos vetoriais X; em U através do fluxo de N.

entao podemos definir os seguintes campos vetoriais locais em X(X),

m—1
0
= oy’ '
paratodoge Vei=1,--- ,m—1. Note que, parai=1,--- ,m — 1,
Yi(p) = wi
e
[Yi>Yj]:O7
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em V' NX. Sem perda de generalidade, pelo teorema de existéncia do fluxo local (teorema

2.2.1) obtemos um fluxo local Fy : (—¢,¢) x V. — M, onde p € V. Agora, Defina os

campos vetoriais X;, com ¢ = 1,--- ;m — 1, em uma vizinhanca U C V do ponto p tais

que

Xi(a) = [(Fy), Y] (@) =dFy (D) Yi(d), Va €U,

onde § = Fy'(q) € S NU para algum ¢ — Ver ﬁgura Note que, parai =1, --

Xi(q) =dF} (9 Yi (§) = L1 - Yi(q) =Yi(q) € T, , Vg e XN,

onde I,,_1 é a matriz identidade de ordem m — 1. Dessa forma,

Xi(p) =Y (p) = Uy,
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parai=1,--- ,m—1. Como {Xi(p), -+, Xn_1(p), N(p)} é L.1., entdo, sem perda de ge-
neralidade, {X;(q), -, Xim-1(¢), N(¢)} é¢ L.I. em U. Isto ¢, {X1(q), -+, Xin-1(q), N(¢)}
¢ uma base de T,M, Vq € U. Temos que, para i,j =1,--- ,m — 1,

(X, X51(q) = [(Fv),Y: (Fx), Yil(a)
= (Fn), ¥, Yl(@)
= dFy (@) [V, Y] (9)
- 0,

para todo ¢ € U. Como {Fk} é um grupo local a l-parametro de N, entdo dados

41,32 € U na mesma trajetéria, existe ¢y tal que

q2 ijt\? (Q1)

e
Xige) = dF (@) Xi (1),
parai=1,--- ,m — 1. Dessa forma, para todo g € U e t,
Xi(Fy (@) = [(Fx). Xi] (Fy (9)
= [(Fn)" X (9) = Xi(q)
= & [(FR)"Xi] ()] .y =0
= (LyXi) () =0
= [N, Xi](¢) =0,
parai=1,--- ,m — 1. Assim, os campos vetoriais Xy, -+, X,,_1 ¢ N comutam entre si.

Defina a aplicacao
) (xl, . ,xmfl,z) = ( f(ll o ;i o--- of}“(z__ll o]-"fv> (p). (4.7)

Como ¢ é um difeomorfismo local, entao ¢ é um sistema de coordenadas locais em p.

Note que,
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Resta-nos provar a ultima afirmacao da proposicao. Temos que,

0

= 07

para todo ¢ € X NU. Assim, v(X;, N) é constante ao longo do fluxo F%(q). Mas,
v (Xi, V), = 0, entao v (X, N) é nulo ao longo do fluxo F(q), isto é, temos que, em U,

No sistema de coordenadas em 1' as hipersuperficies z = zy sao ortogonais a N = % e

portanto, representam as hipersuperficies »’s. Note ainda que,
N =dz.

]

Corolario 4.2.1. O campo vetorial normal € geodésico se, e somente se, existe um sistema

de coordenadas (U, ¢) em M com ¢ = (z*,--- ;2™ 1 2) tal que
m—1
v =dz* + Z iijdxida:j,
ij=1

sendo cada hipersuperficie ¥ localmente descrita por uma equagao z = zy. Em particular,

0

azN e dz=N.

Demonstracao. (=) Segue diretamente da proposicao 4.2.1}

(<) Temos que,

0 9\ (9 O\, = i [0 O
7(a—a—) = dz (am)iw (do M)(w&)
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e
B o 0
% = VG 5w
a0\ NI
- d 2 N oy T~ Yy d d J P
z <8x”8x9> —l—ijzlvj( T @ dx ) <8x“8xﬂ>
- 71']"
Assim,
0 _
& =N e T ="s
Dessa forma, em coordenadas,
VN = > [NV + Z NZNJF’“>
k=1 1,j=1
= > Dk
k=1
onde 0,, = %. De 1) e 1} vem que
Tmj = 5mj7
para j = 1,--- ,m. Pela igualdade (2.16]) obtemos
1 ¢ Ik
- 5 Z m/yml + am’le almem) v= 07
para k=1,--- ,m. Logo,

VNN =0.

O

Exemplo 4.2.1. O espago euclidiano sem a origem M = R3\ {0} ¢ folheado por esferas

concéntricas e considerando o sistema de coordenadas esféricas, temos que

vy =dr® 4 r? (dgp2 + sin® ¢ d92) .

Localmente, S% é caracterizado por r = R com
» MR

0

E:N e dr

=N
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A

Pelo menos localmente, o corolario anterior mostra que z é o parametro comprimento
de arco das geodésicais normais (7 = N) e representa a distancia entre duas hipersu-
perficies, embora isso nem sempre seja verdade globalmente. Assim, denominaremos z,
ou z+ 2o para algum zg, como o parametro distancia entre hipersuperficies. Em particular,

se f € C*°(M), nas coordenadas adaptadas,

of

Se Vx f =0, para todo X € T, em todo ponto p € M, entao
df

A definicao a seguir estende o conceito da segunda forma fundamental de uma hiper-

superficie para a variedade ambiente M.

Definicao 4.2.1. A sequnda forma fundamental € o tensor 2-covariante em M definida
em p € M por
I(u,v) = =7 (u, Vo N) + 7 (u, VyN) N(v),

para todo u,v € T,M.
Vejamos alguns casos particulares da segunda forma fundamental de M:
i. Se X, Y € X(%,), entdo
IL,(Xp, V) = =% <va (VYN)p> )
ou seja, II, coincide com a segunda forma fundamental da hipersuperficie X,,.
1. Se X € X(X,), entao

II(X,N) = —7(X,VNN) +~(X,VyN)N(N) =0

(N, X) = —y(N,VxN) +7(N,VyN)N(X) = —y (N, VxN) = 0,
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pois (VxN), € T)X. Ainda,
II(N,N) = —y (N, VyN) + 7 (N,VyN)N(N) = 0.

Em resumo,

II(X, N) = II(N, X) = II(N,N) = 0. (4.10)

Assim, concluimos que a segunda forma fundamental de M é simétrica. Mais do que
isso, no ponto p € M ela ¢ a tnica forma bilinear em T,M que coincide com a segunda
forma fundamental de ¥, em 7,3, e IL,(V,, ) = 0.

Da mesma forma que associamos o operador forma S, a II, em ¥ podemos associar

um operador linear S, : T,M — T,M a segunda forma fundamental de M definido por
Y (Sp(u),v) = 1L, (u, v), Yu,v € T,M.

Chamaremos este operador de operador forma de M em p. Note que S, ¢ autoadjunto,
pois 11, é simétrica. Sem perda de generalidade, tome uma base 8 = {e1, -, €m—1, Np}
de T, M tal que e; € T,X, parai =1,--- ,m — 1. Como a tltima linha e a ultima coluna

da matriz associada a II, com relacao a 5 sdo nulas (veja a relacao em (4.10) e

(Sp)5 =D 7" (p) 1 (p),
k=1
parai,j =1,---,m com e, = IV, entao
trS, = try (1I,) |Tp2 =trS, = (m—1)H(p),

onde H(p) é a curvatura média de X,.
Agora, no contexto de folheacoes, podemos estudar a variacao da segunda forma na

direcao normal, o que nao era possivel quando tinhamos uma tnica hipersuperficie.
Teorema 4.2.1. Sejam X,Y € X(X). Entdo, em %,
(VNID(X,Y) = R(N,X,Y,N)+~(VxN,VyN) —v(X,Vy (VNN)); (4.11)

(VxI) (X,N) = (VyI)(N,X) = —II(VyN,X); (4.12)
(VnII) (N,N) = 0. (4.13)
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Demonstracao. Sejam XY € X(X). Entao, pela proposi¢ao m, para cada p € M

existem extensoes locais X,Y € X(U), onde U C M é uma vizinhanca em p, tais que

i. X(q),Y(q) € T,%, para todo ¢ € UNY;

ii. [X,Y]=[X,N]=[Y,N]=0em U.

Sejam 11, Ty, T3 € To(M) definidos por

T(Z,W) = R(N,Z W,N):

TQ(Z,W) = ’}/(VZN,VwN),

T3(Z,W) = —~(Z,Vw (VNN)),

para todo Z, W € X(M). Utilizando a notagao inicial, temos que:

i. Se X, Y € X(X), entdo, em X,

T ()”(,if) — R(N,X

Isto é, em X,

(VyID (X,Y) =

R(N,X,Y,N)+~v(VxN,VyN) — (X, Vy (VyN)).

3. Para os demais casos usufruiremos das igualdades em (4.10)). Assim,

(V1) (N, X>

— Yy (11 (N, X)) —1 (vNN, X) I (N, VNX)
— T (vNN,X);
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(Va ID) (XN) — Yy (11 (XN)) I (vNX,N> I (X,VNN)
— T (vNN,X')

(VnII) (N,N) = Vy(II(N,N)) =1 (VyN,N)—II(N,VyN)

= 0.

4.3 Folheacoes Totalmente Umbilicas em Variedades
de Einstein

Definicao 4.3.1. Um ponto p de uma hipersuperficie ¥ é chamado de ponto umbilico se

I, = €7,. (4.14)

para algum & € R. Se todo ponto de uma hipersuperficie ¥ é umbilico dizemos que Y €

uma hipersuperficie totalmente umbilica.

Como 7y =~ — N®N em T, M, podemos estender a equagao 1} para T, M, ou seja,

I, (u,v) = £7,(u,v),

para todo u,v € T,M.
Considere uma base 3 de T,,X formada por autovetores do operador forma de > em p.

Temos que,

e [T )], M), = [ 0], - [Tk )] 4
& [(p)]s =€ k™ (p)}ﬁ

< 1, =87,
Dai vem que, um ponto p de X é umbilico se, e s6 se, as curvaturas principais de X em p

sao iguais.
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Exemplo 4.3.1. A esfera e o plano sao exemplos de hipersuperficies totalmente umbilicas
no espaco euclidiano R3. De forma geral, as hipersuperficies totalmente umbilicas em
R™*! com a métrica euclidiana estdo contidas ou em um hiperplano ou em uma hiperes-

fera. Os detalhes podem ser encontrados em [7] ou [15].
A

O teorema a seguir mostra que em uma variedade de Einstein folheada por hipersu-
perficies totalmente umbilicas, com o campo normal sendo geodésico, tem-se que suas
folhas sao também variedades de Einstein e que a curvatura média é constante ao longo

de cada hipersuperficie.

Teorema 4.3.1. Seja (M,~) uma variedade de Finstein, isto €,
Ric = Ay

conexa e orientdvel de dim M = m, munida de sua conexao riemanniana V, e folheada
pelas suas hipersuperficies totalmente umbilicas (3,7) em M. Se o campo normal N em

M € geodésico, entao:
i. A curvatura média H de Y € constante ao longo da hipersuperficie 3;

it. A hipersuperficie ¥ € uma variedade de Einstein com

A=A+ (m—-1)H?>-VyH;

t1i. A curvatura média H de X satisfaz a equacdo

A

Demonstragdo. Sejam p € ¥ e = {ey, ..., ep_1, N} uma base y-ortonormal de T,M tal
que 3 = {ei, ..., em_1} é uma base F-ortonormal de T,X. Para u,v € T,M temos que,

m—1
Ric (i, ) = > R(e;, 4,0, ¢;) + a (i, ), (4.16)

=1
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sendo

a(@,7) = R(N,a,3,N)

um tensor 2-covariante simétrico. Note que, a(N,-) = 0. Da igualdade (4.2)) temos que
existem Aj, Ay € R tais que

ﬂ:u+)\1N

U =v+ A N.

Dessa forma, escrevemos a expressao (|4.16)) como

m—1 m—1
Ric(a,7) = a(u,v)+ Y R(e,u,v,e)+ M\ Z R (e;, N,v,e;) + A2 b(u) +
i=1 i=1
m—1
MA2 Y R(e, N,N,e;), (4.17)
i=1
onde
m—1
b(u) = R(e;,u, N, e;)
i=1
é um funcional linear. Temos que,
m—1 m—1 m—1
R(e;, N,N,¢;) = R(N,e;e;,N) = a(e;, e;) (4.18)
i=1 i=1 i=1
e, da equagao de Gauss (|4.4]),
m—1 m—1
Z R (ej,u,v,e;) = Z (R (&;,u,v,e;) — (eg, €;) 1w, v) + 11(e;, v) I(u, ;)]
i=1 i=1
m—1 m—1
= Ric(u,v) — (Z 11 (e, ei)> IT (u,v) + Z II(e;, v) I(u, e;)
i=1 i=1
m—1
= Ric(u,v) = (tr5 I T (u,0) + > (u, ;) (v, ;). (4.19)
i=1

Substituindo as expressoes obtidas em (4.18) e (4.19) em (4.17) temos

m—1
Ric (@, 5) = a(u,v) + Ric(u,v) = (te5 I I (u,0) + > (u, ;) (v, e;) +
=1
m—1 m—1
)\1 Z R (ei, N, v, Gi) + )\2 b(U) + )\1)\2 Z a (ei, 61') . (420)

i=1 i=1
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Assim, da equacao (4.20) obtemos as equacgoes

Ric(u, v) = Ric(u, v) + a(u,v) — (tr5 1) 1T (u, v) + Z_: (u, e;) (v, ), (4.21)
b(u) = Ric(u, N) (4.22)
Z a(e;, e;) = Ric(N, N), (4.23)

para u,v € T,X. Aplicando a hipétese de que a variedade M é Einstein nas equacoes

(4.21), (4.22) e (4.23) chegamos nas equagoes

Ay(u,v) = Ric(u,v) + a(u,v) — (trs 1) I (u, v) + Z_ (u, e;) (v, e;), (4.24)
b(u) = 0 (4.25)
trya = A, (4.26)

onde u,v € T,X.
2. Como a hipersuperficie ¥ é totalmente umbilicas, isto é,
[I=¢y

com & € R, entao

= trS=(m—1)¢

= ¢ ﬁtr?
= ¢(=H.

Assim,
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Com isso

-~ -~

(Voll) (w,0) = (VoH)F(u,0) + H (Vo) (w,0) = (VuN @ N) (u,0)-
(N ® Vwﬁ> (u, v)]
= (va) ﬁ(u,v), (4.27)

para todo u,v € T,X. Da equagao (4.25)) vem que,

Zz”i*ll R (eia €k, N7 ei) =0

= Z?:llR(ei,ek,ei,N) =0

Y

>k R (ei ex,ei, N) =0
2izn (Ve 1) (en, €5) = (Ve 1) (€3, €4)] = 0
2z (Ve H) Y (ex, €i) = (Ve H) 7 (€5, €:)] = 0
> ik Ve H=0

(m—-2)V,H=0

4

L

vekH = 07

para k=1,--- ,m — 1. Logo,
V.H =0,

para todo u € T),X. Isto é, a curvatura média H ¢é constante na hipersuperficie X.

2. Sejam u,v € T,2. Temos que,

v (VuN,V,N) = —II(V,N,v)
= —H~v(V,N,v)
= HIl(v,u)

= H?*y(u,v). (4.28)
Da expressao (4.27)) vem que

(V1T (u,v) = (VNH)F(u,v). (4.29)

=2l



110

Dessa forma, substituindo as expressoes de (4.28]) e (4.29) na equagcao (4.11)) obtemos

a(u,v) = (VNH — HQ) F(u,v),

pois o campo normal N é geodésico. Além disso, temos que

m—1 m—1

ZH(u, e;) (v, e;) = ZHQW(U, ei)y(v, €)

=1 i=1

m—1
= HQE TR
i=1

= H*7¥(u,v).

(4.30)

(4.31)

Agora, substituindo as expressoes obtidas em ([4.30]) e (4.31)) na equagao (4.24]) temos

AF(u,v) = Ric(u, v) + au, v) — (tr5 1) IT (w, v) + S0 (u, e;) (v, e;)

= A¥(u,v) = Ric(u,v) + (VNyH — H*)F(u,v) — (m — 1) H* (u,v) + H*¥(u, v)

= m(u,v) = Kﬁ(u,v),
onde

N=A+ (m—1)H? — VyH.

Portanto, a hipersuperficie > é uma variedade de Einstein.

212. Das equacoes e temos
Ay =Ay+a—(m—1)H~+ H>?
a=(A=A+(m—2)H*7y
= trya= (A= A+ (m—2)H?) tr57

= A=(m—1)(A—A+ (m—2)H?)

3

= A="22A4 (m—2)H%

-1

3

Por (4.32),
A+ (m—1)H? —VyH =222\ + (m — 2)H?

m—
m—1

= VNH+(m—2)H?>— (m—1)H? =\ — 2=2A

m—1

= VyH-H?=-2_.

m—1

(4.32)
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]

Seja (U, ¢) uma carta adaptada conforme o coroldrio 4.2.1] Entdo, a equacao (4.15)

em coordenadas ¢ = (z',--- 2™ 2) fica
dH A
= TenT (4.33)

pois a curvatura média depende apenas da coordenada z, uma vez que ela é constante ao
longo das folhas. Considere a condi¢ao inicial da equagcao diferencial (4.33) H (zy) = Ho.

Temos trés casos:
2. Para A < O:

e Se |H| < /2

1—-m

H(z):—wllfmtanh< 1i\m(z—z0)+0> ; (4.34)

onde

A
H(z)=— 1_mcoth< _m(z—zo)—|—0>, (4.35)
em que
1—-m
— coth™! .-
C = cot <\/ 1 0) :
23. Para A = 0:

Se Hy = 0, entao
H=0. (4.36)

Do contrario,

HZ) =, (4.37)

com
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22¢. Para A > 0:

A () + c) | (4.38)

C =tan ! ( m/; 1H0> .

Apés as discussoes acima surgem inicialmente duas questoes que tentaremos resolver

onde

nesta dissertagao:

Questao 1: Dados A € Re H(z) como acima, existe uma variedade M de Einstein com constante
A e uma folheacao com folhas totalmente umbilicas que realiza a curvatura média
constante ao longo de suas folhas como H(z), isto é, em coordenadas adaptadas
Y, ¢ totalmente umbilica e tem curvatura média constante ao longo de suas folhas

como H(z)?

Questao 2: Seja M uma variedade de Einstein com constante A € R, onde A é um conjunto
fechado de medida nula em M. E possivel obtermos uma folheacao totalmente
umbilica em M \ A tal que a curvatura média ao longo de cada folha é constante e

igual a H(2)?

4.4 Exemplos de Folheacoes Totalmente Umbilicas

Agora, iremos responder a questao 1 que foi levantada no final da secao [4.3
O teorema a seguir nos diz quais sao as hipersuperficies totalmente umbilicas no espago
euclidiano, na esfera e no espago hiperbélico — no modelo do hiperboléide (veja o exemplo

1.4.4).

Teorema 4.4.1. Seja ¥ uma variedade riemanniana completa. Se X € uma hipersu-

perficie totalmente umbilica em:
1. R™, entdo X € um hiperplano ou uma hiperesfera;

ii. S™(r), entdo X € uma esfera euclidiana (m — 1)-dimensional;
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tis. H (modelo do hiperboloide), entao ¥ € a intersecio de HI™ com um hiperplano

de L™ (espago de Lorentz-Minkowski: R™ munido com a métrica de Lorentz-

Minkowski de indice 1).

Para ver a prova e os detalhes deste teorema consulte as referéncias [6], [12], [15] e

[17).
Suponha que o campo vetorial normal a M seja geodésico. Considere um sistema de
coordenadas (U, ¢) em M com ¢ = (x!,--- ™! 2) tal que
m—1
v =dz? + Z Tyijd:z:idxj,
ij=1
cuja existéncia ¢ garantida pelo corolario |4.2.1l Temos que, para ¢,7 =1,--- ,m — 1,

i = v(Vy0;,N)

= (Z rgjal,N>
=1

N

R

onde 9,, = % = N. Como

’le - 5ml € Yml = 6ml7

para [ =1,---,m, entao
m 1 U Im
Iy = 3 Z (95vi + Oivin — Oyig)
=1
1
1
= ) mYij
para i,j = 1,---,m. Note que,
=0,
se i =m ou j = m. Dessa forma, parai,j=1,--- m—1,
1, _
IIij = __am’)/iju (439)

2
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ou seja, considerando a base associada ao sistema de coordenadas (U, ¢), temos que a

segunda forma fundamental, matricialmente, é dada por

1
= 20,7, (4.40)

Além disso, a curvatura média é
1 _
H = tr.S
m—1
1

m—1
| »
= — > 7'l

1,7=1

m—1
1 .
_ _ ~9H . 4.41
2(m—1)§ 7 OV (4.41)

1,j=1

A seguir apresentaremos exemplos de H com A =0, A<0e A > 0.

Exemplo 4.4.1 (A =0 ¢ H=0). Considere o espago R™ com a métrica euclidiana

folheado por hiperplanos ¥ paralelos ao hiperplano R™~1 x {0}.

y i

€1

Figura 4.3: R™ folheado por hiperplanos X, .

Temos que, R™ é uma variedade de Einstein com constante de Einstein nula. Além
disso, para o sistema de coordenadas locais (R™,id) tal que id = (z!,--- , 2™ !, 2) temos

m—1
v =dz*+ Z 3,;dz'dz?, (métrica euclidiana)

ij=1
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onde ¥;; = d;;. Pelo coroldrio VyN = 0. Assim, por (4.39)
1

ou seja,

I=0=0-7.

Com isso vemos que os hiperplanos ¥ sao hipersuperficies totalmente umbilicas em R™

(veja o item . do teorema [4.4.1)). Dessa forma,
H =0.

Assim, obtemos a fungao em (4.36) do caso .

Observacao 4.4.1. Todo hiperplano em R tem curvatura média nula.

Exemplo 4.4.2 (A = 0e¢ H = —1/z). Considere o espago euclidiano furado R™\ {0}, com
a métrica euclidiana, folheado por hiperesferas S™~1(r) para r > 0. O espago euclidiano

furado é uma variedade de Einstein com constante nula.

R™\ {0}

N

Figura 4.4: R™ \ {0} folheado por hiperesferas S™!(r).

Seja a aplicagao ¢ : D = (0,27) x (0,7)™ 2 x (0, +00) C R™ — R™ dada por

¢(97§01;"' 7(pm*277,) = (.’171,.’152,'-- ,.Tm),



onde )
T
)
Zj
T
\
para j =3,--- ,m— 1.
Temos que,

¢(979017"'
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r 17 sin g, cos 0
r 1757 sin ; sin 0
7

rH_j L sin; cos p;j_o

7 COS P2

» Pm—2, 7’) € Smil(r)a

para todo 6 € (0,27), p; € (0,7) er >0 com j=1,---,m— 2. De fato,

”Qb(e, Py agpm—%r) ”2

m—2 m—2
r? H sin? ; cos? 6 + H sin? ; sin? 0 +
i=1 i=1

3
L
3
M

sin? ngCOS Pi— 2+7“ cos? Om—2
-1

.
Il
w

ﬁ

[\

”:1
o

7
m—2
r sin? @; sin? ¢ + 12 H sin® ; cos® @1 +
2 i=2
m—
r H sin® ; cos® pj o + 17 cos? P,y =
=j—1

3
S

-
[|

3
L
l\')

<.
Il
A

=

72 $i0 Qo 4 172 €08 Yo

2. (4.42)

Afirmamos que a aplicagdo ¢ é uma parametrizacao em R™ \ {0}. Com efeito:

i. A aplicacao ¢ : D — ¢(D) é bijetiva.

Sejam (0, o1, , Om_2,T), (9~, D1, Pm2,T) € D tais que

qb(e’ O1,

De vem que,

790771—2774) = Qb(é, 9517 o a@m—27f)'

r=r.

Dessa forma, @2, om-2 € (0,7), entdo @,_2 = @m_o. Como siny,, o > 0 em

(0,7), entao @;,—3 = Pm_3. De forma sucessiva obtemos

' :95]'7



paraj=1,---

,m — 4. Por fim,

m—2 .
r [ sing; cosf =

m—2 . .
r[i, sing;sinf =

e, consequentemente,

para 6 € (0,2m)

m—2 . n
r [, " sing; cosd

m—2 . N
r L, sing;sin

0=0.

cos

sin @

cos 6

sin 6

117

#1. A aplicagdo ¢ : D — ¢(D) é continua em D, pois claramente é diferenciavel em

todo seu dominio.

#11. A aplicagdo ¢ é uma imersao.

Calcularemos a seguir as derivadas parciais de ¢. Temos que,

96 __ (Oz1 |
hd ae—(aelv
para j = 3, -

.. 7m'

0T

T 9

\ Op2

dzy
90

Ozy
96

9z;
90

-‘,%)#O,onde

m—2 . .
= —r][Z,"siny,;sind

m—2 .
= r[[lX;"sinp; cosé

=0

) # 0, onde

Oz
0p1
[h)

0
< ®1

ox3
v
ox;
\ 9p1

> # 0, onde

Ox1
Op2
Oxa
Op2
Ox3
Opa
Ox4
Opa
ox;

)

= r]["5”sin p; cos ¢y cos 0
rT17%5" sin i cos ¢, sin 0
-r H?:f sin @; # 0
=0

m—2 .
r [ 152, sin p; cos g cos 0

m—2 . .
r[15z=, sinp; cos pasin

m—2 .
r 13" sing; cos pacos 1

—r 175 sing; #0
0
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para j =>5,---,m

Oy, Oy’ 7 Oy,

° 3_¢:<% m—m)#o,onde

S—j,; = Tnzn;;ilsingpicosgkaOSH
b = vl singicos pisind
G = rIT, o singicos prcosoy
9
8;0% - TH;‘ZEiSin%COS@kCOSQDkq
Tt = [l singi #0
[ oo = O

parad<k<m-—2,7=3,--- kel>k+2.

® Bcp(?f—z - (3321—2’ o ’%) 7 0, onde
2 = H":lg Sin ©; COS Yy, 2 cOS 0
Pm—2 v
% = r HZ | sin g; cos @, _osin 0
% = T’H—j 1 SIN©; COS P2 COS Yo
gz:’;:; = T COS Pm—2COS Ppy_3
\ 62’;@2 = —rsing, 2#0

para j =3,---,m — 2.
= (o B = oo
Calculando o produto interno entre estes vetores obtemos
= r2[[%sin? ¢, > 0;
= 0,¢i=1,--- ., m—2;

g T~
=
Y3

S
g|
g2

D ~
Q <

S

YIS

2 2 - _
= [} Z_Hsm w; >0, i=1---,m—3;

/\
Q
S S
S <
S

r2 > 0;

S
o5}
S

890m—2 ’ 850m—2

Il

d¢  9¢ _ . o .
<8wza@ = 0,i#jet,j=1,--,m—2;
d¢ ¢ . . .
dpi ) Or - 072—1;"'7771—2’
0¢ 0¢ _
Br or = 1.
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9 9¢ . _9¢  0b & : ~ " N

Como %, Gor s © gy SA0 orfogonals e suas normas sao positivas, entao
96 09 . 96 9o | 4« 11 : , ..

{397 D1 T ar} é linearmente independente. Portanto, d¢(p) é injetora

para todo p € D (na verdade é um isomorfismo).

A aplicacao ¢ : D — ¢(D) é um difeomorfismo (aplicacao aberta).

Como ¢ ¢é diferenciavel e d¢(p) é um isomorfismo para todo p € D, entdo, pelo
teorema da aplicacao inversa, ¢ é um difeomorfismo local. Portanto, ¢ é um difeo-

morfismo global, pois é bijetiva.

A métrica v de R™ \ {0} é dada pela matriz

F———————- 1
| m—2 |
2 ] sin O
- |
Lot o oo :
| m-2 |
L ] sin® i)
I |
Lotmieee- oo :
| m—2 |
|72 1] sin® i |
I |
Lommie e F--y
.o
R
== reo
921
L—=—
111
i mXxXm
Note que,
F———————- 1
| m—2 |
2 [ sin® O
- |
Lotmmme e oo :
| m—2 |
L ] sin® i)
I |
,7: L

(m—1)x(m—1)
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é a métrica da esfera S™'(r). Assim, pelo coroldrio o campo normal

0
N=—
or
¢é geodésico. Perceba também que,
dr = N.
Temos que,
F————————
I m=2 I
| 2r H sin” ; : O
[ I
I A
| m—2 I
: 2r H sin” ; :
oy [ I
— = L _ _|_ ________
or | m—2 I
: 2r H sin? :
I [
L= +--,
1. 1
1271

Da férmula (4.40) vem que,

nm = —--!

Assim, as hiperesferas sdo hipersuperficies totalmente umbilicas (o item 4. do teorema

ilustra este caso). Logo,
H=-",

r

o que verifica a fungao em (4.37)) do caso 4.

A

Exemplo 4.4.3 (A > 0). Considere a variedade riemanniana M = S™(r)\ {—p, p}, onde

r>0,p=(0,---,7r) éopolonortee —p = (0,--- , —r) é o polo sul da esfera S™(r). Como
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M C S™(r) e estd munida da métrica de S™(r), entdo a curvatura de M é constante e igual
a 1/r?. Dessa forma, M é uma variedade de Einstein com constante A = (m —1)/r?, pelo
teorema [3.3.1] Observe que, se fixarmos a dimensdo m e variarmos o raio r > 0 podemos
obter qualquer valor real positivo para A. Agora, considere
M = U S™ Hrsin(@m_1/7)).
@m—1€(0,rm)
Ou seja, M é folheada pelas esferas, de dimensao m — 1, S™ (7 sin(@,,_1/7)).

Rm—i—l

Ty —p! ]

Figura 4.5: A variedade M folheada pelas esferas S" ! (rsin(p,,_1/7)).
Tomemos a parametrizacao em R™*!

¢<07(1017' o 7§0m—177“> = <x17x27“' 7xm+1)7

comr >0, 0 € (0,2rm) e p; € (0,r7), tal que

(

T, = T H:i_ll sin(p; /1) cos(8/r)
To = T H:’:ll sin(¢;/7) sin(6/r)
T, =T Hzgil sin(p;/r) cos(pj_a/r)

Tma1 = 71 008(@m_1/T)

)
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para j = 3,--- ,m. Pelo exemplo [£.4.2] temos que a métrica vy de M ¢é
[ = G/ T sin? (/). i = 1o ym =2
Yk = sin?(pp/r), k=m —1
Ymm = 1
v = 0,0#]
Consideremos, agora, a esfera S™(rsin(¢,,_1/7)). Temos que, a aplicacao
Y :D=(0,2rm) x (0,rm)™ 2 C R™ ! — S™ (rsin(¢,,_1/r)) C M dada por
(0,01, Pmoz) = (71,02, Tmpa)
onde )
;= (rsin®*(pm_1/r) 1% *sin(y; /) cos(0/r)
zo = (rsin®(gm_1/r)) 12 _1 sin(ep;/r) sin(0/r)
vy = (rsin®(pm-1/r) [T17, sin(ei/r) cos(p;-2/r)
Ty = (rsin®(on,_1/7))cos(Pm_o/T)
[ Tmt1 = 7 cos(@m-1/T)
para j = 3,--- ,m — 1, é uma parametrizagdo em S™ ! (rsin(¢,,_1/r)) (pode-se verificar

de forma similar ao que foi feito no exemplo 4.4.2). Como

0 oz 8Im 1 .
[ ] 6_152 (8_017 78—6+>
% = —(sin®*(pp_1/7)) | 12 sin(p; /) sin(0/r)
B = (sin®(gm-1/r)) [Ti) " sin(pi/r) cos(8/r)
Oz;
5 = 0
para j =3,--- ,m+1,
° o (811 . 6zm+1>.
01 Op1”’ » 01 )¢
4
1 = (sin®(ipm1/7)) TS sin(pi/7) cos(io1 /1) cos(6/7)
g—ii = (sin®(@m-_1/7)) H;nf sin(g; /) cos(p1 /1) sin(0/r)
gm = —(sin®(pmo1/r)) [T " sin(ps/7)
8xj .
[ o1 = U
paraj =4,--- . m+1,
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o = (fm )
( oui = (sin*(pm-1/r)) [Tomy sin(i/7) cos(ipa/r) cos(8/r)
52 = (sin®(pm-1/7)) [Tosicy sin(i/r) cos(ipa/r) sin(6/r)
S = (sin®(gm1/r)) [Ts” sin(pi/r) cos(pa/7) cos(p1 /1)
gri = —(sin®(pmo1/r)) [T sin(ps/7)
92—
\ Op2

o = (B )
[ gm0 = (@t [T sin(en/r) cos(ie/r) cos(0/r)
% = (sin?(pp_ 1/7“))]_[2”7;21sin(90i/r) cos(py/r) sin(0/r)
S—Z = (sin?(ppm_ 1/7‘))1_[,6# ~ ;1 sin(pi/r) cos(pr /1) cos(pj2/T)
%LJ = (sin® (QDm—l/T))H;nkil sin(ep; /1) cos(er /1) cos(vr_1/7)
et = (s (o /) [T sin(os/r)
para3<k<m-—25=3,--- kel >k+2,
© o = (822127 o ’SZZ:i;):
g2 = (sin®(ipp 1 /7)) [T sin(i0i/7) cos(ipm 2 /1)) cos(6/7)
o = (sin(pm1 /7)) [175" sin(ii/7) cos(pm /7)) sin(0/7)
o = (sin* (et /r) TT2  sin(pi/r) cos(@m-a/7)) cos(pj—2/r))
St = (50 /1)) cos(pmo/7)) cos(oms/r) |
agmﬁ = —(sin®*(pp_1/7)) sin(pp_2/7))
| G = 0

para j =3,--- ,m — 2,
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entao
Tno= (55 = Gntlen/M) I sin*(ei/r) = s
Tu o= (%2 = 0 = gy l=itlpmai=1l- m-2
Tu = <§§i,§i> = (SiHQ(SOm—l/T))H?:_iiﬁinQ(%/T) = vy, l=t+1parai=1,--- ,m—3;
T = (325525 ) = (G(ena/r) = e k=m-1;
Yo = <gsi’§_si> = 0 = vy, k#lcomk=i+1lel=j+1parai,j=1---,m—2.
Portanto,
7 = ,ﬂSm—l(r sin(m—1/1))"
Note que,
0 ~
N = (geodésico) e dy,-1 = N.
8@771—1
Temos que,
L o, m2 ]
1 2 m— T . %
l'(=sin 4 DT sin2 2 | O
1 r T pai (A
R _!""____""2"___}
- 1. 20m1. 1
2l L(Zs Pm DT sin? 2
— | |
a(pm_l - LT r g T_i_
_______________ -
O I I
Rt S .
11 . 205,11
| —sin
1
Dessa forma,
1 o0y
M= -2
2aspm—l
- L 1. 2¢ma 2 Pm—1 _
= ——.—sin - csct ——7
2 r r T
= ——cot ¢m—17
r r

Dai vem que as esferas S™!(rsin(¢,,_1/r)) sdo hipersuperficies totalmente umbilicas

(esta possibilidade é prevista pelo item 4. do teorema [4.4.1]). Assim,

1 —
H:——cotw L
r r
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Como
I A
r \Vm-—1
entao
H = —-cotZm?
r r
1 _
— _tan<90m 1+z>
r T 2

B A, A LT
T~ Voo VPt Ty

Com isso checamos a possibilidade para a funcao obtida em (4.38]) no caso #2z.

A
Exemplo 4.4.4 (A < 0). Seja
H" = {(xl,--- Ty Tr1) € R™ X [1,00);i33? —xi = —7’2}
i=1
o espaco hiperbdlico, » > 0, com a métrica de Minkowski 7, isto é,
v = i dz;)? — (dzpmye1)®. (modelo do hiperboléide)
=1
a) Considere a variedade riemanniana M = H"\ {p}, onde p = (0, - -- , ), munida com

a métrica de Minkowski. A curvatura de M é constante e igual a —1/r% Assim,
M é uma variedade de Einstein com constante A = —(m — 1)/r?, pelo teorema
Note que, A pode assumir qualquer valor real negativo. Agora, tomemos a

parametrizacao em M

¢: (0,2rm) x (0,rm)™ 2 x (0,00) — M C R™H!

(6,01, , Pm—2,p) > 00,01, Pm2,p) = (T, Ty Ting)
onde
( ry = (rsinh(p/r)) ]2 ; sin(g; /r) cos(6/1)
oy = (rsinh(p/r)) [~ _1 sin(ep;/r) sin(0/r)
§ay = (rsinh(p/r) [T, sin(ei/r) cos(pj—2/r) (4.43)
Tm = (rsinh(p/r))cos(pm_2/r)
| Tmt1 = rcosh(p/r)

para 7 =3,--- ,m — 1. Temos que,



le] oz
° _3:(601’ 7
para j =3, --
R %:<%
Op1 Op1?

( on1
dp1
dxy
Op1
dxs
Op1
dz;

\ 91

para 7 =4
R @:<m
JDpa Opa?

(
1.
Op2
dxo
Opa
oxs
02
x4
Op2
oz,

\ Op2

para j = 5,
R 8_¢:<@
Opr Opy?

([ om
0ok
dxy
Oy
oz
Opk,

0T
oy,

0o
¢

Dy

\  Opk

parad<k<m-—27=3,---
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[y
a0

Oxo
a0

9z;
80

—(sinh(p/r)) [T, sin(e;/7) sin(6/r)
(sinh(p/r)) [T _1 sin(p;/r) cos(f/r)
0

’m+1’

8$'m<0—1
7 O0p1

):

(sinh(p/r)) [T} sin(es /1) cos(ip1 /1) cos(8/r)
(sinh(p/r)) TT57 sin(s/r) cos(ip1 /r) sin(6/r)
—(sinh(p/r)) TT"7* sin(ep; /)

(sinh(p/r)) TTysi, sin(pi/7) cos(ps/r) cos(6/r)

(sinh(p/r)) TT5i2, sin(ps/r) cos(ipa/r) sin(6/7)

(sinh(p/r)) [T7%5 sin(ei/r) cos(pa/r) cos(p1 /)
—(sinh(p/r)) TT}%" sin(ei/7)

sinh(p/r)) [TZy sin(ws/r) cos(pr/r) cos(8/r)

Smh(P/T‘)) [TiZy sin(pi/r) cos(py/r) sin(6/7)
(p/7)) Hk;ez—j 1 sin(¢pi /1) cos(p /1) cos(pj—2/7)

sinh(p/r)) [T7,5, sin(pi/r) cos(ion/r) cos(—1/r)

—(sinh(p/r)) T}, sin(ps/r)

0

Jkel>k+2,
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o g = (s pme):

( % = (sinh(p/’r))Hl_1 sin(p; /1) cos(@m—2/1)) cos(0/r)
oz = (sinh(p/r)) [T, sin(ei/r) cos(pm—2/r)) sin(9/r)
aory = (sinh(p/r) T2, sin(ee/r) cos(pum-a/r)) cos(ij-2/7))
% = (sinh(p/7)) cos(@m—2/1)) cos(@m—3/7)) 7
oz = —(sinh(p/r))sin(m—2/7))

[ gy = O

paraj=3,---,m—2 ¢
o g—‘ﬁ = (38_9;1,... 70565;“):
(2 = (cosh(p/n) T sinoi/r) cos(8/1)
22— (cosh(p/r)) [1757 sin(s/r) sin(0/r)
32— (cosh(p/r) TT15% sin(ps/r) cos(ips a/r)
a0~ (cosh(p/r)) cos(gma/7)
\ axg;“ = sinh(p/r)
para j =3,---,m— 1.

Dessa forma, a métrica v de M é

e ——
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Rm+1 Tm+1

Figura 4.6: A variedade M folheada pelas esferas S™~!(rsinh(p/r)).

Da parametrizacao ¢ em M (ver (4.43)) vemos que M é folheada por esferas eucli-

dianas de dimensao m — 1, ou seja, de forma mais precisa

U S™(rsinh(p/r)). (veja figura

p€(0,00)

Agora, considere a parametrizagao em S™~!(rsinh(p/r))

¥ (0,2rm) x (0,rm)™ 2 — S™ !(rsinh(p/r))
(07 Py 7Q0m—2) L ¢(07 1y 790771—2) = (xla 5 Ty xm—i—l)

em que
[ @ = (rsinh(p/r) T2 sin(pi/r) cos(6/r)
vy = (rsinh(p/r)) [T7Z, sin(ps/r) sin(6/7)
z; = (rsinh(p/r)) TTL2, sin(pi/r) cos(pj—a/1)
Tm = (rsinh(p/r))cos(pm—_2/T)
| @m+1 = rcosh(p/r)
para j =3,--- ,m — 1. Assim,

Y= ’ylSmfl(rsinh(p/r)) ’



onde
r-————"=""">""7™"™"™="= =
| m—2 N
I (sinh? E) sin? - |
I L L
L =1
———————————— Ao
| m—2 N
!l (sinh? B) sin? - |
I r L
5 = L e
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r
b ___$j
| Sinh2 - :
11
Além disso, pelo corolario [4.2.1, o campo normal
0
N =—
dp
¢é geodésico e
dp = N.
Como
L me > i
1 i ;
I (= sinh _p) sin? - | O
1 r T i1 T
L _ + _______________ )
- | 1 2p m—2 . |
oy I(—sinh—)l_151112—Z I
8p - | r T 9 r | )
L - F_ﬂ
.1
O !-_._Ir ______ 1
11 2
| —sinh i :
RA
entao
Lo~
I = ——@
20p
11
= —— . =sinh = - csch? £7
2 r r
— _Zcoth? 7.
r r
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Donde vemos que as esferas S™~!(r sinh(p/r)) sao hipersuperficies totalmente umbilicas,

sendo esta possibilidade ilustrada pelo item 222. do teorema [4.4.1. Destarte,

1
H=—=coth?.
r r
Note que,
A 1
|H| > | —— = —.
1—-m r

Além disso, podemos escrever a curvatura média da hipersuperficie S”~!(r sinh(p/r))

COImMo:

1
H = ——cothg
r T

= — A coth L
a m—1 \/m—lp '

Assim, a possibilidade para a funcao obtida em (4.35)), no caso ., fica verificada.

Agora, considere M = H". Temos que a aplicagao ¢ : R™ — M dada por
[ @ =TI cosh(n/r) sinh(p/r)
xy = v cosh(n;/r)sinh(n /r)
2 = I coshin/r)sinh(ny -1 /r) -
T = rsinh(ny,_1/r)
[ Tm+1 = r 172" cosh(n:/r) cosh(p/r)
para j = 3,---,m — 1, é uma parametrizacao em M. De forma similar ao item

anterior, vemos que

—1
M= |J m"
r cosh %T—la
Nm—1€R

1

onde as hipersuperficies H™ ™
r cosh

a1 Sa0 totalmente umbilicas em M. Além disso,
s

N = codésico
I (g )
e
H(z) = = — tanh [ (/2 (ver (33))
z) = T an 1_mnm,1 , (ver (4.
onde

A
H —_—
[H] <A/
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Tm+1

Rm-i—l

m—1
r cosh anfl

A

Figura 4.7: O espaco hiperbdlico H" folheado pelos espagos hiperbélicos H’:‘C;:h N1 -

A

Quanto a questao 2 apresentada no final da segao[£.3] apesar de nao respondé-la aqui
pela questao do tempo/cronograma deixamos um apéndice em que abordamos as agoes

por isometrias intrinsecas, que acreditamos ser ttil na tentativa de responder a questao

2.



Consideracoes Finais

Neste trabalho os dois primeiros capitulos foram apresentados com a ideia de termos um
texto autocontido, a fim de que um aluno de pds-graduagao ou de final de graduagao em
Matematica que deseje iniciar um trabalho com geometria riemanniana possa usa-lo como
um guia. Ja o capitulo referente a variedades de Einstein em baixas dimensoes nao é tao
usual.

O capitulo [4] é o principal deste trabalho, nele apresentamos algumas contribuicoes
aparentemente novas. La consideramos uma variedade de Einstein com constante A, que
é folheada por hipersuperficies totalmente umbilicas e com o campo normal geodésico. Ini-
cialmente constatamos que essas hipersuperficies também sao Einstein, o que é conhecido

desde dos anos 50 — ver referéncia [2]. Sua “constante” ¢ dada por

— dH
A=A+(m—1)H* - —,
dz
onde H é a curvatura média e z é o parametro que da a distancia entre as hipersu-
perficies. Em seguida provamos que a curvatura média deve necessariamente satisfazer

um, e somente um, dos seguintes casos:

1. Para A = 0 entao H = 0 ou H = —ZJFLC. Representamos o primeiro caso através

dos hiperplanos no espaco euclidiano, como pode ser visto no exemplo 4.4.1] Ja
o segundo pode ser visto por uma familia de hiperesferas concéntricas como no

exemplo onde tomamos por conveniéncia z =17 e C' = 0.

2. Para A > 0 obtemos H = w/ﬁtan <,/%z+0>, que ¢é ilustrado pelo

exemplo 4.4.3
3. Para A < 0 obtemos duas possibilidades:

132
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/| A A
H(z)=-— 1_mco‘ch< 1_mz+0>.

Ambas possibilidades sao ilustradas no exemplo [4.4.4]

Na tentativa de solucionarmos a questao 2, ou seja, se é possivel obtermos uma fo-
lheagao totalmente umbilica em variedade Einstein com curvatura média dada por H(z),
desenvolvemos conceitos de simetrias além das isometrias, a saber, as acoes por isometrias
intrinsecas. Porém, constatamos que abordar tais problemas exigiria um tempo maior do
que o previsto no cronograma desta dissertacao. Assim, preferimos deixar a questao de
simetrias intrinsecas em um apéndice.

Sobre a literatura da area e o que foi desenvolvido nesta dissertagao, podemos fazer

os seguintes comentarios:

e O resultado de que hipersuperficie totalmente umbilicas em espacos de Einstein
também sao Einstein, j& era conhecido [2]. Porém, o tratamento de questdes envol-

vendo a fun¢ao H(z), até o momento, parece ser original.

e A questao de simetrias intrisecas apresentadas no apéndice pode vir a ser tutil na
tentativa de responder, mesmo que parcialmente, a questao 2. Ela ja era conhecida

na literatura da Relatividade Geral, porém aqui ganhou um tratamento mais formal.
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Apéendice A

Consideracoes Envolvendo

Isometrias

Neste apéndice admitiremos um conhecimento prévio basico do leitor sobre grupos e
algebras de Lie. Para mais detalhes sobre este tema podem ser consultadas as re-
feréncias [10], [13], [14] e [I8]. Aqui, abordaremos as ages por isometrias e por isometrias
intrinsecas. Finalizaremos o apéndice com as variedades de Einstein folheadas por espacos

homogéneos, onde apresentaremos trés exemplos: R™, S™ e H".

A.1 Acao por Isometrias

Sejam (M, ~y) uma variedade riemanniana e G um grupo de Lie agindo em M. Temos que
a translacao a esquerda

L .

g: M — M
p — Lyp)=yg-p

é um difeomorfismo para todo g € G e, consequentemente, d (Lg)p : T,M — Py, M é um

isomorfismo para todo p € M e g € . Diremos que esta acao é uma acdo por isometrias

se

Lyy=1,Vg9 €@,
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isto é,
Yo (4 (L), -1 (Ly), - v) = (w,0),
para todop e M, g € G e u,v € T,M.

Vejamos o exemplo a seguir envolvendo agao por isometrias:
Exemplo A.1.1. Seja R*\ {0} uma variedade riemanniana com uma métrica . Considere
o grupo de Lie SO(3) agindo em R?\ {0} através da agdo usual, isto &,
SO@3) x R3\ {0} — R3\ {0}

1 1 1

a; ay ay x
(A, p) — A-p=|a} a3 &S ||y |
3 3 3
al ad al 2

onde A = (a§)3X3 e p = (z,y,z). Suponha que essa agao de SO(3) em R?\ {0} seja por

isometrias. Temos que, { X, X5, X3} é uma base de so(3), onde

00 O 0 0 —1 0 -1 0
Xi1=100 -1, Xo=100 0 e X3=| 1 0 0
01 0 1 0 0 0 0 0
As exponenciais exp (tX7), exp (tX3) e exp (tX3) sdo, respectivamente,
1 0 0 cost 0 —sint cost —sint 0
0 cost —sint [, 0 1 0 e sint cost 0
0 sint cost sint 0 cost 0 0 1

Os campos fundamentais referentes a estes campos vetoriais invariantes a esquerda sao

N d
Xi(p) = 7 &P (tX1) - p li=0
= %(m,ycost—zsint,ysint+zcost) li=o
3} N 0
= —_— 7 — _
dy Y92
. d
Xa(p) = — exp(tXs) - plimo
= E(xcost—zsint,y,xsint—i—zcost) li=o
0 0
= —Zz—+tr—
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d
Xs(p) = 7 &P (tX3) - p li=o

= — (zcost —ysint,xsint + ycost, 2) |—o

dt
9 1.0
Y ou oy’

para p = (z,y,z) € R*\ {0}. Como o fluxo do campo fundamental X, é dado por

F;ZZ = Lexp(tXi)a

entao, para ¢ = 1,2, 3,

L:Xp(tXi)/y =7
= (.7-’}) =1

= 4 ((F) 1) Oz = L) limo, Yp € R\ {0}

= (L) () =0,vp € R*\ {0}

= Lz~=0.
Cada campo fundamental é um campo de Killing (isto é, Lxy = 0). Analogamente, o
fluxo de um campo de Killing gera um grupo a l-parametro de isometrias locais.

A partir daqui abordaremos este exemplo através do sistema de coordenadas esféricas.

Dessa forma,

r = rsin¢cosf
y = rsingsing , (A.1)
Z = 7rcoso

onde p = (r,¢,0) comr > 0,0 < ¢ <7mel <60 < 2m. A matriz jacobiana referente a
D ¢
singcosf rcos¢cos —rsingsind
J = sin¢gsinf rcos¢sind rsingcosd

cos ¢ —rsin ¢ 0
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Como a matriz inversa da matriz jacobiana .J é

singcosf  singsinf cos @

-1 1 1 i _1g

J Lcospcosf Lcospsing —ising |,

_1sing® 1cos0 0
r sin ¢ r sin ¢
entao

0 _ 241 LREY N 1
5. = singcosfy cos ¢ cos 05 ¥ sin g 90
0 _ 0 8 1lcosf O
3; = sin ¢sin b4 —i— cos ¢ sin 5 3t remgo0
o _ o _1 9
5 = cosgbaT Tsmgzﬁaq5

Dai vem que, os campos fundamentais X;, X5 e X3 no sistema de coordenadas esféricas

sao
) ' 91 0 1cosf O
Xi(p) = —rcos¢ (smqbsm@a ;Cosqbsmea—q5 ;sin¢%)
7 sin ¢ sin 0 (cos¢2 — 131n¢ i )
or o
_ (sinp 2 4 co9cosb 0
= 9 T sing 00)°
i . P 1 0 1siné 0
Xo(p) = —rcoso (Smgbcosﬁa Ty cosdeostpg ?smqsae)
7 sin ¢ cos 0 (COSQSE - lsmgb 0 )
or 09
0  cos¢sinf 0
— —cos@a—d) + W%
e
~ ‘ . ' o 1 0 1sinf 0
X3(p) = —rsingsinf (smgbcos@a x COS¢COS‘9% - ;5111(]539)
‘ ‘ 91 0 1cosf O
7 sin ¢ cos 6 <smq§sm9§ ;COS(bSlnGaTb ;sinqﬁ%)

9
26
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Temos que,
(
0 = Lgv = —(5in0)0yvij — 12;0isin 6 — 4;0; sin 6 — 73;0; Cossif;se
cos ¢ cos 6
737’8 sin ¢
0 = Lg,7 = —(cos0)yyij — 1250i cost — 2,0 cos ) — 7350, Cossﬁlsdl)ne
cos ¢ sin 0
7318 Ossmsd)
0V
0 = Lgv = S

\
Da dltima igualdade acima temos que a métrica nao depende da varidvel 6, isto é,

v =~(r,¢). Além disso temos doze equagoes independentes, sao elas:

—(sinf) doy11 = 0 (A.2)

—(cosB) Doy = 0 (A.3)

— (sin#) Oyy1o + Y3 cosfesc? ¢ = 0 (A.4)

—(cos ) Day1a — yzsinfesc? = 0 (A.5)

— (sin ) Oay13 — Y21 cos O + ’)’31% =0 (A.6)

— (cos 0) Day13 + o1 8in 0 + 731% =0 (A.7)

— (sin @) Oyype + 2y33 cosfesc ¢ = 0 (A.8)

— (cos 0) Dyyza — 2yz2sinfcsc’ ¢ = 0 (A.9)

— (sin @) ary3 — a2 cOS B + 33 cos B csc? ¢ + 732% =0 (A.10)
— (cos ) Dyyag + Y2 510 0 — Y33 sin 0 csc? ¢ + 732% =0 (A.11)
— (sin ) Oyy33 — 27723 cos O + 273;),% =0 (A.12)

— (cos ) Daryz3 — 2723 8in 6 + 2733% =0 (A.13)

Das equacoes e ) temos que
(cos? 6 + sin® 0) (Dy711)> =0
= Oy =0

= 1 =a(r)>0.
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Multiplicando as equagoes (A.4]) e (A.5]), respectivamente, por cosf e —sin § obtemos

— (cos 0sin 0) Oyy1a + y31 cos® Besc? g = 0
(cos O sin 6) Dary19 — 731 5in? O csc? ¢ — 0

Agora, somando-as temos que
— (cos Osin 6) Dyy1z + 31 cos® O csc? ¢ + (cos Osin 0) Dary1a — 31 sin® fesc? ¢ = 0
= 731 (cos? 0 + sin®6) csc? ¢ = 0
= M3 =731 =0

Substituindo os valores de 713 e 31 nas equagoes (A.6) e (A.7)) vem que

—Yo1cos0 = 0 a1 cos?f = 0
=
0

o1 Sin 6 = Yorsin?f = 0

Assim, somando as duas equagoes obtemos yi2 = 721 = 0. Se multiplicarmos as equacoes

(A.8)) e (A.9)), respectivamente, por cosf e — sin # obtemos

— (sin @ cos @) Oyyoy + 2y32 cos?fesc? ¢ = 0
(sin 6 cos 0) Doy + 2732 sin? @ csc? ¢ =0

Somando ambas equagoes vemos que ya3 = 32 = 0. Substituindo o valor 732 nas equagoes

(A.8)) e (A.9) e em seguida somando-as obtemos

82’722 =0= Yoo = b(T’) > 0.

E por fim, substituindo os valores de 722, 723 € 732 nas equagoes (A.10) e (A.11)) e

multiplicando-as por — cos @ e sin 6, respectivamente, obtemos

b(r)cos? 0 — y33cos?fesc?p = 0

b(r)sin®@ — ys3sin®fcsc?¢p = 0
Somando estas equagoes temos

b(r) — yszcsc® ¢ =0

= 33 = b(r)sin® ¢ > 0.
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Note que, as equagoes (A.12) e (A.13) se verificam para os valores encontrados de 7,3 €

v33. Logo, se acao ¢ por isometrias temos que

0 0  b(r)sin®¢

Para concluir este exemplo analisaremos a relacao entre as fungoes a e b para que

Ric = 0.

Como
a0 0
vl = 0 [ 0 ,
0 0 [b(r)]” csc? ¢

entao os simbolos de Christoffel sao

2 _ 713 11 13 11 712 171 13 712 13 11 12 11 _12 __
I_‘11_Fll_l—‘12_F12_F13_F13_F21_1—‘21_F22_]‘_‘22_FZS_FZS_FBl_F?)l_

FéQ = F%Z = ng =0,

I =3 la(m)) ™ d(r),

[2,=T% =T%,=T% =L@ v(r),
Dy = =3 [a(m)] " ¥ (r),

I3, =13, = cot ¢,

[ = —4la(r)] " ¥(r)sin*¢ e

['2, = —sin ¢ cos ¢.

Os componentes do tensor de Ricci sao

Ris = Ry = Ri3 = R31 = Rz = R32 = 0,
Ry = a0 't + 3072 (1) — 07V,

2

Ry = 3a %'l — a7V +1 e

Rs33 = (}la_Qa’b/ — %a‘lb" + 1) sin? ¢.
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Suponha que Ric = 0, entao obtemos o sistema de equagoes

1 1
Sa” bt + b7 ) —b"" =0 (A.14)
1 -2 11/ 1 —17
- _Z 1= Al
14 e b 54 b" + 0 (A.15)
1 1
<Za_2a'b' — §a_1b” - 1) sin? ¢ = 0 (A.16)

Note que, as equagoes (A.15)) e (A.16]) sdo equivalentes. Da equacao (A.15)) temos
b//: 1 —1 /b,+2&
2
Agora, substituindo o valor de b” na equagao (A.14))
ta7b a4 5b72 () — bt (

écfla’b' + Qa) =0

= (¥)? = 4ab
= UV =2Vab.
Mas,
s =

= (2vE®) =2y/al)
= 2/b(r) = [/ 2y/a(t) dt + b
=t (f2atde )

Logo, Ric = 0 quando

(/ 2\/_dt+b0) .

%H—‘

A.2 Acao por Isometrias intrinsecas

Sejam M uma variedade riemanniana conexa e orientavel folheada por suas hipersu-

perficies ¥, e G um grupo de Lie agindo sobre M tal que ¥, = G - p. Como a agao de
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G em M restrita a subvariedade ¥, ainda é uma agao (transitiva), entao dizemos que a

acao de G em M, definida acima, é uma acdo por isometrias intrinsecas se
Ly = Vps

para todo p € M e g € G com 7 definida como em [£.6] ou seja,

7, (4(Ly), - wd (Ly), - v) =7, (u,v),
paratodop € M, g€ G ewu,v €T,
Definicao A.2.1. A distribuicao Ay : M — T,M dada por

AN(p) = {U € T,M;, (v,u) =0, Vu € TPEP}a

€ chamada de distribuicao normal. Além disso, diremos que Ay €

1. G-invariante, se
d(Lg)p -An(p) = An(g - p),

para todop € M e g € G.

1. Estritamente G-invariante, se para cada p € M existe um vetor unitdrio N(p) €

An(p) tal que
d(Lg),  N(p) € An(g-p)

€ também um vetor unitdrio, para todo g € G.
Note que, Ay (p) = (Tpr)L, para todo p € M, e, consequentemente,
dim Ay (p) = dim (T,%,)" = 1.
Assim, Ay é uma distribuicao regular de posto 1.

Teorema A.2.1. A acdo de G em M € por isometrias se, e somente se, a a¢do de G em

M ¢ por isometrias intrinsecas e a distribuicao normal Ay € estritamente G-invariante.
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Demonstragdo. (=) Lembre-se que ¥, = X,,, onde g € G ep € M. Se q € ¥, entdo

existe g1 € G tal que ¢ = g1p. Assim,
99 =9(91p) = (991)p € p.
Dessa forma, Ly|s, : ¥, — X, estd bem definida, ¢ bijetiva e ¢ um difeomorfismo. Como

Lyy=7,VY9€G

e
dLy(p) -u € Typ2,, Yu € T35,
entao
Yo (d (Lg)p cu,d (Lg)p . v) =, (u,v), paratodop e M, g € G e u,v € T,%,,
ou seja,

L, = ps
para todo p € M. Logo, a acao de G em M ¢é por isometrias intrinsecas. Sejam g €
G ep € M. Agora, tome um vetor unitario N(p) € Ay(p). Considere v € T,,%,.
Como d(Lyg), |1, : TpE, — Typ2, é um isomorfismo, entao existe u € T,%, tal que

v=d(Lg),u. Com isso

Yo (4(Lg), - N(0).0) = g (A(Ly), - N(p),d (Ly), - )
= % (N(p), u)
= 0.

Temos ainda que,

Yoo (A(Ly), - N(©),d(Ly),- NB)) = 3 (N(p), N(p))

Destarte, a distribuicao normal Ay é estritamente G-invariante.
(<) Sejam N(p) um vetor unitario em Ay(p) tal como o item . da definigao

e {u1, - ,Up_1} uma base de T,%X, com p € M. Assim, {uy, -+, up_1,N(p)} é uma
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base de T,M = T,%, @& A(p). Considere u,v € T,M, entao existem o', 3’ € R com
1,7=1,---,m—1,m tais que

m—1

u = Z o'u; + a™N(p)

=1

m—1
v=>Y_ Bu;+B"N(p).

j=1
Dessa forma,
Yo (A(Ly), - 0, d(Ly), - v)
m—1 o m—1 ‘
= Y @By (A (L), uid(Ly), - us) + D a8, (d(Ly), - uisd(Ly), - N(p)) +
ij=1 i=1

Ti amﬁj’Yg.p (d (Lg)p -N(p),d (Lg)p . Uj) +a" 8"y (d (Lg)p ~N(p).d <L9)P ' N(p))

m—1 m—1 m—1
= Z o' By, (wi, uy) + Z Q'm0+ Z Q™0+ a™B™ 1
i=1 j=1

1,j=1

m—1 m—1 m—1
= Y aFy (wu) + Y al By, (w, N(p) + > a7, (N(p), u;) +
ij=1 i=1 j=1
a™ "y, (N(p), N(p))
= Y (u,0).
Portanto, a acao é por isometrias. 0

Exemplo A.2.1. Sejam (R* ~) uma variedade riemanniana e (R3 +) o grupo de Lie
abeliano que age em R* da seguinte forma
R3xR* — R*
(9.0) — g p=(g"0" 0" (a2 a*2) = (z' + g+ 0+ g%, 2)

onde g = (¢, 9%, ¢°) e p = (2}, 22,23, ). Temos que,

EPO = {(:E(l) +gl7x3 +g2,$8 +93a20) S R47 (gla927g3) € R3}7
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em que py = (23,23, 23, z9) € R, ou simplesmente
(12 3 4., _
Yo = {(a: IO, T ,z) eR ,z—zo},

é uma subvariedade mergulhada de R* e orientdvel de dimensdao 3. Para ilustrarmos o

teorema [A.2.1] assumiremos que nas coordenadas canonicas de R*,
2 2 2
¥ = €xXp (2¢> (d2)2 + Y11 (dxl) + Y22 (dl’2) + Y33 (d[L‘S) .

Agora examinaremos, através do teorema acima, os componentes da métrica a fim de
que tenhamos uma acao por isometrias. Usemos primeiro o fato da acao ser por isometrias

intrinsecas. Com isso
7 (0,0) = Ty (A (Lg), - w,d (L), )
S (,0) = gy (d (L), -1, d (Ly), - v),

¢ uma base de

para todo p = (z*,2%,23,2) € R* e u,v € 1,%,. Note que, {% p}izl 03

T,%,. A condigao acima toma a forma
Yij (2t 2%,2%,2) =5 (2 + ¢", 2% + ¢, 2% + %, 2)
para todo p € R* e ¢° € R, com i = 1,2, 3. Dessa forma,
Yig = %5 (%),

para ¢ = 1,2,3. Perceba que a reciproca também vale. Agora, usaremos a condicao da

distribuigao normal Ay ser estritamente G-invariante. Como {327 |,, 52 [p: 525 |p» = |p } ¢

uma base de R* e ~, (%]p, % ») = 0, para todo i = 1,2,3, entdo %|p € An(p). Note
que, dim Ay (p) = 1, Vp € R%. Daf vem que, um vetor unitario satisfazendo a condicio
11. da definicao é da forma, para cada p € R?,

0

N(p) = fp)5-|,

Temos que,

Y (N(p),u) =0, Vu € T,%,.
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Mas,
T (N(p), N(p)) =1
= % (fP) &l F)52lp) =1
= [fOF % (Zlp &lp) =1
= [f()* yaalp) = 1
=[S0 exp (26(p)) = 1

= f(p) =exp(=o(p))-
Assim, para cada p € R*,

0
N(p) = exp (=6(p)) 5|,
Como d(L,), ¢ um isomorfismo e [d(Lg)p] = I, onde I, é a matriz identidade nas

coordenadas canonicas de R?*, entdo, para v € Tj.,%,,
79'10 (d (Lg)p : N(p>7 U) = ’7g~p <d (Lg)p : N(p)7 d (Lg)p ' u)

o 20
= Yop | ex0 (=00) 5|, D _u'm—l,,

°L 0 0
= S e (00 s (3l i)
— 0,

para todo p € R? e g € R?, onde v = d(Ly), - u. Isto é d(Lg),- N(p) € An(g-p), para
todo p € R* ¢ g € R3. Porém,
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para todo p € R* e g € R3. Dessa forma,

¢ = ¢(2).

Vale a reciproca.
Considerando que esta agao é por isometrias vamos estudar a métrica supondo que

Ric = 0. Como a métrica é
’ 2
v =exp (26(2)) (d2)* + > 7ilz) (da')”,
i=1
entao fazendo a mudanca de variavel

w= [ep0(2) d:

ficamos com a métrica da seguinte forma

v = (dw)* + Zw(w) (dmi)Q'

Temos que,
[y (w)] ™ 0 0 0
1 (w) = 0 (22 (w)] 0 ) 0
0 0 [v33(w)] 0
0 0 0 1
Os simbolos de Christoffel sao
Fszo , parai,5,k=1,2,3,
Iy =0 , parai,j =1,2,3 com ¢ # j,
= —%%{i , parat=1,2,3,
Ih =Tk =0 , para j,k=1,2,3 com j # k,
Pij = I‘§4 = %yj’jlv;j , para j =1,2,3,
Fjj:F;ﬂl:O , para j =1,2.3,
Ik, =0 , parak=1,23¢

F34 - 0.



Os componentes do tensor de Ricci sao
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R12:R13:R14:R21:R23:RQ4:R31 :R32:R34:R41 :R42:R43:O7

% Iy (=22 722 — Va3 Yss + i 1) — 271)
Rag = zll [ ( 711 711 733 733 + Yoo 722) - 2’7;,2} )
}l [7 ( 711 M1 — Yoz Yoz + V33 733) - 27;3/3] e
1 (-1
1

Sendo Ric = 0 obtemos quatro equacoes

’Yﬁl’hl (_7521722 - 7&1733 + ’Yﬂl'hl) - 2'Yf11711 =0
'72_21722 (‘71_11711 - 73_31733 + 72_21722> 2'7221722 =0
Vs~ Va = Ve Toe + Vi Vaa ) — 25575 = O
-1 2 . 2 —1_/ 2 1. 1. _1. "
(’Yll 711) + <’Y22 722) + (’733 733) = 2911 711 — 2722 Vo2 — 2733 V33 = 0

Sejam
l; = N/ Yii > 0,
a = \/l1l2l3 = V1722733 > 0,

/
O_i_l—z— e

SIER

Vi = a*exp (2 [ o; dw)
para ¢ = 1,2, 3. Temos que, para ¢ = 1,2, 3,

/ 1 /
i = o —"i
2\/ Yii
l; ’V;i
= =
l; 2944
© 1
a = - (7;1722733 + 7117;2733 + ’7117227:;3>

61/ (711722733)

a _ 1910722738 + 111722738 + 711722733
a 6 V11722733

_ 2 _ 7" _ " _ 7
( ’711 722 ’722) + (’733 733) - 2’7111’711 - 2’7221’722 - 2’7331’733] .

(A.17)
(A.18)
(A.19)

(A.20)



Dessa forma,

’ / !
a Iy d Iy d

l
O'1+O'2+0'3 = l_l___'_ -+ = - —
1

Denotemos por

a E_a s «a

N (l_§>_3_a’
N - ll a
1

3 / ’ , ,
= Z (ﬁ) . 1711’722733 + Y117Y22733 + V11722733

Além disso, para i =1,2,3,

1"
Jii

— \ 27 2 V11722733
= 0.
g =
a/
H=2
a
vy 2ad exp (2 [ 0idw) + 2a*0; exp (2 [ 07 dw)
Vi a?exp (2 [ o; dw)
a/
= 2 (— + Ui)
a

(a')? + ad” + 2ad'o; + 2ad'0; + a0} + 2a%0?

2

i

aexp (2 [ o; dw)

I
H2+%+4Hai+o;+2cf§> :

Joo (2 o)
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Assim, fazendo as devidas substituigdes dos valores acima na equagao (A.17) obtemos

2(H+01)[-2(H+09) —2(H +03) +2(H+01)] —4 (H*+ % +4Hoy + 01+

20%) =0

= (H+01)(—H+201)—H2—%/—41{01—0’1—20%:0

!

= —2H?-3Ho,— % — 0, =0.
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A partir das equagoes (A.18) e (A.19) obtém-se de modo andlogo as equagoes:

"

—9H? —3Hoy— " — gy =0
a

"

9H? —3Hoy— & — g, =0,
a

Somando as trés ultimas equagoes temos

"
—6H2—3(0'1+0'2+0'3)H—
i

= 202+ L =, (A.21)
a

—(0'1+0'2+0'3>,:0

Da equagao (|A.21)) segue que

"

—9H? —3Ho,—~ — 4, =0

a
= a; = —3Ho;
o; 3a’
= t=_
g; a
= In|o;| —Inoy = —3Ina+ 3lnay,
. \3
= In (M) =1In (%>
00; a
\3
= |oi| = oo <%> ; (A.22)
a

para i = 1,2,3. Da equagao (A.20) vem que

"

a ’
4(H+o—1)2+4(H+02)2+4(H+03)2—4(H2+;+4H01+o—1+20f+
9 a/l , 9 9 a// , 5
a a

3 3
30///
= 3H’+> o} —3H - — -2 07 =0
' i=1 " a i=1 "
a” 1o 5
- - _= 2. A.23
RN (A.23)
Substituindo o valor de (A.23)) na equagao (A.21)) obtemos

1 1
2H? — 302 =0= H*= 602‘ (A.24)



Mas,

L s
onde \ = (03,a5, + 02ya8, + 02;a8;)%. Agora, substituindo o valor de

A2

em que \g =

para ¢ = 1,2, 3. Portanto,

Yii(w) =

parai=1,2, 3.
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— (024 02+02)

1
2 6 2 6 2 6\ 3
_ 001001 T 02002 + 03003
b

2 6 2 6 2 6
(05100, + 0200, + 03a03)

[N

a3’

4

R

o3 (w)| =

( Y (Mow + Ap)? exp (2f

ou

L \3/ ()\Ow + )\1 exXp ( 2f

a3

(A.25)

A.25

na equacao

1
H2 = 60'2
H=+ L
=+—o0
V6
1 A
H=4+——
Ve a?
Y
a @
3(12&/ = )\0
(a*) = Ao
CLg = )\011)"‘)\1
a(w) = v/ dow + Ay, (A.26)

+3)1/v/6. De (A.22) e (A.26) vem que,

3
O0ilg;
)\Ow + )\1 ’

UOzaol
Aow+A1

)

Olaol
)\()w-i-)\l
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A

Considere M uma variedade de Einstein e o grupo de Lie G = Isom (M) com sua agao
natural sobre M (para verificar que G é um grupo de Lie e esta acao é diferenciavel veja
[16]). Se p € ¥, (6rbita de G através de p € M) e H, é o subgrupo de isotropia em p,
isto é,

H,={g9€G;g-p=p},
entao X, e G/ H, sao difeomorfos (veja [14]). Assim dizemos que M ¢ folheada por espacos
homogéneos.

A seguir apresentamos exemplos de variedades de Einstein folheada por espacos ho-

mogeneos.

Exemplo A.2.2. O espaco euclidiano R” com a métrica euclidiana é uma variedade de

Einstein em que Isom (R") = O(n) x R™ (composigdes de transformagoes ortogonais e

translagoes) onde a acao é definida da forma

(O(n) x R") x R* — R
((4,9).p) — (Aq)-p=A-p+q
Considere o subgrupo conexo G = SO(n) x R" de Isom (R") agindo em R"™. Note que,
H, = S0O(n) (difeomorfos).
Como
(50(n) x R") -p = R",
onde p € R", entao
R" = G/SO(n).

A

Exemplo A.2.3. Seja S? com a métrica induzida de R3. Temos que S? é uma variedade
de Einstein e Isom (S?) = O(3). Considere o subgrupo conexo SO(3) agindo em S?
da maneira usual, como rotacoes em R®. Note que, o grupo de isotropia em p € S? é

difeomorfo ao subgrupo SO(2). Assim,

S? = 50(3) -p = S0O(3)/S0O(2).
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Analogamente temos que,
S"=50(n+1)-p=50(n+1)/SO(n).
A

Exemplo A.2.4. O espago hiperbdlico H" (modelo do hiperboléide) é uma variedade de
Einstein e Isom (H") = O(n, 1) (grupo ortogonal de Lorentz). Temos que o grupo ortogo-
nal especial de Lorentz SO(n, 1) age sobre H" transitivamente. Note que, o subgrupo de

isotropia em e, 1 = (0,---,0,1) é difeomorfo a SO(n). Logo,

H" = S0O(n,1) - 541 = SO(n,1)/S0(n).

Para mais detalhes dos exemplos [A.2.2} |A.2.3| e [A.2.4] ver as referéncias [§] e [16].
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