UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Equacoes de reacao-difusao autéonomas e nao
autonomas com expoentes variaveis e difusao grande

Marcela Carvalho Gongalves

Orientador: Prof. Dr. Jacson Simsen

Durante o desenvolvimento deste trabalho a autora recebeu auxilio financeiro da

CAPES

ITAJUBA, 23 DE FEVEREIRO DE 2018



UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Equacoes de reacao-difusao autéonomas e nao
autonomas com expoentes variaveis e difusao grande

Marcela Carvalho Gongalves

Orientador: Prof. Dr. Jacson Simsen

Dissertacao submetida ao Programa de Pés-Graduagao em
Matematica como parte dos requisitos para obtencao do

Titulo de Mestre em Ciéncias em Matematica.

Area de Concentracdo: Analise Matemaética

ITAJUBA — MG

23 DE FEVEREIRO DE 2018



Dedico este trabalho o minha familia.



Agradecimentos

Inicialmente agradeco a Deus que, pela sua infinita bondade, me deu forgas para essa
longa jornada.

A minha familia, em especial ao meus pais, por sempre me incentivar a lutar e nunca
desistir e a minha irma Renata pelo apoio.

Ao meu namorado e colega de mestrado Joél, pelo conhecimentos compartilhados e
principalmente pelo apoio e carinho.

Ao meu orientador Jacson Simsen pelos inimeros ensinamentos, conselhos, dedicacao
e pela infinita paciéncia.

A todos os professores do IMC, em especial ao Antonio, Braulio, Denis, Luis Fernando
e Mariza.

Aos meus colegas de mestrado, por todos os momentos vividos. Agradeco ainda, a
Debora, que se tornou grande amiga durante essa caminhada.

Aos amigos de Ttajubé, que foram a minha familia.

A CAPES, pelo apoio financeiro.

i



il

“...JA sabedoria é a coisa principal: adquire pois a sabedoria; sim, com tudo o que

possuis adquire o conhecimento/...[” (Provérbios 4:7)



Resumo

Neste trabalho apresentamos o estudo das equacoes diferenciais de reacao-difusao auto-
nomas e nao autonomas com expoentes variaveis e difusao grande. Garantimos existéncia
de solucoes e de atratores pullback para a familia de equacoes diferenciais parciais e para
os respectivos problemas limites que, nestes casos de difusao grande, sao equacoes diferen-
ciais ordinarias. Por tltimo, provamos a semicontinuidade superior dos atratores. Para o

caso nao autonomo apresentamos resultados inéditos.

Palavras—chave: Equacoes nao autonomas, Difusao grande, Atrator pullback, Expoentes

variaveis.
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Abstract

In this work we present the study of autonomous and non-autonomous differential
reaction-diffusion equations with variable exponents and large diffusion. We guarantee
the existence of solutions and attractors for the family of partial differential equations
and for the respective limit problems that, in these cases of large diffusion, are ordinary
differential equations. Finally, we prove the upper semicontinuity of the attractors. For

the non-autonomous case we present new results.

Keywords: Non-autonomous equations, Large diffusion, Pullback attractor, Variable

exponents.
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Capitulo 1

Introducao

Os sistemas de reacao-difusao com difusao grande tém sido utilizados para descre-
ver matematicamente sistemas fisicos, quimicos e biolégicos. Modelos matematicos com
expoentes varidveis aparecem com frequéncia em aplicagoes em fluidos eletroreologicos e
processamento de imagens. (ver [12], [24] e as referéncias 14 contidas.)

Estudar a dindmica assintotica dessas equacgoes é avaliar seu comportamento quando
o tempo cresce. Nesse sentido, é importante estudar a semicontinuidade dos atratores
com o intuito de verificar se a dinamica do atrator nao é perdida quando o sistema é
pertubado, isto é, analisar a estabilidade do modelo.

Sendo assim, faremos um estudo detalhado de [24] no qual os autores consideraram o
seguinte sistema

Ou,
ot

us(0) = ugs,

(t) — div(Dy|Vug|Ps @2V u,) + |us[P*@~2u, = B(uy(t)), t >0,

(1.1)

sob condigdo de fronteira Neumann homogénea, onde ugs € H := L*(Q), Q CR" (n > 1)
¢ um dominio suave limitado, B : H — H ¢é uma aplicacao globalmente Lipschitziana,
com constante de Lipschitz L > 0, Dy € [1,00), ps(-) € C(Q), p; := infess p, > p,
pi:=sup ess ps < a, para todo s € N. Assumiremos que ps(-) = p em L>®(Q) e Dy — o0
quando s — 0o, com a, p > 2 constantes positivas.

O objetivo é fazer um estudo da dinamica assintotica, isto é, garantir a continuidade do

fluxo e a semicontinuidade superior da familia de atratores globais {As}seny com respeito



ao par de parametros (Ds, ps), onde Dy é o coeficiente de difusao e p; 0 expoente variavel.
O Capitulo 4 é o ponto principal deste trabalho onde consideramos a seguinte versao
nao autonoma do problema (1.1). Neste caso, o operador depende do tempo ¢. Considere

o problema pullback

ou
2(t) — Dydiv(|Vus|Ps @ —2Vu,) + C(t)|ug|Ps @ 2u, = B(u,(t)), t >,
5 (1) (1 )+ C(1)] (us(?)) T 1.2)

Us(T) = Urs,

sob condigao de fronteira Neumann homogénea, onde u, € H := L*(Q), Q C R" (n > 1)
um dominio suave limitado, B : H — H uma aplicagao globalmente lipschitziana, com
constante de Lipschitz L > 0, D € [1,00) e C(-) € C([r,T],R), com C(t) < C(s), para
todo s <tel < a < (C(t) < M. Aqui, investigamos a continuidade das solugoes e a
semicontinuidade da familia dos atratores pullback {Us}sen quando s — oo do problema
(1.2) em relacdo ao par de parametros (Ds, ps(-)).

Este trabalho esti estruturado da seguinte forma: no Capitulo 2 serao apresentadas
defini¢oes e resultados de Anélise, Analise Funcional, Teoria da Medida, Topologia, opera-
dores maximais mondtonos do tipo subdiferencial, uma breve revisio dos espagos LP@®)(Q),
WP@(Q) e da Teoria de Semigrupos. O Capitulo 3 é um estudo detalhado do artigo [24].
Finalmente, no Capitulo 4, apresentaremos resultados inéditos, como a semicontinuidade

da familia de atratores pullback do problema (1.2).



Capitulo 2

Conceltos 1niciails

Neste capitulo apresentaremos algumas definicoes e resultados que serao utilizados no

decorrer do trabalho.

2.1 Uma coletanea de resultados

As definigoes e resultados dessa se¢do podem ser encontrados em [6,16-19, 25].

Definigao 2.1.1. Uma norma num espago vetorial X sobre o corpo F (real ou complexo)

é uma aplicagao || - || : X — R que satisfaz

(1) ||&]] = 0 para todo £ € X, e ||€|| =0 se, e somente se, £ = 0.
(ii) |[|a€l| = |all|&]], para todo & € X e qualquer o € F.

(iii) [ +nll < [[E]] + [[nl] para todos & n € X.

Definicao 2.1.2. Uma métrica num conjunto X € uma funcao d : X x X — R, que
associa a cada par ordenado de elementos x,y € X um nimero real d(x,y), de modo que

sejam satisfeitas as sequintes condi¢oes para quaisquer x,y,z € X:
(i) d(z,x) =0 e se x # y, entdo d(z,y) > 0;

(i) d(z,y) = d(y,);



(iii) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Definig¢ao 2.1.3. Um espa¢o normado (X, || -||) que é completo com a métrica induzida
pela norma d(x,y) = ||x —y|| € um espaco de Banach, isto €, se toda sequéncia de Cauchy
em (X,||-]|) € convergente em X.

Definicao 2.1.4. Um operador linear entre os espacos vetoriais X e Y € uma aplica¢ao

T:domT C X =Y em que seu dominio dom T é um subespaco vetorial e

T(€+an) =T() +aT(n)

para todos £,m € dom T e todo escalar a € F. Se' Y =TF, entdo temos que T : dom T C

X =Y € chamado de funcional linear.

Definigao 2.1.5. Seja (X, d) um espago métrico completo. Um conjunto A C X € rela-

tivamente compacto ou precompacto, se seu fecho A é compacto.

Definigao 2.1.6. Seja (X,d) um espago métrico e A um subconjunto nao vazio de X.
Definiremos

dist(a, X) = inf,cx{d(a,z)}.

Definicao 2.1.7. Sejam X e Y espacos normados. Um operador linear T : X — 'Y ¢€

compacto, se a imagem T(A) de todo subconjunto limitado A C X € precompacta em Y .

Definicao 2.1.8. Se X € um espaco normado, entio o espago de Banach B(X,F) serd
denotado por X* e chamado de espaco dual de X. Cada elemento de X* é chamado de

funcional linear continuo em X.
Definigao 2.1.9. O espac¢o bidual X** de X € o espago dual de X*, isto é, X** = (X*)*.

Observacao 2.1.10. Hd uma forma natural de identificar elementos de X com elementos

do seu bidual: a cada & € X associa-se é e X** por

~

§(f) = f(&), para f € X~.

Essa aplicacao é chama de injecao candnica de X em X**.



Definicao 2.1.11. Sejam X e Y espacos normados. Uma aplicacao f : X —'Y € uma

imersao isométrica quando ||f(x) — f(y)|ly = ||z — y||x para todos x,y € X.
Definicao 2.1.12. Uma isometria é uma imersao isométrica sobrejetora.
Proposicao 2.1.13. A aplicagio ": X — X*™* € uma isometria (linear).

Definicao 2.1.14. Se a aplicacao”: X — X** € sobrejetora, entao o espagco normado X
€ chamado de espaco reflexivo. Em outras palavras, X € reflexivo se ele € isomorfo a X™**

e o isomorfismo sendo dado por essa aplicacao.

Definicao 2.1.15. Seja 0 < p < 00 e (X,0,u) um espago de medida. O espago LE(X)

consiste do conjunto de todas as fungoes complexas mensurdveis em X tais que

171l = ( / !flpdu)p < co.

Teorema 2.1.16. Sejam (X, ), ) um espago de medida finita. Entdo LL(X) € um

espaco reflexivo para cada 1 < p < o00.

Definicao 2.1.17. Seja X um espago de Banach e 0 < T < oo. Defiremos LP([0,T]; X)

com 1 < p < oo, o espago de todas as fungoes mensurdveis u :)0, T[— X cuja norma

1
g P
Hu(t)\lmo,m:(/o ()2 dt) N

Teorema 2.1.18. (Convergéncia Dominada) Seja (X, %, 1) um espago de medida e

considere (fn)nen uma sequéncia de fungoes compleras mensurdveis em X tal que
f(z) = lim fu(z)
exista para cada v € X. Suponha que exista g € L*(X) satisfazendo
|[fu(@)] < g(x)

para todo x € X en € N. Entao, f € L*(X) e:

@) Jin [ 1~ 7l du=0;



i) Jim [ fdu= [ fan

Definicao 2.1.19. Um produto interno no espacgo vetorial X é um funcional

&, n)—(&,n), de X x X — F, de forma que para quaisquer §,1n,( € X e a € F,

(i) (@€ +n,0) =als, O+, 0);

(i) (&, m) = (n,&);

(iii) (£,€) >0 e (£,£) =0 se, e somente se { =0,
com @ o complexo cunjugado do escalar c.

Proposicao 2.1.20. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja X um espaco com

produto interno. Entao, para todos &,n € X wvale

(& ml < TIellx Tnllx

com |[€]|x = \/(§,€), que serd chamado de norma induzido pelo produto interno.

Definicao 2.1.21. Um espaco de Hilbert H é um espaco com produto interno que €

completo com a norma induzida pelo produto interno.

Teorema 2.1.22. (Teorema do Valor Médio) Se f : [a,b] — R € uma funcao continua

em [a,b] e diferencidvel em (a,b), entdo existe um ponto x € (a,b) tal que

f(b) = f(a) = (b—a)f'(z).

Definigao 2.1.23. Seja X um espago de Banach e 0 < T < 0o. O espago C™([0,T], X),
comm = 1,23, ..., representa todas as fungoes [ :[0,T] = X que sao m vezes diferen-

cidveis e cujas derivadas sio continuas em [0,T].

Definicao 2.1.24. O espaco topoldgico X € localmente compacto, se todo ponto de X

possui uma vizinhanca cujo fecho é compacto.

Definicao 2.1.25. O espaco X ¢ chamado de espaco de Hausdorff, se p € X,q € X e

p # q, entdo p possui uma vizinhanga U e q possui uma vizinhanga V' tal que UNV = ¢.



Observacao 2.1.26. Todo espaco métrico X é Hausdorff.

Definicao 2.1.27. Se X é Hausdorff localmente compacto, entao a funcdo continua
f X — C se anula no infinito, se dado € > 0 existe um compacto K C X tal que

|f(z)] <e, sex ¢ K. O espago dessas fungoes serd denotado por Co(X).

Definicao 2.1.28. Seja X e Xy espagos normados. Dizemos que X1 C Xy com imersao

continua se, existe ¢ > 0 tal que
|zllx, < dllzllx,, Voe X,
e a inclusao X1 C Xy € densa, se EXQ = X,.

Lema 2.1.29. Para quaisquer £,m € R™ temos a sequinte desigualdade para p> 2 cons-

tante
(52 = e2n) (€ =) = () le =

Lema 2.1.30. (Desigualdade de Young) Sejam p,p’ > 1 expoentes conjugados, isto €,

1 1 . , . . "
— + — = 1. Entao, para quaisquer nimeros reais positios a,b temos que

D

11,
ab < ~a? + —b.
pp

Definicao 2.1.31. Seja X um espago normado. Uma sequéncia (&,)neny C X converge a

€€ X se ||& —&|lx — 0 quando n — oo. Denotaremos essa convergéncia por &, — &.

Defini¢ao 2.1.32. Uma sequéncia (§,)nen C X converge fracamente a § € X se, lim,, o f(&,) =

f(&) para todo f € X*. Denotaremos essa convergéncia por &, — &.

Teorema 2.1.33. Se X ¢ um espaco de Banach reflexivo, entdo toda sequéncia limi-

tada (z,)nen em X possui subsequéncia fracamente convergente.

Lema 2.1.34. (Desigualdade de Tartar) Seja p > 2. Entao, para todo §,n € R™ m €
N

(IEIP~2€ = [InlP~2n, & = n) = y0ll€ — I,

com 7y positivo e dependente apenas de p e m.



Lema 2.1.35. [25] Seja y uma fun¢ao positiva absolutamente continua em (0,00) que
satisfaz

y+yyh <6

comp>1,v>0,0>0. Entao, parat > 0

1/p
y(t) < (%) (-1

Lema 2.1.36. (Gronwall) Sejam m € L'(0,T; H) tal que m > 0 q.t.p. em (0,T) e a

uma constante ndo negativa. Se ¢ é uma fun¢ao continua de [0,T] em R tal que

%gzﬁ?(t) < %az +/0 m(s)p(s)ds,

para todo t € [0, T]. Entao,

lp(t)] < a+/0 m(s)ds.

Lema 2.1.37. [25] (Lema Uniforme de Gronwall) Sejam g, h,y trés fungoes positivas
localmente integrdveis em |to, +0o[ tal que y' € localmente integrdvel em |to, +00[ € 0s quais

satisfazem % < gy + hparat > ty,

t+r t+r t+r
/ o(s) < ay, / h(s) < as. / y(s) < a5, para t> to,
t t t

sendo que r,aq,as,az sao constantes positivas. Entao,

y(t+r) < (% + CLQ) e™ VYt > to.

Lema 2.1.38. (Gronwall-Bellman) Seja m € L'(0,T; R) tal que m > 0 q.t.p em (0,T)

e seja a > 0. Seja também ¢ uma funcdao continua de [0, T] em R verificando

o(t) < cH—/O m(s)p(s)ds, te0,T].

Entao,

o) < ae/otm(s)ds

)

para todo t € [0,T].



2.2 O Espaco L'@)(Q)

Os resultados dessa se¢ao podem ser encontrados nas seguintes referéncias [10,12,13].
Seja 2 um dominio em R™, (n > 1). Para qualquer fun¢iao continua p : Q — (1,00)
denotaremos

p~ =inf essp e p" = supessp.
O espaco generalizado de Lebesgue LP®)(Q) ¢ definido por
LP@)(Q) = {u :Q—>R:ué mensuréwele/ |u(z)|P@dx < oo},
Q

com 2 C R", n > 1, um conjunto mensuravel e p € L>(Q2) = {u : Q — R : w mensuravel, |u(z)| <
C,qt.x€Q,C >0}, comp~ > 1.
Seja o conjunto LL = {q € L>®(2) : infess > 1}. Parau € LP@(Q) e p € LY

definiremos
o) = [ Jula) P
Q
A funcao p é chamada de modular.

Proposicao 2.2.1. A norma de Luzemburg ||ul|py) = inf {/\ >0:p <§> < 1} € uma

norma em LP@).

Proposicao 2.2.2. LP®)(Q) é um espaco de Banach.
Teorema 2.2.3. [12] Seja u € LP@ (). Entdo:

(i) [Jullp@) < 1(=1;> 1) se, e somente se, p(u) < 1(=1;> 1);
(i) Se [lully) > 1. entio |Jully,) < plu) < [|ully,:

(iii) e [Jullys) < 1, entdo [lully, < plu) < [[ull},.
Teorema 2.2.4. (i) O espagco LP™)(Q) ¢é separdvel;

(i1) Sep~ > 1, entdo LP®™)(Q) € reflexivo.

Teorema 2.2.5. Seja Q) um dominio limitado de R™ e p,q € LY (). Entao,



LP@)(Q) ¢ L1®(Q)
se, e somente se, q(x) < p(x) para ¢.t. © € Q, e neste caso, a imersio € continua.

Proposicao 2.2.6. (Desigualdade de Holder) Sejam p~ > 1 e g € L2(Q) tal que
1/p(z) +1/q(z) = 1 para todo v € Q . Se, u € L@ (Q) e v € LI®(Q) entdo

< <_1 _1)|| |p@) V]|
+ Ul V() -
_ T p(z) q(z)

/Qu($)v($)d$

2.3 O Espaco W*@)(Q)

Os resultados dessa se¢ao podem ser encontrados em [10,12,13].

Seja Q C R™. O espaco de Sobolev generalizado WP (Q) é definido por

Wl,p(m)(Q) — {u c Lp(x)(Q); a@_u c LP(I)(Q),j =1,... ,n},

Lj

onde Ou/0x; é a j-ésima derivada fraca de u, isto &,

Ou :/ua*”, Vi € C2(RY).
Q

Dado u € W'?(#)(Q) definiremos

Fuo (e 0 00,

b ) M)
0xy’ Oxa oz,

Assim, o espaco W'P(®)(Q) pode ser escrito como
Whr(Q) = {u € LP(Q) : |Vu| € LF(Q)}.

Em W'?(®)(Q) é definida a seguinte norma

n
lullw ooy = el ooy + 3 || o
1,p(x — p(x .
wir(@)(Q) Lr(®)(Q) v amz L@ (@)
Podemos considerar a norma equivalente
[ullwroe = lullp@ + 1Vellp@)-

Teorema 2.3.1. W'P@)(Q) ¢ um espago de Banach.
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Proposicao 2.3.2. O espaco W@ (Q) ¢ separdvel e reflexivo, se p~ > 1.

Teorema 2.3.3. Sejam p,q € LY () tais que q(-) < p(-), ¢.t.p. em Q. Entao,
lep(x)(Q) C V[/Lq(ﬂc)(Q)7

e tal imersao € continua.

Definicao 2.3.4. O espaco Wol’p(w)(Q) ¢ definido por

_  wlnp(x)
wir(Q) = ox@" .

Teorema 2.3.5. (Desigualdade de Poincaré) Suponha que Q é um aberto limitado.

Seja p € C(Q) tal que p~ > 1. Entao, existe uma constante C, tal que
|l o) < ClIVul| o, (2.1)
para todo u € W™ (Q).

Teorema 2.3.6. Sejam p,q € C(Q) tais que p~,q~ < 1. Se q(x) < p*(x), para todo

r €Q, com

o« ) Np(@)/(N =p(2)), plz)<N
p (‘I) - )
00, p(x) > N

entao

WL:D(I)(Q) C Lq(x)(Q)

€ uma imersao continua e compacta.

2.4 Funcoes convexas, subdiferenciais e operadores ma-
ximais monotonos

Os resultados desta se¢ao podem ser encontrados em [3,4,6,9].

Definicao 2.4.1. Seja X um espaco de Banach com dual X*. Uma funcdao convera e
propria em X € uma func¢ao p : X — (—o00,+00|, com ¢(u,) < oo para algum u, € X,

satisfazendo a desigualdade
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P((1=tu+tv) < (1= 1)p(u) + te(v),
para todo u,v € X et € [0,1].
Definigao 2.4.2. A funcao p : X — (—00,400] € semicontinua inferiormente (s.c.i) se,
p(u) < liminf o(u,,)

para toda sequéncia (Uy)nen com u, — u em X.

Dada uma funcao ¢ : X — (—o00, +00| convexa, propria e s.c.i, denotaremos o dominio

de ¢ por
D(p) ={ue X :p(u) < oco}.

Defini¢ao 2.4.3. Dada uma funcio ¢ : X — (—00,+00] convezra, prépria e s.c.i, a

aplicagao 0p : X — X* definida por
Op(u) ={z € X7 o(v) = p(u) + (z,0 —u)x-x,V v € D(p)}
€ chamada a subdiferencial de .

Notagao: (-, -) x« x € o produto escalar na dualidade X*, X, isto é, dada f € X*eu e X

denotaremos: (f, u)x«x = f(u).
Definicao 2.4.4. Um operador A : X — X* ¢ dito ser mondtono, se para todos u,v € X,
(Au— Av,u —v)x+ x > 0.

O operador A : X — X* € mazimal mondtono se ele nao estd propriamente contido em

qualquer outro operador mondtono de X em X*.

Definicao 2.4.5. Seja X um espaco de Banach. Dizemos que um operador A: X — X*

€ hemicontinuo, se para todo u,v € X
A(u + ) — Au,

quando X — 0.
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Definicao 2.4.6. Seja X um espaco de Banach. Um operador A : X — X* € coercivo,

se para toda sequéncia (u;) C X, com lim ||u;||x = oo,
J—00

lim (Auj, u) x« x _
imoo|lugllx

Teorema 2.4.7. [3] Seja X um espag¢o de Banach real e ¢ : X — (—o00,+00| uma

fungao convera, propria e s.c.i. Entao, Op : X — X* é um operador mazimal mondtono.

Definicao 2.4.8. [9/ Seja X um espago de Banach, A um espago topoldgico e Ay C

X, A € A. A familia de conjuntos {Ay}ren € semicontinua superiormente em \ = X\g se,
SUP,, e 4, dist(wy, Ay,) — 0
quando X — Ag.

Lema 2.4.9. [9] Seja {A\}ren. Se qualquer sequéncia {x,,}, com x,, € Ay,
An — Ao possui uma subsequéncia convergente com o limite pertencente ao conjunto A,,,

entao {Ax}ren € semicontinua superiormente em Xg.

2.5 Teoria de semigrupos nao lineares
Nesta secao apresentaremos defini¢oes e resultados da teoria de semigrupos nao lineares
que utilizamos ao longo do trabalho. Os resultados podem ser encontrados em [15].

Definicao 2.5.1. Seja (X, d) um espaco métrico completo. Um semigrupo é uma familia

de operadores {Vi,t € Rt X}, Vi : X — X continuo, satisfazendo:
(i) Vo = I (identidade em X );
(ii) ‘/;f—i—s = ‘/tVTStha S Z 07

Observacao 2.5.2. O semigrupo € nao linear quando X nao for espaco vetorial ou se

existe tg > 0 tal que Vi, : X — X € nao linear.

Definicao 2.5.3. Dado x € X, a semitrajetoria positiva do ponto x € definida por

yH(x) = {Vi(z) : t e RY} = U Vi(x).

t>0
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Definigao 2.5.4. Dado A C X, A # ¢.a semitrajetoria positiva do conjunto A € definida

por

YA = @) = VA,

z€A t>0
Definigao 2.5.5. Uma trajetoria completa vy(x) através do ponto x € a curva x(t), —oo <

t < 00, satisfazendo as sequintes condig¢oes:
(i) x(t) € X para todo t € R;

(11) x(0) = x;
(i11) Vo (x(t)) =x(t+ 1), para todot € R e 7 € RT.

Defini¢ao 2.5.6. Dado A C X, A # ¢, A € positivamente invariante (em rela¢dao ao
semigrupo {Vi}i>0), se Vi(A) C A para todo t € RT; negativamente invariante, se A C
Vi(A) para todo t € RY; invariante se Vi(A) = A para todo t € RY.

Definigao 2.5.7. Sejam A e M subconjuntos nao vazios de X. A atrai M (pelo semigrupo
{Vi}is0) se para qualquer ¢ > 0, existe t(e, M) > 0 tal que Vi;(M) C O-(A) para todo
t>t(e, M), com O(A) ={r e X :d(z,A) <e}.

Definigcao 2.5.8. Seja A é um subconjunto nao vazio de X. A é um atrator global de
pontos, se A atrai cada ponto v € X; A é um B-atrator global, se A atrai cada conjunto
limitado de X; A é um B-atrator global minimal fechado (ou um atrator global de pontos
minimal fechado) se A é um B-atrator global fechado (ou um atrator global de pontos
fechado) e qualquer subconjunto préprio fechado de A nao é um B-atrator global (ou um

atrator global de pontos).

Denotaremos por M e M, o atrator global de pontos minimal fechado e o B-atrator

global minimal fechado, respectivamente.

Definigao 2.5.9. O semigrupo {V;}i>0 € pontualmente dissipativo, se {Vi}i>0 possui um
atrator global de pontos limitado; B-dissipativo, se {Vi}i>0 possui um B-atrator global

limitado.
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Definiremos B := {B ¢ um conjunto nao vazio e limitado emX}.

Defini¢ao 2.5.10. Um semigrupo {V;}i>o € limitado, se v©(B) € B para cada B € B; é
B-limitado se para cada B € B, ezxiste um t(B) > 0 para o qual ’V:EB) e B.

Defini¢ao 2.5.11. Um semigrupo {V;}i>0 € de classe K, se V; : X — X € um operador

compacto para cada t>0.

Teorema 2.5.12. Seja {V,}i>0 um semigrupo de classe K. Suponha que o semigrupo é
B-dissipativo ou limitado e pontualmente dissipativo. Entdao, {Vi}i>o tem um B-atrator

global minimal fechado M, que é compacto e invariante.



Capitulo 3

Equacoes de reacao-difusao auténomas
com expoentes variaveis e difusao

grande

Este capitulo é baseado no artigo [24].

Considere o problema

aalf (1) = div(D; |V [P O 2V, ) 4 [ [P 20y = B(uy(t)), ¢ >0, (3.1)
US(O) - UOS7

sob condigao de fronteira Neumann homogénea, onde ug, € H := L*(Q), Q CR" (n > 1)
¢ um dominio suave limitado, B : H — H é uma aplicacao globalmente lipschitziana,
com constante de Lipschitz L > 0, D, € [1,00), ps(-) € C(Q), p; = infess p, > p,
ps = sup ess ps < a, para todo s € N. Assumiremos que p,(-) — p em L>®(2) e Dy — o0

quando s — oo, com a,p > 2 constantes positivas.

16
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3.1 Operador maximal monétono do tipo subdiferen-
cial

Seja 2 C R™ um dominio limitado e consideremos X, = Whr=@(Q), H = L*(Q) e

ps(z) € C(2) com pys(x) > 2 para q.t. x € €, com norma || - |

x, =] HWLPS(@(Q)'
Pelo Teorema 2.3.6, temos que X, C H, como H = H* C X} vem que X, C H C X}

sao imersoes continuas e densas. De acordo com [22] o operador A®u, definido como

A%y = —div(D|VulP@ =2V y) 4 |u|ps®) 2y,

¢ a realizacdo do operador A3 : X, — X*, X7 := (Wrs@)(Q))*,

@) =2y (2 )u(z)de,

(Ui, o)z, = [ DaVu@)P O 2 Vu(@)Vo(e)ds + [ Ju(o)
Q Q

definido por
D(A®) :={ue X, : Aju e H},
A%u = Aju, se u € D(A%)
Definicao 3.1.1. (i) A fun¢ao us € C([0,T]; H) € uma solucao forte para (5.1), se us é
absolutamente continua em qualquer subintervalo compacto de (0,T'), us(t) € D(A?)

parat —q.t.p. em (0,T) e

dug
dt

() + A*(us(t)) = Blus()atp,t € (0,7).

(ii) A fungao us € C([0,T); H) é chamada uma solugdo fraca para (3.1), se existe uma

sequéncia {ul }nen convergente de solugoes fortes para us em C([0,T]; H).

Lema 3.1.2. Seja u € X;. Entao

+
I));s ,se [[ullp) <1 e ||VU||p5(m) <1,

||u I));: , S€ ||u ps () Z 1le HVu ps(x) Z 1,

2ps__1

||Vu
[|Vu
\

v

<ASU, U>X;‘,Xs

ps(z) Sl (& HV’LL

+
Zi(@ + [|u ii(x) , se [|u

+ —
oo T 0 o s [ullp@ =1 e [[Vu

ps(z) Z 17
< 1.

ps(z)



Demonstracao: Caso 1: ||ullp, ) < 1e ||Vul < 1.

ps(z)

Pelo Teorema 2.2.3 e observando que D € [1,00), temos

Ps(@)=2y vida

(A'u,uyx,« x, = /DS|VU
Q

/DS|VU
0

ps(m)_QVu.Vudx—i—/ lu
Q

Ps(®) g 4 / |u
Q

+ .
> p(Vu) + p(u) > |[Vu ﬁ:(x) + ||u isa)
1 Ds 1 g+
> gormr IVl + llulln@)™ = Sa=llully,
Caso 2: ||u|[p,2) > 1 € [|[Vul|p,@) > 1.

Novamente pelo Teorema 2.2.3, obtemos

Ps(@)=2y, vida

(A’u,uyx .« x, = /DS\Vu
Q
= D,p(Vu) + plu)

ps(x)_2Vu.Vuda:+/ lu
0

Ps—

v

p(Vu) + p(u) > |[Vul[}: ) + [l

ps()
1 -
=z ops——1 (|]Vu| peo) T+ [|ul Ps(z))p
1 a
— —2])57*1”“ ];gs .
Caso 3: ||ullp, ) = 1 e [|Vul|p,@ < 1.

Como (A*u,u) x,* x, = Dsp(Vu) + p(u), utilizando o Teorema 2.2.3, temos

(A%u,u) x,* x, = Dsp(Vu) + p(u) > |[Vu

ooy T 1l

Ps—
ps()’

Caso 4: |lu > 1.

ps(x) S 1 [§ ||VU

ps(z)

Da mesma forma como no caso anterior obtém-se o resultado.

P@ gy = Dyp(Vu) + p(u)
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Provaremos que a realizacao A°® do operador Aj é um operador maximal mondétono

em H, seguindo as ideias de [22].

Lema 3.1.3. O operador A® : Xy, — X7 é mondtono.

Demonstracao: Sejam u,v € X,. Usando o Lema 2.1.29 para cada z € ) fixado e
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observando que D; € [1,00) obtemos

(A'u — A'v,u —v)xsx, = (A%u,u—v)xsx, — (A0, u —v)x= x,

= /DSIVu
Q

— /Ds]Vv
Q

= [ D.(vu
4 /Q(|u Po()=29) (u — v) da

1 ps(x) 1 ps(x)
/ D, (§> Vu — Vol @ dz + / (5) lu — v
Q Q
1 ps+
> (—) (/ |Vu — Vv ”S(”)dx—i-/ lu—v
2 Q Q

Lema 3.1.4. O operador A® : Xy, — X7 € coercivo.

P@)=2y (4 — v)dx

Ps@=27y Y (u — v)dx + / lu
0

ps(m)_ZU.(u —v)dx

Ps(@)=27y V(u — v)dx — / lv
Q

(1) =27y — | Vol 2V0) (Vu — Vv) do

ps(2)=2y, v

Ps(®) gy

v

ps(m)dm) > 0.

Demonstragido: Observe que para u € X, = W@ (Q), com ||u||x, > 1, temos pelo

Lema 3.1.2 que se ||Vul|p, @) > 1 e ||ul|p,@) > 1, entao

<Asu,u>X:7X5 1w 1;;; 1 u pe—1 (3.2)
Fllx, = 2 s, 2t |
Se Jlullp.) < 1 ¢ [Vl o) > 1, entio
— + — p—
<ASU7U>X;,XS S ||VU||§Z§(I) + ||U ﬁj(x) S ||Vu ﬁj(x) ||Vu ij(x)
|[u]|x, — VUllpe) + ullpe@ — IVUllpe@) +1 7 2[[Vul|py@)
1 1
= SlIVullyie) (3.3)
e se ||[Vullp,@) < 1e||ullp,@ =1,
s ps+ Ps Ps— Ps
<A u’u>X;,Xs HVU Ps(fC) + Hu Ps(it) Hu ps(x) > ||U ps(m) — 1||u||psi—1‘ (34)
lullx, = IVullpa@) + [l ~ 1+ ullpew) — 2lullpe@ 27 7@
Seja (uj) C X, uma sequéncia tal que jli_)rgo ||u;l|x, = 00. Como |[|u;||x, = |[|Vu,||p, () +

||w;]|p,(z) temos trés casos para analisar.

Caso 1: }LIEOHVUJ‘ pa(z) = 00 € jlggoHUijs(w) =

Existe j, € N tal que ||Vu;

po(@) = 1 e ||ujllp.) > 1, se j > j,. Logo, segue de (3.2) que
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<Asuj7uj>X;*,Xs 1 [ ps—1

lusllx, = 2077
para todo 57 > 7,. Como

. 1 1

15{.10 ope- 7l I));S = 9,
temos

lim <Asujauj>xg,xs -

oo fugllx,

Caso 2: ]hj?o [V (z) = 00

Existe j; € N tal que ||Vu,||p, ) > 1 se j > ji. Sejam Ny = {j > ji; ||,
No = {j > ju;lluy

Assim, de (3.2) vem que

ps (@) < 1} e

ps(z) = 1}. Se N é finito, basta analisarmos j > j; tal que j € Ns.

S . .
. (A, u]>X;‘,XS
lim =00
Jj—00

Se N, é finito, basta analisarmos j > j; tal que j € Nj. Logo, de (3.3) temos

(Afuj,ug) e v, 1
ER - Ps -1
2||VU’] (z)
para todo 7 > 71, 7 € N;. Como
hm = 00,
j—00 p (:1:)
segue que
(A%, uj)xj,xs
lim : =0
j—oo ;
Se Nj e N, sio infinitos, por (3.2) e (3.3) temos
1 C .
(AP, ) xe x ol , 8¢ 21 e je N
§“+S > 1
H ]HXS 2173() ,SGJZ]l e ]eNl
e, portanto,
Alug,ug) xs
hm < 77 J>X57XS .
i=oo [uyllx,
b ; = 0.
Caso 3 fim ||wj]]ps(z) = 00

Existe j, € N tal que ||u;|[p,z) > 1, se j > jo. Sejam Ny = {j > jo: V||, < 1} e

N, = {7 = d2: IVu;llp,@) = 1}. Se N, & finito, basta analisarmos j > 7, tal que j € No.

Assim, de (3.2) vem que
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- (A uj) e v, -
oo |l x,

Se N, é finito, basta analisarmos j > j, tal que j € Ny. Logo, de (3.4)

(A*uj, uz) .oy, S lHu pe——1
lullx, =277
€ como
.1 -1
Jim Sl 0y = oo,
vem que

lim <Asujauj>xg,xs =
ivoo lugllx,

Se N, e Nj sdo infinitos, por (3.2) e (3.4), temos

1 - . . 3 ~
(A%uj, uj) x: x S B ,sej>js e jeN,
. ||u ps —1 N
||u]| Xs J 55(1) se (e jEN
e, portanto,
lim (A%, u5)x: X, _
j=oe lugllx,

Lema 3.1.5. O operador A® : Xy — X é hemicontinuo.

Demonstragao: Vamos mostrar que A°(u + tv) — A%u quando t — 0 para todo u,v €
X, = W'»®)(Q). Como p; > 1, segue da Proposicdo 2.3.2 que X, é reflexivo. Logo,
provaremos que

lim(A*(u + tv), @) x= x, = (A°u, ) x» x,

t—0

para toda ¢ € X,. Sejam u,v,¢ € X, et € (—1,1). Definindo
fi(x) = D|V(u+ t0)|P*@ =2V (u + tv)V ¢ + |u + tv|P@=2(u + tv)¢
P02,

f(z) = D|Vu[Ps®=2VuVe + |u

entao,
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[(A*(u+tv), §)xs x. — (A'u, @) xy x| =

/Q £ () — /Q f(@)dz

/Q fula) — f(0)] dal.

Note que

ps(’”)_ZV(u +tv)Vo + |u+ tv ps(’”)_z(u + tv)o

lim fy(x) = lim D4 |V (u + tv)
t—0

= D, hmV(u—i—tv) Ps@=2 (4 + t0) Vo + |u 4 to|P* @2 (u + tv)d

ps(x)—2u¢

= D,|Vu
= f(2)

P@2TuV ¢ + |u

e, para todo = € €,

1f(@)] = |Ds|V(u+tv)[P* @2V (0 + tv) Vo + |u + to[P*@ 2 (u 4 tv)¢|
< DV (u+ t) [P 2V (0 + t0)Vo| + ||u 4 to|P* @2 (u + tv) )|
= D,|V(u+t0)P*O V| + |u+ to]P= @ g
< D, (!VU| + [HIVo))P V| + (Jul + ][] |¢!
< ops(z)— (|Vu|ps 1y |Vv|ps(w) 1) V| + ops(@ (|u|ps(w) Ly |U|ps(w) 1) ||

27 D, (17 7 1961+ (u

ps(@ | Ve

ps(z 14w

@71 9] .

Como ¢, u,v € Xy = WhPs@(Q), py(x) € L®(Q) e py(x) > 2, isto &, ps(x) —1 > 1 0 que
implica LP*@~1(Q) C L(Q), temos

/ |2p5($)—2| |[(DS|VU|’Ps($)—1 + |VU|Ps(z)—1) |v¢| + (|u|Ps(ac)—1 + |U|P(ax)—1) |¢|] dx} < 00
Q

e pelo Teorema da Convergéncia Dominada

0 <l [(4°Cu-+ 0, 0)xcox, — (Ao = T [ (60— f(o))d
< 11_{%/%5 x)|dz

Portanto,

Hm(A*(u + tv), §) xz x, = (Au, P)x; x.-

t—0
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Pelo Teorema 2.4 em [2] o operador A® : Xy — X é maximal mondtono. Mostra-
remos agora que A® é a subdiferencial de uma funcdo convexa, propria e semicontinua

inferiormente. Considere a funcao

Dy 1
/ Vu ps(x)d:z:+/ lulP@dx | se u € X,
Oy () = £ Japs(2) o Ps(7) (3.5)

+00, caso contrario.

Lema 3.1.6. A aplicagcao @, (») € conveza e propria.

Demonstragido: Seja u € X, = Wh@(Q). Entdo, u € LP*@)(Q) e Vu € LP<@(Q).

ps(@ d:c+/ 2)|u
< U Vet dm+/|u|ps dm}

< - [/ Vu ps(:‘)dx%—/ |u pS(z)dx} < 00
2 1Ja Q

donde ¢, ;) ¢ propria. Como a aplicagao A é convexa, para A > 0, para u,v € X, e

Assim,

Ps(@) gy

D,
Opo(x)(u) = / IVU

0 <t <1, temos

=

P(®) gy

IV (tu + (1 — t)0)

1
o) (tu + (1 —t)v) = ps(@) gy +/ [tu + (1 — t)v
pe(e) Q ps(‘r)

=
vy
=

J
— /Qpi;)ﬁVu—i—(l—t)Vv Ps(x)dx+/gpix)|tu+(1_t)v ps(@) g
- /Qpi;> (t/Vul + (1 — )| Vo) dz
! /ijx) (tful + (1 = )" do
< /stlz;) (t|VuP@ 4+ (1 — )| Vo) do
+ /Q 1 (P + (1 = Do) da

=S
w

O s

vy ~—

Vu Ps(@) g

8

B t/gps() pS(x)dJCH/g)pix)'u
+ (1—t)Api;>va

1
+ (1t / o[ @ da
=ty (@) (u) + (1 — 1) p,@)(v)

Ps(®) gy
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e, portanto ¢, () € convexa. ]
Lema 3.1.7. A aplicagao @, () € semicontinua inferiormente.

Demonstracao: Seja entao (u,) uma sequéncia tal que w, — v em H. Mostraremos

que
Ppo(a) (1) < Hminf g, ) (un).
Se
liminf gy, () (un) = +00,
entao

P (1) < 00 = lim inf g, ().

Por outro lado, se lim inf o, () (u,) = a < +00, entdo existe uma subsequéncia (u,,) C X
n—0o0

de (uy) tal que

D
lim »(U,.) = lim |V,
fim oncotin) = i ( [ S50,

1
Ps(®) g +/ | ps(x)d$) = a.
Q ps(w)

Como ¢y, () (ty,) — @ quando j — oo, temos que @, () (un,;) ¢ limitada, isto é, existe

M > 0 tal que

|(’Dp5(x)(ung)| S M?

para todo 57 € N.

Como D, € [1,00), temos que

D
T 75 == : \Y n;
Sops( )(u ]) /S\2p5($)| u j
ps(x)dxz i/ |Un
psJo

>/ Ly

= — | Un;

ps(z)
P

Q
1
¥ (ung)

e, assim,
1
Fp(u”j) < Pp(a) (Un;) < M.

s
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Logo,

Da mesma forma vem que

p(Vun,) < ps M. (3.7)

Usando (3.6), (3.7) e o Teorema 2.2.3 obtemos que

1
il < 4 @077 se llun e 211
n;jllps(z) = 1
(psTM)»s™ | se HunJ] pe(z) < 1
e 1
(psTM)vs=, se ||V, |[p,@) > 1
||Vunj ps(x) < 1 7

(ps+M)ps+ , Seé Hvunijs($) <1

Assim, concluimos que ||uy,||x, é uma sequéncia limitada no espago de Banach reflexivo

X, = Whrs@(Q). Logo, pelo Teorema 2.1.33, (un;) possui uma subsequéncia (que tam-
bém denotaremos por (un,)) tal que u,, — v em X, para algum v € X,. Como H* C X}
temos que u,, — v em H, e pela unicidade do limite fraco u = v € X,. Considerando a

subdiferencial d¢,, () de ¢, (»), temos

<890ps(93)(u)7 Up; — u>X§T7X5 < Ops () (unJ) — Pps(x) (u)
para todo 7 € N. Logo

(0Pp,(a) (1), Un; = ) xz.x, + Ppue) (1) < Ppy(a) ()
para todo j € N. Como u,; — u em X, e ©, )(u) € X] vem que

(00p, (@) (u), tn; — u)xz,x, = 0

quando j — oo. Portanto,

s () < I @y, (0 (tn;) = @ = liminf @, o) (un).

j—0o0

Teorema 3.1.8. A® ¢ a subdifirencial Oy, (o) de ©p,(z)-
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Demonstracao: A realizacao A° de Aj e 0y, ;) sa0 maximais mondtonos em H e,

assim, é suficiente mostrar que para qualquer u € H
A*u C Opp, ) (W)

Sejam u € D(A%) == {ue X;;Aju € H} e v = A%u = Aju. Entdo, para todo £ € X

temos

(v, § —u)x:x, = (A", § —u)x: x,

= /DS|Vu ps(m)_ZVu.(Vf—Vu)dahL/ lu
0 Q

= /DS|Vu
Q

+ /|u|ps(m)_2u.§dx—/|u|p3($)dx.
Q Q

Considerando gs(x) tal que 1/ps(x) + 1/gs(x) = 1 e utilizando a desigualdade de Young,

Ps@)=2y (¢ —u)dx

Ps(@) gy

Ps()=2\7y Veds — / D,|Vu
Q

temos

(v, —u)x:x, + / D,|Vu @) =27, Veda
Q

+ /Qlu
= /qu;)’vu
D,

B /Qqs(x)’vu

Logo,

ps(”‘")d:cg/DSWu
Q

ps(’”)da:+/ lu

Q

pg(z)—ngde/Ds|vu|ps(I)—1|V£’dx+/ |u|ps(1‘)—1|€|dm
Q Q

D, 1
pﬁ(x)dx—l—/ lu
Q QS(x)

(ps(x)_l)qs(x) + —‘Vg
1
Ps(@) g +/ |u
Q QS(x)

ps(x)
D,
ps<f>dx+/ A%3
0
1
o [ 1=
Q qs(x)
Ps(@) .

1
ps(z)

1
ps(""”)d:ch/ £P @ d.
Q ps(x>

(ps(x)_l)QS (CC) +

€

ps(z)

Ps(@) ]y

1
(v, —u)xs x, + /QDS (1 - qs(x)) Vu
D 1
s ps(x) g
V¢ :L‘—i—/ﬂps(m)\f

Q ps('r)

Assim, concluimos que

(0,6 —w)x: X, < Ppa(@)(§) = Cpata)(w),

para todo £ € X,. Se £ € H — X, entdo ¢, ()(§) = oo e a desigualdade acima vale. Isso

mostra que A*u = v € dp () (u). u

Ps(@) g
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Se considerarmos o expoente varidavel do termo de difusao diferente do expoente do
termo de absorcao nao linear, entao nao é possivel definir um operador maximal moné6tono

do tipo subdiferencial.

3.2 Existéncia de solucoes e atratores globais

Provaremos a existéncia de solugbes para o problema (3.1) seguindo [7] e a existéncia

de atratores seguindo [23]. Considere o problema de valor inicial

du
= () + Au(t) = B(u(t)), >0, . (3.8)
u(0) =up € H

Hipotese (Hy):
(i) Seja X & um espaco de Banach reflexivo tal que
Xs CHCX;
com inclusoes continuas. Assumos ainda que X, é denso em H.

(ii) Seja A®* um operador nao linear, mondtono, coercivo, hemicontinuo tal que

A5 X, - X7
(iii) Seja B : H — H uma aplica¢ao globalmente Lipschitziana.

Proposigao 3.2.1. [7] Se (H;) vale, entdo o problema de valor inicial (3.8) define um
semigrupo de operadores ndo lineares {Ts(t) : H — H,t > 0}, onde para cada uos € H,

t — Ts(t)ups € uma solugao global fraca de (3.1) comegando em us.

Como o operador A® ¢ a subdiferencial da aplicacao ¢, () convexa, propria, semicon-
tinua inferiormente em H com min{y, yu:ue H} =0e f(-) := B(u(:)) € L*(0,T; H),
segue de [Teorema 3.6 em [4]] que a solugdo fraca é uma solucdo forte para (3.1).

Considerando h = 0 e f : R — R em [23], temos FF = B : H — H globalmente
lipschitziana. Entao, pelo Teorema 3.3 em [23]| temos que o problema (3.1) tem um

atrator global A°*.
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3.3 Estimativas Uniformes

Neste capitulo apresentaremos estimativas uniformes para a solugao forte do problema
(3.1). Sabemos que Xy C H C X! sdo imersoes continuas e densas. Pelo Corolario 3.3.4

de [11], vem que

sl <2(12 + 1) Jus

ps()

<4(1Q) + 1)?ullx,, VY us€ X, e s€N. (3.9)

Lema 3.3.1. Seja us uma solugao de (3.1) com ug(0) = ugs € H. Dado Ty > 0, existe
um numero positivo ro tal que ||us(t)||g < ro, para cadat > Ty e s € N. Além disso, dado
um congunto limitado B C H, entio existe Dy > 0 tal que ||us(t)||g < D1, para todot > 0

e s € N tal que ugs € B.

Demonstracio: E suficiente considerar uo, € D(A?), pois o dominio do operador A® ¢
denso em H e a solucao é forte quando o dado inicial pertence ao dominio do operador.

Seja 7 > 0, multiplicando a equagao (3.1) por us(7), temos

<%“s(7)7us(7>> + (A% (us(7)), us(7)) = (B(us(7)), us(T)).

Assim,

1d s s
Sypllus(mlly = —{A%us(7), us(7)) + (Blus(7)), us(7)))-

Dado Ty > 0, se ||us(7)||p.x) = 1 € ||Vus(7T)||p,x) = 1, pelo Lema 3.1.2 e por Cauchy-

Schwarz,

1
5 sl < = —— llus(7)

Ds
57 o %, B us(m) [l ws (7)[ -

Como 2 < p < p; < pl < ae B é&globalmente Lipschitziana, temos

1d 9 -

Sl < = — (DI, + 1)l
< — (), + (1B s() = BO) + [1BO) ) o (7)1
<~ gorlh (I, + LI+ 1BO s
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com L a constante de Lipschitz. Por (3.9) obtemos

2

Sl < = s, + L 409+ D7) (I,

HIBO)[[#4(192] + 1)*[Jus(7)]

Xs-

Fazendo K := 4(|Q] + 1)%, Cy := ||B(0)||g > 0, C} := LK? e Cy := CyK independentes

de s, temos

1d

Sl (I < = ()

%+ Cillus(TIX, + Callus (7))

X,-

Note que Cy = 0 se, e somente se, B(0) = 0. Agora, considere ¢ > 0 arbitrario, o :=
p/2, 1/a+1/a/ =1el/p+1/p =1. Assim,

1d

1
S eI < = S lhus(r) :

&
3, + Zelfus(r)]

C
o+ Lellus(r) .

Usando a desigualdade de Young, obtemos

1d 1 1/ 1, )
§£Wdﬂ%§'bwﬂ%ﬁﬂk+<a(?) +aemmwa)

S

Assim,

1d ) 1 1, 1 1 /C\Y 1 [(C\”
—_— < | = e P p —_ | = —_ [ == .

Se B(0) # 0 escolha €y > 0, suficientemente pequeno, tal que

1 1

E se B(0) = 0 escolha ¢, > 0, suficientemente pequeno, de forma que
—€5 < —,
a "2

em ambos os casos obtemos

1
S lus(m) [ < —gallus(Mllx, + G,
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com C3 = C3(L, K, €9) > 0 uma constante independente de s. Entdo, por (3.9),

|-
5 g lus (i < =52 K7 lus(m)llf + Cs.

Seja I, == {7 € (0,00); ||us(T)||p.x) = 1 € [|[Vus(7)

po(@) = 1t eys : Iy = R, y (1) ==
|lus(7)||% satisfazendo a inequagao
K
vo(r) £ =5

Logo, pelo Lema 2.1.35, obtemos

1
20KP

2/ =)
() < (2°Csk?) "+ [z =21 T = KV e 2 T

Similarmente para os casos ||us(7)||p.@) > 1 e ||[Vus(T)

[[Vus(T)

ps(x) S 17 HUS(T)Hps(iU) S Le

po(@) = L5 |[us(T)]poa) < 1 e ||[Vug(7)||p, @) < 1, obtemos as constantes K3 e Ky

tais que

lus (M7 < Ki, V7 > Ty
ei=1,2,3,4, respectivamente. Entao, definindo rq := max{ K, Ky, K3, K;} obtemos
lus ()|l < 70,V 7 2 T, s €N,

e a primeira parte do lema estda provada. Agora, seja 7 > 0. Multiplicando a equagao

(3.1) por us(7) temos

<%us<r>,usm> A (1), (7)) = (Bl (7)), ().

Dado Ty > 0, se ||us(7)

po(z) = 1 e |[Vus(T)||p.@) = 1, pelo Lema 3.1.2 e por Cauchy-

Schwarz,
gt < = == lus(DII%, + 1 Bus (7)) [ lloss (7) [ -
Como,
1 Ps
_2172_1 Hué‘(T) X. <0

e B ¢ globalmente Lipschitziana, obtemos

1d
2dt

s ()7 < = s (DI, + 1B us(r) | allus(7) | 1

s —1
<||B(us(7)) = B(O) || al[ws ()| + [ B(O)| a2 || s (7) ||

<Lljus(T)Il + Callus(7) |,
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com Cy = ||B(0)||g > 0. Pela Desigualdade de Young, temos

1d 1 1
Sl < L)l + 563+ 5 () %

< Ch 4 2L+ 1)Jus(7) 13- (3.10)
Integrando (3.10) de 0 a t, com t < Ty, obtemos

t d t
| e lfuar < [ €2+ L+ Dl

Pelo Teorema Fundamental do Calculo

t
WMW@—WM@%SCK%+ACM+UWMﬂ%w
t
IM@%-SWm%+@%+A@L%W%@%W-

Como ||ugs||p < Cs, temos

t
lus(If, < C2+C2Ty+ / (2L + 1)|Jus(7)|dr
0
t
lus(ly < Cs+ / (2L + 1)lJus(r) | dr,
0

com Cg = C? 4+ C4T, independente de s. Pelo Lema de Gronwall-Belmann

t
/ 2L + 1dr
|us(7)]|3; < Cg e/o < Cy G —
com Dy = Cy LD ~ (0 V¢t > T,,. Tomando ﬁl = max{K;, D} obtemos
|us(7)||r < Dy, ¥ t>0.
Assim, o lema esta provado. -

Observacio 3.3.2. As constantes o e Dy no Lema 3.5.1 nio dependem do dado inicial

nem de s.

Corolario 3.3.3. Existe um conjunto limitado By em H tal que Ay C By para todo s € N.



32

Demonstragao: Seja o atrator A, = T5(Tp).As e tome x5 € A,. Assim,
Ty = TS(TO)wSJ ws € As-

Pelo Lema 3.3.1

lus(D) |z < 7o, V¥ t =T

Logo,

5|l = [lus(To)llm < 70

e implica que x, € By = By(0, 1), Va, € A,. Portanto,
A, C By, VseN.
|

Lema 3.3.4. Sejam us uma solugao de (3.1) e Ty > 0. Tome Ty € (0,71). Considerando

©p.(x) cOMo em (3.5), entdo

Pps(z) (us (T)) <7y,

para todo T > Ty e s € N, com vy = r1(11, Ty, L,ro) € rog como no Lema 3.3.1.

Demonstracao: Considere a identidade

A o e(0)) = (D a0, 22 ), (3.11)

Asgsim,

Fonw) = (Po0(w0).520)
= <B<us<t>> - dutg) o, (t)>

= (Bu) - 25t ) - Bl + Bo)
— |y - 25O+ (Buto) - 24 )
aus au8(>

< [ - 22O o) - 22| i@
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Pela Desigualdade de Young, temos

@) < B = 22O 4 B - 2O 4 L)
= B - 22O 4w
Logo,
o we(®) + 5| B~ 22O < Ly,
Em particular,
d 1 , 1,
o (0s(8)) < SIB () < 5C3 V12T, (3.12)

com Cy = Cy(L,r9) > 0 uma constante e 79 = ro(7p). Como X, = WP podemos

tomar v = 0 € X;. Usando a definicao de subdiferencial temos

Qops(m)(o) — Pps(x) (us(t)) > <890ps(1‘) (us(t)),0 — US(t>>X;7XS .

Entao,
Qpps(w)(usu)) < <3g0p5(x)(u5(t)),us(t)>. (3.13)
Note que
e+ 2 n(8) = {29 1)) + w0

Por (3.11) vem que

IO+ o) < (P00} + (@0 (0. wl0)

2dt
= (% 4 gt ()
= (Bn(8).0) < Bt lllua(®)ls < Care,

Vit >Ty Sejat>Tyer:=T, —Ty > 0. Integrando (3.14) de t a t + r, obtemos

t+r 1 4 ) t+r t+r
[ 5ol i+ [ pptutrir < [ Cangar
t t t
1 ) ) t+r
3 (st + 7)1 = 1asO1) + [ g ofusr)) dr < Caror
t

Assim,

1 t+r 1
st B+ [ ol dr < Caror + 3 (O
t
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Pelo Lema 3.3.1 temos

t+r 1
| onlus) dr < G+ 58, VT,
t

1
Considerando g = 0, h := 501, Ys(T) = @p,(2)(us(7)) no Lema Uniforme de Gronwall,
obtemos

a ~
Pnute)(2(7)) < (73 + a2> e = (7 + a2> =7, V7t>T.

Portanto,

Lema 3.3.5. Seja us uma solugao de (3.1). Dado Ty > 0, entdo existe uma constante

positiva r1 > 0, independente de s, tal que

lus(2))]

ngrla
thTl €S€N.

Demonstragao: Seja us uma solugao de (3.1) e considere T} > 0. Tome T} € (0,7}).

Considerando ¢, ;) como em (3.5), usando o Lema 3.3.4, obtemos

Ppa(a)(us(T)) < 771,

para todo 7 > T} e s € N, com 7, = 71(T1,To, L, ) e 7o como no Lemma 3.3.1. Assim,

D, ps(2) 1 ps(2) N
Ppa(a) (Us(T)) = /Q e Vus(r)|  dr+ /Q e ug(t)| dx <7,
para todo 7 > T; e s € N. Como pf <ae D, € [1,00), temos
Opoa)(Us(T)) = /Q p?;) N /Q ;ﬁ wl s
> %/Q’VUS(T)’Z)S(I)CZI—FE/Q us(T) pS(z)dJ:.

para todo 7 > T) e s € N. Assim,

1 s(z) 1
_/ ‘VUS(T)p dx+—/
aJo aJo

us(7)
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Ps(*)dz, temos

Agora, considerando ps(v fQ lv(x
ps (Vus(7)) + ps (us(7)) < ary, (3.14)

para todo 7> Ty es € N. Se 7 > T} e |lus(7)

|lus(7)|lx, > 1 entdo temos quatro casos para analisar. Caso I1: Se ||Vug(7)

[Jus(7)

ps(x) Z 1le

ps(z) = 1, entao pelo Teorema 2.2.3 vem que

V()P < (V7)) < [V,
[§]
+
[Jus (7)1 polz) S < ps(us(7)) < lus(7) ﬁi(x)‘

Como p < p; < pf < a, temos

IV us (T}, @)+ lus (DI

< [[Vus(7)ll,

S Hlus (D1

ps(@) < pS(VU’S( ))+ps(us(7)) < lel.

ps(x) Ds (:r

Pela definicao de norma em X, obtemos

s (7)]

Caso 2: Se ||Vus(T)

%o = IVts()llpuo) + (T lpoa) < 2]

pe(x) = L € [|us(7)

ps(z) < 1, entao, pelo Teorema 2.2.3, temos

— +
HVUS(T)Hiz(w) < ps(Vus(7)) < [[Vus(7) 17

ps()?

Ds

ps(z)’

s ()17 ) < po(us()) < [lus(7)

Como p < p; < pf < a, temos que

Vus(T)ll,

o < Va7, < pu(Vu(r))

Pps

a g
s () I, ) < Nus (M) @) < Ps(us(T))-

Usando (3.14) obtemos que

[[s (7))

%o =V o) + [16(7) |y
<[ps(Vug(1))]7 + [ps(us(7))]
S(afl)l/p+ (ah)l/a

Q= =



Caso 3: Se ||Vus(T)

po(z) < 1 e |lug(7)||p. @) > 1, entdo, pelo Teorema 2.2.3, temos

Ds

IVus(7) pas)’

N
() < Ps(Vus(7)) < [[Vuy(T)

pT

ps(z)°

s (P2 0y < ps(us()) < Jlus(7)

Como p < p; < pf < a, temos que

[ Vus(7)

a g
pe(e) < IVus(TI} ) < ps(Vus(7))

s (P 0y < Muts (P 0y < ps(us(7)).
() ()

Usando (3.14) obtemos que

[[us(7)]

x, =llus(T)llp V(1) s (e
<[ps(us(m))]7 + [psV (us(7))]
<(ar)? + (ary)Ve.

Q= =

s(z) T
1
r 4

Caso 4: Se ||Vus(T)|lp,@) < 1 e ||us(7)]p,2) < 1, entao, pelo Teorema 2.2.3, temos

+ —
Vs (M)l @y < ps(Vus(7)) < [[Vus (7)1

ps(x)’

Ps

ps(z)°

s ()17 0y < ps(us()) < [lus(7)

Usando (3.14), obtemos

IVus(T)Il,

+ [Jus(7)115,

pg(m ( ) < ps(Vus(1)) + ps(us(r)) < ari.

Como p < p; < pf < a, temos que

Vs (Tl

ps(z)

+ Hus(T)H;s(!E) < p(Vug (1)) + plus(1)) < ary.

Logo,
s (7)1 x, < 2(arm)e.

36
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Considerando 71 := max{1, 2(ar})'/? + 2(ar1)/*}, concluimos que
|lus(7)||x, < 7 paratodoT >TieseN.
|

Corolario 3.3.6. (a) Seja X := W'P(Q) e u, solugao do problema (3.1). Dado T} > 0,

existe uma constante positiva ro, independente de s, tal que

lus(@)[[x <7,

para todot > T7 e s € N.
(b) Ezxistem conjuntos limitados By em X e Bj em X, tais que Ay, C B} e A, C By para
todo s € N.

(¢c) A:= U A € um subconjunto compacto de H.
seN

Demonstragao: (a) Pelo Lema 3.3.5, existe r; > 0 tal que
lus(O)|lx, <m Vt>Ty, seN.
Como LP*@)(Q) C LP(R) e é uma imersdo continua, entido

lus@)llx = IVus@)llp + lus(@)ll, < 2090 + 1) (Vs (t)
= 219 + Dfus(1)]

ps(z) T [|us(t) ps(iv))

Xs S 2(|Q| + 1)T17

para todo t > T} e s € N e o resultado segue com 7o := 2(|Q2| + 1)ry.
(b) Seja o atrator A, = T(T1)As, com x, € A, isto é,

s = Ts(Th)ws, ws € As.
Pelo Lema 3.3.5, temos
[zl x, = llus(T1)[|x, < m1,Vs €N,

e implica que x; € B} := Bx_ (0,7) C X, Vs € N. Portanto, A; C B}, Vs € N. Por (a)
temos

|zs|| = [Jus(T1)||x <72 VE<T}
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e, assim

.TSEBlizBX(O,TQ)CXiASCBl Vs € N.

(c) Por (b), existe um conjunto limitado B; em X tal que A, C B; para todo s € N.
Logo,
E—
UAcB=|JA cB cX

seN seN

Como X C H é uma imersao continua e compacta, entao

é compacto. |

3.4 O problema limite e propriedades de convergéncia

O objetivo desta secdo é provar que o problema limite do problema (3.1), quando D
cresce para o infinito e ps(-) — p > 2 em L*(Q2) quando s — oo, & descrito por uma
equacao diferencial ordinaria. Primeiramente, observe que os gradientes das solugoes us
do problema (3.1) convergem em norma para zero quando s — 00, 0 que nos permite

exibir o problema limite

du .
— () + [u(@®)[P2u(t) = B(u(t)), t >0,
() + () () = Blu(t) a1s)
u(0) = up € R,
com B = Bjr. Identificaremos R com as fungoes constantes que estao em H, visto que (2
é um conjunto limitado.

As demonstragoes dos proximos dois resultados seguem as ideias de [20] e mais alguns

ajustes que sao necessarios para este caso de expoente variavel.

Teorema 3.4.1. Dado Ty > 0, se para cada s, us é uma solugio de (3.1), em (0,00),
entdo para cadat > Ty, a sequéncia de nimeros reais {||Vus(t)||n} tem uma subsequéncia

{[IVus,(t)||z} que converge para zero quando { — 0.
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Demonstracao: Seja T > Ty et € (Tp,T). Como ug é uma solugdo forte de (3.1)

podemos multiplicar us em (3.1), entao

<jt w000+ (A0) 00} = (B (0], (1)

H
)@ dx+/|u

GO+ D. [ Vo) P = (Bl (t). ()
Como B é globalmente Lipschitziana vem que

2dt

(B(us(t)),us())r - < [|B(us(t))[|a s (8) |
1B(us(t)) = B(O)||allws (@)l e + 1 BO) |1l ees (@)
< Lljus(@®)3 + 1BO)l]llus(t)]] -

IA

Pelo Lema 3.3.1, obtemos
(B(us(t)), us(t)) i < Lrg + [ BO)||ro < K

q.t.p. em (Ty,T), com K = Lrg + ||B(0)||zro e 7o > 0 uma constante independente de s.

Logo,
1d
Dy
31Ol + D, [ 1Vuo)

q.t.p. em (Tp,T). Integrando (3.16) de Ty a T', obtemos

T T
[ ygteeiaso. [ [ wuopas < [

To
Sl + 0. [ [ 19
To JQ

Em particular,

)P @dr < K, (3.16)

1
P @drdt < S lls(To) 7 + K(T = To)

1
< §r§ + KT =: Ky(T).

P@ drdt < Ko(T),

T
Ds/ /\Vus(t)
To QO
T
Ko (T
Vo, (8)|P*@dzdt <
/:}0 / V() oy

o que implica

@) dpdt < L — 0 quando s — oc.

Pse@dz) tal que

Logo, existe uma subsequéncia { [, |V, (t)

[ 190

P2 @y — 0 quando £ — oo, para q.t. t € (Tp, T),
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e, entdo, existe um subconjunto J C (T, T') com medida de Lebesgue m((7y,T)\ J) =0

PG

Afirmagao: Dado t € (Tp,T), existe pelo menos um 7 € J com 7 < t. De fato, se ndo

tal que

P@dyr — 0 quando £ — oo,

para todo t € J.

existisse terfamos que (7, t)NJ = Pe, assim m((Ty, )\ J) > 0. O que ¢ uma contradicao.

Agora, tome 7 € J, com Ty < 7 <t,esejah=1t—71. Sejam € > 0 e {, = {(€) tais que se

¢ > fy, entao
/ IV, (PP @ < Le. (3.17)
Q 3a
Usando a identidade (3.11) e por (3.12) vem que
d , o d 1 _,
P @) (Use(T 1)) = 0pp, () (s, (T + 1)), —us, (T +1) ) < 505, (3.18)

para ¢.t. t' € (0,T), onde ¢, () ¢ dado por (3.5) , 7o como no Lema 3.3.1e Cy = Cy(L, 19).
Integrando (3.18) de 7+ h a 7, obtemos

T+h d ) ) T+h1 ) /
/ Egppse(l“)(uSe(t ))dt S/ 502 dt'.

Pelo Teorema Fundamental do Céalculo temos

T+h 1
na a4 ) = () < [ 5CH

T

Logo,
D, Vug, (T +h psf(x)d$+/ g, (7 4 ) [P @ dz
el e s (4 1)
- Dy, [ = IVu ()P s = [ ()P e
ste( ) ste(x
1
<lom<loxr-m).
2 2
Assim,
1
D Vug h)[Pee@ do < ZC2(T — T, D, —|Vu, sy (@) g
¢ st | u47+ ) $_2 2( 0)+ ¢ stzu/,)’ uz<7-> T

Pse(®) .

+/ i
pr(xl ‘

1
psf(g”)d:c—/—us T+h
ooy e T
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Portanto,
1 1
Vg, (14 h)[Pe@dr < C3(T — T, —i—/—Vus 7) [P dx
[ =it + 0 s T =1 + [ 9 (7)
1 1
+ U Pse(®) . 3.19
B . o) (319
Usando o Lema 3.3.5 e p < p,, < pj‘e < a, segue que
| i@ < / it () P2
stzz(x> N

= 5 Plus(7),

Pelo Teorema 2.2.3 vem que

va,
pjj (gj) ? ||use (T)

P, }
psg (x) ’

1 i 1
|t e < o {7
s¢

Logo,

-
s, (D)1

1 1
/Qp—(z)wsz(ﬂ Poe@) y < ;max{HuSZ(T) psz } < K;,  (3.20)
S0

com K3 uma constante positiva sem dependéncia de s. Agora, escolha ¢; = ¢;(¢), sufici-

entemente grande, tal que

CHT —Tp) < —, e

- 3.21
2Dsz 3¢ ¢ D, "3a (3:21)

sempre que ¢ > (1 e considere o = l3(e) = max{ly, (1}. Para £ > {5, de (3.17), (3.19),
(3.20) e (3.21), vem que

1/ 1 1
— | |V, ()P dz < C3(T —To) +/ —— |V, (1) PP dx + — K
aJa ‘ 2D8e ’ QpSe(x) ‘ e
1 1
CHT —Ty) + ~ [ |Vug, (1) d K.
—2Dse (=T, | WP "Th,
€ €
b=

3a 3a3 a

Logo, se { > {5, pelo Teorema 2.2.3, temos que

min{||Vus, (t) Pae NVus, (O], Poe(®dy <

Psy (CE

e < p(Vug, (1) = / Vi (1)
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e, entdo, ||Vus,(t)

pey(@) — 0 quando £ — oco. Como LP(Q) — L*(Q),p > 2, entao
[Vus, ()]l < OV, (1)

pey(z); COIML C uma constante independente de s. Assim, con-
cluimos que ||Vus,(t)||z — 0 quando ¢ — oc. u
O Lema acima mostra que a equagao (3.15) é uma forte candidata para o problema limite.
Além disso, pelo Lema 3.2 e o Teorema 3.1 em [20], o problema (3.15) possui uma tnica
solugao global e um B—atrator global A* maximal compacto invariante, dado como a
uniao de todas as trajetorias completas limitadas em R.

O proximo resultado garante que (3.15) é de fato o problema limite para (3.1) quando

S — OQ.

Teorema 3.4.2. Seja us uma solugao de (3.1), com us(0) = wugs, € seja u uma solugdo
de (3.15), com u(0) = ug. Se ugs — ug em H quando s — oo, entao para cada T > 0,

us — u em C([0,T]; H) quando s — +o0.

Demonstragao: Seja T' > 0 fixado e suponha que ugs — ug em H quando s — oo.
Subtraindo as duas equagoes em (3.1) e (3.15) e fazendo o produto interno com ug — u,

obtemos

<d$ (t) — %(a, ug(t) = u<t>>H + {(Aug(8) = Ju()P2u(t), us(t) — ult))

= (B(us(t)) = B(u(t)), us(t) — u(t))p -

Assim,

3370 = wl+ [ DT O Va0 (V) = Tu()de

n / s (B2, () (11 (8) — (1)) — / () [P2ut) (s (t) — u(t))d
= (Blus(t)) — Blult)). us(t) — u(t)

Usando que B é globalmente Lipschitziana, temos

(B(us(t) = Blu(t)), us(t) = u(t) )y < Llus(t) — u®)|-

Observando que v é independente de x, obtemos

a0 = wlf + [ DIV PO+ [ fute
Q Q

- /Q ()P~ u(t) (us(t) — u(t))dz < Lfjus(t) — u()|F-

ps(:”)”us(t)(us(t) —u(t))dx
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Assim, visto que [, Ds|Vu,(t)[P*®dz > 0, temos

30 = a@+ [ (0P (0 (0) — ute))ds

— [P a0 = ue)ds + [ Jute)

- /Q [u(®) P~ u(t) (us(t) — u(t))dz < Lijus(t) — u(t)|l3-

)P 2u(t) (ug (1) — u(t))de

Pelo Lema 2.1.29, temos que

/ (8P 20, (1) (s (£) — (t) ) — / ()P 2u(t) (s (£) — u(t))de
- / (s (6) P21y () — [u(D)P2u(t)) (una(t) — u(t))de

> [ (%)” uy(1) — )

Ps(@) oy > ().

P2y (8) P2 () (us (8) — u(t))da

5 llus(t) — w1 <Lfus(t) — u®)lf - / (Ju(t)

Q
<Lljus(t) — u(®)lz + g (@) P72 = a7 [u®)] Jus(t) — u(t)|da

=L|Jus(t) — u(t) |} + /Q @)™ = Ju()P | us(t) - u(t)|de,

q.t.p. em (0,7"). Agora, vamos estimar o termo

[ ato)

do Teorema 3.1 em [20], existe uma constante positiva K., independente de x e s, satis-

P — Ju ()P fus(2) — u(t)|d,

fazendo |u(t)| < K., para todo t € [0, T]. Pelo Teorema do Valor Médio, para cada x € Q

e s € N existe um ¢ € (p, ps(z)) tal que

@)™ = Ju()P~| = [lu®)]" Inut)]] |ps(x) = pl,

desde que u(t) # 0. Considere a fun¢io continua gy : [0, K] — R dada por

w!lnw se w e (0, Ky
go(w) =
0 se w =0,
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com 6 > 1. Usando a fungio acima definida no conjunto compacto [0, K|, com 6§ = 1
quando |u(t)] < 1ecom 6 = a—1 quando |u(t)| > 1, entdo existe uma constante positiva
k tal que

a7 Infu(t)]] <

para todo t € [0,7], com u(t) # 0, pois uma fungdo continua em um conjunto compacto

é limitada. Entao,
[u(®) P~ = Ju(@®) ] < klps(x) = pl,

para todo t € [0,T]. Assim,

5 g1 (®) = @)l <Lllus(t) = w(@®)llz + /Q Rlps(x) = pl lus(t) — u(t)|dz

=Llus(t) = u(®)|l + £llps = pllr=o) /Q Jus(t) — u(t)|de.

Pela Desigualdade de Young, temos

1d
331000 = Wy <Lle) = wOlfy + . = Pl | ) = u(®)ld
<Lfuy (1) — u(t) %
1 1 ,
+allp, = pllz=q |51+ 5 ust) — (@) (322)

q.t.p. em (0,7). Integrando (3.22) de 0 a t, t < T, obtemos
t 1 d t
5l = o dr < [ L) - uo)lfy ar
o 2dt 0
! 1 1 )
[l pllimioy 5190+ Gl = )y | dr
Assim,
lus(t) = w7 <lluos — wollFr + &llps = pllzo (o) QAT
t
+ [ L+ Rlp. = pllm@)llur) =~ u(r) s
0
Entao, pelo Lema de Gronwall-Bellman, obtemos

oo () = w(®) 1 < (ltos — wol% + llpy — plloe(ey [RUT) e 2tle—plimie oo

< (||UOS _ UOH%{ + /<J||Ps _ p||Loo(Q)|Q|T) €(2L+nllp5—plle<g>)T’

para todo t € [0, 7. Portanto, us — u em C([0,7]; H) quando s — +o0. u
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3.5 Semicontinuidade superior dos atratores globais

Provaremos nesta secao, a semicontinuidade superior da familia de atratores globais
{As}sen com s — oo para o problema (3.1) com respeito ao par de parametros Ds e ps.

O lema a seguir mostra que os elementos relevantes para descrever o comportamento
assintotico desses problemas estao em torno da média espacial, se s é suficientemente

grande.

Lema 3.5.1. Se para cada s € N, ugs € A, e ug = lim ugs em H, entao ug € uma fungao
S§—00

constante.

Demonstracao: Usando a Desigualdade de Poincaré-Wirtinger (p.194 em [5]) e a in-

variancia do atrator, temos que

[wos — Uos|[ < Cl|Vuos | 1,

com U, = ﬁ fQ ups(x)dx. Pelo Teorema 3.4.1, a menos de uma subsequéncia temos que

|luos — Tos||la < Cl|Vugs||lg — 0

quando s — oco. Entao,

quando s — oco. Como, ugs — ug em H temos que ugs — ug em H. Considerando a

funcao caracteristica yo C H vem que

(xq, ugs) = / Xauos(z) dov — / Xauo(z) dr = (xa,uo),
Q Q

o que implica

/Q tos() d — /Q () dz.

1 1
— | ugs(x) de — — | up(x) dx

e, entao, ugs — Uy em R. Observando que

Assim,

||u—05—u—o||§,=/|uos—u()|2dx - |uos—uO|2/dx=|uOs—uo|2|ﬂ|%o,
Q Q



46

quando s — oo, vem que Ugs — Up em H. Segue de (3.23) e do fato que ugs — ug em H
que ugs — ug em H. Logo, pela unicidade do limite concluimos que uy = g € entao ug €
uma funcao constante. [ |

Seguindo as ideias e adaptando alguns argumentos do Teorema 4.1 em [20] temos a

prova do seguinte Teorema:

Teorema 3.5.2. A familia de B-atratores globais {As; s € N} associada com o problema

(3.1) é semicontinua superiormente quando s — oo, na topologia de H.

Demonstracao: Seja {uj} uma sequéncia qualquer com u§ € A, para s > 1, s —
o0o. Para obtermos a semicontinuidade superior da familia de B-atratores globais, pelo

Lema 2.4.9, é suficiente mostrar que {ug} possui subsequéncia convergente e que o limite

pertence ao B-atrator global A% do problema limite. Pelo Corolario 3.3.6, A, = U A é

seN
um subconjunto compacto. Logo, existe uma subsequéncia {uy’ } de {u3} tal que uy’ — ug

em H quando j — oo. Pelo Lema 3.5.1, ug € R. Nosso objetivo é mostrar que ug € A™.
Usando a Proposi¢ao 2.2 em [15], é suficiente mostrar que passa uma trajetoria completa
limitada ¢ : R — R por uy. Sejam {T%i (1)} e {T(7)} os semigrupos associados aos
problemas (3.1) e (3.15), respectivamente. Para cada j € N, considere t; > j, t; <ty <
t3 <--- e x; €A, tais que
T (t;)(5) = ug’ — o,
quando j — oo. Do Teorema 3.4.2, temos
T (t)u(s)] =T% (tj -+ t)(.%'J) — T(t)uo,

em H. Agora considere a sequéncia

{790 - D)} < JA < J A

seN seN
contida num compacto. Entao, passando para uma subsequéncia, se necessario, temos
T%(t; — 1)(x;) = 21,
em H. Pelo Lema 3.5.1, z; € R. Aplicando o Teorema 3.4.2, obtemos

Tty — 1+ t)(x;) =T ()T (t; — 1)(x;) = T(t)2,
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parat > 0em H.
Afirmacgao: T'(1)z; = wg. De fato,
J—00

= lim 7% (t;)(z;) = uo =: 2o.
j—oo

Analogamente, existe 2o € R tal que 7% (t; — 2+ t)(z;) = T(t)z e

T(1)zy = lim T% (t; — 2+ 1)(x;)

J—00

= lim 7% (tj — 1)(1’]) = Z1.

Jj—00
Procedendo indutivamente, escolha para cada r = 0,1, 2,3, ... um namero real z, tal que,
T(1)zp11 = 2.
Dado t € R, definimos
o(t) =Tt +r)z, para r> —t,

isto é,
.

T(tug, >0,
T(t+ 1)z, te[-1,0),

Tt+r)z., te[-r,—(r—1)),

como mostra a Figura 3.1

T(t)ze T(t)z T'(t)z0
2z ug = 2o
zZ1

Figura 3.1: Curva definida por ¢.

Provaremos agora que ¢ é uma trajetéria completa. Sejam ¢ € R e 7 > 0 de forma que

—r<t+7<-r+1. Assim, se —r <t < —r + 1, temos

ot+71)=THt+7+7r)z, =T ()T (t+ 1)z, = T(7)p(t).
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Se t < —r. Entdo, t € [-r — j,—r — j + 1), para algum j € N. Assim,

T(r)et) =T(M)T(t+7r+j)zr; =T(T+t+7+j)2r4,

=T(r+t+r+j—-1D)T(V)z;=...=Tt+7+71)2, = p(t+ 7).

Portanto, ¢ é uma trajetéria completa. Resta mostrar que ¢ é uma trajetoria limitada.

Note que para cada r =0,1,2,3, ... temos que cada

T(t+r)z, = Im T%(t; +t)(x;) e T (t; +1t)(z;) € As,Vj € N.

J—00

Usando o Lema 3.5.1, concluimos que cada ¢, (t) := T(t + r)z, ¢ independente de x e,
consequentemente, ¢(t) ¢ uma fungdo constante em x. Como
A.c | A
seN

entao existe uma constante C' > 0 tal que
lor(Ola <C, ViEe[-r,—(r—1)), r=0,1,2,....

Assim, em particular, temos que ¢(t) é limitada em H. Entao, existe uma constante
C > 0 tal que
1 ~
- <
|0 (t)] |MUJW@NH_Cth€R~
Portanto, concluimos que ¢ : R — R é uma trajetoria completa limitada para {T(7)},>o.



Capitulo 4

Equacao de reacao-difusao nao
autonomas com expoentes variaveis e

difusao grande

Neste capitulo consideramos o seguinte problema nao autonomo

3523 (t) — Dydiv(|Vug|P*®=2Vu,) + C()|us[P*@2u, = B(uy(t)), t > T, (4.1)

us(T) = Urs,

sob condigoes homogeneas de fronteira de Neumann, ug € H := L*(Q), Q C R" (n > 1)
um dominio regular limitado, B : H — H uma aplicacao globalmente Lipschitziana, com
constante de Lipschitz L > 0, D € [1,00) e C(:) € C([r,T],R), com C(t) < C(s), para
todo s <tel < a < C(t) < M. Assumiremos que pg(-) — p em L¥(Q2) e Dy — o0

quando s — 0o, com a, p > 2 constantes positivas.

Lema 4.0.1. [I/Sejam X\ e p nimeros arbitrdrios nao negativos. Se para todos o e 3

positivos, tais que o > 3, entao

A B> 1 (A—I_N’)a? se )‘—{—:U'<17 (42)
1% Z 5a . .
2 A+p)’, se A+p>1

49
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4.1 Operador maximal monétono do tipo subdiferen-
cial

Seja Q C R™ um dominio limitado e consideremos X = W'P@(Q), H = L*(Q) e

p(z) € C(Q) com p(xr) > 2 para q.t. = € Q, com norma || - [|x = || - |[1ee (o). Nesta

segao provaremos que o operador A(t) : X — X*, definido por
(A(t)u, v) x= x := / D|Vu(z)[P®2Vu(x)Vo(z)ds + / C () [u(z) [P 2u(z)v(x)dz,
Q Q
e sua realizagao Ay(t) : H — H dada por
D(A(t)) :={ue X : Ag(t)u € H},
Alt)u = Ag(t)u, se u € D(A(t))
sao um operadores maximais monotonos. De agora em diante, denotaremos
Ay (t)u == —div(D|VulP®=2Vu) + C(t) |u|' @ 2u.
Lema 4.1.1. Seja u € X := Wlﬁp(z)(ﬂ). Para cada t > 0 temos

+
min{l,a} | llullsx, se |lullx <1
20"

(At)u, u)x-x > (4.3)

lull . se fullx >1
Demonstracao: Dadou € X arbitrario, denote A = ||[Vul|,(z) e it = ||u||p@). Pelo Lema

4.0.1 e o Teorema 2.2.3, temos
(A u, u)x+x = /Q D|Vul|P®dz + /Q C(t) [u|P® dx
= Dp(Vu) + C(t)p(u) = p(Vu) + ap(u)
> minf{|[Vullpi, IVullpe, } + o min{|lullyg), Tl

= min{ NPT N7} +a min{ptt, P}

> min{l, o} (min{N"*, X"} + min{p"*, 1"~ })
S min{l, o} ()\—I—,u)w, se A+pu<l

B 2t A+u)P, se Adp>1

_ omin{la} | luly, sellulx <1

=

lullf s flullx > 1
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Lema 4.1.2. Para cada t >0, o operador A(t) : X — X* é mondtono.

Demonstracao: Sejam u,v € X. Usando o Lema 2.1.29 para cada z € () fixado e

observando que D € [1,00) e 0 < a < C(t), obtemos

(A(t)u — A(t)v,u —v)xx = (A(t)u,u —v)x, x — (Alt)v,u — v)x- x
= / D|Vu|P®2Vu.V (u — v)dx + / C(t)|ulP ™ 2u.(u — v)dz
Q Q
- / D|VoP®=2Vy YV (u — v)ds — / Ct)[wP@ 2y, (u — v)da
Q Q
= / D (|Vu|p(“3)_2Vu — |Vv|p(x)_2Vv) (Vu — Vo) dx
Q

+ / C(t) (|u|p(x)’2u — \v\p(x)’%) (u—wv)dz
Q
(z)

1 p 1 p(x)
/D(—) |Vu—Vv|p(x)dz+/C'(t) (—) lu — v|P®dz
o \2 Q 2
I
(—) </ ]Vu—Vv|p("”)dx+/C’(t)|u—v|p(x)dx) > 0.
2 Q Q

v

A%

Lema 4.1.3. Para cada t > 0, o operador A(t) : X — X* € coercivo.
Demonstracao: Considere (u;) C X tal que lim ||u;||x = co. Entdo, eziste jo € N tal
J—00

que ||uj||x > 1, se j > jo. Assim, pelo Lema 4.1.1 temos que

(Altyugsu) e min{L ool _ min{1, a}fu, %

sl |x T 2 Jullx 2r" ’

para todo 7 > jo. Como
min{l, a} -1
— sl

lim = 00,
Jj—o0
temos
A(t)u, >
. < ()u],uj X*.X
lim = 0.

i [luslx

Lema 4.1.4. Para cada t > 0, o operador A(t) : X — X* € hemicontinuo.
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Demonstracao: Vamos mostrar que A(t)(u + Av) — A(t)u quando A — 0, para todo
u,v € X = WH@(Q). Como p~ > 1, segue da Proposicdo 2.3.2 que X é reflexivo. Logo,
basta mostrar que

lim (A(t)(u + \v), @) x= x = (A(t)u, ¢) x+ x,

A—0

para toda ¢ € X. Sejam u,v,¢ € X e A € (—1,1). Definindo

fi(x) = DIV (u + M) PO 72V (u + Mv). Ve + C(t)|u + M[P@ 2 (u 4 Iv)o

ft(x) = D|VU|P($)—2vuv¢_’_ C(t)’u|p(a:)—2u¢’

entao,

(At)(u+ M), d)x+ x — (A)u, d) x- x| =

AﬁmM—Lﬂwm
[ 5@ - @) do

Observe que

/l\in% fi(z)= }\ir% DIV (u+ )P 2|V (u + M).Vo + C(t)|u + M2 (u+ \v)d
— —
= Dlim |[V(u+ M) PO 2V (u+ M)V + O () |u + Mo =2(u + M)
= D|Vulf72Vu.Vé + C(t)[ul/' u¢

= fi(x)
e, para cada x € (Q,

1fi(@)| = |D|V(u+ )PV (u + Mv).Vé + C(t)|u + MoP@~2(u + \v)g|
< |D|V(u+ M) P@ 2V (u + M). V| + |C(t)]|u + I[P 2 (u + o)l
= D|V(u+20)" Vo] + |Ct)]|[u+ Mg
< D(|Vul + [NV V| + [C)] (Jul + M) gl
< 2@72D(|VulP 4 [ Vo) [V |+ 027072 ([uf O o) ¢
< op(x) =2 [D (Wu‘p(x)flﬂvv‘p(r)fl) |V | +M (‘u‘p(x)fl + ‘,U‘p(w)fl) W)H

=:g(x).
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Como u,v,¢ € X, p(x) € Lso(R) e p(z) > 2, temos que LP®~1(Q) c L'(Q). Assim,
[ lote) < o
Q
e, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

0 < lim |[(A(t)(u+ M), d) x+ x — (A(t)u, P) x+ x| = lim

) A—0

Portanto,

/l\li%<A(t> (U + )\'U), ¢>X*,X = <A(t>u7 ¢>X*,X~
|
Pelo Teorema 2.4 em |2, o operador A(t) : X — X* é maximal monétono. Mostra-

remos agora que Ay (t) é a subdferencial de uma func¢do convexa, propria e semicontinua

inferiormente. Considere a funcao

D C(t
/—|Vu\p(z)dx+/ L|u|p(35)dx,se uwe X
Pl () =< Jap(z) o p(@) (4.4)
+00, caso contrario.
Lema 4.1.5. A aplicacio go;;(l,) € convexra e propria.
Demonstragdo: Seja u € X = W@(Q). Entdo, u € LP@(Q) e Vu € LP@(Q).

Assim,

D t 1
/—IWP(@dH/@!ul”(”dx < 3 [D/ !wlp(“)dﬁc(t)/ |U|p(’”)dx]
Q Q Q

p(@) o ()
1
< - [D/ |Vu|p($)dx+M/ |u|p($)dx} < 00,
2 Q Q

donde (70;(93) é propria. Como a aplicacao 7P é convexa, para v > 0 dado e u,v € X e
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0 < X<1 temos

D
LyQu+ (1= M) = /—VAH 1 — M) P@dg
Pp(ay(Au+ (1= A)v) Qp(x)l (Au+ (1= A)v)]
+ /C—t)|)\u+(1—/\)v|p(z)dx
o p(z)
D
< — (A|Vul[P® + (1 = N)|Vo[P@) da
[ T 4 (1 [V
C(t)
+ —Z (AuP® + (1 = N)|oP™) dz
[y QP+ (= el
t
S i\vuvﬂ(w)czxﬂ/@yuw)dw
Q p(z) o p(7)
D C(t)
+ (1=N) [ —=|Vu]f@dz + l—A/—vp(‘”)dx
=4 Qp(w)‘ | =% Qp(x)| |
e, portanto, 90;(35) é convexa. ]

Lema 4.1.6. A aplicacio gpé(m) € semicontinua inferiormente.

Demonstragao: Seja, entao (u,) uma sequéncia tal que v, — u em H. Mostraremos

que

quando u, — u € H. Se

. . t o
hggf Py (Un) = +00,

entao

Py (1) < +00 = limiinf @, (uy).

n—oo
Por outro lado, se

liminf ¢, (un) = a < +o0,

n—oo
entdo existe uma subsequeéncia (u,;) C X de (uy) tal que
D C(t
lim @), (Un,) = lim / —— |V, [P@dx + / L]un.|p(”)da€ = a.
Jj—o0 Jj—o0 Q p(aj) 7 Q p(x) J
Como gpfn(x)(unj) — a quando j — 0o, temos que goé(x) (uy;) € limitada, isto é, existe § > 0

tal que
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para todo 57 € N.
Como D € [1,00) e C(t) < M, temos

D C(t
S02(96) (un]) = /—|Vunj|p(z)dx+/ Lwnjlp(f)dx
Q2 Q

p(x) p(z)
CM) p@ge > O [ g,
/Qp(:c)l wl"dr 2 Pt /Q| mld

(0%
= Fp@bnj)'

Consequentemente,
o
—p(ttn;) < P (un,) <6
Logo,
pé
plu,) < 22 (45)
o
Da mesma forma obtemos que
p(Vuy,) < p*é. (4.6)

Usando (4.5), (4.6) e o Lema 2.2.3, temos que

Jr
pro\ e
(—) s [funllo > 1
<

a
Hunij(x) > 6 ﬁ
(T) , se ||unj||p(x)<1
¢ 1
Vo < 4 07 3¢ MVl 21
n;llp(z) =

1
P0)r™ . se [[Vun,llp@ <1
Assim, concluimos que |[u,,||x é uma sequéncia limitada no espago de Banach reflexivo
X = Wh@(Q). Logo, pelo Teorema 2.1.33, (un;) possui uma subsequéncia (que também
denotaremos por (uy,)) tal que u,, — v em X para algum v € X. Como H* C X*,
temos que u,, — v em H e, pela unicidade do limite fraco, u = v € X. Considerando a

subdiferencial ), de ¢, temos

(00 () (), tn; — U)o x < P (Un;) = Py (W),

para todo j € N. Como u,,, — u em X e ga}to(x)(u) € X*, vem que
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(06 2y (W) Uny — u) xx x — 0

quando j — oo. Portanto,
. t _ I I . t
Teorema 4.1.7. Ay(t) é a subdiferencial 890;(35) de 90;(3;)-

Demonstragao: A realizagao Ay(t) de A(t) e 84,0;@) sa80 maximais monotonos em H e,

assim, é suficiente mostrar que para qualquer u € H
Ag(t)u C 3902(1) (u).

Sejam u € D(Ag(t)) = {ue X;A)ue H} e v € Ay(t)u = A(t)u. Entdo, para todo

¢ € X temos

(v.§—uxx = (Alt)u,§ —u)x~x
= / D|Vul|P®=2Vu.(VE — Vu)dz + / C(t)|ulP™ 2. (€ — u)da
Q Q

= /D‘V“\p(x)QVu.Vfdw—/D]Vu]p(x)dx
f Q

[ e tugts - [ cturii
Q Q

Considerando ¢() tal que 1/p(x) 4+ 1/q(x) = 1, temos
<U75—U>X*,X+/D|Vu\p(’”)dac—|—/C(t)|u’p(r)dx
Q Q

= /D|Vu|P(a:)—2Vuv§dx+/C(t)|u|p(m)—2u§dx
& Q

< /D]VUIP(I)1]V§]dw+/0(t)‘u|p(x)1‘€’dx
. Q

/ D \gupe@-nae ¢ D geporg,
Q

~ Jadg(a) p(x)

n /Q £|u|(p<x>—1>q<z> +g(_g|5|p<x>dx
= /Q%Wuw(”)dﬂﬁ—/gz%Wﬂp(x)dx
+ /glj(—?]u\p(x)da:—k/gs(—gmp(x)dx.
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Logo,

(0,6 — W) xe x + /Q D (1 - ﬁ) V@ dz + /Q () (1 _ ﬁ) WECPS

Do CW), o)
= /Qp(fv)’vﬂ dx—i_/s;p(x)‘ﬂ -

Assim, concluimos que

<U7£ - U>X*,X < W;,(x) (5) - 90;(37) ('LL),

para todo £ € X. Se £ € H — X, entao gog(x) (§) = o0 e a desigualdade anterior vale. Isto

mostra que Ap(t)u = v € 0p),(u). u

4.2 Existéncia de Solucao

Provaremos a existéncia de solugdo global usando resultados de |26], seguindo as ideias

de [14] e fazendo as adaptacoes necessarias. Considere o problema

é—?(t) + 0p'u(t) = f(t), t>rT, ()
u(t) =uy € H,
Hipotese A: Seja T' > 7 fixado:
A.1: Existe um conjunto 0 ¢ Z C [r,T] de medida nula tal que ¢’ é uma func¢do convexa,
propria e semicontinua inferiormente em H para (—oo, 00| com um dominio nao vazio
para cada t € [1,T| — Z;
A.2: Para qualquer inteiro positivo r, existem uma constante K, > 0, uma funcao g, :
[7, T] — R absolutamente continua, com g. € L°(7,T), e uma fungao de variagao limitada
hy : [1,T] = R taisque se t € [1,T] — Z, w € D(¢"), com |w| <7, e s € [t,T] — Z, entao

existe um elemento w € D(¢*®) satisfazendo

|IIJ - w| < ‘gr(s) - gr(t)|((70t(w) + Kr)a (48)

P (@) < @' (w) + [hn(s) = he(B)](" (w) + K), (4.9)
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com o uma constante 0 < a<1le

1
2 se ogagi,
65: 1 1 .
- <
5 =

se a<

—_

l—a
Teorema 4.2.1. [26] Suponha que a Hipdtese A é satisfeita. Entao, para cada f €

L*(1,T; H) e ug € D(¢7) o problema (4.7) possui uma tnica solugdo forte em [r,T] com

u(T) = uyp.

Lema 4.2.2. Se f,g € L*(1,T; H) e u,v sdo solugdes das equagoes

du t —
{ T+ 0pult) = f0) w10)
u(r) =up € H,
Wy 4 agtolt) = gt
S0+ 0p0(0) = g(0), )
v(T) =vy € H,
entao, para 7 < s <t < T,
Ju(t) = v(®)llg < fluls) = v(s)u + / 1f(r) = g(r)||udr.
Demonstragao: Temos que
W)+ dgtult) — (1) — 2 (t) = F(1) — (1),
dt dt
Entao,
%(U(t) — (1)) + 0p'u(t) — 9p'v(t) = f(t) — g(t). (4.12)

Multiplicando a equagao (4.12) por u(t) — v(t), obtemos
(2 ) — o(t)) ult) — (1)) + @ult), u(t) — v(t)) — (@' (t) u(t) — (1)
= (f(t) = g(t),u(t) —v(t)).

Assim,

(S ult) (e ult) — o))+ (@ptult) — Dol ult) — v(1)
= {F(0) — glt),ult) — (1),
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Usando a monotonicidade de dp!, temos

5 llu(®) = vl < (f(t) — g(t), u(t) — v(t)). (4.13)

Por Cauchy-Schwartz e o Teorema Fundamental do Célculo, obtemos

%I\U(t) —v(B)|lE < %IIU(S) — ()| + / 1) = g(r)lalfulr) = v(r)||udr.

Usando o Lema de Gronwall, segue que

[u(®) = o@lla < lluls) = v(s)lla + /t 1f(r) = g(r)l[mdr.

u
A demonstragio do proximo teorema ¢ analoga a demonstracio do Teorema 1 em [21].

Por completude também apresentaremos aqui.

Teorema 4.2.3. Se B: H — H ¢ globalmente Lipschitziana e ug € H, entdo existe uma

inicaw € C([r,T), H), tal que du(t)/dt+d¢'u(t) = B(u(t)) g.t.p. t em [1,T] e u(T) = uy.

Demonstracao: Existéncia: Fixe s € [r,T]. Para t € [r,T], temos

1B(u(t)) — Blu(s))lls < L u(t) — uls)|-

Assim,
1Bu()l < 4 (Llu(t) — u(s)lIF + 1B (uls))IlE) - (4.14)
Se uw € C(1,T,H), entao f(t) := B(u(t)) € L*(,T; H). De fato, usando (4.14) e obser-

vando que [7,T] 2 ¢t — |lu(t) — u(s)||}; € R é uma aplicagdo continua, obtemos

/ O e / A2 [u(t) — u(s)|Zdt + / | B(u(s)|13dt.

Assim,

T T
/ 17 (0)|%dt < 4L2CT + / | Blus)|ydt < oo.



60

Seja ug € H. Considere a sequéncia iterada definida como wug(t) = ug e u,41 uma solugio

do problema

dun+1 - -
o () + A@)unia(t) = Bun(t)) = fo, t>7, (4.15)

Un11(T) = up € H,

onde A(t) := dp'. Usando o Lema 4.2.2, para 7 < ¢t < T, temos
T
[tn1(t) —un(®)llg < [Jtna (T) = un(7)] = +/ | B(tn(r)) = B(tin-1(r))|| adr
T T
< L[ unlr) = s 1)
Assim, para todo t € [1,T] e n € N vem que

(Lt)’
1 (8) = un(®) | < == llur = woll =iy,

e, entdo {u,} converge uniformemente para a solugao fraca de (4.7), com u(7) = uy.

Observe que u,, - uwem C([1,T]; H) e f, = f em L1<7',T; H), pois
T
o= flieran = [ 1alt) = SO
T
- / |Bun(t)) — Bult))|mdt
T
<z / it () — u(t)] rdt — 0,

quando n — oco. Como f(t) := B(u(t)) € L*(1,T; H), pelo Teorema 4.2.1, existe uma

tnica fungao y(t), com y € C([r,T], H), satisfazendo
du
SO T ADy() = f{t), ¢tp. em (1.T) e y(r) = uo.
Pelo Lema 4.2.2, para 7 < t < T, obtemos
ly(t) —un@llr < Ny(7) — unl7)|la + /Tt 1F(r) = B(unv(r) || dr
< 1 [ 1)~ vl

Como {u,_1} converge uniformemente para u em [, 7], temos u,, — y em C([1,T], H).

Logo, u = y. Entao, u é uma solugao forte para o problema (4.7).



Unicidade: Se u e v sdo solugoes fortes de (4.7), temos

du
{ 2O+ A@u(t) = B(u(t), >,

u(T) =up € H.

%(t) + A(t)o(t) = B(v(t)), t >,
U(T) = € H.
Entao,

d

7 ((t) —v(t) + A()u(t) — A)v(t) = B(u(t)) - B(v(t)).

Multiplicando a equacao (4.16) por u(t) — v(t), temos
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(4.16)

(S ult) — (0 ult) — o))+ {A@u(t), u(t) — (1) — (AW (2) u(t) — (D)

= (B(u(t)) = B(v(t)), u(t) — v(t))-

Logo,

(S ult) (e, ult) — (1)) + (AWu(r) — Av(r),u(t) — v(1)
= (B(u(t)) - Bo(t)), u(t) - v(t)).

Usando a monotonicidade de A(t) e que B é globalmente Lipschtziana, temos

Assim,

10(t) = (0l < 5lu(r) = o)+ [ Llls) = w(s) s

o que implica que
lu(t) —v®OlF < llu(r) —o(7)l% +/ 2L]|u(s) — v(s)|[7ds
= / 2L|Ju(s) — v(s)||3ds.

(4.17)



Usando o Lema de Gronwall-Belmann obtemos
0 < Jlu(t) — v(t)|l3 < 0e*77 =0,

para todo t € [1,T]. Portanto, u = v.

Considerando o problema com nosso operador especifico

du
dt
u(t) =uy € H,

verificaremos se a Hipotese A do Teorema 4.2.1 é satisfeita.

— () + 9p,yult) = f(t), t>T, |
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(4.18)

De fato, se Z = ¢, entao @Z(m) é uma funcao convexa, propria e semicontinua inferior-

mente para cada t € [1,T]. Considere r um inteiro postivo, K, := r e a := 1/2. Defina

gr: [, T] = R por g.(t) :=t+r, e h.(t) :=r. Temos que g, é um fungao absolutamente

continua, com ¢, = 1 € L*(7,T), e h, ¢ uma fungdao de variacao limitada. Para todo

t € [rnTlw € DYy, =X = Wir@)(Q), com ||w|| < re s € [t,T]. Considere o

elemento @ 1= w € X = D(¢},). Verifiquemos que w satisfaz (4.8) e (4.9). Note que

D
/—va|7’<w>dx+/%|w|p<@dxzo.
Q

p(z) o p(z)

Assim,

o-ul=0 < o=l ([ Ziwupass [0

= |g:(s) = gr (D) (Ppay (w) + K;)%.

Agora, note que

=
&

=
5|

I
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=
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e, portanto, pelo Teorema 4.2.1 obtemos a existéncia de solucao global para o problema
(4.7).
Teorema 4.2.4. O problema (4.1) tem uma inica solugao forte.

Demonstragio: Basta aplicar o Teorema 4.2.3 com A(t) = 0y,. u

4.3 Estimativas de solucoes

De agora em diante, denotaremos X, := W@ (Q) e Y := W'P(Q). Nesta secio
apresentaremos estimativas uniformes para as solugoes do problema (4.1).
Sabemos que Xy C H é uma imersao continua e densa. Além disso, como ji foi

mostrado na Secao 3.4 do capitulo anterior, temos que

sl < 409 + 1)%fus|

Xs?
para todo us € X, e s € N.

Teorema 4.3.1. Seja us; uma solucio de (4.1), com us(T) = u,s € H. Dado T} > 0,
existe um numero positivo vy tal que ||us(t)||g < 1o, para cada t > Ty +71 e s € N. Além
disso, dado wm conjunto limitado B C H, entdo existe Dy > 0 tal que ||us(t)||g < Ds,

para todot > 7 e s € N tal que u.s € B.

Demonstragao: Seja ¢t > 7. Multiplicando a equagao (4.7) por us(t) temos

5 s (O + (A (Ous(t), us(1)) + (Blus(1)), us(2)).

Sejam T > 7 arbitrério fixado e [ = (7,T) = I} UI? onde I! = {t € (7, T); ||us(t)]
e I ={t € (r,T);lus(t)llx. = 1}.
Como X C H C X*, temos

Xs<1}

lus (@)l < 4090 + 1) [lus(8)[1x, < 4(Q1+1)%, Ve,

Dado T} > 0 arbitrario, se ||us(t)||x, > 1, pelo Lema 4.1.1, obtemos

1d 5 min{l, a}
el < it
)l < g

B+ (Bus(1)), us(t)).
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Assim,
1d min{l, a}
5 g7 les Ol < = === llusO)lI, + LllwsOlz + 1BO) Ll (@)l
mm{l a}||

sOllx, + Crllus(?)]

%+ Collus ()]l x,,

onde C) := LK? ¢ Cy := CyK, com K :=4(|Q|+1)? e Cy := ||B(0)||z > 0. Seja 0 := p/2,

com % + % = 1. Agora, considere € > 0 arbitrario. Assim,

2

1d mm{l al C
i %o T —ellua(®)]

Szl <

(Ol + Lefun)

X+

Pela desigualdade de Young, obtemos

1d 9 min{1l, a} » 10\ 1 0
et <~ " o, + 5 (D) 4 g o)

1 Cg) 1
+= (=) + =e?llus(D)|%.
q< ’ [Jus (£) Ik,

3

Logo,

1d 9 min{l,a} 1, 1 » C’l
§E||Us(t))||H+ <T ¢ ];5 [Jus ()|, < 9/

No caso Cy # 0 escolha ¢ > 0 tal que

ey

|

min{l,a} 1
20 0

1
eh ——eb >0,
p

Para o caso Cy = 0 escolha ¢q > 0 tal que

~min{l,a} 1,

= 9a 00>0
Entao,
1d 10\ 10\
Sl + I, < = (= )+~ (22)
sl O +alu @k, < 5 (2) 1 (2)
Sejam
2 (" 2 (Cr\°
3 )
0 o q €0
- 2y
Y
09+ 17
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Pelo Lema 2.1.35, obtemos
-9 —2

= (e o= (e

para todo t € I2, com t — 7 > T}.

Considerando,

temos

Jus(B)|m < K,
para todo t € I?, com t > T} + 7. Portanto, tomando ry := max{4(|Q|+1)?, K}, obtemos
lus(O) || <o, Vt>Ty +7, s€N,
e a primeira parte do lema esta provada.

Observacao 4.3.2. As constantes rq e D; no Teorema 4.3.1 nio dependem da condig¢do

inicial nem de s.

Teorema 4.3.3. Seja ug uma solugao de (4.1). Dado Ty > 0, existe uma constante

positiva r1 > 0, independente de s, tal que

Jus(®)[|x, <71,
para todot > Ty +7 e s € N.

Demonstracao: Seja ug uma solucdo de (4.1) e considere To > 0. Tome T} € (0,7T3).

Entao,
St us0) = (96}, (usl0), T20)
= (Bl - 0. 5o 0)
= Bty - Lo+ Bo) - e, o)
< Bl - SEw]|] + B - SE@] 1B
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Pela Desigualdade de Young, temos

3ot u®) < ||Blue) ~ L[| +§HB<us<t>>—dg<t>HH 1B )
= By - Sew + B

Assim,
a0 + 3 [ BOs0) ~ S| < LB

Pelo Teorema 4.3.1 vem que

@t ) < ¢ (| B - BO)|| +1BO)H)
dt 7P -2 ° H
1
< 5 (Lllus@)la + Co)”
1 1
S 5 (L?”O + 00)2 = §K12
para todo t > 17 + 7.
Pela definicao da subdiferencial, temos
Pofay (Us(1) < (O, (0 (us(1)), us(t)) (4.19)
Entao,
1d dug
3 OB+ ) < (G200 ) + (04 (8. (1)

= (S0 + 0 ) )
= (Blua(®). u0) < B 0)ln D)
< Ko, W>Ti 4T (4.20)

Fixando r > 0 e integrando (4.21) de t a t +r, com t > T + 7, temos

t+r1 d ) t+r ' t+r
[ 5ol e [ gt s [ K
t t t

Entao,

t+r
(st + )17 = Nus)]1%) +/ P (s (0))dl < Kyror.
t

DN | —

Assim,

t+r 1 1
[ a0t < Sl + Kiror < 370+ Kuror = .
t



1
Fazendo g =0, h := 5[(12, ys(l) ==

t+r t+r t+r
/ g(0)dl =0 =: ay, / h(€)dl =: aq, e / y(0)dl < as.
¢ ¢ t

Pelo Teorema Uniforme de Gronwall, obtemos

f)s () (us(£)), entao

90;8(%)(“8@)) < (% + a2> =7, Vt>Th+r

Assim,

Dy ps(z) N
dx S 1,

Q ps(x) u5<t)

Vug(t)

ps(x) C(t)
et /Q ps()

Py (Us(t)) =

para todo t > Ty + 7. Como ps < pf, Ds € [1,00) e a < C(t), temos

1
o /Q ‘Vus(t)

para todo 7 > T, + 7. Considerando p,(v) := / lv(x)
Q

ps()

ps(z) o ~
d dr < @ (us(t)) < 71

T+ —
pf Ja

u(t)

@)z, temos

min{1, a}
Py p s
Consequentemente,

a

—T vt > T .
min{l,a}r17 =T

(ps(Vus(t) + ps(us(t)) <

Set>Ty+ 7 e ||us(t)]|x, <1 olema esta provado.

Set>Ty+ 7 e |us(t)|lx, > 1 temos quatro casos para analisar.

Caso 1: Se ||Vus(t)

po(z) = 1 e ||us(t)|lp,2) = 1, pelo Teorema 2.2.3 vem que

+
S

Vs (t) gs(x) < ||Vu5(t)‘|§z_(x) < ps(Vus(t)) < [[Vus(?) 25(@
[§]
- +
s (D)5, 0y < Nus@IF: 2y < ps(us(t)) < Nus@O)I: -

Pela definicao de norma em X, temos

lus(2)]

x, = [[Vus(t)

ps(z) T [|lus(t)

) a e
min{1, a} =

o) < [ps(Vus ()P + [ps(us(t))]H?

67

(T8 + ()] < . (Fut)) + opu(ua(0) 73y V= Tat

(4.21)
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Logo,

1/p
a

WDy <2|—2 5| =R, Vi>Ty+r
H'LL ( )’ Xs = |:min{17ct}r1:| 1 - 42 + 7

Caso 2: Se ||Vug(t)||p@) > 1 e [Ju(t)||pe) < 1, pelo Teorema 2.2.3 temos

s +
I8}y < V(0770 < a(Vira(t)) < Vs (D175
(&
+ -
s ()13, < NIy < palua() < s 22,

Usando (4.21) temos

[[us (1)

x, =[IVus(?)

ps(@) T 1ts(®) s ()
<[ps(Vus(£)]"7 + [ps (us(£))]

_ a . 1/p a . 1/a -
- min{l,oz}r1 * min{l,oz}r1 T
para todo t > 15 + .
Caso 3: Se ||Vus(t)

po(z) < 1e ||ug(t)|lp,a) > 1, pelo Teorema 2.2.3 temos

n _
IVus(@) 5. @) < IVus@)I: 0y < ps(Vus(®) < [Vus@)17:
[§]
- +
s, @) < Nlus@)5: @) < ps(us(t)) < Nlus(OI]7: -

Por (4.21) obtemos
lus()Ix, < Rs =R, ¥V t=To+.

Caso 4: Se ||[Vus(t)

po(@) < Le [Jus(t)|lp, @) <1, pelo Teorema 2.2.3 temos

+ —
IVus ()5, < IVus@Il): o) < ps(Vus(t)) < [Vus(£)]];

e

Ds

ps(z)”

hiey < po(as0) < )

ls ()15, (@) < [lus(t)
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Usando (4.21) obtemos

s (2)]

xo = Vus@Ollpa) + s (@) p @)
< [os(Vas (8)]V + [ps (us (£)]H

a 1/a
2|——r .
[min{l,a}“]

Logo,
a 1/a
s(t <2 | — =Ry, Vt>T: .
Ol <2 |t =R ez Tt
Considerando
. - a ) 1/p . a ) 1/a
R min{l,oz}r1 min{l,oz}r1 ’
obtemos

lus(@)lx, <, Ve 2 To+ 7.

4.4 Atratores Pullback

Nesta secao apresentaremos uma breve revisao da Teoria de Processo de Evolugao
e a existéncia do atrator pullback para o processo de evolu¢ao do problema (4.1). Os

resultados dessa se¢do podem ser encontrados em [14].

Definicao 4.4.1. Um processo de evolucao no espaco métrico X é uma familia de apli-

cagoes {S(t,s) : X — X;t > s,s,t € R} satisfazendo:
(i) S(t,t) = I (identidade) Vt € R;
(i) S(t,s) = S(t,7)S(r,s),Yt > T > s.

Definigao 4.4.2. Uma solugao global de um processo S(-,-) € um fun¢io & : R — X tal

que
S(t,s)8(s) = £(1),
para todo t > s. A solucao global £ € backwards-limitada, se existe um 7 € R tal que

{&(t),t < 1} é um subconjunto limitado de X.
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Defini¢ao 4.4.3. Um conjunto K(X) C X pullback atrai um subconjunto C' de X no
instante t sob a ag¢ao do processo de evolugao {S(t,s)}>s, se

lim dist (S(¢t, s)C, K(t)) = 0.

§——00

Definicao 4.4.4. Uma familia {B(t);t € R} é invariante, se
S(t,s)B(s) = B(t),Vt > s.

Definicao 4.4.5. Uma familia {A(t);t € R} de subconjuntos compactos de X é um atra-
tor pullback, se for invariante e atrair pullback subconjuntos limitados de X no instante

t, Vt € R.

Teorema 4.4.6. Seja {S(t,7) >, um processo de evolugio no espago métrico X. Entao,
as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) Ezxiste uma familia de conjuntos compactos { K (t);t € R} que pullback atraem subcon-
Juntos limitados de X no instante t sob a agdo do processo de evolug¢io {S(t,s)}i>s;

(i1) O processo de evolugao {S(t,T) >, possui um atrator pullback.

Teorema 4.4.7. O processo de evolugao {S(t,7)}i>r associado ao problema (4.1) possui

um atrator pullback Us = {As(t);t € R}.

Demonstracao: O Teorema 4.3.3 mostra que a familia K (t) = mH de compactos
de H pullback atrai limitados de H no instante t. Consequentemente, pelo Teorema
4.4.6, o processo de evolugao {S(t,7)}i>, do problema (4.7) tem um pullback atrator
Us = {A(t);t € R}. n

Como consequéncia do Teorema 4.3.1 e do Teorema 4.3.3, temos os seguintes resultados
Corolario 4.4.8. Existe um conjunto limitado By em H tal que Ay C By para todo s € N.

Corolario 4.4.9. (a) Seja us uma solug¢ao do problema (4.1). Dado Ty > 0, existe uma

constante positiva ro, independente de s, tal que

[us@ly < s,
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para todot > Ty +7 e s € N.
(b) Existem conjuntos limitados By em'Y e B em X tais que Ay C B e Ay C By para
todo s € N;

(c) C(t) = U A (t) é um subconjunto compacto de H para cada t € R.
seN

Demonstracao: (a) Pelo Teorema 4.3.3, existe r; > 0 tal que
lusllx. <m Vt>Tho+7, seN.
Assim,

lus@lly = [Vus@®llp + lus(@)llp < 2120+ 1) ([Vus(t)
= 2(19 + Dllus(1)]

ps(z) T ||u9<t> ps(x))

x, < 2([Qf + Dy,

para todo t > Ty + 7 e s € N e o resultado segue com 7y := 2(|Q2] + 1)r;.
(b) O resultado segue do Lema 4.3.3 ¢ do item (a).
(c) Por (b), existe um conjunto limitado B; em Y tal que A, C B; para todo s € N.

Como Y C H é uma imersao continua e compacta, o resultado esta provado. [ |

4.5 O problema limite e propriedades de convergéncia

Nosso objetivo nesta se¢io é provar que o problema limite do problema (4.1), quando
Dy — ocoepy() = p>2em L*(Q) quando s — oo, & descrito por uma equagao diferencial
ordinaria. Primeiramente, observe que os gradientes das soluc¢oes ug do problema (4.1)
convergem em norma para zero quando s — o0, 0 que nos permite exibir o problema
limite p
d—;‘(t) + C)|u(®)P2u(t) = B(u(t), t> T, 122
u(T) = u,; € R,
com B := Bjr. Identificaremos R com as fung¢oes constantes que estao em H, desde que
2 ¢ um conjunto limitado.
A prova do proximo resultado é analoga a prova do Teorema 3.4.1 e nao apresentamos

muitos detalhes na prova aqui, uma vez que o termo nao auténomo C'(t) nao apresentou

dificuldades para esse resultado.
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Teorema 4.5.1. Dado Ty > 0, para cada s, se us € uma solugio de (4.1) em (0,00),
entao para cada t > T, a sequéncia de nimeros reais {||Vus(t)|| g} tem uma subsequéncia

{[|Vus, ()|} que converge para zero quando  — oo.

Demonstragao: Sejam 7' > T et € (T1,T). Como us ¢ uma solugao de (4.1) temos

L @)% + D, / IV, (8) PO da+C (1) / g (2)

24t Py = (B(uy(t)), us(t)) 1
<Lus(®)[13 + |1 BO) | ]|us(t) |1 < K,

q.t. tem (Ty,T), onde K = Lri+||B(0)||gro e ro > 0 é uma constante, que é independente

de s, pelo Teorema 4.3.1. Assim, como C(t) [, |us(t) dr > 0, temos

1d
Ol + D, /|Vu

q.t. t em (71,7). Repetindo o mesmo procedimento do Teorema 4.5.1 obtemos uma

)P de < K, (4.23)

subsequéncia {Vus, (t) }ren de {Vug(t)}sen tal que [[Vug,(t)

pe,(z) — 0 quando £ — oo.
Como

[Vus, ()|l < Cl[Vus, (t)

Psy ()5
com C' uma constante positiva independente de s, concluimos que ||Vus,(t)||z — 0 quando
{ — oo. [ |

Como podemos ver, o teorema acima estd nos dizendo que a equagdo (4.22) é uma
boa candidata para o problema limite.

Vamos agora garantir a existéncia de uma solugdo global para o problema (4.22) usando
o seguinte resultado abstrato de [3] para um espago de Banach X.

Sejam 7 € R e T > 7. Considere a familia de operadores nao lineares H(t) : X — X*,
t € [, T}, satisfazendo:
(i) H(t) € mondtono e hemicontinuo de X para X* para quase todo t € (1,7T);
(ii) A funcao H(-)u(:) : [, T] — X* é mensuravel para todo u € LP(7,T; X);
(

iii) Existe uma constante C' tais que
I H(t)ullx < C(Jul% "+ 1), parau € X et € (,T).

(iv) Existem constantes a,w (w > 0) tal que

(H(t)u,u) < wllull% +a, parauve Xete (r,T).
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Proposicao 4.5.2 (Teorema 4.2 em [3|). Considere a tripla de Gelfand (X, H,X*) e
suponha que (i) — (iv) valem. Se u, € H e f € LY(7,T; X*) (% —i—% = 1), entdo eziste

uma dnica fun¢ao w: [1,T] — X* absolutamente continua que satisfaz

O+ HWu) = @), gty em (7.7,

comu € LP(r,T; X)NC([r,T); H), du/dt € LY(7,T, X*) e u(T) = u,.
Teorema 4.5.3. O problema limite (4.22) tem uma unica solugao forte u € C([r, T];R).
Demonstragido: Considerando H(t) : R — R, definido por H(t)u := C(t)|u|P~u as

condigoes (i)-(iv) sao satisfeitas para H(t) acima, com X = H = X*. De fato, pela

Desigualdade de Tartar obtemos

(Ht)u — H(t)v,u —v)xx = (H(t)u,u—v)xx — (H(t)v,u — v) x+ x
= Ct)(|JulP2u — |v[P2v)(u — v) > ay|u —v|P >0,

com v > 0 e dependente de p. Logo, H(t) é mondtono. E facil ver que a fungiio H(-)u(:) :
[7,T] — X* é continua em [1,T]e, portanto, é mensuravel para todo u € LP(r,T;X).

Além disso, o operador H(t) é hemicontinuo de X para X*. Agora, note que
[H(tullx- = [H(E)ul = [CEuf ul = CO)uf < CJuf~ +1),
com C'= M. E ainda,
(H(t)u,u) = CO)ul"u-u=CO)ul” < wllull +a,

com o > 0,w > 0, e w = M. Assim, para uma f € L?(7,T;R) dada, pela Proposicio
4.5.2, temos que existe uma tnica fun¢ao u € C([r,T];R) que é uma solu¢ao forte para o

problema

du
%(t) +HE)u(t) = f(t), ult)=u, € R.

Logo, com o mesmo argumento da demonstracao do Teorema 4.2.3, concluimos que o
problema limite (4.22) possui uma tnica solugao forte u € C([7, T]; R). u

O proximo resultado garante que (4.22) é de fato o problema limite para (4.1), quando
s — oo. A demonstracao é analoga a prova do Teorema 3.4.2, contudo, nao apresenta-
remos todos os detalhes da prova aqui, uma vez que o termo nao auténomo C(t) nao

apresentou dificuldades para esse resultado.
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Teorema 4.5.4. Seja us; uma solucio de (4.1) com us(T) = urs € seja u uma solugdo
de (4.22) com u(T) = u,. Se urs — u, em H quando s — oo, entdo para cada T > T,

us — u em C([1,T]; H) quando s — +0o0.
Demonstracao: Seja T > 7 fixado e suponha que u,;, — u, em H quando s — oo.

Subtraindo as duas equagoes em (4.1) e (4.22) e fazendo o produto interno com ug — u

obtemos

<d;j () - %(t), us(t) — u<t>>H + (A*uy(t) — CO)ult) P 2ult), us(t) — u(t)),

= (B(us(t)) = B(u(t)), us(t) = u(t)) g -

Usando que B ¢ globalmente Lipschitziana e observando que u é independente de x, temos

t) ps(’:)’Qus(t)(us(t) —u(t))dx

- /Wu (P 2u(t)(w.(t) ~ u(®)ds
Lleu(t) = (o)

IN

Assim,

1d ,
5 2 lles(®) = w(t)

<Llus(t) — u()lz — C’(t)/Q (a2 = Ju()P7%) u(t) (us(t) = u(t))dz

<Lljus(t) — u(®)lF + M/Q ()P0 — Ju() "7 Jus(t) — u(t)]de,

q.t.p. em (7,7). Agora, com um procedimento completamente anilogo ao da prova do

Teorema 3.4.2, obtemos que existe uma constante positiva x tal que

O~ u®) ] < slpe) -,

[l
para todo t € [1,T]. Assim,
S lus() —u@®llF < Lilus(t) —u®)lfy + Melps — pllr=o) /Q |us(t) — u(t)|dz

<Lljus(t) — u(t)l%
1

1
+31lp, = pliey 5190+ Sl = I (1.21)
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q.t.p. em (7,7). Integrando (4.24) de 7 a t, t < T, temos
lus(t) = u®l < llurs — uclly + Mellps — pllzo) QT
+ 2L+ Ml = plow@llu() - u(r)
Entao, pelo Lema de Gronwall-Bellman obtemos
lus(t) = ()3 < (s = urllfy + Me|ps = pllos (o) |QIT) eGEHAAIPPlroe@)T,

para todo t € [r,T]. Portanto, uy; — u em C([r,T]; H) quando s — +0c0. u

4.6 Semicontinuidade superior da familia de atratores
pullback

Comecaremos esta secao comprovando a existéncia do atrator pullback para o problema

limite.
Teorema 4.6.1. O problema (4.22) tem um atrator pullback Us, = {Ax(t); t € R}.

Demonstracio: Multiplicando a equacao @ + C(t)|ulP~2u = B(u) por u temos

1d 9 o E

5774 + COu@®) = B(u(t))u(t).
Assim,
11|u<t>\2 +alu(t)]” < li!uw? +CO)[u®)P = (B(u(t)) — B(0))u(t) + B(0)ul(t).
2dt — 2dt

Seja 0 :=p/2 com 1/6 +1/0" =1 e considere £ > 0 arbitrario. Assim,
52 @ +alu@®) < EEIU(t)Iz + Clu(t)],

com C' = B(0). Usando a desigualdade de Young, temos

1d 2 U O A 1 1
- < (= ha P (P - P
[u®)” + afu)l” < (8) + g 0P + 267 + Zfuld)]
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Logo,

2 1
—alu(?)[” — ];é?p/2IU(t)|” + EIU(t)V’ +

|
ik
I~
=
S~—
T
IA

Escolha 5 > 0 tal que

0< ——5”/2—1—1 < e
p p— 2
Logo,
1d a AN
Lo < (o o+ [3(2) Lo
SlOF < = (a+ S uop+ | 5(2) + 2
< _7@|u(t)|p+c, t>T
com )
1 /LN 1,
=|=(— —C?" | >0
¢ [9/ (60) +p/
Assim, a aplicagao y(t) := |u(t)|? satisfaz a inequagao

d
() < —aly()”? + 2, t > 7.

Entao, pelo Lema 2.1.35 temos

u(t)? < (%)2/p+ (a(g - 1)@—7)) V>

Seja & > 0 tal que

Logo,

lu(t)| < [(%)wp—f— 1] v =R, Vt>&+T.

Assim, a familia K (t) = m de conjuntos compactos de R pullback atraem os conjun-
tos limitados de R no instante t. Consequentemente, pelo Teorema 4.4.6 o processo de evo-
lugao {Sw(t, s) }+>s do problema limite (4.22) tem um atrator pullback U, = {Ax(t); t €
R}. n
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O proximo lema mostra que os elementos relevantes para descrever o comportamento
assintotico desses problemas estao em torno de sua propria média espacial se s for grande

o suficiente.

Lema 4.6.2. Seja t € R fizado. Para cada s € N, se wy € Ay(t) e wg = lim ws em H,

5—00
entdo wy € uma funcdo constante.
Demonstracao: Usando, para cada s € N fixado, a invariancia do atrator pullback
temos A (t) = Ss(t, 7). As(7) para todo 7 < t. Considerando 7 tal que t — 7 > Tj, pelo Te-
orema 4.3.3 temos que A, (t) C W@ (Q) c WP(Q) C L*(Q) = H. Pela desigualdade

de Poincaré-Wirtinger vem que
Jws = Wil < Cl[Vws|lg — 0

quando s — oo. Pelo Teorema 4.5.1, obtemos (a menos de uma subsequéncia) que
|lws — Ws||g — 0 quando s — +oo, onde w, = ﬁfﬁ wg(x)dz. Entdo, considerando a

funcao caracteristica yo € H, temos

(e s) = /Q Yo, (x) dr — /Q Yatwo(x) dr = (xa, wo).

Assim,

%’/Qws(x) dr — Wﬂ/gwo@) dr.

Entao, w; — wy € R. Observando que
s — o = / lw, — wol2dz = |ws —w0\2/ dz = [w, — wol2|Q = 0
Q Q

quando s — oo vem que w, — wy em H. Portanto, concluimos que wg = wy e entao wy é
uma funcao constante. |

Agora, apresentamos nosso resultado principal. A novidade aqui é que é necessario
construir uma solucao global para o processo de evolucao para tras, enquanto que no caso

autoénomo foi necessario construir uma trajetoria completa limitada para um semigrupo.

Teorema 4.6.3. A familia de atratores pullback {Us,s € N} associado com o pro-

blema (3.1) é semicontinua superiormente quando s — oo, na topologia de H, isto €,

para cada T € R, ligrn dist(Ag(7), Ax(T)) = 0.
S—+00
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Demonstracao: Seja 7 € R fixado. Considere {w;}seny uma sequéncia arbitraria com

ws € Ay(7) para cada s € N. Para mostrar que ligl dist(As(T), A (7)) = 0 & suficiente
S—+00

mostrar que {w;s}seny tem uma subsequéncia convergente cujo limite pertence a A, (7)

(ver Lema 3.2 em [8]). Pelo Corolario 4.4.9 (¢) temos que U A(t) é um subconjunto

seN
compacto de H e, portanto, existe uma subsequéncia {w, }jen de {ws}sen tal que w,;, — w

em H quando j — oo. Pelo Lema 4.6.2, w € R. Nosso objetivo é mostrar que w € A (7).
Pela caracterizacao dada no Teorema 1.17 em [8] é suficiente mostrar que existe uma
solucdo global backwards-limitada £(-) com w = §(7). Seja {9, (t,7) }izr € {Soo(t, T)}exr
os processos de evolucdo associados com (3.1) e (4.22), respectivamente. Considere 7; N\,
—o0. Por simplicidade, chamaremos {.S;(t,7)}i>r = {Ss, (£, 7) }ior, wo == w e w; 1= wy; a

subsequéncia de {w;} tal que w; — wy € R quando j — +00. Sem perda de generalidade,

vamos considerar 7; < 7,Vj € N. Pela invariancia dos atratores pullback, temos
Aj (1) = 85(7,75) A (75).
Assim, w; = S;(7, 7;)z;, para algum z; € A;(7;). Pelo Teorema 4.5.4,
Si(t, T)w; = Si(t, 7j)x; = Seo(t, T)wo, V> 1.

Além disso, existe um x;; € A;(1; — 1) tal que z; = S;(7, 77 — 1)x;1. Agora, considere a

subsequéncia

{S;(r = 1,75 = Dajatjen € (JAi(r = 1) C | Aj(r — 1) € K(H),
jeN jeN
com K(H) ={K C H; K & nao vazio e compacto}. Assim, (a menos de uma subsequén-

cia), temos

Sj(t— 1,7 — 1)z;1 — wy quando j — +oo.

Pelo Lema 4.6.2, temos w; € R. Pelo Teorema 4.5.4,
Sj(f,T — 1)5}(7’ — 1,7']' — 1);?7]"1 — Soo(t,T — 1)21)1, Vi > 7 = 1,

quando j — oc.
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Afirmacao 1: So. (7,7 — 1)w; = wy. De fato,

Soo(T, 7= 1wy = lim Sj(r,7—1)S;(t— 1,75 — 1)z

J—+o0
= lim Sj(r,7)z; = lim w; = wy
J—>+oo J—+00

Novamente, pela invariancia dos atratores pullback, existe um x;, € A;(7; — 2) tal que
ZL’jJ == Sj(Tj — ]_,Tj - 2)1‘j,2‘
Considere a sequéncia

{Si(r — 2,75 = 2xja}jen C | J Aj(r - 2) € K(H).

jeN

Entao, (a menos de uma subsequéncia) temos
S;(1—2,7; —2)xj2 = wy € R, quando j — oo.
Pelo Teorema 4.5.4 vem que
Si(t, 7 —=2)S;(1— 2,75 —2)xj2 = Sec(t, T —2)wy, V> 7 —2,

quando j — oco. Afirmagao 2: w; = Soo(7 — 1,7 — 2)wy. De fato,

Seo(T— 1,7 = 2wy = jgglooS (1 — —2)S;(T — 2,7 — 2)z;9
= jEIJPOOS (1 — —2)T;9
= JETOOS (1 — —1)S;(r; — 1,75 — 2)xj0
= jEIEOOS (1 — — Dz = w.

Procedendo indutivamente definimos
4

Seo(t, T)wo, t>T,
Seo(t, 7 — Dwy, te€[r—1,7),
Seo(t, T — 2wy, t€[T—2,7—1),

Seolt, T =)W, tE€[T—rT7—(r—1)),
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Afirmacao 3: £ é uma solucdo global, isto é, So.(t,0)&(0) = &(t), Yt > L.
De fato, o caso t = £ é trivial. Considere um par (¢, ¢) arbitrariamente fixado, com t > /.
Caso 1: £ <t < 7. Neste caso, ¢ € [T —r,7 — (r — 1)) para algum r € N;r > 1 e

te[r—r,7—(F—1)) para algum 7 € N com 1 <7 < r. Logo,
E(W0) =S(l,7 —r)w, e &(t) = Suo(t, T — 7wy
Portanto,

Seo(t,0)E(0) = Sx(t,0)Soc(l, T — )W,
= Sooc(t,0)Sc(ly,T —T)Seo(T — T, 7 — 1w,
= Soo(t, 7 —Tws = £(2).

Caso 2: t > € > 7. Neste caso, {({) = S (¢, T)wy. Assim,
Seo(t, 0)E() = Seo(t,€)Seo (€, T)wy
= Soo(ta T)w() = §(t>

Caso 3: <1<t
Neste caso, £ € [T —r,7 — (r — 1)) para algum natural » > 1 e {({) = S ({, 7 — 7)w,.

Temos, £(t) = Sao(t, T)wp. Entdo,

Se(t, 0E(0) = Suo(t, 0)Sw(l, T — 1w,

Portanto, ¢ é uma solucao global.
Mostraremos agora que & é limitada (em particular backwards-limitada). Primeiro,
note que para cada t € R, £(t) = Sy (t, 7 — r)w, para algum r € {0,1,2,3,...} e

Soo(t, 7 —r)w, = lim S;(t,7; — r)(x;,) e S;(t, 75 — r)(z;,) € A;j(t),Vj € N.

J—00
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Usando o Lema 4.6.2, concluimos que para cada termo Sy (¢, 7 — r)w, é indepentende de
x. Consequentemente, £(t) é uma fungao constante na variavel espacial x. Como para

cadateRejeN,

A;(t) [ Ad)

seN

e o ultimo é limitado (pois é relativamente compacto), entao existe uma constante C' > 0
tal que
|S0c(t, 7 —Mwy||lg < C, VEtEeR (r=0,1,2,...).

Em particular, temos que £(-) é limitada em H. Entdo, existe uma constante C >0 tal
que

1 N
E(t)] = m|—1/2||f(t)||H <C,VteR.

Portanto, concluimos que ¢ : R — R & uma solugdo global com w = wy = &(7). [ |
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