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Resumo

Neste trabalho apresentamos o estudo das equações diferenciais de reação-difusão autô-

nomas e não autônomas com expoentes variáveis e difusão grande. Garantimos existência

de soluções e de atratores pullback para a família de equações diferenciais parciais e para

os respectivos problemas limites que, nestes casos de difusão grande, são equações diferen-

ciais ordinárias. Por último, provamos a semicontinuidade superior dos atratores. Para o

caso não autônomo apresentamos resultados inéditos.

Palavras�chave: Equações não autônomas, Difusão grande, Atrator pullback, Expoentes

variáveis.
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Abstract

In this work we present the study of autonomous and non-autonomous di�erential

reaction-di�usion equations with variable exponents and large di�usion. We guarantee

the existence of solutions and attractors for the family of partial di�erential equations

and for the respective limit problems that, in these cases of large di�usion, are ordinary

di�erential equations. Finally, we prove the upper semicontinuity of the attractors. For

the non-autonomous case we present new results.

Keywords: Non-autonomous equations, Large di�usion, Pullback attractor, Variable

exponents.
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Capítulo 1

Introdução

Os sistemas de reação-difusão com difusão grande têm sido utilizados para descre-

ver matematicamente sistemas físicos, químicos e biológicos. Modelos matemáticos com

expoentes variáveis aparecem com frequência em aplicações em �uídos eletroreológicos e

processamento de imagens. (ver [12], [24] e as referências lá contidas.)

Estudar a dinâmica assintótica dessas equações é avaliar seu comportamento quando

o tempo cresce. Nesse sentido, é importante estudar a semicontinuidade dos atratores

com o intuito de veri�car se a dinâmica do atrator não é perdida quando o sistema é

pertubado, isto é, analisar a estabilidade do modelo.

Sendo assim, faremos um estudo detalhado de [24] no qual os autores consideraram o

seguinte sistema
∂us
∂t

(t)− div(Ds|∇us|ps(x)−2∇us) + |us|ps(x)−2us = B(us(t)), t > 0,

us(0) = u0s,
(1.1)

sob condição de fronteira Neumann homogênea, onde u0s ∈ H := L2(Ω), Ω ⊂ Rn (n ≥ 1)

é um domínio suave limitado, B : H → H é uma aplicação globalmente Lipschitziana,

com constante de Lipschitz L ≥ 0, Ds ∈ [1,∞), ps(·) ∈ C(Ω̄), p−s := inf ess ps ≥ p,

p+
s := sup ess ps ≤ a, para todo s ∈ N. Assumiremos que ps(·)→ p em L∞(Ω) e Ds →∞

quando s→∞, com a, p > 2 constantes positivas.

O objetivo é fazer um estudo da dinâmica assintótica, isto é, garantir a continuidade do

�uxo e a semicontinuidade superior da família de atratores globais {As}s∈N com respeito
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ao par de parâmetros (Ds, ps), onde Ds é o coe�ciente de difusão e ps o expoente variável.

O Capítulo 4 é o ponto principal deste trabalho onde consideramos a seguinte versão

não autônoma do problema (1.1). Neste caso, o operador depende do tempo t. Considere

o problema pullback
∂us
∂t

(t)−Dsdiv(|∇us|ps(x)−2∇us) + C(t)|us|ps(x)−2us = B(us(t)), t > τ,

us(τ) = uτs,
(1.2)

sob condição de fronteira Neumann homogênea, onde uτ ∈ H := L2(Ω), Ω ⊂ Rn (n ≥ 1)

um domínio suave limitado, B : H → H uma aplicação globalmente lipschitziana, com

constante de Lipschitz L ≥ 0, D ∈ [1,∞) e C(·) ∈ C([τ, T ],R), com C(t) ≤ C(s), para

todo s ≤ t e 0 < α ≤ C(t) ≤ M. Aqui, investigamos a continuidade das soluções e a

semicontinuidade da família dos atratores pullback {Us}s∈N quando s → ∞ do problema

(1.2) em relação ao par de parâmetros (Ds, ps(·)).

Este trabalho está estruturado da seguinte forma: no Capítulo 2 serão apresentadas

de�nições e resultados de Análise, Análise Funcional, Teoria da Medida, Topologia, opera-

dores maximais monótonos do tipo subdiferencial, uma breve revisão dos espaços Lp(x)(Ω),

W p(x)(Ω) e da Teoria de Semigrupos. O Capítulo 3 é um estudo detalhado do artigo [24].

Finalmente, no Capítulo 4, apresentaremos resultados inéditos, como a semicontinuidade

da família de atratores pullback do problema (1.2).



Capítulo 2

Conceitos iniciais

Neste capítulo apresentaremos algumas de�nições e resultados que serão utilizados no

decorrer do trabalho.

2.1 Uma coletânea de resultados

As de�nições e resultados dessa seção podem ser encontrados em [6,16�19,25].

De�nição 2.1.1. Uma norma num espaço vetorial X sobre o corpo F (real ou complexo)

é uma aplicação || · || : X → R que satisfaz

(i) ||ξ|| ≥ 0 para todo ξ ∈ X, e ||ξ|| = 0 se, e somente se, ξ = 0.

(ii) ||αξ|| = |α|||ξ||, para todo ξ ∈ X e qualquer α ∈ F.

(iii) ||ξ + η|| ≤ ||ξ||+ ||η|| para todos ξ, η ∈ X.

De�nição 2.1.2. Uma métrica num conjunto X é uma função d : X × X → R, que

associa a cada par ordenado de elementos x, y ∈ X um número real d(x, y), de modo que

sejam satisfeitas as seguintes condições para quaisquer x, y, z ∈ X:

(i) d(x, x) = 0 e se x 6= y, então d(x, y) > 0;

(ii) d(x, y) = d(y, x);

3



4

(iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

De�nição 2.1.3. Um espaço normado (X, || · ||) que é completo com a métrica induzida

pela norma d(x, y) = ‖x−y‖ é um espaço de Banach, isto é, se toda sequência de Cauchy

em (X, || · ||) é convergente em X.

De�nição 2.1.4. Um operador linear entre os espaços vetoriais X e Y é uma aplicação

T : dom T ⊂ X → Y em que seu domínio dom T é um subespaço vetorial e

T (ξ + αη) = T (ξ) + αT (η)

para todos ξ, η ∈ dom T e todo escalar α ∈ F. Se Y = F, então temos que T : dom T ⊂

X → Y é chamado de funcional linear.

De�nição 2.1.5. Seja (X, d) um espaço métrico completo. Um conjunto A ⊂ X é rela-

tivamente compacto ou precompacto, se seu fecho A é compacto.

De�nição 2.1.6. Seja (X, d) um espaço métrico e A um subconjunto não vazio de X.

De�niremos

dist(a,X) = infx∈X{d(a, x)}.

De�nição 2.1.7. Sejam X e Y espaços normados. Um operador linear T : X → Y é

compacto, se a imagem T (A) de todo subconjunto limitado A ⊂ X é precompacta em Y .

De�nição 2.1.8. Se X é um espaço normado, então o espaço de Banach B(X,F) será

denotado por X∗ e chamado de espaço dual de X. Cada elemento de X∗ é chamado de

funcional linear contínuo em X.

De�nição 2.1.9. O espaço bidual X∗∗ de X é o espaço dual de X∗, isto é, X∗∗ = (X∗)∗.

Observação 2.1.10. Há uma forma natural de identi�car elementos de X com elementos

do seu bidual: a cada ξ ∈ X associa-se ξ̂ ∈ X∗∗ por

ξ̂(f) := f(ξ), para f ∈ X∗.

Essa aplicação é chama de injeção canônica de X em X∗∗.
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De�nição 2.1.11. Sejam X e Y espaços normados. Uma aplicação f : X → Y é uma

imersão isométrica quando ||f(x)− f(y)||Y = ||x− y||X para todos x, y ∈ X.

De�nição 2.1.12. Uma isometria é uma imersão isométrica sobrejetora.

Proposição 2.1.13. A aplicação ˆ: X → X∗∗ é uma isometria (linear).

De�nição 2.1.14. Se a aplicaçãoˆ: X → X∗∗ é sobrejetora, então o espaço normado X

é chamado de espaço re�exivo. Em outras palavras, X é re�exivo se ele é isomorfo a X∗∗

e o isomor�smo sendo dado por essa aplicação.

De�nição 2.1.15. Seja 0 < p < ∞ e (X, σ, µ) um espaço de medida. O espaço Lpµ(X)

consiste do conjunto de todas as funções complexas mensuráveis em X tais que

||f ||p =

(∫
X

|f |pdµ
) 1

p

<∞.

Teorema 2.1.16. Sejam (X,
∑
, µ) um espaço de medida �nita. Então Lpµ(X) é um

espaço re�exivo para cada 1 < p <∞.

De�nição 2.1.17. Seja X um espaço de Banach e 0 < T <∞. De�remos Lp([0, T ];X)

com 1 ≤ p <∞, o espaço de todas as funções mensuráveis u :]0, T [→ X cuja norma

‖u(t)‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u(t)‖pX dt

)1

p
<∞.

Teorema 2.1.18. (Convergência Dominada) Seja (X,Σ, µ) um espaço de medida e

considere (fn)n∈N uma sequência de funções complexas mensuráveis em X tal que

f(x) = lim
n→∞

fn(x)

exista para cada x ∈ X. Suponha que exista g ∈ L1(X) satisfazendo

|fn(x)| ≤ g(x)

para todo x ∈ X e n ∈ N. Então, f ∈ L1(X) e:

(i) lim
n→∞

∫
X

|fn − f | dµ = 0;
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(ii) lim
n→∞

∫
X

fn dµ =

∫
X

f dµ.

De�nição 2.1.19. Um produto interno no espaço vetorial X é um funcional

(ξ, η) 7→ 〈ξ, η〉, de X ×X → F, de forma que para quaisquer ξ, η, ζ ∈ X e α ∈ F,

(i) 〈αξ + η, ζ〉 = α〈ξ, ζ〉+ 〈η, ζ〉;

(ii) 〈ξ, η〉 = 〈η, ξ〉;

(iii) 〈ξ, ξ〉 ≥ 0 e 〈ξ, ξ〉 = 0 se, e somente se ξ = 0,

com α o complexo cunjugado do escalar α.

Proposição 2.1.20. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja X um espaço com

produto interno. Então, para todos ξ, η ∈ X vale

|〈ξ, η〉| ≤ ||ξ||X ||η||X ,

com ||ξ||X =
√
〈ξ, ξ〉, que será chamado de norma induzido pelo produto interno.

De�nição 2.1.21. Um espaço de Hilbert H é um espaço com produto interno que é

completo com a norma induzida pelo produto interno.

Teorema 2.1.22. (Teorema do Valor Médio) Se f : [a, b]→ R é uma função contínua

em [a, b] e diferenciável em (a, b), então existe um ponto x ∈ (a, b) tal que

f(b)− f(a) = (b− a)f ′(x).

De�nição 2.1.23. Seja X um espaço de Banach e 0 < T <∞. O espaço Cm([0, T ], X),

com m = 1, 2, 3, . . ., representa todas as funções f : [0, T ] → X que são m vezes diferen-

ciáveis e cujas derivadas são contínuas em [0,T].

De�nição 2.1.24. O espaço topológico X é localmente compacto, se todo ponto de X

possui uma vizinhança cujo fecho é compacto.

De�nição 2.1.25. O espaço X é chamado de espaço de Hausdor�, se p ∈ X, q ∈ X e

p 6= q, então p possui uma vizinhança U e q possui uma vizinhança V tal que U ∩ V = e/.
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Observação 2.1.26. Todo espaço métrico X é Hausdor�.

De�nição 2.1.27. Se X é Hausdor� localmente compacto, então a função contínua

f : X → C se anula no in�nito, se dado ε > 0 existe um compacto K ⊂ X tal que

|f(x)| < ε, se x /∈ K. O espaço dessas funções será denotado por Co(X).

De�nição 2.1.28. Seja X1 e X2 espaços normados. Dizemos que X1 ⊂ X2 com imersão

contínua se, existe c > 0 tal que

||x||X2 ≤ c||x||X1 , ∀x ∈ X1,

e a inclusão X1 ⊂ X2 é densa, se X1
X2

= X2.

Lema 2.1.29. Para quaisquer ξ, η ∈ Rn temos a seguinte desigualdade para p≥ 2 cons-

tante (
|ξ|p−2ξ − |η|p−2η

)
(ξ − η) ≥

(
1

2

)p
|ξ − η|p.

Lema 2.1.30. (Desigualdade de Young) Sejam p, p′ > 1 expoentes conjugados, isto é,
1

p
+

1

p′
= 1. Então, para quaisquer números reais positivos a, b temos que

ab ≤ 1

p
ap +

1

p′
bp
′
.

De�nição 2.1.31. Seja X um espaço normado. Uma sequência (ξn)n∈N ⊂ X converge a

ξ ∈ X se, ||ξn − ξ||X → 0 quando n→∞. Denotaremos essa convergência por ξn → ξ.

De�nição 2.1.32. Uma sequência (ξn)n∈N ⊂ X converge fracamente a ξ ∈ X se, limn→∞ f(ξn) =

f(ξ) para todo f ∈ X∗. Denotaremos essa convergência por ξn ⇀ ξ.

Teorema 2.1.33. Se X é um espaço de Banach re�exivo, então toda sequência limi-

tada (xn)n∈N em X possui subsequência fracamente convergente.

Lema 2.1.34. (Desigualdade de Tartar) Seja p ≥ 2. Então, para todo ξ, η ∈ Rm,m ∈

N

〈‖ξ‖p−2ξ − ‖η‖p−2η, ξ − η〉 ≥ γ0‖ξ − η‖p,

com γ0 positivo e dependente apenas de p e m.
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Lema 2.1.35. [25] Seja y uma função positiva absolutamente contínua em (0,∞) que

satisfaz

y′ + γyp ≤ δ

com p > 1, γ > 0, δ ≥ 0. Então, para t ≥ 0

y(t) ≤
(
δ

γ

)1/p

+ (γ(p− 1)t)−1/p−1 .

Lema 2.1.36. (Gronwall) Sejam m ∈ L1(0, T ;H) tal que m ≥ 0 q.t.p. em (0, T ) e a

uma constante não negativa. Se φ é uma função contínua de [0,T] em R tal que

1

2
φ2(t) ≤ 1

2
a2 +

∫ t

0

m(s)φ(s)ds,

para todo t ∈ [0, T ]. Então,

|φ(t)| ≤ a+

∫ t

0

m(s)ds.

Lema 2.1.37. [25] (Lema Uniforme de Gronwall) Sejam g, h, y três funções positivas

localmente integráveis em ]t0,+∞[ tal que y′ é localmente integrável em ]t0,+∞[ e os quais

satisfazem dy
dt
≤ gy + hparat ≥ t0,

∫ t+r

t

g(s) ≤ a1,

∫ t+r

t

h(s) ≤ a2,

∫ t+r

t

y(s) ≤ a3, para t ≥ t0,

sendo que r, a1, a2, a3 são constantes positivas. Então,

y(t+ r) ≤
(a3

r
+ a2

)
ea1 ,∀t ≥ t0.

Lema 2.1.38. (Gronwall-Bellman) Seja m ∈ L1(0, T ;R) tal que m ≥ 0 q.t.p em (0, T )

e seja a ≥ 0. Seja também φ uma função contínua de [0, T ] em R veri�cando

φ(t) ≤ a+

∫ t

0

m(s)φ(s)ds, t ∈ [0, T ].

Então,

φ(t) ≤ ae

∫ t

0

m(s)ds
,

para todo t ∈ [0, T ].
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2.2 O Espaço Lp(x)(Ω)

Os resultados dessa seção podem ser encontrados nas seguintes referências [10,12,13].

Seja Ω um domínio em Rn, (n ≥ 1). Para qualquer função contínua p : Ω → (1,∞)

denotaremos

p− = inf ess p e p+ = sup ess p.

O espaço generalizado de Lebesgue Lp(x)(Ω) é de�nido por

Lp(x)(Ω) =

{
u : Ω→ R : u é mensurávele

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx <∞
}
,

com Ω ⊂ Rn, n ≥ 1, um conjunto mensurável e p ∈ L∞(Ω) = {u : Ω→ R : umensurável, |u(x)| ≤

C, q.t. x ∈ Ω, C > 0}, com p− ≥ 1.

Seja o conjunto L∞+ := {q ∈ L∞(Ω) : inf ess ≥ 1}. Para u ∈ Lp(x)(Ω) e p ∈ L∞+

de�niremos

ρ(u) =

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx.

A função ρ é chamada de modular.

Proposição 2.2.1. A norma de Luxemburg ||u||p(x) := inf
{
λ > 0 : ρ

(u
λ

)
≤ 1
}

é uma

norma em Lp(x).

Proposição 2.2.2. Lp(x)(Ω) é um espaço de Banach.

Teorema 2.2.3. [12] Seja u ∈ Lp(x)(Ω). Então:

(i) ||u||p(x) < 1(= 1;> 1) se, e somente se, ρ(u) < 1(= 1;> 1);

(ii) Se ||u||p(x) > 1, então ||u||p
−

p(x) ≤ ρ(u) ≤ ||u||p
+

p(x);

(iii) Se ||u||p(x) < 1, então ||u||p
+

p(x) ≤ ρ(u) ≤ ||u||p
−

p(x).

Teorema 2.2.4. (i) O espaço Lp(x)(Ω) é separável;

(ii) Se p− > 1, então Lp(x)(Ω) é re�exivo.

Teorema 2.2.5. Seja Ω um domínio limitado de Rn e p, q ∈ L∞+ (Ω). Então,



10

Lp(x)(Ω) ⊂ Lq(x)(Ω)

se, e somente se, q(x) ≤ p(x) para q.t. x ∈ Ω, e neste caso, a imersão é contínua.

Proposição 2.2.6. (Desigualdade de Hölder) Sejam p− > 1 e q ∈ L∞+ (Ω) tal que

1/p(x) + 1/q(x) = 1 para todo x ∈ Ω . Se, u ∈ Lp(x)(Ω) e v ∈ Lq(x)(Ω) então∣∣∣∣∫
Ω

u(x)v(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ( 1

p−
+

1

q−

)
||u||p(x)||v||q(x).

2.3 O Espaço W 1,p(x)(Ω)

Os resultados dessa seção podem ser encontrados em [10,12,13].

Seja Ω ⊂ Rn. O espaço de Sobolev generalizado W 1,p(x)(Ω) é de�nido por

W 1,p(x)(Ω) =

{
u ∈ Lp(x)(Ω);

∂u

∂xj
∈ Lp(x)(Ω), j = 1, . . . , n

}
,

onde ∂u/∂xj é a j-ésima derivada fraca de u, isto é,

−
∫

Ω

∂u

∂xj
ϕ =

∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
, ∀ϕ ∈ C∞c (Rn).

Dado u ∈ W 1,p(x)(Ω) de�niremos

∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xn

)
.

Assim, o espaço W 1,p(x)(Ω) pode ser escrito como

W 1,p(x)(Ω) =
{
u ∈ Lp(x)(Ω) : |∇u| ∈ Lp(x)(Ω)

}
.

Em W 1,p(x)(Ω) é de�nida a seguinte norma

||u||W 1,p(x)(Ω) = ||u||Lp(x)(Ω) +
n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣∣∣∣∣
Lp(x)(Ω)

.

Podemos considerar a norma equivalente

‖u‖W 1,p(x) = ‖u‖p(x) + ‖∇u‖p(x).

Teorema 2.3.1. W 1,p(x)(Ω) é um espaço de Banach.
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Proposição 2.3.2. O espaço W 1,p(x)(Ω) é separável e re�exivo, se p− > 1.

Teorema 2.3.3. Sejam p, q ∈ L∞+ (Ω) tais que q(·) ≤ p(·), q.t.p. em Ω. Então,

W 1,p(x)(Ω) ⊂ W 1,q(x)(Ω),

e tal imersão é contínua.

De�nição 2.3.4. O espaço W
1,p(x)
o (Ω) é de�nido por

W 1,p(x)
o (Ω) = C∞o (Ω)

W 1,p(x)(Ω)
.

Teorema 2.3.5. (Desigualdade de Poincaré) Suponha que Ω é um aberto limitado.

Seja p ∈ C(Ω) tal que p− > 1. Então, existe uma constante C, tal que

||u||Lp(x) ≤ C||∇u||Lp(x) , (2.1)

para todo u ∈ W 1,p(x)
o (Ω).

Teorema 2.3.6. Sejam p, q ∈ C(Ω) tais que p−, q− ≤ 1. Se q(x) < p∗(x), para todo

x ∈ Ω, com

p∗(x) =

 Np(x)/(N − p(x)), p(x) < N

∞, p(x) ≥ N
,

então

W 1,p(x)(Ω) ⊂ Lq(x)(Ω)

é uma imersão contínua e compacta.

2.4 Funções convexas, subdiferenciais e operadores ma-

ximais monótonos

Os resultados desta seção podem ser encontrados em [3,4, 6, 9].

De�nição 2.4.1. Seja X um espaço de Banach com dual X∗. Uma função convexa e

própria em X é uma função ϕ : X → (−∞,+∞], com ϕ(uo) < ∞ para algum uo ∈ X,

satisfazendo a desigualdade
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ϕ((1− t)u+ tv) ≤ (1− t)ϕ(u) + tϕ(v),

para todo u, v ∈ X e t ∈ [0, 1].

De�nição 2.4.2. A função ϕ : X → (−∞,+∞] é semicontínua inferiormente (s.c.i) se,

ϕ(u) ≤ lim inf
n→∞

ϕ(un)

para toda sequência (un)n∈N com un → u em X.

Dada uma função ϕ : X → (−∞,+∞] convexa, própria e s.c.i, denotaremos o domínio

de ϕ por

D(ϕ) = {u ∈ X : ϕ(u) <∞}.

De�nição 2.4.3. Dada uma função ϕ : X → (−∞,+∞] convexa, própria e s.c.i, a

aplicação ∂ϕ : X → X∗ de�nida por

∂ϕ(u) = {x ∈ X∗ : ϕ(v) ≥ ϕ(u) + 〈x, v − u〉X∗,X , ∀ v ∈ D(ϕ)}

é chamada a subdiferencial de ϕ.

Notação:〈·, ·〉X∗,X é o produto escalar na dualidade X∗, X, isto é, dada f ∈ X∗ e u ∈ X

denotaremos: 〈f, u〉X∗,X = f(u).

De�nição 2.4.4. Um operador A : X → X∗ é dito ser monótono, se para todos u, v ∈ X,

〈Au− Av, u− v〉X∗,X ≥ 0.

O operador A : X → X∗ é maximal monótono se ele não está propriamente contido em

qualquer outro operador monótono de X em X∗.

De�nição 2.4.5. Seja X um espaço de Banach. Dizemos que um operador A : X → X∗

é hemicontínuo, se para todo u, v ∈ X

A(u+ λv) ⇀ Au,

quando λ→ 0.



13

De�nição 2.4.6. Seja X um espaço de Banach. Um operador A : X → X∗ é coercivo,

se para toda sequência (uj) ⊂ X, com lim
j→∞
‖uj‖X =∞,

lim
j→∞

〈Auj, u〉X∗,X
‖uj‖X

=∞.

Teorema 2.4.7. [3] Seja X um espaço de Banach real e ϕ : X → (−∞,+∞] uma

função convexa, própria e s.c.i. Então, ∂ϕ : X → X∗ é um operador maximal monótono.

De�nição 2.4.8. [9] Seja X um espaço de Banach, Λ um espaço topológico e Aλ ⊂

X,λ ∈ Λ. A família de conjuntos {Aλ}λ∈Λ é semicontínua superiormente em λ = λ0 se,

supxλ∈Aλdist(xλ,Aλ0)→ 0

quando λ→ λ0.

Lema 2.4.9. [9] Seja {Aλ}λ∈Λ. Se qualquer sequência {xλn}, com xλn ∈ Aλ,

λn → λ0 possui uma subsequência convergente com o limite pertencente ao conjunto Aλ′,

então {Aλ}λ∈Λ é semicontínua superiormente em λ0.

2.5 Teoria de semigrupos não lineares

Nesta seção apresentaremos de�nições e resultados da teoria de semigrupos não lineares

que utilizamos ao longo do trabalho. Os resultados podem ser encontrados em [15].

De�nição 2.5.1. Seja (X, d) um espaço métrico completo. Um semigrupo é uma família

de operadores {Vt, t ∈ R+, X}, Vt : X → X contínuo, satisfazendo:

(i) V0 = I (identidade em X);

(ii) Vt+s = VtVs,∀t, s ≥ 0,

Observação 2.5.2. O semigrupo é não linear quando X não for espaço vetorial ou se

existe t0 > 0 tal que Vt0 : X → X é não linear.

De�nição 2.5.3. Dado x ∈ X, a semitrajetória positiva do ponto x é de�nida por

γ+(x) := {Vt(x) : t ∈ R+} =
⋃
t≥0

Vt(x).
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De�nição 2.5.4. Dado A ⊂ X, A 6= e/.a semitrajetória positiva do conjunto A é de�nida

por

γ+(A) :=
⋃
x∈A

γ+(x) =
⋃
t≥0

Vt(A).

De�nição 2.5.5. Uma trajetória completa γ(x) através do ponto x é a curva x(t), −∞ <

t <∞, satisfazendo as seguintes condições:

(i) x(t) ∈ X para todo t ∈ R;

(ii) x(0) = x;

(iii) Vτ (x(t)) = x(t+ τ), para todo t ∈ R e τ ∈ R+.

De�nição 2.5.6. Dado A ⊂ X,A 6= e/, A é positivamente invariante (em relação ao

semigrupo {Vt}t≥0), se Vt(A) ⊂ A para todo t ∈ R+; negativamente invariante, se A ⊂

Vt(A) para todo t ∈ R+; invariante se Vt(A) = A para todo t ∈ R+.

De�nição 2.5.7. Sejam A eM subconjuntos não vazios de X. A atrai M (pelo semigrupo

{Vt}t≥0) se para qualquer ε > 0, existe t(ε,M) ≥ 0 tal que Vt(M) ⊂ Oε(A) para todo

t ≥ t(ε,M), com Oε(A) := {x ∈ X : d(x,A) < ε}.

De�nição 2.5.8. Seja A é um subconjunto não vazio de X. A é um atrator global de

pontos, se A atrai cada ponto x ∈ X; A é um B-atrator global, se A atrai cada conjunto

limitado de X; A é um B-atrator global minimal fechado (ou um atrator global de pontos

minimal fechado) se A é um B-atrator global fechado (ou um atrator global de pontos

fechado) e qualquer subconjunto próprio fechado de A não é um B-atrator global (ou um

atrator global de pontos).

Denotaremos porM eM, o atrator global de pontos minimal fechado e o B-atrator

global minimal fechado, respectivamente.

De�nição 2.5.9. O semigrupo {Vt}t≥0 é pontualmente dissipativo, se {Vt}t≥0 possui um

atrator global de pontos limitado; B-dissipativo, se {Vt}t≥0 possui um B-atrator global

limitado.
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De�niremos B := {B é um conjunto não vazio e limitado emX}.

De�nição 2.5.10. Um semigrupo {Vt}t≥0 é limitado, se γ+(B) ∈ B para cada B ∈ B; é

B-limitado se para cada B ∈ B, existe um t(B) ≥ 0 para o qual γ+
t(B) ∈ B.

De�nição 2.5.11. Um semigrupo {Vt}t≥0 é de classe K, se Vt : X → X é um operador

compacto para cada t>0.

Teorema 2.5.12. Seja {Vt}t≥0 um semigrupo de classe K. Suponha que o semigrupo é

B-dissipativo ou limitado e pontualmente dissipativo. Então, {Vt}t≥0 tem um B-atrator

global minimal fechadoM, que é compacto e invariante.



Capítulo 3

Equações de reação-difusão autônomas

com expoentes variáveis e difusão

grande

Este capítulo é baseado no artigo [24].

Considere o problema
∂us
∂t

(t)− div(Ds|∇us|ps(x)−2∇us) + |us|ps(x)−2us = B(us(t)), t > 0,

us(0) = u0s,
(3.1)

sob condição de fronteira Neumann homogênea, onde u0s ∈ H := L2(Ω), Ω ⊂ Rn (n ≥ 1)

é um domínio suave limitado, B : H → H é uma aplicação globalmente lipschitziana,

com constante de Lipschitz L ≥ 0, Ds ∈ [1,∞), ps(·) ∈ C(Ω̄), p−s := inf ess ps ≥ p,

p+
s := sup ess ps ≤ a, para todo s ∈ N. Assumiremos que ps(·)→ p em L∞(Ω) e Ds →∞

quando s→∞, com a, p > 2 constantes positivas.

16
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3.1 Operador maximal monótono do tipo subdiferen-

cial

Seja Ω ⊂ Rn um domínio limitado e consideremos Xs = W 1,ps(x)(Ω), H = L2(Ω) e

ps(x) ∈ C(Ω) com ps(x) > 2 para q.t. x ∈ Ω, com norma || · ||Xs := || · ||W 1,ps(x)(Ω).

Pelo Teorema 2.3.6, temos que Xs ⊂ H, como H ≡ H∗ ⊂ X∗s vem que Xs ⊂ H ⊂ X∗s

são imersões contínuas e densas. De acordo com [22] o operador Asu, de�nido como

Asu := −div(Ds|∇u|ps(x)−2∇u) + |u|ps(x)−2u,

é a realização do operador As1 : Xs → X∗s , X
∗
s := (W 1,ps(x)(Ω))∗,

〈As1u, v〉X∗s ,Xs :=

∫
Ω

Ds|∇u(x)|ps(x)−2∇u(x)∇v(x)dx+

∫
Ω

|u(x)|ps(x)−2u(x)v(x)dx,

de�nido por  D(As) := {u ∈ Xs : As1u ∈ H},

Asu = As1u, se u ∈ D(As)
.

De�nição 3.1.1. (i) A função us ∈ C([0, T ];H) é uma solução forte para (3.1), se us é

absolutamente contínua em qualquer subintervalo compacto de (0, T ), us(t) ∈ D(As)

para t− q.t.p. em (0, T ) e

dus
dt

(t) + As(us(t)) = B(us(t))q.t.p, t ∈ (0, T ).

(ii) A função us ∈ C([0, T ];H) é chamada uma solução fraca para (3.1), se existe uma

sequência {uns}n∈N convergente de soluções fortes para us em C([0, T ];H).

Lema 3.1.2. Seja u ∈ Xs. Então

〈Asu, u〉X∗s ,Xs ≥



1

2ps+−1
||u||ps

+

Xs
, se ||u||ps(x) ≤ 1 e ||∇u||ps(x) ≤ 1,

1

2ps−−1
||u||ps

−

Xs
, se ||u||ps(x) ≥ 1 e ||∇u||ps(x) ≥ 1,

||∇u||ps
−

ps(x) + ||u||ps
+

ps(x) , se ||u||ps(x) ≤ 1 e ||∇u||ps(x) ≥ 1,

||∇u||ps
+

ps(x) + ||u||ps
−

ps(x) , se ||u||ps(x) ≥ 1 e ||∇u||ps(x) ≤ 1.
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Demonstração: Caso 1 : ||u||ps(x) ≤ 1 e ||∇u||ps(x) ≤ 1.

Pelo Teorema 2.2.3 e observando que Ds ∈ [1,∞), temos

〈Asu, u〉Xs∗,Xs =

∫
Ω

Ds|∇u|ps(x)−2∇u.∇udx+

∫
Ω

|u|ps(x)−2u.udx

=

∫
Ω

Ds|∇u|ps(x)dx+

∫
Ω

|u|ps(x)dx = Dsρ(∇u) + ρ(u)

≥ ρ(∇u) + ρ(u) ≥ ||∇u||ps
+

ps(x) + ||u||ps+ps(x)

≥ 1

2ps+−1

(
||∇u||ps(x) + ||u||ps(x)

)ps+

=
1

2ps+−1
||u||ps

+

Xs
.

Caso 2 : ||u||ps(x) ≥ 1 e ||∇u||ps(x) ≥ 1.

Novamente pelo Teorema 2.2.3, obtemos

〈Asu, u〉Xs∗,Xs =

∫
Ω

Ds|∇u|ps(x)−2∇u.∇udx+

∫
Ω

|u|ps(x)−2u.udx

= Dsρ(∇u) + ρ(u)

≥ ρ(∇u) + ρ(u) ≥ ||∇u||ps
−

ps(x) + ||u||ps−ps(x)

≥ 1

2ps−−1

(
||∇u||ps(x) + ||u||ps(x)

)ps−
=

1

2ps−−1
||u||ps

−

Xs
.

Caso 3 : ||u||ps(x) ≥ 1 e ||∇u||ps(x) ≤ 1.

Como 〈Asu, u〉Xs∗,Xs = Dsρ(∇u) + ρ(u), utilizando o Teorema 2.2.3, temos

〈Asu, u〉Xs∗,Xs = Dsρ(∇u) + ρ(u) ≥ ||∇u||ps+ps(x) + ||u||ps−ps(x).

Caso 4 : ||u||ps(x) ≤ 1 e ||∇u||ps(x) ≥ 1.

Da mesma forma como no caso anterior obtém-se o resultado.

Provaremos que a realização As do operador As1 é um operador maximal monótono

em H, seguindo as ideias de [22].

Lema 3.1.3. O operador As : Xs → X∗s é monótono.

Demonstração: Sejam u, v ∈ Xs. Usando o Lema 2.1.29 para cada x ∈ Ω �xado e
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observando que Ds ∈ [1,∞) obtemos

〈Asu− Asv, u− v〉X∗s ,Xs = 〈Asu, u− v〉X∗s ,Xs − 〈A
sv, u− v〉X∗s ,Xs

=

∫
Ω

Ds|∇u|ps(x)−2∇u.∇(u− v)dx+

∫
Ω

|u|ps(x)−2u.(u− v)dx

−
∫

Ω

Ds|∇v|ps(x)−2∇v.∇(u− v)dx−
∫

Ω

|v|ps(x)−2v.(u− v)dx

=

∫
Ω

Ds

(
|∇u|ps(x)−2∇u− |∇v|ps(x)−2∇v

)
(∇u−∇v) dx

+

∫
Ω

(
|u|ps(x)−2u− |v|ps(x)−2v

)
(u− v) dx

≥
∫

Ω

Ds

(
1

2

)ps(x)

|∇u−∇v|ps(x)dx+

∫
Ω

(
1

2

)ps(x)

|u− v|ps(x)dx

≥
(

1

2

)ps+ (∫
Ω

|∇u−∇v|ps(x)dx+

∫
Ω

|u− v|ps(x)dx

)
≥ 0.

Lema 3.1.4. O operador As : Xs → X∗s é coercivo.

Demonstração: Observe que para u ∈ Xs = W 1,ps(x)(Ω), com ||u||Xs ≥ 1, temos pelo

Lema 3.1.2 que se ||∇u||ps(x) ≥ 1 e ||u||ps(x) ≥ 1, então

〈Asu, u〉X∗s ,Xs
||u||Xs

≥ 1

2ps−−1

||u||ps
−

Xs

||u||Xs
=

1

2ps−−1
||u||ps

−−1
Xs

. (3.2)

Se ||u||ps(x) ≤ 1 e ||∇u||ps(x) ≥ 1, então

〈Asu, u〉X∗s ,Xs
||u||Xs

≥
||∇u||ps

−

ps(x) + ||u||ps
+

ps(x)

||∇u||ps(x) + ||u||ps(x)

≥
||∇u||ps

−

ps(x)

||∇u||ps(x) + 1
≥
||∇u||ps

−

ps(x)

2||∇u||ps(x)

=
1

2
||∇u||ps

−−1
ps(x) , (3.3)

e se ||∇u||ps(x) ≤ 1 e ||u||ps(x) ≥ 1,

〈Asu, u〉X∗s ,Xs
||u||Xs

≥
||∇u||ps

+

ps(x) + ||u||ps
−

ps(x)

||∇u||ps(x) + ||u||ps(x)

≥
||u||ps

−

ps(x)

1 + ||u||ps(x)

≥
||u||ps

−

ps(x)

2||u||ps(x)

=
1

2
||u||ps

−−1
ps(x) . (3.4)

Seja (uj) ⊂ Xs uma sequência tal que lim
j→∞
||uj||Xs = ∞. Como ||uj||Xs = ||∇uj||ps(x) +

||uj||ps(x) temos três casos para analisar.

Caso 1: lim
j→∞
||∇uj||ps(x) =∞ e lim

j→∞
||uj||ps(x) =∞.

Existe jo ∈ N tal que ||∇uj||ps(x) ≥ 1 e ||uj||ps(x) ≥ 1, se j ≥ jo. Logo, segue de (3.2) que
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〈Asuj, uj〉X∗s ,Xs
||uj||Xs

≥ 1

2ps−−1
||uj||ps

−−1
Xs

para todo j ≥ jo. Como

lim
j→∞

1

2ps−−1
||uj||ps

−−1
Xs

=∞,

temos

lim
j→∞

〈Asuj, uj〉X∗s ,Xs
||uj||Xs

=∞.

Caso 2: lim
j→∞
||∇uj||ps(x) =∞.

Existe j1 ∈ N tal que ||∇uj||ps(x) ≥ 1 se j ≥ j1. Sejam N1 = {j ≥ j1; ||uj||ps(x) < 1} e

N2 = {j ≥ j1; ||uj||ps(x) ≥ 1}. Se N1 é �nito, basta analisarmos j ≥ j1 tal que j ∈ N2.

Assim, de (3.2) vem que

lim
j→∞

〈Asuj, uj〉X∗s ,Xs
||uj||Xs

=∞.

Se N2 é �nito, basta analisarmos j ≥ j1 tal que j ∈ N1. Logo, de (3.3) temos

〈Asuj, uj〉X∗s ,Xs
||uj||Xs

≥ 1

2
||∇uj||ps

−−1
ps(x)

para todo j ≥ j1, j ∈ N1. Como

lim
j→∞

1

2
||∇uj||ps

−−1
ps(x) =∞,

segue que

lim
j→∞

〈Asuj, uj〉X∗s ,Xs
||uj||Xs

=∞.

Se N1 e N2 são in�nitos, por (3.2) e (3.3) temos

〈Asuj, uj〉X∗s ,Xs
||uj||Xs

≥


1

2ps−−1
||u||ps

−

Xs
, se j ≥ j1 e j ∈ N2

||∇uj||ps
−−1

ps(x)

2
, sej ≥ j1 e j ∈ N1

e, portanto,

lim
j→∞

〈Asuj, uj〉X∗s ,Xs
||uj||Xs

=∞.

Caso 3: lim
j→∞
||uj||ps(x) =∞.

Existe j2 ∈ N tal que ||uj||ps(x) ≥ 1, se j ≥ j2. Sejam Ñ1 = {j ≥ j2; ||∇uj||ps(x) < 1} e

Ñ2 = {j ≥ j2; ||∇uj||ps(x) ≥ 1}. Se Ñ1 é �nito, basta analisarmos j ≥ j2 tal que j ∈ Ñ2.

Assim, de (3.2) vem que
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lim
j→∞

〈Asuj, uj〉X∗s ,Xs
||uj||Xs

=∞.

Se Ñ2 é �nito, basta analisarmos j ≥ j2 tal que j ∈ Ñ1. Logo, de (3.4)

〈Asuj, uj〉X∗s ,Xs
||uj||Xs

≥ 1

2
||uj||ps

−−1
ps(x)

e como

lim
j→∞

1

2
||uj||ps

−−1
ps(x) =∞,

vem que

lim
j→∞

〈Asuj, uj〉X∗s ,Xs
||uj||Xs

=∞.

Se Ñ1 e Ñ2 são in�nitos, por (3.2) e (3.4), temos

〈Asuj, uj〉X∗s ,Xs
||uj||Xs

≥


1

2ps−−1
||uj||ps

−

Xs
, se j ≥ j2 e j ∈ Ñ2

||uj||ps
−−1

ps(x)

2
, se j ≥ j2 e j ∈ Ñ1

e, portanto,

lim
j→∞

〈Asuj, uj〉X∗s ,Xs
||uj||Xs

=∞.

Lema 3.1.5. O operador As : Xs → X∗s é hemicontínuo.

Demonstração: Vamos mostrar que As(u+ tv) ⇀ Asu quando t→ 0 para todo u, v ∈

Xs = W 1,ps(x)(Ω). Como p−s > 1, segue da Proposição 2.3.2 que Xs é re�exivo. Logo,

provaremos que

lim
t→0
〈As(u+ tv), φ〉X∗s ,Xs = 〈Asu, φ〉X∗s ,Xs

para toda φ ∈ Xs. Sejam u, v, φ ∈ Xs e t ∈ (−1, 1). De�nindo

ft(x) = Ds|∇(u+ tv)|ps(x)−2∇(u+ tv)∇φ+ |u+ tv|ps(x)−2(u+ tv)φ

e

f(x) = Ds|∇u|ps(x)−2∇u∇φ+ |u|ps(x)−2uφ,

então,
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|〈As(u+ tv), φ〉X∗s ,Xs−〈Asu, φ〉X∗s ,Xs| =
∣∣∣∣∫

Ω

ft(x)dx−
∫

Ω

f(x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

[ft(x)− f(x)] dx

∣∣∣∣.
Note que

lim
t→0

ft(x) = lim
t→0

Ds|∇(u+ tv)|ps(x)−2∇(u+ tv)∇φ+ |u+ tv|ps(x)−2(u+ tv)φ

= Ds lim
t→0
∇(u+ tv)|ps(x)−2∇(u+ tv)∇φ+ |u+ tv|ps(x)−2(u+ tv)φ

= Ds|∇u|ps(x)−2∇u∇φ+ |u|ps(x)−2uφ

= f(x)

e, para todo x ∈ Ω,

|ft(x)| = |Ds|∇(u+ tv)|ps(x)−2∇(u+ tv)∇φ+ |u+ tv|ps(x)−2(u+ tv)φ|

≤ |Ds|∇(u+ tv)|ps(x)−2∇(u+ tv)∇φ|+ ||u+ tv|ps(x)−2(u+ tv)φ|

= Ds|∇(u+ tv)|ps(x)−1|∇φ|+ |u+ tv|ps(x)−1|φ|

≤ Ds (|∇u|+ |t||∇v|)ps(x)−1 |∇φ|+ (|u|+ |t||v|)ps(x)−1 |φ|

≤ 2ps(x)−2Ds

(
|∇u|ps(x)−1 + |∇v|ps(x)−1

)
|∇φ|+ 2ps(x)−2

(
|u|ps(x)−1 + |v|ps(x)−1

)
|φ|

= 2ps(x)−2
[
Ds

(
|∇u|ps(x)−1 + |∇v|ps(x)−1

)
|∇φ|+

(
|u|ps(x)−1 + |v|ps(x)−1

)
|φ|
]
.

Como φ, u, v ∈ Xs = W 1,ps(x)(Ω), ps(x) ∈ L∞(Ω) e ps(x) ≥ 2, isto é, ps(x)− 1 ≥ 1 o que

implica Lps(x)−1(Ω) ⊂ L1(Ω), temos∫
Ω

|2ps(x)−2|
∣∣[(Ds|∇u|ps(x)−1 + |∇v|ps(x)−1

)
|∇φ|+

(
|u|ps(x)−1 + |v|p(x)−1

)
|φ|
]
dx
∣∣ <∞

e pelo Teorema da Convergência Dominada

0 ≤ lim
t→0
|〈As(u+ tv), φ〉X∗s ,Xs − 〈A

su, φ〉X∗s ,Xs| = lim
t→0

∣∣∣∣∫
Ω

[ft(x)− f(x)] dx

∣∣∣∣
≤ lim

t→0

∫
Ω

|ft(x)− f(x)|dx

= 0.

Portanto,

lim
t→0
〈As(u+ tv), φ〉X∗s ,Xs = 〈Asu, φ〉X∗s ,Xs .
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Pelo Teorema 2.4 em [2] o operador As : Xs → X∗s é maximal monótono. Mostra-

remos agora que As é a subdiferencial de uma função convexa, própria e semicontínua

inferiormente. Considere a função

ϕps(x)(u) =


∫

Ω

Ds

ps(x)
|∇u|ps(x)dx+

∫
Ω

1

ps(x)
|u|ps(x)dx , se u ∈ Xs

+∞, caso contrário.
(3.5)

Lema 3.1.6. A aplicação ϕps(x) é convexa e própria.

Demonstração: Seja u ∈ Xs = W 1,ps(x)(Ω). Então, u ∈ Lps(x)(Ω) e ∇u ∈ Lps(x)(Ω).

Assim,

ϕps(x)(u) =

∫
Ω

Ds

ps(x)
|∇u|ps(x)dx+

∫
Ω

1

ps(x)
|u|ps(x)dx

≤ Ds

2

[∫
Ω

|∇u|ps(x)dx+

∫
Ω

|u|ps(x)dx

]
≤ 1

2

[∫
Ω

|∇u|ps(x)dx+

∫
Ω

|u|ps(x)dx

]
<∞

donde ϕps(x) é própria. Como a aplicação λp é convexa, para λ > 0, para u, v ∈ Xs e

0 ≤ t ≤ 1, temos

ϕps(x)(tu+ (1− t)v) =

∫
Ω

Ds

ps(x)
|∇(tu+ (1− t)v)|ps(x)dx+

∫
Ω

1

ps(x)
|tu+ (1− t)v|ps(x)dx

=

∫
Ω

Ds

ps(x)
|t∇u+ (1− t)∇v|ps(x)dx+

∫
Ω

1

ps(x)
|tu+ (1− t)v|ps(x)dx

≤
∫

Ω

Ds

ps(x)
(t|∇u|+ (1− t)|∇v|)ps(x) dx

+

∫
Ω

1

ps(x)
(t|u|+ (1− t)|v|)ps(x) dx

≤
∫

Ω

Ds

ps(x)

(
t|∇u|ps(x) + (1− t)|∇v|ps(x)

)
dx

+

∫
Ω

1

ps(x)

(
t|u|ps(x) + (1− t)|v|ps(x)

)
dx

= t

∫
Ω

Ds

ps(x)
|∇u|ps(x)dx+ t

∫
Ω

1

ps(x)
|u|ps(x)dx

+ (1− t)
∫

Ω

Ds

ps(x)
|∇v|ps(x)dx

+ (1− t)
∫

Ω

1

ps(x)
|v|ps(x)dx

= tϕps(x)(u) + (1− t)ϕps(x)(v)
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e, portanto ϕps(x) é convexa.

Lema 3.1.7. A aplicação ϕps(x) é semicontínua inferiormente.

Demonstração: Seja então (un) uma sequência tal que un → u em H. Mostraremos

que

ϕps(x)(u) ≤ lim inf
n→∞

ϕps(x)(un).

Se

lim inf
n→∞

ϕps(x)(un) = +∞,

então

ϕps(x)(u) ≤ +∞ = lim inf
n→∞

ϕps(x)(un).

Por outro lado, se lim inf
n→∞

ϕps(x)(un) = a < +∞, então existe uma subsequência (unj) ⊂ Xs

de (un) tal que

lim
j→∞

ϕps(x)(unj) = lim
j→∞

(∫
Ω

Ds

ps(x)
|∇unj |ps(x)dx+

∫
Ω

1

ps(x)
|unj |ps(x)dx

)
= a.

Como ϕps(x)(unj) → a quando j → ∞, temos que ϕps(x)(unj) é limitada, isto é, existe

M > 0 tal que

|ϕps(x)(unj)| ≤M,

para todo j ∈ N.

Como Ds ∈ [1,∞), temos que

ϕps(x)(unj) =

∫
Ω

Ds

ps(x)
|∇unj |ps(x)dx+

∫
Ω

1

ps(x)
|unj |ps(x)dx

≥
∫

Ω

1

ps(x)
|unj |ps(x)dx ≥ 1

p+
s

∫
Ω

|unj |
ps(x)dx

=
1

p+
s

ρ(unj)

e, assim,
1

p+
s

ρ(unj) ≤ ϕps(x)(unj) ≤M.
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Logo,

ρ(unj) ≤ p+
sM. (3.6)

Da mesma forma vem que

ρ(∇unj) ≤ p+
sM. (3.7)

Usando (3.6), (3.7) e o Teorema 2.2.3 obtemos que

||unj ||ps(x) ≤

 (ps
+M)

1
ps− , se ||unj ||ps(x) ≥ 1

(ps
+M)

1
ps+ , se ||unj ||ps(x) < 1

e

||∇unj ||ps(x) ≤

 (ps
+M)

1
ps− , se ||∇unj ||ps(x) ≥ 1

(ps
+M)

1
ps+ , se ||∇unj ||ps(x) < 1

.

Assim, concluímos que ||unj ||Xs é uma sequência limitada no espaço de Banach re�exivo

Xs = W 1,ps(x)(Ω). Logo, pelo Teorema 2.1.33, (unj) possui uma subsequência (que tam-

bém denotaremos por (unj)) tal que unj ⇀ v em Xs para algum v ∈ Xs. Como H∗ ⊂ X∗s

temos que unj ⇀ v em H, e pela unicidade do limite fraco u = v ∈ Xs. Considerando a

subdiferencial ∂ϕps(x) de ϕps(x), temos

〈∂ϕps(x)(u), unj − u〉X∗s ,Xs ≤ ϕps(x)(unj)− ϕps(x)(u)

para todo j ∈ N. Logo

〈∂ϕps(x)(u), unj − u〉X∗s ,Xs + ϕps(x)(u) ≤ ϕps(x)(unj)

para todo j ∈ N. Como unj ⇀ u em Xs e ϕps(x)(u) ∈ X∗s vem que

〈∂ϕps(x)(u), unj − u〉X∗s ,Xs → 0

quando j →∞. Portanto,

ϕps(x)(u) ≤ lim
j→∞

ϕps(x)(unj) = a = lim inf
j→∞

ϕps(x)(un).

Teorema 3.1.8. As é a subdi�rencial ∂ϕps(x) de ϕps(x).
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Demonstração: A realização As de As1 e ∂ϕps(x) são maximais monótonos em H e,

assim, é su�ciente mostrar que para qualquer u ∈ H

Asu ⊂ ∂ϕps(x)(u).

Sejam u ∈ D(As) := {u ∈ Xs;A
s
1u ∈ H} e v = Asu = As1u. Então, para todo ξ ∈ Xs

temos

〈v, ξ − u〉X∗s ,Xs = 〈Asu, ξ − u〉X∗s ,Xs

=

∫
Ω

Ds|∇u|ps(x)−2∇u.(∇ξ −∇u)dx+

∫
Ω

|u|ps(x)−2u.(ξ − u)dx

=

∫
Ω

Ds|∇u|ps(x)−2∇u.∇ξdx−
∫

Ω

Ds|∇u|ps(x)dx

+

∫
Ω

|u|ps(x)−2u.ξdx−
∫

Ω

|u|ps(x)dx.

Considerando qs(x) tal que 1/ps(x) + 1/qs(x) = 1 e utilizando a desigualdade de Young,

temos

〈v, ξ − u〉X∗s ,Xs +

∫
Ω

Ds|∇u|ps(x)dx+

∫
Ω

|u|ps(x)dx ≤
∫

Ω

Ds|∇u|ps(x)−2∇u∇ξdx

+

∫
Ω

|u|ps(x)−2uξdx ≤
∫

Ω

Ds|∇u|ps(x)−1|∇ξ|dx+

∫
Ω

|u|ps(x)−1|ξ|dx

≤
∫

Ω

Ds

qs(x)
|∇u|(ps(x)−1)qs(x) +

Ds

ps(x)
|∇ξ|ps(x)dx+

∫
Ω

1

qs(x)
|u|(ps(x)−1)qs(x) +

1

ps(x)
|ξ|ps(x)dx

=

∫
Ω

Ds

qs(x)
|∇u|ps(x)dx+

∫
Ω

Ds

ps(x)
|∇ξ|ps(x)dx+

∫
Ω

1

qs(x)
|u|ps(x)dx+

∫
Ω

1

ps(x)
|ξ|ps(x)dx.

Logo,

〈v, ξ − u〉X∗s ,Xs +

∫
Ω

Ds

(
1− 1

qs(x)

)
|∇u|ps(x)dx+

∫
Ω

(
1− 1

qs(x)

)
|u|ps(x)dx

≤
∫

Ω

Ds

ps(x)
|∇ξ|ps(x)dx+

∫
Ω

1

ps(x)
|ξ|ps(x)dx.

Assim, concluímos que

〈v, ξ − u〉X∗s ,Xs ≤ ϕps(x)(ξ)− ϕps(x)(u),

para todo ξ ∈ Xs. Se ξ ∈ H −Xs, então ϕps(x)(ξ) =∞ e a desigualdade acima vale. Isso

mostra que Asu = v ∈ ∂ϕps(x)(u).
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Se considerarmos o expoente variável do termo de difusão diferente do expoente do

termo de absorção não linear, então não é possível de�nir um operador maximal monótono

do tipo subdiferencial.

3.2 Existência de soluções e atratores globais

Provaremos a existência de soluções para o problema (3.1) seguindo [7] e a existência

de atratores seguindo [23]. Considere o problema de valor inicial


du

dt
(t) + A(u(t)) = B(u(t)), t > 0,

u(0) = u0 ∈ H
. (3.8)

Hipótese (H1):

(i) Seja X é um espaço de Banach re�exivo tal que

Xs ⊂ H ⊂ X∗s

com inclusões contínuas. Assumos ainda que Xs é denso em H.

(ii) Seja As um operador não linear, monótono, coercivo, hemicontínuo tal que

As : Xs → X∗s .

(iii) Seja B : H → H uma aplicação globalmente Lipschitziana.

Proposição 3.2.1. [7] Se (H1) vale, então o problema de valor inicial (3.8) de�ne um

semigrupo de operadores não lineares {Ts(t) : H → H, t ≥ 0}, onde para cada u0s ∈ H,

t 7→ Ts(t)u0s é uma solução global fraca de (3.1) começando em u0s.

Como o operador As é a subdiferencial da aplicação ϕps(x) convexa, própria, semicon-

tínua inferiormente em H com min{ϕps(x)u : u ∈ H} = 0 e f(·) := B(u(·)) ∈ L2(0, T ;H),

segue de [Teorema 3.6 em [4]] que a solução fraca é uma solução forte para (3.1).

Considerando h ≡ 0 e f : R → R em [23], temos F = B : H → H globalmente

lipschitziana. Então, pelo Teorema 3.3 em [23] temos que o problema (3.1) tem um

atrator global As.
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3.3 Estimativas Uniformes

Neste capítulo apresentaremos estimativas uniformes para a solução forte do problema

(3.1). Sabemos que Xs ⊂ H ⊂ X∗s são imersões contínuas e densas. Pelo Corolário 3.3.4

de [11], vem que

‖us‖H ≤2(|Ω|+ 1)‖us‖ps(x)

≤4(|Ω|+ 1)2‖u‖Xs , ∀ us ∈ Xs e s ∈ N. (3.9)

Lema 3.3.1. Seja us uma solução de (3.1) com us(0) = u0s ∈ H. Dado T0 > 0, existe

um número positivo r0 tal que ‖us(t)‖H ≤ r0, para cada t ≥ T0 e s ∈ N. Além disso, dado

um conjunto limitado B ⊂ H, então existe D̃1 > 0 tal que ‖us(t)‖H ≤ D̃1, para todo t ≥ 0

e s ∈ N tal que u0s ∈ B.

Demonstração: É su�ciente considerar u0s ∈ D(As), pois o domínio do operador As é

denso em H e a solução é forte quando o dado inicial pertence ao domínio do operador.

Seja τ > 0, multiplicando a equação (3.1) por us(τ), temos〈
d

dt
us(τ), us(τ)

〉
+ 〈As(us(τ)), us(τ)〉=〈B(us(τ)), us(τ)〉..

Assim,

1

2

d

dt
||us(τ)||2H = −〈As(us(τ)), us(τ)〉+ 〈B(us(τ)), us(τ))〉.

Dado T0 > 0, se ||us(τ)||ps(x) ≥ 1 e ||∇us(τ)||ps(x) ≥ 1, pelo Lema 3.1.2 e por Cauchy-

Schwarz,

1

2

d

dt
‖us(τ)‖2

H ≤−
1

2p
−
s −1
‖us(τ)‖p

−
s

Xs
+ ‖B(us(τ))‖H‖us(τ)‖H .

Como 2 < p < p−s ≤ p+
s ≤ a e B é globalmente Lipschitziana, temos

1

2

d

dt
‖us(τ)‖2

H ≤−
1

2p
−
s −1
‖us(τ)‖p

−
s

Xs
+ ‖B(us(τ))‖H‖us(τ)‖H

≤− 1

2p
−
s −1
‖us(τ)‖p

−
s

Xs
+ (‖B(us(τ))−B(0)‖H + ‖B(0)‖H) ‖us(τ)‖H

≤− 1

2a−1
‖us(τ)‖pXs + L‖us(τ)‖2

H + ‖B(0)‖H‖us(τ)‖H ,
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com L a constante de Lipschitz. Por (3.9) obtemos

1

2

d

dt
‖us(τ)‖2

H ≤−
1

2a−1
‖us(τ)‖pXs + L

[
4(|Ω|+ 1)2

]2 ‖us(τ)‖2
Xs

+‖B(0)‖H4(|Ω|+ 1)2‖us(τ)‖Xs .

Fazendo K := 4(|Ω| + 1)2, C0 := ‖B(0)‖H ≥ 0, C1 := LK2 e C2 := C0K independentes

de s, temos

1

2

d

dt
‖us(τ)‖2

H ≤−
1

2a−1
‖us(τ)‖pXs + C1‖us(τ)‖2

Xs + C2‖us(τ)‖Xs .

Note que C2 = 0 se, e somente se, B(0) = 0. Agora, considere ε > 0 arbitrário, α :=

p/2, 1/α + 1/α′ = 1 e 1/p+ 1/p′ = 1. Assim,

1

2

d

dt
‖us(τ)‖2

H ≤−
1

2a−1
‖us(τ)‖pXs +

C1

ε
ε‖us(τ)‖2

Xs +
C2

ε
ε‖us(τ)‖Xs .

Usando a desigualdade de Young, obtemos

1

2

d

dt
‖us(τ)‖2

H ≤ − 1

2a−1
‖us(τ)‖pXs +

(
1

α′

(
C1

ε

)α′
+

1

α
εα‖us(τ)‖2α

Xs

)

+
1

p′

(
C2

ε

)p′
+

1

p
εp‖us(τ)‖pXs .

Assim,

1

2

d

dt
‖us(τ)‖2

H ≤
(
− 1

2a−1
+

1

α
εα+

1

p
εp
)
‖us(τ)‖pXs+

(
1

α′

(
C1

ε

)α′
+

1

p′

(
C2

ε

)p′)
.

Se B(0) 6= 0 escolha ε0 > 0, su�cientemente pequeno, tal que

1

α
εα0 +

1

p
εp0 <

1

2a
.

E se B(0) = 0 escolha ε0 > 0, su�cientemente pequeno, de forma que

1

α
εα0 <

1

2a
,

em ambos os casos obtemos

1

2

d

dt
‖us(τ)‖2

H ≤ −
1

2a
‖us(τ)‖pXs + C3,
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com C3 = C3(L,K, ε0) > 0 uma constante independente de s. Então, por (3.9),

1

2

d

dt
‖us(τ)‖2

H ≤ −
1

2a
K−p‖us(τ)‖pH + C3.

Seja Is := {τ ∈ (0,∞); ||us(τ)||ps(x) ≥ 1 e ||∇us(τ)||ps(x) ≥ 1} e ys : Is → R, ys(τ) :=

‖us(τ)‖2
H satisfazendo a inequação

y′s(τ) ≤ −K
−p

2a−1
[ys(τ)]

p
2 + 2C3.

Logo, pelo Lema 2.1.35, obtemos

‖us(τ)‖2
H ≤

(
2aC3K

p
)2/p

+
[ 1

2aKp
(p− 2)T0

] −2
(p−2)

=: K1, ∀ τ ≥ T0.

Similarmente para os casos ||us(τ)||ps(x) ≥ 1 e ||∇us(τ)||ps(x) ≤ 1; ||us(τ)||ps(x) ≤ 1 e

||∇us(τ)||ps(x) ≥ 1; ||us(τ)||ps(x) ≤ 1 e ||∇us(τ)||ps(x) ≤ 1, obtemos as constantes K3 e K4

tais que

‖us(τ)‖2
H ≤ Ki,∀ τ ≥ T0

e i = 1, 2, 3, 4, respectivamente. Então, de�nindo r0 := max{K1, K2, K3, K4} obtemos

‖us(τ)‖H ≤ r0, ∀ τ ≥ T0, s ∈ N,

e a primeira parte do lema está provada. Agora, seja τ > 0. Multiplicando a equação

(3.1) por us(τ) temos〈
d

dt
us(τ), us(τ)

〉
+ 〈As(us(τ)), us(τ)〉=〈B(us(τ)), us(τ)〉.

Dado T0 > 0, se ||us(τ)||ps(x) ≥ 1 e ||∇us(τ)||ps(x) ≥ 1, pelo Lema 3.1.2 e por Cauchy-

Schwarz,

1

2

d

dt
‖us(τ)‖2

H ≤−
1

2p
−
s −1
‖us(τ)‖p

−
s

Xs
+ ‖B(us(τ))‖H‖us(τ)‖H .

Como,

− 1

2p
−
s −1
‖us(τ)‖p

−
s

Xs
≤ 0

e B é globalmente Lipschitziana, obtemos

1

2

d

dt
‖us(τ)‖2

H ≤−
1

2p
−
s −1
‖us(τ)‖p

−
s

Xs
+ ‖B(us(τ))‖H‖us(τ)‖H

≤‖B(us(τ))−B(0)‖H‖us(τ)‖H + ‖B(0)‖H‖us(τ)‖H

≤L‖us(τ)‖2
H + C4‖us(τ)‖H ,
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com C4 = ‖B(0)‖H ≥ 0. Pela Desigualdade de Young, temos

1

2

d

dt
‖us(τ)‖2

H ≤ L‖us(τ)‖2
H +

1

2
C2

4 +
1

2
‖us(τ)‖2

H

≤ C2
4 + (2L+ 1)‖us(τ)‖2

H . (3.10)

Integrando (3.10) de 0 a t, com t ≤ T0, obtemos

∫ t

0

d

dt
‖us(τ)‖2

Hdτ ≤
∫ t

0

C2
4 + (2L+ 1)‖us(τ)‖2

Hdτ.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo

‖us(t)‖2
H − ‖us(0)‖2

H ≤ C2
4T0 +

∫ t

0

(2L+ 1)‖us(τ)‖2
Hdτ

‖us(t)‖2
H ≤ ‖u0s‖2

H + C2
4T0 +

∫ t

0

(2L+ 1)‖us(τ)‖2
Hdτ.

Como ‖u0s‖H ≤ C5, temos

‖us(t)‖2
H ≤ C2

5 + C2
4T0 +

∫ t

0

(2L+ 1)‖us(τ)‖2
Hdτ

‖us(t)‖2
H ≤ C6 +

∫ t

0

(2L+ 1)‖us(τ)‖2
Hdτ,

com C6 = C2
5 + C4T0 independente de s. Pelo Lema de Gronwall-Belmann

‖us(τ)‖2
H ≤ C6 e

∫ t

0

2L+ 1dτ
≤ C6 e

(2L+1)T0 = D1,

com D1 = C6 e
(2L+1)T0 > 0 ∀t ≥ T0. Tomando D̃1 = max{Ki, D1} obtemos

‖us(τ)‖H ≤ D̃1, ∀ t ≥ 0.

Assim, o lema está provado.

Observação 3.3.2. As constantes r0 e D̃1 no Lema 3.3.1 não dependem do dado inicial

nem de s.

Corolário 3.3.3. Existe um conjunto limitado B0 em H tal que As ⊂ B0 para todo s ∈ N.



32

Demonstração: Seja o atrator As = Ts(T0)As e tome xs ∈ As. Assim,

xs = Ts(T0)ws, ws ∈ As.

Pelo Lema 3.3.1

‖us(τ)‖H ≤ r0, ∀ t ≥ T0.

Logo,

‖xs‖H = ‖us(T0)‖H ≤ r0

e implica que xs ∈ B0 = BH(0, r0), ∀xs ∈ As. Portanto,

As ⊂ B0, ∀s ∈ N.

Lema 3.3.4. Sejam us uma solução de (3.1) e T1 > 0. Tome T0 ∈ (0, T1). Considerando

ϕps(x) como em (3.5), então

ϕps(x)(us(τ)) ≤ r̃1,

para todo τ ≥ T1 e s ∈ N, com r̃1 = r̃1(T1, T0, L, r0) e r0 como no Lema 3.3.1.

Demonstração: Considere a identidade

d

dt
ϕps(x)(us(t)) =

〈
∂ϕps(x)(us(t)),

∂us
∂t

(t)
〉
. (3.11)

Assim,

d

dt
ϕps(x)(us(t)) =

〈
∂ϕps(x)(us(t)),

∂us
∂t

(t)

〉
=

〈
B(us(t))−

∂us(t)

∂t
,
∂us
∂t

(t)

〉
=

〈
B(us(t))−

∂us(t)

∂t
,
∂us
∂t

(t)−B(us(t)) +B(us(t))

〉
= −

∥∥∥B(us(t))−
∂us(t)

∂t

∥∥∥2

H
+

〈
B(us(t))−

∂us(t)

∂t
, B(us(t))

〉
≤ −

∥∥∥B(us(t))−
∂us(t)

∂t

∥∥∥2

H
+
∥∥∥B(us(t))−

∂us(t)

∂t

∥∥∥
H
‖B(us(t))‖H .
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Pela Desigualdade de Young, temos

d

dt
ϕps(x)(us(t)) ≤ −

∥∥∥B(us(t))−
∂us(t)

∂t

∥∥∥2

H
+

1

2

∥∥∥B(us(t))−
∂us(t)

∂t

∥∥∥2

H
+

1

2
‖B(us(t))‖2

H

= −1

2

∥∥∥B(us(t))−
∂us(t)

∂t

∥∥∥2

H
+

1

2
‖B(us(t))‖2

H .

Logo,
d

dt
ϕps(x)(us(t)) +

1

2

∥∥∥B(us(t))−
∂us(t)

∂t

∥∥∥2

H
≤ 1

2
‖B(us(t))‖2

H .

Em particular,
d

dt
ϕps(x)(us(t)) ≤

1

2
‖B(us(t))‖2

H ≤
1

2
C2

2 ∀ t ≥ T0, (3.12)

com C2 = C2(L, r0) > 0 uma constante e r0 = r0(T0). Como Xs = W 1,ps(x) podemos

tomar v = 0 ∈ Xs. Usando a de�nição de subdiferencial temos

ϕps(x)(0)− ϕps(x)(us(t)) ≥
〈
∂ϕps(x)(us(t)), 0− us(t)

〉
X∗s ,Xs

.

Então,

ϕps(x)(us(t)) ≤
〈
∂ϕps(x)(us(t)), us(t)

〉
. (3.13)

Note que
1

2

d

dt
‖us(t)‖2

H + ϕps(x)(us(t)) =
〈∂us(t)

∂t
, us(t)

〉
+ ϕps(x)(us(t)).

Por (3.11) vem que

1

2

d

dt
‖us(t)‖2

H + ϕps(x)(us(t)) ≤
〈
∂us(t)

∂t
, us(t)

〉
+
〈
∂ϕps(x)(us(t)), us(t)

〉
=

〈
∂us(t)

∂t
+ ∂ϕps(x)(us(t)), us(t)

〉
= 〈B(us(t)), us(t)〉 ≤ ‖B(us(t))‖H‖us(t)‖H ≤ C2r0,

∀ t ≥ T0. Seja t ≥ T0 e r := T1 − T0 > 0. Integrando (3.14) de t a t+ r, obtemos∫ t+r

t

1

2

d

dτ
‖us(τ)‖2

H dτ +

∫ t+r

t

ϕps(x)(us(τ))dτ ≤
∫ t+r

t

C2r0 dτ

1

2

(
‖us(t+ r)‖2

H − ‖us(t)‖2
H

)
+

∫ t+r

t

ϕps(x)(us(τ)) dτ ≤ C2r0r.

Assim,
1

2
‖us(t+ r)‖2

H +

∫ t+r

t

ϕps(x)(us(τ)) dτ ≤ C2r0r +
1

2
‖us(t)‖2

H .
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Pelo Lema 3.3.1 temos∫ t+r

t

ϕps(x)(us(τ)) dτ ≤ C2r0r +
1

2
r2

0, ∀ t ≥ T0.

Considerando g ≡ 0, h :=
1

2
C1, ys(τ) := ϕps(x)(us(τ)) no Lema Uniforme de Gronwall,

obtemos

ϕps(x)(us(τ)) ≤
(a3

r
+ a2

)
ea1 =

(a3

r
+ a2

)
:= r̃1, ∀ τ ≥ T1.

Portanto,

ϕps(x)(us(τ)) ≤ r̃1, ∀ τ ≥ T1.

Lema 3.3.5. Seja us uma solução de (3.1). Dado T1 > 0, então existe uma constante

positiva r1 > 0, independente de s, tal que

‖us(t)‖Xs ≤ r1,

∀t ≥ T1 e s ∈ N.

Demonstração: Seja us uma solução de (3.1) e considere T1 > 0. Tome T0 ∈ (0, T1).

Considerando ϕps(x) como em (3.5), usando o Lema 3.3.4, obtemos

ϕps(x)(us(τ)) ≤ r̃1,

para todo τ ≥ T1 e s ∈ N, com r̃1 = r̃1(T1, T0, L, r0) e r0 como no Lemma 3.3.1. Assim,

ϕps(x)(us(τ)) =

∫
Ω

Ds

ps(x)

∣∣∣∇us(τ)
∣∣∣ps(x)

dx+

∫
Ω

1

ps(x)

∣∣∣us(τ)
∣∣∣ps(x)

dx ≤ r̃1,

para todo τ ≥ T1 e s ∈ N. Como p+
s ≤ a e Ds ∈ [1,∞), temos

ϕps(x)(us(τ)) =

∫
Ω

Ds

ps(x)

∣∣∣∇us(τ)
∣∣∣ps(x)

dx+

∫
Ω

1

ps(x)

∣∣∣us(τ)
∣∣∣ps(x)

dx

≥ 1

a

∫
Ω

∣∣∣∇us(τ)
∣∣∣ps(x)

dx+
1

a

∫
Ω

∣∣∣us(τ)
∣∣∣ps(x)

dx.

para todo τ ≥ T1 e s ∈ N. Assim,

1

a

∫
Ω

∣∣∣∇us(τ)
∣∣∣ps(x)

dx+
1

a

∫
Ω

∣∣∣us(τ)
∣∣∣ps(x)

dx ≤ ϕps(x)(us(τ)) ≤ r̃1.
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Agora, considerando ρs(v) :=
∫

Ω
|v(x)|ps(x)dx, temos

ρs (∇us(τ)) + ρs (us(τ)) ≤ ar̃1, (3.14)

para todo τ ≥ T1 e s ∈ N. Se τ ≥ T1 e ‖us(τ)‖Xs ≤ 1, o lema está provado. Se τ ≥ T1 e

‖us(τ)‖Xs > 1 então temos quatro casos para analisar. Caso 1 : Se ‖∇us(τ)‖ps(x) ≥ 1 e

‖us(τ)‖ps(x) ≥ 1, então pelo Teorema 2.2.3 vem que

‖∇us(τ)‖p
−
s

ps(x) ≤ ρs(∇us(τ)) ≤ ‖∇us(τ)‖p
+
s

ps(x),

e

‖us(τ)‖p
−
s

ps(x) ≤ ρs(us(τ)) ≤ ‖us(τ)‖p
+
s

ps(x).

Como p ≤ p−s ≤ p+
s ≤ a, temos

‖∇us(τ)‖pps(x)+‖us(τ)‖pps(x) ≤ ‖∇us(τ)‖p
−
s

ps(x)+‖us(τ)‖p
−
s

ps(x) ≤ ρs(∇us(τ))+ρs(us(τ)) ≤ ar̃1.

Pela de�nição de norma em Xs, obtemos

‖us(τ)‖Xs = ‖∇us(τ)‖ps(x) + ‖us(τ)‖ps(x) ≤ 2[ar̃1]1/p.

Caso 2 : Se ‖∇us(τ)‖ps(x) ≥ 1 e ‖us(τ)‖ps(x) ≤ 1, então, pelo Teorema 2.2.3, temos

‖∇us(τ)‖p
−
s

ps(x) ≤ ρs(∇us(τ)) ≤ ‖∇us(τ)‖p
+
s

ps(x),

e

‖us(τ)‖p
+
s

ps(x) ≤ ρs(us(τ)) ≤ ‖us(τ)‖p
−
s

ps(x).

Como p ≤ p−s ≤ p+
s ≤ a, temos que

‖∇us(τ)‖pps(x) ≤ ‖∇us(τ)‖p
−
s

ps(x) ≤ ρs(∇us(τ))

e

‖us(τ)‖aps(x) ≤ ‖us(τ)‖p
+
s

ps(x) ≤ ρs(us(τ)).

Usando (3.14) obtemos que

‖us(τ)‖Xs =‖∇us(τ)‖ps(x) + ‖us(τ)‖ps(x)

≤[ρs(∇us(τ))]
1
p + [ρs(us(τ))]

1
a

≤(ar̃1)1/p + (ar̃1)1/a.
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Caso 3 : Se ‖∇us(τ)‖ps(x) ≤ 1 e ‖us(τ)‖ps(x) ≥ 1, então, pelo Teorema 2.2.3, temos

‖∇us(τ)‖p
+
s

ps(x) ≤ ρs(∇us(τ)) ≤ ‖∇us(τ)‖p
−
s

ps(x),

e

‖us(τ)‖p
−
s

ps(x) ≤ ρs(us(τ)) ≤ ‖us(τ)‖p
+
s

ps(x).

Como p ≤ p−s ≤ p+
s ≤ a, temos que

‖∇us(τ)‖aps(x) ≤ ‖∇us(τ)‖p
+
s

ps(x) ≤ ρs(∇us(τ))

e

‖us(τ)‖pps(x) ≤ ‖us(τ)‖p
−
s

ps(x) ≤ ρs(us(τ)).

Usando (3.14) obtemos que

‖us(τ)‖Xs =‖us(τ)‖ps(x) + ‖∇us(τ)‖ps(x)

≤[ρs(us(τ))]
1
p + [ρs∇(us(τ))]

1
a

≤(ar̃1)1/p + (ar̃1)1/a.

Caso 4 : Se ‖∇us(τ)‖ps(x) ≤ 1 e ‖us(τ)‖ps(x) ≤ 1, então, pelo Teorema 2.2.3, temos

‖∇us(τ)‖p
+
s

ps(x) ≤ ρs(∇us(τ)) ≤ ‖∇us(τ)‖p
−
s

ps(x),

e

‖us(τ)‖p
+
s

ps(x) ≤ ρs(us(τ)) ≤ ‖us(τ)‖p
−
s

ps(x).

Usando (3.14), obtemos

‖∇us(τ)‖p
+
s

ps(x) + ‖us(τ)‖p
+
s

ps(x) ≤ ρs(∇us(τ)) + ρs(us(τ)) ≤ ar̃1.

Como p ≤ p−s ≤ p+
s ≤ a, temos que

‖∇us(τ)‖aps(x) + ‖us(τ)‖aps(x) ≤ ρ(∇us(τ)) + ρ(us(τ)) ≤ ar̃1.

Logo,

‖us(τ)‖Xs ≤ 2(ar̃1)1/a.



37

Considerando r1 := max{1, 2(ar̃1)1/p + 2(ar̃1)1/a}, concluímos que

‖us(τ)‖Xs ≤ r1 para todo τ ≥ T1 e s ∈ N.

Corolário 3.3.6. (a) Seja X := W 1,p(Ω) e us solução do problema (3.1). Dado T1 > 0,

existe uma constante positiva r2, independente de s, tal que

‖us(t)‖X ≤ r2,

para todo t ≥ T1 e s ∈ N.

(b) Existem conjuntos limitados B1 em X e Bs
1 em Xs tais que As ⊂ Bs

1 e As ⊂ B1 para

todo s ∈ N.

(c) A :=
⋃
s∈N

As é um subconjunto compacto de H.

Demonstração: (a) Pelo Lema 3.3.5, existe r1 > 0 tal que

‖us(t)‖Xs ≤ r1 ∀ t ≥ T1, s ∈ N.

Como Lps(x)(Ω) ⊂ Lp(Ω) e é uma imersão contínua, então

‖us(t)‖X = ‖∇us(t)‖p + ‖us(t)‖p ≤ 2(|Ω|+ 1)
(
‖∇us(t)‖ps(x) + ‖us(t)‖ps(x)

)
= 2(|Ω|+ 1)‖us(t)‖Xs ≤ 2(|Ω|+ 1)r1,

para todo t ≥ T1 e s ∈ N e o resultado segue com r2 := 2(|Ω|+ 1)r1.

(b) Seja o atrator As = Ts(T1)As, com xs ∈ As, isto é,

xs = Ts(T1)ws, ws ∈ As.

Pelo Lema 3.3.5, temos

‖xs‖Xs = ‖us(T1)‖Xs ≤ r1, ∀s ∈ N,

e implica que xs ∈ Bs
1 := BXs(0, r1) ⊂ Xs,∀s ∈ N. Portanto, As ⊂ Bs

1, ∀s ∈ N. Por (a)

temos

‖xs‖ = ‖us(T1)‖X < r2 ∀t ≤ T1
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e, assim

xs ∈ B1 := BX(0, r2) ⊂ X ⇒ As ⊂ B1 ∀s ∈ N.

(c) Por (b), existe um conjunto limitado B1 em X tal que As ⊂ B1 para todo s ∈ N.

Logo, ⋃
s∈N

As ⊂ B1 ⇒
⋃
s∈N

As
H

⊂ B1
H ⊂ X.

Como X ⊂ H é uma imersão contínua e compacta, então

A =
⋃
s∈N

As

é compacto.

3.4 O problema limite e propriedades de convergência

O objetivo desta seção é provar que o problema limite do problema (3.1), quando Ds

cresce para o in�nito e ps(·) → p > 2 em L∞(Ω) quando s → ∞, é descrito por uma

equação diferencial ordinária. Primeiramente, observe que os gradientes das soluções us

do problema (3.1) convergem em norma para zero quando s → ∞, o que nos permite

exibir o problema limite


du

dt
(t) + |u(t)|p−2u(t) = B̃(u(t)), t > 0,

u(0) = u0 ∈ R,
(3.15)

com B̃ := B|R. Identi�caremos R com as funções constantes que estão em H, visto que Ω

é um conjunto limitado.

As demonstrações dos próximos dois resultados seguem as ideias de [20] e mais alguns

ajustes que são necessários para este caso de expoente variável.

Teorema 3.4.1. Dado T0 > 0, se para cada s, us é uma solução de (3.1), em (0,∞),

então para cada t ≥ T0, a sequência de números reais {‖∇us(t)‖H} tem uma subsequência

{‖∇us`(t)‖H} que converge para zero quando `→∞.
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Demonstração: Seja T > T0 e t ∈ (T0, T ). Como us é uma solução forte de (3.1)

podemos multiplicar us em (3.1), então〈
d

dt
us(t), us(t)

〉
H

+ 〈Asus(t), us(t)〉H=〈B(us(t)), us(t)〉

1

2

d

dt
‖us(t)‖2

H +Ds

∫
Ω

|∇us(t)|ps(x)dx+

∫
Ω

|us(t)|ps(x)dx = 〈B(us(t)), us(t)〉H .

Como B é globalmente Lipschitziana vem que

〈B(us(t)), us(t)〉H ≤ ‖B(us(t))‖H‖us(t)‖H

≤ ‖B(us(t))−B(0)‖H‖us(t)‖H + ‖B(0)‖H‖us(t)‖H

≤ L‖us(t)‖2
H + ‖B(0)‖H‖us(t)‖H .

Pelo Lema 3.3.1, obtemos

〈B(us(t)), us(t)〉H ≤ Lr2
0 + ‖B(0)‖Hr0 ≤ K

q.t.p. em (T0, T ), com K = Lr2
0 + ‖B(0)‖Hr0 e r0 > 0 uma constante independente de s.

Logo,
1

2

d

dt
‖us(t)‖2

H +Ds

∫
Ω

|∇us(t)|ps(x)dx ≤ K, (3.16)

q.t.p. em (T0, T ). Integrando (3.16) de T0 a T , obtemos∫ T

T0

1

2

d

dt
‖us(t)‖2

Hdt+Ds

∫ T

T0

∫
Ω

‖∇us(t)‖ps(x)dxdt ≤
∫ T

T0

Kdt

1

2
‖us(T )‖2

H +Ds

∫ T

T0

∫
Ω

|∇us(t)|ps(x)dxdt ≤ 1

2
‖us(T0)‖2

H +K(T − T0)

≤ 1

2
r2

0 +KT =: K2(T ).

Em particular,

Ds

∫ T

T0

∫
Ω

|∇us(t)|ps(x)dxdt ≤ K2(T ),

o que implica ∫ T

T0

∫
Ω

|∇us(t)|ps(x)dxdt ≤ K2(T )

Ds

→ 0 quando s→∞.

Logo, existe uma subsequência {
∫

Ω
|∇us`(t)|ps` (x)dx} tal que∫

Ω

|∇us`(t)|ps` (x)dx→ 0 quando `→∞, para q.t. t ∈ (T0, T ),
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e, então, existe um subconjunto J ⊂ (T0, T ) com medida de Lebesgue m((T0, T ) \ J) = 0

tal que ∫
Ω

|∇us`(t)|ps` (x)dx→ 0 quando `→∞,

para todo t ∈ J.

A�rmação: Dado t ∈ (T0, T ), existe pelo menos um τ ∈ J com τ < t. De fato, se não

existisse teríamos que (T0, t)∩J = e/ e, assimm((T0, T )\J) > 0. O que é uma contradição.

Agora, tome τ ∈ J , com T0 < τ < t, e seja h = t− τ . Sejam ε > 0 e `0 = `(ε) tais que se

` > `0, então ∫
Ω

|∇us`(τ)|ps` (x)dx <
p

3a
ε. (3.17)

Usando a identidade (3.11) e por (3.12) vem que

d

dt′
ϕps` (x)(us`(τ + t′)) =

〈
∂ϕps` (x)(us`(τ + t′)),

d

dt′
us`(τ + t′)

〉
≤ 1

2
C2

2 , (3.18)

para q.t. t′ ∈ (0, T ), onde ϕps` (x) é dado por (3.5) , r0 como no Lema 3.3.1 e C2 = C2(L, r0).

Integrando (3.18) de τ + h a τ , obtemos∫ τ+h

τ

d

dt′
ϕps` (x)(us`(t

′))dt′ ≤
∫ τ+h

τ

1

2
C2

2 dt
′.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo temos

ϕps` (x)(us`(τ + h))− ϕps` (x)(us`(τ)) ≤
∫ τ+h

τ

1

2
C2

2 dt
′.

Logo,

Ds`

∫
Ω

1

ps`(x)
|∇us`(τ + h)|ps` (x)dx+

∫
Ω

1

ps`(x)
|us`(τ + h)|ps` (x)dx

−Ds`

∫
Ω

1

ps`(x)
|∇us`(τ)|ps` (x)dx−

∫
Ω

1

ps`(x)
|us`(τ)|ps` (x)dx

≤ 1

2
C2

2h ≤
1

2
C2

2(T − T0).

Assim,

Ds`

∫
Ω

1

ps`(x)
|∇us`(τ + h)|ps` (x)dx ≤ 1

2
C2

2(T − T0) +Ds`

∫
Ω

1

ps`(x)
|∇us`(τ)|ps` (x)dx

+

∫
Ω

1

ps`(x)
|us`(τ)|ps` (x)dx−

∫
Ω

1

ps`(x)
|us`(τ + h)|ps` (x)dx.
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Portanto,∫
Ω

1

ps`(x)
|∇us`(τ + h)|ps` (x)dx ≤ 1

2Ds`

C2
2(T − T0) +

∫
Ω

1

ps`(x)
|∇us`(τ)|ps` (x)dx

+
1

Ds`

∫
Ω

1

ps`(x)
|us`(τ)|ps` (x)dx. (3.19)

Usando o Lema 3.3.5 e p ≤ p−s` ≤ p+
s`
≤ a, segue que∫

Ω

1

ps`(x)
|us`(τ)|ps` (x)dx ≤ 1

p

∫
Ω

|us`(τ)|ps` (x)dx

=
1

p
ρ(us`(τ)).

Pelo Teorema 2.2.3 vem que∫
Ω

1

ps`(x)
|us`(τ)|ps` (x)dx ≤ 1

p
max

{
‖us`(τ)‖p

−
s`

ps` (x), ‖us`(τ)‖p
+
s`

ps` (x)

}
.

Logo, ∫
Ω

1

ps`(x)
|us`(τ)|ps` (x)dx ≤ 1

p
max

{
‖us`(τ)‖p

−
s`
Xs`
, ‖us`(τ)‖p

+
s`
Xs`

}
≤ K3, (3.20)

com K3 uma constante positiva sem dependência de s. Agora, escolha `1 = `1(ε), su�ci-

entemente grande, tal que

1

2Ds`

C2
2(T − T0) <

ε

3a
, e

K3

Ds`

<
ε

3a
, (3.21)

sempre que ` > `1 e considere `2 = `2(ε) = max{`0, `1}. Para ` > `2, de (3.17), (3.19),

(3.20) e (3.21), vem que

1

a

∫
Ω

|∇us`(t)|ps` (x)dx ≤ 1

2Ds`

C2
2(T − T0) +

∫
Ω

1

ps`(x)
|∇us`(τ)|ps` (x)dx+

1

Ds`

K3

≤ 1

2Ds`

C2
2(T − T0) +

1

p

∫
Ω

|∇us`(τ)|ps` (x)dx+
1

Ds`

K3

<
ε

3a
+

ε

3a
+

ε

3a
=
ε

a
.

Logo, se ` > `2, pelo Teorema 2.2.3, temos que

min{‖∇us`(t)‖
p−s`
ps` (x), ‖∇us`(t)‖

p+
s`

ps` (x)} ≤ ρ(∇us`(t)) =

∫
Ω

|∇us`(t)|ps` (x)dx < ε
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e, então, ‖∇us`(t)‖ps` (x) → 0 quando ` → ∞. Como Lp(Ω) ↪→ L2(Ω), p > 2, então

‖∇us`(t)‖H ≤ C‖∇us`(t)‖ps` (x), com C uma constante independente de s. Assim, con-

cluímos que ‖∇us`(t)‖H → 0 quando `→∞.

O Lema acima mostra que a equação (3.15) é uma forte candidata para o problema limite.

Além disso, pelo Lema 3.2 e o Teorema 3.1 em [20], o problema (3.15) possui uma única

solução global e um B−atrator global A∞ maximal compacto invariante, dado como a

união de todas as trajetórias completas limitadas em R.

O próximo resultado garante que (3.15) é de fato o problema limite para (3.1) quando

s→∞.

Teorema 3.4.2. Seja us uma solução de (3.1), com us(0) = u0s, e seja u uma solução

de (3.15), com u(0) = u0. Se u0s → u0 em H quando s → ∞, então para cada T > 0,

us → u em C([0, T ];H) quando s→ +∞.

Demonstração: Seja T > 0 �xado e suponha que u0s → u0 em H quando s → ∞.

Subtraindo as duas equações em (3.1) e (3.15) e fazendo o produto interno com us − u,

obtemos 〈
dus
dt

(t)− du

dt
(t), us(t)− u(t)

〉
H

+
〈
Asus(t)− |u(t)|p−2u(t), us(t)− u(t)

〉
H

= 〈B(us(t))−B(u(t)), us(t)− u(t)〉H .

Assim,

1

2

d

dt
‖us(t)− u(t)‖2

H +

∫
Ω

Ds|∇us(t)|ps(x)−2∇us(t)(∇us(t)−∇u(t))dx

+

∫
Ω

|us(t)|ps(x)−2us(t)(us(t)− u(t))dx−
∫

Ω

|u(t)|p−2u(t)(us(t)− u(t))dx

= 〈B(us(t))−B(u(t)), us(t)− u(t)〉H .

Usando que B é globalmente Lipschitziana, temos

〈B(us(t))−B(u(t)), us(t)− u(t) 〉H ≤ L‖us(t)− u(t)‖2
H .

Observando que u é independente de x, obtemos

1

2

d

dt
‖us(t)− u(t)‖2

H +

∫
Ω

Ds|∇us(t)|ps(x)dx+

∫
Ω

|us(t)|ps(x)−2us(t)(us(t)− u(t))dx

−
∫

Ω

|u(t)|p−2u(t)(us(t)− u(t))dx ≤ L‖us(t)− u(t)‖2
H .



43

Assim, visto que
∫

Ω
Ds|∇us(t)|ps(x)dx ≥ 0, temos

1

2

d

dt
‖us(t)− u(t)‖2

H +

∫
Ω

|us(t)|ps(x)−2us(t)(us(t)− u(t))dx

−
∫

Ω

|u(t)|ps(x)−2u(t)(us(t)− u(t))dx+

∫
Ω

|u(t)|ps(x)−2u(t)(us(t)− u(t))dx

−
∫

Ω

|u(t)|p−2u(t)(us(t)− u(t))dx ≤ L‖us(t)− u(t)‖2
H .

Pelo Lema 2.1.29, temos que∫
Ω

|us(t)|ps(x)−2us(t)(us(t)− u(t))dx−
∫

Ω

|u(t)|ps(x)−2u(t)(us(t)− u(t))dx

=

∫
Ω

(
|us(t)|ps(x)−2us(t)− |u(t)|ps(x)−2u(t)

)
(us(t)− u(t))dx

≥
∫

Ω

(
1

2

)ps(x)

|us(t)− u(t)|ps(x)dx ≥ 0.

Então,

1

2

d

dt
‖us(t)− u(t)‖2

H ≤L‖us(t)− u(t)‖2
H −

∫
Ω

(
|u(t)|ps(x)−2 − |u(t)|p−2

)
u(t)(us(t)− u(t))dx

≤L‖us(t)− u(t)‖2
H +

∫
Ω

∣∣|u(t)|ps(x)−2 − |u(t)|p−2
∣∣ |u(t)| |us(t)− u(t)|dx

=L‖us(t)− u(t)‖2
H +

∫
Ω

∣∣|u(t)|ps(x)−1 − |u(t)|p−1
∣∣ |us(t)− u(t)|dx,

q.t.p. em (0, T ). Agora, vamos estimar o termo∫
Ω

∣∣|u(t)|ps(x)−1 − |u(t)|p−1
∣∣ |us(t)− u(t)|dx,

do Teorema 3.1 em [20], existe uma constante positiva K∞, independente de x e s, satis-

fazendo |u(t)| ≤ K∞ para todo t ∈ [0, T ]. Pelo Teorema do Valor Médio, para cada x ∈ Ω

e s ∈ N existe um q ∈ (p, ps(x)) tal que

∣∣|u(t)|ps(x)−1 − |u(t)|p−1
∣∣ =

∣∣|u(t)|q−1 ln |u(t)|
∣∣ |ps(x)− p|,

desde que u(t) 6= 0. Considere a função contínua gθ : [0, K∞]→ R dada por

gθ(w) =

 wθ lnw se w ∈ (0, K∞]

0 se w = 0,
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com θ ≥ 1. Usando a função acima de�nida no conjunto compacto [0, K∞], com θ = 1

quando |u(t)| < 1 e com θ = a− 1 quando |u(t)| ≥ 1, então existe uma constante positiva

κ tal que ∣∣|u(t)|q−1 ln |u(t)|
∣∣ ≤ κ,

para todo t ∈ [0, T ], com u(t) 6= 0, pois uma função contínua em um conjunto compacto

é limitada. Então, ∣∣|u(t)|ps(x)−1 − |u(t)|p−1
∣∣ ≤ κ|ps(x)− p|,

para todo t ∈ [0, T ]. Assim,

1

2

d

dt
‖us(t)− u(t)‖2

H ≤L‖us(t)− u(t)‖2
H +

∫
Ω

κ|ps(x)− p| |us(t)− u(t)|dx

=L‖us(t)− u(t)‖2
H + κ‖ps − p‖L∞(Ω)

∫
Ω

|us(t)− u(t)|dx.

Pela Desigualdade de Young, temos

1

2

d

dt
‖us(t)− u(t)‖2

H ≤L‖us(t)− u(t)‖2
H + κ‖ps − p‖L∞(Ω)

∫
Ω

|us(t)− u(t)|dx

≤L‖us(t)− u(t)‖2
H

+κ‖ps − p‖L∞(Ω)

[
1

2
|Ω|+ 1

2
‖us(t)− u(t)‖2

H

]
, (3.22)

q.t.p. em (0, T ). Integrando (3.22) de 0 a t, t ≤ T , obtemos∫ t

0

1

2

d

dt
‖us(τ)− u(τ)‖2

H dτ ≤
∫ t

0

L‖us(τ)− u(τ)‖2
H dτ

+

∫ t

0

κ‖ps − p‖L∞(Ω)

[
1

2
|Ω|+ 1

2
‖us(t)− u(t)‖2

H

]
dτ.

Assim,

‖us(t)− u(t)‖2
H ≤‖u0s − u0‖2

H + κ‖ps − p‖L∞(Ω)|Ω|T

+

∫ t

0

(2L+ κ‖ps − p‖L∞(Ω))‖us(τ)− u(τ)‖2
H dτ.

Então, pelo Lema de Gronwall-Bellman, obtemos

‖us(t)− u(t)‖2
H ≤

(
‖u0s − u0‖2

H + κ‖ps − p‖L∞(Ω)|Ω|T
)
e
∫ t
0 2L+κ‖ps−p‖L∞(Ω) dτ

≤
(
‖u0s − u0‖2

H + κ‖ps − p‖L∞(Ω)|Ω|T
)
e(2L+κ‖ps−p‖L∞(Ω))T ,

para todo t ∈ [0, T ]. Portanto, us → u em C([0, T ];H) quando s→ +∞.
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3.5 Semicontinuidade superior dos atratores globais

Provaremos nesta seção, a semicontinuidade superior da família de atratores globais

{As}s∈N com s→∞ para o problema (3.1) com respeito ao par de parâmetros Ds e ps.

O lema a seguir mostra que os elementos relevantes para descrever o comportamento

assintótico desses problemas estão em torno da média espacial, se s é su�cientemente

grande.

Lema 3.5.1. Se para cada s ∈ N, u0s ∈ As e u0 = lim
s→∞

u0s em H, então u0 é uma função

constante.

Demonstração: Usando a Desigualdade de Poincaré-Wirtinger (p.194 em [5]) e a in-

variância do atrator, temos que

‖u0s − u0s‖H ≤ C‖∇u0s‖H ,

com u0s := 1
|Ω|

∫
Ω
u0s(x)dx. Pelo Teorema 3.4.1, a menos de uma subsequência temos que

‖u0s − u0s‖H ≤ C‖∇u0s‖H → 0

quando s→∞. Então,

‖u0s − u0s‖H → 0, (3.23)

quando s → ∞. Como, u0s → u0 em H temos que u0s ⇀ u0 em H. Considerando a

função característica χΩ ⊂ H vem que

〈χΩ, u0s〉 =

∫
Ω

χΩu0s(x) dx→
∫

Ω

χΩu0(x) dx = 〈χΩ, u0〉,

o que implica ∫
Ω

u0s(x) dx→
∫

Ω

u0(x) dx.

Assim,
1

|Ω|

∫
Ω

u0s(x) dx→ 1

|Ω|

∫
Ω

u0(x) dx

e, então, u0s → u0 em R. Observando que

‖u0s − u0‖2
H =

∫
Ω

|u0s − u0|2dx = |u0s − u0|2
∫

Ω

dx = |u0s − u0|2|Ω| → 0,



46

quando s→∞, vem que u0s → u0 em H. Segue de (3.23) e do fato que u0s → u0 em H

que u0s → u0 em H. Logo, pela unicidade do limite concluímos que u0 = u0 e então u0 é

uma função constante.

Seguindo as ideias e adaptando alguns argumentos do Teorema 4.1 em [20] temos a

prova do seguinte Teorema:

Teorema 3.5.2. A família de B-atratores globais {As; s ∈ N} associada com o problema

(3.1) é semicontínua superiormente quando s→∞, na topologia de H.

Demonstração: Seja {us0} uma sequência qualquer com us0 ∈ As, para s ≥ 1, s →

∞. Para obtermos a semicontinuidade superior da família de B -atratores globais, pelo

Lema 2.4.9, é su�ciente mostrar que {us0} possui subsequência convergente e que o limite

pertence ao B -atrator global A∞ do problema limite. Pelo Corolário 3.3.6, As =
⋃
s∈N

As é

um subconjunto compacto. Logo, existe uma subsequência {usj0 } de {us0} tal que u
sj
0 → u0

em H quando j →∞. Pelo Lema 3.5.1, u0 ∈ R. Nosso objetivo é mostrar que u0 ∈ A∞.

Usando a Proposição 2.2 em [15], é su�ciente mostrar que passa uma trajetória completa

limitada ϕ : R → R por u0. Sejam {T sj(τ)} e {T (τ)} os semigrupos associados aos

problemas (3.1) e (3.15), respectivamente. Para cada j ∈ N, considere tj > j, t1 < t2 <

t3 < · · · e xj ∈ Asj tais que

T sj(tj)(xj) = u
sj
0 → u0,

quando j →∞. Do Teorema 3.4.2, temos

T sj(t)u
sj
0 = T sj(tj + t)(xj)→ T (t)u0,

em H. Agora considere a sequência

{T sj(tj − 1)(xj)} ⊂
⋃
s∈N

As ⊂
⋃
s∈N

As,

contida num compacto. Então, passando para uma subsequência, se necessário, temos

T sj(tj − 1)(xj)→ z1,

em H. Pelo Lema 3.5.1, z1 ∈ R. Aplicando o Teorema 3.4.2, obtemos

T sj(tj − 1 + t)(xj) = T sj(t)T sj(tj − 1)(xj)→ T (t)z1,
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para t ≥ 0 em H.

A�rmação: T (1)z1 = u0. De fato,

T (1)z1 = lim
j→∞

T sj(tj − 1 + 1)(xj)

= lim
j→∞

T sj(tj)(xj) = u0 =: z0.

Analogamente, existe z2 ∈ R tal que T sj(tj − 2 + t)(xj)→ T (t)z2 e

T (1)z2 = lim
j→∞

T sj(tj − 2 + 1)(xj)

= lim
j→∞

T sj(tj − 1)(xj) = z1.

Procedendo indutivamente, escolha para cada r = 0, 1, 2, 3, . . . um número real zr tal que,

T (1)zr+1 = zr.

Dado t ∈ R, de�nimos

ϕ(t) := T (t+ r)zr, para r > −t,

isto é,

ϕ(t) :=



T (t)u0, t ≥ 0,

T (t+ 1)z1, t ∈ [−1, 0),
...

T (t+ r)zr, t ∈ [−r,−(r − 1)),
...

como mostra a Figura 3.1

Figura 3.1: Curva de�nida por ϕ.

Provaremos agora que ϕ é uma trajetória completa. Sejam t ∈ R e τ ≥ 0 de forma que

−r ≤ t+ τ < −r + 1. Assim, se −r ≤ t < −r + 1, temos

ϕ(t+ τ) = T (t+ τ + r)zr = T (τ)T (t+ r)zr = T (τ)ϕ(t).
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Se t < −r. Então, t ∈ [−r − j,−r − j + 1), para algum j ∈ N. Assim,

T (τ)ϕ(t) =T (τ)T (t+ r + j)zr+j = T (τ + t+ r + j)zr+j

=T (τ + t+ r + j − 1)T (1)zr+j = . . . = T (t+ τ + r)zr = ϕ(t+ τ).

Portanto, ϕ é uma trajetória completa. Resta mostrar que ϕ é uma trajetória limitada.

Note que para cada r = 0, 1, 2, 3, . . . temos que cada

T (t+ r)zr = lim
j→∞

T sj(tj + t)(xj) e T sj(tj + t)(xj) ∈ As,∀j ∈ N.

Usando o Lema 3.5.1, concluímos que cada ϕr(t) := T (t + r)zr é independente de x e,

consequentemente, ϕ(t) é uma função constante em x. Como

As ⊂
⋃
s∈N

As,

então existe uma constante C > 0 tal que

‖ϕr(t)‖H ≤ C, ∀ t ∈ [−r,−(r − 1)), r = 0, 1, 2, . . . .

Assim, em particular, temos que ϕ(t) é limitada em H. Então, existe uma constante

C̃ > 0 tal que

|ϕ(t)| = 1

|Ω|1/2
‖ϕ(t)‖H ≤ C̃, ∀t ∈ R.

Portanto, concluímos que ϕ : R→ R é uma trajetória completa limitada para {T (τ)}τ≥0.



Capítulo 4

Equação de reação-difusão não

autônomas com expoentes variáveis e

difusão grande

Neste capítulo consideramos o seguinte problema não autônomo
∂us
∂t

(t)−Dsdiv(|∇us|ps(x)−2∇us) + C(t)|us|ps(x)−2us = B(us(t)), t > τ,

us(τ) = uτs,
(4.1)

sob condições homogêneas de fronteira de Neumann, u0 ∈ H := L2(Ω), Ω ⊂ Rn (n ≥ 1)

um domínio regular limitado, B : H → H uma aplicação globalmente Lipschitziana, com

constante de Lipschitz L ≥ 0, D ∈ [1,∞) e C(·) ∈ C([τ, T ],R), com C(t) ≤ C(s), para

todo s ≤ t e 0 < α ≤ C(t) ≤ M. Assumiremos que ps(·) → p em L∞(Ω) e Ds → ∞

quando s→∞, com a, p > 2 constantes positivas.

Lema 4.0.1. [1]Sejam λ e µ números arbitrários não negativos. Se para todos α e β

positivos, tais que α ≥ β, então

λα + µβ ≥ 1

2α

 (λ+ µ)α, se λ+ µ < 1,

(λ+ µ)β, se λ+ µ ≥ 1
. (4.2)

49
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4.1 Operador maximal monótono do tipo subdiferen-

cial

Seja Ω ⊂ Rn um domínio limitado e consideremos X = W 1,p(x)(Ω), H = L2(Ω) e

p(x) ∈ C(Ω) com p(x) > 2 para q.t. x ∈ Ω, com norma || · ||X := || · ||W 1,p(x)(Ω). Nesta

seção provaremos que o operador A(t) : X → X∗, de�nido por

〈A(t)u, v〉X∗,X :=

∫
Ω

D|∇u(x)|p(x)−2∇u(x)∇v(x)dx+

∫
Ω

C(t)|u(x)|p(x)−2u(x)v(x)dx,

e sua realização AH(t) : H → H dada por D(A(t)) := {u ∈ X : AH(t)u ∈ H},

A(t)u = AH(t)u, se u ∈ D(A(t))
,

são um operadores maximais monótonos. De agora em diante, denotaremos

AH(t)u := −div(D|∇u|p(x)−2∇u) + C(t)|u|p(x)−2u.

Lema 4.1.1. Seja u ∈ X := W 1,p(x)(Ω). Para cada t ≥ 0 temos

〈A(t)u, u〉X∗,X ≥
min{1, α}

2p+

 ‖u‖
p+

X , se ‖u‖X < 1

‖u‖p
−

X , se ‖u‖X ≥ 1
. (4.3)

Demonstração: Dado u ∈ X arbitrário, denote λ = ‖∇u‖p(x) e µ = ‖u‖p(x). Pelo Lema

4.0.1 e o Teorema 2.2.3, temos

〈A(t)u, u〉X∗,X =

∫
Ω

D|∇u|p(x)dx+

∫
Ω

C(t)|u|p(x)dx

= Dρ(∇u) + C(t)ρ(u) ≥ ρ(∇u) + αρ(u)

≥ min{‖∇u‖p+p(x), ‖∇u‖
p−
p(x)}+ α min{‖u‖p+p(x), ‖u‖

p−
p(x)}

= min{λp+, λp−}+ α min{µp+, µp−}

≥ min{1, α}
(
min{λp+, λp−}+min{µp+, µp−}

)
≥ min{1, α}

2p+

 (λ+ µ)p
+

, se λ+ µ < 1

(λ+ µ)p
−
, se λ+ µ ≥ 1

=
min{1, α}

2p+

 ‖u‖
p+

X , se ‖u‖X < 1

‖u‖p
−

X , se ‖u‖X ≥ 1
.
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Lema 4.1.2. Para cada t ≥ 0, o operador A(t) : X → X∗ é monótono.

Demonstração: Sejam u, v ∈ X. Usando o Lema 2.1.29 para cada x ∈ Ω �xado e

observando que D ∈ [1,∞) e 0 < α ≤ C(t), obtemos

〈A(t)u− A(t)v, u− v〉X∗,X = 〈A(t)u, u− v〉X∗,X − 〈A(t)v, u− v〉X∗,X

=

∫
Ω

D|∇u|p(x)−2∇u.∇(u− v)dx+

∫
Ω

C(t)|u|p(x)−2u.(u− v)dx

−
∫

Ω

D|∇v|p(x)−2∇v.∇(u− v)dx−
∫

Ω

C(t)|v|p(x)−2v.(u− v)dx

=

∫
Ω

D
(
|∇u|p(x)−2∇u− |∇v|p(x)−2∇v

)
(∇u−∇v) dx

+

∫
Ω

C(t)
(
|u|p(x)−2u− |v|p(x)−2v

)
(u− v) dx

≥
∫

Ω

D

(
1

2

)p(x)

|∇u−∇v|p(x)dx+

∫
Ω

C(t)

(
1

2

)p(x)

|u− v|p(x)dx

≥
(

1

2

)p+ (∫
Ω

|∇u−∇v|p(x)dx+

∫
Ω

C(t)|u− v|p(x)dx

)
≥ 0.

Lema 4.1.3. Para cada t ≥ 0, o operador A(t) : X → X∗ é coercivo.

Demonstração: Considere (uj) ⊂ X tal que lim
j→∞
||uj||X =∞. Então, existe j0 ∈ N tal

que ||uj||X ≥ 1, se j ≥ j0. Assim, pelo Lema 4.1.1 temos que

〈A(t)uj, uj〉X∗,X
||uj||X

≥ min{1, α}‖uj‖p
−

X

2p+‖uj‖X
=
min{1, α}‖uj‖p

−−1
X

2p+ ,

para todo j ≥ j0. Como

lim
j→∞

min{1, α}
2p+ ||uj||p

−−1
X =∞,

temos

lim
j→∞

〈
A(t)uj, uj

〉
X∗,X

||uj||X
=∞.

Lema 4.1.4. Para cada t ≥ 0, o operador A(t) : X → X∗ é hemicontínuo.
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Demonstração: Vamos mostrar que A(t)(u + λv) ⇀ A(t)u quando λ → 0, para todo

u, v ∈ X = W 1,p(x)(Ω). Como p− > 1, segue da Proposição 2.3.2 que X é re�exivo. Logo,

basta mostrar que

lim
λ→0
〈A(t)(u+ λv), φ〉X∗,X = 〈A(t)u, φ〉X∗,X ,

para toda φ ∈ X. Sejam u, v, φ ∈ X e λ ∈ (−1, 1). De�nindo

f tλ(x) = D|∇(u+ λv)|p(x)−2∇(u+ λv).∇φ+ C(t)|u+ λv|p(x)−2(u+ λv)φ

e

f t(x) = D|∇u|p(x)−2∇u.∇φ+ C(t)|u|p(x)−2uφ,

então,

〈A(t)(u+ λv), φ〉X∗,X − 〈A(t)u, φ〉X∗,X | =

∣∣∣∣∫
Ω

f tλ(x)dx−
∫

Ω

f t(x)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

[
f tλ(x)− f t(x)

]
dx

∣∣∣∣ .
Observe que

lim
λ→0

f tλ(x)= lim
λ→0

D|∇(u+ λv)p(x)−2|∇(u+ λv).∇φ+ C(t)|u+ λv|p(x)−2(u+ λv)φ

= D lim
λ→0
|∇(u+ λv)|p(x)−2∇(u+ λv).∇φ+ C(t)|u+ λv|p(x)−2(u+ λv)φ

= D|∇u|p(x)−2∇u.∇φ+ C(t)|u|p(x)−2uφ

= f t(x)

e, para cada x ∈ Ω,

|f tλ(x)|= |D|∇(u+ λv)|p(x)−2∇(u+ λv).∇φ+ C(t)|u+ λv|p(x)−2(u+ λv)φ|

≤ |D|∇(u+ λv)|p(x)−2∇(u+ λv).∇φ|+ |C(t)||u+ λv|p(x)−2(u+ λv)φ|

= D|∇(u+ λv)|p(x)−1|∇φ|+ |C(t)||u+ λv|p(x)−1|φ|

≤ D (|∇u|+ |λ||∇v|)p(x)−1 |∇φ|+ |C(t)| (|u|+ |λ||v|)p(x)−1 |φ|

≤ 2p(x)−2D
(
|∇u|p(x)−1+|∇v|p(x)−1

)
|∇φ|+|C(t)|2p(x)−2

(
|u|p(x)−1+|v|p(x)−1

)
|φ|

≤ 2p(x)−2
[
D
(
|∇u|p(x)−1+|∇v|p(x)−1

)
|∇φ|+M

(
|u|p(x)−1 + |v|p(x)−1

)
|φ|
]

=: g(x).
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Como u, v, φ ∈ X, p(x) ∈ L∞(Ω) e p(x) ≥ 2, temos que Lp(x)−1(Ω) ⊂ L1(Ω). Assim,∫
Ω

|g(x)| <∞

e, pelo Teorema da Convergência Dominada,

0 ≤ lim
λ→0
|〈A(t)(u+ λv), φ〉X∗,X − 〈A(t)u, φ〉X∗,X | = lim

λ→0

∣∣∣∣∫
Ω

[
f tλ(x)− f t(x)

]
dx

∣∣∣∣
≤ lim

λ→0

∫
Ω

|f tλ(x)− f t(x)|dx

= 0.

Portanto,

lim
λ→0
〈A(t)(u+ λv), φ〉X∗,X = 〈A(t)u, φ〉X∗,X .

Pelo Teorema 2.4 em [2], o operador A(t) : X → X∗ é maximal monótono. Mostra-

remos agora que AH(t) é a subdferencial de uma função convexa, própria e semicontínua

inferiormente. Considere a função

ϕtp(x)(u) =


∫

Ω

D

p(x)
|∇u|p(x)dx+

∫
Ω

C(t)

p(x)
|u|p(x)dx, se u ∈ X

+∞, caso contrário.
(4.4)

Lema 4.1.5. A aplicação ϕtp(x) é convexa e própria.

Demonstração: Seja u ∈ X = W 1,p(x)(Ω). Então, u ∈ Lp(x)(Ω) e ∇u ∈ Lp(x)(Ω).

Assim,∫
Ω

D

p(x)
|∇u|p(x)dx+

∫
Ω

C(t)

p(x)
|u|p(x)dx ≤ 1

2

[
D

∫
Ω

|∇u|p(x)dx+ C(t)

∫
Ω

|u|p(x)dx

]
≤ 1

2

[
D

∫
Ω

|∇u|p(x)dx+M

∫
Ω

|u|p(x)dx

]
<∞,

donde ϕtp(x) é própria. Como a aplicação γp é convexa, para γ > 0 dado e u, v ∈ X e
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0 ≤ λ ≤ 1 temos

ϕtp(x)(λu+ (1− λ)v) =

∫
Ω

D

p(x)
|∇(λu+ (1− λ)v)|p(x)dx

+

∫
Ω

C(t)

p(x)
|λu+ (1− λ)v|p(x)dx

≤
∫

Ω

D

p(x)

(
λ|∇u|p(x) + (1− λ)|∇v|p(x)

)
dx

+

∫
Ω

C(t)

p(x)

(
λ|u|p(x) + (1− λ)|v|p(x)

)
dx

= λ

∫
Ω

D

p(x)
|∇u|p(x)dx+ λ

∫
Ω

C(t)

p(x)
|u|p(x)dx

+ (1− λ)

∫
Ω

D

p(x)
|∇v|p(x)dx+ (1− λ)

∫
Ω

C(t)

p(x)
|v|p(x)dx

= λϕtp(x)(u) + (1− λ)ϕtp(x)(v),

e, portanto, ϕtp(x) é convexa.

Lema 4.1.6. A aplicação ϕtp(x) é semicontínua inferiormente.

Demonstração: Seja, então (un) uma sequência tal que un → u em H. Mostraremos

que

ϕtp(x)(u) ≤ lim inf
n→∞

ϕtp(x)(un),

quando un → u ∈ H. Se

lim inf
n→∞

ϕtp(x)(un) = +∞,

então

ϕtp(x)(u) ≤ +∞ = lim inf
n→∞

ϕtp(x)(un).

Por outro lado, se

lim inf
n→∞

ϕp(x)(un) = a < +∞,

então existe uma subsequência (unj) ⊂ X de (un) tal que

lim
j→∞

ϕtp(x)(unj) = lim
j→∞

(∫
Ω

D

p(x)
|∇unj |p(x)dx+

∫
Ω

C(t)

p(x)
|unj |p(x)dx

)
= a.

Como ϕtp(x)(unj)→ a quando j →∞, temos que ϕtp(x)(unj) é limitada, isto é, existe δ > 0

tal que
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|ϕtp(x)(unj)| ≤ δ,

para todo j ∈ N.

Como D ∈ [1,∞) e C(t) ≤M , temos

ϕtp(x)(unj) =

∫
Ω

D

p(x)
|∇unj |p(x)dx+

∫
Ω

C(t)

p(x)
|unj |p(x)dx

≥
∫

Ω

C(t)

p(x)
|unj |p(x)dx ≥ C(t)

p+

∫
Ω

|unj |
p(x)dx

≥ α

p+
ρ(unj).

Consequentemente,
α

p+
ρ(unj) ≤ ϕtp(x)(unj) ≤ δ.

Logo,

ρ(unj) ≤
p+δ

α
. (4.5)

Da mesma forma obtemos que

ρ(∇unj) ≤ p+δ. (4.6)

Usando (4.5), (4.6) e o Lema 2.2.3, temos que

||unj ||p(x) ≤


(
p+δ

α

) 1
p−

, se ||unj ||p(x) ≥ 1(
p+δ

α

) 1
p+

, se ||unj ||p(x) < 1

e

||∇unj ||p(x) ≤

 (p+δ)
1
p− , se ||∇unj ||p(x) ≥ 1

(p+δ)
1
p+ , se ||∇unj ||p(x) < 1

.

Assim, concluímos que ||unj ||X é uma sequência limitada no espaço de Banach re�exivo

X = W 1,p(x)(Ω). Logo, pelo Teorema 2.1.33, (unj) possui uma subsequência (que também

denotaremos por (unj)) tal que unj ⇀ v em X para algum v ∈ X. Como H∗ ⊂ X∗,

temos que unj ⇀ v em H e, pela unicidade do limite fraco, u = v ∈ X. Considerando a

subdiferencial ∂ϕtp(x) de ϕ
t
p(x), temos

〈∂ϕtp(x)(u), unj − u〉X∗,X ≤ ϕtp(x)(unj)− ϕtp(x)(u),

para todo j ∈ N. Como unj ⇀ u em X e ϕtp(x)(u) ∈ X∗, vem que
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〈∂ϕtp(x)(u), unj − u〉X∗,X → 0

quando j →∞. Portanto,

ϕtp(x)(u) ≤ lim
j→∞

ϕtp(x)(unj) = a = lim inf
n→∞

ϕtp(x)(un).

Teorema 4.1.7. AH(t) é a subdiferencial ∂ϕtp(x) de ϕ
t
p(x).

Demonstração: A realização AH(t) de A(t) e ∂ϕtp(x) são maximais monótonos em H e,

assim, é su�ciente mostrar que para qualquer u ∈ H

AH(t)u ⊂ ∂ϕtp(x)(u).

Sejam u ∈ D(AH(t)) := {u ∈ X;A(t)u ∈ H} e v ∈ AH(t)u = A(t)u. Então, para todo

ξ ∈ X temos

〈v, ξ − u〉X∗,X = 〈A(t)u, ξ − u〉X∗,X

=

∫
Ω

D|∇u|p(x)−2∇u.(∇ξ −∇u)dx+

∫
Ω

C(t)|u|p(x)−2u.(ξ − u)dx

=

∫
Ω

D|∇u|p(x)−2∇u.∇ξdx−
∫

Ω

D|∇u|p(x)dx

+

∫
Ω

C(t)|u|p(x)−2u.ξdx−
∫

Ω

C(t)|u|p(x)dx.

Considerando q(x) tal que 1/p(x) + 1/q(x) = 1, temos

〈v, ξ − u〉X∗,X +

∫
Ω

D|∇u|p(x)dx+

∫
Ω

C(t)|u|p(x)dx

=

∫
Ω

D|∇u|p(x)−2∇u∇ξdx+

∫
Ω

C(t)|u|p(x)−2uξdx

≤
∫

Ω

D|∇u|p(x)−1|∇ξ|dx+

∫
Ω

C(t)|u|p(x)−1|ξ|dx

≤
∫

Ω

D

q(x)
|∇u|(p(x)−1)q(x) +

D

p(x)
|∇ξ|p(x)dx

+

∫
Ω

C(t)

q(x)
|u|(p(x)−1)q(x) +

C(t)

p(x)
|ξ|p(x)dx

=

∫
Ω

D

q(x)
|∇u|p(x)dx+

∫
Ω

D

p(x)
|∇ξ|p(x)dx

+

∫
Ω

C(t)

q(x)
|u|p(x)dx+

∫
Ω

C(t)

p(x)
|ξ|p(x)dx.
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Logo,

〈v, ξ − u〉X∗,X +

∫
Ω

D

(
1− 1

q(x)

)
|∇u|p(x)dx+

∫
Ω

C(t)

(
1− 1

q(x)

)
|u|p(x)dx

≤
∫

Ω

D

p(x)
|∇ξ|p(x)dx+

∫
Ω

C(t)

p(x)
|ξ|p(x)dx.

Assim, concluímos que

〈v, ξ − u〉X∗,X ≤ ϕtp(x)(ξ)− ϕtp(x)(u),

para todo ξ ∈ X. Se ξ ∈ H −X, então ϕtp(x)(ξ) =∞ e a desigualdade anterior vale. Isto

mostra que AH(t)u = v ∈ ∂ϕtp(x)(u).

4.2 Existência de Solução

Provaremos a existência de solução global usando resultados de [26], seguindo as ideias

de [14] e fazendo as adaptações necessárias. Considere o problema


du

dt
(t) + ∂ϕtu(t) = f(t), t > τ,

u(τ) = u0 ∈ H,
(4.7)

Hipótese A: Seja T > τ �xado:

A.1: Existe um conjunto 0 /∈ Z ⊂ [τ, T ] de medida nula tal que ϕt é uma função convexa,

própria e semicontínua inferiormente em H para (−∞,∞] com um domínio não vazio

para cada t ∈ [τ, T ]− Z;

A.2: Para qualquer inteiro positivo r, existem uma constante Kr > 0, uma função gr :

[τ, T ]→ R absolutamente contínua, com g′r ∈ Lβ(τ, T ), e uma função de variação limitada

hr : [τ, T ]→ R tais que se t ∈ [τ, T ]− Z, w ∈ D(ϕt), com |w| ≤ r, e s ∈ [t, T ]− Z, então

existe um elemento w̃ ∈ D(ϕs) satisfazendo

|w̃ − w| ≤ |gr(s)− gr(t)|(ϕt(w) +Kr)
α (4.8)

e

ϕs(w̃) ≤ ϕt(w) + |hr(s)− hr(t)|(ϕt(w) +Kr), (4.9)
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com α uma constante 0 ≤ α ≤ 1 e

β :=


2 se 0 ≤ α ≤ 1

2
,

1

1− α
se

1

2
≤ α ≤ 1

.

Teorema 4.2.1. [26] Suponha que a Hipótese A é satisfeita. Então, para cada f ∈

L2(τ, T ;H) e u0 ∈ D(ϕτ ) o problema (4.7) possui uma única solução forte em [τ, T ] com

u(τ) = u0.

Lema 4.2.2. Se f, g ∈ L2(τ, T ;H) e u, v são soluções das equações
du

dt
(t) + ∂ϕtu(t) = f(t),

u(τ) = u0 ∈ H,
(4.10)


dv

dt
(t) + ∂ϕtv(t) = g(t),

v(τ) = v0 ∈ H,
(4.11)

então, para τ ≤ s ≤ t ≤ T,

‖u(t)− v(t)‖H ≤ ‖u(s)− v(s)‖H +

∫ t

s

‖f(r)− g(r)‖Hdr.

Demonstração: Temos que

du

dt
(t) + ∂ϕtu(t)− dv

dt
(t)− ∂ϕtv(t) = f(t)− g(t).

Então,

d

dt
(u(t)− v(t)) + ∂ϕtu(t)− ∂ϕtv(t) = f(t)− g(t). (4.12)

Multiplicando a equação (4.12) por u(t)− v(t), obtemos〈 d
dt

(u(t)− v(t)), u(t)− v(t)
〉

+ 〈∂ϕtu(t), u(t)− v(t)〉 − 〈∂ϕtv(t), u(t)− v(t)〉

= 〈f(t)− g(t), u(t)− v(t)〉.

Assim, 〈 d
dt

(u(t)− v(t)), u(t)− v(t)
〉

+ 〈∂ϕtu(t)− ∂ϕtv(t), u(t)− v(t)〉

= 〈f(t)− g(t), u(t)− v(t)〉.
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Usando a monotonicidade de ∂ϕt, temos

1

2

d

dt
‖u(t)− v(t)‖2

H ≤ 〈f(t)− g(t), u(t)− v(t)〉. (4.13)

Integrando (4.13) de s a t, com τ ≤ s ≤ t ≤ T , vem que∫ t

s

1

2

d

dr
‖u(r)− v(r)‖2

Hdr ≤
∫ t

s

〈f(r)− g(r), u(r)− v(r)〉dr.

Por Cauchy-Schwartz e o Teorema Fundamental do Cálculo, obtemos

1

2
‖u(t)− v(t)‖2

H ≤
1

2
‖u(s)− v(s)‖2

H +

∫ t

s

‖f(r)− g(r)‖H‖u(r)− v(r)‖Hdr.

Usando o Lema de Gronwall, segue que

‖u(t)− v(t)‖H ≤ ‖u(s)− v(s)‖H +

∫ t

s

‖f(r)− g(r)‖Hdr.

A demonstração do próximo teorema é análoga à demonstração do Teorema 1 em [21].

Por completude também apresentaremos aqui.

Teorema 4.2.3. Se B : H → H é globalmente Lipschitziana e u0 ∈ H, então existe uma

única u ∈ C([τ, T ], H), tal que du(t)/dt+∂ϕtu(t) = B(u(t)) q.t.p. t em [τ, T ] e u(τ) = u0.

Demonstração: Existência: Fixe s ∈ [τ, T ]. Para t ∈ [τ, T ], temos

‖B(u(t))−B(u(s))‖2
H ≤ L2‖u(t)− u(s)‖2

H .

Assim,

‖B(u(t))‖2
H ≤ 4

(
L2‖u(t)− u(s)‖2

H + ‖B(u(s))‖2
H

)
. (4.14)

Se u ∈ C(τ, T,H), então f(t) := B(u(t)) ∈ L2(τ, T ;H). De fato, usando (4.14) e obser-

vando que [τ, T ] 3 t 7→ ‖u(t)− u(s)‖2
H ∈ R é uma aplicação contínua, obtemos∫ T

τ

‖f(t)‖2
Hdt ≤

∫ T

τ

4L2‖u(t)− u(s)‖2
Hdt+

∫ T

τ

‖B(u(s))‖2
Hdt.

Assim, ∫ T

τ

‖f(t)‖2
Hdt ≤ 4L2CT +

∫ T

τ

‖B(u(s)‖2
Hdt <∞.
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Seja u0 ∈ H. Considere a sequência iterada de�nida como u0(t) = u0 e un+1 uma solução

do problema 
dun+1

dt
(t) + A(t)un+1(t) = B(un(t)) := fn, t > τ,

un+1(τ) = u0 ∈ H,
(4.15)

onde A(t) := ∂ϕt. Usando o Lema 4.2.2, para τ ≤ t ≤ T , temos

‖un+1(t)− un(t)‖H ≤ ‖un+1(τ)− un(τ)‖H +

∫ T

τ

‖B(un(r))−B(un−1(r))‖Hdr

≤ L

∫ T

τ

‖un(r)− un−1(r)‖Hdr.

Assim, para todo t ∈ [τ, T ] e n ∈ N vem que

‖un+1(t)− un(t)‖H ≤
(Lt)2

n!
‖u1 − u0‖L∞(τ,T ;H),

e, então {un} converge uniformemente para a solução fraca de (4.7), com u(τ) = u0.

Observe que un → u em C([τ, T ];H) e fn → f em L1(τ, T ;H), pois

‖fn − f‖L1(τ,T ;H) =

∫ T

τ

‖fn(t)− f(t)‖Hdt

=

∫ T

τ

‖B(un(t))−B(u(t))‖Hdt

≤ L

∫ T

τ

‖un(t)− u(t)‖Hdt→ 0,

quando n → ∞. Como f(t) := B(u(t)) ∈ L2(τ, T ;H), pelo Teorema 4.2.1, existe uma

única função y(t), com y ∈ C([τ, T ], H), satisfazendo

du

dt
(t) + A(t)y(t) = f(t), q.t.p. em (τ, T ) e y(τ) = u0.

Pelo Lema 4.2.2, para τ ≤ t ≤ T , obtemos

‖y(t)− un(t)‖H ≤ ‖y(τ)− un(τ)‖H +

∫ t

τ

‖f(r)−B(un−1(r))‖Hdr

≤ L

∫ t

τ

‖(u(r)− un−1(r)‖Hdr.

Como {un−1} converge uniformemente para u em [τ, T ], temos un → y em C([τ, T ], H).

Logo, u = y. Então, u é uma solução forte para o problema (4.7).
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Unicidade: Se u e v são soluções fortes de (4.7), temos
du

dt
(t) + A(t)u(t) = B(u(t)), t > τ,

u(τ) = u0 ∈ H.

e 
dv

dt
(t) + A(t)v(t) = B(v(t)), t > τ,

v(τ) = v0 ∈ H.

Então,

d

dt
(u(t)− v(t)) + A(t)u(t)− A(t)v(t) = B(u(t))−B(v(t)). (4.16)

Multiplicando a equação (4.16) por u(t)− v(t), temos〈 d
dt

(u(t)− v(t)), u(t)− v(t)
〉

+ 〈A(t)u(t), u(t)− v(t)〉 − 〈A(t)v(t), u(t)− v(t)〉

= 〈B(u(t))−B(v(t)), u(t)− v(t)〉.

Logo, 〈 d
dt

(u(t)− v(t)), u(t)− v(t)
〉

+ 〈A(t)u(t)− Av(t), u(t)− v(t)〉

= 〈B(u(t))−B(v(t)), u(t)− v(t)〉.

Usando a monotonicidade de A(t) e que B é globalmente Lipschtziana, temos

1

2

d

dt
‖u(t)− v(t)‖2

H ≤ 〈B(u(t))−B(v(t)), u(t)− v(t)〉 ≤ L‖u(t)− v(t)‖2
H . (4.17)

Integrando (4.17) de τ a t, t ∈ [τ, T ] segue que∫ t

τ

1

2

d

ds
‖u(s)− v(s)‖2

Hds ≤
∫ t

τ

L‖u(s)− v(s)‖2
Hds.

Assim,

1

2
‖u(t)− v(t)‖2

H ≤
1

2
‖u(τ)− v(τ)‖2

H +

∫ t

τ

L‖u(s)− v(s)‖2
Hds,

o que implica que

‖u(t)− v(t)‖2
H ≤ ‖u(τ)− v(τ)‖2

H +

∫ t

τ

2L‖u(s)− v(s)‖2
Hds

=

∫ t

τ

2L‖u(s)− v(s)‖2
Hds.
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Usando o Lema de Gronwall-Belmann obtemos

0 ≤ ‖u(t)− v(t)‖2
H ≤ 0e2L(T−τ) = 0,

para todo t ∈ [τ, T ]. Portanto, u = v.

Considerando o problema com nosso operador especí�co


du

dt
(t) + ∂ϕtp(·)u(t) = f(t), t > τ,

u(τ) = u0 ∈ H,
. (4.18)

veri�caremos se a Hipótese A do Teorema 4.2.1 é satisfeita.

De fato, se Z = e/, então ϕtp(x) é uma função convexa, própria e semicontínua inferior-

mente para cada t ∈ [τ, T ]. Considere r um inteiro postivo, Kr := r e α := 1/2. De�na

gr : [τ, T ]→ R por gr(t) := t+ r, e hr(t) := r. Temos que gr é um função absolutamente

contínua, com g′r = 1 ∈ L2(τ, T ), e hr é uma função de variação limitada. Para todo

t ∈ [τ, T ], w ∈ D(ϕtp(x)) = X := W 1,p(x)(Ω), com ‖w‖ ≤ r e s ∈ [t, T ]. Considere o

elemento w̃ := w ∈ X = D(ϕtp(x)). Veri�quemos que w̃ satisfaz (4.8) e (4.9). Note que∫
Ω

D

p(x)
|∇w|p(x)dx+

∫
Ω

C(t)

p(x)
|w|p(x)dx ≥ 0.

Assim,

|w̃ − w| = 0 ≤ |s− t|
(∫

Ω

D

p(x)
|∇w|p(x)dx+

∫
Ω

C(t)

p(x)
|w|p(x)dx+ r

)1/2

= |gr(s)− gr(t)|(ϕtp(x)(w) +Kr)
α.

Agora, note que

ϕsp(x)(w̃) =

∫
Ω

D

p(x)
|∇w̃|p(x)dx+

∫
Ω

C(s)

p(x)
|w̃|p(x)dx

=

∫
Ω

D

p(x)
|∇w|p(x)dx+

∫
Ω

C(s)

p(x)
|w|p(x)dx

≤
∫

Ω

D

p(x)
|∇w|p(x)dx+

∫
Ω

C(t)

p(x)
|w|p(x)dx

= ϕtp(x)(w).

Logo,

ϕsp(x)(w̃) ≤ ϕtp(x)(w) + |hr(s)− hr(t)|(ϕtp(x)(w) +Kr).
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e, portanto, pelo Teorema 4.2.1 obtemos a existência de solução global para o problema

(4.7).

Teorema 4.2.4. O problema (4.1) tem uma única solução forte.

Demonstração: Basta aplicar o Teorema 4.2.3 com A(t) = ∂ϕtp(x).

4.3 Estimativas de soluções

De agora em diante, denotaremos Xs := W 1,ps(x)(Ω) e Y := W 1,p(Ω). Nesta seção

apresentaremos estimativas uniformes para as soluções do problema (4.1).

Sabemos que Xs ⊂ H é uma imersão contínua e densa. Além disso, como já foi

mostrado na Seção 3.4 do capítulo anterior, temos que

‖us‖H ≤ 4(|Ω|+ 1)2‖us‖Xs ,

para todo us ∈ Xs e s ∈ N.

Teorema 4.3.1. Seja us uma solução de (4.1), com us(τ) = uτs ∈ H. Dado T1 > 0,

existe um número positivo r0 tal que ‖us(t)‖H ≤ r0, para cada t ≥ T1 + τ e s ∈ N. Além

disso, dado um conjunto limitado B ⊂ H, então existe D̃1 > 0 tal que ‖us(t)‖H ≤ D̃1,

para todo t ≥ τ e s ∈ N tal que uτs ∈ B.

Demonstração: Seja t > τ . Multiplicando a equação (4.7) por us(t) temos

1

2

d

dt
||us(t)||2H + 〈As(t)us(t), us(t)〉+ 〈B(us(t)), us(t)〉.

Sejam T > τ arbitrário �xado e I = (τ, T ) = I1
s ∪ I2

s onde I
1
s = {t ∈ (τ, T ); ‖us(t)‖Xs < 1}

e I2
s = {t ∈ (τ, T ); ‖us(t)‖Xs ≥ 1}.

Como X ⊂ H ⊂ X∗, temos

‖us(t)‖H ≤ 4(|Ω|+ 1)2‖us(t)‖Xs ≤ 4(|Ω|+ 1)2, ∀ t ∈ I1
s .

Dado T1 > 0 arbitrário, se ‖us(t)‖Xs ≥ 1, pelo Lema 4.1.1, obtemos

1

2

d

dt
‖us(t))‖2

H ≤ −
min{1, α}

2p
+
s

‖us(t)‖p
−
s

Xs
+ 〈B(us(t)), us(t)〉.
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Assim,

1

2

d

dt
‖us(t))‖2

H ≤−
min{1, α}

2a
‖us(t)‖pXs + L‖us(t)‖2

H + ‖B(0)‖H‖us(t)‖H

≤− min{1, α}
2a

‖us(t)‖pXs + C1‖us(t)‖2
Xs + C2‖us(t)‖Xs ,

onde C1 := LK2 e C2 := C0K, com K := 4(|Ω|+ 1)2 e C0 := ‖B(0)‖H ≥ 0. Seja θ := p/2,

com 1
θ

+ 1
θ′

= 1. Agora, considere ε > 0 arbitrário. Assim,

1

2

d

dt
‖us(t))‖2

H ≤ −
min{1, α}

2a
‖us(t)‖pXs +

C1

ε
ε‖us(t)‖2

Xs +
C2

ε
ε‖us(t)‖Xs .

Pela desigualdade de Young, obtemos

1

2

d

dt
‖us(t))‖2

H ≤−
min{1, α}

2a
‖us(t)‖pXs +

1

θ′

(
C1

ε

)θ′
+

1

θ
εθ‖us(t)‖pXs

+
1

q

(
C2

ε

)q
+

1

p
εp‖us(t)‖pXs .

Logo,

1

2

d

dt
‖us(t))‖2

H +

(
min{1, α}

2a
− 1

θ
εθ − 1

p
εp
)
‖us(t)‖pXs ≤

1

θ′

(
C1

ε

)θ′
+

1

q

(
C2

ε

)q
.

No caso C0 6= 0 escolha ε0 > 0 tal que

γ :=
min{1, α}

2a
− 1

θ
εθ0 −

1

p
εp0 > 0.

Para o caso C0 = 0 escolha ε0 > 0 tal que

γ :=
min{1, α}

2a
− 1

θ
εθ0 > 0.

Então,
1

2

d

dt
‖us(t))‖2

H + γ‖us(t))‖pXs ≤
1

θ′

(
C1

ε0

)θ′
+

1

q

(
C2

ε0

)q
.

Sejam

ξ :=
2

θ′

(
C1

ε0

)θ′
+

2

q

(
C2

ε0

)q
,

γ̃ :=
2γ

[4(|Ω|+ 1)2]p

e ys : I2
s → R, ys(t) := ‖us(t)‖2

H . Então,

y′s(t) + γ̃ys(t)
p/2 ≤ ξ, ∀ t ∈ I2

s .
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Pelo Lema 2.1.35, obtemos

ys(t) ≤
(
ξ

γ̃

)2/p

+

[
γ̃

(
p− 2

2

)
(t− τ)

] −2

p− 2 ≤
(
ξ

γ̃

)2/p

+

[
γ̃

(
p− 2

2

)
T1

] −2

p− 2
,

para todo t ∈ I2
s , com t− τ ≥ T1.

Considerando,

K1 :=

( ξ
γ̃

)2/p

+

[
γ̃

(
p− 2

2

)
T1

] −2

p− 2


1/2

,

temos

‖us(t)‖H ≤ K1,

para todo t ∈ I2
s , com t ≥ T1 +τ. Portanto, tomando r0 := max{4(|Ω|+1)2, K1}, obtemos

‖us(t)‖H ≤ r0,∀ t ≥ T1 + τ, s ∈ N,

e a primeira parte do lema está provada.

Observação 4.3.2. As constantes r0 e D̃1 no Teorema 4.3.1 não dependem da condição

inicial nem de s.

Teorema 4.3.3. Seja us uma solução de (4.1). Dado T2 > 0, existe uma constante

positiva r1 > 0, independente de s, tal que

‖us(t)‖Xs ≤ r1,

para todo t ≥ T2 + τ e s ∈ N.

Demonstração: Seja us uma solução de (4.1) e considere T2 > 0. Tome T1 ∈ (0, T2).

Então,

d

dt
ϕtps(x)(us(t)) =

〈
∂ϕtps(x)(us(t)),

dus
dt

(t)
〉

=

〈
B(us(t))−

dus
dt

(t),
dus
dt

(t)

〉
= −

∥∥∥B(us(t))−
dus
dt

(t)
∥∥∥2

H
+

〈
B(us(t))−

dus
dt

(t), B(us(t))

〉
≤ −

∥∥∥B(us(t))−
dus
dt

(t)
∥∥∥2

H
+
∥∥∥B(us(t))−

dus
dt

(t)
∥∥∥
H
‖B(us(t))‖H .
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Pela Desigualdade de Young, temos

d

dt
ϕtp(x)(us(t)) ≤ −

∥∥∥B(us(t))−
dus
dt

(t)
∥∥∥2

H
+

1

2

∥∥∥B(us(t))−
dus
dt

(t)
∥∥∥2

H
+

1

2
‖B(us(t))‖2

H

= −1

2

∥∥∥B(us(t))−
dus
dt

(t)
∥∥∥2

H
+

1

2
‖B(us(t))‖2

H .

Assim,
d

dt
ϕtps(x)(us(t)) +

1

2

∥∥∥B(us(t))−
dus
dt

(t)
∥∥∥2

H
≤ 1

2
‖B(us(t))‖2

H .

Pelo Teorema 4.3.1 vem que

d

dt
ϕtps(x)(us(t)) ≤

1

2

(∥∥∥B(us(t))−B(0)
∥∥∥
H

+ ‖B(0))‖H
)2

≤ 1

2
(L‖us(t)‖H + C0)2

≤ 1

2
(Lr0 + C0)2 =:

1

2
K2

1

para todo t ≥ T1 + τ.

Pela de�nição da subdiferencial, temos

ϕtps(x)(us(t)) ≤
〈
∂ϕtps(x)(us(t)), us(t)

〉
. (4.19)

Então,

1

2

d

dt
‖us(t)‖2

H + ϕtps(x)(us(t)) ≤
〈
dus
dt

(t), us(t)

〉
+
〈
∂ϕtps(x)(us(t)), us(t)

〉
=

〈
dus
dt

(t) + ∂ϕtps(x)(us(t)), us(t)

〉
= 〈B(us(t)), us(t)〉 ≤ ‖B(us(t))‖H‖us(t)‖H

≤ K1r0, ∀t ≥ T1 + τ. (4.20)

Fixando r > 0 e integrando (4.21) de t a t+ r, com t ≥ T1 + τ , temos∫ t+r

t

1

2

d

d`
‖us(`)‖2

H d`+

∫ t+r

t

ϕ`ps(x)(us(`))d` ≤
∫ t+r

t

K1r0d`.

Então,
1

2

(
‖us(t+ r)‖2

H − ‖us(t)‖2
H

)
+

∫ t+r

t

ϕ`ps(x)(us(`))d` ≤ K1r0r.

Assim, ∫ t+r

t

ϕ`ps(x)(us(`))d` ≤
1

2
‖us(t)‖2

H +K1r0r ≤
1

2
r0

2 +K1r0r =: a3.
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Fazendo g ≡ 0, h :=
1

2
K1

2, ys(`) := ϕ`ps(x)(us(`)), então∫ t+r

t

g(`)d` = 0 =: a1,

∫ t+r

t

h(`)d` =: a2, e

∫ t+r

t

y(`)d` ≤ a3.

Pelo Teorema Uniforme de Gronwall, obtemos

ϕtps(x)(us(t)) ≤
(a3

r
+ a2

)
e0 =: r̃1, ∀ t ≥ T2 + τ.

Assim,

ϕtps(x)(us(t)) =

∫
Ω

Ds

ps(x)

∣∣∣∇us(t)∣∣∣ps(x)

dx+

∫
Ω

C(t)

ps(x)

∣∣∣us(t)∣∣∣ps(x)

dx ≤ r̃1,

para todo t ≥ T2 + τ . Como ps ≤ p+
s , Ds ∈ [1,∞) e α ≤ C(t), temos

1

p+
s

∫
Ω

∣∣∣∇us(t)∣∣∣ps(x)

dx+
α

p+
s

∫
Ω

∣∣∣us(t)∣∣∣ps(x)

dx ≤ ϕtps(x)(us(t)) ≤ r̃1.

para todo τ ≥ T2 + τ. Considerando ρs(v) :=

∫
Ω

|v(x)|ps(x)dx, temos

min{1, α}
p+
s

[ρs(∇us(t)) + ρs(us(t))] ≤
1

p+
s

ρs(∇us(t)) +
α

p+
s

ρs(us(t)) ≤ r̃1, ∀t ≥ T2 + τ.

Consequentemente,

(ρs(∇us(t)) + ρs(us(t)) ≤
a

min{1, α}
r̃1, ∀t ≥ T2 + τ. (4.21)

Se t ≥ T2 + τ e ‖us(t)‖Xs < 1 o lema está provado.

Se t ≥ T2 + τ e ‖us(t)‖Xs ≥ 1 temos quatro casos para analisar.

Caso 1 : Se ‖∇us(t)‖ps(x) ≥ 1 e ‖us(t)‖ps(x) ≥ 1, pelo Teorema 2.2.3 vem que

‖∇us(t)‖pps(x) ≤ ‖∇us(t)‖
p−s
ps(x) ≤ ρs(∇us(t)) ≤ ‖∇us(t)‖p

+
s

ps(x)

e

‖us(t)‖pps(x) ≤ ‖us(t))‖
p−s
ps(x) ≤ ρs(us(t)) ≤ ‖us(t))‖p

+
s

ps(x).

Pela de�nição de norma em X, temos

‖us(t)‖Xs = ‖∇us(t)‖ps(x) + ‖us(t)‖ps(x) ≤ [ρs(∇us(t))]1/p + [ρs(us(t))]
1/p

≤ 2

[
a

min{1, α}
r̃1

]1/p

.
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Logo,

‖us(t)‖Xs ≤ 2

[
a

min{1, α}
r̃1

]1/p

=: R1, ∀ t ≥ T2 + τ.

Caso 2 : Se ‖∇us(t)‖p(x) ≥ 1 e ‖u(t)‖p(x) ≤ 1, pelo Teorema 2.2.3 temos

‖∇us(t)‖pps(x) ≤ ‖∇us(t)‖
p−s
ps(x) ≤ ρs(∇us(t)) ≤ ‖∇us(t)‖p

+
s

ps(x)

e

‖us(t)‖aps(x) ≤ ‖us(t))‖
p+
s

ps(x) ≤ ρs(us(t)) ≤ ‖us(t))‖p
−
s

ps(x).

Usando (4.21) temos

‖us(t)‖Xs =‖∇us(t)‖ps(x) + ‖us(t))‖ps(x)

≤[ρs(∇us(t))]1/p + [ρs(us(t))]
1/a

≤
[

a

min{1, α}
r̃1

]1/p

+

[
a

min{1, α}
r̃1

]1/a

=: R2,

para todo t ≥ T2 + τ.

Caso 3 : Se ‖∇us(t)‖ps(x) ≤ 1 e ‖us(t)‖ps(x) ≥ 1, pelo Teorema 2.2.3 temos

‖∇us(t)‖aps(x) ≤ ‖∇us(t))‖
p+
s

ps(x) ≤ ρs(∇us(t)) ≤ ‖∇us(t)‖p
−
s

ps(x)

e

‖us(t)‖pps(x) ≤ ‖us(t))‖
p−s
ps(x) ≤ ρs(us(t)) ≤ ‖us(t)‖p

+
s

ps(x).

Por (4.21) obtemos

‖us(t)‖Xs ≤ R3 := R2, ∀ t ≥ T2 + τ.

Caso 4 : Se ‖∇us(t)‖ps(x) ≤ 1 e ‖us(t)‖ps(x) ≤ 1, pelo Teorema 2.2.3 temos

‖∇us(t)‖aps(x) ≤ ‖∇us(t)‖
p+
s

ps(x) ≤ ρs(∇us(t))) ≤ ‖∇us(t)‖p
−
s

ps(x)

e

‖us(t)‖aps(x) ≤ ‖us(t)‖
p+
s

ps(x) ≤ ρs(us(t)) ≤ ‖us(t))‖p
−
s

ps(x).
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Usando (4.21) obtemos

‖us(t)‖Xs = ‖∇us(t)‖ps(x) + ‖us(t)‖ps(x)

≤ [ρs(∇us(t))]1/a + [ρs(us(t))]
1/a

≤ 2

[
a

min{1, α}
r̃1

]1/a

.

Logo,

‖us(t)‖Xs ≤ 2

[
a

min{1, α}

]1/a

=: R4, ∀ t ≥ T2 + τ.

Considerando

r1 := max

{
1, 2

[(
a

min{1, α}
r̃1

)1/p

+

(
a

min{1, α}
r̃1

)1/a
]}

,

obtemos

‖us(t)‖Xs ≤ r1,∀t ≥ T2 + τ.

4.4 Atratores Pullback

Nesta seção apresentaremos uma breve revisão da Teoria de Processo de Evolução

e a existência do atrator pullback para o processo de evolução do problema (4.1). Os

resultados dessa seção podem ser encontrados em [14].

De�nição 4.4.1. Um processo de evolução no espaço métrico X é uma família de apli-

cações {S(t, s) : X → X; t ≥ s, s, t ∈ R} satisfazendo:

(i) S(t, t) = I (identidade) ∀t ∈ R;

(ii) S(t, s) = S(t, τ)S(τ, s),∀t ≥ τ ≥ s.

De�nição 4.4.2. Uma solução global de um processo S(·, ·) é um função ξ : R → X tal

que

S(t, s)ξ(s) = ξ(t),

para todo t ≥ s. A solução global ξ é backwards-limitada, se existe um τ ∈ R tal que

{ξ(t), t ≤ τ} é um subconjunto limitado de X.
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De�nição 4.4.3. Um conjunto K(X) ⊂ X pullback atrai um subconjunto C de X no

instante t sob a ação do processo de evolução {S(t, s)}t≥s, se

lim
s→−∞

dist (S(t, s)C,K(t)) = 0.

De�nição 4.4.4. Uma família {B(t); t ∈ R} é invariante, se

S(t, s)B(s) = B(t),∀t ≥ s.

De�nição 4.4.5. Uma família {A(t); t ∈ R} de subconjuntos compactos de X é um atra-

tor pullback, se for invariante e atrair pullback subconjuntos limitados de X no instante

t, ∀t ∈ R.

Teorema 4.4.6. Seja {S(t, τ)}t≥τ um processo de evolução no espaço métrico X. Então,

as seguintes a�rmações são equivalentes:

(i) Existe uma família de conjuntos compactos {K(t); t ∈ R} que pullback atraem subcon-

juntos limitados de X no instante t sob a ação do processo de evolução {S(t, s)}t≥s;

(ii) O processo de evolução {S(t, τ)}t≥τ possui um atrator pullback.

Teorema 4.4.7. O processo de evolução {S(t, τ)}t≥τ associado ao problema (4.1) possui

um atrator pullback Us = {As(t); t ∈ R}.

Demonstração: OTeorema 4.3.3 mostra que a famíliaK(t) = BX(0, r1)
H
de compactos

de H pullback atrai limitados de H no instante t. Consequentemente, pelo Teorema

4.4.6, o processo de evolução {S(t, τ)}t≥τ do problema (4.7) tem um pullback atrator

Us = {A(t); t ∈ R}.

Como consequência do Teorema 4.3.1 e do Teorema 4.3.3, temos os seguintes resultados

Corolário 4.4.8. Existe um conjunto limitado B0 em H tal que As ⊂ B0 para todo s ∈ N.

Corolário 4.4.9. (a) Seja us uma solução do problema (4.1). Dado T2 > 0, existe uma

constante positiva r2, independente de s, tal que

‖us(t)‖Y ≤ r2,
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para todo t ≥ T2 + τ e s ∈ N.

(b) Existem conjuntos limitados B1 em Y e Bs
1 em Xs tais que As ⊂ Bs

1 e As ⊂ B1 para

todo s ∈ N;

(c) C(t) :=
⋃
s∈N

As(t) é um subconjunto compacto de H para cada t ∈ R.

Demonstração: (a) Pelo Teorema 4.3.3, existe r1 > 0 tal que

‖us(t)‖Xs ≤ r1 ∀ t ≥ T2 + τ, s ∈ N.

Assim,

‖us(t)‖Y = ‖∇us(t)‖p + ‖us(t)‖p ≤ 2(|Ω|+ 1)
(
‖∇us(t)‖ps(x) + ‖us(t)‖ps(x)

)
= 2(|Ω|+ 1)‖us(t)‖Xs ≤ 2(|Ω|+ 1)r1,

para todo t ≥ T2 + τ e s ∈ N e o resultado segue com r2 := 2(|Ω|+ 1)r1.

(b) O resultado segue do Lema 4.3.3 e do item (a).

(c) Por (b), existe um conjunto limitado B1 em Y tal que As ⊂ B1 para todo s ∈ N.

Como Y ⊂ H é uma imersão contínua e compacta, o resultado está provado.

4.5 O problema limite e propriedades de convergência

Nosso objetivo nesta seção é provar que o problema limite do problema (4.1), quando

Ds →∞ e ps(·)→ p > 2 em L∞(Ω) quando s→∞, é descrito por uma equação diferencial

ordinária. Primeiramente, observe que os gradientes das soluções us do problema (4.1)

convergem em norma para zero quando s → ∞, o que nos permite exibir o problema

limite 
du

dt
(t) + C(t)|u(t)|p−2u(t) = B̃(u(t)), t > τ,

u(τ) = uτ ∈ R,
(4.22)

com B̃ := B|R. Identi�caremos R com as funções constantes que estão em H, desde que

Ω é um conjunto limitado.

A prova do próximo resultado é análoga à prova do Teorema 3.4.1 e não apresentamos

muitos detalhes na prova aqui, uma vez que o termo não autônomo C(t) não apresentou

di�culdades para esse resultado.
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Teorema 4.5.1. Dado T1 > 0, para cada s, se us é uma solução de (4.1) em (0,∞),

então para cada t ≥ T1, a sequência de números reais {‖∇us(t)‖H} tem uma subsequência

{‖∇us`(t)‖H} que converge para zero quando `→∞.

Demonstração: Sejam T > T1 e t ∈ (T1, T ). Como us é uma solução de (4.1) temos

1

2

d

dt
‖us(t)‖2

H +Ds

∫
Ω

|∇us(t)|ps(x)dx+C(t)

∫
Ω

|us(t)|ps(x)dx = 〈B(us(t)), us(t)〉H

≤L‖us(t)‖2
H + ‖B(0)‖H‖us(t)‖H ≤ K,

q.t. t em (T1, T ), ondeK = Lr2
0+‖B(0)‖Hr0 e r0 > 0 é uma constante, que é independente

de s, pelo Teorema 4.3.1. Assim, como C(t)
∫

Ω
|us(t)|ps(x)dx ≥ 0, temos

1

2

d

dt
‖us(t)‖2

H +Ds

∫
Ω

|∇us(t)|ps(x)dx ≤ K, (4.23)

q.t. t em (T1, T ). Repetindo o mesmo procedimento do Teorema 4.5.1 obtemos uma

subsequência {∇us`(t)}`∈N de {∇us(t)}s∈N tal que ‖∇us`(t)‖ps` (x) → 0 quando ` → ∞.

Como

‖∇us`(t)‖H ≤ C‖∇us`(t)‖ps` (x),

com C uma constante positiva independente de s, concluímos que ‖∇us`(t)‖H → 0 quando

`→∞.

Como podemos ver, o teorema acima está nos dizendo que a equação (4.22) é uma

boa candidata para o problema limite.

Vamos agora garantir a existência de uma solução global para o problema (4.22) usando

o seguinte resultado abstrato de [3] para um espaço de Banach X.

Sejam τ ∈ R e T > τ . Considere a família de operadores não lineares H(t) : X → X∗,

t ∈ [τ, T ], satisfazendo:

(i) H(t) é monótono e hemicontínuo de X para X∗ para quase todo t ∈ (τ, T );

(ii) A função H(·)u(·) : [τ, T ]→ X∗ é mensurável para todo u ∈ Lp(τ, T ;X);

(iii) Existe uma constante C tais que

‖H(t)u‖X∗ ≤ C(‖u‖p−1
X + 1), para u ∈ X e t ∈ (τ, T ).

(iv) Existem constantes α, ω (ω > 0) tal que

〈H(t)u, u〉 ≤ ω‖u‖pX + α, para u ∈ X e t ∈ (τ, T ).
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Proposição 4.5.2 (Teorema 4.2 em [3]). Considere a tripla de Gelfand (X,H,X∗) e

suponha que (i) − (iv) valem. Se uτ ∈ H e f ∈ Lq(τ, T ;X∗) (1
p

+ 1
q

= 1), então existe

uma única função u : [τ, T ]→ X∗ absolutamente contínua que satisfaz

du

dt
(t) +H(t)u(t) = f(t), q.t.p. em (τ, T ),

com u ∈ Lp(τ, T ;X) ∩ C([τ, T ];H), du/dt ∈ Lq(τ, T,X∗) e u(τ) = uτ .

Teorema 4.5.3. O problema limite (4.22) tem uma única solução forte u ∈ C([τ, T ];R).

Demonstração: Considerando H(t) : R → R, de�nido por H(t)u := C(t)|u|p−2u as

condições (i)-(iv) são satisfeitas para H(t) acima, com X = H = X∗. De fato, pela

Desigualdade de Tartar obtemos

〈H(t)u−H(t)v, u− v〉X∗,X = 〈H(t)u, u− v〉X∗,X − 〈H(t)v, u− v〉X∗,X

= C(t)(|u|p−2u− |v|p−2v)(u− v) ≥ αγ|u− v|p ≥ 0,

com γ > 0 e dependente de p. Logo, H(t) é monótono. É fácil ver que a função H(·)u(·) :

[τ, T ] → X∗ é contínua em [τ, T ]e, portanto, é mensurável para todo u ∈ Lp(τ, T ;X).

Além disso, o operador H(t) é hemicontínuo de X para X∗. Agora, note que

‖H(t)u‖X∗ = |H(t)u| = |C(t)|u|p−2u| = C(t)|u|p−1 ≤ C(|u|p−1 + 1),

com C = M . E ainda,

〈H(t)u, u〉 = C(t)|u|p−2u · u = C(t)|u|p ≤ ω||u||pX + α,

com α ≥ 0, ω > 0, e ω = M . Assim, para uma f ∈ L2(τ, T ;R) dada, pela Proposição

4.5.2, temos que existe uma única função u ∈ C([τ, T ];R) que é uma solução forte para o

problema
du

dt
(t) +H(t)u(t) = f(t), u(τ) = uτ ∈ R.

Logo, com o mesmo argumento da demonstração do Teorema 4.2.3, concluímos que o

problema limite (4.22) possui uma única solução forte u ∈ C([τ, T ];R).

O próximo resultado garante que (4.22) é de fato o problema limite para (4.1), quando

s → ∞. A demonstração é análoga à prova do Teorema 3.4.2, contudo, não apresenta-

remos todos os detalhes da prova aqui, uma vez que o termo não autônomo C(t) não

apresentou di�culdades para esse resultado.
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Teorema 4.5.4. Seja us uma solução de (4.1) com us(τ) = uτs e seja u uma solução

de (4.22) com u(τ) = uτ . Se uτs → uτ em H quando s → ∞, então para cada T > τ ,

us → u em C([τ, T ];H) quando s→ +∞.

Demonstração: Seja T > τ �xado e suponha que uτs → uτ em H quando s → ∞.

Subtraindo as duas equações em (4.1) e (4.22) e fazendo o produto interno com us − u

obtemos〈
dus
dt

(t)− du

dt
(t), us(t)− u(t)

〉
H

+
〈
Asus(t)− C(t)|u(t)|p−2u(t), us(t)− u(t)

〉
H

= 〈B(us(t))−B(u(t)), us(t)− u(t)〉H .

Usando que B é globalmente Lipschitziana e observando que u é independente de x, temos

1

2

d

dt
‖us(t)− u(t)‖2

H +Ds

∫
Ω

|∇us(t)|ps(x)dx

+ C(t)

∫
Ω

|us(t)|ps(x)−2us(t)(us(t)− u(t))dx

− C(t)

∫
Ω

|u(t)|p−2u(t)(us(t)− u(t))dx

≤ L‖us(t)− u(t)‖2
H .

Assim,

1

2

d

dt
‖us(t)− u(t)‖2

H

≤L‖us(t)− u(t)‖2
H − C(t)

∫
Ω

(
|u(t)|ps(x)−2 − |u(t)|p−2

)
u(t)(us(t)− u(t))dx

≤L‖us(t)− u(t)‖2
H +M

∫
Ω

∣∣|u(t)|ps(x)−1 − |u(t)|p−1
∣∣ |us(t)− u(t)|dx,

q.t.p. em (τ, T ). Agora, com um procedimento completamente análogo ao da prova do

Teorema 3.4.2, obtemos que existe uma constante positiva κ tal que∣∣|u(t)|ps(x)−1 − |u(t)|p−1
∣∣ ≤ κ|ps(x)− p|,

para todo t ∈ [τ, T ]. Assim,

1

2

d

dt
‖us(t)− u(t)‖2

H ≤ L‖us(t)− u(t)‖2
H + Mκ‖ps − p‖L∞(Ω)

∫
Ω

|us(t)− u(t)|dx

≤L‖us(t)− u(t)‖2
H

+Mκ‖ps − p‖L∞(Ω)

[
1

2
|Ω|+ 1

2
‖us(t)− u(t)‖2

H

]
, (4.24)
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q.t.p. em (τ, T ). Integrando (4.24) de τ a t, t ≤ T , temos

‖us(t)− u(t)‖2
H ≤ ‖uτs − uτ‖2

H + Mκ‖ps − p‖L∞(Ω)|Ω|T

+

∫ t

τ

(2L+Mκ‖ps − p‖L∞(Ω))‖us(τ)− u(τ)‖2
Hdτ.

Então, pelo Lema de Gronwall-Bellman obtemos

‖us(t)− u(t)‖2
H ≤

(
‖uτs − uτ‖2

H +Mκ‖ps − p‖L∞(Ω)|Ω|T
)
e(2L+Mκ‖ps−p‖L∞(Ω))T ,

para todo t ∈ [τ, T ]. Portanto, us → u em C([τ, T ];H) quando s→ +∞.

4.6 Semicontinuidade superior da família de atratores

pullback

Começaremos esta seção comprovando a existência do atrator pullback para o problema

limite.

Teorema 4.6.1. O problema (4.22) tem um atrator pullback U∞ = {A∞(t); t ∈ R}.

Demonstração: Multiplicando a equação u̇+ C(t)|u|p−2u = B̃(u) por u temos

1

2

d

dt
|u(t)|2 + C(t)|u(t)|p = B̃(u(t))u(t).

Assim,

1

2

d

dt
|u(t)|2 + α|u(t)|p ≤ 1

2

d

dt
|u(t)|2 + C(t)|u(t)|p = (B̃(u(t))− B̃(0))u(t) +B(0)u(t).

Seja θ := p/2 com 1/θ + 1/θ′ = 1 e considere ε > 0 arbitrário. Assim,

1

2

d

dt
|u(t)|2 + α|u(t)|p ≤ L̃

ε

ε
|u(t)|2 + C|u(t)|,

com C = B̃(0). Usando a desigualdade de Young, temos

1

2

d

dt
|u(t)|2 + α|u(t)|p ≤ 1

θ′

( L̃
ε

)θ′
+
εθ

θ
|u(t)|p +

1

p′
Cp′ +

1

p
|u(t)|p.
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Logo,

1

2

d

dt
|u(t)|2 ≤ −α|u(t)|p − 2

p
εp/2|u(t)|p +

1

p
|u(t)|p +

[
1

θ′

( L̃
ε

)θ′
+

1

p′
Cp′

]

=

[
−α− 2

p
εp/2 +

1

p

]
|u(t)|p +

[
1

θ′

( L̃
ε

)θ′
+

1

p′
Cp′

]
.

Escolha ε0 > 0 tal que

0 < −2

p
εp/2 +

1

p
≤ α

2
.

Logo,

1

2

d

dt
|u(t)|2 ≤ −

(
α +

α

2

)
|u(t)|p +

[
1

θ′

( L̃
ε0

)θ′
+

1

p′
Cp′

]
≤ −α

2
|u(t)|p + c, t ≥ τ,

com

c =

[
1

θ′

( L̃
ε0

)θ′
+

1

p′
Cp′

]
> 0.

Assim, a aplicação y(t) := |u(t)|2 satisfaz a inequação

d

dt
y(t) ≤ −α(y(t))p/2 + 2c, t ≥ τ.

Então, pelo Lema 2.1.35 temos

|u(t)|2 ≤
(2c

α

)2/p

+

(
α
(p

2
− 1
)

(t− τ)

)− 2
p−2

, ∀ t ≥ τ.

Seja ξ0 > 0 tal que (
α
(p

2
− 1
)
ξ0

)− 2
p−2

≤ 1.

Logo,

|u(t)| ≤
[(2c

α

)2/p

+ 1
]1/2

=: κ, ∀ t ≥ ξ0 + τ.

Assim, a família K(t) = B(0, κ) de conjuntos compactos de R pullback atraem os conjun-

tos limitados de R no instante t. Consequentemente, pelo Teorema 4.4.6 o processo de evo-

lução {S∞(t, s)}t≥s do problema limite (4.22) tem um atrator pullback U∞ = {A∞(t); t ∈

R}.
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O próximo lema mostra que os elementos relevantes para descrever o comportamento

assintótico desses problemas estão em torno de sua própria média espacial se s for grande

o su�ciente.

Lema 4.6.2. Seja t ∈ R �xado. Para cada s ∈ N, se ws ∈ As(t) e w0 = lim
s→∞

ws em H,

então w0 é uma função constante.

Demonstração: Usando, para cada s ∈ N �xado, a invariância do atrator pullback

temos As(t) = Ss(t, τ)As(τ) para todo τ < t. Considerando τ tal que t− τ > T2, pelo Te-

orema 4.3.3 temos que As(t) ⊂ W 1,ps(x)(Ω) ⊂ W 1,p(Ω) ⊂ L2(Ω) = H. Pela desigualdade

de Poincaré-Wirtinger vem que

‖ws − ws‖H ≤ C‖∇ws‖H → 0

quando s → ∞. Pelo Teorema 4.5.1, obtemos (a menos de uma subsequência) que

‖ws − ws‖H → 0 quando s → +∞, onde ws := 1
|Ω|

∫
Ω
ws(x)dx. Então, considerando a

função característica χΩ ∈ H, temos

〈χΩ, ws〉 =

∫
Ω

χΩws(x) dx→
∫

Ω

χΩw0(x) dx = 〈χΩ, w0〉.

Assim,
1

|Ω|

∫
Ω

ws(x) dx→ 1

|Ω|

∫
Ω

w0(x) dx.

Então, ws → w0 ∈ R. Observando que

‖ws − w0‖2
H =

∫
Ω

|ws − w0|2dx = |ws − w0|2
∫

Ω

dx = |ws − w0|2|Ω| → 0

quando s→∞ vem que ws → w0 em H. Portanto, concluímos que w0 = w0 e então w0 é

uma função constante.

Agora, apresentamos nosso resultado principal. A novidade aqui é que é necessário

construir uma solução global para o processo de evolução para trás, enquanto que no caso

autônomo foi necessário construir uma trajetória completa limitada para um semigrupo.

Teorema 4.6.3. A família de atratores pullback {Us, s ∈ N} associado com o pro-

blema (3.1) é semicontínua superiormente quando s → ∞, na topologia de H, isto é,

para cada τ ∈ R, lim
s→+∞

dist(As(τ),A∞(τ)) = 0.
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Demonstração: Seja τ ∈ R �xado. Considere {ws}s∈N uma sequência arbitrária com

ws ∈ As(τ) para cada s ∈ N. Para mostrar que lim
s→+∞

dist(As(τ),A∞(τ)) = 0 é su�ciente

mostrar que {ws}s∈N tem uma subsequência convergente cujo limite pertence a A∞(τ)

(ver Lema 3.2 em [8]). Pelo Corolário 4.4.9 (c) temos que
⋃
s∈N

As(t) é um subconjunto

compacto deH e, portanto, existe uma subsequência {wsj}j∈N de {ws}s∈N tal que wsj → w

em H quando j →∞. Pelo Lema 4.6.2, w ∈ R. Nosso objetivo é mostrar que w ∈ A∞(τ).

Pela caracterização dada no Teorema 1.17 em [8] é su�ciente mostrar que existe uma

solução global backwards-limitada ξ(·) com w = ξ(τ). Seja {Ssj(t, τ)}t≥τ e {S∞(t, τ)}t≥τ
os processos de evolução associados com (3.1) e (4.22), respectivamente. Considere τj ↘

−∞. Por simplicidade, chamaremos {Sj(t, τ)}t≥τ = {Ssj(t, τ)}t≥τ , w0 := w e wj := wsj a

subsequência de {ws} tal que wj → w0 ∈ R quando j → +∞. Sem perda de generalidade,

vamos considerar τj < τ, ∀j ∈ N. Pela invariância dos atratores pullback, temos

Aj(τ) = Sj(τ, τj)Aj(τj).

Assim, wj = Sj(τ, τj)xj, para algum xj ∈ Aj(τj). Pelo Teorema 4.5.4,

Sj(t, τ)wj = Sj(t, τj)xj → S∞(t, τ)w0, ∀ t ≥ τ.

Além disso, existe um xj,1 ∈ Aj(τj − 1) tal que xj = Sj(τj, τj − 1)xj,1. Agora, considere a

subsequência

{Sj(τ − 1, τj − 1)xj,1}j∈N ⊂
⋃
j∈N

Aj(τ − 1) ⊂
⋃
j∈N

Aj(τ − 1) ∈ K(H),

com K(H) = {K ⊂ H;K é não vazio e compacto}. Assim, (a menos de uma subsequên-

cia), temos

Sj(τ − 1, τj − 1)xj,1 → w1 quando j → +∞.

Pelo Lema 4.6.2, temos w1 ∈ R. Pelo Teorema 4.5.4,

Sj(t, τ − 1)Sj(τ − 1, τj − 1)xj,1 → S∞(t, τ − 1)w1, ∀ t ≥ τ − 1,

quando j →∞.
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A�rmação 1: S∞(τ, τ − 1)w1 = w0. De fato,

S∞(τ, τ − 1)w1 = lim
j→+∞

Sj(τ, τ − 1)Sj(τ − 1, τj − 1)xj,1

= lim
j→+∞

Sj(τ, τj − 1)xj,1

= lim
j→+∞

Sj(τ, τj)Sj(τj, τj − 1)xj,1

= lim
j→+∞

Sj(τ, τj)xj = lim
j→+∞

wj = w0.

Novamente, pela invariância dos atratores pullback, existe um xj,2 ∈ Aj(τj − 2) tal que

xj,1 = Sj(τj − 1, τj − 2)xj,2.

Considere a sequência

{Sj(τ − 2, τj − 2)xj,2}j∈N ⊂
⋃
j∈N

Aj(τ − 2) ∈ K(H).

Então, (a menos de uma subsequência) temos

Sj(τ − 2, τj − 2)xj,2 → w2 ∈ R, quando j →∞.

Pelo Teorema 4.5.4 vem que

Sj(t, τ − 2)Sj(τ − 2, τj − 2)xj,2 → S∞(t, τ − 2)w2, ∀ t ≥ τ − 2,

quando j →∞. A�rmação 2: w1 = S∞(τ − 1, τ − 2)w2. De fato,

S∞(τ − 1, τ − 2)w2 = lim
j→+∞

Sj(τ − 1, τ − 2)Sj(τ − 2, τj − 2)xj,2

= lim
j→+∞

Sj(τ − 1, τj − 2)xj,2

= lim
j→+∞

Sj(τ − 1, τj − 1)Sj(τj − 1, τj − 2)xj,2

= lim
j→+∞

Sj(τ − 1, τj − 1)xj,1 = w1.

Procedendo indutivamente de�nimos

ξ(t) :=



S∞(t, τ)w0, t ≥ τ,

S∞(t, τ − 1)w1, t ∈ [τ − 1, τ),

S∞(t, τ − 2)w2, t ∈ [τ − 2, τ − 1),
...

S∞(t, τ − r)wr, t ∈ [τ − r, τ − (r − 1)),
...

.
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A�rmação 3: ξ é uma solução global, isto é, S∞(t, `)ξ(`) = ξ(t), ∀ t ≥ `.

De fato, o caso t = ` é trivial. Considere um par (t, `) arbitrariamente �xado, com t > `.

Caso 1: ` < t ≤ τ . Neste caso, ` ∈ [τ − r, τ − (r − 1)) para algum r ∈ N, r ≥ 1 e

t ∈ [τ − r̃, τ − (r̃ − 1)) para algum r̃ ∈ N com 1 ≤ r̃ ≤ r. Logo,

ξ(`) = S∞(`, τ − r)wr e ξ(t) = S∞(t, τ − r̃)wr̃.

Portanto,

S∞(t, `)ξ(`) = S∞(t, `)S∞(`, τ − r)wr

= S∞(t, `)S∞(`, τ − r̃)S∞(τ − r̃, τ − r)wr

= S∞(t, τ − r̃)wr̃ = ξ(t).

Caso 2: t > ` ≥ τ. Neste caso, ξ(`) = S∞(`, τ)w0. Assim,

S∞(t, `)ξ(`) = S∞(t, `)S∞(`, τ)w0

= S∞(t, τ)w0 = ξ(t).

Caso 3: ` < τ ≤ t

Neste caso, ` ∈ [τ − r, τ − (r − 1)) para algum natural r ≥ 1 e ξ(`) = S∞(`, τ − r)wr.

Temos, ξ(t) = S∞(t, τ)w0. Então,

S∞(t, `)ξ(`) = S∞(t, `)S∞(`, τ − r)wr

= S∞(t, τ − r)wr

= S∞(t, τ)S∞(τ, τ − r)wr

= S∞(t, τ)w0 = ξ(t).

Portanto, ξ é uma solução global.

Mostraremos agora que ξ é limitada (em particular backwards-limitada). Primeiro,

note que para cada t ∈ R, ξ(t) = S∞(t, τ − r)wr para algum r ∈ {0, 1, 2, 3, . . .} e

S∞(t, τ − r)wr = lim
j→∞

Sj(t, τj − r)(xj,r) e Sj(t, τj − r)(xj,r) ∈ Aj(t),∀j ∈ N.
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Usando o Lema 4.6.2, concluímos que para cada termo S∞(t, τ − r)wr é indepentende de

x. Consequentemente, ξ(t) é uma função constante na variável espacial x. Como para

cada t ∈ R e j ∈ N,

Aj(t) ⊂
⋃
s∈N

As(t)

e o último é limitado (pois é relativamente compacto), então existe uma constante C > 0

tal que

‖S∞(t, τ − r)wr‖H ≤ C, ∀ t ∈ R (r = 0, 1, 2, . . .).

Em particular, temos que ξ(·) é limitada em H. Então, existe uma constante C̃ > 0 tal

que

|ξ(t)| = 1

|Ω|1/2
‖ξ(t)‖H ≤ C̃, ∀ t ∈ R.

Portanto, concluímos que ξ : R→ R é uma solução global com w = w0 = ξ(τ).
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