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Resumo

Partindo da conhecida caracterizagdo de funcdo positiva definida feita
por Shoenberg em 1942, estudamos condi¢des em relag@o as quais uma
funcdo da classe de Shoenberg seja também estritamente positiva defi-
nida. O contexto da pesquisa envolve tdo somente esferas unitarias reais
de todas as dimensdes. Este trabalho pode ser visto como uma coletanea

dos resultados sobre o assunto das ultimas décadas de pesquisa.

Palavras-chave e frases: Funcio positiva definida - Positividade estrita - Matriz semi-positiva
definida
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Abstract

Following the notion of positive definiteness introduced by Schoenberg
in 1942, we study conditions on a function from Schoenberg’s class
in order that it be strictly positive definite. The study encompasses all
possible dimensions for the spheres involved, but in the real setting only.
This work can be seen as a systematic exposion of the results on the

topic obtained in the past two decades.

Keywords and phrases: Positive definite function - Strict positive definiteness
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Capitulo 1

Introducao

ungdes positivas definidas sobre esferas unitarias de todas as dimensdes tém importancia
T matematica, tanto do ponto de vista tedrico quanto em aplicacdes. Elas sdo usadas em
teoria probabilistica, estatistica espacial, processos estocasticos, interpolacao, teoria da apro-
ximacao, anélise complexa, andlise de Fourier, teoria da aprendizagem, propriedades de nicleos
positivos definidos ([4, 5, 6, 18, 21, 27, 31]).

Em Estatistica Espacial, por exemplo, elas ocorrem como correlagdo de campos aleatorios
homogéneos e particulas aleatorias em forma de estrela ([20]).

Na teoria do aprendizado, esta classe de funcdes ocorre em problemas envolvendo andlise
espectral fina de operadores integrais em situacoes em que espacos Hilbert de reproducao de
fungdes esféricas, entram na formulacdo de problemas ([13]).

A aplicagdo matematica mais elementar dessas funcdes estd relacionado ao problema de
interpolacdo esférica, onde uma subclasse das fungdes acima citadas podem ser usadas para
resolver de modo tnico os dados interpolantes. Como interpolacao esférica € o primeiro passo
para aproximacao esférica, tais fungdes aparecem para compor as chamadas bases radiais con-
duzindo a resultados satisfatorios no estudo de aproximacao de func¢des continuas em dominios
esféricos ([12]).

Para introduzir o problema que pretendemos estudar, partimos da conhecida caracterizacao
das fun¢des positivas definidas sobre esferas unitdrias reais feita por Schoenberg em 1942 ([32]).
Tal caracterizag@o assegura que tais fungdes sdo expressas por expansdes de Fourier uniforme-
mente convergentes usando como base os polindmios de Gegenbauer, onde os coeficientes da
funcao expandida sdo ndo negativos.

Nosso interesse € estudar a subclasse das funcdes positivas definidas formada pelas funcdes

estritamente positivas definidas. Mais especificamente, nosso problema em foco consiste em

estudar condigcoes em relagao as quais uma fungao da classe de Schoenberg

seja estritamente positiva definida.



Conforme veremos, este problema depende exclusivamente do conjunto de indices

Ky(f):={k€Zy : al(f)>0},

onde f € uma funcdo da classe de Schoenberg e aZ (f) sdo os coeficientes da expansdo de f
em termos dos polindmios de Gegenbauer. O inteiro positivo g nesta notagcdo significa que
o problema que estamos investigando depende da esfera unitdria de RY. A questdo exposta
acima depende exclusivamente de K,(f) e ndo, de fato, dos valores que os coeficientes a (f)
assumem. Entdo, investigamos condig¢des necessdrias ou/e suficientes sobre K,(f) para que f
seja estritamente positiva definida sobre a esfera unitaria de R9.

Muitos pesquisadores se debrucaram sobre esta questdo nas ultimas décadas. Por exem-
plo, Xu e Cheney ([36, 37]), Ron e Sun ([30]), Menegatto ([23, 24], Menegatto e Sun([35]),
Schreiner([33]. Este trabalho consiste em elencar os resultados mais relevantes por eles prova-
dos a respeito da questdo destacada no final da pagina anterior.

Organizamos o trabalho em trés capitulos. No capitulo subsequente, introduziremos con-
ceitos basicos para o desenvolvimento do trabalho. Portanto, ai estudaremos aspectos tedricos
relacionados ao tema tais como harmonicos esféricos, polindmios de Gegenbauer, Lema de
Schur, passando pelo conceito de fungdes positivas definidas. Nesse capitulo, entdo, discorre-
mos sobre defini¢des, exemplos e propriedades sobre os assuntos acima elencados. Faz parte
desse capitulo, a introducao do problema de interpolagdo esférica, algo que motiva o estudo das
funcdes que acima referimos.

O Capitulo 3, entio, é dedicado ao estudo do problema destacado no final da pdgina anterior,
estudando em separado as esferas unitdrias de R?, R? e £2. Aqui, ¢> denota o espago vetorial real
formado pelas sequéncias de quadrado somavel. Aqui Finalizamos a dissertacio mencionando
outra familia de funcdes esféricas diretamente relacionadas as funcdes positivas definidas, as

condicionalmente negativas definidas.



Capitulo 2

Conceitos Fundamentais

Este é o capitulo dedicado aos conceitos principais envolvendo o tema da dissertacdo. A
maioria das propriedades aqui estudadas serdo diretamente aplicadas na abordagem do traba-
lho, enquanto outras serdo listadas apenas por questdo de completude ou porque trardo maior
entendimento.

Sera exibida a maioria das demonstracdes, enquanto que outras serao substituidas por uma
referéncia adequada. Os assuntos aqui abordados e outros sdo encontrados em [1, 12, 14, 16,
19, 25, 30, 32, 34].

2.1 Resultados técnicos

Reservamos para esta secao inicial os resultados técnicos que faremos uso em algum mo-
mento no decorrer do trabalho.
Recordamos preliminarmente a funcdo que generaliza o conceito de produto fatorial para

um ndmero inteiro nao negativo ([14, 22]).
Definicao 2.1.1 A funcdo gama é definida pela integral
['(x) = / e 'dr, x>0.
0

Decorre, entdo, que
I'x+1)=xI(x), x>0.

O simbolo Pochhammer, introduzido por Leo August Pochhammer([29]), permite uma nota-
cao simplificada para expressdes matematicas que dependem de um produto sequencial. Entdo,

para todo escalar real x

(x)o=1, (r=x(x+1)(x+2)---(x+k—1), k=1,2,....



Em particular,
(—n)y=0, n€Zy, k=n+1,....

A conexao entre o simbolo Pochhammer e a fun¢do gama é

C(x+k) = (x)[(x), xeR\Z_,k=0,1,....

Consequentemente, podemos usar translados para estender a defini¢ao da fun¢do gama a valores

negativos nao inteiros. Por exemplo,
r . 2r g 2Vn
2) 2) '
Recordamos com demonstracdo um resultado basico da Andlise Complexa.

Lema 2.1.1 Sejam n um inteiro positivo e | um inteiro ndo divisivel por n. Se w é a n-ésima

raiz primitiva da unidade, entdo w4+ w2 4w =0,

Demonstraciio: Seja w a n-ésima raiz primitiva da unidade. Como 1 —w' é nio nulo, a con-

clusdo da demonstracdo segue da identidade
(1 _Wl)(wl ol +Wnl) _ wl(l —y
juntamente com o fato que 1 —w" = 0. [
Note que o lema anterior tem o seguinte enunciado alternativo.

Lema 2.1.2 Sejam n um inteiro positivo e | um inteiro ndo divisivel por n. Se w é a n-ésima

raiz primitiva da unidade, entido 1 +w' +w* +-- -+ wr=Dl =,
Fechamos a secdo recordando a independéncia linear de funcdes exponenciais.

Lema 2.1.3 Se ty,...,t, sdo escalares distintos de [0,T], entdo as funcdes O el sqo

linearmente independentes.

Demonstracao: Considere a hipétese a respeito de 71, ..., 1, € suponha que
onde cy,...,c, € C. Entdo, a matriz dos coeficientes do sistema linear

Cleikt1+"'+cneiktn:07 k:O,l,...,n—l



¢ uma Vandermonde de ordem n, cujo determinante é

(eity - eilv) 7£ 07

1<u<v<n

provando o lema. [

2.2 A esfera unitaria

Nesta secdo, introduzimos o dominio das fungdes envolvidas em nossa investigagdo, a es-
fera unitaria do contexto real. Consideramos que essa parte do trabalho € auto explicativa. No
entanto, para elucidar aos leitores interessados em examinar propriedades adicionais recomen-
damos as referéncias [14, 17].

A esfera unitéria a que se refere o titulo da presente secao, depende do ambiente R? quando
q > 2. Nesse caso, escrevemos R? para o espaco vetorial usual constituido das g-uplas de

nimeros reais x = (x1,...,x4). O produto interno usual de R? serd escrito como
(x,y> =XYYL+ XgYg, XV E RY.
A esfera unitdria centrada na origem de R? é S9! isto é,
STli={xeR? : (x,x) =1}.

O conjunto S?~! torna-se um espago métrico quando munido da distancia geodésica definida
por

dy(x,y) := arccos(x,y), x,y€ ST L.

Consideramos também subesferas de S7~!. Sejam y € ST et € [0, 1]. A subesfera Sg’t de
S?-! com raio (1—1%)!/? e polo y é a interseccio de 7! com o hiperplano (x,y) =1, x € S9!
Em simbolos,

ST = {xeST": (x,y) =1}

Especialmente, a subesfera Sg’o é uma cépia de S7~2 mergulhada em S?~! e ortogonal a y e

a1 _
st = {y}.
O seguinte lema técnico mostra como S?~! pode ser parametrizada em termos de um polo e

de um elemento de SY".

Lema 2.2.1 Seja y um elemento de S~ e t € [0,1). Entdo, o elemento x pertence a S9! se e



. t
somente se existe X' em ST tal que

_ V=) V=)
x-((x,y> t Jice >y—|— Vi (2.1)

Demonstracao: Primeiramente notamos que cdlculo direto mostra que todo elemento como em
(2.1) pertence a S9!,

entdo (2.1) vale para x’ arbitrariamente

q.t
—y»

entdo, que x € diferente de +y e ndo € um elemento de S;I’[ U SZ’;. A projecao esférica de x sobre

Reciprocamente, seja x € S9!, Caso x € ST U S‘f;,

. t t
escolhido em Sg’ . Para x € S?', basta tomar X’ = x e quando x € S?, tome X’ = —x. Assuma,

o equador S9° resulta em um vetor X’ € S7° tal que x = (x,y)y+ (x,x')x. Como (x',y) =0 e

(x,x) =1,

x=(x,y)y+1/1—(x,y)2x. (2.2)

Considerando
X =ty+1-12x (2.3)
em S;I’l e eliminando x’ de (2.2) e (2.3), obtemos (2.1). [ |

Em vista do que pretendemos relativo ao uso do lema anterior, destacamos a seguir observa-
¢Oes decorrentes do mesmo. Para tanto, seja O, o grupo dos operadores lineares ortogonais
sobre RY, isto €,

O, ={p:R?—=R7:pélineare pp” =1},

onde 7 € o operador identidade sobre R? e p* é o operador transposto de p.

Entdo, em relacdo ao lema anterior, valem as seguintes observagdes:

1. Quando t =0 e o polo é ey = (1,0,...,0), a primeira coordenada de x' € SZ;O é nula.

Logo, cada x' de Szio identifica-se com um ponto x' de S172.

2. A observagdo anterior revela que a decomposicdo de x € ST~1 como em (2.2) pode assu-

mir a forma

x= <<x,e1>, 1— (x,el>2x”) , A esi

Equivalentemente,

x = (cos®,sen0x”), O =arccos(x,e;) € [0,n], " €S2



3. Seja p € O, tal que py = ey. Entdo, segue de (2.2) que

px = (x,y)py+1/1— (x,y)2px = (x,y)er +1/1— (x,y)? px’,
onde (x,y) = (px,e1) e (px',e1) = (px',py) = (X',y) = 0 - Ou seja,
px = (px,e1)e1 +1/1— (px,e1)2 px', px' € SZ;O.
Empregando a notagdo do item (2),

px = (cos®,senBpx’), O =arccos(px,er) € [0,n], px' €SL0 =512

Dentre estas observacoes, a do item (2) serd a mais utilizada no trabalho.

2.3 Harmonicos esféricos

Nesta se¢do, introduzimos os polindmios harmonicos esféricos, sem contudo, adentrarmos
demasiadamente em propriedades que os envolvem. As referéncias [12, 14, 17, 28], constituem
boas leituras sobre o assunto.

Inicialmente, consideramos a medida usual de Lebesgue 6, sobre RY normalizada sobre

S4=1 por

[\STES

27
0, 1= -~ doy(x) = ROK

(2.4)

A medida 6, nos permite considerar L?(S971), o espaco formado pelas funcdes reais Gy~
mensurdveis e de quadrado-integraveis sobre S?~!. O produto interno sobre esse espago de
Hilbert é

<f,g>q=wiq [ f@gdo, (), f.ge (ST,

Quando lidamos com fungdes de L? (Sqfl,cq), a notacdo multi-indices facilita a descricdo
de férmulas envolvendo-as. O termo multi-indices refere-se a uma g-uplas de inteiros ndo
negativos da forma

o= (ay,...,04) € Z1.

Entao, a norma do multi-indice o é

o == o+ +ay



e o fatorial de o é

ol ==oq!.. ol
Os polinomios mondémios em g coordenadas reais, agora, assumem a expressao

o (04
x* =" xg?, xeRL

Em particular, pelo teorema binomial o polindmio([14])

!
k __ k! o q q
(14 4x)" = Z TR xeR, aeZ
loj=k "
¢ um elemento genuino de []?, o espaco vetorial dos polindmios em ¢ varidveis reais. Um

elemento genérico deste espaco é da forma

p(x) = Z agx*, x€R? ageR, aeZl,
0<|o|<k

para algum k € Z..

Denotamos por P/, o subespaco de []¢ formado pelos polindmios homogéneos de grau k

em g variaveis. Logo, um elemento deste espaco é da forma

p(x) = Z agx*, x€RI, au€R, oaeZl, nelZy,
lo|=k

satisfazendo p(Ax) = Mp(x),x e RZ?e L € R.

No que segue, o simbolo A, denota o operador de Laplace usual em g varidveis reais dado

por
0? 0?

A — —
q E)xl+ +axq

Consideramos HY, o subespaco de kaq constituido pelos polindmios que sao harmonicos, isto &,

polindmios que estdo no nucleo do operador laplaciano. Na notacao de conjunto,
q._ q . —_
H{ :={pe B! A, (p)=0}.
Destacamos a seguir o espaco vetorial que d4d nome a presente secao.

Definicao 2.3.1 O espaco dos harménicos esféricos de grau k em q varidveis reais é a restricdo

ﬂ-[kq dos elementos de HZ aSet,



No decorrer do trabalho, consideramos

_ q
e = DA
kek
onde K € um conjunto de inteiros ndo negativos.
Quando necessario, 0 conjunto

{Ykl, . ,ka(‘f”‘)} . keZ, (2.5)

denotara uma base ortonormal de }[kq relativo ao produto interno (-,-),. Aqui, denotamos por
d(g,k) a dimensao de :7{kq como sendo ([28, p. 4])

(2k+q—2)T'(k+qg—2)
Ck+1) T(g—1) "’

d(q,k) = k€Z+.
Exemplo 2.3.1 Os polindmios Re(x+iy)* e Im(x +iy)* sio harmdnicos e homogéneos de grau

k em 2 variaveis.

Os harmonicos esféricos desempenham sobre S9~!, 0 mesmo papel que as fungdes seno e
cosseno desempenham no estudo de fungdes periédicas sobre S!, uma vez que as restricdes a

S! do exemplo anterior s3o harmonicos esféricos em 2 varidveis de grau k e
Y, (cos®,senB) =cos kO e Y7(cos®,senB) = senkd

€ uma base para o espaco 5—[,3 Da mesma forma que fungdes com dominio S' possuem expansio
de Fourier em termos de {Yk1 , Yk2 :k=0,1,...}, funcdes definidas sobre S~! possuem expansio

de Fourier em termos dos harmodnicos esféricos (2.5).

2.4 Polinomios de Gegenbauer

Estudamos, agora, os polindmios que sdao fundamentais ao estudo de fungdes positivas de-
finidas no contexto esférico. As referéncias [1, 2, 14, 28, 34] sao boas fontes de consulta de
propriedades adicionais envolvendo esta classe de polindmios.

Os polindmios de Gegenbauer dependem do produto interno definido sobre o espago vetorial

real formado pelas fung¢des continuas reais de dominio [—1, 1] dado por

= [ Fsx) @

onde wy (x) = (1 —x2)M 12 A > —1/2.
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Para nosso proposito,
q—?2

7»::2,

q=2,....

Definicao 2.4.1 Os polinomios de Gegenbauer P\a‘ associados a q > 2 e graus menor ou igual
a k em [—1,1] sdo obtidos pela ortogonalizacdo da base candnica {l,x, e ,xk} via o produto

interno (:,-),, seguida da normalizagdo

[(k+q—2)
T(k+1)I(g—2)

PM1) = PP(1)=1, k=0,1,....

Eles satisfazem as igualdades ([14, p. 20])

lim P,Z‘(cos 0) 2cosk® 2P)(cos0)
g2+ A kT k

sen(k+1)0

P! (cos0) =
e Pp(cosB) o0

, 0e(0,m). (2.6)

Introduzimos a Férmula da Adic¢ao para polinomios de Gegenbauer, expressando a conexao

entre estes polindmios e os harmonicos esféricos.

Proposicao 2.4.1 (Formula da Adicao) Se g um inteiro maior que 1, entdo

d(q.k
Pk(<x ) Z ), x,y€ s 1,

Outra férmula de adi¢cdo envolvendo tdo somente polindmios de Gegenbauer estd no lema

seguinte ([2, p. 30]).

Lema 2.4.1 Se 0, ¢ e 'y sdo niimeros reais, entdo
_1
P,Z‘(cos Bcosd + senBsendcosy) = Z b} ka Plx *(cosY),

onde

CA— 12 [TA+ D] (k— D'(2A+20-1)

L0 o emnl (A , A A
Oy () == sen ()P (cos),  bo, =1, by [C(A)PTQA+1+k)

Finalizamos a secdo com duas proposicodes relacionando propriedades operacionais cldssicas

dos polindmios de Gebenbauer que serdo utilizadas no trabalho. Para tanto, sejam

L((1=2)/2)(k=2j+(=2)/2)T(A+j— (1 =2)/2)T(A+k—j)
L+ DEMTA—(1=2)/2)0(k—j+1/2)

c(j,k,l,q):=

Dk+1)(k—2j4+(1—-2)/2)[((1—-2)/2)['(1-2)
T(j+ 1)2XT(2K)C(k — j+1/2) '

b(k,l,j) =
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Recordamos que quando r é um escalar real, escrevemos [r] para indicar o maior inteiro

menor ou igual a r.

Proposicao 2.4.2 Seja g um inteiro maior que 1. Valem:
(1) Se l < g, entdo
A ka2l (1-2)/2
Pk<t): Zc(]7kvl7Q)Pk_2j (t>, k:(),l,

J=0

(2) Se | ¢ um inteiro positivo, entdo

3) PM(—1) = (=1)*PM(1), k=0,1,....

Demonstracao: Veja [7, p. 147], [17, p. 92] e [34, p. 99]. [ |

Proposicao 2.4.3 Seja g um inteiro maior que 2:
(1) Sek=0,1,..., entdo |P*(cos e)‘ < PM1), 0 €[0,7).

(2) Se k é par positivo, entdo P,Z‘(COS 0) = P,Z‘(l) se e somente se 6 =0 ou 6 = T.

(3) Se k é impar, entdo P,z‘(cos 0) = P,g“(l) se e somente se 6 = (.
(4) Se k ¢ impar; entdo P}(cos®) = —P}(1) se e somente se § =T.

Demonstracao: A proposicao anterior, juntamente com (2.6), implicam que

[k/2]
P}(cosB) = Y d(j,k.q)cos (k—2)6,
=0
onde "
22 e k—2j#£0

d(j,k,q) =
c(j,k,2,q), se k—2j=0.

Como cada d(j,k,q) é positivoe —1 < cos(k—25)0 <1,

N [k/2] N [k/2] N
_Pk(l) = Z d(]7k7Q) SPk (COSG) < Z d(]7k7Q) :Pk(1)7
J=0 j=0

estabelecendo (1).

As provas das implicagdes diretas de (2) e (3) comegam usando o fato que d(j,k,q) > 0 para
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tirar da igualdade P,Z‘(t) = P,z”(l), o sistema
cos(k—2j)6=1, j=0,1,...,[k/2], ©6¢€][0,x].

Entdo, para investigar uma solu¢do 6 # 0 destas equacdes, assumimos que k € par positivo.
Por conseguinte, uma tal solugéo, também o é de cos26 = 1, 6 € (0, 7|, revelando que 6 =
. Analogamente, quando k € impar, qualquer solu¢do do sistema anterior, também o sera
de cos® =1, 6 € (0,1, o que ndo ocorre. Assim, as afirmacoes diretas de (2) e (3) estdo
comprovadas. Como as reciprocas destas sdo claras, (2) e (3) estdo provadas.

Analogamente, a demonstracao de (4) recai na busca de uma solugao para o sistema
cos(k—2j)0=—1, j=0,1,...,[k/2], ©6¢€][0,7].

Investiguemos uma solucdo destas equacdes quando K contém um impar. Consequentemente,
uma tal solu¢do, também o € de cos® = —1, implicando que 6 = . Como a reciproca € trivial,

a proposi¢ao estd provada. |

2.5 Lema de Schur

Nesta se¢ao, recordamos o Lema de Schur e propriedades matriciais relacionadas com esse
lema. Por exemplo, faz parte desse estudo o conhecido produto de Hadamard para matrizes. As
referéncias [12, 19] sdo suficientes para dirimir possiveis dividas sobre este assunto.

Denotamos, entdo, por M,,»,(R) o espago vetorial real formado pelas matrizes de ordem m

por n com entradas reais. Aproveitamos para formalizar o conceito de matriz simétrica.

Definiciio 2.5.1 Seja A = (Aw) € Muxn(R). Escrevemos A' para a matriz obtida de A por
transposi¢do. Formalmente, A" € Myxm(R) e (A")yy = Avy. A matriz A é simétrica quando

m=neA=A.

Introduzimos a seguir a familia de matrizes com as quais lidaremos na secao posterior e

noutros lugares.

Definicao 2.5.2 Seja A uma matriz de Myx,(R). Dizemos que A é semi-positiva definida
quando
dAc>0, ceM,x(R).

Dizemos que A é positiva definida quando essa desigualdade é estrita sempre que ¢ é ndo nula.
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De modo mais explicito, a forma quadratica associada a A € M,,»,(R) que aparece na

defini¢do acima, expressa-se como

n
c'Ac = Z ey, ¢ € M1 (R).
uv=1

Como c'Ac € R, c'Ac = ('Ac)" = ¢'A’c, implicando que

! I Al
clAc+c'Alc
CtAc:—:Ct

2

(A +A!

Por conseguinte, ndo ha perda de generalidade quando assumimos que a matriz da forma
quadratica da Defini¢do 2.5.2 é também simétrica.
O lema abaixo é um resultado técnico da teoria de matrizes, mostrando que aquelas que se

encaixam na defini¢do precedente decompdem-se num produto de outras duas matrizes.

Lema 2.5.1 Seja A uma matriz simétrica de My, (R). Entdo, a matriz A é semi-positiva defi-

nida e simétrica se e somente se A = Q'Q, para alguma Q € M,,»,(R).

Demonstracao: Primeiramente, assuma que c’Ac > 0, ¢ € M,,x1(R) e A é simétrica. Entdo,
existem P,D € M,,,(R), sendo D diagonal, tais que A = P'DP([19]). Em consequéncia, as
matrizes A e D tém os mesmos autovalores. No entanto, se A é um autovalor de A associado ao

autovetor v € M), 1 (R), entdo

VA = v = A|v|]%.

Agora, se A é semi-positiva definida, entdo v'Av > 0. Como v é ndo nulo, vemos que A €
ndo negativo. Denotando os n autovalores de A, levando em conta sua multiplicidade, por
AL, ..., Ay, segue que D = diag(Aq,...,A,). Portanto, a afirmacdo do lema ocorre para Q =
diag(v/A1,...,vVAy) P.

Reciprocamente, se A = Q'Q, entiio c'Ac = (' Q)(c'Q)" = ||c'Q||?, ¢ € My,«1(C), terminando a

demonstracao do lema. [

Decorre do lema anterior que toda matriz semi-positiva definida tem determinante ndo ne-

gativo. De fato, as matrizes positivas definidas sdo invertiveis com determinante positivo.

Lema 2.5.2 Seja A € M,»,(R) simétrica e semi-positiva definida. A matriz A é positiva defi-

nida se e somente se seu determinante é positivo.

Demonstracao: Veja [19, p. 431]. |

Definicao 2.5.3 Sejam A,B € M,,»,(R). O produto de Hadamard das matrizes A e B é a matriz
AoB € Myxn(R), onde (Ao B)y = AwBu.
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O resultado a seguir € conhecido na literatura como Lema de Schur, ttil quando lidamos

com produtos de matrizes semi-positiva definida.

Lema 2.5.3 Sejam A,B € M,»,(R) simétricas e semi-positivas definidas.
(1) A o B é semi-positiva definida.
(2) Se A é positiva definida e Bj; > 0, j =1,....n, entdo Ao B é positiva definida.

Demonstracao: Suponha que A e B sejam matrizes satisfazendo a hipétese do enunciado. Pelo

Lema 2.5.1, existem matrizes E e F tais que A= E'E, B=F'F. Logo, para j,k € {1,2,...,n},

n n n n
(AoB)jx = (E'E)x(F'F)jx =Y EujEwx Y. FoiF =Y, Y (EuiFv) (EwFu) = LiLy,
u=1 v=1 u=1v=1

onde L; € M|,,2(R) e é definida como

L;ZZ [ EljFlj Elanj EZjFlj EQanj EnjFlj Enanj ], j=1,...,n

Segue que Ao B = C'C, onde C é a matriz quadrada de ordem n® em que sua primeira linha é
[ L L, --- L, } e as demais linhas sdo nulas. Agora, a conclusdo da demonstragdo do item
(1) é consequéncia do Lema 2.5.1.

Para provar (2) suponha que A >0e Bj; >0, j=1,...,n. Sejam A; > 0 o menor autovalor de
A, b > 0 o menor elemento da diagonal de B e ¢ € M, (R) ndo nulo. Como a matriz A — A1
possui autovalores ndo negativos, ela é semi-positiva definida e por (1) que (A —Ajl)oB é

semi-positiva definida. Entdo,
0<(A=AMI)oBc=c'(AoB)c—M\c' (IoB)c,
implicando que

n n
c'(AoB)c > M (IoB)c =M ZBii|Ci|2 > 7‘1]92 leil* >0,
i=1 i=1

concluindo a demonstracao de (2). [ |

Para o lema da sequéncia, recordamos que o posto de uma matriz corresponde ao maior
numero de linhas ou colunas da matriz formando um conjunto linearmente independente. Também,

dado uma sequéncia real (ay;), consideremos a fungo par f, : [0,n] — R definida como

fe(8):=Y) anPl (cos).
k=0
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Lema 2.5.4 Seja (ay) uma sequéncia real ndo negativa tal que f,(0) < oo. Se xy,...,x2, sdo
pontos distintos de S1~1, formado de pares antipodais, entdo o posto de (f,[dy(x,,xv)]) é menor

ou igual a n.

Demonstraciio: Sejam x1, . .., X2, pontos distintos de S¢~! formado por pares antipodais e mos-
traremos que o niicleo do operador ( fe[d,(xy,Xv)]) contém n vetores linearmente independentes.
Para tal, consideramos para cada (u,v) € 7 = {(j,k) : 1 < j <k <2n, x; = —xi}, a matriz
WY € Ma,1(R), onde a y-ésima linha é 1, v-ésima linha é —1 e as demais linhas tém entra-
das nulas. Entdo, o conjunto {v*"¥ € My, 1(R) : (u,v) € J} é linearmente independente. Em

adigdo, para cada (u,v) € J

2n
Jeldg () ™)1 = k;fe [dyg (x2,2) ] (VY )i

= fe[dq(xlaxy)]_fe[dQ(xth)]
= fe[dq(xlaxy>]_fe[dq(xl,_xu)]:07 1 <1< 2n.

A demonstracgdo finaliza, aplicando-se o Teorema do Nicleo e da Imagem. |

A contraparte deste lema para fungdes impares depende igualmente de uma sequéncia real

(anr+1) e da fungdo f, : [0,w] — R definida como

£2(8) := Y axs 1Py, (cos0).
k=0
Lema 2.5.5 Seja (ay,y1) uma sequéncia real ndo negativa tal que f,(0) < oo. Se xi,...,X2,
sdo pontos distintos de S471, formados de pares antipodais, entdo o posto de (f,[d,(xu,xy)]) é

menor ou igual a n.

Demonstracao: Esta demonstracdo segue os passos da anterior considerando vV € My, 1(R),

onde suas u-ésima e v-ésima linhas tém entradas 1 e as demais linhas com entradas nulas. W

2.6 Funcoes positivas definidas

Apresentamos, nesta se¢do, o principal conceito relacionado ao tema da nossa pesquisa, as
fungdes positivas definidas no contexto esférico. As consultas para esta parte do trabalho foram
tomadas de [12, 14, 16, 23] e de referéncias indicadas por eles.

Introduzimos a defini¢do da classe de fungdes mencionadas no titulo dessa se¢do, onde a

distancia geodésica considerada na Secdo 2.2 serd usada.
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Defini¢ao 2.6.1 Uma fungdo f : [0,7] — R é positiva definida de ordem n sobre S~ quando

Z cufldg(xu; xv)ley > 0,

uv=1

quaisquer que sejam xi,...,x, €SV e c1,...,cp € R. A fungdo f é positiva definida sobre

S~ quando ela o for de todas as ordens sobre S~
O conceito acima estd diretamente relacionado as propriedades da matriz de Gram de f.

Definicdo 2.6.2 Seja f: [0,7t] — R uma fungdo. As matrizes dependentes de uma quantidade

finita de pontos arbitrdrios em S~ dada por
XlyeeosXn €SN G = (fldy (%, x%0)]) € Mysen(R), n=1,...
€ chamada Matriz de Gram de ordem n associada a f.

Recordando a Defini¢do 2.5.2, dizer que f é positiva definida de ordem 7 sobre S9! signi-
fica que as matrizes de Gram G de ordem 7 sdo semi-positivas definidas sobre S4 ~1. Portanto,
a teoria estudada na Secdo 2.5, especialmente o Lema de Schur, é diretamente aplicdvel as

funcdes positivas definidas.

Exemplo 2.6.1 A funcdo € [0,7] — f(8) = cos8 ¢ positiva definida sobre S~

Verificaciio: Parax;,...,x, €S9 ' ecy,...,c,, segue que
2
n n n
Z cufldg(xus xv)ley = Z Cu (X, Xy ) oy = Z CuXu|| >
uv=l1 uv=1 u=l1
implicando na afirmacdo do exemplo. |

A seguinte generalizacdo do exemplo precedente pode ser verificada pela defini¢ao, auxili-

ado pela Formula da Adicao.
Exemplo 2.6.2 A funcdo 6 € [0,7t] — P,z‘(cos 0) € R é positiva definida sobre S~ 1.

A classe das fungdes positivas definidas sobre S9! formam um cone de fungdes no sentido

do exemplo a seguir.

Exemplo 2.6.3 Se f e g sdo funcées positivas definidas sobre ST~! e ¢ é uma constante néo

negativa, entdo f + g e cf sdo fungdes positivas definidas sobre S9!,
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Verificacao: Segue da definicdo. |
Para efeitos da proposicdo a seguir, dado uma sequéncia real (a;), consideremos o nicleo

g :10,m] x [0,7] — R definido como

g(6,0) = i arPl(cos )P} (cos0), 6,0 € [0,7). 2.7)
k=0

Proposicao 2.6.1 Seja (ai) uma sequéncia real de termos ndo negativos tais que ay > 0, k =

0,1,...,n—1. Se 01,...,0, € [0,m ecy,...,cn €R, entdo

n
Z cu8(0u,0v)cy > 0.

u,v=1
A forma quadrdtica é nula se e somente se cy = --- = ¢, = 0.
Demonstracao: Sejam 0y,...,0, € [0,7] e cy,...,c, escalares reais. Entdo,

2
n n oo oo n
A A
Z cu8(0u,0v)cy = Z Cy Z ar Py (cos GH)P,z“(cos By)cy = Z ay Z cuPy (cosB,)|
pv=1 pv=1 k=0 k=0 =1
de onde segue a ndo negatividade da forma. Como cada a; € ndo negativo, esta forma € nula se
e somente se

n
ar Y cuP(cos8,) =0, k=0,1,...,
u=1
implicando que
n
Y c.Pl(cos®,) =0, k=0,1....,n—1.
u=1

Uma vez que {Pé‘(cos 8),P}(cos®),...,P*  (cos®) } gera o espaco dos polindmios n-dimensionais,

a interpolagdo de n dados torna-se possivel. Logo, existe um polindmio trigonométrico P per-

tencente a este espaco tal que ([15, p. 24])
P6,)=cy, n=1,...,n.

Em consequéncia,
n n
2 _ _
Z Cy= Z c,P(6,) =0.
u=1 =1
Assim, concluimos que ¢ = -+ = ¢, = 0, finalizando a demonstracao. [ |

Outro resultado auxiliar semelhante ao anterior vem a seguir. Ele depende de um nucleo

h:S?71 xS?71 R, cuja defini¢do envolve os polindmios trigonométricos Qf( como no Lema
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2.4.1, duas sequéncias reais (a;) de termos ndo negativos e (b?ﬁk) de termos positivos. Entdo,

h(x,y) := Z ay Z bkuk Qk(q))Pz}L é(<Jcl,yl>), X,y € §a-1

k=0 =0
onde x = (cos0,sen®x’) e y = (cosB,senBy'), x',y € ST°.

Proposicao 2.6.2 Sejam (ay) e (b?"k) como no pardgrafo anterior. Se x1,...,x, sdo pontos de

St tec,... ,Cn Sdo escalares reais, entdo

n
Z cuh(xy, xv)cy > 0.

uv=l1
Ainda, se ap >0, k=0,1,...,n— 1, entdo a forma é nula se e somente se cy =--- = c, = 0.
Demonstraciio: Assuma que cy,...,c, sio escalares reais e xi,...,x, sejam pontos de S7~!

expressos na forma polar como na observacao recorrente do Lema 2.2.1 — Ou seja,
x, = (cosB,,senB,x,), X, € 8;770,,11 =1,...,n
Definindo
/ !
dkﬂ:C’qu(e‘u), lZl,...,k,‘u:L...,n,
vemos que
7\. ! /
Z C,Ll xpayv Cyv = Z akZblk Z dk,u 2 x,wxv>)dk,v
uv=1

Usando a hipdtese sobre as sequéncias envolvidas e levando em conta que a forma quadratica

em destaque na ultima expressao € ndo negativa, segue que
n
Z cuh(Xy, yv)ey > 0.
uv=1
Para provar a dltima afirmacdo da proposi¢ao, note que a soma acima € nula se e somente se
1

akdep” (pXy))dly =0, k=0,1,..., 1=0,1,...,k
uv=1

Em particular,

2

P S0 0 i
0=a Zldk” 2((xgx0))dyy = ar Zldkjydk,vzak Zlcypk(cose,,) , k=0,1,....
MV V= =
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Segue que, se ay >0, k=0,1,...,n— 1, entdo pela proposi¢do anterior, a Gltima soma é nula

se e somente se ¢; = --- = ¢, = 0. Assim, a demonstragao da proposicao esta finalizada. [

Finalizamos a secao apresentando a caracterizag¢do de funcao positiva definida esférica dada
por Shoenberg em 1942 ([32]). Recordamos que quando g € um inteiro maior que 1, o parametro
A satisfaz 2\ = g — 2.

Teorema 2.6.1 Seja f : [0,7] — R uma fun¢do continua. Entdo, a fungdo f € positiva definida

sobre S17! se e somente se
£0) =Y al(f)Pt(cos8), al(f)>0, f(0)<eo.
k=0

Chamamos a aten¢do do leitor para o fato que a expansao de f como no teorema anterior

serd usada, sem menc¢ao, sempre que a fungdo f satisfizer as propriedades descritas na hipotese.

2.7 Funcoes estritamente positivas definidas

Introduzimos aqui o conceito de fungdes estritamente positivas definidas. Propriedades ge-
rais dessa subclasse das funcdes da secdo precedente, também, sdo mencionadas. Para essa
parte do trabalho, usamos as referéncias [12, 24, 37].

Iniciamos, formalizando essa classe de fungdes para o contexto esférico.

Defini¢ao 2.7.1 Uma funcdo f : [0,7t] — R € estritamente positiva definida de ordem n sobre

S~ quando
n
Z Cﬂf[dq(xy:xv)]cv >0,

uv=1

para quaisquer pontos distintos xi,...,x, €S9V e cy,...,c, € R, ndo todos nulos. A funcdo f

é estritamente positiva definida sobre ST~ quando ela o for de todas as ordens sobre S171,

Aproveitamos o contexto para cotar um resultado bem geral que servird para estudar, no

Capitulo 3, a questdo proposta no trabalho.

Proposi¢ao 2.7.1 Seja f : [0,%] — R uma funcdo continua e positiva definida sobre S1~1.
Entdo, a funcdo f é estritamente positiva definida sobre S~ se e somente se o conjunto
{fldg(x1,-)],..., fldg(xn,-)]} € linearmente independente, sempre que x1,. .., X, sdo pontos dis-

tintos de S971.

Demonstracao: Segue dos lemas 2.5.1 e 2.5.2. |

Duas propriedades para esta classe de fungdes estio presentes a seguir.
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Proposicio 2.7.2 Sejam f e g funcées positivas definidas sobre S171. Se f ou g é estritamente

positiva definida, entdo fg e f + g sdo estritamente positivas definidas sobre ST,

Demonstracao: A demonstragdo para a soma segue da defini¢do, enquanto a afirmagdo em

relac@o ao produto € consequéncia da defini¢do e do Lema de Schur. |

Como mencionado na Introdugdo, a positividade estrita definida de fungdes representadas

como no Teorema 2.6.1 depende exclusivamente de

Ky(f)={k€Zy :dl(f)>0}

e ndo da magnitude dos coeficientes az (f)- De fato, isto sera mostrado na sequéncia.

Proposiciio 2.7.3 Sejam f e g fungdes positivas definidas sobre S17! tais que K, (f) = K,(g).

Entdo, a funcdo f ¢ estritamente positiva definida sobre S se e somente se g o é.

Demonstracao: Sejam xi,...,x, pontos de S9! e escalares reais cy,... ,cn. Pelo Teorema
2.6.1,

n

Y cfldlnlln= ¥ dl() Y cBtllgmn))es

uv=1 kek,(f) uv=1

Y aeldmwle = ¥ al@) ¥ clM(n)en

pv=1 keKy(g) uv=1

Como K,(f) = K,(g), as formas acima sdo nulas se e somente se

Z CuPl?(<xu’XV>)Cv =0, keKy(f),
u,v=1

condicdo que independe da magnitude dos coeficientes na expansao de f e g. |

A proposicdo acima motiva a defini¢do subsequente.

Definicao 2.7.2 O subconjunto ndo vazio K de 7. induz positividade estrita definida de ordem
n sobre S~ se toda funcéo f : [0,%] — R continua e positiva definida de ordem n sobre S9~!

tal que Ky(f) = K for estritamente positiva definida de ordem n sobre S1 -1,

Para facilitar a linguagem, daqui por diante, quando K induzir positividade estrita definida
no sentido da definicdo precedente, diremos simplesmente que 'K induz SPD’. A Proposi¢ao

2.7.4 é uma alternativa desta definicao.

Proposicio 2.7.4 O conjunto K de 7., induz SPD de ordem n sobre ST~! se e somente se a
fungdo a fungcdo

1
0 € [0,21) > K(0) = Y - P} (cos)
keK k!
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é estritamente positiva definida de ordem n sobre S~ 1.

Demonstracao: Para a demonstracdo da implicagdo direta, assuma K como na hipétese e consi-
dere a funcdo K como no enunciado da proposi¢ao. Pelo Exemplo 2.6.2, x € continua e positiva
definida de ordem n sobre S?~!. Como K,(x) = K, pela Definigdo 2.7.2, k € estritamente posi-
tiva definida de ordem n sobre S7~ 1.

Reciprocamente, assuma que K nio induz SPD de ordem 7 sobre S?~!. Entdo, pela Definicio
2.7.2, existe uma fungio g : [0,7] — R, continua e positiva definida sobre S4=1, para a qual
K,(g) = K que ndo ¢é estritamente positiva definida de ordem n sobre S?-1. Entio, existem

X1,...,X, pontos distintos de S9-1 ¢ escalares reais c1,...,cp ndo todos nulos tais que

Y cugldy(ou)lov =Y al(e) ¥ cuPi((xuxv))ey =0.
uv=1 kekK uv=1

Pelo Exemplo 2.6.2, cada PIZ‘ € positiva definida de ordem n sobre S9-!. Como aZ (g)>0,k€K,

a igualdade anterior implica que a forma quadrética € nula se e somente se

n
Z CHP,Z‘((xﬂ,xV))CV =0.
wv=1

Consequentemente,

n 1 n 7\’
Z cuK[dg(xu,xv)]ey = Z i Z P (s xv) ey = 0,
u,v=1 keK ™ uyv=1

finalizando a demonstrac¢io da proposi¢ao. |

Como a Defini¢do 2.7.2 entrard em muitas partes do trabalho, sendo, de fato, um conceito

central dessa investigacao, abaixo registramos observacoes decorrentes dela.

1. Aletra K serd reservada para denotar subconjuntos de 7. .

2. Note que se K é ndo vazio, entdo K induz SPD de ordem 1 sobre qualquer esfera. Con-
forme veremos, o caso n =2 por sua vez é particularmente importante(Veja, por exemplo,

o Teorema 3.1.9).

3. Neste contexto, usamos a nomenclatura “ f é a funcdo associada a K ”significando que

70 =Y al(f)P(cos®), f(0) < oo,

keK

subentendendo-se, também, que f : [0,7] — R é continua e positiva definida sobre S1~1.

A notagdo K,(f) significard que f tem essa natureza.
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4. Nado é dificil ver que se K induz SPD de ordem n, entdo K induz SPD de ordem n — 1.

5. Se K induz SPD sobre S17', entdo K induz SPD sobre S"~!, sempre que m < g.

Quando 0y,...,6, sdo pontos distintos em [0,2x), consideramos E(81,...,0,), o espaco
vetorial real gerado pelas exponenciais {¢/()%1, ... ()%} Como E(0;) C E(81,8,) C ---, a
uniao

E:=JE(@®,...,6,)

n>1

também € um espago vetorial real.

Lema 2.7.1 Sejam 0y,...,0,, pontos distintos em [0,27) e E uma fungdo ndo nula de E(01,...,6,).
Se E anula-se sobre K, entdo existe E em E(0,12,...,t,) anulando-se sobre K, cuja primeira

parcelaé 1 ety,... 1, €[0,2T).

Demonstracao: Seja £ uma fungio néo nula de E(0y,...,0,), digamos

n
k) — Z Cu eszM
u=1

: ik® —mi :
Consideramos a parcela ¢, e" ", onde 6,, = min{6, : ¢, # 0} para expressar E na forma

E(k) = e lkGMO Z ,U lk(9 9”0)
u=1 Cuo

Se E(k) =0, k € K, entdo
_'uelk(g.uiel—'())

=1 Cto

também anula-se sobre K e a parcela ug é 1. Portanto, a funcao

_1+Z LGRS

g 1O

satisfaz as condi¢des do lema. [
A Proposicao 2.7.5 é uma ferramenta para se abordar a questao SPD quando g = 2.

Proposicao 2.7.5 Sejam 01,...,8,, pontos distintos em [0,21). Sdo equivalentes:
(1) O conjunto K induz SPD de ordem n sobre St

(2) Se E é uma funcdo de E(01,...,0,) que se anula sobre K, entdo ela é identicamente nula.

Demonstracao: Consideramos a fungio f associadaa K e 01, .. .,0, pontos distintos em [0,27).

Entdo, os pontos x, = (cos0,,sen6),) sdo distintos em S'. Como PP ({x,,xy)) = cosk(8, —6),
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um célculo direto mostra que para escalares reais cy,...,cy,

2 2
Y cuflda(xuxy))ev =Y a(f) ( cycoskey> + (Z cysenkey)
1

uv=1 kek = =1

Equivalentemente,

n

2
Y cuflda(onx)lev =Y a(f)[ER),
uv=1 kekK
onde
n .
E(k) = Z cue™n.
u=1

Portanto, a equivaléncia entre as afirmacdes (1) e (2) é clara. [ |

A proposi¢do que acabamos de provar motiva um resultado similar envolvendo E e SPD de

todas as ordens.

Proposicao 2.7.6 Sdo equivalentes:
(1) O conjunto K induz SPD sobre S'.

(2) Se E ¢ uma fungdo de E que se anula sobre K, entdo ela é identicamente nula.

Também necessitamos de um resultado auxiliar para estudar SPD quando g > 2. Esse é

o proposito da proposicdo que vem agora. Recordamos que o suporte de um funcional ¢ de
C(Sqfl)* é

supp (9) :={g € C(S7") : ¢(g) # 0},
onde a topologia considerada em C(S?~!) é a que provém da convergéncia uniforme.

Proposicao 2.7.7 Para q > 2, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(1) O conjunto K induz SPD de ordem n sobre S171.
(2) Para pontos distintos x1, . ..,x, € S9~1, ndo existe funcional linear ndo nulo oecC (Sqfl)*

da forma
o(f) =Y cuf (), feC(ST) (2.8)
u=l1

que tenha suporte finito e anula H.

(3) Para pontos distintos xi, ..., x, € S971, as funcoes
P ey ¢

_ 1
xeS? IHZE ,Z‘((x,x,)), u=1,....n
kek ™*

formam um conjunto linearmente independente.

(4) Sejam cy,...,c, escalares reais e xi,...,x, pontos distintos de S com representagcdo
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polar como na observagdo (2) recorrente do Lema 2.2.1. Se

ZCka }”1/2(( =0, keK, [=0,1,....k x",xZGSq*Z,

u

entdocy=---=c, =0.

Demonstracao: Para provar a equivaléncia entre (1) e (2), primeiro suponha que K nio induz

SPD. Entao, pela Proposicao 2.7.4, existem escalares cy,. .., c,, ndo todos nulos tais que

n

Y e ¥ 2P () ey =0.
uv=1 kek **
Entao, pela Férmula da Adicao,
o, d(gk) n J d(gk 2
OZ,&W J; y;lcyY (x)Y, (xv)c ,EQW > (Z Yy ) :

A soma a direita € nula se e somente se
n .
Y o¥/(x) =0, kek, j=1,....d(qk).
=1

Segue que o funcional linear ndo nulo como em (2.8) tem suporte finito e @(p) =0, p € H.
Assim, o item (2) implica em (1).
A implicacdo de (1) para (2) € obtida invertendo a argumentag¢do da demonstragdo acima.

Para mostrar que (2) e (3) s@o equivalentes, suponha que as funcoes

xe ST 1}—)2 xxy>), u=1,....n
keK

sdo linearmente dependentes. Entdo, com auxilio da Proposi¢do 2.4.1, podemos exibir escalares

nao nulos cy,...,c, tais que

L el ) e (o .
Z Z xx,,)): Z k,! Z (Z C,,ij(x,,)> Y/(x) =0, xesSi .

u=1 kEK keK u=1
Como {Y,j ckeK,j=1,...,d(q,k)} é base de Hg,

n .
ZCNY/(](X#):O’ k€K7 ]:Oala7d(q7k)
=1

Portanto, existe um funcional linear ndo nulo de suporte finito que se anula sobre #y, provando

que (2) implica em (3).
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Reciprocamente, suponha que exista escalares nao nulos cy,...,c, tais que o funcional linear
ndo nulo em (2.8) se anule sobre Hx = [{Yk] ckekK, j=1,...,d(q,k)}]. Assim, pela Proposi¢ao

2.4.1, novamente, temos que

provando a implicacao de (3) e (2).

Finalmente, para a equivaléncia entre (3) e (4), suponha que (4) ndo ocorra. Entdo,
n
k 1/2 ! -2
ZCIJZ k! [Zb ka / <<,X'Z>)Qk(e)] :Ov 0 e [O,TC],X‘ZESQ ’
u=1 kek
para constantes reais nao nulas ci,...,c,. Pelo Lema 2.4.1,
7» -1
Z Y, k'P (x4,)) =0, x, = (cos By, senB,x;) € ST
u=1 kek
Portanto, o conjunto

{kZK]de 1)) Z %P,Z“((,xn»}

¢ linearmente dependente que € o contrario da afirmacao (3).
Reciprocamente, se este conjunto € linearmente dependente, entdo existem cy, ..., c,, ndo todos

nulos, tais que

Z ky Z C#Pk X x,U>) 07 RS Sq—l’
keK

onde xp,...,x, sdo pontos distintos de S9-1. Como Hy é soma direta dos 4,

n
Z cHP,Z‘(<x,xu)) =0, xeS" !l kek.
u=1

Decompondo x,x, € S ~! na forma polar como na observagio recorrente do Lema 2.2.1 e em-

pregando o Lema 2.4.1, obtemos
5 a P12 z
). i chQk ((".5)) | Qk(6) =0, keK.
1=0

Como para cada k € K, o conjunto {Qi :1=0,1,...,k} élinearmente independente, a afirmacéo

contréria de (4) esta estabelecida. Assim, a demonstragdo da proposi¢do esté finalizada. |
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2.8 Interpolacao esférica

Nesta secdo, introduzimos o problema de interpolacdo esférica e os tipos de funcodes ade-
quadas para a resolucdo de tal problema. Na realidade, trata-se da aplicacdo mais elementar da
classe de funcdes tratadas na secdo anterior. Portanto, um dos motivadores do estudo de tais
fungoes.

Nas tltimas décadas, interpolacdo de dados aleatérios associados a pontos de S9! tem sido
tema de muitos artigos em Teoria de Aproximacao ([10, 11, 12, 16, 24, 23, 30, 37]). Em parti-
cular, a referéncia [11] descreve o estado atual da pesquisa referente ao método de interpolacdo
aqui descrito.

A interpolagdo € o passo mais rudimentar no processo de aproximag¢do de fungdes em qual-
quer contexto. Nos tltimos anos tornou-se popular um método de interpolacao usando fungdes
esfericamente radiais sobre S?~!. Recordando a Seg¢dio 2.2, isto significa que estas fung¢des sio
constantes sobre as subesferas S’y]"t. Tal método € descrito na sequéncia.

Sejam x1,...,x, € S9~! e uma fungio
©: {x1,x2,....,x,} = R.

O problema de interpolacdo dos dados (x,,¢(x,)), 4 = 1,...,n, consiste em encontrar uma

fungdo y:S7~! — R da forma

W) = ilcvf[dqu)], xest!

tal que Y(x,) = @(x,), u = 1,...,n. Empregando notagao matricial, este sistema linear torna-se
fldg(xi,xn)] -+ fldg(xr,xa)] | | e o (x1)

: : : | = : : (2.9)
fldg(xn,x1)] -+ fldg(xn, xn)] Cn ®(xn)

Na expressao de , a funcdo f € sujeita a nossa escolha. Segue que o problema de interpolagao

acima tem Unica solugdo se e somente se a matriz interpolatdria

(f[dq(xyaxv)])

¢ ndo singular. Consequentemente, a escolha da fun¢ado f pode facilitar ou complicar a resolugdo

do problema de interpolacdo. Precisamente, vale o que segue.

Teorema 2.8.1 Seja f : [0,%] — R uma funcdo continua e positiva definida sobre S~'. Entdo,

o sistema linear (2.9) tem solugdo vinica para quaisquer dados se e somente se f é estritamente
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positiva definida de ordem n sobre ST~

Demonstracao: A demonstracao é consequéncia dos lemas 2.5.1 e 2.5.2. [

O teorema anterior revela a estreita relagdo entre interpolacao e a classe de func¢des estuda-
das neste trabalho. Uma outra familia de fun¢des que sdo tdo boas para a interpolacdo quanto
as citadas acima, serd descrita na ultima se¢dao da dissertacdo, as fungdes condicionalmente

estritamente negativas definidas.



Capitulo 3

Funcoes Estritamente Positivas Definidas

sobre Esferas

Este € o capitulo final da dissertacao, onde estudamos condi¢des necessarias e/ou sufici-
entes sob as quais K induz SPD sobre esferas de varias dimensdes. Portanto, fazem parte desse
capitulo, a investigacdo da questiio a que nos propomos, envolvendo as esferas S!, S7~! e S=.
Nossos estudos foram baseados nas referéncias [8, 11, 14, 16, 23, 24, 25, 30, 33, 36, 37].

3.1 Positividade estrita sobre S'

Muitas técnicas usadas nas provas a respeito de SPD sobre o circulo diferem das usadas em
esferas de dimensao superior, mesmo que os resultados investigados em ambos os contextos
possuam similitude. Devido a isso, separamos para esta se¢io, o estudo especifico para S'.

Como buscamos condi¢des necessdrias ou/e suficientes, convém subdividir o estudo em

subsecdes, relacionando condi¢des necessarias e condicdes suficientes, separadamente.

3.1.1 Condicdes necessarias para S!

Elencamos aqui condi¢des necessarias para que K induza SPD sobre S', o primeiro passo
na direciio de identificarmos a familia de funcdes estritamente positivas definidas sobre S!.

Iniciamos com um teorema coletado de [23, Theorem 2.2] datado de 1999.

Teorema 3.1.1 Seja n um inteiro maior que 1. Se K induz SPD de ordem n sobre S', entdo
{keK : ke n/2|(14+2Z+)} € ndo vazio.

Demonstragao: Primeiramente, suponha que n é par e que KN (n/2+nZ. ) seja vazia e prove-

mos que K ndo induz SPD de ordem 7 sobre S!. Para tanto, sejam

2um 2um

Xy = (cos—,sen—), u=1,....n.
n n

28
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Se f € a funcdo associada a K, entdo

z": (—DH(=1)Y fld2(xu,xv)] = Z Y Za VP (d (x4, xv))

uv=1 uv=1 kekK
n
= ay(f) ), (=
uv=1
" 2k(u—v)m
+ Z a%(f) Z (—1)*(—1)"cos (¥>
kek\{0} V=1 n
Como n € par, a primeira parcela a direita da igualdade acima € nula. Entdo, a forma quadratica
torna-se
! 2kum ? ! 2kum ’
Y &) (Z(—l)“cos( a )) + (Z(—l)“sen< H ))
kek\{0} p=1 " =1 "
Equivalentemente,
Y DD A (mew)] = Y ag(f)| X (—1)pen
mv=1 kek\{0} =1
2
— Z ai(f) Z 2un(k—n/2)/n
kek\{0} =

Nossa hipétese sobre K, implica que os inteiros k —n/2 ndo sio divisiveis por n. Entdo, usando

o Lema 2.1.1, concluimos que

n
Y, (=DH(=1)"fld2 (o, 20)] = 0,
V=1

implicando que f ndo € estritamente positiva definida. Para terminar a demonstracdo, suponha
que n seja impar. Pela observacdo que segue a Defini¢do 2.7.2, o conjunto K também induz
SPD de ordem n — 1. Pela primeira parte da demonstragdo segue que a interseccdo KN ((n —
1)/2+ (n—1)Z) nado é vazia. Como (n—1)/2 = [n/2], a afirmacdo do teorema estd provada.
[

Corolario 3.1.1 Seja m um inteiro maior que 1. Se K induz SPD sobre S!, entdo {k € K : k €
[m/2](1+42Z+)} é ndo vazio.

Corolario 3.1.2 Seja m um inteiro positivo. Se K induz SPD sobre S', entdo {k € K : k € mZ, }

é ndo vazio. Em particular, K contém infinitos pares e infinitos impares.
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A reciproca destes coroldrios ndo valem. De fato, considere a fun¢do associada a Z, dada

por

oo

1
0) =) —cos4kB, 0¢c|0,m|.
70)= Y. yecostho, 0o,

Para x; = (1,0), x2 = (0,1) € S, f[d2(x1,x2)] = £(0), implicando que a matriz (f[da(xy,xv)])
é singular e, pelo Lema 2.5.2, a funcio f ndo induz SPD de ordem 2 sobre S'.
Sob as mesmas condi¢des do Coroldrio 3.1.2, Ron e Sun, em 1996, mostraram mais a res-

peito da cardinalidade de K. O teorema seguinte corresponde a primeira parte do Corollary 5.2
de [30].

Teorema 3.1.2 Seja m um inteiro positivo. Se K induz SPD sobre S', entdo {keK :kemZi}

tem cardinalidade infinita.

Demonstracao: Considere
m
E(ky=Y e n " keZy.
u=1

Como os elementos de Z. \mZ, ndo sdo divisiveis por m, recorrendo ao Lema 2.1.1,vemos
que E(1) =0, € Z{\mZ.. Por outro lado, o Corolario 3.1.2 revela que K NmZ.. é ndo vazio.
Suponha, por absurdo, que K NmZ tenha cardinalidade ¢ e sejam ?1,...,%.41, nimeros reais

distintos tais que

21 21
Nl e0.2m), fa—t A, 1=0,1,....c—1, pv=1,...c+1
C C

O conjunto {/VME ... {Vet1 E} possui ¢ + 1 fungdes, estas restritas a K NmZ,., formam um
conjunto linearmente dependente, implicando na existéncia de escalares reais rq,..., 711, N30

nulos, tais que
c+1 )
Z re™E(k) =0, ke KnmZ,.
v=1

Logo, a fun¢do
m+-1 )
F(k)=E(k) Y ne®™, keZ,
v=1

anula-se sobre (K NmZ, )J(Zy \ mZ) e, consequentemente, sobre K. Uma vez que

2(c—1)m

: 27
elktvE(k)GE(IV7tV+T7"'7tV+ c

)7 v=1,...,c+1,

e 2n 2(c— 1w
F e ZE(tv,tv-l—T,...,tv-l—%) CE.
v=1
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Para finalizar a demonstragdo, resta mostrar que F nao € identicamente nula. De fato, se este

for o caso, entio
c+1

F(cn):E(cn)ereiCnlv :0, T]:O’l,.“.

v=1
Como E(cn) #0,m=0,1,..., 0o somatdrio anterior é nulo. Pelo Lema 2.1.3, concluimos que
ri =--- =re1 = 0, contradizendo a escolha destas constantes. Finalmente, pela Proposi¢ao
2.7.6, o conjunto K ndo induz SPD sobre S!. Portanto, a demonstra¢io do teorema esté finali-
zada. [

Observamos que o resultado anterior torna-se mais refinado no sentido do teorema a seguir.

A demonstragdo segue os passos da anterior.

Teorema 3.1.3 Seja m um inteiro positivo. Se K induz SPD sobre S', entdo {k € K : k €
m(2Z + 1)} tem cardinalidade infinita.

Nosso teorema abaixo melhora a segunda parte do Corollary 5.2 de [30]. De fato, naquele
¢ considerado apenas o caso em que m € par, enquanto que nesta versao o inteiro m pode ser

impar. Além disso, uma demonstragao mais simples que aquela serd exibida.

Teorema 3.1.4 Seja m um inteiro maior que 1. Se K induz SPD sobre S!, entdo {k €K : k €
[m/2](142Z4)} tem cardinalidade infinita.

Demonstraciio: Assuma que K induza SPD sobre S'. Pelo Corolario 3.1.1, a interseccio K N
[m/2](1+27Z,) é ndo vazia, sempre que m > 1. Suponha que para algum m maior que 1, a
cardinalidade de K N [m/2]|(1+ 27 ) seja finita. Logo, existe um inteiro ndo negativo r tal que
[m/2](1+2r) seja o maior inteiro de KN [m/2](1+2Z. ). Aplicando o Corolério 3.1.1 uma vez

mais, exibimos um inteiro ndo negativo s tal que

20 (129 ek ["0E2 (12 ki [2] 0422

Porém,
{m(3 +2r)

. }(1+2s)> 5] a+2n),

contrariando a maximilidade deste dltimo em K N [m/2](1 + 2Z. ). Portanto, a afirmacdo do

teorema vale. [ |

Finalizamos a subsecdo tratando do caso n = 2. Observamos que o teorema comprova que

conjuntos de cardinalidade 1 ndo induzem SPD de ordem 2 sobre nenhuma esfera.

Teorema 3.1.5 Se K induz SPD de ordem 2 sobre S', entdo K contém um par e um conjunto

de coprimos.
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Demonstracao: Seja f a funcao associada a K e suponha que este induza SPD de ordem 2 sobre

S!. Fixamos x; € SY~! e usamos o Lema 2.5.2 para ver que a matriz

[ f0)  f(da(x1,x))
S

. xeS"\{x
b)) F0) ] =S A )

tem determinante positivo dado por

2 2
(Zai(f)) —(Zai(f)ooskeoc)) , xe S\ {x},

kekK kek

onde 6(x) = arccos (x1,x). Equivalentemente, para cada x € S\ {x},

[Z az(f) (1 —cos ke(x))] [Z az(f) (1+cos ke(x))] >0,

keK kekK

Como a?(f) >0,k € Ke 0 < 1+cos8(x), x € S'\ {x1}, a desigualdade anterior implica que

0< Y a(f)(1—coskb(x)), xeS"\{x} (3.1)
kek\{0}
€
0<2aq5(f)+ Y a(f)(1+coskB(x)), xe€S"\{x}. (3.2)
kek\{0}

A desigualdade (3.1) revela que o sistema
coskB(x)=1, keK\{0}

ndo possui solugdo em x € S971\ {x;}. Sejam K\ {0} = {ki,...} e k, = mdc(ki,...,k,), u=
1,.... Entdo, 1 < kyy1 < k, € existe 0 menor inteiro positivo r tal que k, = kyyy, V= 1,....
Entdo, 6 = 21t/k, € [0,7] € solugdo do sistema precedente, razdo pela qual k, = 1. Assim, o
conjunto {ki,...,k,} é relativamente primo em K. Se 0 € K, entdo a demonstrac¢do finaliza.
Suponha, entdo, que este ndo € o caso. Como x = —x; anula a soma em (3.2), caso K s6

contenha impares, segue que K contém um par positivo, a demonstracdo estd terminada. [

3.1.2 Condigdes suficientes para S'

O tipo mais elementar de conjunto que induz SPD de ordem 7 sobre S~ ! est4 descrito no

teorema abaixo. Trata-se de um exemplo construido por Xu e Cheney de 1992 ([36]).
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Teorema 3.1.6 O conjunto {0,1,...,[n/2]} induz SPD de ordem n sobre S'.

Demonstraciio: Sejam xj,...,x, pontos distintos de S' e considere f a fungdo associada a

{0,1,...,[n/2]}. Como x,, = (cos6,,sen6,), paracy,...,c, € R,

[n/2]
Z cufda(Xy,xv)] Z Cu Z ak f)cosk(6,—06y)cy
wv=1 uv=1l k=0
[n/2] [n/2] n
Z ak Z CucoskB,coskBycy + Z ak )Z cusenk6,senkBycy.
u,v=1 k=0 u,v=1

Desde que cada uma dessas parcelas € nao negativa,

Y cuflda(xum)]ey = 0
uv=1

se € somente se

n/2 z > b n ?
Z a(f LZ cﬂcoskey] =) az(f) LZ c“senkeﬂ] =0.
=1 k=0 =1

Segue que
n n
Y cusenk®, =Y cucoskb, =0, k=0,1,...,[n/2].
=1 u=1
Pela propriedade de interpolagdo de Haar ([9, p. 2]), existe um polindmio trigonométrico P

pertencente ao espago gerado por {1,sen6,cos9,...,sen[n/2]0, cos[n/2]0} tal que

PO6,)=cy, nu=1,....n

Entao,
n 5 n
Z Cu= Z C,UP(G,U) =
u=1 u=1

implicandoque ¢y =--- =¢, =0. |

Observamos que o Teorema 3.1.6 permite a interpolacdo de até n dados, quantidade maior
que a cardinalidade de K. Isto € devido ao fato que as funcdes bases seno e cosseno que
aparecem na demonstracdo do teorema dao origem ao espago vetorial dos polindmios trigo-
nométricos, cuja dimensao € n.

Em adicdo, o Teorema 3.1.1 e o Teorema 3.1.6 revelam que translados de conjuntos nao

preservam a propriedade do conjunto induzir SPD. Por exemplo, quando n < 8, o conjunto

{[n/2]+1,[n/2] +2,...,2[n/2]+ 1} ={0,1,...,[n/2]} + [n/2] + 1,
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ndo induz SPD de ordem 7 sobre S!, confirmando a afirmacao.

O resultado da sequéncia exige uma condi¢c@o mais forte sobre K para garantir a interpolacao
da mesma quantidade de pontos que o teorema precedente. De fato, notamos que ele garante
que {0, 1,...,[n/2]} interpola apenas [n/2] + 1 pontos.

Trata-se de um teorema de Ron e Sun de 1994. Nossa demonstracdo segue a sugerida
por eles, entretanto, nosso contexto possibilita construi-la por uma linguagem clara e de facil

compreensao ([30]).
Teorema 3.1.7 Se K contém n inteiros consecutivos, entdo K induz SPD de ordem n sobre S'.

Demonstracao: Assuma que n é um inteiro maior que 1 e que K possua n inteiros consecutivos.
Sejam 01,...,6,, distintos em [0,27). Suponha, por absurdo, que K nio induz SPD de ordem
n sobre S!. Auxiliados pela Proposicio 2.7.5 ¢ o Lema 2.7.1, garantimos a existéncia de uma

funcdo nao nulo E € E(0,6;...,0,) da forma
n .
E(k) =1+ Z c e
u=2

e que seja nula quando restrita a K. Para pesquisarmos uma contradi¢do, considere o polindmio

ndo nulo

n—1
p(t) = Z ajt’, ajeC,
j=0

cujas raizes sio {e® : u+# 1}. Este polindmio possibilita a defini¢io do operador p(V) que

atuando numa fun¢do g de uma varidvel resulta em

n—1
p(V)()() = Z()ajg(-+j)-
j=
Consequentemente,
n—1 n
PVIE)NK) = Y aE(k+])= Y cue™p(e) = p(e®) £0, keZ,.
Jj=0 p=1

No entanto, a hipétese sobre K e E implica que existe kg € K tal que
n—1
P(V)(E) (ko) = ) a;E(ko+j) =0,
j=0

J=

uma contradi¢do. Portanto, a conclusdo do teorema vale. [ |

Coroldrio 3.1.3 O conjunto {0,1,...,n— 1} induz SPD de ordem n sobre S'.
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Corolario 3.1.4 O conjunto Z... induz SPD sobre S'.

Teorema 3.1.8 Se K contém um par e um conjunto de coprimos, entdo K induz SPD de ordem
2 sobre S'.

Demonstraciio: Suponha que f é a fungio associada a K. Fixamos x; € SY~! e usamos o Lema
2.5.1 para ver que a matriz do inicio da demonstragdo do Teorema 3.1.5 tem determinante nao

negativo dado por

Y, a(f) (1 —cos kb(x ][Zak (1+coskB(x))| >0, xesi .
keK kekK

Como az(f) >0,k € Ke0 < 1+cos8(x), x € S'\ {x1}, a desigualdade anterior implica que

0< Y a(f)(1-coskb(x)), xeS' (3.3)
keK\{0}
e
0<2a5(f)+ Y, a;(f)(1+coskb(x)), xeS'. (3.4)
keK\ {0}
Assumimos que K contenha o par 2m e o conjunto relativamente primo {k1,...,k; } e mostremos

que as duas desigualdades acima sio estritas quando x € S\ {x;}. De fato, primeiro usamos a
Identidade de Bézout para encontrar inteiros qi, . .., q; tais que g1k; + -+ qk; = 1. Se 6,(x) é
solugdo do sistema

coskB(x) =1, keK\{0},

para algum x € S\ {x }, entfio existem inteiros py, ..., p; tais que k,04(x) =2p,m, u=1,...,1.
Consequentemente,
l l
0 <8,(x anu—znzpqu
: lu_l

revelando que 8,(x) ¢ [0,27), contradizendo o fato que x € S'\ {x; }. Portanto, a soma em (3.3)

¢ positiva. Do mesmo modo, se 6,(x) € solugdo do sistema
coskB(x) =—1, keK\{0}

para algum x € S'\ {x; }, existem inteiros p1,..., p; tais que k,8,(x) = 2p,+ )n, u=1,...,1

€

l
Z 2pu+ 1) qu,

mostrando que x = —x; € a unica possibilidade de solucdo de (3.4). Neste caso, a conclusdo
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segue, caso o par de K seja 0. Caso 0 ¢ K, o par de K é positivo, mostrando que x # —xj.
Portanto, o determinante do inicio desta demonstracdo € positivo e, devido ao Lema 2.5.2, o

teorema esta provado. [

3.1.3 Condicio necessaria e suficiente para S!

Iniciamos salientando que questao de

Encontrar uma condicao necessdria e suficiente sobre K para que ele

induza positividade estrita definida sobre S!

foi adequadamente estudada nos artigos [3, 26]. Em nosso trabalho isto ndo sera feito, uma vez
que o contexto necessdrio ¢ bem diferente deste.
Relativo a este problema, somente estudamos o caso n = 2 tirado do artigo [24] de Mene-

gatto.

Teorema 3.1.9 O conjunto K induz SPD de ordem 2 sobre S' se e somente se K contém um par

e um conjunto de coprimos.

Demonstracao: A implicacdo direta é o Teorema 3.1.5, enquanto que a demonstragao da reciproca

provém do Teorema 3.1.8. [

Terminamos a se¢cdo observando que quando n > 3, desafortunadamente, a condi¢@o sobre
K do Teorema 3.1.9 nio é suficiente para que K induza SPD de ordem n sobre S!. Por exemplo,
o conjunto {2,3} nio induz SPD de ordem 4 sobre S!. Isto pode ser verificado escolhendo-se 4

pontos igualmente espacados sobre o circulo.

3.2 Positividade estrita sobre S?~!

As condi¢des sobre K estudadas na Secdo 3.1 motivam a investigacao de casos semelhantes
na presente secdo. A exemplo daquela, organizamos o estudo aqui nas subsecdes subsequentes.

Em muitos lugares, este contexto contém, também, a esfera st

3.2.1 Condi¢des necessarias para S7—!

Em resumo, esta parte da secao contém apenas um resultado que pode ser visto como moti-
vador para a caracterizacdo da classe de funcdes esféricas estritamente positivas definidas para

g > 2. No entanto, dependemos da anélise para n = 2.

Teorema 3.2.1 Se K induz SPD de ordem 2 sobre S~ entdo K contém um par e um impar.



37

Demonstracao: Quando g = 2, a conclusdo provém do Teorema 3.1.9. Para os demais casos,
assuma a hipGtese sobre K e considere que f é sua funcdo associada. Entdo, parax; € S7!, a

matriz

(3.5)

[ £(0) f(dqm,x))]
fldg(x1,%))  £(0)

é positiva definida quando x € S7=!\ {x; }. Pelo Lema 2.5.2, seu determinante dado por

2 2
(kz aZ(f)P;Z‘(l)> - (kz az<f)P%<<x1,x>>>

é positivo quando x € S7-1\ {x; }. Equivalentemente,

Y ai(f ( — P ((x1,) )] [Zak ( 1)+ PP ((x, X>)>]>0’ x €871\ {x}.

keK keK

Como af(f) > 0, k € K, P¥({x1,x)) = P}(1) e PM((x1,x)) < P}(1),

0< Y, al(NEH) =P x)), xeST\ fu}

keK\ {0}

0<2a{(NPE)+ X al(f) (P +PM (), xest
kek\ {0}

Particularmente, a penultima desigualdade mostra que o sistema
PE(fr,x) = BE(1), ke K\ {0}
r UX1,X k ;

ndo tem solugio em x € S7~!\ {x;}. No entanto, pela Proposigio 2.4.3-(2), x = —x; é solucio
do sistema, sempre que k for um inteiro par. Por conseguinte, K contém um impar e a demonstracao
finaliza, caso 0 € K. Suponha, entdo, que este ndo € o caso. Entdo, a ultima desigualdade, im-
plica que o sistema

Pl((x1,x)) = —P}(1), keK

também ndo tem solugdo em x € S7~1\ {x;}. Como x = —x; é solugdo deste sistema quando
k € impar, K contém um par ndo nulo. Assim, as duas conclusdes acima revelam que K possui

um inteiro par e um inteiro impar. [

A versao do teorema acima quando n # 2 € o assunto tratado agora, cuja demonstragio é

devida a Menegatto, datando de 1999 ([24]). Como qualquer conjunto ndo vazio induz SPD de
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ordem 1, o teorema ¢ invélido paran = 1.

Teorema 3.2.2 Seja n um inteiro maior que 1. Se K induz SPD de ordem n sobre S17', entdo o

conjunto {k € K : k > [n/2] — 1} contém um par e um impar.

Demonstracao: Assuma que K é como no enunciado do teorema e sejam xi, ..., X,, pontos de

S9! escolhidos como sendo
2UT 2UT
Xy = (COSL,SGHL,O,...,()) , u=1,...,n.
n n

Se f € a funcdo associada a K, entdo

il(—l)“f[dq(xwxv)](—l)v - il(—l)“”kxaZ(f)Pi‘(dq(xu,xw)
uv= uv= ek
= a(n) ¥ (-
uv=1
+ Y CDA=DY Y al ()P ().
uyv=1 kek\{0}

Neste ponto da demonstracao, primeiro, considere que n € par e devido ao teorema precedente,
podemos assumir que n € maior que 2. Entdo, notando que a primeira parcela a direita da

segunda igualdade acima € nula e aplicando a Proposicao 2.4.2 - (1), obtemos

n [k/2] n
Y DAy x)I(=1)Y = Y, al(f) Y e(k,2,0,0) Y, (=D (=D)VPL;(dg(xu,))-
wv=1 kek\{0} j=0 wv=1
Como
(xy,xv)zcos@, wv=1,...n,

usando (2.6), chegamos a

/2 \ o
Y &) Y d(jkq) Y (~1)H(~1)"cos (Z(k 2j) (u V)n)7

kek\{0} j=0 =1 n

onde _
2% se k—2j#0
d(j,k,q) =

c(k,2,q,j), se k—2j=0.
Usando argumentos andlogos aos da demonstracao do Teorema 3.1.1, obtemos

n [k/2] 2

Y, (1 fldgCoux)l(=1)Y =}, a{(f) ) d(j,k.q)

uv=1 kek\{0} J=0

i pi2u(k=2j=n/2)7/n
u=1
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Caso KN (n/24 (n+2)Zy) é vazia, cada nimero da forma

k—2j—g, j:o,...,%’, k€ K\{0}
nao € divisivel por n. Pelo Lema 2.1.1, a forma quadratica é nula. Consequentemente, o con-
junto K ndo induz SPD de ordem n sobre S?~!. Logo, se K é como na hipétese do teorema,
ele contém um inteiro maior ou igual a n/2 e com a mesma paridade de n/2. Em particu-
lar, para n = 2, o conjunto K contém um impar e, pelo teorema precedente, este contém um
par também. Assumimos, entdo, que n € um par maior que 2. Auxiliados pela observagao
recorrente da Defini¢do 2.7.2, vemos que K induz SPD de ordem n — 2. Pela primeira parte
desta demonstra¢do, K contém um inteiro maior ou igual a (n —2)/2 e da mesma paridade de
(n—2)/2. Combinando as duas conclusdes anteriores, segue que K contém um par e um impar,
ambos maiores ou iguais a [n/2] — 1. Para finalizar a demonstra¢do, suponha n seja {mpar.
Como n é maior que 1, a parte anterior da demonstragcdo aplica-se para ao par positivon — 1 e

temos a mesma conclusio. [ |

A propriedade de K conter infinitos pares e infinitos impares do Corolario 3.1.1 € confir-

mada, também, para g > 2.
Corolario 3.2.1 Se K induz SPD sobre S171, entdo K contém infinitos pares e infinitos impares.

Mais uma vez salientamos que a reciproca deste coroldrio nao vale quando g = 2. Mostra-
mos este fato, novamente, construindo um exemplo distinto do exibido na pagina 29. Seja m

um inteiro positivo e considere que f é a funcéo associada a (2m+ 1)Z definida como

f(8) = ngOSk(2m+ )8, 6€][0,n|.
Sejam x1,x; € S! satisfazendo da (x1,x2) = 21t/ (2m+ 1). Entdo, f[da(x1,x2)] = £(0), revelando
que o determinante da matriz (f|d>(x,,xy)]) é nulo. Assim, pelo Lema 2.5.2, esta fungdo ndo
induz SPD de ordem 2 sobre S!.

Encerramos a secdo com uma aplicacdo interessante do teorema anterior. A demonstracao
foi feita por Ron e Sun usando teoria de conjuntos totais desenvolvida por eles em [30]. Nossa

demonstracao a seguir é mais simples e até direta.

Teorema 3.2.3 Para nenhum n maior que 1, o conjunto {0,1,...,[n/2] — 1} induz SPD de

ordem n sobre S17!.

Demonstracao: Suponha que para algum inteiro n > 1, o conjunto {0, 1,...,[n/2] — 1} induza
SPD de ordem 7 sobre S7~!. Pelo teorema anterior, este conjunto contém um par e um fmpar

maiores ou iguais a [n/2] — 1, o que ndo ocorre. |
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3.2.2 Condicdes suficientes para S7~!

Iniciamos com um tipo de conjunto bem elementar em se tratando de condi¢do suficiente
para g > 2. Apresentado por Xu e Cheney em 1992, sendo uma extensdo do Corolério 3.1.3

para este contexto ([37]).
Teorema 3.2.4 O conjunto {0,1,...,n— 1} induz SPD de ordem n sobre S7~".

Demonstracao: Como caso g = 2 € o Teorema 3.1.7, assuma ¢ > 2. Sejam xp,...,X, pontos
distintos de S?~!, expressos nas suas formas polares como nas observagdes posteriores ao Lema
2.2.1 como

xy = (cosOy,senByx)), xj €SI u=1,....n

Entao,

(X,2v) = cos 8,,cos By + senBsen By (x;;, xy).

DaiedolLema?2.4.1,

A— 1

Pl ((xu,xv)) Zkak )OL(BV)P 2 (X0, X)),

onde cada coeficiente b?:k é positivo. Se f € a func@o associada a {0,1,...,n— 1}, entéo para

escalares reais cq,...,Cp,

Y cufldy(xu,xv)ley = Z cuZak Zb «04(6,)04(8y)P~ 1/2(<XZ’XIV/>)CV'

,U,V: 1 ,Ll,V 1 :

Usando a func¢ao /4 da Proposi¢ao 2.6.2,

Z Cufldg (X, xv) ey = Z Cuh (X, xv ) cy.

uv=1 wv=1
Pela mesma proposicdo, a soma anterior € nula se e somente se c; = --- = ¢, = 0. [
Conforme ja observamos, o teorema anterior garante que {0,1,...,[n/2]} induz, apenas,

SPD de ordem [n/2] + 1 sobre S~ 1.

Coube a Ron e Sun provarem que este conjunto induz SPD de ordem n, provando a versao
do Teorema 3.1.6 em 1996 ([30]) para este contexto. Entretanto, o preco para tal foi desen-
volver uma teoria baseada em uma construcao algébrica envolvendo espagos totais e conjuntos
fundamentais, conhecido na literatura como solugdes minimas para interpolagdo polinomial
multivaridvel. Por essa razdo, a demonstracio do teorema da sequéncia nao serd desenvolvida

como nos demais, uma vez que sua construc¢ao foge do contexto em que trabalhamos.
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Teorema 3.2.5 Se K contém {0,1,...,[n/2]}, entdo K induz SPD de ordem n sobre S,

Convidamos ao leitor a examinar que em se tratando de inteiros consecutivos, este € o con-
junto mais elementar possivel para se interpolar n pontos, conforme foi comprovado no Teorema
3.2.3.

Mostramos, agora, como fungdes positivas definidas sobre uma certa esfera pode tornar-se

SPD sobre esferas de dimensdes inferiores que aquela.

Teorema 3.2.6 Seja f uma funcdo positiva definida sobre S~ tal que K,(f) contém os inteiros
2l e2m+1. Se [n/2] < min{21,2m+ 1}, entdo K,(f) induz SPD de ordem n sobre SP~!, p < q.

Demonstracao: Usamos a Proposicao 2.4.2 para ver que para cada 6 em [0, 7],

l

f(8) = a‘él(f)E,OC(/«lﬂl,p,q)Pz(f’_}z;/z(cose)

+ agm—H (f) Z c(u,2m+ 1»P7Q)P2(51121)_/§H(COS 0)+ Z aZ(f)P,Z‘(cos 0).
u=0 keKy(£)\{20,2m+1}

Como S?~! contém uma cépia de SP~!, a tltima parcela da igualdade acima é positiva definida
sobre SP~!. Por outro lado, as duas primeiras parcelas referem-se a soma da expansio de
uma certa fungdo § tal que @} (f) > 0, v =0,1,...,min{2/,2m + 1}. Consequentemente, se
[n/2] < min{2l,2m+ 1}, entdo {0, 1,...,[n/2]} estd contido em K, (f). Pelo teorema anterior,
a fungio f é estritamente positiva definida de ordem 1 sobre SP~! e, devido a Proposi¢io 2.7.2,

a funcdo f também o é. [

A seguir esta a contraparte do Teorema 3.1.7 para g > 1, entretanto, a técnica usada nesta
demonstracao é bem outra. Além disso, o Teorema 3.2.4, também, pode, agora, ser visto como

corolario deste.

Teorema 3.2.7 Se K contém n inteiros consecutivos, entdo K induz SPD de ordem n sobre

Se-1,

Demonstraciio: Assuma que xi, ..., x, pontos distintos de SY~! e escolha um polo y € S9! tal

que y # £x, € (x,,y) # (xv,y), u # v. Usando a decomposigio
Xy = cose,,y+seneyxl’1, u=1,....n, x;, € Sg’o,
garantida por (2.2), segue que

(X,v) = cos 8,08 By + sen B, sen By (x,,, x,).
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Dai e do Lema 2.4.1, temos que
A3
-x/JuxV Z b} ka Qk 6v)P *((x /,nxv>)

onde cada coeficiente b?‘k € positivo. Seja K como na hipédtese e f a funcdo associada a K.

Entao, para escalares reais cy,...,cp,

Y cufldyCona)lev =Y, Zblkak Y 0L8,)0LOn P () ey,

uv=1 keK = uv=1

A forma anterior é nula se e somente se

Z C,qu }L 1/2(< ,va>)Cva(9v) 0, kekK, [=0,1,... k.

uv=1

Usando a definicdo de Qi, para cada k € K, a igualdade anterior equivale a
n
Z cusen’@, sen’@y P,z‘jll(cosey)P,Z‘j’(cosev) P+ 1ﬂ((xi,,x(,))c\, =0, [=0,1,....k
uv=1

Sabendo que {0,1,...,n— 1} 4+ r C K, para algum inteiro ndo negativo r, fazendo [ = r, segue
que
- A—1/2
Z cusen’0,sen’ Oy PHr(cose )PM"(COS Oy)Pr 1/ ((x;l,x())cv =0, k=0,1,....n—1.
uv=1
Em consequéncia,
C = A—1/2
Y cusen’®, | Y P (cos8,) L (cosy) (Pr - ((xy,x\,))) cysen’By = 0.
u,v=1 k=0
Para analisar os somandos da forma anterior, use a Proposicdo 2.6.1 para ver que a matriz

n—1
( Y P (cos®,) Py ™ (cos 6\,))

k=0

é positiva definida. Também, a matriz <PZL 1/ 2((xy,xv>)) ¢ semi-positiva definida, cuja diago-

nal é PZh -1/ 2(1) > (. Entdo, pelo Lema 2.5.3, o produto de Hadamard destas duas matrizes €

positivo definido e, da dltima igualdade, temos que

cysen'0, =0, u=1,....,n
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Como cada x,, € distinto de y, pelo Lema 2.2.1, segue que sen6, # 0, u = 1,...,n, mostrando

que ¢y = --- = ¢, = 0. Assim, a demonstracdo esta finalizada. [

Na sequéncia, cotamos uma condicio suficiente para SPD de 1997. E o Teorema 5.1 de
[33], onde ele estd provado usando recursos matematicos nao elementares. Uma demonstragao

mais simples € como segue.
Teorema 3.2.8 Se Z, \ K ¢ finito, entdo K induz SPD sobre S17!.

Demonstracao: Assuma que K satisfaz a hipétese do teorema. Segue que existe um inteiro nao
negativo p parao qual, p+1,....,p+ne€ K, n=1,.... Pelo Teorema 3.2.7, K induz SPD de

todas as ordens sobre S7-!. [ |

Finalizamos a se¢ao com o teorema de Menegatto abaixo, datado de 1999 ([24]).

Teorema 3.2.9 Seja g um inteiro maior que 2. Se 21,2m+ 1 € K, entdo K induz SPD de ordem
2 sobre S,

Demonstracao: Assuma que f é a fungdo associada a K contendo 2/ e 2m + 1. Segue dai e de
—P{(1) < PE((ur,x)) < PE(1) que

al(£)(PF1) = PM((x1,%) >0 e al(APMN)+PH(x1,x) >0, keK,xeSI
Além disso, pela Proposicao 2.4.3-(3)-(4),

@1 () (P (1) = Py ((1,)) >0 e a, () (P (1) +Pyy((x1,%)) > 0,x € 8771\ {1},

Por conseguinte, o determinante da matriz (3.5) dado por

[Zﬂﬁ@( ﬂm,ﬂ[Z% ) (P +WWJM,x$M

kekK kek

€ positivo. Assim, a conclusido da demonstracdo segue do Lema 2.5.2. [

3.2.3 Condicio necessaria e suficiente para S7-!

Este € o ponto do trabalho, onde provamos a almejada condicao necessdria e suficiente sobre
K para que o mesmo induza SPD sobre S¢~!. Provada em 2003, ela deve-se aos pesquisadores
Chen, Menegatto e Sun ([8]). Na realidade, o contexto que eles trabalharam resolve definiti-
vamente a questdo para g > 2 e g = co. Embora, a demonstracdo da implicacdo direta deste

teorema segue do Coroldrio 3.2.1, uma demonstragcdo independente sera exibida.
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Teorema 3.2.10 Seja g um inteiro maior que 2. O conjunto K induz SPD sobre S17! se e

somente se K contém infinitos pares e infinitos impares.

Demonstracao: Seja f a funcio associada a K decomposta na forma f = f, + f,, onde f, e f,

sdo as partes par e impar de f definidas conforme as somas

0) = Z agk(f)P%k(cos 0) e f,(0 Z ey ( P2k+1 (cosB).
k=0
Suponha que K N 27, ¢ finito e seja
m=max {k € Z :ad,(f) >0} .

Como cada P%‘k € par de grau 2k, existem nimeros reais bg, bz, . .., by tais que
m
= Zagk( PZk (cosB) = szjcos 70, by #0.
=0

Sejam x1,..., X2, pontos distintos de S9~!, formados de pares antipodais tais que 1 +mg*™ < n.

Denotando por p a func¢do que indica o posto de uma matriz, segue que

m m
p(feldg(xu,xv)]) = (szj Xy Xy) ]> < Zp(b2j<xﬂ’x\’ Z x,,,xv
J Jj=0 Jj=0
Logo, a conclusdo desta parte da demonstracio depende da andlise do posto das matrizes
G; = ((x,,xy)"). Diretamente, segue que p(Go) = 1 e como {xi,...,x2,} C R, também vale
a desigualdade p(G;) < ¢. Como G; é semi-positiva definida, o Lema de Schur revela que

p(G2j) < g%, j=0,1,...,m. Em consequéncia,
m .
p(fe[d‘](xll?xv)])g Zqzjé 1+mq2m7 ‘U,VZI,...,ZI’L
J=0

Daie doLema2.5.5,

Pl (s o0)])) < P(feldg (s w)]) + 0 (foldy (o)) < 1+mg?™ +n < 2n,

implicando que a matriz ( f[d,(x,,Xv)]) ndo tem posto completo e f ndo é estritamente positiva
definida sobre S7~!. Analogamente se procede, caso K N (2Z, + 1) seja finito.
Para provar a reciproca, suponha que K N2Z, e KN (2Z, + 1) sdo infinitos. Sejam xi,...,x,

pontos distintos em S?~!. Primeiramente, assuma que esses pontos sdo tais que os produtos
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internos (x,,e;) sejam distintos em (—1,1) e que

7 /" —
Xy = (cos Oy, senByx,), x, €S7 2 u=1,....n,
conforme a observagdo recorrente do Lema 2.2.1. Sejam escalares reais cy, ..., c, tais que

Y . 0L0)F (W X)) =0, k€K, 1=0,1,....k x'.xlecSI 2
u=1

Em particular, quando / = k,

n
Y cusen®Q, Pl (¢ A) =0, keK,x' €S2, (3.6)

=1
Para provar que os ¢, sdo nulos, procedemos por indugdo sobre a quantidade de pontos esféricos.
Como sen0; € ndo nulo, o caso n = 1 torna-se trivial. Paran > 2, a presenga de pontos antipodais
podem ocorrer e, precisamos analisar tais situacdes. Primeiramente, suponha que n =2 e x| =
—x2, implicando que x| = —x4. Com auxilio da Proposi¢do 2.4.2, quando x” = x{, a igualdade
(3.6) torna-se
0= clsenkelP,:“*l/z(l) + czsenkeszﬁl/z(—l) = (c1+ (—l)kcz)senkﬂlP,Zﬁl/z(l).

A hipdtese sobre K e o fato que senk0; # 0, revelam que ¢ + ¢, = 0 = ¢; — ¢, mostrando que

c1 = ca = 0. Assuma, agora, que o resultado vale para n — 1 pontos, onde n > 3, caso hajam

pontos antipodais ou n > 2, caso contrario. Seja
sen®,, = max {sen@, : u=1,...,n}.

Aqui, subdividimos o restante da demonstra¢do nos casos a seguir:
(1) O conjunto {x1,...,x,}\{xy } ndo contém o ponto antipodal de x,.
(2) O conjunto {x1,...,x,}\{x,} contém o ponto antipodal de x,,.

Se ocorrer (1), entdo sen8,, > sen®,,, up # u. Tomando x” = xZO e dividindo (3.6) por sen® 0, >

0, obtemos
sen @, ¢ A=1/20/ n _n A—1/2
Z Cu P (g0 X)) + g P (1)=0, keK.
sen©
HF Lo Ho
Equivalentemente,

A=1/2,/ 3

9, \ P X,y s X

Zc#(se“ ”) f W) o ek
sen® A—1/2 Ho

1o Ko by (1)
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Observamos que cada parcela da soma anterior € uma sequéncia indexada em K, cujo k-ésimo

termo € NS
) <seney)kpk/ (s 210
K seneyo Pz‘_l/z(l)
Como 0 < (seney/senﬁm))k <le ‘P,:rl/z“xzo,x;,’))’ < P,Z"fl/z(l), k€K,
A—1/2
i (2000 R )
k—eo \ S€N 0, P}b_l/z(l) » H7HO;
k
revelando que ¢,, = 0. A hipétese de indug@do, implica que ¢; = - -+ = ¢, = 0, neste caso.
Se (2) ocorrer com x,,; = —Xy,, entdo sen8,, = senB,, > senO, u # uo, 4 € x,, = —xy . Esco-
Ihendo x”" = xj; , vemos que (3.6) toma a forma
k ph=1/2¢/ 10 n
senB, \ " P (%))
L (seneu) o e+ (D e =0, keK.
MO M1 Ho Py (1)
Consequentemente,

A1/2/ p p

sen8, \ X P X, X

Z Cu = 2k ( Ho ”>)+c# +cy =0, 2keK
sen® A—1/2 0T A

UFO 1 Ho 1o (1)

2k+1 A—1/2 "o
sen® P X, 3 X
E c,,( ”) 2kt 1 (< ] ”>)+cy0—cm =0, 2k+1€K.

sen B, P%kiyll/z(l)

A mesma argumentacdo usando limite como na demonstragao de (1), leva-nos a ¢,, = ¢, = 0.

HFEHO M1

Assim, a hipétese de indugdo revela que ¢y = --- = ¢, = 0. O término da demonstragao requer,
ainda, a andlise do caso em que (x,,e;) ndo sdo distintos em (—1,1). Nesse caso, sejay € S
tal que y # £x, e (xy,y) # (xv,y), u # v. Consequentemente os pontos px, t€ém as mesmas
propriedades que os pontos x,, que conduziram a demonstragio da parte anterior, a saber, px, #
pxv, U 7V,

px, = (cos6,,senB,pxy;), px’ e SZ;O =S92,

(Pxuse1) = (Xu,y) # (xv,y) = (Pxv,e1), HF#V

e (pxy,e1) # 1, u=1,...,n. Segue que os passos da parte anterior desta demonstracdo podem

ser imitados para ver que a igualdade

n
Y cu0h(0)P (W pxl)) =0, keK, 1=0,1,....k, x",xleSI>
u=1
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nos conduz acy =--- = ¢, =0. Portanto, pelas duas partes provadas, a conclusdo da demonstra¢ao

segue da Proposicao 2.7.7. [

Também incluimos a contraparte do Teorema 3.1.9 quando ¢ > 2, em que a condi¢do exi-
gida para K ¢ ligeiramente diferente daquela. Portanto, trata-se da caracteriza¢do de fungdes

estritamente positivas definidas de ordem 2 sobre S7~!.

Teorema 3.2.11 Seja q um inteiro maior que 2. O conjunto K induz SPD de ordem 2 sobre

Si=1 se e somente se K contém um par e um impar.

Demonstracao: A parte direta da demonstracdo é o Teorema 3.2.1 e a reciproca é o Teorema
3.2.9. [

3.3 Positividade estrita sobre S

A notacdo S™ do titulo desta secdo, refere-se a esfera unitdria do espago de Hilbert, o espaco
vetorial real formado pelas sequéncias reais de quadrado somdvel que aqui denotamos simples-

mente por /2. Lembramos que
de(x,y) := arccos(x,y)2, x,y €S™

é uma métrica sobre S. A notagio (-,-) é o produto interno usual de ¢,
Os resultados coletados aqui foram retirados de [10, 12, 23, 24]. Comecamos, recordando

a caracterizagdo de fungdes positivas definidas sobre S™ que € devido a Bingham e Schoenberg
([7, 32]).

Teorema 3.3.1 Seja f : [0,7] — R uma fungdo continua. Entdo, a fungdo f € positiva definida

em todas as esferas S17! se e somente se
f(8) =Y ap(f)cos’®, a7(f) =0, f(0)<e.
k=0

A exemplo das secOes anteriores, nesta, o conjunto K desempenha o mesmo papel, isto &,

dado f como na soma acima,

Keo(f) ={k € Zy : a’(f) > 0}

Por outro lado, a qualquer conjunto de Z estd associada uma funcdo f como na expansao do

teorema anterior.
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3.3.1 Condicoes necessarias para S*

Na verdade, o apresentado aqui consiste de um resumo de resultados provados ou mencio-

nados nas se¢des anteriores.

Teorema 3.3.2 Se K induz SPD de ordem n sobre S, entdo {k € K : k > [n/2] — 1} contém

um par e um impar.

Demonstracao: Seja K como na hipétese do teorema. Segue que K induz SPD de ordem n
sobre qualquer S?~!. Portanto, pelo Teorema 3.2.2, o conjunto {k € K : k > [n/2] — 1} contém

um par € um impar. [
Corolario 3.3.1 Se K induz SPD sobre S%, entdo K contém infinitos pares e infinitos impares.

3.3.2 Condicoes suficientes para S™

Um passo significativo neste contexto € devido a Cheney que em 1993 provou o teorema a
seguir([10]).

Teorema 3.3.3 Se m — 1,m € K, entdo este conjunto induz SPD de ordens menores que m+ 2

sobre S*.

Motivado por este teorema, em 1999 Menegatto melhorou a condi¢cao de Cheney no sentido

de que os indices par e impar da hipétese, agora, ndo precisam ser consecutivos ([23]).

Teorema 3.3.4 Se para inteiros ndo negativos | e m, 21,2m+ 1 € K, entdo K induz SPD de

ordens menores ou iguais a min{2/,2m+ 1} + 2 sobre S*.

Demonstracao: Assuma a hipétese do teorema e considere N = max{2/,2m+-1}. Pela Proposi¢ao

2.77.2, basta mostrarmos que
N
fv(®) =Y a7 (f)cos’6
k=0

¢ estritamente positiva definida sobre S* de ordens n < min{2/,2m+ 1} + 1. De fato, pela

Proposicao 2.4.2,

&2l n—2)/2

N [
) =Y ar(f) Y b0 km)p57 P (cos8),  b(j,k,n) > 0.
k=0 =0

J

Entdo, a funcdo fy tem dois somandos da forma

[ m
Y a5(£)b(j 2Py, )2 (c0s8) + Y 5,01 (F)b(j,2m+1,m)Py, P12 (cos®),
j=0 j=0
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contendo min{2/,2m+ 1} + 2 parcelas. Segue que K, (gy). Como n < min{2/,2m+1}+2, a

fun¢do dada pela soma destas duas parcelas tem o somando

n—1
2(0)= Z c(r,l,m,n)Pr("_z)/z(cose), c(r,l,m,n) >0
r=0

que, pelo Teorema 3.2.4, é estritamente positiva definida de ordem n sobre S*~!. Consequen-
temente, a funcdo fy é estritamente positiva definida de ordem n sobre S"~!. Seguindo, se
X1,...,X, sdo pontos distintos em S*, entdo o susbespaco de ¢2, gerado por {x,...,x,} tem di-
mensao menor ou igual a n. Assumimos que n € sua dimensao. Logo, os pontos x,...,x;, estdo
biunivocamente associados aos vetores candnicos ey, ..., e, € "~ !, mediante um isomorfismo

que preserva produto interno. Segue que a matriz

(/v [deo (o, 20)]) = (Sivldn(eus ev)])

¢ positiva definida sobre S . Como fy € um somando de f, pela Proposicdo 2.7.2, esta é

estritamente positiva definida de ordem n sobre S, finalizando a demonstrag¢ao do teorema. H

Corolario 3.3.2 O conjunto {0,1,...,n— 1} induz SPD de ordem n sobre S*.
Corolario 3.3.3 Se K contém infinitos pares e infinitos impares, entdo K induz SPD sobre S*.

Teorema 3.3.5 Se {k € K : k > [n/2] — 1} contém um par e um impar, entdo K induz SPD de

ordem n sobre S”.

Demonstracao: Suponha que K contenha os inteiros 2/,2m + 1, ambos maiores ou iguais a
[n/2] — 1. Agora, imitando os passos da demonstracdo anterior para N = max{2/,2m + 1},

concluimos que f possui 0 somando

[n/2] (n-2)/2
g(0) = Z d(r,l,m,n)P" (cos®), d(r,l,m,n)>0,
r=0

onde [n/2] <min{2l/,2m+ 1} 4 1. No restante da demonstra¢do, usam-se 0os mesmos argumen-

tos do final da demonstracdo do teorema anterior. |

3.3.3 Condicao necessaria e suficiente para S”

O titulo acima sugere o que esta subsecdo conterd, um resumo das subsecoes 3.3.1 e 3.3.2.

Teorema 3.3.6 Seja n um inteiro maior que 1. O conjunto K induz SPD de ordem n sobre ST

se e somente se {k € K : k> [n/2] — 1} contém um par e um impar.
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Demonstracao: A implicacdo direta é o Teorema 3.2.2, enquanto que a demonstragdo da reciproca

vem do Teorema 3.3.5. [ |

Teorema 3.3.7 Seja f : [0,7] — R uma fungdo continua. A fungdo f é estritamente positiva

definida sobre S™ se e somente se
Z ag (f)cos*®, ap(f) >0, f(0)<eo

e K (f) contém infinitos pares e infinitos impares.
Demonstracao: Veja os teoremas 3.2.10 e 3.3.4. |

A exemplo das secdes anteriores, onde n = 2 foi separadamente trabalhado, segue a condicao
necessdria e suficiente quando n = 2 sobre S*. Ela foi apresentada por Menegatto em 1999([24])
e, percebemos certa similitude com o Teorema 3.2.10, agora, para esferas de dimensdes maio-

Ies.

Teorema 3.3.8 Seja g maior que 1. O conjunto K induz SPD de ordem 2 sobre S™ se e somente

se K contém um par e um impar.

Demonstracao: A parte direta é o Teorema 3.2.1, enquanto que a demonstracdo da reciproca

vem do Teorema 3.3.5. [ |

3.4 Consideracoes finais

Conforme a exposi¢do das secoes que compdem este trabalho, nosso intuito foi o de produzir
um material consistente contendo a evolugdo histdrica da pesquisa sobre interpolagdo esférica
e sua estreita relacdo com a classe das funcgdes estritamente positivas definidas sobre esferas de
todas as dimensoes.

Guardamos para esta secio, a mencao de outra familia de funcdes que igualmente sdo es-
colhas alternativas de comprovado sucesso para resolver o problema de interpolacdo que foi

descrita na Secdo 2.8. Falamos das fung¢des introduzidas a seguir([11, 23]).

Definicao 3.4.1 Uma funcdo g : [0,7] — R é condicionalmente negativa definida de ordem
n > 1 sobre S9! quando —g é positiva definida de ordem n sobre S9!, sempre que o conjunto

de escalares estiverem restritos ao hiperplano

{(cl,.. YER" : ch—O} (3.7)
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A funcdo g é condicionalmente negativa definida sobre S9! quando ela o for de todas as ordens
ai. A funcdo g é estritamente condicionalmente negativa definida de ordem n > 1 sobre S~
quando —g é estritamente positiva definida de ordem n sobre S171, sempre que os escalares
sdo ndo todos nulos no hiperplano (3.7). Ela é estritamente condicionalmente negativa definida

sobre S171, quando o for de todas as ordens a.

Agora, torna-se evidente a afirmacao:

A funcédo f é positiva definida sobre SI~! se e somente se c—f é

condicionalmente negativa definida sobre S1~!, sempre que c € R.

Assim, esta afirmacao e as sec¢Oes anteriores possibilitam as classificacdes listadas na sequéncia.
Notamos que os resultados elencados na sequéncia é um resumo do que foi estudado neste

trabalho. Para tanto, usamos a normalizag¢ao
A A/ ph
Pk :Pk/Pk(l)'

Como antes, as sequéncias (ax) que aqui aparecem sdo compostas de niimeros reais como

no Teorema de Schoenberg.

Teorema 3.4.1 A fungdo continua g : [0,] — R é estritamente condicionalmente negativa de-

finida de ordem 2 sobre S' se e somente se

g(8) =g(0)+ Y ax[l —coskb], Y a<eo,
kekK kekK

onde K contém um par e um conjunto de coprimos.

Teorema 3.4.2 A fungdo continua g : [0,] — R € estritamente condicionalmente negativa de-

finida de ordem 2 sobre S17! se e somente se

2(0)=g(0)+ Z a1 —p%(cos 0)], Z ax < oo,
kekK kekK

onde K contém um par e um impar.

Teorema 3.4.3 A fungdo continua g : [0,] — R é estritamente condicionalmente negativa de-

finida sobre ST se e somente se

2(0)=¢g(0)+ Z a1 —p%(cos 0)], Z ag < oo,
kekK kek

onde K contém infinitos pares e infinitos impares.
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Teorema 3.4.4 A fungdo continua g : [0,] — R é estritamente condicionalmente negativa de-

finida sobre S™ se e somente se

£(0) =g(0)+ Y [l —cos*6], g(n/2) <o,
kekK

onde K contém infinitos pares e infinitos impares.

Nao podemos finalizar a presente dissertacao sem mencionar o Prof. E. W. Cheney(1929-
2016), autor de belas técnicas de demonstragdes que tivemos a oportunidade de aqui rememora-
las. Vem dele a heranga que temos desta vertente da Andlise Harmonica no Brasil, trazida pelo
Prof. V. A. Menegatto, inicializador dessa area de pesquisa no Instituto de Ci€ncias Matemaéticas
e de Computagdo da Universidade de Sdo Paulo em 1994, data de suas primeiras publicagdes e
orientacOes. Somos gratos ao Prof. Cheney por ter nos ensinado tdo bem a li¢do de observarmos

os problemas que moram na superficie da esfera.
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Simbolos e Notacoes

r Func¢do gama usual

RY Espaco euclidiano real g-dimensional

S Esfera unitdria de R? centrada na origem

dy Distancia geodésica sobre S9!

Sg’t Subesfera de S7~!

Oy Grupo dos operadores ortogonais sobre RY

p* Adjunto do operador p € O,

oy Medida usual de Lebesgue sobre R?

LZ(Sq_l) Espaco vetorial real de fungdes 6,-mensuréveis quadrado-integrdveis sobre Se-1
o Multi-indice com g coordenadas em Z

[ Espaco vetorial dos polindmios em ¢ varidveis reais

24 Subespaco de []? formado pelos polindmios v-homogéneos em ¢ variaveis
Ay Operador de Laplace em g componentes

HY Subespaco de polindmios em P que sdo harmdnicos

H Espaco dos harmonicos esféricos

Y] Elemento da base de #/

Zy Conjunto dos inteiros nao negativos

d(q,v) Dimensio de 7/

P,Z‘ Polindmio de Gegenbauer de grau k associado ao pardmetro A > —1/2
My (R) Espaco vetorial formado pelas matrizes de ordem m por n com entradas reais
Al Transposta da matriz A

c(se1 Espaco vetorial das fungdes reais continuas definidas em S9!
E(61,...,0,) Espaco vetorial real gerado por exponenciais

2 Espaco das sequéncias reais de quadrado somével

{+,) Produto interno sobre RY

(-, Produto interno fung¢des continuas

(,)q Produto interno sobre L*(S7~!,6,)

;)2 Produto interno sobre £2
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