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Resumo

Nesta dissertação apresentamos a demonstração rigorosa de que os expoentes de decai-

mento das probabilidades de retorno são iguais às dimensões de correlação da medida

espectral. Para isso, nos concentramos no estudo das relações entre o grupo de evolução

unitário gerado por um operador autoadjunto de�nido em um espaço de Hilbert separável

H e as propriedades da medida espectral desse operador autoadjunto.

Palavras�chave: Medida Espectral, Probabilidade de Retorno, Dimensão de Correlação.
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Abstract

In this dissertation we present the rigorous demonstration that the decay exponents of the

return probabilities are equal to the correlation dimensions of the spectral measure. For

this, we focus on the study of the relations between the unitary evolution group generated

by a self-adjoint operator de�ned in a separable Hilbert space H and the properties of the

spectral measure of that self-adjoint operator.

Keywords: Espectral Measure, Return Probability, Correlation Dimension.
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Capítulo 1

Introdução

A teoria dos operadores autoadjuntos e suas respectivas aplicações em espaços de

Hilbert, H, vem ganhando grande destaque tanto na Física quanto na Matemática, em

especial na análise funcional. Parte desta teoria se dedica ao estudo de modelos físicos

que descrevem a evolução temporal de um estado quântico em um instante de tempo t.

Para melhor entender este trabalho, destacamos alguns postulados da mecânica quân-

tica:

1. Em um sistema físico, os estados desse sistema são representados por elementos

normalizados ξ de um espaço de Hilbert H, separável e complexo.

2. Os observáveis físicos, por exemplo, energia, posição ou momento, são representados

por operadores autoadjuntos T : dom T ⊂ H → H. Geralmente esses operadores

não são contínuos e são de�nidos apenas em um subconjunto denso de H, (ver

Proposição 3.1.10).

3. O valor esperado do operador T no estado ξ é dado por ETξ = 〈ξ, T ξ〉 e os valores

esperados estão relacionados com o espectro de T .

4. A evolução temporal de um sistema quântico é dada pela solução da equação de

Schrödinger  i~
∂

∂t
ξ(t) = Hξ(t)

ξ(0) = ξ ∈ dom T
,

1
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onde ~ =
h

2π
é a constante de Planck. A saber, ξ(t) = e

−itH
~ .

A equação de Schrödinger é uma equação diferencial parcial que descreve como o es-

tado quântico de um sistema físico evolui com o tempo. Na mecânica quântica, a equação

de Schrödinger é análoga a segunda lei de Newton, ou seja, é a equação que descreve a

dinâmica de um sistema físico.

Neste trabalho, estamos interessados em analisar o comportamento do observável

quando o tempo é grande, isto é, t→∞ e o operador autoadjunto em estudo é a Hamil-

toniana H.

A Hamiltoniana é o operador cujo observável correspondente é a energia total do sis-

tema. O conjunto dos possíveis valores de energia formam um espectro deste operador.

É interessante ressaltar que, em uma abordagem matemática, qualquer operador auto-

adjunto pode ser decomposto usando suas medidas espectrais, inclusive a Hamiltoniana.

Por esse motivo faz-se necessário o estudo aprofundado da teoria espectral, visto que dife-

rentes subespaços espectrais de um operador autoadjunto T fornece diferentes comporta-

mentos do grupo de evolução unitário, como veremos com os conceitos da probabilidade

de retorno quântico.

Assim, uma pergunta natural surge neste contexto. Qual é a relação entre uma propri-

edade espectral de um operador autoadjunto e a dinâmica do grupo de evolução unitário

gerado por esse operador ?

A evolução de uma função (função de onda) ψ é descrita pela solução ψ(t) = e−itTψ

da equação de Schöringer temporal i
∂

∂t
ψ(t) = Tψ(t)

ψ(t = 0) = ψ0

,

onde T é o operador autoadjunto (no nosso caso, a Hamiltoniana H).

A relação entre e−itT , que chamamos de grupo de evolução unitário temporal, e as

propriedades espectrais são estabelecidas pela teoria espectral através da igualdade

〈ψ, f(t)ψ〉 =

∫
σ(T )

f(x) dµψ(x),
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em que µψ é a medida espectral de T com respeito a ψ, f é uma função de Borel mensurável

e limitada sobre R e σ(T ) é o espectro do operador autoadjunto.

Como o espectro é a união dos suportes de todas as medidas espectrais (há casos em

que o suporte de uma única medida já da todo o espectro), então podemos mostrar que

cada tipo espectral está relacionado a um comportamento quando (t→∞). E esses tipos

espectrais são dados pelas decomposições das medidas e do espaço de Hilbert H.

Um conceito importante para essa dissertação é a probabilidade de retorno. Essa

probabilidade se relaciona com o Teorema Espectral e é dada por,

pξ(t) := |〈ξ, e−itT ξ〉|2,

e de forma geral

pη,ξ(t) := |〈η, e−itT ξ〉|2,

com condição inicial ξ, no tempo t, (veja [7]).

Note então a relação crucial entre essas quantidades e o Teorema Espectral,

pξ(t) = |〈ξ, e−itT ξ〉|2

=
∣∣∣ ∫

σ(T )

e−itT dµξ(x)
∣∣∣2

= |µ̂ξ(t)|2,

onde µ̂ξ(t) =

∫
σ(T )

e−itT dµξ(x) é chamada de transformada de Fourier da medida µξ.

Logo, o comportamento da probabilidade de retorno e os valores esperados de operado-

res teste estão naturalmente relacionados às medidas espetrais de T através da igualdade

|〈ξ, e−itT ξ〉| = |µ̂ξ(t)| =
∫
σ(T )

|e−itλ dµξ(λ)|.

Sendo assim, o principal objetivo dessa dissertação é estudar as relações existentes

entre a dinâmica do grupo de evolução unitário gerado por um operador autoadjunto,

e−itT , e algumas propriedades de suas respectivas medidas espectrais.

Em particular, neste trabalho demonstramos de forma rigorosa, baseado em [1], que

os expoentes de decaimento das probabilidades de retorno são iguais às dimensões de

correlação da medida espectral, isto é,

lim
t→∞

inf
log 〈pξ〉(t)

log(t)
= −D+

2
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e

lim
t→∞

sup
log 〈pξ〉(t)

log(t)
= −D−2 ,

onde a função de correlação é dada por 〈pξ〉(t) :=
1

t

∫ t

0

pξ(s) ds, e D
−
2 , D

+
2 são respecti-

vamente as dimensões de correlação inferior e superior, dadas na De�nição 5.2.10.

A motivação para a realização deste trabalho foi baseado no artigo [4]. Nesse artigo

os autores mostraram de forma analítica que, para o espectro de conjuntos de Cantor

(singular contínuo ou absolutamente contínuo), a função de correlação 〈pξ〉(t) é aproxi-

madamente T−δ, sendo δ a dimensão de correlação de uma medida µ, que denotamos por

D2, ou seja,

〈pξ〉(t) ∼ T−δ.

Uma demonstração alternativa desse resultado é dado em [3] usando-se transformadas

Wavelet. Nesse artigo, da-se uma nova de�nição para dimensão fractal como comporta-

mento de pequena escala da q-energia de transformadas wavelet. Esta é uma generalização

de abordagens multi-fractais. Com esta de�nição particular, foi mostrado que a dimen-

são de correlação da medida espectral determina o comportamento da evolução temporal

gerada por um operador autoadjunto limitado em um espaço de Hilbert H.

Um ponto interessante apresentado, é que os expoentes de decaimento das probabi-

lidades de retorno são de�nidos de forma puramente dinâmica, enquanto às dimensões

de correlação são de�nidas de forma puramente teórica para uma medida, mas quando

aplicados as medidas espectrais associadas a Hamiltoniana H, ocorre o encontro desses

conceitos, aparentemente tão distintos.

Em seguida apresentamos como a dissertação está estruturada.

No Capítulo 2 fazemos uma revisão bibliográ�ca baseada nas referências [7, 8, 11, 12],

apresentando alguns dos principais resultados de Medida e Integração e Análise Funcio-

nal.

Já no Capítulo 3, apresentamos os conceitos de operadores adjunto e autoadjunto e

introduzimos de maneira sucinta alguns conceitos essenciais para a teoria espectral. Ini-

cialmente de�nimos o que é uma resolução da identidade e suas propriedades. Como con-

sequência enunciamos o conhecido Teorema Espectral, não demonstrado aqui por razões



5

técnicas. Para facilitar o entendimento desses conteúdos, na sequência são apresentadas

algumas aplicações do Teorema Espectral. Para �nalizar este capítulo apresentamos na

Seção 3.4 a decomposição de um operador autoadjunto em partes discreta e essencial e na

Seção 3.5 apresentamos a decomposição de um operador autoadjunto em parte pontual,

absolutamente contínuo e singular contínuo.

O Capítulo 4 apresenta resultados mais so�sticados e aprofundados atráves da relação

entre os conceitos de probabilidade de retorno, dos operadores teste e das medidas espec-

trais de um operador autoadjunto. Destacamos neste capítulo, os Lemas de Riemann-

Lebesgue, Wiener e o Teorema de RAGE baseado em [7].

Finalmente no Capítulo 5 fazemos uma extensão do Capítulo 4, estudando de forma

detalhada o artigo Remarks on the relation between quantum dynamics and fractal spectra

[1]. É nesse capítulo que conseguimos alcançar o nosso objetivo, que é a demonstração do

Teorema 5.2.13.



Capítulo 2

Conceitos Iniciais

Apresentamos neste capítulo uma coletânea de conceitos e resultados sobre Medida

e Integração e Análise Funcional, necessários para o entendimento da dissertação, (veja

[7, 8, 11, 12]). Em todo o trabalho denotaremos por R e C o corpo dos números reais

e complexos, respectivamente. Quando não houver a necessidade de especi�car o corpo,

usaremos F = R ou C. N e Z denotarão o conjunto dos números naturais e inteiros,

respectivamente.

2.1 Medida e Integração

Nesta seção apresentaremos resultados importantes sobre Medida e Integração, onde

supomos que os leitores tenham conhecimento de Álgebra Linear e Topologia geral. Para

mais detalhes e demonstrações dos resultados aqui apresentados, indicamos [12].

De�nição 2.1.1. Uma coleção M de subconjuntos de um conjunto X é uma σ-álgebra

em X se M satisfaz:

(i) X ∈M.

(ii) Se M ∈ M, então M c ∈ M, onde M é um subconjunto de M e M c o seu comple-

mentar.

(iii) Se Mj ∈M e M =
∞⋃
j=1

Mj então M ∈M.

6
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De�nição 2.1.2. Se M é uma σ-álgebra em X, então X é dito um espaço mensurável,

e cada elemento M ∈M é chamado de conjunto mensurável em X.

Pode-se denotar um espaço mensurável como (X,M), porém na maioria das vezes

usaremos somente X para denotar um espaço mensurável.

De�nição 2.1.3. Seja X um espaço mensurável. Se E é um conjunto mensurável em X

e se

χE(x) =

 1 se x ∈ E

0 se x /∈ E
,

então χE é uma função mensurável que chamamos de função característica de E.

Para de�nirmos uma σ-álgebra de Borel, devemos nos lembrar que:

Se F é uma coleção qualquer de subconjuntos de X, existe uma menor σ-álgebra M∗ em

X tal que F ⊂M∗, onde M∗ é dita σ-álgebra gerada por F .

Diante disso,

De�nição 2.1.4. Se X é um espaço topológico, existe uma menor σ-álgebra, B em X, tal

que todo conjunto aberto em X pertence a B. Dessa forma, B é dito ser uma σ-álgebra de

Borel e seus elementos são chamados de borelianos(em R, os conjuntos abertos e fechados

são borelianos).

De�nição 2.1.5. Seja M uma σ-álgebra em X. Uma medida positiva µ de�nida em M,

é uma função µ : M → [0,∞] que é contavelmente aditiva, isto é, se (Mj)
∞
j=1 é uma

sequência de conjuntos mensuráveis dois a dois disjuntos então µ(
∞∑
j=1

Mj) =
∞∑
j=1

µ(Mj).

Denotamos um espaço de medida pela trinca (X,M, µ), ou seja, um espaço de medida

é um espaço mensurável que possui uma medida positiva de�nida na σ-álgebra M.

Teorema 2.1.6. (Convergência Monótona) Seja {fn} uma sequência de funções men-

suráveis em X, e suponha que

(a) 0 ≤ f1(x) ≤ f2(x) ≤ ... ≤ ∞, ∀x ∈ X.

(b) fn(x)→ f(x) quando n→∞, ∀x ∈ X.
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Então f é uma função mensurável, e∫
X

fn dµ→
∫
X

f dµ,

quando n→∞.

Lema 2.1.7. (Lema de Fatou) Se fn : X → [0,∞] é uma função mensurável, para todo

inteiro n, então ∫
X

(
lim
n→∞

inf fn
)
dµ ≤ lim

n→∞
inf
∫
X

fn dµ.

Teorema 2.1.8. (Convergência Dominada) Suponha que {fn} é uma sequência de

funções mensuráveis complexas em X tal que

f(x) = lim
n→∞

fn(x)

exista para cada x ∈ X. Suponha também que exista g ∈ L1(X) (onde L1(X) é o conjunto

das funções mensuráveis g ∈ X em que

∫
|g| dµ <∞) tal que

|fn(x)| ≤ g(x),

para todo x ∈ X e n ∈ N.

Então f ∈ L1(X) e vale as seguintes:

(i) lim
n→∞

∫
X

|fn − f | dµ = 0.

(ii) lim
n→∞

∫
X

fn dµ =

∫
X

f dµ.

De�nição 2.1.9. (i) Um conjunto E em um espaço topológico é dito σ-compacto se E é

a união contável de conjuntos compactos.

(ii) Um conjunto E em um espaço de medida, com medida µ, é dito σ-�nito se E é a

união contável de conjuntos Ej com medida �nita, isto é, µ(Ej) <∞.

De�nição 2.1.10. Se p e q são números reais positivos tal que p + q = pq, ou de forma

equivalente
1

p
+

1

q
= 1,

então dizemos que p e q é um par de expoentes conjugados.
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De�nição 2.1.11. Se 0 < p < ∞ e se f é uma função mensurável complexa em X,

de�nimos

‖f‖p =

{∫
X

|f |p dµ
} 1

p

.

E se p =∞ temos

‖f‖∞ = sup ess|f |.

De�nição 2.1.12. Seja p e q expoentes conjugados, 1 ≤ p ≤ ∞, temos:

(i) (Desigualdade de Hölder) Se f ∈ Lp(µ) e g ∈ Lq(µ), então fg ∈ L1(µ), e assim

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q.

(i) (Desigualdade de Minkowski) Se f ∈ Lp(µ) e g ∈ Lp(µ), então f + g ∈ Lp(µ), e

assim

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

De�nição 2.1.13. Seja µ uma medida positiva na σ-álgebra M e λ uma medida qual-

quer(positiva ou �nita) em M, então

(i) Dizemos que λ é absolutamente contínua em relação a µ, e denotamos λ � µ, se

µ(E) = 0⇒ λ(E) = 0, ∀E ∈M.

(ii) Dizemos que λ está concentrada em M , se λ(E) = λ(E ∩M), ∀E ∈ M, isto é, se

E ⊂M c então λ(E) = 0.

(iii) Suponha que λ1 e λ2 são medidas em M, dizemos que λ1 e λ2 são mutualmente

singulares, e denotamos por λ1 ⊥ λ2, se existe M ∈M em que λ1 está concentrada

em M e λ2 está concentrado em M c.

De�nição 2.1.14. Sejam µ, λ, λ1 e λ2 medidas na σ-álgebra M, com µ positiva, então

(i) Se λ está concentrada em M , então |λ| também está concentrado em M .

(ii) Se λ1 ⊥ λ2, então |λ1| ⊥ |λ2|.

(iii) Se λ1 ⊥ λ e λ2 ⊥ λ, então (λ1 + λ2) ⊥ λ.
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(iv) Se λ1 � µ e λ2 � µ, então (λ1 + λ2)� µ.

(v) Se λ� µ, então |λ| � µ.

(vi) Se λ1 � µ e λ2 ⊥ µ, então λ1 ⊥ λ2.

(vii) Se λ� µ e λ ⊥ µ, então λ = 0.

De�nição 2.1.15. (Teorema de Radon-Nikodym) Seja µ uma medida positiva e σ-

�nita na σ-álgebra M em X e seja λ uma medida complexa em M, então

(i) Existe um único par de medidas complexas λa e λs em M tal que

λ = λa + λs, λa � µ, λs ⊥ µ.

Se λ é positiva e �nita, então λa ⊥ λs.

(ii) Existe um único h ∈ L1(µ) tal que

λa(E) =

∫
E

h dµ, ∀E ∈M.

De�nição 2.1.16. Para cada função f ∈ X × Y e para cada x ∈ X, pode-se associar

uma função fx de�nida em Y e dada por fx(y) = f(x, y). De forma similar, se y ∈ Y , a

função f y é de�nida em X e dada por f y(x) = f(x, y).

De�nição 2.1.17. (Teorema de Fubini) Sejam (X,M, µ) e (Y,N, λ) espaços de medida

σ-�nitos, e seja f : X × Y → [0,∞] uma função (M×N)-mensurável.

(i) Se 0 ≤ f ≤ ∞, e se

ϕ(x) =

∫
Y

fx dλ, ψ(y) =

∫
X

f y dµ (x ∈ X, y ∈ Y ), (2.1)

então ϕ é M-mensurável, ψ é N-mensurável e∫
X

ϕ dµ =

∫
X×Y

f d(µ× λ) =

∫
Y

ψ dλ. (2.2)

(ii) Se f : X × Y → C e se

ϕ∗(x) =

∫
Y

|f |x dλ e

∫
X

ϕ∗ dµ <∞,

então f ∈ L1(µ× λ).
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(iii) Se f ∈ L1(µ× λ), então fx ∈ L1(λ) para x λ − q.t.p. e f y ∈ L1(µ) para y µ −

q.t.p.. E as funções ϕ e ψ de�nidas em (2.1) são mensuráveis a L1(µ) e a L1(λ)

respectivamente e (2.2) vale.

2.2 Análise Funcional

Nesta seção apresentaremos um resumo sobre Análise Funcional, onde supomos que os

leitores tenham conhecimento de Álgebra Linear, Medida e Integração e Topologia geral.

Na maioria das vezes X, Y, Z entre outros, denotarão espaços vetoriais e ξ, η, ζ entre

outros, denotarão seus elementos. N ,B, e H denotarão os espaços normado, de Banach

e de Hilbert, respectivamente. Para mais detalhes e demonstrações aqui apresentadas

indicamos [7, 8]

De�nição 2.2.1. Uma norma em um espaço vetorial X sobre o corpo F é uma aplicação

‖ · ‖ : X → R que satisfaz

(i) ‖ξ‖ ≥ 0, para todo ξ ∈ X, e ‖ξ‖ = 0 se, e somente se, ξ = 0.

(ii) ‖αξ‖ = |α|‖ξ‖, para todo ξ ∈ X e qualquer α ∈ F.

(iii) ‖ξ + η‖ ≤ ‖ξ‖+ ‖η‖, para todos ξ, η ∈ X.

Logo, um espaço vetorial X munido de uma norma ‖·‖ é chamado de espaço normado,

e denotamos por (X, ‖ · ‖).

Consequentemente, um espaço normado (X, ‖ · ‖) é um espaço de Banach se toda

sequência de Cauchy em (X, ‖ · ‖) é convergente.

De�nição 2.2.2. Um produto interno no espaço vetorial X é um função de X ×X → F,

(ξ, η) 7→ 〈ξ, η〉, de maneira que para quaisquer ξ, η, ζ ∈ X e α ∈ F as seguintes condições

são satisfeitas:

(i) 〈αξ + η, ζ〉 = α〈ξ, ζ〉+ 〈η, ζ〉.

(ii) 〈ξ, η〉 = 〈η, ξ〉.
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(iii) 〈ξ, ξ〉 ≥ 0 e 〈ξ, ξ〉 = 0 se, e somente se, ξ = 0.

Um espaço vetorial X com produto interno 〈·, ·〉 é chamado de espaço produto interno

e geralmente é denotado por (X, 〈·, ·〉). Com isso temos que um espaço de Hilbert é um

espaço produto interno que é completo com a norma induzida pelo produto interno, a

saber ‖ξ‖ =
√
〈ξ, ξ〉.

Os espaços de Hilbert formam a classe mais importante de Espaços de Banach, e além

disso, constituem exemplos importantes de espaços re�exivos. Em um espaço de Hilbert,

valem as desigualdades:

Proposição 2.2.3. Seja X um espaço com produto interno. Então para ξ, η ∈ X temos

(i) (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

|〈ξ, η〉| ≤ ‖ξ‖ ‖η‖,

onde ‖ξ‖ =
√
〈ξ, ξ〉.

(ii) (Desigualdade Triangular)

‖ξ + η‖ ≤ ‖ξ‖+ ‖η‖.

Teorema 2.2.4. Seja T : N1 → N2 um operador linear. Então as seguintes são equiva-

lentes:

(i) sup
‖ξ‖≤1

‖Tξ‖ <∞, ou seja, a bola unitária é limitada.

(ii) Existe C > 0 tal que ‖Tξ‖ ≤ C‖ξ‖, ∀ξ ∈ N1.

(iii) T é uniformemente contínuo.

(iv) T é contínuo.

(v) T é contínuo em 0.

De�nição 2.2.5. Um operador linear contínuo é também chamado de limitado, e o con-

junto dos operadores limitados de N1 em N2 será denotado por B(N1,N2).
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Note que B(N1,N2) é um espaço vetorial com as operações pontuais e

‖T‖ := sup
ξ∈N1
‖ξ‖≤1

‖Tξ‖

é uma norma em B(N1,N2).

Proposição 2.2.6. Se T : N1 → N2 é um operador linear e dim N1 <∞, então T é um

operador limitado.

Teorema 2.2.7. Se N é um espaço normado e B um espaço de Banach, então B(N ,B)

é Banach.

De�nição 2.2.8. Se N é um espaço normado, então o espaço de Banach B(N ,F) será

denotado por N ∗ e chamado de espaço dual de N . Cada elemento de N ∗ é chamado de

funcional linear contínuo em N .

Teorema 2.2.9. (Princípio da Limitação Uniforme) Toda família {Tα}α∈J de ope-

radores em B(B,N ) que é pontualmente limitada, ou seja, para cada ξ ∈ B tem-se

sup
α∈J
‖Tαξ‖ <∞,

é uniformemente limitada, isto é,

sup
α∈J
‖Tα‖ <∞.

Corolário 2.2.10. (Teorema de Banach-Steinhaus) Seja (Tn)∞n=1 uma sequência em

B(B,N ) de modo que, para todo ξ ∈ B, existe o limite

Tξ := lim
n→∞

Tnξ.

Então sup
n
‖Tn‖ <∞ e T é um operador em B(B,N ).

Seja {ξα}α∈J um conjunto ortonormal no espaço de Hilbert H. Uma base ortonormal

de H é um conjunto ortonormal total, ou seja, onde Lin
(
{ξα}α∈J

)
= H. Diante disso,

dois fatos importantes seguem:
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(i) (Desigualdade de Bessel) Seja {ξα}α∈J um conjunto ortonormal no espaço de Hil-

bert H, então para cada ξ ∈ H temos

‖ξ‖2 ≥
∑
α∈J

|〈ξα, ξ〉|2.

(ii) (Identidade de Parseval) Seja {ξα}α∈J uma base ortonormal no espaço de Hilbert

H, então para cada ξ ∈ H temos

‖ξ‖2 =
∑
α∈J

|〈ξα, ξ〉|2.

Um espaço de Hilbert H é dito separável se possui uma base ortonormal contável.

Teorema 2.2.11. (Teorema da Representação de Riesz) Sejam H um espaço de

Hilbert e H∗ seu dual. A aplicação γ : H → H∗, γ(ξ) = fξ, para cada ξ ∈ H, dada por

γ(ξ)(η) = fξ(η) = 〈ξ, η〉, ∀η ∈ H,

é uma isometria antilinear e sobrejetora em H∗.

Este é um importante resultado de Análise Funcional que diz que cada elemento de H∗

é identi�cado com um único ξ ∈ H via fξ e ‖fξ‖ = ‖ξ‖. Note que através deste teorema

pode-se provar que todo espaço de Hilbert é re�exivo.

Teorema 2.2.12. (Teorema da Aplicação Aberta) Se T ∈ B(B1,B2) e img T = B2,

então T é uma aplicação aberta.

Corolário 2.2.13. Se T ∈ B(B1,B2) é uma bijeção entre B1 e B2, então T
−1 também é

uma aplicação linear contínua, isto é, T−1 ∈ B(B2,B1).

De�nição 2.2.14. O grá�co de um operador linear T : dom T ⊂ N1 → N2 é o subespaço

vetorial G(T ) = {(ξ, T ξ) : ξ ∈ dom T} de N1 ×N2.

De�nição 2.2.15. Um operador linear T : dom T ⊂ N1 → N2 é fechado se para toda

sequência (ξn) ⊂ dom T convergente, ξn → ξ ∈ N1, com (Tξn) ⊂ N2 também convergente,

Tξn → η, tenha-se ξ ∈ dom T e η = Tξ. Em outras palavras, T é fechado se, e somente

se, G(T ) é um subespaço vetorial fechado de N1 ×N2.
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Teorema 2.2.16. (Teorema do Grá�co Fechado) Se T : B1 → B2 é um operador

linear, então T é contínuo se, e somente se, T é fechado.

Note que os operadores T , para os quais G(T ) é o grá�co de uma extensão linear T de

T , são chamados de operadores fecháveis e T é seu fecho.

De�nição 2.2.17. Um operador linear T : N1 → N2 é compacto, se a imagem T (M), de

todo subconjunto limitado M ⊂ N1, é precompacto em N2. O conjunto desses operadores

compactos é denotado por B0(N1,N2).

De forma equivalente, T : N1 → N2 linear é compacto se (Tξn) possui subsequência

convergente em N2 para toda sequência limitada (ξn) ⊂ N1.

Proposição 2.2.18. Sejam N1,N2 espaços normados e T, S operadores lineares entre

espaços normados. Então

(i) B0(N1,N2) é um subespaço vetorial de B(N1,N2).

(ii) Se T é compacto e S limitado, então TS e ST são operadores compactos.

De�nição 2.2.19. Um operador T ∈ B(N1,N2) é dito ser de posto �nito se dim img T <

∞. O espaço vetorial dos operadores de posto �nito entre esses espaços será denotado

Bf (N1,N2).

Proposição 2.2.20. Todo operador de posto �nito é compacto. Em particular N ∗ =

B0(N ,F).

Teorema 2.2.21. B0(N ,B) é um subespaço fechado de B(N ,B). Portanto B0(N ,B) é

um espaço de Banach.

Corolário 2.2.22. Se (Tn) ⊂ Bf (N ,B) e (Tn) → (T ) em B(N ,B), então o operador T

é compacto.

De�nição 2.2.23. Seja (Tn) uma sequência de operadores em B(N1,N2) e T : N1 → N2

linear. Então
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(i) Tn converge uniformemente, ou em norma, para T se

‖Tn − T‖ → 0.

Denotamos essa convergência por Tn → T ou lim
n→∞

Tn = T.

(ii) Tn converge fortemente para T se

‖Tnξ − Tξ‖N2
→ 0, ∀ξ ∈ N1.

Denotamos essa convergência por s− lim
n→∞

Tn = T ou Tn
s→ T.

(iii) Tn converge fracamente para T se

|f(Tnξ)− f(Tξ)| → 0, ∀ξ ∈ N1,∀f ∈ N ∗2 .

Denotamos essa convergência por w − lim
n→∞

Tn = T ou Tn
w→ T.

Proposição 2.2.24. Se (Tn) ⊂ B(B,N ) converge fortemente para T : B → N , então

T ∈ B(B,N ).

Proposição 2.2.25. Seja T ∈ B0(H1,H2). Se ξn
w→ ξ em H1, então Tξn → Tξ, isto é, o

operador compacto leva sequências fracamente convergentes em fortemente convergentes.

Teorema 2.2.26. Um operador T ∈ B(H1,H2) é compacto se, e somente se, existe

uma sequência de operadores de posto �nito (Tn) ⊂ Bf (H1,H2) com T convergindo em

B(H1,H2).

Corolário 2.2.27. Seja T ∈ B(H1,H2). Então T é compacto se, e somente se, o adjunto

de Hilbert T ∗ é compacto.

Proposição 2.2.28. Seja T ∈ B(H) um operador linear. Então T é compacto se, e

somente se, (Tξn) converge em H, para toda (ξn) fracamente convergente.

Proposição 2.2.29. Seja Sn, S ∈ B(H) com Sn
s→ S. Se T é um operador compacto,

então TSn → TS e SnT → ST em norma para B(H).
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O espectro é uma generalização do conjunto dos autovalores de operadores lineares

(veja [7]). A questão espectral está diretamente relacionada à solubilidade e unicidade de

soluções de equações lineares em espaços de Banach e especialmente ao aparato matemá-

tico da mecânica quântica. A partir de agora denotaremos por I o operador identidade.

De�nição 2.2.30. Seja T : dom T ⊂ B → B um operador linear no espaço complexo de

Banach B 6= {0}. O conjunto resolvente de T , denotado por ρ(T ), é o conjunto dos λ ∈ C

para os quais os operadores resolventes de T em λ,

Rλ(T ) : B → dom T, Rλ(T ) := (T − λI)−1

existe e é limitada, isto é, Rλ(T ) ∈ B(B).

De�nição 2.2.31. O Espectro de T é o conjunto σ(T ) = C\ρ(T ).

Note que:

(i) Se T ∈ B(B) e (T − λI) é injetor com img(T − λI) = B, então pelo Teorema da

Aplicação Aberta, Rλ(T ) = (T − λI) ∈ B(B) e λ ∈ ρ(T ).

(ii) Todo autovalor λ de T (isto é, ∃ξ 6= 0 com Tξ = λξ) pertence ao espectro de T .

Podemos denotar Rλ = Rλ(T ).

Proposição 2.2.32. Se σ(T ) 6= C, então T é um operador fechado.

Proposição 2.2.33. Sejam T : dom T ⊂ B → B e S : dom S ⊂ B → B operadores

lineares. Então para qualquer z, s ∈ ρ(T ) temos:

(i) Primeira identidade do resolvente

Rz(T )−Rs(T ) = (z − s)Rz(T )Rs(T ).

Além disso, Rz(T ) comuta com Rs(T ).

(ii) Segunda identidade do resolvente

Rλ(T )−Rλ(S) = Rλ(T )(S − T )Rλ(S).
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(iii) Terceira identidade do resolvente

Rz(T )−Rz(S) = (I + (z − z0)Rz(T )) [Rz0(T )−Rz0(S)] (I + (z − z0)Rz(S)).

Corolário 2.2.34. ρ(T ) é um conjunto aberto e σ(T ) é um conjunto fechado em C.

Corolário 2.2.35. A aplicação ρ(T )→ B(B) dada por λ 7→ Rλ(T ) é contínua e unifor-

memente holomorfa, isto é, possui derivada em B(B) de�nida pelo limite

dRλ(T )

dλ
:= lim

h→0

Rλ+h(T )−Rλ(T )

h
= Rλ(T )2,

para todo λ numa vizinhança de cada ponto λ0 ∈ ρ(T ).

Corolário 2.2.36. Se ρ(T ) e σ(T ) são não vazios, então

‖Rλ(T )‖ ≥ 1

d(λ, σ(T ))
, ∀λ ∈ ρ(T ).

Corolário 2.2.37. Seja T ∈ B(B). Se |λ| > ‖T‖, então λ ∈ ρ(T ) e ‖Rλ(T )‖ → 0,

quando |λ| → ∞.

Corolário 2.2.38. Se T ∈ B(B), então σ(T ) 6= ∅.

De�nição 2.2.39. O raio espectral de um operador limitado T ∈ B(B) é

rσ(T ) := sup
λ∈σ(T )

|λ|.

Teorema 2.2.40. Se T ∈ B(B), então

rσ(T ) = lim
n→∞

‖T n‖
1
n ≤ ‖T‖.

Agora apresentaremos um resultado para operadores compactos. Note que a de�nição

de operador autoadjunto somente será dada no próximo capítulo, (veja 3.1.4).

O Teorema Espectral para operadores T : H → H compactos a�rma que:

Teorema 2.2.41. Seja T um operador autoadjunto e compacto em H, {λj} ⊂ R o con-

junto de autovalores de T e Pj a projeção ortogonal sobre N(Tλj),∀j. Então

T =
∑
j

λjPj,

onde essa série converge em norma para B(H).
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Neste capítulo ainda é interessante relembrar que, dois elementos ξ, η em um espaço

produto internoX são ortogonais se 〈ξ, η〉 = 0, e denotamos ξ ⊥ η. Se E,F são subconjun-

tos de X, então E ⊥ F indica que ξ ⊥ η sempre que ξ ∈ E e η ∈ F ; se, além disso, E e F

forem subespaços vetoriais, diz-se que eles são ortogonais. Ainda, denota-se por E⊥ o con-

junto de todos os vetores deX ortogonais a E, ou seja, E⊥ = {ξ ∈ X : 〈ξ, η〉 = 0, ∀η ∈ E}.

De�nição 2.2.42. Um espaço vetorial X é a soma direta de dois de seus subespaços

X1, X2, o que se denota por

X = X1 ⊕X2,

se todo ξ ∈ X possui uma representação única

ξ = ξ1 + ξ2, ξ1 ∈ X1, ξ2 ∈ X2.

Teorema 2.2.43. (Projeção Ortogonal) Se E é um subespaço vetorial fechado de um

espaço de Hilbert H, então

H = E ⊕ E⊥.

Por isso E⊥ é chamado de complemento ortogonal do subespaço E em H.

De�nição 2.2.44. Para funções ψ ∈ L1(Rn), de�nimos a transformada de Fourier de

uma função como

(Fψ)(t) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn
e−ixtψ(x) dx.

A transformada de Fourier pode ser vista como um operador linear limitado F :

L1(Rn) ∩ L2(Rn) → L2(Rn). Como L1(Rn) ∩ L2(Rn) é denso em L2(Rn), F possui uma

única extensão para todo L2(Rn) e tem-se

Teorema 2.2.45. (Teorema de Plancherel) A transformada de Fourier F =̂: L2(Rn)→

L2(Rn) é um operador unitário em L2(Rn).

De�nição 2.2.46. Para medidas µ positivas e �nitas em R, de�nimos a transformada

de Fourier de uma medida como

(Fµ)(t) =
1√
2π

∫
R
e−ixt dµ(x).
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Usualmente existem duas notações para a transformada de Fourier, a saber, (Fµ)(t) = µ̂

De�nição 2.2.47. Seja µ uma medida de Borel em R, o suporte dessa medida é dado

pelo conjunto

supp(µ) := {x ∈ R : µ(V ) > 0, ∀V },

sendo V uma vizinhança de x.



Capítulo 3

O Teorema Espectral para Operadores

Autoadjuntos

Neste capítulo apresentamos os conceitos de operador adjunto e autoadjunto para

operadores lineares não necessariamente contínuos. Apresentaremos também o Teorema

Espectral para operadores autoadjuntos e algumas de suas consequências e aplicações

(veja [7]). A partir de agora os espaços de Hilbert serão supostos separáveis e complexos.

Usaremos a notação A v B para indicar que A é um subconjunto denso de B e I é o

operador identidade.

3.1 Operador Adjunto

De�nição 3.1.1. Um operador linear T : dom T ⊂ H → H é simétrico se

〈Tξ, η〉 = 〈ξ, Tη〉

para todo ξ, η ∈ dom T . Então T é hermitiano se, é simétrico e dom T é denso em H.

Seja T : dom T v H1 → H2 e de�na dom T ∗ como o espaço vetorial formado

pelos elementos η ∈ H2, tal que o funcional linear ξ 7→ 〈η, T ξ〉, ξ ∈ dom T, pode ser

representado por ζ ∈ H1, ou seja 〈η, T ξ〉 = 〈ζ, ξ〉, para todo ξ ∈ dom T .

21
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De�nição 3.1.2. O adjunto de T é o operador T ∗ com domínio dom T ∗ de�nido acima,

e para η ∈ dom T ∗, T ∗η = ζ. Assim,

〈η, T ξ〉 = 〈T ∗η, ξ〉, ∀ξ ∈ dom T, ∀η ∈ dom T ∗.

Observações:

(i) É essencial que dom T seja denso em H para T ∗ estar bem de�nido.

(ii) T ∗ é um operador linear.

(iii) Se S e T são operadores lineares e z ∈ C então (S + zT )∗ = S∗ + zT ∗.

(iv) Dados dois operadores R, S, então S ⊂ R indica que R é uma extensão de S. Um

operador T : dom T v H → H é hermitiano se, e somente se T ⊂ T ∗.

Proposição 3.1.3. Se T ∈ B(H1,H2), então T ∗ ∈ B(H2,H1), T ∗∗ = T e ‖T ∗‖ = ‖T‖.

Assim 〈η, T ξ〉 = 〈T ∗η, ξ〉, para todo ξ ∈ H1, e para todo η ∈ H2.

Demonstração. Para T um operador limitado temos que dom T ∗ = H2. Pelo Teorema

de Riesz para cada ξ2 ∈ H2 temos fT ∗ξ2 ∈ H∗1 e

‖T ∗ξ2‖ = ‖fT ∗ξ2‖

= sup
‖ξ1‖=1

|fT ∗ξ2(ξ1)|

= sup
‖ξ1‖=1

|〈T ∗ξ2, ξ1〉|

= sup
‖ξ1‖=1

|〈ξ2, T ξ1〉|

≤ ‖T‖‖ξ2‖,

assim T ∗ ∈ B(H2,H1) e ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖.

Agora da de�nição de operador adjunto temos que

〈T ∗ξ2, ξ1〉 = 〈ξ2, T ξ1〉, ∀ξ1 ∈ H1, ∀ξ2 ∈ H2,

e assim T ∗∗ = T . Desse modo, ‖T‖ = ‖T ∗∗‖ ≤ ‖T ∗‖. Portanto,

‖T ∗‖ = ‖T‖.

�
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De�nição 3.1.4. (i) Um operador linear T : dom T v H → H é autoadjunto se T = T ∗.

(ii) Um operador linear limitado T : H1 → H2 é unitário se img T = H2, ou seja, é

bijetor e T ∗ = T−1.

Lema 3.1.5. G(T ∗) = (JG(T ))⊥ em H×H, com J(ξ, η) = (−η, ξ) um operador unitário.

Demonstração. Pelas relações de equivalência temos que

(η, φ) ∈ G(T ∗) ⇔ 〈Tξ, η〉 = 〈ξ, φ〉, ∀ξ ∈ dom T

⇔ 〈(−Tξ, ξ), (η, φ)〉H×H = 0, ∀ξ ∈ dom T

⇔ 〈J(ξ, T ξ), (η, φ)〉H×H = 0, ∀ξ ∈ dom T

⇔ (η, φ) ∈ (JG(T ))⊥.

Portanto segue a a�rmação. �

Corolário 3.1.6. (i) Seja T : dom T v H → H um operador linear. Então T ∗ é um

operador fechado, em particular, todo operador autoadjunto é fechado.

(ii) Todo operador hermitiano é fechável e seu fecho é hermitiano.

Demonstração. (i) Temos que G(T ∗) é um subespaço fechado, pois é o complemento

ortogonal de um conjunto pelo Lema 3.1.5. Segue assim que T ∗ é um operador fechado.

(ii) Por hipótese T é hermitiano, então T ⊂ T ∗ e como T ∗ é um operador fechado por (i),

segue que T é fechável. Agora vamos mostrar que T é hermitiano. Como dom T é denso

em H, basta mostrar que T é simétrico.

Sejam ξ, ζ ∈ dom T , e tome (ξn), (ζn) ⊂ dom T com ξn → ξ, ζn → ζ e Tξn →

Tξ, Tζn → Tζ. Temos então

〈Tζ, ξ〉 = 〈 lim
n→∞

Tζn, lim
n→∞

ξn〉

= lim
n→∞
〈Tζn, ξn〉

= lim
n→∞
〈ζn, T ξn〉 = 〈ζ, T ξ〉.

Segue assim que T é hermitiano. �
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Corolário 3.1.7. (i) Seja T : dom T v H → H um operador linear. Então T é fechável

se, e somente se, dom T ∗ é denso em H. Neste caso,

H×H = JG(T )⊕ G(T ∗) = G(T )⊕ JG(T ∗)

e
T ∗∗ = T .

(ii) Se T é fechável, então (T )
∗

= T ∗.

Demonstração. (i) Como J é únitário e J2 = −I, se T é fechável, então G(T ) e JG(T )

são subespaços fechados e

H×H = JG(T )⊕ (JG(T ))⊥

= JG(T )⊕ G(T ∗)

= G(T )⊕ JG(T ∗).

Seja ζ ∈ (dom T ∗)⊥. Assim 〈ξ, ζ〉 = 0 = 〈T ∗ξ, 0〉, ∀ξ ∈ dom T ∗, isto é o mesmo que

〈ξ, ζ〉+〈−T ∗ξ, 0〉 = 0, para todo ξ ∈ dom T ∗. Isso implica que 〈(0, ζ), (−T ∗ξ, ξ)〉H×H = 0,

para todo ξ ∈ dom T ∗. E assim (0, ζ) ∈ (JG(T ∗))⊥ = G(T ). Logo T (0) = ζ = 0. Portanto

(dom T ∗)⊥ = {0}, e assim dom T ∗ é denso em H.

Reciprocamente, se dom T ∗ é denso em H, os mesmos argumentos mostram que

nenhum ζ 6= 0 satisfaz (0, ζ) ∈ G(T ). Isso mostra que G(T ) é grá�co de algum operador

e portanto T é fechável. Além disso, usando o Lema 3.1.5, se T é fechável, T ∗∗ está bem

de�nido e H × H = JG(T ∗) ⊕ G(T ∗∗). E como G(T ∗∗) = (JG(T ∗))⊥ = G(T ) e assim

T ∗∗ = T .

(ii) Pelo Corolário 3.1.6(i) temos que T ∗ = T ∗ e por (i) desse corolário segue que

T ∗ = T ∗ = T ∗∗∗ = (T )∗.

�

De�nição 3.1.8. Um operador hermitiano T é essencialmente autoadjunto se T é auto-

adjunto.
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Note que se T, S são operadores lineares e S ⊂ T temos T ∗ ⊂ S∗, então se T é um

operador hermitiano segue que T = T ∗∗ ⊂ T ∗.

Além disso, se A é uma extensão auto-adjunta do operador hermitiano T , isto é,

T ⊂ A, então A = A∗ ⊂ T ∗, consequentemente T ∗ é uma extensão de todas as extensões

auto-adjuntas de T . Agora se T é essencialmente autoadjunto com T ⊂ A, temos

A ⊂ T ∗ ⇒ T = T ∗∗ ⊂ A⇒ A ⊂ T
∗

= T ,

de modo que, T = A.

Teorema 3.1.9. Seja T um operador hermitiano. Então

(i) T ∗ é uma extensão de todas as extensões auto-adjuntas de T .

(ii) Se T é essencialmente autoadjunto, então T possui apenas uma extensão auto-adjunta.

(iii) T é essencialmente autoadjunto se, e somente se, T ∗ é hermitiano, e neste caso

T = T ∗∗ = T ∗.

Demonstração. Diante do que já foi discutido acima, vamos demonstrar apenas (iii).

Se T é essencialmente autoadjunto, então T ∗ = T
∗

= T = T ∗∗ e T ∗ é autoadjunto,

assim T = T ∗∗ = T ∗. Logo T ∗ é hermitiano.

Agora assuma que T ∗ é hermitiano, temos assim que T ∗ = T
∗
e como T é hermitiano

temos que T ⊂ T
∗

= T ∗ ⊂ T ∗∗ = T , e desse modo T = T
∗
. Logo T é essencialmente

autoadjunto. �

Proposição 3.1.10. (Hellinger - Toeplitz) Seja T : H → H um operador linear com

〈Tη, ξ〉 = 〈η, T ξ〉,

para todo η, ξ ∈ H. Então T ∈ B(H) e é autoadjunto.

Demonstração. Suponha que T não é limitado, então existe uma sequência (ξn) em H

com ‖ξn‖ = 1 para todo n, de forma que ‖Tξn‖ → ∞. Pela desigualdade de Cauchy-

Schwarz, para cada n, o funcional linear fn : H → H, dado por fn(ξ) = 〈Tξn, ξ〉 = 〈ξn, T ξ〉
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é limitado já que

|fn(ξ)| ≤ ‖Tξn‖‖ξ‖, ∀ξ ∈ H.

Novamente por Cauchy-Schwarz tem-se que

|fn(ξ)| = |〈ξn, T ξ〉| ≤ ‖ξn‖‖Tξ‖ = ‖Tξ‖.

Segue então que para cada ξ ∈ H a sequência {fn(ξ)} é limitada e pelo Princípio da

Limitação Uniforme, existe uma constante c > 0 de modo que ‖fn‖ ≤ c, para todo n.

Assim,

‖Tξn‖2 = 〈Tξn, T ξn〉

= fn(Tξn) ≤ ‖fn‖‖Tξn‖

≤ c‖Tξn‖.

Logo ‖Tξn‖ ≤ c, para todo n, o que contradiz o fato de ‖Tξn‖ → ∞. Portanto T é

limitado e segue diretamente da de�nição que T é autoadjunto. �

Os seguintes resultados são importantes ferramentas usadas para garantir que um

operador hermitiano possua extensão(ões) auto-adjunta(s). Suas demonstrações podem

ser encontradas em [7].

Teorema 3.1.11. Se H tem uma base ortonormal de autovetores de um operador simé-

trico, T : dom T ⊂ H → H, então T é essencialmente autoadjunto e σ(T ) é o fecho do

conjunto dos autovalores de T .

De�nição 3.1.12. Seja T um operador hermitiano. Os subespaços lineares fechados

K±(T ) := N(T ∗ ± iI) = (img(T ∓ iI))⊥ são os subespaços de de�ciência de T e os

números inteiros, dados respectivamente por suas dimensões,

n+(T ) := dim N(T ∗ + iI) = dim(img (T − iI))⊥,

e

n−(T ) := dim N(T ∗ − iI) = dim(img (T + iI))⊥,

são os índices dos subespaços de de�ciência.
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Teorema 3.1.13. (Teorema de Von Neumann) Seja T um operador hermitiano com

dom T v H e T seu fecho. Então,

(i) T é um operador essencialmente autoadjunto se, e somente se, n+ = n− = 0.

(ii) T possui uma extensão auto-adjunta se, e somente se, n+ = n−.

Proposição 3.1.14. (Proposição de Von Neumann) Se T é um operador hermitiano

e existe uma conjugação, isto é, uma isometria C : H → H antilinear com C2 = I, tal que

C(dom T ) ⊂ (dom T ) e C comuta com T , então T tem uma extensão auto-adjunta.

Teorema 3.1.15. Seja T um operador hermitiano fechado. Então T é autoadjunto se, e

somente se, σ(T ) ⊂ R. Neste caso, para z ∈ C\R, temos

‖Rz(T )‖ ≤ 1

|Im z|
,

e

Rz(T )∗ = Rz(T ),

onde Im z é a parte imaginária de z. Por outro lado, se 0 6= y ∈ R, então ‖TRiy(T )‖ ≤ 1.

Exemplo 3.1.16. Operador de Schrödinger

Considere V : Rn → R uma função real em L2
loc(Rn) e ∆ o Laplaciano usual. O

domínio do operador é dom H = C∞0 (Rn) v L2(Rn). Então

(Hψ)(x) = −(∆ψ)(x) + V (x)ψ(x), ψ ∈ dom H,

isto é, H = −∆ + V é hermitiano e possui extensão auto-adjunta. De fato, dom H é

denso em L2(Rn), e aplicando a Proposição 3.1.14 com C sendo uma conjugação complexa,

segue o resultado. Aqui V é chamado de potencial e −∆ representa a energia cinética

quântica. Estas extensões auto-adjuntas são candidatas ao operador de energia quântica.

Note que V ∈ L2
loc(Rn) é uma requisito mínimo para Vψ ser um elemento de L2(Rn), com

ψ ∈ C∞0 (Rn).

Exemplo 3.1.17. Operador Multiplicação

Seja µ um medida de Borel positiva sobre um espaço métrico X obedecendo µ(E) <∞
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para todo conjunto de Borel limitado E ⊂ X. Fixe um conjunto de Borel E e seja

ϕ : E → C uma função mensurável. De�na o operador multiplicação por ϕ como o

operador linear

dom Mϕ :=
{
ψ ∈ L2

µ(E) : (ϕψ) ∈ L2
µ(E)

}
,

(Mϕψ)(x) := ϕ(x)ψ(x), ψ ∈ dom Mϕ.

Um exemplo muito importante de um operador multiplicação é a energia potencial

MV , com V : E → R, E ⊂ Rn, que geralmente será denotado simplesmente por V .

A energia mecânica total é H = H0 + V , com H0 = −∆ denotando a energia cinética

quântica. Esse H é comumente referido como o operador de Schrödinger padrão.

Observe que: dom Mϕ é denso em L2
µ(E) eMϕ

∗ =Mϕ.

De fato, seja φ ∈ (dom Mϕ)⊥ e En := |ϕ|−1 ([0, n)), que é mensurável. Se φn = χEnφ,

então φn ∈ dom Mϕ e

0 = 〈φ, φn〉 =

∫
En

|φ|2 dµ,

para φn = 0 µ− q.t.p.. Pelo Teorema da Convergência Dominada∫
En

|φ|2 dµ = lim
n→∞

∫
En

|φ|2 dµ = 0

e então φ = 0, segue assim queMϕ é denso em L2
µ(E).

Portanto, o operador autoadjuntoMϕ
∗ está bem de�nido e se f ∈ dom Mϕ

∗, existe

g ∈ L2
µ(E) com∫

E

ϕfψ dµ =

∫
E

fϕψ dµ = 〈f,Mϕψ〉 = 〈g, ψ〉 , ∀ψ ∈ dom Mϕ.

O objetivo agora é veri�car que Mϕf ∈ L2
µ(E). De�na fn = χEnf ∈ dom Mϕ =

dom Mϕ, e então ∫
E

(ϕfn −Mϕ
∗fn)ψ dµ = 0,

e tomando ψ convenientemente, obtém-se∫
En

|ϕf −Mϕ
∗f |ψ dµ = 0,



29

de modo que para µ− q.t.p em En, temos∫
E

(ϕfn −Mϕ
∗fn)ψ dµ = 0

e

(Mϕ
∗f) (x) = ϕ(x)f(x).

Assim sendo,

f ∈ dom Mϕ, Mϕf = g =Mϕ
∗f,

eMϕ =Mϕ
∗.

Destacamos ainda que,Mϕ é autoadjunto se, e somente se ϕ é uma função real.

De�nição 3.1.18. Seja T um operador linear em H. Uma sequência (ξn) ⊂ dom T , é

uma sequência de Weyl para T em z ∈ C se

‖ξn‖ = 1, ∀n

e

lim
n→∞

(T − zId) ξn = 0.

Corolário 3.1.19. Seja T : dom T v H → H um operador autoadjunto. Então λ ∈ σ(T )

se, e somente se, existe uma sequência de Weyl para T em λ.

3.2 Teorema Espectral

No Capítulo 2, Teorema 2.2.41, apresentamos o Teorema Espectral para o caso parti-

cular de operadores compactos e autoadjuntos em um espaço de Hilbert H.

Nesta seção apresentamos a versão mais geral do Teorema Espectral para operadores

autoadjuntos T : dom T v H → H. Esse teorema fornece uma descrição completa de tais

operadores. Além disso, ele é um análogo, em espaços de Hilbert de dimensão in�nita, do

fato de que matrizes hermitianas em dimensão �nita podem ser diagonalizadas.
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3.2.1 Resolução da Identidade

Usaremos a notação Proj(H) para o conjunto dos operadores de projeção ortogonal

no espaço de Hilbert H e denotaremos por A a σ-álgebra de Borel em R. Para conjuntos

Λj dois a dois disjuntos o símbolo
∑
j=1

Λj indicará sua união.

De�nição 3.2.1. Uma resolução da identidade (ou família espectral) em H é uma apli-

cação

P : A −→ Proj(H)

que satisfaz

(i) P (R) = I, onde I denota o operador identidade em H.

(ii) Se Λ =
∞∑
j=1

Λj, com Λj ∈ A, para todo j, então temos

P (Λ) = s− lim
n→∞

n∑
j=1

P (Λj).

Dada uma resolução da identidade P , para cada ξ ∈ H podemos associar uma medida

de Borel positiva e �nita µξ em R dada por

A 3 Λ 7→ µξ(Λ) := 〈ξ, P (Λ)ξ〉.

Note que µξ(Λ) := 〈ξ, P (Λ)P (Λ)ξ〉 = ‖P (Λ)ξ‖2, µξ(R) = ‖ξ‖2 e µξ é regular.

Também, para cada par ξ, η ∈ H, podemos associar uma medida de Borel complexa

µξ,η dada por

µξ,η(Λ) := 〈ξ, P (Λ)η〉.

Segue por polarização que

µξ,η(Λ) =
1

4
[µξ+η(Λ)− µξ−η(Λ) + i(µξ−iη(Λ)− µξ+iη(Λ))].

Além disso, µξ = µξ,ξ e |µξ,η(Λ)| ≤ ‖ξ‖‖η‖.

De�nição 3.2.2. µξ e µξ,η são chamadas de medidas espectrais da resolução da identidade

P associada com ξ e ao par ξ, η ∈ H, respectivamente.
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Com tais medidas espectrais podemos integrar funções e assim de�nir a integral com

respeito a resolução de identidade P . Para uma função mensurável simples f =
n∑
j=1

ajχΛj ,

de�nimos

P (f) =

∫
R
f(t) dP (t) =

∫
f dP :=

n∑
j=1

ajP (Λj).

Note que P (χΛ) = P (Λ), o que nos motiva a manter a mesma notação P para resolução

da identidade e para as integrais. Além disso, a aplicação f 7→ P (f) é linear e satisfaz

〈ξ, P (f)ξ〉 =

∫
R
f(t) dµξ(t).

Como

‖P (f)ξ‖2 =

∫
R
|f(t)|2dµξ(t) = ‖f‖2

L2
µξ

≤
(

sup
t∈R
|f(t)|2

)
‖ξ‖2,

segue que a aplicação linear P : funções simples → B(H) é contínua.

Assim, como o conjunto das funções simples com a norma da convergência uniforme

é denso no conjunto das funções borelianas limitadas, que denotamos por B∞(R), existe

uma única extensão de P a um operador linear limitado (que continuaremos denotando

por P ) P : B∞(R)→ B(H). Em particular valem, para toda f ∈ B∞(R),

〈ξ, P (f)η〉 =

∫
R
f(t) dµξ,η(t)

e

‖P (f)ξ‖2 =

∫
R
|f(t)|2dµξ(t) ≤

(
sup
t∈R
|f(t)|2

)
‖ξ‖2.

Sendo assim, considerando primeiramente as funções simples e depois tomando limites,

obtemos as seguintes propriedades:

Propriedade 3.2.3. Para f, g ∈ B∞(R) e ξ, η ∈ H temos

1. dµP (g)ξ,P (f)η = gfdµξ,η(t).

2. 〈P (g)ξ, P (f)η〉 =

∫
g(t)f(t)dµξ,η(t).

3. P (fg) = P (f)P (g) = P (g)P (f).

4. P (f) = P (f)∗ (e portanto para funções f a valores reais, o operador P (f) é limitado

e autoadjunto).
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5. P (f)∗P (f) = P (|f |2) = P (f)P (f)∗.

6. P (1) = 1 (1 denota a função constante : 1(t) = 1,∀t ∈ R) e se f é invertível com

f−1 ∈ B∞(R), então P (f−1) = P (f)−1.

Lema 3.2.4. Se P é uma resolução da identidade, considere a aplicação P : B∞(R) →

B(H). Se (fn) ⊂ B∞(R) com (‖fn‖∞) uma sequência limitada e fn → f pontualmente,

então f ∈ B∞(R) e s− lim
n→∞

P (fn) = P (f).

Demonstração. Uma veri�cação direta mostra que f ∈ B∞(R), pois |f(x)| = | lim
n→∞

fn(x)| =

lim
n→∞

|fn(x)| < c. Se ξ ∈ H,

‖P (fn)ξ − P (f)ξ‖2 = ‖(P (fn)− P (f))ξ‖2

= ‖P (fn − f)ξ‖2

=

∫
R
|fn(t)− f(t)|2 dµξ(t)→ 0

quando n→∞ pelo Teorema da Convergência Dominada. Note que, se fn → f na norma

de B∞(R), isto é, converge uniformemente, o resultado é imediato. �

Agora, vamos estender a aplicação P para funções de Borel não limitadas f : R→ C.

Dada f : R→ C boreliana seja

dom f := {ξ ∈ H : f ∈ L2
µξ

(R)} = {ξ ∈ H :

∫
|f |2dµξ <∞},

que é um subespaço vetorial de H.

Seja Λn = Λn(f) := {t ∈ R : |f(t)| ≤ n} e fn := fχΛn . Para ξ ∈ dom f tem-se

fn → f em L2
µξ

(R) pelo Teorema da Convergência Dominada. Daí temos que (fn) é uma

sequência de Cauchy em L2
µξ

(R). Como (fn) ∈ B∞(R) e

‖P (fn)ξ‖2 =

∫
|fn|2 dµξ = ‖fn‖2

L2
µξ

, (3.1)

concluímos que (P (fn)ξ)n é uma sequência de Cauchy em H que converge a um vetor

P (f)ξ. De�nimos assim P (f)ξ = lim(P (fn)ξ) com dom P (f) = dom f .

Ainda continuaremos usando a notação P (f) :=

∫
f dP e fazendo n → ∞ em (3.1)

temos

‖P (f)ξ‖2 =

∫
|f |2dµξ = ‖f‖2

L2
µξ

.
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Lema 3.2.5. Para cada função de Borel f : R→ C temos que dom f v H. Assim P (f)∗

está bem de�nido.

Demonstração. Seja Λn como acima. Se ξ ∈ H, considerando ξn = P (Λn)ξ tem-se que

µξn = χΛnµξ. Portanto∫
R
|f(t)|2 dµξn(t) =

∫
Λn

|f(t)|2 dµξ(t) ≤ n2 ‖ξ‖2 <∞,

e então ξn ∈ dom f .

Como χΛn → 1 em L2
µξ

(R), e

‖ξ − ξn‖2 =

∫
R
|1− χΛn(t)|2 dµξ,

obtemos que ξn → ξ em H pelo Teorema da Convergência Dominada. Isso mostra que

dom f é denso em H e segue o resultado. �

De�nição 3.2.6. Um operador linear T : dom T v H → H é normal se dom T = dom T ∗

e ‖Tξ‖ = ‖T ∗ξ‖, para todo ξ ∈ dom T .

Valem as seguintes propriedades para P :

Proposição 3.2.7. Seja P uma resolução da identidade.

(a) Para toda função de Borel f : R→ C o operador P (f) é normal, fechado e P (f)∗ =

P (f).

(b) Para toda função de Borel a valores reais f : R→ R, o operador P (f) é autoadjunto.

(c) Se f, g : R→ C são funções de Borel e a, b ∈ C então aP (f) + bP (g) ⊂ P (af + bg),

com dom (aP (f) + bP (g)) = dom P (f) ∩ dom P (g).

(d) Se f, g : R→ C são funções de Borel então P (f)P (g) ⊂ P (fg), com dom (P (f)P (g)) =

dom P (g) ∩ dom P (fg). Note que se dom P (g) ⊃ dom P (fg) então P (f)P (g) =

P (fg) = P (gf) = P (g)P (f) com domínio dom P (fg).

Lema 3.2.8. Um vetor ξ ∈ dom P (f) se, e somente se,

‖P (f)ξ‖2 =

∫
R
|f(t)|2dµξ(t) <∞.
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3.2.2 O Teorema Espectral

Dada uma resolução da identidade P e ξ ∈ H, denote

Hξ := {P (f)ξ : f ∈ L2
µξ

(R)}

que é um subespaço vetorial fechado de H.

De�nição 3.2.9. Hξ é chamado o subespaço cíclico gerado por ξ para P , e se Hξ = H,

dizemos que ξ é um vetor cíclico para P .

Dado ξ ∈ H e P , considere o operador

Uξ : Hξ → L2
µξ

(R), Uξ(P (f)ξ) := f.

Como

‖Uξ(P (f)ξ)‖2
L2
µξ

=

∫
|f |2 dµξ = ‖(P (f)ξ)‖2,

segue que Uξ é um operador unitário.

Além disso, para η ∈ Hξ existe g ∈ L2
µξ

(R) com η = P (g)ξ e como P (f)P (g) ⊂ P (fg)

pela Proposição 3.2.7, segue que

(UξP (f)U−1
ξ )g = UξP (f)P (g)ξ

= UξP (fg)ξ = fg =Mfg,

ou seja, UξP (f)U−1
ξ =Mf , e P (f) é unitariamente equivalente ao operador de multipli-

caçãoMf agindo em L2
µξ

(R) (veja exemplo 3.1.17). Concluí-se que:

Teorema 3.2.10. Se a resolução da identidade P possui um vetor cíclico ξ ∈ H, então

existe um operador unitário Uξ : H → L2
µξ

(R) tal que UξP (f)U−1
ξ = Mf . Além disso,

Uξ(ξ) = 1 é um vetor cíclico para P em L2
µξ

(R).

E se não há vetor cíclico para P? Neste caso, de�nimos

De�nição 3.2.11. Uma família maximal ortogonal de vetores {ξj}j∈J ⊂ H com Hξj ⊥

Hξk , se j 6= k, é dita uma base espectral para P .
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Fazendo uso do Lema de Zorn e como a soma direta de operadores unitários é unitário e

a soma direta de operadores de multiplicação é um operador de multiplicação, demonstra-

se que:

Teorema 3.2.12. Para cada resolução da identidade P , em um espaço de Hilbert sepa-

rável H, existe uma base espectral contável (ξj)
N
j=1, com N ∈ N∪{∞} e ‖ξj‖ =

1

2j
tal que

H =
N⊕
j=1

Hξj e o operador unitário

U :=
N⊕
j=1

Uξj : H →
N⊕
j=1

L2
µξj

(R),

satisfaz

UP (f)U−1 = M̂f ,

com M̂f =
N⊕
j=1

Mf um operador de multiplicação agindo em
N⊕
j=1

L2
µξj

(R), para toda função

de Borel f : R→ C.

Seja P uma resolução da identidade em H. Dentre todos os operadores autoadjuntos

de�nidos via P (f), há um que se destaca, quando f(t) = t, a saber

T :=

∫
R
t dP (t).

O Teorema Espectral a�rma que essa relação é bijetora.

Teorema 3.2.13. (Teorema Espectral) A cada operador autoadjunto T : dom T v

H → H corresponde uma única resolução da identidade P T em H, tal que

T =

∫
t dP T (t).

Assim, cada operador autoadjunto T é unitariamente equivalente ao operador de mul-

tiplicação Mh, h(t) = t atuando em L2
µ(R × {1, 2, 3, ..., N}), com µ uma medida de

probabilidade e

dom T =

{
ξ ∈ H :

∫
t2 dµTξ (t) <∞

}
,

onde µTξ,η são as medidas espectrais da resolução da identidade P T .
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De�nição 3.2.14. As medidas espectrais µTξ,η de�nidas através de P
T são ditas as medidas

espectrais de T . Além disso, T é dito ter espectro simples se P T tem espectro simples, ou

seja, possui um vetor cíclico.

Essa estrutura de T como um operador de multiplicação é chamada de representação

espectral. Basicamente, ao mudar o operador autoadjunto, o que muda na representação

espectral são as medidas espectrais µTξ , de modo que elas carregam as informações fun-

damentais sobre T .

O Teorema Espectral permite de�nir funções mensuráveis de T por meio de f(T ) :=

P T (f), onde P T é chamado de resolução da identidade de T .

Proposição 3.2.15. Seja P uma resolução da identidade em H. Se f : R → C é o

polinômio f(t) =
n∑
j=0

ajt
j, aj ∈ C, para todo j, então

P (f) =
n∑
j=0

ajT
j,

onde T := P (h) com h(t) = t.

Dado um operador autoadjunto T , a proposição acima valida a notação

f(T ) = P T (f),

para funções de Borel f : R→ C.

Para conjuntos de Borel Λ ⊂ R tem-se P T (Λ) = χΛ(T ), e tais operadores são projeções

ortogonais chamadas de projeções espectrais de T .

Note que, se T é limitado e f(T ) pode ser de�nido por séries de potência convergentes,

então essa de�nição por séries coincide com a dada pelo Teorema Espectral, uma vez que

as somas das séries parciais são os mesmos operadores em ambas as abordagens.

Também é importante ressaltar que funções mensuráveis f(t) são aproximadas por

funções simples
n∑
j=1

ajχΛj(t), enquanto que operadores normais f(T ) são aproximados

pelas correspondentes combinações lineares de projeções
n∑
j=1

ajχΛj(T ).
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Exemplo 3.2.16. Seja T um operador autoadjunto compacto e {λj} o conjunto de seus

autovalores. Seja dj = dim N(T − λjI) < ∞, a multiplicidade correspondente e escolha

uma base ortonormal
{
ξ
kj
j

}dj
kj=1

de N(T − λjI). A partir do que foi discutido até aqui, é

encontrado para ξkj , k = 1, . . . , dj, a medida espectral

µTξkj
= δλj ,

onde δλj é a medida de Dirac em λj.

Teorema 3.2.17. Se T é um operador autoadjunto, então seu espectro é o suporte da

resolução da identidade P T , isto é,

σ(T ) = {t ∈ R : P T (t− ε, t+ ε) = χ(t−ε,t+ε)(T ) 6= 0, ∀ε > 0}.

Além disso, P T (σ(T )) = χσ(T )(T ) = I e P T (ρ(T )∩R) = 0 (que também será simplesmente

denotado por P T (ρ(T )) = 0).

Demonstração. Se P T (t0 − ε, t0 + ε) 6= 0 para todo ε > 0, então existe uma sequência

normalizada (ξj) com ξj ∈ P T

(
t0 −

1

j
, t0 +

1

j

)
H, ∀j ∈ N.

Daí P T
(
t0 − 1

j
, t0 + 1

j

)
ξj = ξj e uma vez que

µξj(Λ) =

〈
ξj, P

T (Λ)P T

(
t0 −

1

j
, t0 +

1

j

)
ξj

〉
,

segue que µξj
(
R \

(
t0 − 1

j
, t0 + 1

j

))
= 0. Então, pelo Lema 3.2.8,

‖(T − t0I)ξj‖2 =

∫
(t0− 1

j
,t0+ 1

j )
(t− t0)2 dµξj(t) ≤

1

j2
‖ξj‖2 =

1

j2
→0,

quando j →∞. Isto é, (ξj) é uma sequência de Weyl para T em t0, e portanto t0 ∈ σ(T )

pelo Corolário 3.1.19

Por outro lado, assuma agora que para t0 ∈ R existe ε0 > 0 de modo que a projeção

P T (t0 − ε, t0 + ε) = 0. Então µξ((t0 − ε, t0 + ε)) = 0, ∀ξ ∈ H. Se (ξj) é uma sequência

normalizada em H, então

‖(T − t0I)ξj‖2 =

∫
R
(t− t0)2 dµξj(t)

=

∫
R\(t0−ε,t0+ε)

(t− t0)2 dµξj(t) ≥ ε2
0‖ξj‖2 = ε2

0.
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Portanto, não existe uma sequência de Weyl para T em t0, consequentemente t0 ∈

ρ(T ).

Já que ρ(T ) ∩ R é um conjunto aberto em R, este pode ser escrito com uma união

contável de intervalos disjuntos

ρ(T ) ∩ R =
∑
j

(aj, bj),

e, como discutido, P T (aj, bj) = 0, ∀j, uma vez que P T (ρ(T )) = 0. Finalmente, σ(T ) =

R \ ρ(T ) e P T (R) = I, e segue imediatamente que P T (σ(T )) = I. �

Além disso, valem os seguintes resultados:

Lema 3.2.18. Seja T um operador autoadjunto.

(i) Se Λ é um conjunto de Borel limitado em R, então img χΛ(T ) ⊂ dom T .

(ii) Se

∫
R
t dµTξ (t) ≥ 0 para todo ξ ∈ dom T , então µTξ (−∞, 0) = 0,∀ξ ∈ dom T .

Corolário 3.2.19. Seja T um operador autoadjunto em H. Então

(i) Para cada função de Borel f : R→ C, temos

f(T ) =

∫
σ(T )

f dP T := P T (χσ(T )f).

Particularmente, para ξ ∈ dom f(T ), tem-se 〈ξ, f(T )ξ〉 =

∫
σ(T )

f dµTξ .

(ii) Um número real t0 ∈ ρ(T ) se, e somente se, existe ε0 > 0 de modo que

µTξ (t0 − ε0, t0 + ε0) = 0, ∀ξ ∈ dom T.

Corolário 3.2.20. (Cálculo Funcional) Seja T um operador autoadjunto em H. Então

existe uma única aplicação linear B∞(R)→ B(H), f 7→ f(T ), de modo que os itens abaixo

são satisfeitos:

(i) fg 7→ f(T )g(T ) = g(T )f(T ).

(ii) f(T ) = f(T )∗.
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(iii) ‖f(T )‖ ≤ ‖f‖∞.

(iv) Se z ∈ ρ(T ), então
1

t− z
7→ Rz(T ) e

〈ξ, Rz(T )ξ〉 =

∫
σ(T )

1

t− z
dµTξ (t).

(v) Se o suporte (f) ∩ σ(T ) = ∅, então f(T ) = 0.

(vi) Se fn é uma sequência limitada em B∞(R) e fn → f pontualmente, então s −

lim
n→∞

fn(T ) = f(T ).

Além disso,

(i) Se f ≥ 0 então f(T ) ≥ 0 (assim, se f ≥ g então f(T ) ≥ g(T )).

(ii) Se Tξλ = λξλ e f é contínuo, então f(T )ξλ = f(λ)ξλ.

Proposição 3.2.21. Seja T um operador autoadjunto e χΛ(T ) = P T (Λ). Então

(i) T ≥ βI, isto é, 〈ξ, T ξ〉 ≥ β‖ξ‖2, para todo ξ ∈ dom T se, e somente se, χΛ(T ) = 0

para qualquer conjunto de Borel Λ ⊂ (−∞, β). De forma similar, 〈ξ, T ξ〉 ≤ γ‖ξ‖2.

(ii) T ∈ B(H) se, e somente se, existem β, γ ∈ R de modo que χΛ(T ) = 0, para qualquer

conjunto de Borel Λ ⊂ ((−∞, β) ∪ (γ,∞)) (isto é, χ[β,γ](T ) = I).

(iii) T ∈ B(H) se, somente se, σ(T ) é um conjunto limitado em R.

(iv) Se f : R → R é uma função de Borel, então χΛ(f(T )) = χf−1(Λ)(T ) para qualquer

conjunto de Borel Λ ⊂ R.

3.2.3 Exemplos

1. Operador de Multiplicação

Considere o operador autoadjunto Mϕ, para ϕ : E → R, atuando em L2
µ(E),

de�nido anteriormente. Vamos veri�car que a aplicação

A 3 Λ 7→ P (Λ) := χϕ−1(Λ)
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é uma resolução da identidade.

Uma vez que as funções características podem assumir valores reais 1 ou 0, segue que

P (Λ) é um operador autoadjunto e P (Λ)2 = P (Λ), i.e., eles são projeções ortogonais

atuando em L2
µ(E). Como ϕ−1(R) = E, χE(x) = Id,∀x ∈ E, segue que P (R) = I.

De fato, para todo ψ ∈ L2
µ(E),

‖P (R)ψ − ψ)‖2 =

∫
E

|χE(x)− Id|2|ψ(x)|2dµ(x) = 0.

Agora, se Λ =
∞∑
j=1

Λj e devido à convergencia pontual,
∑n

j=1 χϕ−1(Λj(x)→ χϕ−1(Λ)(x),

quando n→∞, para qualquer ψ ∈ 2
µ(E), temos∥∥∥∥∥ n∑

j=1

P (Λj)ψ − P (Λ)ψ

∥∥∥∥∥
2

=

∫
E

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

χϕ−1(Λj(x)− χϕ−1(Λ)(x)

∣∣∣∣∣
2

|ψ(x)|2dµ(x)

que desaparece quando n→∞ pelo Teorema da Convergência Dominada.

Consequentemente,
n∑
j=1

P (Λj)ψ → P (Λ)ψ

e então P é uma resolução da identidade. Para uma função Borel f : R→ C temos

o operador normal f(Mϕ) =Mf◦ϕ.

Operador Posição. No caso particular E = R com dµ = dx (i.e., a medida

de Lebesgue), temos o operador posição q(x) = Mx atuando em L2(R). Então a

construção acima leva à resolução da identidade A 3 Λ 7→ P q(Λ) = χΛ, de modo

que

〈ψ, P q(Λ)ψ〉 =

∫
Λ

|ψ(x)|2dx, ψ ∈ L2(R),

e

〈ψ, qψ〉 =

∫
R
x|ψ(x)|2dx, ψ ∈ dom q.

Consequentemente, a medida espectral do operador posição é

dµψ(x) = |ψ(x)|2dx.



41

Observe que eles são absolutamente contínuos com respeito à medida de Lebesgue,

para |ψ(x)|2 ∈ L1(R). Vale observar que, na verdade,

dom q =
{
ψ : q ∈ L2

µψ
(R)
}

=

{
ψ :

∫
R
x2|ψ(x)|2dx <∞

}
.

Dada uma função Borel f : R → C temos o operador normal f(q) = Mf(x). Tal

construção generaliza de uma só vez as componentes do operador posição em L2(Rn).

Operador Momento. Um operador momento em L2(R), aqui denotado por P , é

dado por dom P = F−1H1(R̂),

(FPF−1)ψ̂(p) = pψ̂(p), (Pψ)(x) = (F−1pF)ψ(x).

Assim, baseado na contrução acima do operador posição, a resolução espectral do

momento é PP(Λ)ψ(x) = F−1χΛ(p)ψ̂(p), e para a medida espectral considere

〈
ψ, PP(Λ)ψ

〉
=

〈
ψ,F−1χΛ(p)ψ̂(p)

〉
=

〈
ψ̂(p), χΛ(p)ψ̂(p)

〉
=

∫
Λ

|ψ̂(p)|2dp,

de modo que suas medidas espectrais são dµψ(p) = |ψ̂(p)|2dp, absolutamente contí-

nuo com respeito a medida de Lebesgue. Para uma função Borel f : R→ C temos

o operador normal f(P) = F−1Mf(p)F .

Operador Energia Cinética. A Hamiltoniana livre H0 em L2(Rn) é

(H0ψ)(x) := −∆ψ(x) = F−1
[
Mp2ψ̂(p)

]
(x), ψ ∈ dom H0,

dom H0 = H2(Rn), isto é, H0 é unitariamente equivalente ao operador multiplicação

pela função ϕ(p) = p2 em L2(R̂n). Assim, sua resolução da identidade é

A 3 Λ 7→ PH0(Λ) = F−1χϕ−1(Λ)F .
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Observe a expressão simples φ−1(Λ) = {p ∈ R̂n : p2 ∈ Λ}. A partir dessa expressão

e da identidade de Parseval, encontramos a medida espectral

µψ(Λ) =
〈
ψ, PH0(Λ)ψ

〉
=

∫
p2∈Λ

|ψ̂(p)|2dp,

que também são absolutamente contínuas com respeito a medida de Lebesgue e

apenas conjuntos de Borel Λ ⊂ [0,∞) podem ter medidas espectrais não nula.

Por simplicidade considere n = 1. Se ψ ∈ dom H0 escreva

〈ψ,H0ψ〉 =

∫
R
p2|ψ̂(p)|2dp

=

∫ 0

−∞
p2|ψ̂(p)|2dp+

∫ ∞
0

p2|ψ̂(p)|2dp,

e introduzindo a variável t = p2(por exemplo, p = −
√
t e p =

√
t, na primeira e na

segunda integral, respectivamente) temos

〈ψ,H0ψ〉 =

∫ ∞
0

t
(
|ψ̂(−

√
t)|2 + |ψ̂(

√
t)|2
) dt

2
√
t
.

Se ψ̂ é uma função ímpar ou par tem-se

〈ψ,H0ψ〉 =

∫ ∞
0

t|ψ̂(
√
t)|2 dt√

t
.

Introduza o espaço de Hilbert L+(resp.L−) de funções ψ ∈ L2(R) de modo que ψ̂

sejam funções pares (resp. ímpares), ambas com produto interno

[φ, ψ] :=

∫ ∞
0

φ̂(
√
t)ψ̂(
√
t)
dt√
t
,

e em cada um desses subspaços H0 torna-se o operador multiplicaçãoMh, h(t) = t.

Uma vez que toda função ψ̂ = ψ̂+ ⊕ ψ̂−, com função par ψ̂+, função ímpar ψ̂− e

(usando a mesma mudança de variável acima),

‖ψ‖2 = ‖ψ̂‖2 =

∫ ∞
0

∣∣∣ψ̂−(
√
t)
∣∣∣2 dt√

t
+

∫ ∞
0

∣∣∣ψ̂+(
√
t)
∣∣∣2 dt√

t
,

a soma direta L+ ⊕ L− é isomorfo para L2(R) e o espaço onde H0 atua comoMh

foi explicitado.

Por outro lado, para ψ ∈ dom f(H0), em L± tem-se

〈ψ, f(H0)ψ〉 =

∫ ∞
0

f(t)
∣∣∣ψ̂(
√
t)
∣∣∣2 dt√

t
.
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Considerando f = χΛ, encontramos a medida espectral de H0 em ψ pode ser escrita

na forma (pode considerar t ∈ R)

dµ
H0(t)
ψ (t) = χ(0,∞)(t)

∣∣∣ψ̂(
√
t)
∣∣∣2 dt√

t
,

que são claramente absolutamente contínuas com respeito a medida de Lebesgue.

Observe que a presença de dois subespaços nessa decomposição, indica que o espec-

tro de H0 não é simples.

2. Operador Puramente Pontual

O que vamos estudar agora está relacionado com o operador autoadjunto compacto

estudado anteriormente e com o operador padrão de Schrödinger H = −4+V .

Seja T um operador autoadjunto em H e (ξj)j uma base ortonormal de H composta

por autovetores de T com respectivos autovalores λj, isto é, Tξj = λjξj, ‖ξj‖ = 1.

Tais operadores são chamados de Operadores Pontuais Puros.

Suponha que λj 6= λk quando j 6= k(i.e, os autovalores são simples), e denote por Pj

a projeção ortogonal no subespaço unidimensional gerado por ξj. Para um conjunto

de Borel Λ ⊂ R, a função

P T (Λ) =
∑
λj∈Λ

Pj

de�ne uma resolução da identidade de T .

Cada ξ ∈ H pode ser escrito como ξ =
∑
j

ajξj com ‖ξ‖2 =
∑

j |aj|
2, de modo que

Pjξ = ajξj e se ξ ∈ dom T segue que

Tξ =
∑
j

λjajξj =
∑
j

λjPjξ.

Diante disso temos

T =
∑
j

λjPj =

∫
R
t dP T (t).

Para uma função contínua f : R→ C temos

f(T ) =
∑
j

f(λj)Pj, f(T )ξ =
∑
j

f(λj)ajξj
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e

ξ ∈ dom f(T )⇔
∑
j

|f(λj)|2|aj|2 <∞.

As medidas espectrais são

µTξ (Λ) = 〈ξ, P T (Λ)ξ〉 =
∑
λj∈Λ

|aj|2δλj =
∑
j

|aj|2δλj(Λ),

com δλj(Λ) a medida de Dirac de λj. Portanto

µTξ (Λ) =
∑
j

|aj|2δλj .

E para os autovetores ξj temos µTξj = δλj . Tais medidas espectrais não são absoluta-

mente contínuas com respeito a medida de Lebesgue (elas são chamadas de medidas

puramente pontuais).

3.3 Aplicações do Teorema Espectral

3.3.1 Interpretação Quântica das Medidas Espectrais

Dado um operador autoadjunto T representando um observável quântico e Λ ∈ A, de

acordo com os postulados da mecânica quântica, para ξ ∈ dom T ⊂ H temos que

� 〈ξ, T ξ〉 representa o valor esperado de T no estado ξ.

� 〈ξ, χΛ(T )ξ〉 representa o probabilidade de uma medida de T resultar em um valor

que está em Λ.

Pelo Teorema Espectral tais quantidades são descritas em termos de medidas espectrais

de T em ξ, ou seja,

〈ξ, χΛ(T )ξ〉 = µTξ (Λ)

e

〈ξ, T ξ〉 =

∫
σ(T )

t dµTξ (t).

Note que como µTη (R \ σ(T )) = 0, ∀η ∈ H, os valores das medidas de T resultam em

valores no espectro de T .
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Se T tem espectro pontual puro, considere (ξj) uma base ortonormal de H composta

por autovetores de T correspondentes aos autovalores λj, ou seja, Tξj = λjξj, ‖ξj‖ = 1.

Se ξ ∈ dom T, ‖ξj‖ = 1, temos ξ =
∑
j

ajξj e 1 = ‖ξj‖2 =
∑
j

|aj|2. Além disso,

Tξ =
∑
j

T (ajξj)

=
∑
j

ajTξj =
∑
j

ajλjξj.

A medida espectral é

µTξ =
∑
j

|aj|2δλj .

Se λk ∈ Λ e λj /∈ Λ para j 6= k, então a probabilidade de uma medida de T resultar

em um valor que está em Λ é

〈ξ, χΛ(T )ξ〉 = µTξ (Λ) =
∑
j

|aj|2δλj(Λ) = |ak|2.

Em geral,

〈ξ, f(T )ξ〉 =
∑
j

f(λj)|aj|2,

é o valor esperado de f(T ).

3.3.2 Evolução Temporal

Seja H um espaço de Hilbert, T : dom T ⊂ H → H um operador autoadjunto.

Considere também a equação de Schrödinger i~
∂

∂t
ξ(t) = Tξ(t)

ξ(0) = ξ ∈ dom T
,

onde ~ =
h

2π
é a constante de Planck. Para nós ~ = 1.

De�nição 3.3.1. Uma aplicação G : R → B(H) é um grupo de evolução unitário a um

parâmetro em H, ou simplesmente um grupo de evolução unitário, se G(t) é um operador

unitário em H e G(t+ s) = G(t) +G(s), para todo t, s ∈ R.
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Um grupo de evolução unitário agindo em H é fortemente contínuo se

lim
t→t0
〈G(t)ξ, η〉 = 〈G(t0)ξ, η〉,

para todo t0 ∈ R e para todo ξ, η ∈ H.

Lema 3.3.2. Se T é um operador autoadjunto então ele não admite extensão simétrica

própria.

Demonstração. Seja S simétrico e extensão de T , assim

T = T ∗, S ⊂ S∗, T ⊂ S.

Isso implica que S∗ ⊂ T ∗. Sendo assim, S ⊂ S∗ ⊂ T ∗ = T ⊂ S. Logo S = S∗ = T, ou

seja, S = T. �

Teorema 3.3.3. Seja T : dom T ⊂ H → H um operador autoadjunto e, para cada t ∈ R,

considere a função ft : R→ C, ft(λ) = e−itλ e o correspondente operador

P (ft) = ft(T ) = U(t) = e−itT .

Então

(i) R 3 t→ U(t) é um grupo de evolução unitário a um parâmetro fortemente contínuo.

(ii) Para ξ0 ∈ H, o limite

lim
t→0

(U(t)ξ0 − ξ0)

t

existe se, e somente se, ξ0 ∈ dom T e neste caso,

lim
t→0

U(t)ξ0 − ξ0

t
= −iT ξ0.

(iii) Para todo t ∈ R, U(t)dom T = dom T, TU(t) = U(t)T e, se ξ(t) = U(t)ξ0, ξ0 ∈

dom T, então i
d

dt
ξ(t) = Tξ(t).

Demonstração.
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(i) Como ft é limitada, pela Propriedade 3.2.3 tem-se que P (ft) é limitado, P (ft)
∗ =

P (ft) e P (ft)P (fs) = P (ftfs). Assim

dom P (ft) = H, P (ft)
∗ = P (f−t)

e como ft(λ)fs(λ) = e−itλe−isλ = e−i(t+s)λ, segue a propriedade de grupo a um

parâmetro

e−itT e−isT = P (ft)P (fs) = P (ftfs) = e−i(t+s)T .

Agora, e−itT (e−itT )∗ = e−itT eitT = e0T = I. Portanto, U(t) é unitário para todo

t ∈ R e t→ U(t) é fortemente contínuo pelo Lema 3.2.4. Note que:

1. U(t) é um grupo comutativo.

2. ‖U(t)ξ‖2 =

∫
|ft(λ)|2 dµξ(λ) =

∫
σ(T )

dµξ(λ) = ‖ξ‖2, ∀ξ ∈ H.

(ii) Se ξ0 ∈ dom T , então∥∥∥∥U(t)ξ0 − ξ0

t
+ iT ξ0

∥∥∥∥2

=

∫
|e
−itλ − 1

t
+ iλ︸ ︷︷ ︸

ζ(t)

|2dµξ0(λ).

Note que
e−itλ − 1

t
→ −iλ e dado ε > 0, |ζ(t)| ≤ (λ+ε)+λ se |t| é su�cientemente

pequeno. Assim

|ζ(t)| ≤ 2λ+ ε ∈ L2
µξ0

(R),

pois ξ0 ∈ dom T (dom P (f) = {ζ ∈ H : f ∈ L2
µξ
}).

Portanto, podemos aplicar o Teorema da Convergência Dominada e obter

lim
t→0

U(t)ξ0 − ξ0

t
= −iT ξ0.

Logo, o limite existe.

Por outro lado, suponha que para ξ0 ∈ H exista

lim
t→0

U(t)ξ0 − ξ0

t
= −iSξ0,

esse S é linear e para ξ0 e η0 em seu domínio (ou seja, limite existe) temos〈
1

t
(U(t)− I)ξ0, η0

〉
=

〈
ξ0,

1

t
(U(−t)− I)η0

〉
= −

〈
ξ0,

1

−t
(U(−t)− I)η0

〉
.
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Tomando t→ 0 obtém-se,

〈−iS(ξ0), η0〉 = −〈ξ0,−iS(η0)〉 .

Isso implica que,

i 〈S(ξ0), η0〉 = i 〈ξ0, S(η0)〉 .

Logo,

〈S(ξ0), η0〉 = 〈ξ0, S(η0)〉 ξ0, η0 ∈ dom S.

Portanto, S é simétrico. Mas como dom T ⊂ dom S e T ⊂ S, pelo Lema 3.3.2

T = S e assim ξ0 ∈ dom T.

(iii) Se ξ0 ∈ dom T temos para todo s ∈ R que

(U(t)− I)

t
(U(s)ξ0) = U(s)

(U(t)− I)

t
ξ0

e para t→ 0 obtemos

lim
t→0

(
U(t)− I

t

)
(U(s)ξ0) = U(s)(−iT ξ0),

de forma que U(s)ξ0 ∈ dom T . Assim, U(s)dom T ⊂ dom T, ∀s ∈ R.

Por outro lado se ξ0 ∈ dom T , então ξ0 = U(s)U(−s)ξ0 para todo s ∈ R, desse

modo dom T ⊂ U(s)dom T. E sendo assim, U(s)dom T = dom T para todo s ∈ R.

Note também que por (ii) desse teorema temos,

lim
t→0

(
U(t)− I

t

)
(U(s)ξ0) = iT (U(s)ξ0)

e concluímos que TU(s) = U(s)T . E se ξ(t) = U(t)ξ0, ξ0 ∈ dom T temos

lim
h→0

U(h)− I
h

(U(t)ξ0) = lim
h→0

ξ(t+ h)− ξ(t)
h

= −iT ξ(t) =
d

dt
ξ(t).

�

Observações:
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(i) Para ξ0 ∈ dom T , seja ξt = e−iT tξ0 = U(t) a solução da Equação de Schrödinger com

condição inicial ξ0. Suponha que V (t)ξ0 também seja solução desse problema, temos

então

d

dt
‖U(t)ξ0 − V (t)ξ0‖2 =

d

dt
〈U(t)ξ0 − V (t)ξ0, U(t)ξ0 − V (t)ξ0〉

=

〈
d

dt
(U(t)ξ0 − V (t)ξ0), U(t)ξ0 − V (t)ξ0

〉
+

〈
U(t)ξ0 − V (t)ξ0,

d

dt
(U(t)ξ0 − V (t)ξ0)

〉
=

〈
1

i
TU(t)ξ0 −

1

i
TV (t)ξ0, U(t)ξ0 − V (t)ξ0

〉
+

〈
U(t)ξ0 − V (t)ξ0,

1

i
TU(t)ξ0 −

1

i
(t)ξ0)

〉
= 0

Logo, ‖U(t)ξ0 − V (t)ξ0‖2 = c , sendo c uma constante. Como em t = 0 essa

expressão se anula, obtemos

‖U(t)ξ0 − V (t)ξ0‖2 = 0.

Diante disso, U(t)ξ0 = V (t)ξ0 para todo t ∈ R, o que demonstra a unicidade da

solução da Equação de Schrödinger.

(ii) O operador Tξ0 =
1

i
lim

(U(t)− I)

t
ξ0 leva o nome de gerador in�nitesimal de U(t).

Assim, vale a seguinte recíproca:

Teorema 3.3.4. (Teorema de Stone) Se t→ U(t) é um grupo de evolução unitário a

um parâmetro fortemente contínuo em H, então existe T : dom T ⊂ H → H autoadjunto

em que U(t) = e−iT t.

Conclui-se então que, se T : dom T v H → H é autoadjunto, então ξ(t) := e−itT ξ é a

única solução da equação de Schrödinger i
∂

∂t
ξ(t) = Tξ(t)

ξ(0) = ξ
.
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3.4 Espectro Discreto e Essencial

Seja T : dom T v H → H um operador autoadjunto. Se E é um subespaço fechado

de H e PE seu projetor ortogonal, temos

H = E ⊕ E⊥, I = PE + PE⊥ .

Agora, se A : dom A ⊂ H → H é um operador linear, então

dom A = PE(dom A) + PE⊥(dom A).

Se PE(dom A) ⊂ dom A então PE⊥(dom A) = (I − PE)dom A ⊂ dom A e dessa forma

A(dom A) = APE(dom A) + APE⊥(dom A),

ou seja, Aξ = APEξ + APE⊥ξ, para todo ξ ∈ dom A. Isso motiva a seguinte de�nição:

De�nição 3.4.1. O subespaço fechado E reduz o operador A, se

PE(dom A) ⊂ dom A, APE(dom A) ⊂ E e APE⊥(dom A) ⊂ E⊥.

Nesse caso AE := A|E = APE e AE⊥ := A|E⊥ = APE⊥ estão bem de�nidos.

O próximo teorema descreve propriedades importantes de subespaços que reduzem um

operador autoadjunto.

Teorema 3.4.2. Seja T um operador autoadjunto e E ⊂ H um subespaço fechado de H.

(i) Se E reduz T , então TE e TE⊥ são operadores autoadjuntos e escrevemos T = TE ⊕

TE⊥.

(ii) Para qualquer conjunto de Borel Λ ∈ A o subespaço img χΛ(T ) reduz T .

(iii) E reduz T se, e somente se, PEχ(a,b)(T ) = χ(a,b)(T )PE, para todo intervalo aberto

(a, b) ⊂ R com −∞ < a < b <∞.

Seja T um operador autoadjunto, E um subespaço fechado que reduz T e PE a projeção

ortogonal em E. Então as restrições

TE = T |E := TPE : dom T ∩ E → E
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e

TE⊥ = T |E⊥ := TPE⊥ : dom T ∩ E⊥ → E⊥,

estão bem de�nidas e são operadores autoadjuntos. Além disso, T = TE
⊕

TE⊥ e vale:

Proposição 3.4.3. Seja T um operador autoadjunto e E um subespaço fechado de H que

reduz T . Então

σ(T ) = σ(TE) ∪ σ(TE⊥).

Demonstração. Se ξ ∈ dom T e t ∈ R temos então

‖(T − tI)ξ‖2 = ‖(TE − tI)PEξ‖2 + ‖(TE⊥ − tI)PE⊥ξ‖2. (3.2)

Se t ∈ σ(TE) existe uma sequência de Weyl (ξEj ) ⊂ dom TE ⊂ E para TE em t, e como

PE⊥ξ
E
j = 0 para todo j, segue que essa sequência é uma sequência de Weyl para T em t.

Isso implica que t ∈ σ(T ). De forma similar tem-se que σ(TE⊥) ⊂ σ(T ). Portanto, segue

que

σ(TE) ∪ σ(TE⊥) ⊂ σ(T ). (3.3)

Agora, se t ∈ σ(T ) e (ξj) é uma sequência de Weyl para T em t, então

1 = ‖ξj‖2

= ‖PEξj + PE⊥ξj‖2

= 〈PEξj + PE⊥ξj, PEξj + PE⊥ξj〉

= ‖PEξj‖2 + ‖PE⊥ξj‖2.

Assim, para cada j,
1

2
≤ max {‖PEξj‖2, ‖PE⊥ξj‖2} ≤ 1, e portanto existe uma sub-

sequência de vetores não nulos de (PEξj) ou de (PE⊥ξj). Digamos então que PEξjk 6= 0 e

‖PEξjk‖ ≥
1

2
, ∀k.

Normalizando essa sequência , tome ηk =
PEξjk
‖PEξjk‖

. Daí usando (3.2) temos

2‖(T − tI)ξjk‖
2 ≥

∥∥(T − tI)
ξjk
‖ξjk‖

∥∥2

= ‖(TE − tI)ηk‖2.
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Assim (ηk) é uma sequência de Weyl para TE em t, e isso implica que t ∈ σ(TE).

Portanto,

σ(T ) ⊂ σ(TE) ∪ σ(TE⊥). (3.4)

Logo, por (3.3) e (3.4) segue o resultado. �

As projeções espectrais χΛ(T ) podem ser usadas para introduzir decomposições es-

pectrais de T , e o interesse em tais decomposições, reside no fato que, elas ajudam a

entender melhor o espectro e o comportamento da evolução temporal e−itT ξ que depende

fortemente do tipo espectral.

Teorema 3.4.4. Seja T um operador autoadjunto, então as seguintes a�rmações são

equivalentes:

(i) λ é um autovalor de T , isto é, existe 0 6= ξλ ∈ H tal que Tξλ = λξλ.

(ii) A medida espectral de T em λ é µξλ = ‖ξλ‖2δλ.

(iii) χ{λ}(T ) 6= 0, e portanto existe ξλ 6= 0 obedecendo χ{λ}(T )ξλ = ξλ. Além disso,

img χ{λ}(T ) =
{
ξ ∈ H : χ{λ}(T )ξ = ξ

}
é o auto-espaço correspondendo ao autovalor

λ.

Demonstração. Inicialmente mostraremos que (i)⇒ (ii)

Se vale (i) então λ é autovalor de T e existe ξλ 6= 0 com Tξλ = λξλ, logo λ ∈ σ(T ).

Assim,

0 = ‖Tξλ − λξλ‖2 =

∫
σ(T )

|t− λ|2 dµξλ(t)

e portanto µξλ = c δλ para algum c ≥ 0.

Como µξλ(σ(T )) = ‖ξλ‖2 = cδλ(σ(T )) = c, (ii) segue.

(ii)⇒ (i) Se (ii) vale temos,

‖Tξλ − λξλ‖2 =

∫
σ(T )

|t− λ|2 dµξλ =

∫
σ(T )

|t− λ|2‖ξλ‖2 dδλ(t)

= 0

e consequentemente

Tξλ = λξλ.
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(ii)⇒ (iii) Suponha que (ii) vale, então temos que

0 6= ‖ξλ‖2 = µξλ({λ}) = 〈ξλ, χ{λ}(T )ξλ〉 = ‖χ{λ}(T )ξλ‖2.

Portanto χ{λ}(T ) 6= 0, e como esse operador é uma projeção, existe ξλ 6= 0 tal que

χ{λ}(T )ξλ = ξλ.

(iii)⇒ (ii) Se a projeção χ{λ}(T ) 6= 0, existe 0 6= η com

χ{λ}(T )η = η. (3.5)

Sendo assim, de (3.5),

µη(R) = ‖η‖2 = 〈η, η〉

= 〈η, χ{λ}(T )η〉 = µη({λ}).

Portanto, temos µη(R \ {λ}) = 0, o que implica que µη = c δλ, e (ii) segue. �

Corolário 3.4.5. Seja T um operador autoadjunto. Se λ é um ponto isolado do σ(T ),

então λ é um autovalor de T .

Demonstração. Suponha que λ é um ponto isolado de σ(T ) então existe ε > 0 tal que

(λ− ε, λ+ ε) ∩ σ(T ) = {λ}. Pelo Teorema 3.2.17 temos

0 6= χ(λ−ε,λ+ε(T ) = χ(λ−ε,λ(T ) + χ{λ}(T ) + χ(λ,λ+ε(T )

e como χ(λ−ε,λ)(T ) = 0 e χ(λ,λ+ε)(T ) = 0 pois estão no resolvente, segue que χ{λ}(T ) 6= 0.

E �nalmente pelo Teorema 3.4.4 λ é autovalor de T . �

De�nição 3.4.6. Seja T um operador autoadjunto.

(i) O espectro essencial de T , é o conjunto σess(T ) dos pontos de acumulação de σ(T )

junto com os autovalores de T de multiplicidade in�nita.

(ii) O espectro discreto de T , é o conjunto σd(T ) = σ(T )\σess(T ), ou seja, é o conjunto

dos autovalores isolados de T , cada um com multiplicidade �nita.
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(iii) Se σd(T ) = ∅, então T é dito ter espectro essencial puro; se σess(T ) = ∅ então T é

dito ter espectro discreto puro.

O espectro essencial pode ser caracterizado via sequências de Weyl.

Teorema 3.4.7. Seja T um operador autoadjunto, então as seguintes a�rmações são

equivalentes:

(i) λ ∈ σess(T ).

(ii) Existe uma sequência normalizada (ξn) ⊂ dom T , (isto é, ‖ξn‖ = 1, para todo n) tal

que w− lim
n→∞

ξn = 0 e (T − λI) ξn → 0, quando n→∞. Essa sequência é chamada

uma "sequência de Weyl singular" para T em λ.

(iii) Para todo ε > 0, dim img χ(λ−ε,λ+ε)(T ) =∞.

Corolário 3.4.8. Se T é um operador autoadjunto, então σess(T ) é um subconjunto fe-

chado de R.

Demonstração. Se λ /∈ σess(T ), então existe ε0 com dim img χ(λ−ε0,λ+ε0)(T ) <∞, assim

para cada t ∈ (λ− ε0, λ+ ε0) podemos escolher εt > 0 tal que

(t− εt, t+ εt) ⊂ (λ− ε0, λ+ ε0).

Como

dim img χ(t−εt,t+εt)(T ) ≤ dim img χ(λ−ε0,λ+ε0)(T ) <∞,

segue que t /∈ σess(T ), isto é, R \ σess(T ) é um conjunto aberto. �

3.5 Espectro Pontual, Absolutamente Contínuo e Sin-

gular Contínuo

Seja l a medida de Lebesgue sobre a σ-álgebra de Borel A de R. Lembre-se que se µ

é uma medida de Borel em R, podemos decompor µ de forma única como

µ = µp + µc,
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onde µc representa a parte contínua de µ, ou seja, µc ({t}) = 0, ∀t ∈ R e µp representa

a parte pontual de µ, isto é, existe um conjunto contável Ω tal que µp(R\Ω) = 0.

Note que µp ⊥ l e pelo Teorema de Radon-Nycodym, µc = µac + µsc, sendo µac � l e

µsc ⊥ l. Diante disso, temos a decomposição

µ = µp + µac + µsc.

Nesta seção iremos considerar sempre T : dom T v H → H ou simplismente T um

operador autoadjunto no espaço de Hilbert separável H e µξ = µTξ a medida espectral de

T em ξ ∈ H.

De�nição 3.5.1. O subespaço pontual de T é Hp = Hp(T ) ⊂ H formado pelo fecho

do subespaço vetorial gerado pelos autovetores de T . Seu complemento ortogonal é Hc =

Hc(T ) := Hp(T )⊥ é o subespaço contínuo de T . P T
p e P T

c denotam as respectivas projeções

ortogonais.

Teorema 3.5.2. Seja T um operador autoadjunto, então

(i) Existe um conjunto contável Λ ⊂ R tal que

Hp(T ) = {ξ ∈ H : µξ(R\Λ) = 0} .

Podemos tomar Λ como o conjunto dos autovalores de T .

(ii) Hc(T ) = {ξ ∈ H : µξ({t}) = 0, ∀t ∈ R}, isto é, a função t 7→ ‖χ(−∞,t](T )ξ‖ é con-

tínua.

(iii) H = Hp(T )⊕Hc(T ) e ambos Hp(T ) e Hc(T ) reduzem T .

Demonstração. Seja Λ = {λj}j o conjunto dos autovalores de T , isto é, Tξj = λjξj,

‖ξj‖ = 1, ξj ∈ dom T, ∀j. Desse modo Λ é contável.

(i) Se ξ ∈ Hp(T ) então ξ =
∑
j

ajξj e
∑
|aj|2 = ‖ξ‖2. Assim, χΛ(T )ξ = ξ e

µξ(R \ Λ) = 0. Agora, se para ξ ∈ H existe um conjunto contável Ω = {tj}, tj 6= tk

se j 6= k com µξ(R \ Ω) = 0 temos, ξ = χΩ(T )ξ =
∑
j

χ{tj}(T )ξ.
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Pelo Teorema 3.4.4, para cada tj tal que χ{tj}(T )ξ 6= 0, o vetor χ{tj}(T )ξ é um auto-

vetor de T com autovalor tj, logo tj ∈ Λ e consequentemente ξ ∈ Hp(T ).

(ii) Pela de�nição de Hc(T ) temos que Hc(T ) não contém autovetores de T , logo se

ξ ∈ Hc(T ) segue que χ{t}(T )ξ = 0, ∀t ∈ R. Assim,

µξ({t}) = 〈ξ, χ{t}(T )ξ〉 = 0.

Por outro lado, se µξ({t}) = 0, ∀t ∈ R, então se Tη = λη segue

〈η, ξ〉 = 〈χ{λ}(T )η, ξ〉

= 〈η, χ{λ}(T )ξ〉

= 0.

Portanto ξ ∈ Hp(T )⊥ = Hc(T ).

(iii) Por de�nição já sabemos que H = Hp(T )⊕Hc(T ) pois Hp(T ) é fechado.

Se ξ ∈ H, temos P T
p ξ ∈ Hp(T ) e por (i) segue χΛ(T )P T

p ξ = P T
p ξ.

Assim, para qualquer conjunto de Borel Ω ∈ A,

χΩ(T )P T
p ξ = χΩ(T )χΛ(T )P T

p (ξ)

= χΛ(T )χΩ(T )P T
p ξ ∈ H(T ).

Isso implica que χΩ(T )P T
p = P T

p χΩ(T )P T
p .

Segue que

P T
p χΩ(T ) = χΩ(T )P T

p , ∀Ω ∈ A.

Então pelo Teorema 3.4.2,Hp(T ) reduz T , e como P T
c = I−P T

p segue queHc(T ) = Hp(T )⊥

também reduz T . �

Diante disso temos T = Tp ⊕ Tc em que Tp = TP T
p e Tc = TP T

c .

De�nição 3.5.3. O espectro pontual de T é σp(T ) := σ(Tp), e o espectro contínuo de T

é σc(T ) := σ(Tc).

Note que Tc não possui autovalores e pela Proposição 3.4.3, σ(T ) = σp(T ) ∪ σc(T ).

Esses conjuntos não são necessariamente disjuntos.
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De�nição 3.5.4. Seja T um operador autoadjunto, então

(i) O subespaço singular de T é

Hs(T ) := {ξ ∈ H : µξ ⊥ l} .

Logo, Hp(T ) ⊂ Hs(T ).

(ii) O subespaço absolutamente contínuo de T é

Hac(T ) := {ξ ∈ H : µξ � l} .

Logo, Hac(T ) ⊂ Hc(T ).

(iii) O subespaço singular contínuo de T , denotado por Hsc(T ), é o conjunto dos ξ ∈ H

tal que µξ(R|Ω) = 0 para algum conjunto de Borel Ω ⊂ R com l(Ω) = 0 e µξ(Λ) = 0

para todo conjunto contável Λ ⊂ R. Portanto µξ ⊥ l.

Logo, Hsc(T ) ⊂ Hc(T ) ∩Hs(T ).

Lema 3.5.5. Hs(T ),Hac(T ) e Hsc(T ) são subespaços vetoriais fechados de H. As res-

pectivas projeções ortogonais são P T
s , P

T
ac e P

T
sc.

Demonstração. Se ξ, η ∈ Hs(T ) então existem conjuntos de Borel Ωξ e Ωη com l(Ωξ) =

0 = l(Ωη) e χΩξ(T )ξ = ξ, χΩη(T )η = η. Assim, para qualquer a, b ∈ C, χΩξ∪Ωη(T )(aξ +

bη) = aξ + bη e então (aξ + bη) ∈ Hs(T ); e Hs(T ) é um subespaço vetorial.

Tomando uma sequência (ξj) ∈ Hs(T ) com ξj → ξ, existem conjuntos de Borel Ωj ∈ A

com l(Ωj) = 0 e χΩj(T )ξj = ξj, ∀j. Tome Ω = ∪jΩj e note que l(Ω) = 0 e χΩ(T )ξ =

lim
j→∞

χΩ(T )ξj = lim
j→∞

ξj = ξ. Logo ξ ∈ Hs(T ) e Hs(T ) é um subespaço vetorial fechado.

Para mostrar que Hsc(T ) é um subespaço vetorial fechado de H basta proceder de

maneira similar a feita acima.

Finalmente mostraremos que Hac(T ) é um subespaço vetorial fechado de H.

Se ξ, η ∈ Hac(T ), então para a ∈ C temos µaξ = |a|2µξ � l, e aξ ∈ Hac(T ). Agora , para

todo Ω ∈ A temos

〈(ξ + η), χ(Ω)(T )(ξ + η)〉 = µξ(Ω) + µη(Ω) + µη,ξ(Ω) + µξ,η(Ω).
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Como |µξ,η(Ω)| ≤ ‖ξ‖‖χΩ(T )η‖ = ‖ξ‖µη(Ω)
1
2 , segue que l(Ω) = 0 então, µξ,η(Ω) = 0.

Assim µξ+η(Ω) = 0 e então (ξ + η) ∈ Hac(T ). Portanto Hac(T ) é um subespaço vetorial.

Agora, suponha que (ξj) ⊂ Hac(T ) com ξj → ξ, e seja Ω ∈ A. Segue que

|µξj(Ω)− µξ(Ω)| = |〈ξj, χΩ(T )ξj〉 − 〈ξ, χΩ(T )ξ〉|

= |〈(ξj − ξ), χΩ(T )ξj〉+ 〈ξ, χΩ(T )(ξj − ξ)〉|

≤ ‖ξj − ξ‖(‖ξj‖+ ‖ξ‖)→ 0,

quando j → ∞ e consequentemente µξj(Ω) → µξ(Ω). Se l(Ω) = 0, então µξ(Ω) =

lim
j→∞

µξj(Ω) = 0 e µξ � l. Portanto, Hac(T ) é um subespaço vetorial fechado de H. �

Teorema 3.5.6. Seja T um operador autoadjunto, então

(i) Hs(T ) = Hp(T )⊕Hsc(T ).

(ii) Hc(T ) = Hac(T )⊕Hsc(T ).

(iii) H = Hp(T )⊕Hac(T )⊕Hsc(T ).

(iv) Cada um desses subespaços, isto é, Hk(T ), k ∈ {p, s, c, ac, sc}, reduz o operador T .

Denotamos as correspondentes projeções ortogonais por P T
k e de�nimos as restrições

auto-adjuntas Tk = TP T
k .

Demonstração. Inicialmente, lembre que H = Hp(T )⊕Hc(T ) e que toda medida pode

ser escrita de forma única como µ = µp + µac + µsc. Assim, como Hsc(T ) ⊂ Hc(T ) e

Hac(T ) ⊂ Hc(T ), temos Hp(T ) ⊥ Hac(T ) e Hp(T ) ⊥ Hsc(T ).

Se ξ ∈ Hsc(T ) existe um conjunto de medida (de Lebesgue) zero, Λ ⊂ R, com χΛ(T )ξ =

ξ, e assim se η ∈ Hac(T ) temos χΛ(T )η = 0 e

〈ξ, η〉 = 〈χΛ(T )ξ, η〉 = 〈ξ, χΛ(T )η〉 = 0.

Então Hsc(T ) ⊥ Hac(T ).

Agora mostraremos de fato, (i), (ii), (iii) e (iv).

(i) Se ξ ∈ Hs(T ) ∩ Hp(T )⊥, então µξ ⊥ l e µξ(Λ) = 0 para todo conjunto contável
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Λ ∈ R. Portanto, devido a decomposição das medidas apresentadas acima, µξ é uma

medida puramente singular contínua e ξ ∈ Hsc(T ), daí segue (i).

(ii) Se ξ ∈ Hc(T ) ∩ Hac(T )⊥, então a parte pontual de µξ é zero e µξ ⊥ l. Portanto,

µξ é uma medida singular contínua e ξ ∈ Hsc(T ), daí segue (ii).

(iii) Segue diretamente das de�nições de Hp(T ) e Hc(T ) e de (ii).

(iv) Sabemos que Hp(T ) reduz T . Então é su�ciente mostrar que Hs(T ) reduz T , e

esse fato segue de forma similiar a demonstração do Teorema 3.5.2, basta usar l(Λ) = 0 e

não um conjunto contável. �

Diante disso, podemos decompor T como

T = Tp ⊕ Tac ⊕ Tsc.

De�nição 3.5.7. O espectro absolutamente contínuo de T é σac(T ) := σ(Tac) e o espectro

singular contínuo de T é σsc(T ) := σ(Tsc).

Assim,

σp(T ) ∪ σac(T ) ∪ σsc(T ) = σ(T ).

Dizemos que

(i) O operador T tem espectro pontual puro se, σac(T ) = ∅ = σsc(T ).

(ii) O operador T tem espectro absolutamente contínuo puro se, σp(T ) = ∅ = σsc(T ).

(iii) O operador T tem espectro singular contínuo puro se, σp(T ) = ∅ = σac(T ).

Proposição 3.5.8. Seja T um operador autoadjunto em H.

(i) Se ξ ∈ Hk(T ), k ∈ {p, s, c, ac, sc}, e η ∈ H, então

|µξ,η(Λ)|2 ≤ µξ(Λ)µPTk η(Λ), ∀Λ ∈ A.

(ii) Se ξ ∈ Hac(T ) e η ∈ H, então µξ,η � l.

(iii) Se ξ ∈ Hc(T ) e η ∈ H, então µξ,η é uma medida contínua.
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Demonstração. Note que (ii) e (iii) seguem do item (i), basta observar que, em (ii)

como ξ ∈ Hac(T ) então µξ � l e em (iii) como ξ ∈ Hc(T ) então µξ({t}) = 0, ∀t ∈ R.

Provaremos então (i).

Tendo em vista que χΛ(T )2 = χΛ(T ) e (P T
k )2 = P T

k , são operadores autoadjuntos, temos

P T
k χΛ(T ) = χΛ(T )P T

k e como por hipótese P T
k ξ = ξ segue que

|µξ,η(Λ)| = |〈χΛ(T )ξ, η〉|

= |〈χΛ(T )2P T
k ξ, η〉|

= |〈χΛ(T )P T
k ξ, χΛ(T )η〉|

= |〈χΛ(T )ξ, P T
k χΛ(T )η〉|

≤ ‖χΛ(T )ξ‖ ‖χΛ(T )P T
k η‖

= (µξ(Λ)µPTk η(Λ))
1
2 .

�



Capítulo 4

Espectro e Dinâmica Quântica

Diferentes subespaços espectrais de um operador autoadjunto T fornecem diferentes

comportamentos do grupo de evolução unitário e−itT , como veremos com os conceitos da

probabilidade de retorno quântico. Nossa principal motivação é quando T corresponde ao

operador de Schrödinger, pois os conceitos físicos relacionados com os da probabilidade

de retorno e os operadores teste são utilizados para investigar esses comportamentos.

4.1 Probabilidade de Retorno

Nessa seção apresentaremos os conceitos de probabilidade de retorno e os operadores

teste, baseado em [7]. Além disso vamos discutir dois importantes resultados sobre medi-

das de Borel em R, são eles: Lema de Riemann-Lebesgue de 1900 e Lema de Wiener de

1935.

Seja T : dom T v H → H um operador autoadjunto, η, ξ ∈ H e suas respectivas

medidas espectrais µξ = µTξ , µξ,η = µTξ,η. Considere, sem perda de generalidade, a equação

de Schrödinger  i
dξ

dt
(t) = Tξ(t)

ξ(0) = ξ ∈ dom T

com tempo inicial t0 = 0, ξ(t) = e−itT ξ a solução dessa equação.

As principais quantidades consideradas, para estudar o comportamento da dinâmica
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e−itT ξ são:

(i) Probabilidade de retorno com condição inicial ξ, no tempo t,

pξ(t) := |〈ξ, e−itT ξ〉|2,

e de forma geral

pη,ξ(t) := |〈η, e−itT ξ〉|2.

(ii) Probabilidade de retorno médio no tempo t 6= 0,

〈pξ〉(t) :=
1

t

∫ t

0

pξ(s) ds,

e de forma geral

〈pη,ξ〉(t) :=
1

t

∫ t

0

pη,ξ(s) ds.

(iii) Probabilidade de retorno total no estado inicial ξ,∫
R
pξ(t) dt,

e de forma geral ∫
R
pη,ξ(t) dt.

(iv) Um Operador teste é um operador autoadjunto não-limitado A ≥ 0 com espectro

discreto puro positivo e tal que e−itTdom A ⊂ dom A, ∀t ∈ R. O valor esperado

de A no estado ξ e tempo t é dado por

EξA(t) := 〈e−itT ξ, Ae−itT ξ〉.

(v) A média temporal para A é

〈EξA〉(t) :=
1

t

∫ t

0

Eξ(s) ds.

Pelo Teorema Espectral segue a importante relação,

pξ(t) = |〈ξ, e−itT ξ〉|2

=
∣∣∣ ∫

σ(T )

e−itx dµξ(x)
∣∣∣2

= |µ̂ξ(t)|2, (4.1)
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onde µ̂ξ(t) =

∫
σ(T )

e−itλ dµξ(λ) é chamada de Transformada de Fourier da medida µξ.

Logo, o comportamento da probabilidade de retorno e os valores esperados de opera-

dores teste estão naturalmente relacionados com as medidas espetrais de T .

Apresentamos agora dois resultados gerais sobre medidas de Borel em R, a saber, o

Lema de Riemann-Lebesgue e o Lema de Wiener.

Lema 4.1.1. (Lema de Riemann-Lebesgue) Se f ∈ L1(R) e f̂ denota sua transfor-

mada de Fourier, então f̂ é contínua e lim
|p|→∞

f̂(p) = 0.

Demonstração. Lembre que a transformada de Fourier, dada por f̂(p) =
1

2π

∫
R
e−ixpf(x) dx,

é contínua. Para uma função f ∈ L1(R), denote fh(t) = f(t+h). Ainda, para φ ∈ C∞0 (R)

tem-se que ‖φh − φ‖1 → 0 quando h → 0. Como C∞0 (R) é denso em L1(R), dado ε > 0

tome φ ∈ C∞0 (R) com ‖f − φ‖1 < ε. Assim,

‖fh − φh‖1 =

∫
R
|fh(x)− φh(x)| dx

=

∫
R
|f(x+ h)− φ(x+ h)| dx

=

∫
R
|f(y)− φ(y)| dy

= ‖f − φ‖1 < ε.

Tomando agora um |h| su�cientemente pequeno tal que ‖φh − φ‖1 < ε teremos

‖fh − f‖1 = ‖fh − φh + φh − φ+ φ− f‖1

≤ ‖fh − φh‖1 + ‖φh − φ‖1 + ‖φ− f‖1

< ε+ ε+ ε = 3ε.

Isso mostra que ‖fh − f‖1 → 0 quando h → 0, ∀f ∈ L1(R). Note que este resultado

vale para todo Lq(R), 1 ≤ q <∞.

Assim, para p 6= 0 temos

√
2πf̂(p) =

∫
R
e−ixpf(x) dx (4.2)

= −
∫
R
e−i(x+π

p
)pf(x) dx
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= −
∫
R
e−ixpf(x− π

p
) dx (4.3)

e por (4.2) e (4.3) temos

2
(√

2π |f̂(p)|
)

= |2(
√

2π f̂(p))|

= |
√

2π f̂(p) +
√

2π f̂(p)|

=
∣∣∣ ∫

R
e−ixpf(x) dx−

∫
R
e−ixpf(x− π

p
) dx

∣∣∣
=

∣∣∣ ∫
R
e−ixp

(
f(x)− f(x− π

p
)

)
dx
∣∣∣

≤
∫
R
|f(x)− f(x− π

p
)| dx

=

∥∥∥∥f(x)− f(x− π

p
)

∥∥∥∥
1

→ 0,

quando |p| → ∞. �

Lema 4.1.2. (Lema de Wiener) Se µ é uma medida de Borel �nita (real ou complexa)

sobre R e Λ = {λ ∈ R : µ({λ}) 6= 0} então

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

|µ̂(s)|2 ds =
∑
λ∈Λ

|µ({λ})|2.

Demonstração. Como µ é uma medida de Borel �nita, temos que Λ é um conjunto

contável. Então pela transformada de Borel dessa medida, µ̂(t) =

∫
R
e−itx dµ(x). Pelo

Teorema de Fubini e µ sendo o complexo conjugado de µ temos

1

t

∫ t

0

|µ̂(s)|2 ds =
1

t

∫ t

0

∣∣∣ ∫
R
e−isx dµ(x)

∣∣∣2 ds
=

1

t

∫ t

0

(∫
R
e−isu dµ(u)

∫
R
e−isv dµ(v)

)
ds

=
1

t

∫ t

0

(∫
R

∫
R
e−i(u−v)s dµ(u) dµ(v)

)
ds

=

∫
R

∫
R
g(u, v, t) dµ(u) dµ(v),

onde

g(u, v, t) =


1 se u = v

−i1− e
−i(u−v)t

t(u− v)
se u 6= v

.
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Como lim
t→∞

g(u, v, t) = χ{u}(v) e essa função é dominada pela função constante 1 ∈

L1
µ×µ(R× R), pelo Teorema da Convergência Dominada temos

lim
t→∞

1

t

∫ 1

0

|µ̂(s)|2 ds = lim
t→∞

∫
R

∫
R
g(u, v, t) dµ(u) dµ(v)

=

∫
R

∫
R

lim
t→∞

g(u, v, t) dµ(u) dµ(v)

=

∫
R

∫
R
χ{u}(v) dµ(u) dµ(v)

=

∫
R
µ({v}) dµ(v)

=
∑
v∈Λ

|µ{v}|2.

�

Lema 4.1.3. Se ξ, η ∈ H, então existe g ∈ L2
µξ

(R) ∩ L1
µξ

(R) tal que

〈η, e−itT ξ〉 =

∫
σ(T )

e−itxg(x) dµξ(x).

Além disso, ‖g‖L2
µξ

≤ ‖η‖.

Demonstração. Seja Hξ o subespaço cíclico gerado por ξ, onde Hξ reduz T e é unitaria-

mente equivalente a L2
µξ

(R). Temos que T |Hξ é representado pelo operador de multiplica-

çãoMh, h(x) = x. O vetor ξ é representado em L2
µξ

(R) pela função constante 1(x) = 1

e o grupo de evolução unitário e−itT é representado porMe−itx .

Se Pξ é o operador de projeção ortogonal sobre Hξ, então para η ∈ H, o vetor Pξη é re-

presentado por uma função g ∈ L2
µξ

(R), e então ‖g‖L2
µξ

(R) ≤ η. Assim, como e−itT ξ ∈ Hξ

temos

〈η, e−itT ξ〉 = 〈Pξη, e−itT ξ〉

= 〈g(x), e−itx1〉L2
µξ

=

∫
σ(T )

g(x)e−itx dµξ(x).

Tomando t = 0 em ambos os lados da igualdade, segue que

〈η, ξ〉 =

∫
σ(T )

g(x) dµξ(x) <∞.
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Logo, g ∈ L1
µξ

(R). �

Agora apresentaremos alguns resultados que mostram como o tipo espectral de T

in�uencia no comportamento das probabilidades de retorno.

Teorema 4.1.4. Seja T um operador autoadjunto.

(i) Para qualquer ξ ∈ H o limite

Xξ := lim
t→∞
〈pξ〉(t)

existe. Além disso, Xξ = 0 se, e somente se, ξ ∈ Hc(T ).

(ii) Se ξ ∈ Hac(T ) então lim
t→∞

pξ(t) = 0.

Demonstração. (i) Por (4.1) e pelo Lema de Wiener

〈pξ〉(t) =
1

t

∫ t

0

pξ(s) ds =
1

t

∫ t

0

|µ̂ξ(s)|2 ds =
∑
λ∈Λ

|µξ({λ})|2.

Além disso, note que Xξ = 0 se, e somente se, µξ é uma medida contínua, ou seja,

µξ ∈ Hc(T ).

(ii) Se ξ ∈ Hac(T ) então µξ � l. Assim, existe f ∈ L1(R), f ≥ 0, com
dµξ
dl

= f por

Radon-Nikodym. Logo,

〈ξ, e−itT ξ〉 =

∫
R
e−itx dµξ(x)

=

∫
R
e−itxf(x) dx

= f̂(t).

Tomando o limite quando t→∞, e pelo Lema de Riemann Lebesgue temos

lim
t→∞
〈ξ, e−itT ξ〉 = lim

t→∞
f̂(t) = 0.

Portanto, lim
t→∞
|〈ξ, e−etT ξ〉|2 = 0 = lim

t→∞
pξ(T ). �

De forma geral, tem-se

Corolário 4.1.5. Seja T um operador autoadjunto.
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(i) ξ ∈ Hc(T ) se, e somente se, lim
t→∞
〈pη,ξ〉(t) = 0, para todo η ∈ H.

(ii) Se ξ ∈ Hac(T ), então lim
t→∞

pη,ξ(t) = 0, para todo η ∈ H. Em outras palavras,

w − lim
t→∞

e−itT ξ = 0.

Demonstração. (i) Se ξ ∈ Hc(T ) então pela Proposição 3.5.8, µξ,η é uma medida

contínua para todo η ∈ H. Pelo Lema de Wiener temos

lim
t→∞
〈pη,ξ(t)〉 = lim

t→∞

1

t

∫ t

0

pη,ξ(s) ds

= lim
t→∞

1

t

∫ t

0

|µ̂η,ξ(s)|2 ds

=
∑
λ∈Λ

|µη,ξ({λ})|2

e (i) segue.

(ii) Se ξ ∈ Hac(T ) então µξ,η � l e assim dµξ,η = f(x) dx, f ∈ L1(R). Logo, pelo Lema

4.1.3

〈η, e−itT ξ〉 =

∫
R
e−itxg(x) dµξ(x)

=

∫
R
e−itxg(x)f(x) dx.

Considerando t = 0 segue que

〈η, ξ〉 =

∫
R
g(x)f(x) d(x) <∞

e fg ∈ L1(R). Assim pelo Lema de Riemann-Lebesgue

〈η, e−itT ξ〉 =

∫
R
e−itxg(x)f(x) dx→ 0, quando t→∞.

Portanto,

pη,ξ(t) = |〈η, e−itxξ〉|2 → 0 quando t →∞.

�
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Corolário 4.1.6. Seja T um operador autoadjunto. Então ξ ∈ Hc(T ) se, e somente se,

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

|〈η, e−isT ξ〉| ds = 0,

para todo η ∈ H.

Demonstração. Sabemos que

〈pη,ξ〉(t) =
1

t

∫ t

0

pη,ξ(s) ds =
1

t

∫ t

0

|〈η, e−isT ξ〉|2 ds.

Assim, por Cauchy-Schwarz

1

t

∫ t

0

|〈η, e−isT ξ〉| ds ≤ 1

t

(∫ t

0

|〈η, e−isT ξ〉|2 ds
) 1

2
(∫ t

0

1 ds

) 1
2

=
1

t
1
2

1

t
1
2

(∫ t

0

|〈η, e−isT ξ〉|2 ds
) 1

2

t
1
2

=

(
1

t

∫ t

0

|〈η, e−isT ξ〉|2 ds
) 1

2

= (〈pη,ξ〉(t))
1
2 ,

e portanto,
1

t

∫ t

0

|〈η, e−isT ξ〉| ds ≤ (〈pη,ξ〉(t))
1
2 , ∀η ∈ H. (4.4)

Se ξ ∈ Hc(T ), pelo Corolário 4.1.5 lim
t→∞
〈pη,ξ〉(t) = 0 para todo η ∈ H e por (4.4) temos

que lim
t→∞

1

t

∫ t

0

|〈η, e−isT ξ〉| ds = 0.

Reciprocamente, se lim
t→∞

1

t

∫ t

0

|〈η, e−isT ξ〉| ds = 0, como

〈pη,ξ〉(t) =
1

t

∫ t

0

|〈η, e−isT ξ〉||〈η, e−isT ξ〉| ds ≤ 1

t

∫ t

0

|〈η, e−isT ξ〉|‖η‖‖e−isT ξ‖ ds

= ‖η‖‖ξ‖1

t

∫ t

0

|〈η, e−isT ξ〉| ds,

segue que lim
t→∞
〈pη,ξ〉(t) = 0 e assim ξ ∈ Hc(T ) pelo Corolário 4.1.5. �

Portanto, sobre a evolução temporal e−itT ξ, qualquer estado η, e em particular o estado

inicial ξ, não é mais atingido em média temporal e ξ ∈ Hc(T ), e para elementos de Hac(T )

a média temporal não é necessária. Para elementos ξ ∈ Hp(T ) temos Xξ > 0 e o estado

inicial não é "esquecido".
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4.2 O Teorema RAGE

Um importante resultado no estudo do comportamento da dinâmica dos valores es-

perados dos operadores teste é o Teorema RAGE. O termo RAGE vem das iniciais de

D.Ruelle, W.O.Amrein, V.Georgescu e V.Enss.

Teorema 4.2.1. (Teorema RAGE) Seja T um operador autoadjunto em H.

(i) ξ ∈ Hc(T ) se, e somente se, para qualquer operador compacto K : H → H,

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

‖Ke−isT ξ‖2
ds = 0.

(ii) Se ξ ∈ Hac(T ), então para qualquer operador compacto K : H → H,

lim
t→∞

Ke−itT ξ = 0.

Demonstração. Note primeiramente que, se K : H → H é compacto, então ele é o limite

em B(H) de operadores de posto �nito. Sendo assim, é su�ciente considerar operadores

de posto 1, que são

Kξ = 〈η, ξ〉ζ

para algum η, ζ ∈ H. Neste caso temos,

‖Ke−itT ξ‖ = ‖〈η, e−itT ξ〉ζ‖ = ‖ζ‖|〈η, e−itT ξ〉|.

Isso implica que

‖Ke−itT ξ‖2
= ‖ζ‖2|〈η, e−itT ξ〉|2. (4.5)

(i) Por (4.5) temos

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

‖Ke−isT ξ‖2
ds = lim

t→∞

1

t

∫ t

0

‖ζ‖2|〈η, e−isT ξ〉|2 ds

= ‖ζ‖2 lim
t→∞

1

t

∫ t

0

|〈η, e−isT ξ〉|2 ds. (4.6)

Pelo Corolário 4.1.5 e por (4.6), ξ ∈ Hc(T ) se, e somente se, lim
t→∞

1

t

∫ t

0

|〈η, e−isT ξ〉|2 ds = 0.

Mas isso ocorre se, e somente se, lim
t→∞

1

t

∫ t

0

‖Ke−isT ξ‖2
ds = 0.

(ii) Se ξ ∈ Hac(T ) pelo Corolário 4.1.5 temos

lim
t→∞

pη,ξ(t) = lim
t→∞
|〈η, e−isT ξ〉|2 = 0.
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Sendo assim,

lim
t→∞

Ke−isT ξ = lim
t→∞
〈η, e−itT ξ〉ζ = 0.

�

Note que as projeções em subespaços vetoriais de dimensão �nita de H são operadores

compactos importantes. Assim os elementos de Hc(T ) podem ser interpretados como

aqueles que "escapam", em média temporal, de qualquer subespaço de dimensão �nita, e

a média não é necessária no caso de ξ ∈ Hac(T ).

Corolário 4.2.2. Seja T um operador autoadjunto e A um operador teste. Se Pc(T )ξ 6= 0,

então

(i) A função t 7→ EξA(t) é não-limitada.

(ii) lim
|t|→∞

〈EξA〉(t) =∞.

Demonstração. Note que (i) é consequência de (ii). Isto é, se vale (ii) então

lim
|t|→∞

∫ t

0

EξA(s) ds =∞.

Se t 7→ EξA(t) fosse limitada teríamos que
1

t

∫ t

0

EξA(s) ds ≤ 1

t
.c.t = c e assim (ii) não

valeria. Sendo assim, é su�ciente mostrar (ii).

(ii) Sejam 0 < λ1 < λ2 < λ3 < ... os autovalores de A e QN a projeção ortogonal sobre o

subespaço vetorial gerado pelos autovetores de A associados com os autovalores ≤ λN .

Como A possui espectro discreto puro temos lim
j→∞

λj = +∞. Então QN tem posto �nito,

logo é um operador compacto, e QNA = AQN .

Denote ξc = Pcξ e ξp = Ppξ, por hipótese ξc 6= 0. Também denote ξ(t) = e−itT ξ e

similarmente ξc(t) = e−itT ξc, ξp(t) = e−itT ξp.
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Temos assim,

EξA(t) = 〈e−itT ξ, Ae−itT ξ〉 = 〈ξ(t), Aξ(t)〉

= 〈(I −QN +QN)ξ(t), A(I −QN +QN)ξ(t)〉

= 〈(I −QN)ξ(t) +QNξ(t), A(I −QN)ξ(t) + AQNξ(t)〉

= 〈(I −QN)ξ(t), A(I −QN)ξ(t)〉+ 〈(I −QN)ξ(t), AQNξ(t)〉

+ 〈QNξ(t), A(I −QN)ξ(t)〉+ 〈QNξ(t), AQNξ(t)〉

= 〈QNξ(t), AQNξ(t)〉+ 〈(I −QN)ξ(t), A(I −QN)ξ(t)〉

≥ 〈(I −QN)ξ(t), A(I −QN)ξ(t)〉 ≥ λN‖(I −QN)ξ(t)‖2

= λN‖ξ(t)−QNξ(t)‖2 = λN
(
‖ξ(t)‖2 − ‖QNξ(t)‖2)

= λN
(
1− ‖QNξc(t)‖2 − ‖QNξp(t)‖2)

≥ λN
(
1− ‖QNξc(t)‖2 − ‖ξp‖2) .

Agora pelo Teorema RAGE temos

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

‖QNξc(s)‖2 ds = 0. (4.7)

E como EξA(t) ≥ λN
(
1− ‖QNξc(t)‖2 − ‖ξp‖2) segue que
〈EξA(t)〉 =

1

t

∫ t

0

Eξ(s) ds

≥ λN
t

∫ t

0

(
1− ‖QNξc(t)‖2 − ‖ξp‖2) ds

= λN

(
1− 1

t

∫ t

0

‖QNξc(s)‖2ds− ‖ξp‖2

)
= λN

(
1− ‖ξp‖2) .

Assim,

lim
t→∞

inf〈EξA(t)〉 ≥ λN
(
1− ‖ξp‖2) = λN‖ξc‖2. (4.8)

Portanto como λj →∞ quando j →∞, e por (4.7) e (4.8), segue (ii). �

Corolário 4.2.3. Se Pac(T )ξ 6= 0, então lim
|t|→∞

EξA(t) =∞.

Demonstração. Segue imediatamente do Corolário 4.2.2. �
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4.3 Decaimento da Probabilidade de Retorno

Nesta seção vamos apresentar caracterizações de subespaços contínuos de um operador

autoadjunto T , em termos da taxa de decaimento da probabilidade de retorno para zero

quando |t| → ∞. Aqui denotaremos l a medida de Lebesgue, A uma σ-álgebra de Borel

em R e F a transformada de Fourier.

Lema 4.3.1. Sejam T um operador autoadjunto, ξ ∈ Hac(T ) e η ∈ H. Então:

(i) 〈η, e−itT ξ〉 =
√

2πF
(
dµη,ξ
dl

)
(t), e assim

pη,ξ(t) = 2π

∣∣∣∣F (dµη,ξdl

)
(t)

∣∣∣∣2.
(ii) Para Lebesgue q.t.p

∣∣∣∣dµη,ξdl

∣∣∣∣2 ≤ dµη
dl

dµξ
dl

, com
dµη
dl

= 0 se η ∈ Hac(T )⊥.

Demonstração. (i) Como ξ ∈ Hac(T ) então µη,ξ � l. Assim,

〈η, e−itT ξ〉 =

∫
R
e−itx dµη,ξ(x) =

∫
R
e−itx

dµη,ξ
dl

(x) dx =
√

2πF
(
dµη,ξ
dl

)
(t).

Além disso,

pη,ξ(t) = |〈η, e−itT ξ〉|2 =
√

2π

∣∣∣∣F (dµη,ξdl

)
(t)

∣∣∣∣2.
(ii) Se η ∈ Hac(T )⊥, então µη,ξ = 0, logo

dµη
dl

= 0. Assim é possível assumir que η ∈

Hac(T ). Por Cauchy-Schwarz, para todo conjunto de Borel Λ ∈ A temos

|µη,ξ(Λ)|2 = |〈η, χΛ(T )ξ〉|2 = |〈χΛ(T )η, χΛ(T )ξ〉|2

≤ ‖χΛ(T )η‖2‖χΛ(T )ξ‖2 = 〈η, χΛ(T )η〉〈ξ, χΛ(T )ξ〉 = µη(Λ)µξ(Λ).

Agora tomando Λ = Jx, isto é, um intervalo aberto contendo x temos∣∣∣∣µη,ξ(Jx)l(Jx)

∣∣∣∣2 ≤ µη(Jx)

l(Jx)

µξ(Jx)

l(Jx)
,

e para l(Jx)→ 0 veri�ca-se que para l − q.t.p∣∣∣∣ dµη,ξdl(Jx)

∣∣∣∣2 ≤ dµη
dl

dµξ
dl
,

desde que as funções envolvidas sejam absolutamente contínuas. �
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Lema 4.3.2. Sejam ξ, η ∈ H. Se a função t 7→ s(t) = 〈η, e−itT ξ〉 é um elemento de

L2(R), então µη,ξ � l.

Demonstração. Assuma que s ∈ L2(R). Então para toda ψ ∈ L2(R) a função s(t)ψ(t) ∈

L1(R) e a aplicação linear ψ 7→ L(ψ) :=

∫
R
ψ(t)s(t) dt é limitada se |L(ψ)| ≤ ‖s‖2‖ψ‖2.

Pelo Teorema da Representação de Riesz, existe φ ∈ L2(R) tal que∫
R
φ(t)ψ(t) dt = 〈φ, ψ〉 = L(ψ)

e por Fubini

L(ψ) =

∫
R
ψ(t)

(∫
R
e−itx dµη,ξ(x)

)
dt

=
√

2π

∫
R
ψ̂(x) dµη,ξ(x)

=
√

2π〈η, ψ̂(t)ξ〉.

Dado um intervalo limitado (a, b) ⊂ R, tome uma sequência 0 ≤ ψ̂n ∈ C∞0 (R̂) de

forma que ψ̂n ↑ χ(a,b). Assim, pelo Lema 3.2.4 e pelo Teorema da Convergência Dominada

temos

√
2πµη,ξ((a, b)) =

√
2π〈η, χ(a,b)(T )ξ〉 =

√
2π lim

n→∞
〈η, ψ̂n(T )ξ〉

= lim
n→∞

L(ψn) = lim
n→∞

∫
R
φ(t)ψn(t) dt

= lim
n→∞

∫
R
φ̂n(t)ψ̂n(t) dt =

∫
(a,b)

φ̂n(t).

Como isso vale para todo intervalo limitado (a, b) e µη,ξ é �nito, segue que φ̂ ∈ L1(R)

e
dµη,ξ
dl

= φ̂. Logo, µη,ξ � l. �

Teorema 4.3.3. Seja T um operador autoadjunto. Então ξ ∈ Hac(T ) se, e somente se,

existe um conjunto denso E(ξ) v H tal que a função t 7→ pη,ξ(t) seja um elemento de

L1(R) para todo η ∈ E(ξ).

Demonstração. Suponha que exista o conjunto E(ξ). Então pelo Lema 4.3.2, µη,ξ � l

para cada η ∈ E(ξ). Assim, para qualquer Λ ∈ A temos

µη,ξ(Λ) = 〈η, χΛ(T )ξ〉

= 〈η, χΛ(T )Pac(T )ξ〉+ 〈η, χΛ(T )Pp(T )ξ〉+ 〈η, χΛ(T )Psc(T )ξ〉
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e como µη,ξ � l segue pela Proposição 3.5.8 que

〈η, χΛ(T )Pp(T )ξ〉 = 〈η, χΛ(T )Psc(T )ξ〉 = 0, ∀η ∈ E(ξ).

Assim, como E(ξ) é denso em H e Ppξ = 0 = Pscξ temos ξ ∈ Hac(T ).

Suponha agora que ξ ∈ Hac(T ) e seja E(ξ) como de�nido acima, isto é, o vetor η de

modo que t 7→ pη,ξ(t) seja um elemento de L1(R). Vamos mostrar que E(ξ) é denso em

H. Se η ∈ Hp(T ) ⊕Hsc(T ), então pη,ξ(t) = 0, para todo t. Assim é su�ciente considerar

η ∈ Hac(T ) e veri�car o resultado para η em um subconjunto denso de Hac(T ).

Pelo Lema 4.3.1(i) e Teorema 2.2.45, temos pη,ξ ∈ L1(R) se, e somente se,
dµη,ξ
dl
∈

L2(R). Para cada vetor η ∈ Hac(T ) existe M = M(η) <∞ tal que, para l − q.t.p. temos

0 ≤ dµη
dl

(x) ≤M,

assim, pelo Lema 4.3.1(ii), ∥∥∥∥dµη,ξdl

∥∥∥∥2

2

≤M(η)

∥∥∥∥dµξdl
∥∥∥∥

1

<∞.

Uma vez que η é denso em Hac(T ), o resultado segue. �

Como consequência desses resultados, a seguir apresentamos dois importantes corolá-

rios para a caracterização dos subespaços contínuos em termos da taxa de decaimento das

probabilidades de retorno.

Corolário 4.3.4. Seja T um operador autoadjunto.

(i) Hac(T ) = {ξ ∈ H : pξ(t) ∈ L1(R)}.

(ii) Se existe c, ε > 0 tal que para |t| grande,

pξ(t) ≤
c

|t|1+ε
,

então ξ ∈ Hac(T ).

Demonstração. (i) Pelo Lema 4.3.2, o conjunto Ω = {ξ ∈ H : pξ(t) ∈ L1(R)} ⊂ Hac(T ),

e se Hac(T ) é um subespaço fechado, Ω ⊂ Hac(T ). Então pelo Teorema 4.3.3, η ∈ Hac(T )
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com a derivada de Radon-Nikodym
dµη
dl
∈ Ω. Mas como esse conjunto é denso em Hac(T ),

segue que Ω = Hac(T ).

(ii) Se neste caso a função dada t 7→ pξ(t) ∈ L1(R) o resultado segue imediatamente de

(i) desse corolário. �

Corolário 4.3.5. Seja T um operador autoadjunto.

(i) ξ ∈ Hc(T ) com Psc(T )ξ 6= 0 se, e somente se, Xξ = 0 e existe um conjunto aberto

∅ 6= X(ξ) ⊂ H tal que ∫
R
pη,ξ(t) dt =∞,

para todo η ∈ X.

(ii) Se 0 6= ξ ∈ Hsc(T ), então Xξ = 0 e

∫
R
pξ(t) dt =∞.

Demonstração. (i) Pelo Teorema 4.1.4 temos que Xξ = 0 se, e somente se, ξ ∈ Hc(T ).

Como existe um conjunto aberto X(ξ) pelo Teorema 4.3.3, segue o resultado.

(ii) Se ξ ∈ Hsc(T ) então pξ /∈ L1(R) pelo Corolário 4.3.4. Logo segue (ii). �

Note que se ξ ∈ Hp(T ), então
∫
H
pξ(t) dt =∞ mas Xξ 6= 0. Isso é claro para autove-

tores, e um caso geral segue do Corolário 4.3.4(i).

Observe que existem variações da dinâmica de acordo com o tipo espectral, a saber,

pontual, absolutamente contínuo ou singular contínuo. A maioria dos resultados apresen-

tados aqui foram qualitativos, no sentido de anulamento da probabilidade de retorno ou

crescimento dos valores esperados dos operadores teste.

Enquanto isso, na Seção 4.3, foram apresentados alguns resultados quantitativos, no

sentido de apresentar taxas de crescimento e decaimento da probabilidade de retorno.



Capítulo 5

Probabilidade de Retorno e as

Dimensões de Correlação da Medida

Espectral

Neste capítulo veremos, baseado no artigo [1], como certos coe�cientes de correlação

da medida espectral estão relacionados com o comportamento da probabilidade de retorno

fornecendo resultados mais quantitativos. Aqui, usaremos C para denotar diferentes cons-

tantes positivas.

5.1 Medidas Uniformemente Localmente α-dimensionais

Uma maneira de obter estimativas quantitativas na dinâmica é assumir hipóteses espe-

cí�cas nas medidas espectrais. Nesta seção veremos algumas consequências na dinâmica

assumindo que as medidas espectrais são uniformemente localmente α-dimensionais.

Para cada x ∈ R e ε > 0, denotaremos Bε(x) =
(
x− ε

2
, x+

ε

2

)
.

De�nição 5.1.1. Sejam 0 ≤ α ≤ 1 e µ uma medida de Borel positiva e �nita sobre R.

(i) µ é dita localmente α− dimensional em x0 se:

∃ C < +∞ tal que ∀ε, 0 < ε < 1 tem-se µ (Bε (x0)) ≤ Cεα.

76
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(ii) µ é dita uniformemente localmente α− dimensional(L.U.α) se:

∃ C < +∞ e 0 < ε0 < 1 tal que, para x µ − q.t.p., ∀ε, 0 < ε < ε0, tem-se

µ (Bε (x)) ≤ Cεα.

Observações:

(i) Toda medida µ positiva e �nita é L.U.0. De fato, se µ é positiva �nita então ∃ C > 0

tal que µ(A) ≤ C, ∀ A ∈ A. Assim para ε0 ∈ (0, 1) temos para todo 0 < ε < ε0 ,

µ(Bε(x)) ≤ C = C.ε0 e o resultado segue.

(ii) Uma medida µ que tem uma componente pontual pura em x0 possui um expoente

local igual a 0 em x0.

(iii) Se µ � l com derivada de Radon-Nykodym f limitada então µ é L.U.1. Observe

que isso vale em particular para a medida de Lebesgue l. De fato, existe 0 < C <∞

tal que

|f(x)| ≤ C, ∀x ∈ R.

Tome 0 < ε0 < 1 então para todo 0 < ε < ε0, temos

µ(Bε(x)) =

∫
Bε(x)

f(x) dx

≤
∫
Bε(x)

|f(x)| dx ≤ C

∫
Bε(x)

dx = Cε

e o resultado segue.

(iv) Uma medida que é localmente α-dimensional em x0, é localmente β-dimensional em

x0 para qualquer 0 ≤ β ≤ α. De fato, se µ é localmente α-dimensional existe C <∞

tal que para todo 0 < ε < 1, µ(Bε(x0)) ≤ Cεα. Assim, se 0 ≤ β ≤ α então para

todo 0 < ε < 1 temos µ(Bε(x)) ≤ Cεα ≤ Cεβ.

Em [13], Strichartz demonstrou o seguinte resultado, (veja também [5, 7]):

Teorema 5.1.2. Se µ é uma medida �nita em R que é L.U.α, então existe uma constante

Cµ > 0, dependendo somente de µ, tal que, para toda f ∈ L2
µ(R),

1

t

∫ t

0

∣∣∣∣∫
R
e−ixsf(x) dµ(x)

∣∣∣∣2 ds ≤ Cµ
‖f‖2

2

tα
, (5.1)
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para todo t > 0.

Demonstração. Se denotarmos por µ̂ a transformada de Fourier de uma medida µ, note

que o lado esquerdo de (5.1) pode ser escrito como
1

t

∫ t

0

|f̂µ(s)|2 ds, ou seja, a média

temporal da transformada de Fourier da medida fµ.

Como 1 ≤ ee
−s2
t2 para 0 ≤ s ≤ t e f ∈ L2

µ(R), temos

1

t

∫ t

0

|f̂µ(s)|2 ds ≤ 1

t

∫ t

0

e.e
−s2
t2 |f̂µ(s)|2ds ≤ e

t

∫
R
e
−s2
t2 |f̂µ(s)|2ds

=
e

t

∫
R
e
−s2
t2

∣∣∣∣∫
R
e−ixsf(x)dµ(x)

∣∣∣∣2 ds
=

e

t

∫
R
e
−s2
t2

[(∫
R
e−ixsf(x)dµ(x)

)(∫
R
e−iysf(y)dµ(y)

)]
ds

=
e

t

∫
R
e
−s2
t2

[(∫
R
e−ixsf(x)dµ(x)

)(∫
eiysf(y)dµ(y)

)]
ds

=
e

t

∫
R
e
−s2
t2

(∫
R×R

f(x)f(y)e−ixseiysdµ(x)dµ(y)

)
ds

=
e

t

∫
R
e
−s2
t2

(∫
R×R

f(x)f(y)e−i(x−y)sdµ(x)dµ(y)

)
ds

=
e

t

∫
R×R

f(x)f(y)

(∫
R
e
−s2
t2 e−i(x−y)sds

)
dµ(x)dµ(y)

=
e

t

∫
R×R

f(x)f(y)

(∫
R
e
−s2
t2
−i(x−y)sdt

)
dµ(x)dµ(y). (5.2)

Como para a > 0, b ∈ R temos
∫
R
e−ax

2+ibxdx =

√
π

a
e
−b2
4a , segue de (5.2) que

1

t

∫ t

0

|f̂µ(s)|2 ds ≤ e

t

∫
R×R

f(x)f(y)

(√
π t e

−(x−y)2t2
4

)
dµ(x)dµ(y)

= e
√
π

∫
R×R

f(x)f(y)e
−(x−y)2t2

4 dµ(x)dµ(y)

≤ e
√
π

∫
R×R
|f(x)||f(y)|e

−(x−y)2t2
4 dµ(x)dµ(y)

= e
√
π

∫
R×R
|f(x)|e

−(x−y)2t2
8 |f(y)|e

−(x−y)2t2
8 dµ(x)dµ(y) := I (5.3)

e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

I ≤ e
√
π

(∫
R×R
|f(x)|2e

−(x−y)2t2
4 dµ(x)dµ(y)

) 1
2
(∫

R×R
|f(y)|2e

−(x−y)2t2
4 dµ(x)dµ(y)

) 1
2

= e
√
π

∫
R
|f(x)|2

∫
R
e
−(x−y)2t2

4 dµ(y)dµ(x). (5.4)
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Portanto de (5.3) e (5.4) obtemos

1

t

∫ t

0

|f̂µ(s)|2 ds ≤ e
√
π

∫
R
|f(x)|2

∫
R
e
−(x−y)2t2

4 dµ(y)dµ(x). (5.5)

Agora para uma segunda estimativa, �xe x e tome

Ωn =

{
y ∈ R :

n

t
≤ |x− y| ≤ n+ 1

t

}
.

Então para t > 1 temos l(Ωn) ≤ 1

t
< 1. Como µ é L.U.α, existe uma constante C1 tal que

µ(Ωn) ≤ C1
1

tα
.

Então ∫
R
e
−(x−y)2t2

4 dµ(y) =
∞∑
n=0

∫
Ωn

e
−(x−y)2t2

4 dµ(y)

≤
∞∑
n=0

e
−n2
4

∫
Ωn

dµ(y)

=
∞∑
n=0

e
−n2
4 µ(Ωn) ≤

∞∑
n=0

e
−n2
4 C1t

−α. (5.6)

Chamando C2 =
∞∑
n=0

e
−n2
4 C1, segue de (5.5) e (5.6) que para todo t > 0

1

t

∫ t

0

|f̂µ(s)|2 ds ≤ e
√
π

∫
R
|f(x)|2 C2 t

−α dµ(x)

= e
√
π C2 t

−α
∫
R
|f(x)|2dµ(x) = C ‖f‖2

2 t
−α,

o que completa a demonstração do teorema. �

O Teorema 5.1.2 pode ser usado para estudar o comportamento da dinâmica gerada

por um operador autoadjunto T , agindo emH, como discutido no capítulo anterior. Agora

denotaremos as correspondentes medidas espectrais simplismente por µξ, para ξ ∈ H.

Corolário 5.1.3. Se a medida espectral µξ é absolutamente contínua com respeito a uma

medida µ que é L.U.α, com
dµξ
dµ

= f ∈ L2
µ(R), então a probabilidade de retorno médio

satisfaz,

〈pξ〉 (t) ≤
C

tα

para algum C > 0 e para todo t > 0.
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Demonstração. Note primeiramente que,

pξ(t) =
∣∣〈ξ, e−itT ξ〉∣∣2 =

∣∣∣∣∫
R
e−itxdµξ(x)

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∫
R
e−itxf(x)dµ

∣∣∣∣2 .
E como 〈pξ〉 (t) =

1

t

∫ t

0

pξ(s) ds, segue do Teorema 5.1.2 que

〈pξ〉 (t) =
1

t

∫ t

0

pξ(s)ds =
1

t

∫ t

0

∣∣∣∣∫
R
e−isxf(x)dµ

∣∣∣∣2 ds
≤ Cµ

‖f‖2
2

tα
=
C

tα
,

para C = Cµ ‖f‖2
2 . �

Corolário 5.1.4. Se µξ é L.U.α, então existe uma constante C = C(ξ) > 0 tal que

∀η ∈ H, ‖η‖ = 1 temos

〈pξ,η〉(t) ≤
C

tα
,

para todo t > 0.

Demonstração. Pelo Lema 4.1.3, para cada η ∈ H existe g ∈ L2
µξ

(R)∩L1
µξ

(R) de modo

que ‖g‖L2
µξ
≤ ‖η‖ = 1 e 〈

η, e−itT ξ
〉

=

∫
σ(t)

e−itxg(x) dµξ(x).

E consequentemente, ∣∣〈η, e−itT ξ〉∣∣2 =

∣∣∣∣∫
σ(t)

e−itxg(x) dµξ(x)

∣∣∣∣2 .
Então, pelo Teorema 5.1.2

〈pη,ξ〉(t) =
1

t

∫ t

0

pη,ξ(s)ds =
1

t

∫ t

0

∣∣〈η, e−isT ξ〉∣∣2 ds
=

1

t

∫ t

0

∣∣∣∣∫
σ(t)

e−isxg(x) dµξ(x)

∣∣∣∣2 ds ≤ Cµ
‖f‖2

2

tα
=
C

tα
,

para C = Cµ ‖f‖2
2 . �

Observe que se α > 0, então o Corolário 5.1.4 fornece uma descrição mais detalhada

do limite Xξ = 0 no Teorema 4.1.4(i) do capítulo anterior. Além disso, no caso em que a

medida espectral é pontual pura temos α = 0, e então o Corolário 5.1.4 é consistente pelo

fato do não "anulamento"da probabilidade de retorno.
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Lema 5.1.5. Assuma que µξ é L.U.α e seja ξ(t) = e−itT ξ. Então existe C = C(ξ) > 0

de modo que para qualquer projeção ortogonal PF em um subespaço de dimensão �nita de

H, de dimensão N, temos

1

t

∫ t

0

‖PF ξ(s)‖2ds ≤ CN

tα
, ∀t > 0.

Demonstração. Seja {η1, . . . , ηN} uma base ortonormal do subespaço img PF , de modo

que PF (·) =
N∑
j=1

〈nj, ·〉nj. Então,

‖PF ξ(t)‖2 = 〈ξ(t), PF ξ(t)〉 =
N∑
j=1

|〈ηj, ξ(t)〉|2 =
N∑
j=1

pηj ,ξ(t).

Logo, pelo Corolário 5.1.4

1

t

∫ t

0

‖PF ξ(s)‖2 ds =
1

t

∫ t

0

N∑
j=1

pηj ,ξ(s) ds =
N∑
j=1

1

t

∫ t

0

pηj ,ξ(s) ds

≤
N∑
j=1

C

tα
=
CN

tα
.

�

Corolário 5.1.6. Seja T um operador autoadjunto gerador do grupo de evolução temporal

unitário, e A um operador teste com autovalores 0 ≤ λ1 < λ2 < λ3 < .... Se µξ é L.U.α,

então existe uma constante C = C(ξ) > 0 tal que〈
EξA
〉

(t) ≥ 1

2
λ(Ctα), ∀t > 1,

aqui λ(Ctα) := λ[Ctα], em que [Ctα] indica a parte inteira de λ.

Demonstração. Seja QN a projeção ortogonal no subespaço gerado pelos autovetores de

A associados aos autovalores ≤ λN . Como A possui espectro discreto, QN é uma projeção

em um subespaço de dimensão �nita; para simpli�car a notação, assuma que N é essa
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dimensão. Então,

EξA(t) = 〈ξ(t), Aξ(t)〉

= 〈(I −QN +QN)ξ(t), A(I −QN +QN)ξ(t)〉

= 〈QNξ(t), AQNξ(t)〉+ 〈(I −QN)ξ(t), A(I −QN)ξ(t)〉

≥ λN‖(I −QN)ξ(t)‖2

= λN
[
1− ‖QNξ(t)‖2] .

Sendo assim,

〈EξA〉(t) =
1

t

∫ t

0

EξA(s) ds

≥ 1

t

∫ t

0

λN
[
1− ‖QNξ(s)‖2] ds

=
1

t

[∫ t

0

λN −
∫ t

0

‖QNξ(s)‖2 ds

]
= λN −

1

t

∫ t

0

‖QNξ(s)‖2 ds ≥ λN −
CN

tα
λN

=

(
1− CN

tα

)
λN =

(
1− CN

tα

)
λ(N), ∀N.

Tomando N =

[
tα

2C

]
, e chamando

1

2C
= C, segue o resultado. �

Exemplo 5.1.7. Uma aplicação típica dos resultados acima para operadores autoadjuntos

tem forte ligação com as Hamiltonianas H : l2(Z) → l2(Z) e o operador teste A = M , o

segundo momento do operador posição, isto é, se (ej)j∈Z é uma base canônica de l2(Z),

então

M(·) =
∑
j∈Z

j2〈ej, ·〉ej.

Assuma ‖ξ‖ = 1. Um valor grande de M(ξ) signi�ca que o vetor ξ é propagado para

grandes valores de |j| em Z. Os autovalores de M são os quadrados dos inteiros e, exceto

o autovalor nulo que é simples, todos possuem multiplicidade 2. Neste caso, para s >

0, λ(s) = [s]2, e para uma condição inicial ξ ∈ l2 a medida espectral correspondente é

L.U.α, e o Corolário 5.1.6 implica que

〈EξM(t)〉 ≥ Ct2α.
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Esse é um valor quantitativo, no caso da medida espectral ser L.U.α, do transporte de

propriedades de ξ sobre Z quando t→∞.

5.2 Dimensão de Correlação de uma Medida

Nesta seção de�nimos os expoentes locais de uma medida e suas dimensões de Haus-

dor� e de correlação. O objetivo é demonstrar de forma rigorosa que os expoentes de

decaimento das probabilidades de retorno são iguais às dimensões de correlação da me-

dida espectral.

De�nição 5.2.1. (Expoentes Locais)

Considere uma medida de Borel positiva e �nita µ em R e x ∈ supp(µ). O expoente local

inferior e o expoente local superior de µ são de�nidos respectivamente como,

γ−(x) = lim
ε→0

inf
log µ(Bε(x))

log ε

e

γ+(x) = lim
ε→0

sup
log µ(Bε(x))

log ε
,

onde Bε(x) ∈ R é uma bola aberta de centro x e raio
ε

2
.

Lema 5.2.2. Seja µ uma medida de Borel positiva e �nita. Então γ−, γ+ : R → R

são funções mensuráveis. Em particular para qualquer α, os conjuntos {x | γ−(x) ≥ α} e

{x | γ+(x) ≥ α} são µ mensuráveis.

Demonstração. Primeiramente vamos mostrar que o limite na de�nição de γ−(x) não

muda se a variável contínua ε for substituída por qualquer sequência {εn} com εn ↘ 0 e
log εn+1

log εn
→ 1.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que εn < 1, para todo n. Se εn+1 ≤ ε ≤

εn temos Bεn+1(x) ⊂ Bε(x) ⊂ Bεn(x), logo

log µ
(
Bεn+1(x)

)
≤ log µ (Bε(x)) ≤ log µ (Bεn(x))
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e

log εn+1 ≤ log ε ≤ log εn < 0,

donde
log µ (Bεn(x))

log εn
≤ log µ (Bε(x))

log ε
≤

log µ
(
Bεn+1(x)

)
log εn+1

,

e o resultado segue.

Assim pelos argumentos padrões de teoria da medida segue que γ− é mensurável. Um

análogo segue para γ+. �

Lema 5.2.3. Para x µ− q.t.p. temos

0 ≤ γ−(x) ≤ γ+(x) ≤ 1.

Demonstração. De fato, segue diretamente por de�nição que γ−(x) ≤ γ+(x). Agora

pelo Teorema de Radon-Nykodym temos que

µ = µa + µs,

onde µa � l e µs ⊥ l. Assim

lim
ε→0

inf
µa(Bε(x))

ε
= cf(x) > 0,

para x ∈ R µa − q.t.p., em que f é a derivada de Radon-Nykodym de µa, e

lim
ε→0

inf
µs(Bε(x))

ε
=∞,

para x ∈ R µs − q.t.p., (veja [6]).

Sendo assim,

lim
ε→0

inf
µ(Bε(x))

ε
≥ 0,

para x ∈ R µ− q.t.p e o conjunto

E =

{
x : 0 < lim

ε→0
inf

µ(Bε(r))

ε

}
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tem medida µ positiva.

Fixe uma sequência (ξn)n∈N tal que (ξn) → 0 quando n → ∞, e de�na para cada

n ∈ N, um conjunto

En =
{
x ∈ E :

ε

n
< µ(Bε(r)), ∀ε < εn

}
.

Note que assim, E = ∪nEn e E1 ⊂ E2 ⊂ E3 ⊂ ....

Agora tomando x ∈ E, existe n ∈ N tal que
ε

n
< µ(Bε(x)). Isso implica que

log
ε

n
< log µ(Bε(x)).

E assim,

log µ(Bε(x))

log ε
≤

log
ε

n
log ε

= 1− log n
log ε

.

Fazendo ε→ 0, obtemos γ+(x) ≤ 1.

Logo, γ+(x) ≤ 1 para x ∈ R µ− q.t.p. Portanto,

0 ≤ γ−(x) ≤ γ+(x) ≤ 1.

�

De�nição 5.2.4. Considere um conjunto Z ⊂ X, sendo X um espaço métrico. De�nimos

a α− medida de Hausdor� de Z (α ≥ 0 um numéro real) como

mH(Z, α) = lim
ε→0

inf
G

{∑
U∈G

(diam U)α : Z ⊂
⋃
U∈G

U, diam U ≤ ε

}
,

em que G percorre todas as coleções contáveis de conjuntos abertos de diâmetro menor ou

igual que ε cobrindo Z.

A função mH(Z, α) tem a seguinte propriedade (veja [9, 10, 14]):

Propriedade 5.2.5. Existe um valor αH tal que

mH(Z, α) =∞, para α < αH

e

mH(Z, α) = 0, para α > αH .
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De�nição 5.2.6. (Dimensão de Hausdor� de um conjunto)

A quantidade

dimHZ = αH = inf{α : mH(Z, α) = 0}

= sup{α : mH(Z, α) =∞}

é chamada dimensão de Hausdor� do conjunto Z.

De�nição 5.2.7. (Dimensão de Hausdor� de uma medida)

Se µ é uma medida de probabilidade em um espaço métrico X, isto é, µ(X) = 1, então a

dimensão de Hausdor� de µ é

dimH(µ) = inf{dimH(Z) : Z ⊂ X, µ(Z) = 1}.

Proposição 5.2.8. Sejam µ uma medida de probabilidade em R e Λ ⊂ R um conjunto

mensurável com µ(Λ) > 0. Suponha que para todo x ∈ Λ, temos

a ≤ γ−(x) ≤ γ+(x) ≤ b,

onde a e b são duas constantes independentes de x. Então

a ≤ dimH(Λ) ≤ b. (5.7)

Demonstração. Para U ⊂ R, seja R(U, ε) = {Bρ(x) : x ∈ U, ρ ≤ ε} e de�na

α(U, µ) = inf

{
α : lim

ε→0
inf

k⊂R(U,ε)

∑
A∈k

(µ(A))α = 0

}
,

onde k é uma cobertura de U . Se U é mensurável e µ(U) > 0, então α(U, µ) = 1.

Fixe U ⊂ R com µ(U) > 0. Suponha que exista ε0 > 0 tal que ∀x ∈ U e ∀ε ≤ ε0,

tenhamos

a ≤ log µ(Bε(x))

log ε
≤ b.

Seja α > 1, além disso, 0 < ε1 < ε0 e ε2 > 0 dados. Como α(U, µ) = 1, existe uma

cobertura k ⊂ R(U, ε1) de U que satisfaz∑
A∈k

(µ(A))α ≤ ε2. (5.8)
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Nossa hipótese garante que para A ∈ R(U, ε0) tenhamos

(diam A)b ≤ 2b(µ(A)).

Sendo assim, ∑
A∈k

(diam A)αb ≤
∑
A∈k

[
2b(µ(A))

]α
=

∑
A∈k

2αb(µ(A))α = 2αb
∑
A∈k

(µ(A))α

e por (5.8) temos ∑
A∈k

(diam A)αb ≤ 2αbε2. (5.9)

Logo, pela de�nição de dimensão de Hausdor�,

dimH(U) ≤ αb. (5.10)

Note que a de�nição de dimensão de Hausdor� não se altera se nos restringirmos a sub-

coberturas de R(U, ε). Sendo assim,∑
A∈k

(diam A)b ≥ 2a
∑
A∈k

(µ(A))

= 2aµ(U), ∀A ∈ R(U, ε).

E assim ∑
A∈k

(diam A)b ≥ 2a(µ(U)),

para toda cobertura k ⊂ R(U, ε0) de U , o que prova que dimH(U) ≥ a.

Agora, �xe ε > 0 e tome δn ↘ 0. Considere

Λk =

{
x ∈ Λ : ∀n ≤ k, a− ε ≤ log µ(Bδn(x))

log δn
≤ b+ ε

}
.

Como x 7→ µ(Bε(x)) é uma função mensurável, os conjuntos Λk são mensuráveis e

µ(Λk) ↗ µ(Λ), para todo k. Assim se k ↗ ∞ temos que ε ↘ 0. Logo, dimH(U) ≤ b.

Portanto,

a ≤ dimH(Λ) ≤ b.

�
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Corolário 5.2.9. Seja µ uma medida de probabilidade em R. Assuma que para x µ−q.t.p.

a ≤ γ−(x) ≤ γ+(x) ≤ b. Então

a ≤ dimH(µ) ≤ b.

Demonstração. Seja Z ⊂ R com µ(Z) = 1. Por hipótese, a ≤ γ−(x) ≤ γ+(x) ≤ b, para

x ∈ Z q.t.p. e pela Proposição 5.2.8 temos que a ≤ dimH(Z) ≤ b. Então isso implica que

a ≤ inf{dimH(Z) : Z ⊂ H, µ(Z) = 1} ≤ b. Portanto,

a ≤ dimH(µ) ≤ b.

�

Note que se tomarmos a = µ − inf ess γ−(x) e b = µ − sup ess γ+(x) temos pelo

corolário anterior que

µ− inf ess γ−(x) ≤ dimH(µ) ≤ µ− sup ess γ+(x).

E além disso, se γ−(x) = γ+(x) = a para x µ− q.t.p temos que dimH(µ) = a.

Agora vamos apresentar um exemplo surpreendente de uma medida tal que, o maior

α tal que ela é L.U.α é menor do que qualquer expoente local γ−(x).

Considere a medida absolutamente contínua µ de�nida em (0, 1] como segue:

dµ = νxν−1dx, para ν ∈ (0,
1

2
) �xo.

Então para x µ − q.t.p. temos γ−(x) = γ+(x) = 1, mas o supremo sobre todos os α

tal que µ é L.U.α é menor que ν. Isto é, para todo x0 ∈ (0, 1], existe ε0 su�cientemente

pequeno e uma constante c̃ =
ν2

x1−ν
0

tal que, para todo ε < ε0, µ(Bε(x0)) ≤ c̃ε, mas não se

pode esperar encontrar ε0 e c̃ uniforme em x. De fato, seja α0 = ν + δ para algum δ > 0,

e assuma que existe c > 0 e ε0 > 0 tal que para todo ε < ε0 e para x µ− q.t.p. temos,

µ(Bε(x)) < cεα0 . (5.11)

E para qualquer 0 < x0 < 1/2 inf(ε0, (
c

2ν
)δ) e 1/2 inf(ε0, (

c
2ν

)δ) < ε < inf(ε0, (
c

2ν
)δ),

tem-se µ(Bε(x)) > cεα0 , uma contradição com (5.11).

Considere agora as dimensões de correlação de uma medida µ de�nidas como segue.
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De�nição 5.2.10. Seja µ uma medida de Borel positiva e �nita em R e de�na

γ2(ε) =

∫
R
µ
((
ω − ε

2
, ω +

ε

2

])
dµ(ω).

Então,

D−2 = lim
ε→0

inf
log γ2(ε)

log(ε)

é chamada dimensão de correlação inferior de µ, e

D+
2 = lim

ε→0
sup

log γ2(ε)

log(ε)

é chamada dimensão de correlação superior de µ.

Se D+
2 = D−2 = D2, então D2 é chamada dimensão de correlação de µ.

Observações:

(i) Note queD−2 eD+
2 permanecem inalterados se substituímos

(
ω − ε

2
, ω +

ε

2

)
por Bε(ω)

na de�nição de γ2(ε).

(ii) É importante ressaltar que existe uma família de dimensões Dq, q ≥ 0, porém neste

trabalho estamos interessados no caso em que q = 2. Em [2], os autores apresentam

uma de�nição geral para essas dimensões. Veja também [9].

Em [4], os autores inferiram que

γ2(ε) ∼ εD2 ⇔ 〈pξ〉(t) ∼ t−D2 ,

onde D2 é associado com µξ. Isso é con�rmado por alguns cálculos numéricos. A seguir

apresentamos uma prova deste fato, baseado no artigo [1], (veja 5.2.13).

Proposição 5.2.11. Se µ é uma medida de Borel positiva e �nita em R, então

D−2 ≤ µ− inf.ess γ−(x).

Demonstração. Para η �xado tal que D−2 > η > 0, pela de�nição de dimensão de

correlação inferior de µ temos que D−2 = lim inf
ε→0

log γ2(ε)

log ε
> η. Assim da de�nição de

γ2(ε) segue que existe ε(η) > 0 tal que para todo ε < ε(η) temos∫
R

µ(Bε(x))

εD
−
2 −

3η
4

dµ(x) ≤ ε
η
4 . (5.12)
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Disso temos que∫
R

(∫ ε(η)

0

µ(Bε(x))

εD
−
2 −

3η
4

dε

ε

)
dµ(x) =

∫ ε(η)

0

1

ε

(∫
R

µ(Bε(x))

εD
−
2 −

3η
4

dµ(x)

)
dε

≤
∫ ε(η)

0

1

ε
ε
η
4 dε =

∫ ε(η)

0

ε
η
4

ε
dε =

∫ ε(η)

0

ε
η
4
−1 dε <∞.

Logo para x µ− q.t.p. temos∫ ε(η)

0

µ(Bε(x))

εD
−
2 −

3η
4

dε

ε
<∞. (5.13)

Agora assuma que, para algum x, D−2 − 2η > γ−(x), então pela de�nição de γ−(x),

existe (εn)n∈N, εn ↘ 0 tal que εn <
εn−1

2
e

µ(Bεn(x)) > ε
γ−(x)+ η

2
n > ε

D−2 −
3η
2

n . (5.14)

Então como ε 7→ µ(Bε(x)) é uma função não decrescente de ε temos, µ(Bε(x)) > εD
−
2 −η

pelo menos no intervalo
[
εn, ε

′
n

]
=
[
εn, ε

1− η
2

n

]
.

Seja N o menor inteiro tal que εN < ε(η) e ε
1− η

2
N > 2εN . Então para todo n > N ,

An := [εn, 2εn] ⊂
[
εn, ε

1− η
2

n

]
, e esses An são todos disjuntos. Sendo assim, voltando em

(5.13) temos ∫ ε(η)

0

µ(Bε(x))

εD
−
2 −

3
4
η

dε

ε
≥

∫ ε(N)

0

µ(Bε(x))

εD
−
2 −

3
4
η

dε

ε

≥
∑
n>N

∫
An

µ(Bε(x))

εD
−
2 −

3
4
η

1

ε
dε

>
∑
n>N

1

2εn

ε
D−2 −η
n

(2εn)D
−
2 −

3
4
η
µ(An)

=
∑
n>N

(2εn)−1 ε
D−2 −η
n

(2εn)D
−
2 −

3
4
η
εn = +∞. (5.15)

Sendo assim por (5.13) e (5.15) temos que para x µ− q.t.p., γ−(x) ≥ D−2 − 2η.

Como isso vale para todo η > 0 temos

D−2 ≤ µ− inf ess γ−(x).

�
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Observação:

Com os mesmos argumentos da demonstração da proposição anterior, demonstra-se que

para todo conjunto de Borel S ⊂ R com µ(S) > 0 tem-se

lim
ε→0

inf
log
∫
S
µ(Bε(x)) dµ(x)

log ε
≤ µ− inf

x∈S
ess {γ−(x)}.

Lema 5.2.12. Sejam H um espaço de Hilbert e T : dom T v H → H um operador

autoadjunto. Para ξ ∈ dom T e ε > 0, seja

A(ε) =

∫
R
|Fµξ(x+ iε)|2dx, (5.16)

onde Fµξ(z) é a transformada de Borel de µξ, dada por Fµξ(z) =

∫
R

dµξ(y)

y − z
. Então:

(i) A(ε) = 4πε

∫
R×R

1

(y − x)2 + ε2
dµξ(y)dµξ(x). (5.17)

(ii) A(
1

t
) = 4π

∫ ∞
0

e−
s
t pξ(s) ds. (5.18)

Demonstração. Para demonstrar (i) basta desenvolver (5.16) e usar a fórmula de Cau-

chy.

(ii) Considere ε =
1

t
, usando que pξ(t) = |µ̂ξ(t)|2 (veja (4.1)) temos

4π

∫ ∞
0

e−sεpξ(s) ds = 4π

∫ ∞
0

e−sε|µ̂ξ(s)|2 ds

= 4π

∫ ∞
0

e−sε
∣∣∣∣∫

R
e−isx dµξ(x)

∣∣∣∣2 ds
= 4π

∫ ∞
0

e−sε
[∫

R
e−isx dµξ(x)

∫
R
e−isy dµξ(y)

]
ds

= 4π

∫ ∞
0

e−sε
[∫

R
e−isx dµξ(x)

∫
R
eisy dµξ(y)

]
ds

= 4π

∫ ∞
0

e−sε
∫
R×R

e−isx+isy dµξ(x)dµξ(y) ds

= 4π

∫
R×R

(∫ ∞
0

e−[i(x−y)+ε]s ds

)
dµξ(x)dµξ(y)

= 4π

∫
R×R

1

ε+ i(x− y)
dµξ(x)dµξ(y). (5.19)
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Note que podemos reescrever essa última integral como

4π

[∫
R×R

ε

ε2 + (x− y)2
dµξ(x)dµξ(y)− i

∫
R×R

x− y
ε2 + (x− y)2

dµξ(x)dµξ(y)

]
.

Mas como a expressão de partida é real, a parte imaginária é zero. Portanto por (5.17)

4π

∫ ∞
0

e−sεpξ(s) ds = 4πε

∫
R×R

1

ε2 + (x− y)2
dµξ(x)dµξ(y)

= A(ε).

e (ii) segue. �

Teorema 5.2.13. Sejam H um espaço de Hilbert e T : dom T v H → H um operador

autoadjunto. Para ξ ∈ dom T sejam D−2 e D+
2 as dimensões de correlação inferior e

superior da medida µξ, temos

lim
t→∞

inf
log 〈pξ〉(t)

log(t)
= −D+

2 (5.20)

e

lim
t→∞

sup
log 〈pξ〉(t)

log(t)
= −D−2 (5.21)

Demonstração. Considere

c− = lim inf
ε→0

log 〈pξ〉(1/ε)
log ε

e c+ = lim sup
ε→0

log 〈pξ〉(1/ε)
log ε

.

Queremos mostrar que c− = −D+
2 e c+ = −D−2 . Para isso mostraremos primeiramente

que, c+ ≥ −D−2 e c− ≥ −D+
2 . Em seguida mostraremos que, c+ ≤ −D−2 e c− ≤ −D+

2 .
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(i) Para todo ν > 0 temos

1

t

∫ t

0

|µ̂ξ(s)|2 ds ≤
1

t

∫ t

0

e.e
−s2
t2 |µ̂ξ(s)|2ds

≤ e

t

∫
R
e
−s2
t2 |µ̂ξ(s)|2 ds

=
e

t

∫
R
e
−s2
t2

∣∣∣∣∫
R
e−ixs dµξ(x)

∣∣∣∣2 ds
=

e

t

∫
R
e
−s2
t2

[(∫
R
e−ixs dµξ(x)

)(∫
R
e−iys dµξ(y)

)]
ds

=
e

t

∫
R
e
−s2
t2

[(∫
R
e−ixs dµξ(x)

)(∫
R
eiys dµξ(y)

)]
ds

=
e

t

∫
R
e
−s2
t2

(∫
R×R

e−ixseiysdµξ(x) dµξ(y)

)
ds

=
e

t

∫
R
e
−s2
t2

(∫
R×R

e−i(x−y)sdµξ(x) dµξ(y)

)
ds

=
e

t

∫
R×R

(∫
R
e
−s2
t2 e−i(x−y)s ds

)
dµξ(x) dµξ(y)

=
e

t

∫
R×R

(∫
R
e
−s2
t2
−i(x−y)s ds

)
dµξ(x) dµξ(y)

=
e

t

∫
R×R

(√
π t e

−(x−y)2t2
4

)
dµξ(x) dµξ(y)

= e
√
π

∫
R×R

e
−(x−y)2t2

4 dµξ(x) dµξ(y)

= e
√
π

∫
|x−y|<t−(1−ν)

e
−(x−y)2t2

4 dµ(x)dµ(y) +

∫
|x−y|≥t−(1−ν)

e
−(x−y)2t2

4 dµξ(x)dµξ(y)

≤ e
√
π

∫
R
µξ(B2t−(1−ν)(x))dµξ(x) + e

−t2ν
4 .

Logo,
1

t

∫ t

0

|µ̂ξ(s)|2 ds ≤ e
√
π

∫
R
µξ(B2t−(1−ν)(x)) dµξ(x) + e

−t2ν
4 . (5.22)

Por (4.1), |µ̂ξ(t)|2 = pξ(t) e pela de�nição de γ2 segue da equação (5.22) que

1

t

∫ t

0

pξ(s) ds ≤ e
√
π γ2(2t−(1−ν)) + e

−t2ν
4

e daí

〈pξ〉(t) ≤ 2e
√
π γ2(2t−(1−ν)).
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Assim

log 〈pξ〉(1/ε) ≤ log (2e
√
π γ2(2(1/ε)−(1−ν)))

e

log 〈pξ〉(1/ε)
log(ε)

≥ log (2e
√
π γ2(2ε−(1−ν)))

log ε
.

Portanto

log 〈pξ〉(1/ε)
log(ε)

≥ − log (2e
√
π γ2(2(1/ε1−ν))

log 1/ε

e obtemos c+ ≥ −D−2 . De forma análoga c− ≥ −D+
2 .

(ii) Pelo Lema 5.2.12,

A(ε) = 4πε

∫
R×R

dµξ(y)dµξ(x)

(y − x)2 + ε2

= 4πε

∫
R

(∫
|y−x|<ε

dµξ(y)dµξ(x)

(y − x)2 + ε2
+

∫
|y−x|≥ε

dµξ(y)dµξ(x)

(y − x)2 + ε2

)
≥ 4πε

∫
R

∫
|y−x|<ε

dµξ(y)dµξ(x)

(y − x)2 + ε2

≥ 4πε

∫
R

∫
|y−x|<ε

dµξ(y)dµξ(x)

2ε2

=
4πε

2ε2

∫
R

∫
|y−x|<ε

dµξ(y)dµξ(x)

=
2π

ε

∫
R
µξ(Bε(x)) dµξ(y)

=
2π

ε
γ2(ε).

Logo

A(ε) ≥ 2π

ε
γ2(ε). (5.23)

Ainda pelo Lema 5.2.12, sabemos que A(
1

t
) = 4π

∫ ∞
0

e−
s
t pξ(s) ds e pela desigualdade

(5.23) temos
2π
1
t

γ2(
1

t
) ≤ A(

1

t
).

Logo,

2π γ2(
1

t
) ≤ 1

t
A(

1

t
) =

1

t
4π

∫ ∞
0

e−
s
t pξ(s) ds.
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Assim,

1

2
γ2(

1

t
) ≤ 1

t

∫ ∞
0

e−
s
t pξ(s) ds

≤ 1

t

∫ t1+ν

0

e−
s
t pξ(s) ds︸ ︷︷ ︸

<tν〈pξ〉(t1+ν)

+
1

t

∫ ∞
t1+ν

e−
s
t pξ(s) ds︸ ︷︷ ︸

<t−n no in�nito ,∀n∈N

.

Assim, para alguma constante a temos que: Para todo ν > 0, existe t(ν) < ∞ tal que

para todo t > t(ν)

γ2(
1

t
) ≤ atν〈pξ〉(t1+ν).

Disto segue que, −D−2 ≥ c+ e analogamente −D+
2 ≥ c−. �

Segue desse teorema e de um cálculo explicito de µ̂, que D−2 = D+
2 = 2ν (veja [5]).

Enquanto que µ ess.inf γ−(x) é igual a 1 para qualquer ν > 0. Isso mostra que, na

Proposição 5.2.8, em geral, não se pode ter uma igualdade.

Portanto no Teorema 5.2.13 demonstramos de forma rigorosa que os expoentes de

decaimento das probabilidades de retorno são iguais às dimensões de correlação da medida

espectral.
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