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Resumo

Nesta dissertacao apresentamos a demonstracao rigorosa de que os expoentes de decai-
mento das probabilidades de retorno sao iguais as dimensoes de correlacao da medida
espectral. Para isso, nos concentramos no estudo das relacoes entre o grupo de evolucao
unitario gerado por um operador autoadjunto definido em um espaco de Hilbert separéavel

‘H e as propriedades da medida espectral desse operador autoadjunto.

Palavras—chave: Medida Espectral, Probabilidade de Retorno, Dimensao de Correlacao.
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Abstract

In this dissertation we present the rigorous demonstration that the decay exponents of the
return probabilities are equal to the correlation dimensions of the spectral measure. For
this, we focus on the study of the relations between the unitary evolution group generated
by a self-adjoint operator defined in a separable Hilbert space H and the properties of the

spectral measure of that self-adjoint operator.

Keywords: Espectral Measure, Return Probability, Correlation Dimension.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria dos operadores autoadjuntos e suas respectivas aplicacbes em espacos de
Hilbert, H, vem ganhando grande destaque tanto na Fisica quanto na Matematica, em
especial na anélise funcional. Parte desta teoria se dedica ao estudo de modelos fisicos
que descrevem a evolucao temporal de um estado quantico em um instante de tempo .

Para melhor entender este trabalho, destacamos alguns postulados da mecanica quan-

tica:

1. Em um sistema fisico, os estados desse sistema sao representados por elementos

normalizados ¢ de um espaco de Hilbert H, separavel e complexo.

2. Os observaveis fisicos, por exemplo, energia, posicao ou momento, sao representados
por operadores autoadjuntos 7' : dom 7' C ‘H — H. Geralmente esses operadores
nao sao continuos e sdo definidos apenas em um subconjunto denso de H, (ver

Proposigao 3.1.10).

3. O valor esperado do operador T no estado & ¢ dado por EI = (£, T¢) e os valores

esperados estao relacionados com o espectro de T'.

4. A evolugao temporal de um sistema quantico é dada pela solucao da equacao de

Schrodinger
.0
(1) = HE()

9

£0)=¢edom T



h —it
onde h = By ¢ a constante de Planck. A saber, £(t) =e¢ e
T

A equacao de Schrédinger é uma equacao diferencial parcial que descreve como o es-
tado quantico de um sistema fisico evolui com o tempo. Na mecanica quantica, a equacao
de Schrédinger é andloga a segunda lei de Newton, ou seja, é a equacao que descreve a
dindmica de um sistema fisico.

Neste trabalho, estamos interessados em analisar o comportamento do observavel
quando o tempo é grande, isto é, t — oo e 0 operador autoadjunto em estudo ¢ a Hamil-
toniana H.

A Hamiltoniana é o operador cujo observavel correspondente é a energia total do sis-
tema. O conjunto dos possiveis valores de energia formam um espectro deste operador.

E interessante ressaltar que, em uma abordagem matematica, qualquer operador auto-
adjunto pode ser decomposto usando suas medidas espectrais, inclusive a Hamiltoniana.
Por esse motivo faz-se necessario o estudo aprofundado da teoria espectral, visto que dife-
rentes subespacos espectrais de um operador autoadjunto 7' fornece diferentes comporta-
mentos do grupo de evolugao unitario, como veremos com os conceitos da probabilidade
de retorno quéntico.

Assim, uma pergunta natural surge neste contexto. Qual é a relacao entre uma propri-
edade espectral de um operador autoadjunto e a dinamica do grupo de evolugao unitario
gerado por esse operador 7

A evolugao de uma funcao (funcao de onda) ¢ é descrita pela solucao ¥ (t) = e~
da equagao de Schoringer temporal

.0
it = T (1)

w(t:()) =g

onde T & o operador autoadjunto (no nosso caso, a Hamiltoniana H).

A relacdo entre e T, que chamamos de grupo de evolucdo unitario temporal, e as

propriedades espectrais sao estabelecidas pela teoria espectral através da igualdade

(W, F()) = )f(l’) dpy (),

o(T



em que ,, ¢ amedida espectral de T com respeito a ¢, f é uma funcao de Borel mensuréavel
e limitada sobre R e o(7") ¢ o espectro do operador autoadjunto.

Como o espectro é a unido dos suportes de todas as medidas espectrais (ha casos em
que o suporte de uma tnica medida ja da todo o espectro), entdo podemos mostrar que
cada tipo espectral esta relacionado a um comportamento quando (t — o0). E esses tipos
espectrais sao dados pelas decomposicoes das medidas e do espaco de Hilbert H.

Um conceito importante para essa dissertacao ¢ a probabilidade de retorno. Essa
probabilidade se relaciona com o Teorema Espectral e ¢ dada por,

2

pe(t) = (€ e[,
e de forma geral
Pre(®) = |(n.e T,
com condigdo inicial £, no tempo ¢, (veja [7]).
Note entao a relagao crucial entre essas quantidades e o Teorema Espectral,

2

pe(t) = & e8|
2
‘ / efth dug(l’)
o(T)
= |G(t)]’,
onde jig(t) = / e due(r) é chamada de transformada de Fourier da medida .

o(T
Logo, o comportamento da probabilidade de retorno e os valores esperados de operado-

res teste estao naturalmente relacionados as medidas espetrais de 1" através da igualdade

€, e7TE) | = [Ae(t)] = / e due(V)].

o(T)
Sendo assim, o principal objetivo dessa dissertacao é estudar as relacoes existentes

entre a dinamica do grupo de evolucao unitario gerado por um operador autoadjunto,

T e algumas propriedades de suas respectivas medidas espectrais.

ot

Em particular, neste trabalho demonstramos de forma rigorosa, baseado em [1], que
os expoentes de decaimento das probabilidades de retorno sao iguais as dimensoes de
correlacao da medida espectral, isto é,

lim inf M = _—D7

t—00 10g<t) 2



. log(pe)(t) -
dmsap=owy - P

onde a funcdo de correlagao é dada por (pg)(t) := %/t pe(s) ds, e Dy, Dy sdo respecti-
vamente as dimensoes de correlacao inferior e superior? dadas na Definicao 5.2.10.

A motivagdo para a realizagdo deste trabalho foi baseado no artigo [4]. Nesse artigo
os autores mostraram de forma analitica que, para o espectro de conjuntos de Cantor
(singular continuo ou absolutamente continuo), a fungio de correlacao (p¢)(t) é aproxi-
madamente 779, sendo ¢ a dimensdo de correlacio de uma medida p, que denotamos por
D>, ou seja,

(pe) () ~T7°.

Uma demonstracao alternativa desse resultado ¢ dado em [3] usando-se transformadas
Wavelet. Nesse artigo, da-se uma nova definicao para dimensao fractal como comporta-
mento de pequena escala da g-energia de transformadas wavelet. Esta é uma generalizagao
de abordagens multi-fractais. Com esta definicao particular, foi mostrado que a dimen-
sao de correlacao da medida espectral determina o comportamento da evolugao temporal
gerada por um operador autoadjunto limitado em um espago de Hilbert H.

Um ponto interessante apresentado, é que os expoentes de decaimento das probabi-
lidades de retorno sao definidos de forma puramente dindmica, enquanto as dimensoes
de correlagao sao definidas de forma puramente tedrica para uma medida, mas quando
aplicados as medidas espectrais associadas a Hamiltoniana H, ocorre o encontro desses
conceitos, aparentemente tao distintos.

Em seguida apresentamos como a dissertacao esté estruturada.

No Capitulo 2 fazemos uma revisio bibliografica baseada nas referéncias |7, 8, 11, 12],
apresentando alguns dos principais resultados de Medida e Integracao e Anélise Funcio-
nal.

Ja no Capitulo 3, apresentamos os conceitos de operadores adjunto e autoadjunto e
introduzimos de maneira sucinta alguns conceitos essenciais para a teoria espectral. Ini-
cialmente definimos o que é uma resolucao da identidade e suas propriedades. Como con-

sequéncia enunciamos o conhecido Teorema Espectral, nao demonstrado aqui por razoes



técnicas. Para facilitar o entendimento desses contetidos, na sequéncia sao apresentadas
algumas aplicacoes do Teorema Espectral. Para finalizar este capitulo apresentamos na
Secao 3.4 a decomposicao de um operador autoadjunto em partes discreta e essencial e na
Secao 3.5 apresentamos a decomposicao de um operador autoadjunto em parte pontual,
absolutamente continuo e singular continuo.

O Capitulo 4 apresenta resultados mais sofisticados e aprofundados atraves da relagao
entre os conceitos de probabilidade de retorno, dos operadores teste e das medidas espec-
trais de um operador autoadjunto. Destacamos neste capitulo, os Lemas de Riemann-
Lebesgue, Wiener e o Teorema de RAGE baseado em [7].

Finalmente no Capitulo 5 fazemos uma extensao do Capitulo 4, estudando de forma
detalhada o artigo Remarks on the relation between quantum dynamics and fractal spectra
[1]. E nesse capitulo que conseguimos alcancar o nosso objetivo, que é a demonstracao do

Teorema 5.2.13.



Capitulo 2

Conceitos Iniciais

Apresentamos neste capitulo uma coletanea de conceitos e resultados sobre Medida
e Integracdo e Analise Funcional, necessarios para o entendimento da dissertacao, (veja
|7, 8, 11, 12]). Em todo o trabalho denotaremos por R e C o corpo dos nimeros reais
e complexos, respectivamente. Quando nao houver a necessidade de especificar o corpo,
usaremos F = R ou C. N e Z denotarao o conjunto dos ntimeros naturais e inteiros,

respectivamente.

2.1 Medida e Integracao

Nesta secao apresentaremos resultados importantes sobre Medida e Integracao, onde
supomos que os leitores tenham conhecimento de Algebra Linear e Topologia geral. Para

mais detalhes e demonstracoes dos resultados aqui apresentados, indicamos [12].

Definicao 2.1.1. Uma colecao M de subconjuntos de um conjunto X é uma o-dlgebra

em X se M satisfaz:
(i) X e .

(ii) Se M € M, entao M € M, onde M é um subconjunto de M e M o seu comple-

mentar.

(iii) Se M; € M e M = | | M; entio M € M.

J=1



Definicao 2.1.2. Se M € uma o-dlgebra em X, entao X € dito um espaco mensurdvel,

e cada elemento M € M é chamado de conjunto mensurdvel em X.

Pode-se denotar um espago mensuravel como (X,9), porém na maioria das vezes

usaremos somente X para denotar um espaco mensuravel.

Definicao 2.1.3. Seja X um espaco mensurdvel. Se E é um conjunto mensurdvel em X

€ se

1 se vekl
XE(x): )
0 se v ¢ F

entao xg € uma funcao mensurdvel que chamamos de funcao caracteristica de E.

Para definirmos uma o-algebra de Borel, devemos nos lembrar que:
Se F é uma colecao qualquer de subconjuntos de X, existe uma menor o-algebra 99" em
X tal que F C 9", onde IM* é dita o-4lgebra gerada por F.

Diante disso,

Definicao 2.1.4. Se X ¢ um espaco topoldgico, existe uma menor o-dlgebra, B em X, tal
que todo conjunto aberto em X pertence a B. Dessa forma, B é dito ser uma o-dlgebra de
Borel e seus elementos sao chamados de borelianos(em R, os conjuntos abertos e fechados

s@o borelianos).

Definicao 2.1.5. Seja M uma o-dlgebra em X. Uma medida positiva p definida em 9N,
€ uma fungio p : M — [0,00] que € contavelmente aditiva, isto €, se (M;)32, € uma

o oo
sequéncia de conjuntos mensurdveis dois a dois disjuntos entao (> M;) = > u(M;).
j=1 j=1

Denotamos um espago de medida pela trinca (X, 9%, i), ou seja, um espago de medida

é um espaco mensuravel que possui uma medida positiva definida na o-algebra 1.

Teorema 2.1.6. (Convergéncia Mondtona) Seja { f,} uma sequéncia de fun¢oes men-

surdveis em X, e suponha que
(a) 0< fi(z) < folx) < ... < o0, Vo € X.

(b) fu(z) = f(z) quando n — oo, Va € X.



Entao f ¢ uma funcdo mensurdvel, e

/an du—>/Xf dp,

Lema 2.1.7. (Lema de Fatou) Se f, : X — [0,00] é uma fun¢ao mensurdvel, para todo

quando n — 00.

mtetro n, entao
/ (lim inf fn> dp < lim inf/ fn dpu.
X n—oo n—oo X
Teorema 2.1.8. (Convergéncia Dominada) Suponha que {f,} € uma sequéncia de

funcoes mensurdveis complexas em X tal que

f(z) = lim fo(x)

exista para cada x € X. Suponha também que exista g € L' (X) (onde L*(X) € o conjunto

das fungoes mensurdveis g € X em que /|g| dp < o0) tal que

|[fu(2)] < g(2),

para todo v € X en € N.

Entio f € LY(X) e vale as sequintes:

@) Jim [ 1f =11 du=0,

(ii) lim / fo dp = / f du.
Definigao 2.1.9. (i) Um conjunto E em um espaco topoldgico é dito o-compacto se E ¢é

a uniao contdvel de conjuntos compactos.

(ii) Um conjunto E em um espago de medida, com medida p, é dito o-finito se E € a

unido contdvel de conjuntos E; com medida finita, isto é, p(E;) < oo.

Definicao 2.1.10. Se p e g sdo numeros reais positivos tal que p + q = pq, ou de forma

equivalente

+
P q

entao dizemos que p e q € um par de expoentes conjugados.



Definicao 2.1.11. Se 0 < p < o e se f € uma funcao mensurdvel complexa em X,

1l = {/X\fl” du}p-

1/l = sup ess|f].

definimos

E se p = o0 temos

Definicao 2.1.12. Seja p e q expoentes conjugados, 1 < p < 0o, temos:

(i) (Desigualdade de Hélder) Se f € LP(u) e g € LY(u), entao fg € L'(u), e assim
gl < [ fllpllglly-

(i) (Desigualdade de Minkowski) Se f € LP(u) e g € LP(u), entdo f+ g € LP(u), e

assim

I1F+glle < [1F1l, + llgllp-

Definicao 2.1.13. Seja p uma medida positiva na o-dlgebra M e A uma medida qual-

quer(positiva ou finita) em M, entdo

(i) Dizemos que X\ é absolutamente continua em rela¢do a u, e denotamos N < pu, se

W(E) =0= AE) =0, VE € M.

(ii) Dizemos que X\ estd concentrada em M, se N(E) = A(ENM), VE € M, isto €, se
E C M¢ entao \(E) = 0.

(iii) Suponha que A\ e Ay sao medidas em M, dizemos que A\ e Ao sGo mutualmente
singulares, e denotamos por A1 L X9, se existe M € M em que \; estd concentrada

em M e My estd concentrado em ME.
Definicao 2.1.14. Sejam p, A\, A\ e Ay medidas na o-dlgebra M, com p positiva, entao
(i) Se X estd concentrada em M, entdao || também estd concentrado em M.
(i) Se A1 L Ao, entao |[\| L [N

(iii) Se Ay L X e Xy L A, entao (A + A\a) L A
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(iv) Se My < pe Xy < pu, entao (A + o) < pu.
(v) Se A < pu, entdo |\ < p.

(vi) Se My < ey Lo, entdo Ny L As.

(vii) Se A< e XL p, entio A =0.

Defini¢ao 2.1.15. (Teorema de Radon-Nikodym) Seja 1 uma medida positiva e o-

finita na o-dlgebra M em X e seja A uma medida complexa em M, entao
(1) Ezxiste um dnico par de medidas complezas \, e \s em M tal que
A=A+ A, A<, As Lo
Se A\ € positiva e finita, entao N\, L \.
(ii) Emiste um tnico h € L'(u) tal que
A(E) = /Eh du, VE € IM.
Definicao 2.1.16. Para cada funcao f € X XY e para cada v € X, pode-se associar

uma funcao f, definida em'Y e dada por f.(y) = f(x,y). De forma similar, sey €Y, a
funcao fY é definida em X e dada por fY(z) = f(z,vy).

Definicao 2.1.17. (Teorema de Fubini) Sejam (X, 9, 1) e (Y, M, \) espagos de medida

o-finitos, e seja f: X XY — [0,00] uma fungao (M x N)-mensurdvel.
(i) Se0< f<oo, ese

széﬂdk wwzéjww (reXyeY), (1)

entao ¢ € IM-mensurdvel, 1 é MN-mensurdvel e
/gpd,u: fd(px)\):/@/}d/\. (2.2)
b's XxY Y

(ii) Sef: X xY —=Cese

e = [t e [ di<o
Y b
entio f € L'(u x ).
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(iii) Se f € L'(u x \), entio f, € L'(\) para x A — q.t.p. e f¥ € LY (u) para y p —
q.t.p.. E as fungies o e definidas em (2.1) sao mensurdveis a L'(n) e a L*(\)

respectivamente e (2.2) vale.

2.2 Analise Funcional

Nesta secao apresentaremos um resumo sobre Analise Funcional, onde supomos que os
leitores tenham conhecimento de Algebra Linear, Medida e Integracdo e Topologia geral.
Na maioria das vezes X,Y,Z entre outros, denotarao espacos vetoriais e &,n,( entre
outros, denotarao seus elementos. N, B, e H denotarao os espagos normado, de Banach
e de Hilbert, respectivamente. Para mais detalhes e demonstracoes aqui apresentadas

indicamos [7, 8]

Definicao 2.2.1. Uma norma em um espago vetorial X sobre o corpo F é uma aplicagao

-] : X = R que satisfaz
(1) [[£]| >0, para todo £ € X, e ||€|| =0 se, e somente se, £ = 0.
(ii) ||l = |alll€]l, para todo € € X e qualquer o € F.

(iii) [|€ +nll <€l + lInll, para todos §,n € X.

Logo, um espaco vetorial X munido de uma norma ||-|| é chamado de espa¢o normado,
e denotamos por (X, | - [|).

Consequentemente, um espago normado (X, || - ||) € um espaco de Banach se toda
sequéncia de Cauchy em (X, || - ||) é convergente.

Definigcao 2.2.2. Um produto interno no espago vetorial X € um funcao de X x X — F,
(&,n) — (&,n), de maneira que para quaisquer £,1,( € X e a € F as sequintes condigdes

sao satisfeitas:

(1) (af+n,¢) =a(E, )+ (0, Q).

(i) (&, m) = (n,€).
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(iii) (€,&) >0 e (£,&) =0 se, e somente se, £ = 0.

Um espago vetorial X com produto interno (-, -) é chamado de espago produto interno
e geralmente é denotado por (X, (-,-)). Com isso temos que um espago de Hilbert é um

espaco produto interno que é completo com a norma induzida pelo produto interno, a

saber [|€]] = /(& €)-
Os espacos de Hilbert formam a classe mais importante de Espacos de Banach, e além
disso, constituem exemplos importantes de espacos reflexivos. Em um espaco de Hilbert,

valem as desigualdades:

Proposicao 2.2.3. Seja X um espaco com produto interno. Entao para &,m € X temos

(i) (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

(& < €] Il
onde [|€]] = /(£ €)-

(ii) (Desigualdade Triangular)
1€+ nll < [I€ll+ linll-

Teorema 2.2.4. Seja T : N1 — No um operador linear. Entao as sequintes sao equiva-

lentes:

(i) HSghlp IT¢|| < o0, ou seja, a bola unitdria é limitada.
<1

(ii) Eziste C > 0 tal que | TE| < C|&ll, VE € N;.

(iii) T € uniformemente continuo.

(iv) T € continuo.

(v) T € continuo em 0.

Definicao 2.2.5. Um operador linear continuo é também chamado de limitado, e o con-

junto dos operadores limitados de N1 em N serd denotado por B(Ny, N3).
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Note que B(N7,N3) é um espago vetorial com as operagoes pontuais e

IT[| := sup || T¢|

EeEN
llel<1

¢ uma norma em B(N7, N>).

Proposic¢ao 2.2.6. Se T : N1 — Ny é um operador linear e dim N < oo, entdo T € um

operador limitado.

Teorema 2.2.7. Se N € um espago normado e B um espaco de Banach, entio B(N, B)

é Banach.

Defini¢ao 2.2.8. Se N é um espago normado, entio o espag¢o de Banach B(N,TF) serd
denotado por N* e chamado de espaco dual de N'. Cada elemento de N* é chamado de

funcional linear continuo em N

Teorema 2.2.9. (Principio da Limitagio Uniforme) Toda familia {T,} ., de ope-

radores em B(B,N') que é pontualmente limitada, ou seja, para cada & € B tem-se
sup || Tué|| < oo,
acJ

¢ uniformemente limitada, isto €,

sup || T, < oo.
acJ

Corolario 2.2.10. (Teorema de Banach-Steinhaus) Seja (T,,).", uma sequéncia em

B(B,N) de modo que, para todo & € B, existe o limite

T¢ := lim T,€.

n—oo

Entao sup | T,|| < oo e T é um operador em B(B,N).

Seja {£a},e,; um conjunto ortonormal no espago de Hilbert H. Uma base ortonormal
de H é um conjunto ortonormal total, ou seja, onde Lin ({ga}aeJ) = H. Diante disso,

dois fatos importantes seguem:
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(i) (Desigualdade de Bessel) Seja {{.},., um conjunto ortonormal no espaco de Hil-

bert H, entao para cada £ € H temos

IEl* =) [(€ar O

acd

(ii) (Identidade de Parseval) Seja {{,},., uma base ortonormal no espago de Hilbert

‘H, entao para cada £ € ‘H temos

IE1® =D 1w )1

acJ
Um espaco de Hilbert H ¢ dito separdvel se possui uma base ortonormal contéavel.

Teorema 2.2.11. (Teorema da Representa¢do de Riesz) Sejam H um espago de

Hilbert e H* seu dual. A aplicagdo v : H — H*, (&) = fe, para cada £ € H, dada por

(&) () = fe(n) = (& m), Vn € H,

€ uma isometria antilinear e sobrejetora em H*.

Este é um importante resultado de Anéalise Funcional que diz que cada elemento de H*
é identificado com um tnico £ € H via fe e || fe]| = ||€]|. Note que através deste teorema

pode-se provar que todo espaco de Hilbert é reflexivo.

Teorema 2.2.12. (Teorema da Aplicagao Aberta) Se T € B(By,Bs) e img T = Bs,

entao T' € uma aplicacao aberta.

Coroléario 2.2.13. Se T € B(By,By) ¢ uma bijecio entre By e Bs, entdo T' também é

uma aplicagao linear continua, isto é, T~ € B(By, By).

Definigdo 2.2.14. O grdfico de um operador linear T : dom T C Ny — N3 é o subespago
vetorial G(T) = {(&,T€) : £ € dom T} de N7 x Ns.

Defini¢ao 2.2.15. Um operador linear T : dom T C N; — Ny € fechado se para toda
sequéncia (§,) C dom T convergente, &, — & € N1, com (T¢,) C N também convergente,
T¢, —n, tenha-se £ € dom T e n =TE. Em outras palavras, T € fechado se, e somente

se, G(T) é um subespaco vetorial fechado de Ny x Nb.
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Teorema 2.2.16. (Teorema do Grdfico Fechado) Se T : By — By é um operador

linear, entao T ¢ continuo se, e somente se, T é fechado.

Note que os operadores T, para os quais G(T) é o grafico de uma extensio linear T de

T, sao chamados de operadores fechéaveis e T' é seu fecho.

Defini¢ao 2.2.17. Um operador linear T : N1 — Ny € compacto, se a imagem T(M), de
todo subconjunto limitado M C N7, € precompacto em N5. O conjunto desses operadores

compactos é denotado por By(N1, N3).

De forma equivalente, 7' : N — N3 linear é compacto se (T€,) possui subsequéncia

convergente em N3 para toda sequéncia limitada (&,) C Nj.

Proposicao 2.2.18. Sejam N, N5 espacos normados e T, S operadores lineares entre

espacos normados. FEntao
(i) Bo(N1,N2) € um subespago vetorial de B(N7, N3).
(ii) Se T é compacto e S limitado, entao TS e ST sao operadores compactos.

Definicao 2.2.19. Um operador T € B(N1,N3) € dito ser de posto finito se dim img T' <

0o. O espago vetorial dos operadores de posto finito entre esses espacos serd denotado

B(Ny, Ny).

Proposicao 2.2.20. Todo operador de posto finito é compacto. Em particular N* =
BO(Na F)

Teorema 2.2.21. By(N,B) é um subespago fechado de B(N',B). Portanto By(N,B) é

um espaco de Banach.

Corolario 2.2.22. Se (T,,) C By(N,B) e (T,,) — (T) em B(N,B), entio o operador T

é compacto.

Definicao 2.2.23. Seja (T,,) uma sequéncia de operadores em B(N1,N3) e T : N1 — N

linear. Entao
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(i) T, converge uniformemente, ou em norma, para T se
T, —T| — 0.

Denotamos essa convergéncia por T, — T ou lim T, =T.
n—oo

(ii) T, converge fortemente para T se
[ T0€ = T€||, — 0, V€ € M.

n . . s
Denotamos essa convergéncia por s — lim T, =T ou T, = T.
n—oo

(iii) T, converge fracamente para T se
|F(Th8) = F(TE)| = 0, VEEN,Vf N

A . . w
Denotamos essa convergéncia por w — lim T, =T ou T, — T.
n—oo

Proposigao 2.2.24. Se (T,)) C B(B,N) converge fortemente para T : B — N, entao
T € B(B,N).

Proposicao 2.2.25. Seja T € By(Hi, Hs). Se & — € em Hy, entdo TE, — TE, isto €, o

operador compacto leva sequéncias fracamente convergentes em fortemente convergentes.

Teorema 2.2.26. Um operador T € B(Hi,Ha) € compacto se, e somente se, existe

uma sequéncia de operadores de posto finito (T,,) C Byf(H1,Hz) com T convergindo em

B(Hlv H?)

Corolario 2.2.27. Seja T € B(H1,Hsa). Entao T é compacto se, e somente se, o adjunto
de Hilbert T™ € compacto.

Proposicao 2.2.28. Seja T € B(H) um operador linear. Entao T é compacto se, e

somente se, (T'€,) converge em H, para toda (&,) fracamente convergente.

Proposicao 2.2.29. Seja S,,S € B(H) com S, > S. Se T é um operador compacto,
entio T'S, — TS e S,T — ST em norma para B(H).
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O espectro ¢ uma generalizacao do conjunto dos autovalores de operadores lineares
(veja [7]). A questao espectral esta diretamente relacionada a solubilidade e unicidade de
solucoes de equacoes lineares em espacos de Banach e especialmente ao aparato matema-

tico da mecanica quantica. A partir de agora denotaremos por I o operador identidade.

Definicao 2.2.30. Seja T : dom T' C B — B um operador linear no espaco complexo de
Banach B # {0}. O conjunto resolvente de T, denotado por p(T), é o conjunto dos A € C

para 0s quais os operadores resolventes de T em A,
RA(T):B—domT, Ry(T):=(T—-X)"

existe e € limitada, isto €, Ry\(T') € B(B).

Definigao 2.2.31. O Espectro de T € o conjunto o(T) = C\p(T).

Note que:

(i) Se T' € B(B) e (T'— AI) ¢é injetor com img(7T — AI) = B, entao pelo Teorema da
Aplicagdo Aberta, R\(T) = (T — M) € B(B) e A € p(T).

(ii) Todo autovalor A de T (isto &, 3¢ # 0 com T¢ = X¢) pertence ao espectro de 7.
Podemos denotar Ry = R, (7).

Proposigao 2.2.32. Se o(T') # C, entao T € um operador fechado.

Proposicao 2.2.33. Sejam T : dom T'" C B — B e S : dom S C B — B operadores

lineares. Entao para qualquer z,s € p(T) temos:

(i) Primeira identidade do resolvente

Além disso, R.(T) comuta com Rs(T).

(ii) Segunda identidade do resolvente

RA(T) — RA(S) = BA(T)(S — T)RA(5).
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(iii) Terceira identidade do resolvente
RZ(T) - RZ(S) = ([ + (Z - ZU)RZ(T)) [RZO(T) - Rzo(’S)] ([ + (Z - ZO)RZ(S))

Corolario 2.2.34. p(T) é um conjunto aberto e o(T') é um conjunto fechado em C.

Corolario 2.2.35. A aplicagio p(T) — B(B) dada por X\ — Ry\(T') é continua e unifor-
memente holomorfa, isto é, possui derivada em B(B) definida pelo limite

dRA\(T) .. Bax(T)— RAT) 2

para todo A\ numa vizinhanga de cada ponto Ny € p(T).

Corolario 2.2.36. Se p(T) e o(T) sao nao vazios, entao

1
IRA(T)]| = A0 o (1))

Corolério 2.2.37. Seja T € B(B). Se |\ > ||T|, entao X € p(T) e |RA(T)]] — O,

VA € p(T).

quando |A| — oo.
Corolario 2.2.38. Se T € B(B), entdo o(T) # 0.
Definigao 2.2.39. O raio espectral de um operador limitado T € B(B) é

ro(T) := sup |A|.
A€o (T)

Teorema 2.2.40. Se T' € B(B), entdo

ro(T) = lim [T ¥ < |7

Agora apresentaremos um resultado para operadores compactos. Note que a definigao
de operador autoadjunto somente sera dada no proximo capitulo, (veja 3.1.4).

O Teorema Espectral para operadores T': H — H compactos afirma que:

Teorema 2.2.41. Seja T um operador autoadjunto e compacto em H, {\;} C R o con-

junto de autovalores de T' e P; a projegao ortogonal sobre N(T),),Vj. Entdo
T=3 AP,
J

onde essa série converge em norma para B(H).
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Neste capitulo ainda é interessante relembrar que, dois elementos &, 7 em um espaco
produto interno X sao ortogonais se (£, 1) = 0, e denotamos £ L 7. Se E, F' sao subconjun-
tos de X, entao F L F' indica que £ 1 nsempre que £ € Fen € F' ; se, além disso, E e F
forem subespacos vetoriais, diz-se que eles sdo ortogonais. Ainda, denota-se por £+ o con-

junto de todos os vetores de X ortogonais a E, ou seja, B+ = {£ € X : (£,1) =0, Vn € E}.

Definicao 2.2.42. Um espaco vetorial X € a soma direta de dois de seus subespacgos

X1, X5, 0 que se denota por

X =X, @ Xy,

se todo & € X possui uma representacao unica

§=&6+&, & e€Xy, LelX.

Teorema 2.2.43. (Projecao Ortogonal) Se E € um subespaco vetorial fechado de um
espaco de Hilbert H, entao
H=FEoFE"

Por isso E+ é chamado de complemento ortogonal do subespaco E em H.

Definig¢ao 2.2.44. Para funcoes ¢» € LY(R™), definimos a transformada de Fourier de

uma func¢ao como

1 —ixt
(F)(t) = ) / e () da.

A transformada de Fourier pode ser vista como um operador linear limitado F :
LY(R™) N L*(R") — L*(R™). Como L*(R™) N L?(R") é denso em L?*(R"), F possui uma

tinica extensdo para todo L*(R") e tem-se

Teorema 2.2.45. (Teorema de Plancherel) A transformada de Fourier F =": L*(R™) —

L3(R™) é um operador unitdrio em L*(R™).

Definicao 2.2.46. Para medidas p positivas e finitas em R, definimos a transformada

de Fourier de uma medida como

Fu0) = == [ e dua)
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~

Usualmente existem duas notagbes para a transformada de Fourier, a saber, (Fu)(t) =

Definicao 2.2.47. Seja p uma medida de Borel em R, o suporte dessa medida é dado

pelo conjunto

supp(p) :={x e R: (V) > 0, YV},

sendo V' uma vizinhanca de x.



Capitulo 3

O Teorema Espectral para Operadores

Autoadjuntos

Neste capitulo apresentamos os conceitos de operador adjunto e autoadjunto para
operadores lineares nao necessariamente continuos. Apresentaremos também o Teorema
Espectral para operadores autoadjuntos e algumas de suas consequéncias e aplicacoes
(veja [7]). A partir de agora os espagos de Hilbert serdo supostos separaveis e complexos.
Usaremos a notagdo A C B para indicar que A é um subconjunto denso de B e I é o

operador identidade.

3.1 Operador Adjunto

Definicao 3.1.1. Um operador linear T : dom T' C H — H € simétrico se

(T€,n) = (&, Tn)
para todo £, € dom T'. Entao T' € hermitiano se, é simétrico e dom T é denso em H.

Seja T : dom T  C Hy; — Hy e defina dom T* como o espago vetorial formado
pelos elementos 1 € Ha, tal que o funcional linear £ — (n,T¢), ¢ € dom T, pode ser

representado por ¢ € Hy, ou seja (n, T¢) = (¢, &), para todo £ € dom 7.

21
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Definicao 3.1.2. O adjunto de T ¢é o operador T* com dominio dom T* definido acima,
e paran € dom T*, T*n=_. Assim,
(n, TE) = (T*n,&), Y& edomT, Vn e dom T™.
Observagoes:

(i) E essencial que dom T seja denso em H para T* estar bem definido.
(ii) T é um operador linear.
(iii) Se S e T sdo operadores lineares e z € C entao (S + 27)" = S* + zT*.

(iv) Dados dois operadores R, S, entdao S C R indica que R é uma extensao de S. Um

operador T : dom T'C ‘H — H ¢ hermitiano se, e somente se 7" C T™.
Proposigao 3.1.3. Se T € B(H1,Ha), entao T* € B(Ha, H), T =T ¢ ||T*|| = || T
Assim (n,TE) = (T, &), para todo £ € Hy, e para todo n € Hs.

Demonstracao. Para 7' um operador limitado temos que dom 7™ = H,. Pelo Teorema

de Riesz para cada & € Hy temos fr«¢, € Hi e

776l = [[frell
= sup [freg (&)l

[[€1]l=1

= sup [(T7&, &)
€l=1

= sup [(&,T&)]
1€1]1=1
< [7[I1l€ll,
assim T% € B(Ha, H1) e ||| < ||T.
Agora da definicao de operador adjunto temos que
(T8, 1) = (§2,T61), V& € Hi, V6 € Ha,

e assim T** = T. Desse modo, ||T|| = [|T**|| < ||T*||. Portanto,

17 = 1Tl
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Definicao 3.1.4. (i) Um operador linear T : dom T'C ‘H — H € autoadjunto se T = T*.

(ii) Um operador linear limitado T : Hy — Ho € unitdrio se img T = Ha, ou seja, €
bijetor e T* =T~ 1.

Lema 3.1.5. G(T*) = (JG(T))" em H x H, com J(&,1) = (—n,€) um operador unitdrio.

Demonstracao. Pelas relacoes de equivaléncia temos que

(n,¢) € G(T™) (TE,n) = (€, ¢), V¢ € dom T
((=T€,€), (1, 0))3yxy =0, V€ € dom T
(J(&TE), (0, 0))gyx9 = 0, V€ €dom T
(

n,¢) € (JG(T))™.

t ¢ ¢ ¢

Portanto segue a afirmacao. |

Corolario 3.1.6. (i) Seja T : dom T'C H — H um operador linear. Entdo T* € um
operador fechado, em particular, todo operador autoadjunto € fechado.

(ii) Todo operador hermitiano € fechdvel e seu fecho é hermitiano.

Demonstragao. (i) Temos que G(T™) é um subespago fechado, pois é o complemento
ortogonal de um conjunto pelo Lema 3.1.5. Segue assim que 7™ é um operador fechado.
(#7) Por hipotese T' é hermitiano, entdo 7" C T* e como T* é um operador fechado por (i),
segue que T' é fechavel. Agora vamos mostrar que T é hermitiano. Como dom 7" é denso

em H, basta mostrar que T é simétrico.
Sejam &,¢ € dom T, e tome (&,),((,) C dom T com &, — &, ¢ — (e TE, —
T¢, T¢, — T¢. Temos entdo

T¢.&) = (lim T¢y, lim &)
= lim (TG, &)
= lim (G, T&) = (¢ T€).

Segue assim que 7' é hermitiano. |
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Corolario 3.1.7. (i) Seja T : dom T'C H — H um operador linear. Entao T é fechdvel

se, e somente se, dom T™ é denso em H. Neste caso,

HxH=JG(T)®G(T*) =G(T) & JG(T)

T =T.

(ii) Se T ¢ fechdvel, entio (T) = T*.

Demonstragdo. (i) Como J é tnitario e J> = —1, se T & fechavel, entao G(T) e JG(T)

sao subespacos fechados e

HxH = JG(T)& (JG(T))"
= JG(T) & G(T")

= G(T)® JG(T").

Seja ¢ € (dom T*)*. Assim (£,¢) = 0 = (T*,0), V& € dom T*, isto é o mesmo que
(&, 0)+(=T7&,0) = 0, para todo £ € dom T*. Isso implica que ((0,¢), (=T, &))uxn = 0,
para todo £ € dom T*. E assim (0,¢) € (JG(T*))* = G(T). Logo T(0) = ¢ = 0. Portanto
(dom T*)* = {0}, e assim dom T* ¢ denso em H.

Reciprocamente, se dom T% é denso em H, 0os mesmos argumentos mostram que
nenhum ¢ # 0 satisfaz (0,() € m Isso mostra que m é grafico de algum operador
e portanto 1" é fechavel. Além disso, usando o Lema 3.1.5, se T' é fechavel, T™* esta bem
definido e # x H = JG(T*) @ G(T**). E como G(T*) = (JG(T*))* = G(T) e assim

T =T.

(41) Pelo Corolario 3.1.6(i) temos que T* = T* e por (i) desse corolario segue que

Definicdo 3.1.8. Um operador hermitiano T é essencialmente autoadjunto se T é auto-

adjunto.
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Note que se T, S sao operadores lineares e S C T temos T C S*, entao se T é um
operador hermitiano segue que T = T* C T*.

Além disso, se A é uma extensao auto-adjunta do operador hermitiano 7', isto é,
T C A, entao A = A* C T™, consequentemente 7™ é uma extensao de todas as extensoes

auto-adjuntas de T'. Agora se T é essencialmente autoadjunto com T C A, temos

ACT =T=T*"CA=>ACT =T,
de modo que, T = A.
Teorema 3.1.9. Seja T um operador hermitiano. Entao

(i) T* € uma extensdo de todas as extensées auto-adjuntas de T .

(ii) SeT é essencialmente autoadjunto, entao T possui apenas uma extensao auto-adjunta.

(iii) T € essencialmente autoadjunto se, e somente se, T* € hermitiano, e neste caso

T=T"=T"

Demonstragao. Diante do que ja foi discutido acima, vamos demonstrar apenas ().
Se T ¢ essencialmente autoadjunto, entdo T* =T =T = T* e T* é autoadjunto,
assim T = T* = T*. Logo T* ¢ hermitiano.
Agora assuma que 7™ é hermitiano, temos assim que 7" = T" e como T é hermitiano
temos que T C T =T C T = T, e desse modo T = T Logo T é essencialmente

autoadjunto. |

Proposicao 3.1.10. (Hellinger - Toeplitz) Seja T : H — H um operador linear com

<T777 £> = <77> T€>7
para todo 1, € H. Entao T € B(H) e é autoadjunto.

Demonstrag¢ao. Suponha que 7' nfo é limitado, entdo existe uma sequéncia (§,,) em H
com ||&,|| = 1 para todo n, de forma que [|T€,| — oco. Pela desigualdade de Cauchy-
Schwarz, para cada n, o funcional linear f,, : H — H, dado por f,(§) = (T&,, &) = (&, TE)
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é limitado ja que
[fu(O] < ITEIIEN], VE € H.

Novamente por Cauchy-Schwarz tem-se que

| fa(©)] = (6, TEOI < € IITEIN = 1T

Segue entao que para cada £ € H a sequéncia {f,(£)} é limitada e pelo Principio da
Limitacao Uniforme, existe uma constante ¢ > 0 de modo que || f,,|| < ¢, para todo n.

Assim,

”Tgn||2 = <T§an§n>
= fn(Tfn) < an“HTan
< Cf|TE])-

Logo ||T,|| < ¢, para todo n, o que contradiz o fato de ||T¢,|| — oco. Portanto T é

limitado e segue diretamente da definicao que 1" é autoadjunto. ]

Os seguintes resultados sao importantes ferramentas usadas para garantir que um
operador hermitiano possua extensao(des) auto-adjunta(s). Suas demonstracoes podem

ser encontradas em [7].

Teorema 3.1.11. Se H tem uma base ortonormal de autovetores de um operador simé-

trico, T : dom T' C H — H, entao T € essencialmente autoadjunto e o(T') é o fecho do

congunto dos autovalores de T'.

Definicao 3.1.12. Seja T' um operador hermitiano. Os subespacos lineares fechados
Ki(T) = N(T* £iI) = (img(T F4l))* sio os subespacos de deficiéncia de T e os

numeros inteiros, dados respectivamente por suas dimensoes,

ny(T) :=dim N(T* +il) = dim(img (T —il))*,

n_(T) := dim N(T* —il) = dim(img (T + il))™",

sao os indices dos subespacos de deficiéncia.
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Teorema 3.1.13. (Teorema de Von Neumann) Seja T um operador hermitiano com

dom T'C H e T seu fecho. Entao,
(1) T € um operador essencialmente autoadjunto se, e somente se, ny =n_ = 0.
(ii) T possui uma extensao auto-adjunta se, e somente se, ny =n_.

Proposicao 3.1.14. (Proposi¢ao de Von Neumann) Se T é um operador hermitiano
e existe uma conjugacdo, isto é, uma isometria C : H — H antilinear com C? = I, tal que

C(dom T') C (dom T') e C comuta com T, entdo T tem uma extensao auto-adjunta.

Teorema 3.1.15. Seja T' um operador hermitiano fechado. Entao T € autoadjunto se, e

somente se, o(T) C R. Neste caso, para z € C\R, temos

[1R-(T)] <

onde Im z € a parte imagindria de z. Por outro lado, se 0 # y € R, entdo | TR;,(T)|| < 1.

Exemplo 3.1.16. Operador de Schrodinger
2 (R") e A o Laplaciano usual. O

loc

dominio do operador é dom H = C*(R") C L*(R™). Entdo

Considere V : R® — R uma func¢ao real em L

(Hy)(x) = =(AY)(z) + V(2)y(z), ¢ € dom H,

isto é, H = —A + V' ¢ hermitiano e possui extensao auto-adjunta. De fato, dom H ¢é
denso em L?(R™), e aplicando a Proposicio 3.1.1/ com C sendo uma conjugagdo compleza,
seque o resultado. Aqui V' é chamado de potencial e —A representa a energia cinética
quantica. Estas extensoes auto-adjuntas sao candidatas ao operador de energia qudntica.
Note que V € L7 _(R"™) é uma requisito minimo para Vy ser um elemento de L*(R™), com

loc
¥ e G5 (R).

Exemplo 3.1.17. Operador Multiplicacao

Seja p um medida de Borel positiva sobre um espago métrico X obedecendo p(F) < oo
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para todo comjunto de Borel limitado E C X. Fize um conjunto de Borel E e seja
v E — C uma funcao mensurdvel. Defina o operador multiplicacao por @ como o

operador linear

dom M, := {¢ € L2(E) : (¢¢) € L2(E)},
(M) (x) = p(x)i(x), ¢ € dom M.

Um exemplo muito importante de um operador multiplicacao é a energia potencial
My, comV . E — R, E C R", que geralmente serd denotado simplesmente por V.
A energia mecdanica total € H = Hqy+ V', com Hy = —A denotando a energia cinética

quantica. Esse H é comumente referido como o operador de Schridinger padrao.

Observe que: dom M,, é denso em L2 (E) e M,* = M.
De fato, seja ¢ € (dom M,)* e E, := |p|”" ([0,n)), que é mensurdvel. Se ¢, = xg, o,
entao ¢, € dom M, e

0:<¢,¢n>:/ e

para ¢, = 0 pu — q.t.p.. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada

[ 1ol du=tim [ ol du=o0

n—oo En

e entdo ¢ = 0, segue assim que M., é denso em L7 (E).
Portanto, o operador autoadjunto M,* esta bem definido e se f € dom M,*, existe

2
g € L;(E) com

[ B0 du= [ Fovdu= (1. M) = (9,0), V0 € dom M,.
E E

O objetivo agora é verificar que Myf € L?(E). Defina f, = xg,f € dom M5 =

dom M,,, e entao
[ @t =M v du=o,
FE

e tomando v convenientemente, obtém-se

/E Bf — My* I dju =0,
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de modo que para u — q.t.p em E,, temos

/E@fn C M, f) b dp =0

(M"f) (x) = () f ().
Assim sendo,

f € dom M@, M@f =g = Mgo*f7

[§] Ma == MAD*‘

Destacamos ainda que, M,, é autoadjunto se, e somente se ¢ é uma fungao real.

Defini¢ao 3.1.18. Seja T' um operador linear em H. Uma sequéncia (§,) C dom T, ¢

uma sequéncia de Weyl para T em z € C se

1€nll =1, ¥Vn

lim (T — zId) &, = 0.

n—oo

Corolario 3.1.19. Seja T : dom T' = H — H um operador autoadjunto. Entdo A € o(T)

se, e somente se, existe uma sequéncia de Weyl para T em .

3.2 Teorema Espectral

No Capitulo 2, Teorema 2.2.41, apresentamos o Teorema Espectral para o caso parti-
cular de operadores compactos e autoadjuntos em um espaco de Hilbert .

Nesta secao apresentamos a versao mais geral do Teorema Espectral para operadores
autoadjuntos T : dom T' C H — H. Esse teorema fornece uma descricao completa de tais
operadores. Além disso, ele é um analogo, em espacos de Hilbert de dimensao infinita, do

fato de que matrizes hermitianas em dimensao finita podem ser diagonalizadas.
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3.2.1 Resolucao da Identidade

Usaremos a notagdo Proj(H) para o conjunto dos operadores de projecao ortogonal
no espago de Hilbert H e denotaremos por A a o-algebra de Borel em R. Para conjuntos

A; dois a dois disjuntos o simbolo > A; indicara sua unido.
J=1

Definigao 3.2.1. Uma resolu¢ao da identidade (ou familia espectral) em H é uma apli-
cacao

P:A— Proj(H)

que satisfaz

(i) P(R) =1, onde I denota o operador identidade em H.

o0

(it) Se A= > Aj, com A; € A, para todo j, entdo temos

7j=1
P(A) = s — lim le(Aj).
i

Dada uma resolucao da identidade P, para cada & € H podemos associar uma medida

de Borel positiva e finita pe em R dada por
A3 A peA) = (€ PA)E).

Note que ig(A) = (&, PA)P(A)E) = [PIAEI, pe(R) = €] ¢ pie € regular.
Também, para cada par £, € H, podemos associar uma medida de Borel complexa

e dada por
fe.q(A) == (& P(A)n).
Segue por polarizacao que

pea(A) = lheen(A) — pen(A) + iic-ia(A) — perin( )]

Além disso, g = pee e ’M§7n(A)| < &Il

Definicao 3.2.2. ¢ e e, sao chamadas de medidas espectrais da resolucao da identidade

P associada com & e ao par £,m € H, respectivamente.
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Com tais medidas espectrais podemos integrar fungoes e assim definir a integral com

n
respeito a resolugao de identidade P. Para uma fungao mensuravel simples f = 3 a;xa,,
j=1
definimos

P = [ £0) aPe) = [ 1dP =3 aP(r).

Note que P(xa) = P(A), o que nos motiva a manter a mesma notacao P para resolucao

da identidade e para as integrais. Além disso, a aplicagdo f — P(f) é linear e satisfaz

<aMﬁ@:4ﬂwww»

Como
2 2 2 2 2
wmw=/ﬁwwwwﬂw%sGwmm)wm
R ¢ teR
segue que a aplicagao linear P: fun¢oes simples — B(H) é continua.
Assim, como o conjunto das funcdes simples com a norma da convergéncia uniforme

¢ denso no conjunto das fungdes borelianas limitadas, que denotamos por B> (R), existe

uma Gnica extensao de P a um operador linear limitado (que continuaremos denotando

por P) P: B*(R) — B(H). Em particular valem, para toda f € B*(R),

<&Hﬁ%=4ﬂ®@m@

2 2 2 2
1P = [ 1 0Rdu) < (sup 101 ) el
R teR
Sendo assim, considerando primeiramente as funcoes simples e depois tomando limites,

obtemos as seguintes propriedades:

Propriedade 3.2.3. Para f,g € B*(R) e {,n € H temos
1. dppgye.pirn = G dpey ().
2 (P& PP = [ 0 (Odnealt)
3. P(fg) = P(f)P(g) = P(9)P(f).

4. P(f) = P(f)" (e portanto para funcées f a valores reais, o operador P(f) € limitado

e autoadjunto).
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5. P(f)P(f) = P(f1?) = P(NP()
6. P(1) =1 (1 denota a fungdo constante : 1(t) = 1,Vt € R) e se f € invertivel com
'€ B=(R), entio P(f~') = P(f)"".

Lema 3.2.4. Se P ¢ uma resolugcio da identidade, considere a aplicacio P : B®(R) —
B(H). Se (fn) € B®(R) com (|| full,,) uwma sequéncia limitada e f, — f pontualmente,
entio f € B®(R) e s — lim P(f,) = P(f).

n—o0

Demonstragao. Uma verificacao direta mostra que f € B>®(R), pois | f(z)| = | lim f,(z)| =
n—oo

lim |f.(z)| <ec Se e H,

n—oo

I(P(f) — PUEI
1P(f— DI
- / Fult) — FOF due(t) — 0

quando n — oo pelo Teorema da Convergéncia Dominada. Note que, se f,, — f na norma

IP(fa)€ — P(f)EI

de B*(R), isto é, converge uniformemente, o resultado é imediato. |

Agora, vamos estender a aplicacao P para funcoes de Borel nao limitadas f : R — C.

Dada f : R — C boreliana seja

dom fi={€ € M € L2 (R} =g € [ IfPdne < o)
que é um subespaco vetorial de H.
Seja A, = Ap(f) = {t € R: |f(t)] < n}e fn:= fxa,- Para § € dom f tem-se
fo— fem Lig (R) pelo Teorema da Convergéncia Dominada. Dai temos que (f,,) ¢ uma

sequéncia de Cauchy em L7 (R). Como (f,) € B*(R) e

IPGIEIE = [ 1l due = 1505, (3.1
concluimos que (P(f,){), ¢ uma sequéncia de Cauchy em H que converge a um vetor
P(f)¢. Definimos assim P(f)& = lim(P(f,)¢) com dom P(f) = dom f.

Ainda continuaremos usando a notagao P(f) := /f dP e fazendo n — oo em (3.1)

temos

1P = / e = 111,
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Lema 3.2.5. Para cada fungdo de Borel f : R — C temos que dom f C H. Assim P(f)”

estd bem definido.

Demonstragao. Seja A, como acima. Se £ € H, considerando &, = P(A,)£ tem-se que

e, = XA, Me. Portanto

[ 1O due, 0 / FOF due(t) < n?[]l? < oo,
R

e entao &, € dom f.

Como xa, — 1 em L7 (R), e

€~ &l —/|1—><A 2 due,

obtemos que &, — £ em H pelo Teorema da Convergéncia Dominada. Isso mostra que

dom f é denso em H e segue o resultado. |

Definicao 3.2.6. Um operador linear T : dom T'C ‘H — H € normal se dom T' = dom T*
e |T¢|| = || T*¢||, para todo & € dom T.

Valem as seguintes propriedades para P:
Proposicao 3.2.7. Seja P uma resolucao da identidade.

(a) Para toda fun¢ao de Borel f: R — C o operador P(f) é normal, fechado e P(f)* =
P(f).

(b) Para toda func¢ao de Borel a valores reais f : R — R, o operador P(f) € autoadjunto.

(c) Se f,g: R — C sdo fungoes de Borel e a,b € C entdo aP(f)+ bP(g) C P(af + bg),
com dom (aP(f) 4+ bP(g)) = dom P(f)Ndom P(g).

(d) Sef,g:R — C sao fungoes de Borel entao P(f)P(g) C P(fg), comdom (P(f)P(g)) =
dom P(g) Ndom P(fg). Note que se dom P(g) D dom P(fg) entdo P(f)P(g) =

P(fg) = P(gf) = P(9)P(f) com dominio dom P(fg).

Lema 3.2.8. Um vetor { € dom P(f) se, e somente se,

P = / O Pdpe(r) < oo.
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3.2.2 O Teorema Espectral

Dada uma resolucao da identidade P e £ € H, denote

He = {P(f)E: f € L2 (R)}
que é um subespago vetorial fechado de H.

Definicao 3.2.9. H, ¢ chamado o subespago ciclico gerado por § para P, e se He = H,

dizemos que & € um vetor ciclico para P.

Dado £ € H e P, considere o operador
Us: He = L (R),  Ug(P(f)E) = f.

Como
U@, = [ 111 dne =PRI

segue que Ug é um operador unitario.

Além disso, para n € He existe g € L2 _(R) com n = P(g)€ e como P(f)P(g) C P(fg)

223

pela Proposicao 3.2.7, segue que

(UeP(f)U g = UeP(f)P(g)¢
= UcP(f9)é = fg= Myyg,

ou seja, ng(f)Ugl = My, e P(f) é unitariamente equivalente ao operador de multipli-

cagao My agindo em LZE (R) (veja exemplo 3.1.17). Conclui-se que:

Teorema 3.2.10. Se a resolucio da identidade P possut um vetor ciclico & € H, entdo
eriste um operador unitdrio Ug : H — Lig (R) tal que UgP(f)Ugl = M. Além disso,

Ue(§) =1 € um vetor ciclico para P em Lig (R).
E se nao ha vetor ciclico para P? Neste caso, definimos

Definicao 3.2.11. Uma familia mazimal ortogonal de vetores {&;}je; C H com He, L

He,, se j # k, € dita uma base espectral para P.
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Fazendo uso do Lema de Zorn e como a soma direta de operadores unitarios é unitario e
a soma direta de operadores de multiplicacao é um operador de multiplicacao, demonstra-

se que:
Teorema 3.2.12. Para cada resolucao da identidade P, em um espaco de Hz'lbert sepa-
ravel H, existe uma base espectral contdvel (é’j);v:l, com N € NU{oo} e ||| = tal que

N
H = P He, e o operador unitdrio
j=1

U= @ Uy H— @ Lus )
satisfaz
UP(f)U" = M,

com Mf = @ M um operador de multiplicagao agindo em @ L ( ), para toda funcgao
de Borel [ : ]R — C.

Seja P uma resolucao da identidade em H. Dentre todos os operadores autoadjuntos

definidos via P(f), ha um que se destaca, quando f(t) =t, a saber

T .= /Rt dP(t).

O Teorema Espectral afirma que essa relacao ¢ bijetora.

Teorema 3.2.13. (Teorema Espectral) A cada operador autoadjunto T : dom T C

H — H corresponde uma tnica resolucio da identidade PT em H, tal que

T = /t dPT(t).

Assim, cada operador autoadjunto 7' é unitariamente equivalente ao operador de mul-
tiplicagdo My, h(t) = t atuando em Li(R x {1,2,3,..., N}), com p uma medida de
probabilidade e

domT:{feH:/thug(t)<oo},

onde “Zn sao as medidas espectrais da resolucao da identidade PT.
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Definicao 3.2.14. As medidas espectrais ugn definidas através de PT sdo ditas as medidas
espectrais de T. Além disso, T é dito ter espectro simples se PT tem espectro simples, ou

seja, possuti um vetor ciclico.

Essa estrutura de 7" como um operador de multiplicacao ¢ chamada de representagao
espectral. Basicamente, ao mudar o operador autoadjunto, o que muda na representacao
espectral sao as medidas espectrais /LET, de modo que elas carregam as informagoes fun-
damentais sobre T'.

O Teorema Espectral permite definir fun¢des mensuraveis de T por meio de f(7T) :=

PT(f), onde PT é chamado de resolugiao da identidade de T

Proposicao 3.2.15. Seja P uma resolucao da identidade em H. Se f: R — C € o

polinémio f(t) = Zajtj, a; € C, para todo j, entdo
=0

P(f) =) aT’,

J=0

onde T := P(h) com h(t) =t.

Dado um operador autoadjunto 7', a proposicao acima valida a notacao

F(T) = P(f).

para funcoes de Borel f: R — C.

Para conjuntos de Borel A C R tem-se PT(A) = yA(T), e tais operadores sao projegoes
ortogonais chamadas de projecoes espectrais de 7.

Note que, se T é limitado e f(7T) pode ser definido por séries de poténcia convergentes,
entao essa definicao por séries coincide com a dada pelo Teorema Espectral, uma vez que
as somas das séries parciais sao os mesmos operadores em ambas as abordagens.

Também ¢é importante ressaltar que fungoes mensuraveis f(t) sdo aproximadas por

funcgoes simples ZanAj (t), enquanto que operadores normais f(7") sdo aproximados

j=1
n

pelas correspondentes combinacoes lineares de projecoes Z a;xa,;(T).
j=1
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Exemplo 3.2.16. Seja T um operador autoadjunto compacto e {);} o conjunto de seus
autovalores. Seja d; = dim N (7 — \;I) < oo, a multiplicidade correspondente e escolha

uma base ortonormal {5?} " de N(T — X\;I). A partir do que foi discutido até aqui, é

=
encontrado para ff, k=1,...,d;, a medida espectral

T __
Mg}c - 5/\j7
onde dy; ¢ a medida de Dirac em ;.

Teorema 3.2.17. Se T' é um operador autoadjunto, entao seu espectro é o suporte da

resolucao da identidade PT, isto €,
o(T)={t € R: P"(t —e,t + &) = X(—cate)(T) # 0,Ve > 0}.

Além disso, PT(0(T)) = xor)(T) = I e PT(p(T)NR) = 0 (que também serd simplesmente
denotado por PT(p(T)) = 0).

Demonstragao. Se PT(t; —¢,ty + ¢) # 0 para todo € > 0, entdo existe uma sequéncia

1
normalizada (¢;) com &; € PT (to — —,to+ ) H, VjeN.
J J

Dai PT (to — S to+ %) §j =& e uma vez que

e (0 = (6. PTWP (-1t 2) ),

segue que fg; (]R\ <to — %, to + %)) = 0. Entao, pelo Lema 3.2.8,

1
(T —toI)&|I* = /(t 1y +1)(t —to)* dpug; (1) < _2”5]”2 0,

quando j — oo. Isto é, (¢;) é uma sequéncia de Weyl para T em ty, e portanto t, € o(T)
pelo Corolario 3.1.19

Por outro lado, assuma agora que para t; € R existe €9 > 0 de modo que a projecao
PT(ty —e,tg+¢) = 0. Entao pe((to —e,t0 +¢)) =0, VE € H. Se (&) é uma sequéncia

normalizada em H, entao
|7 = tol)é; =Lé@—mfw%@

- / (t—t0)? dpue, (1) > 2], ]2 =
]R\ (to e,to -‘rE)
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Portanto, nao existe uma sequéncia de Weyl para T em t,, consequentemente t, €
p(T).
Ja que p(T) N R ¢ um conjunto aberto em R, este pode ser escrito com uma uniao

contavel de intervalos disjuntos

p(T)NR = (a;,by),

J
e, como discutido, P*(a;,b;) = 0, Vj, uma vez que PT(p(T)) = 0. Finalmente, o(T) =
R\ p(T) e PT(R) = I, e segue imediatamente que PT(o(T)) = I. |

Além disso, valem os seguintes resultados:
Lema 3.2.18. Seja T um operador autoadjunto.
(i) Se A é um conjunto de Borel limitado em R, entao img xx(T) C dom T.
(i) Se /Rt dug(t) > 0 para todo & € dom T, entdo pif (—o0,0) = 0,Y¢ € dom T
Corolario 3.2.19. Seja T um operador autoadjunto em H. Entao

(i) Para cada funcao de Borel f : R — C, temos

J(T) = / TP P )

Particularmente, para § € dom f(T), tem-se (&, f(T)E) = / f d,ugT.
o(T)

(ii) Um nidmero real ty € p(T) se, e somente se, existe g > 0 de modo que

ug (to — €0,to +€0) =0, V& € dom T.

Corolario 3.2.20. (Cdlculo Funcional) Seja T um operador autoadjunto em H. Entao
existe uma unica aplicacdo linear B®(R) — B(H), f — f(T), de modo que os itens abaizo

sao satisfeitos:
(i) fg—= f(T)g(T) = g(T)f(T).
(i) f(T)= f(T)".
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(i) ([ < 1 Flloo-

1
(iv) Se z € p(T), entdo ; — R.(T) e

g = [ ()

(v) Se o suporte (f)No(T) =0, entao f(T) = 0.

(vi) Se f, € uma sequéncia limitada em B®(R) e f, — [ pontualmente, entio s —

lim f,,(T) = f(T).
n—oo
Além disso,
(i) Se f >0 entao f(T) >0 (assim, se f > g entao f(T) > g(T)).
(ii) Se T&\ = Xy e [ € continuo, entao f(T)Ex = f(N)En.
Proposigao 3.2.21. Seja T um operador autoadjunto e xA(T) = PT(A). Entao

(i) T > BI, isto é, (£, T€) > B|I&|1?, para todo & € dom T se, e somente se, xo(T) = 0

para qualquer conjunto de Borel A C (—o0o, ). De forma similar, (£, T¢) < ~|[€|*.

(ii) T € B(H) se, e somente se, existem 3,7 € R de modo que xA(T) = 0, para qualquer
congunto de Borel A C ((—o0, 3) U (7y,00)) (isto é, xipn(T) =1).

(iii) T € B(H) se, somente se, o(T) é um conjunto limitado em R.
(iv) Se f: R = R ¢ uma funcdo de Borel, entio xa(f(T)) = xs-1a)(T) para qualquer

conjunto de Borel A C R.

3.2.3 Exemplos

1. Operador de Multiplicacao
Considere o operador autoadjunto M., para ¢ : I/ — R, atuando em Li(E),

definido anteriormente. Vamos verificar que a aplicacao

A5 A P(A) = Xe—1(n)
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¢ uma resolucao da identidade.
Uma vez que as fungoes caracteristicas podem assumir valores reais 1 ou 0, segue que
P(A) ¢ um operador autoadjunto e P(A)? = P(A), i.e., eles sdo proje¢oes ortogonais
atuando em L7 (E). Como ¢ '(R) = E, xg(x) = Id,Vx € E, segue que P(R) = I.
De fato, para todo ¢ € L2 (E),

PR — ) = / o) — TdPh(e)Pdulz) = 0.

Agora, se A = Z A; e devido a convergencia pontual, Z?Zl Xo-1(A; (T) = Xe-1(8) (),
j=1
quando n — oo, para qualquer ¢ € 2 (E), temos

z P(A;) — P(A Zx@ 1, (2) = X1y () |w< ) [2dpa(x)

que desaparece quando n — oo pelo Teorema da Convergéncia Dominada.

Consequentemente,

ZP ) — P(A)ip

e entao P é uma resolugao da identidade. Para uma funcao Borel f : R — C temos

o operador normal f(My) = M fe,.

Operador Posicao. No caso particular F = R com dp = dx (i.e., a medida
de Lebesgue), temos o operador posi¢ao g(z) = M, atuando em L?(R). Entdo a
constru¢ao acima leva a resolucao da identidade A > A — P9(A) = x,, de modo
que

(6, PI(A /w VPdr, e IA(R),

(V, qu) = /]R;EW(:E)]ZCZJC, Y € dom gq.

Consequentemente, a medida espectral do operador posicao é

dpy(x) = [¢(z)[*dz.



41

Observe que eles sao absolutamente continuos com respeito & medida de Lebesgue,

para |t (x)[*> € L*(R). Vale observar que, na verdade,

domq={vqe 2@} ={v: [ Lo <o},

Dada uma funcao Borel f : R — C temos o operador normal f(q) = Myy. Tal

construgao generaliza de uma s vez as componentes do operador posi¢ao em L?(R").

Operador Momento. Um operador momento em L?*(R), aqui denotado por P, é

dado por dom P = F'H'(R),

(FPFY(p) =pd(p),  (PY)(x) = (F 'pF)(a).

Assim, baseado na contrucao acima do operador posicao, a resolucao espectral do

momento é PP (A)(z) = .7:_1XA(p)1ﬂ(p), e para a medida espectral considere

(B PPAw) = (6 F i)
() xr )9 (0))
= [ 1iwra.

de modo que suas medidas espectrais sao dyu,(p) = |4 (p)|2dp, absolutamente conti-

nuo com respeito a medida de Lebesgue. Para uma fun¢ao Borel f : R — C temos

o operador normal f(P) = F "My, F.

Operador Energia Cinética. A Hamiltoniana livre Hy em L*(R") é

(Hot)(@) = =Av(e) = F [Myd(p)| (@), v € dom Hy,

dom Hy = H?*(R"), isto ¢, Hy ¢ unitariamente equivalente ao operador multiplicagao

pela funcio ¢(p) = p? em L2(R™). Assim, sua resolucdo da identidade &

A>5A - PHO(A) = f_lxw—l(/\)]:.
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Observe a expressao simples ¢~ (A) = {p € R p? € A}. A partir dessa expressao

e da identidade de Parseval, encontramos a medida espectral

s0) = (0. P)) = [ 10w

que também sao absolutamente continuas com respeito a medida de Lebesgue e
apenas conjuntos de Borel A C [0, 00) podem ter medidas espectrais ndo nula.

Por simplicidade considere n = 1. Se ¥ € dom H, escreva

.oty = [ P10
R
0 00
— [ PP+ [P P,
—00 0
e introduzindo a varidvel ¢ = p?(por exemplo, p = —/t e p = /£, na primeira e na

segunda integral, respectivamente) temos

W, Hov') :/Ooot(liﬂ(—\/f)Per(\/g)‘z) dt

N

Se 1 é uma funcao impar ou par tem-se

(4, Hoth) — / Wﬁ)ﬁ%

Introduza o espaco de Hilbert L, (resp.L_) de funcdes ¢ € L2(R) de modo que ¢

sejam func¢oes pares (resp. impares), ambas com produto interno

6,0] == / wé(ﬂ)&(ﬂ)f—}

e em cada um desses subspacos Hy torna-se o operador multiplicagdo My, h(t) = t.
Uma vez que toda fun¢do ¢ = 1ﬁ+ @ 1_, com funcio par 1@, fun¢do fmpar ¢_ e

(usando a mesma mudanga de variavel acima),

N A N ) ey T

A

a soma direta L, & L_ ¢é isomorfo para L*(R) e o espaco onde Hy atua como Mj,

foi explicitado.
Por outro lado, para ) € dom f(Hy), em Ly tem-se
2 dt

w. st = [ o [ievmf
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Considerando f = y,, encontramos a medida espectral de Hy em v pode ser escrita
na forma (pode considerar t € R)
2 dt

\/g?

que sao claramente absolutamente continuas com respeito a medida de Lebesgue.

ol

H,
" () = X(0,00) (1)

Observe que a presenca de dois subespacos nessa decomposicao, indica que o espec-

tro de Hy nao é simples.

. Operador Puramente Pontual

O que vamos estudar agora esta relacionado com o operador autoadjunto compacto
estudado anteriormente e com o operador padrao de Schrodinger H = — A V.
Seja T' um operador autoadjunto em H e (§;); uma base ortonormal de H composta
por autovetores de 7' com respectivos autovalores \;, isto é, T¢j = \;§;, [|§]] = 1.
Tais operadores sao chamados de Operadores Pontuais Puros.

Suponha que \; # A, quando j # k(i.e, os autovalores sao simples), e denote por P,
a projegao ortogonal no subespago unidimensional gerado por ;. Para um conjunto

de Borel A C R, a funcao

PI(A) =) P,

)\]'EA
define uma resolucao da identidade de T

Cada & € ‘H pode ser escrito como & = Zajﬁj com ||£]]* = O la,|?, de modo que

J
Pi§ = a;&; e se § € dom T' segue que

TE= Na& =Y NPt

Diante disso temos
T = E i P ——/t dPT(L‘).
- ]+ J R

Para uma func¢ao continua f : R — C temos

FI) =3 FODP - D=3 FO)asé;
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§ € dom f(T) & 37 |FO)la < oc.

As medidas espectrais sao

2 2
i () = (& PTG = 3 o, = D lag o), (4),
)\]'EA J
com 6y, (A) a medida de Dirac de );. Portanto
2
(M) =Y lay*6),.
J
E para os autovetores §; temos ug = 0y, Tais medidas espectrais nao sao absoluta-
mente continuas com respeito a medida de Lebesgue (elas sdo chamadas de medidas

puramente pontuais).

3.3 Aplicacoes do Teorema Espectral

3.3.1 Interpretacao Quantica das Medidas Espectrais

Dado um operador autoadjunto 7" representando um observavel quantico e A € A, de

acordo com os postulados da mecanica quantica, para £ € dom T' C ‘H temos que

e (£, TE) representa o valor esperado de T no estado &.

e (£, xa(T)E) representa o probabilidade de uma medida de T resultar em um valor

que estd em A.

Pelo Teorema Espectral tais quantidades sao descritas em termos de medidas espectrais

de T em &, ou seja,

(€ xa(T)8) = g (A)

1o = [ L)

Note que como p)(R\ o(T)) =0, Ve H, os valores das medidas de T resultam em

valores no espectro de T'.
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Se T tem espectro pontual puro, considere (§;) uma base ortonormal de H composta

por autovetores de T' correspondentes aos autovalores \;, ou seja, T¢; = \;&;,  [|&5]] = 1.
Se ¢ €dom T, [[&] =1, temos § = Y ;& e 1= [|§]> =) |a;[*. Além disso,
J J

TS = > T(a§))
J
= Y 4T = ahé.
J J
A medida espectral é
pe =Y la;[*o,.
J

Se A\, € A e \; ¢ A para j # k, entdo a probabilidade de uma medida de T resultar

em um valor que estd em A é
(€ xa(T)€) = g (A) = D laj 20, () = |aw]?.
J

Em geral,

(€ HTE =D FM)a,

¢ o valor esperado de f(T).

3.3.2 Evolucao Temporal

Seja ‘H um espaco de Hilbert, T : dom T C ‘H — H um operador autoadjunto.
Considere também a equacao de Schrodinger

. 0
iho,&(t) = TE(E)

9

£0)=¢edom T

h
onde h = o ¢ a constante de Planck. Para nés h = 1.
T

Definicao 3.3.1. Uma aplicagio G : R — B(H) € um grupo de evolu¢do unitdrio a um
parametro em H, ou simplesmente um grupo de evolu¢do unitdrio, se G(t) € um operador

unitario em H e G(t + s) = G(t) + G(s), para todo t,s € R.
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Um grupo de evolucao unitario agindo em H é fortemente continuo se

lim (G()€,n) = (G(to)&,n),

t—to

para todo ty € R e para todo &, € H.

Lema 3.3.2. Se T' ¢ um operador autoadjunto entdo ele nao admite extensdo simétrica

Propria.
Demonstracao. Seja S simétrico e extensao de T, assim
T=T" ScS* TcS.

Isso implica que S* C T*. Sendo assim, S C S* C T* =T C S. Logo S = 5* =T, ou
seja, S =T. |

Teorema 3.3.3. Seja T : dom T' C H — H um operador autoadjunto e, para cada t € R,

considere a funcio fi: R — C, fy(\) = e ™ e o correspondente operador
P(f) = f(T)=U(t) =",
Entao

(i) R>t— U(t) é um grupo de evolug¢ao unitdrio a um pardémetro fortemente continuo.

(ii) Para & € H, o limite
U8 &)

t—0 t

existe se, e somente se, & € dom T e neste caso,

lim U(t)éo — &o
t—0 t

'

(iii) Para todo t € R, U(t)dom T = dom T, TU(t) = U(t)T e, se &(t) = U(t)&o, & €

dom T, entdo @%{(t) =TE(1).

Demonstragao.
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(i) Como f; é limitada, pela Propriedade 3.2.3 tem-se que P(f;) é limitado, P(f;)* =
P(f:) e P(f))P(f,) = P(fifs). Assim

dom P(f,) =M, P(f)* = P(f)

e como fi(A)fs(A) = e e = 792 gegue a propriedade de grupo a um
parametro
efitTefisT _ P(ft)P<fs) (ftfs) t+s)T

Agora, e T (e7#T)* = 7Tl = 0T = [ Portanto, U(t) ¢ unitario para todo

teRet— U(t) é fortemente continuo pelo Lema 3.2.4. Note que:

U(t) é um grupo comutativo.
2 UWEE = [ 1RO i) = [ a0 = eI, veen
o(T
(ii) Se & € dom T, entao

U(t)& — ? A ]
| SO0 =y g | = [1Z5 = 4 a0
~—— —
<)

—ith _
Note que — —iXdedadoe >0, |((t)] < (A+¢)+ A se [t| é suficientemente

pequeno. Assim
IC(t)] <2\ +¢ € Ligo (R),
pois § € dom T' (dom P(f) ={CeH: f€ L] })

Portanto, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada e obter

lim —( S =& _ —iT&.
t—0
Logo, o limite existe.
Por outro lado, suponha que para &, € H exista
U(t)é —

t—0 t

esse S é linear e para & e 79 em seu dominio (ou seja, limite existe) temos

(100 = D6m) = (e V-0 1) = = (&0 00 D).
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Tomando ¢ — 0 obtém-se,

(=iS(&0)smo) = — (&0, —iS(mo)) -

Isso implica que,

i<S(§0)77]0> = i(fo,S(Tlo)>-

Logo,

(S(&)sm0) = (&0,S(m0))  &o.mo € dom S.

Portanto, S ¢é simétrico. Mas como dom 7" C dom S e T' C S, pelo Lema 3.3.2

T =5 e assim & € dom T.

(iii) Se & € dom T temos para todo s € R que

(U@) -1
t

) -1

U ()&) = U(s)—2

€o

e para t — 0 obtemos

1m(9Qgi)w@mo:mwvﬂ&»

t—0

de forma que U(s)&y € dom T'. Assim, U(s)dom T" C dom 7', Vs € R.
Por outro lado se § € dom T, entao & = U(s)U(—$)& para todo s € R, desse
modo dom 7" C U(s)dom T'. E sendo assim, U(s)dom 7" = dom T para todo s € R.

Note também que por (ii) desse teorema temos,

t—0

i (“U0) W) = rwis
e concluimos que TU(s) = U(s)T. E se £(t) = U(t)&y, & € dom T temos

tim Z =1 rey) = tim S h}i —&0 _ e = %f(t).

h—0 h h—0

Observagoes:
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(i) Para & € dom T, seja & = e~ Tty = U(t) a solugao da Equagao de Schrodinger com

condi¢ao inicial £. Suponha que V ()&, também seja solucao desse problema, temos

entao
SI0W6 - Vsl = % U0& - V& U0& - V1)E)
dt dt ’
d
:=<£W@&—V@®iwm—vw&>
d
+ (V06— V05 006~V
= <%TU(t)§0 - %TV(t)ﬁo, U(t)éo — V(t)§0>
+ (Ve - V(e 1TU0S - L06) )
=0
Logo, ||[U(t)& — V(t)&l||* = ¢ , sendo ¢ uma constante. Como em t = 0 essa

expressao se anula, obtemos
U1 — V()él* = 0.

Diante disso, U(t)& = V()& para todo t € R, o que demonstra a unicidade da

solucao da Equacao de Schrodinger.

1 —1
(ii) O operador T¢, = - lim %{0 leva o nome de gerador infinitesimal de U(t).
i

Assim, vale a seguinte reciproca:

Teorema 3.3.4. (Teorema de Stone) Set — U(t) é um grupo de evolu¢ao unitdrio a
um parametro fortemente continuo em H, entao existe T': dom T C ‘H — H autoadjunto

em que U(t) = e 1",

Conclui-se entdo que, se T : dom T'C ‘H — H ¢é autoadjunto, entdo £(t) := e ¢ é a
Gnica solucao da equacgao de Schrédinger

.0
igp6 () =Te)

£0)=¢
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3.4 Espectro Discreto e Essencial

Seja T': dom T'C ‘H — H um operador autoadjunto. Se E é um subespaco fechado

de H e Pg seu projetor ortogonal, temos
H=E®E', [=Py+ Py..
Agora, se A:dom A C H — H é um operador linear, entao
dom A = Pg(dom A) + Pg.(dom A).
Se Pg(dom A) C dom A entdo Pgi(dom A) = (I — Pg)dom A C dom A e dessa forma
A(dom A) = APg(dom A) + APg. (dom A),
ou seja, AE = APré + APgp. &, para todo £ € dom A. Isso motiva a seguinte definigao:
Definicao 3.4.1. O subespaco fechado E reduz o operador A, se
Pg(dom A) C dom A, APg(dom A)C E e APgi(dom A) C E*.

Nesse caso Ap = A|lp = APg e Agy == A|g. = APg. estdo bem definidos.

O proéximo teorema descreve propriedades importantes de subespacos que reduzem um

operador autoadjunto.
Teorema 3.4.2. Seja T um operador autoadjunto e & C H um subespaco fechado de H.

(i) Se E reduz T, entdo Tg e T sao operadores autoadjuntos e escrevemos T = T @

TEL.
(ii) Para qualquer conjunto de Borel A € A o subespago img xa(T) reduz T.

(iii) £ reduz T se, e somente se, PeX(ap)(T) = X(ap)(T)PE, para todo intervalo aberto

(a,b) CR com —00 < a < b < oco.

Seja T um operador autoadjunto, E um subespago fechado que reduz 1" e Pg a projecao

ortogonal em F. Entao as restricoes
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Tpr =T|pr = TPp. : dom TNE*+ — B+,

estao bem definidas e sdo operadores autoadjuntos. Além disso, T'= T @ Ty e vale:

Proposicao 3.4.3. Seja T um operador autoadjunto e E um subespaco fechado de H que
reduz T'. Entao
o(T)=0(Tg)Uo(Tgr).

Demonstracao. Se £ € dom T e t € R temos entao
(T —t1)E||> = |[(Tp — tI) Pél|* + | (Te — tI) P, (3.2)

Se t € 0(Tg) existe uma sequéncia de Weyl (f’]E) C dom Tg C E para Tg em t, e como
PEJ_ng = 0 para todo j, segue que essa sequéncia ¢ uma sequéncia de Weyl para 7" em t.
Isso implica que t € o(T). De forma similar tem-se que o(Tg.) C o(T). Portanto, segue
que

o(Tg)Uo(Tg) C o(T). (3.3)

Agora, se t € o(T') e (&;) € uma sequéncia de Weyl para T em ¢, entao

1= g7
= || Pe&; + Ppogl”
= (Pg&; + Ppi&;, Pe&; + Ppi§;)

= |1Ps&|” + | Posll™

1
Assim, para cada j, 3 < max {||Pg&|% |Pecé))°} < 1, e portanto existe uma sub-
sequéncia de vetores ndo nulos de (Pg¢;) ou de (Pg.&;). Digamos entdo que Pgé;, # 0 e
1
Pgé&;
Normalizando essa sequéncia , tome 7, = ——2*_ Dai usando (3.2) temos

1 Peg, |
Sjk ?

2(T — thg;, |I” = (T — 1)

MMHZMH—HWW
Jk
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Assim () € uma sequéncia de Weyl para T em t, e isso implica que t € o(Tg).
Portanto,

o(T)Co(Tg)Uo(Tgr). (3.4)

Logo, por (3.3) e (3.4) segue o resultado. |

As projecoes espectrais ya(7T') podem ser usadas para introduzir decomposigoes es-
pectrais de T, e o interesse em tais decomposicoes, reside no fato que, elas ajudam a
entender melhor o espectro e o comportamento da evolucao temporal e #7¢ que depende

fortemente do tipo espectral.

Teorema 3.4.4. Seja T um operador autoadjunto, entdo as sequintes afirmacoes $ao

equivalentes:
(i) A\ € um autovalor de T, isto €, existe 0 # &\ € H tal que TE, = XE,.
(ii) A medida espectral de T em \ € pg, = ||€,]|%0.

(iii) x(n(T) # 0, e portanto existe {5 # 0 obedecendo xxy(T)éx = & Além disso,
img x (1) = {€ € H : xp(1)€ = £} € 0 auto-espago correspondendo ao autovalor
A

Demonstracao. Inicialmente mostraremos que (i) = (i7)
Se vale (i) entdo A ¢ autovalor de T' e existe £, # 0 com T\ = Xy, logo A € o(T).

Assim,

0= IT& =26l = [ 1= A diy (0

o(T)
e portanto e, = c 0, para algum c > 0.

Como g, (o(T)) = [&A]I° = cdn(o(T)) = ¢, (i) segue

(17) = (i) Se (i7) vale temos,

ITE — AP = / It — N due, = / 1t — AP[|Ex)7 dox(t)
O’(T) o'(T)
= 0

e consequentemente

TEx = A
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(17) = (i17) Suponha que (i7) vale, entdo temos que

0 # [l = e, ({A}) = (6 xpn (D) = Ixpy (D4

Portanto xx}(7) # 0, e como esse operador é uma projecao, existe {, # 0 tal que

X (T)éx = &
(i11) = (49) Se a projecao xx}(1") # 0, existe 0 # 1 com

X (T)n = n. (3.5)

Sendo assim, de (3.5),

y(R) = |nlI* = (n.n)

= (0, xp(T)n) = py({AD).
Portanto, temos 1, (R \ {A}) = 0, o que implica que p, = c 6y, e (i) segue. |
Corolario 3.4.5. Seja T um operador autoadjunto. Se \ é um ponto isolado do o(T),
entao \ € um autovalor de T.

Demonstrag¢ao. Suponha que A é um ponto isolado de o(T') entao existe € > 0 tal que

(A—e,A+¢e)Na(T) ={\}. Pelo Teorema 3.2.17 temos

0 # X(r—eate(T) = Xr—en (T) + x3(T) + X a1 (T)
e como Xr—z) (1) = 0 e x(xate) (1) = 0 pois estao no resolvente, segue que xx3(7") # 0.
E finalmente pelo Teorema 3.4.4 X é autovalor de T |
Definicao 3.4.6. Seja T' um operador autoadjunto.

(i) O espectro essencial de T, é o conjunto c.ss(T) dos pontos de acumulag¢ao de o(T')

Junto com os autovalores de T de multiplicidade infinita.

(ii) O espectro discreto de T, é o conjunto o4(T) = o(T)\0ess(T), ou seja, é o conjunto

dos autovalores isolados de T', cada um com multiplicidade finita.
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(iii) Se 04(T) = 0, entao T ¢é dito ter espectro essencial puro; se oess(T) = () entao T €
dito ter espectro discreto puro.
O espectro essencial pode ser caracterizado via sequéncias de Weyl.

Teorema 3.4.7. Seja T' um operador autoadjunto, entao as segquintes afirmacgoes Sao

equivalentes:
(i) A € 0ess(T).

(ii) Eziste uma sequéncia normalizada (&,) C dom T, (isto €, ||&,|| = 1, para todo n) tal
que w — lim &, =0 e (T — A\I) &, — 0, quando n — oo. Essa sequéncia é chamada
n—oo

uma "sequéncia de Weyl singular” para T em .
(iii) Para todo € > 0, dim img X (r—cxte) (1) = 00.

Corolario 3.4.8. Se T é um operador autoadjunto, entio o.ss(T) é um subconjunto fe-

chado de R.

Demonstragao. Se A ¢ 0..,(T"), entdo existe gy com dim img x(x—cy,r+¢) (1) < 00, assim

para cada t € (A — g9, A + &¢) podemos escolher £, > 0 tal que
(t —ept+e1) C(N—e0, A+ €p).

Como

dim img X(1—e; tte,) (1) < dim img X(a—coa+20) (1) < 00,

segue que t ¢ 0.55(T), isto é, R\ 0.5(7") é um conjunto aberto. [

3.5 Espectro Pontual, Absolutamente Continuo e Sin-
gular Continuo

Seja [ a medida de Lebesgue sobre a o-algebra de Borel A de R. Lembre-se que se p

¢ uma medida de Borel em R, podemos decompor p de forma dnica como

M= flp + fe,
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onde p. representa a parte continua de u, ou seja, u. ({t}) =0, V¢t € R e p, representa
a parte pontual de y, isto é, existe um conjunto contavel €2 tal que p,(R\$2) = 0.
Note que p, L [ e pelo Teorema de Radon-Nycodym, fi. = ftae + ftse, sendo pqe < L e

tse L . Diante disso, temos a decomposicao

M= Hp + Hac T Hse

Nesta secao iremos considerar sempre 1" : dom 7' & ‘H — H ou simplismente 7" um
operador autoadjunto no espago de Hilbert separavel H e pe = ,ug a medida espectral de

Tem¢ e H.

Definicao 3.5.1. O subespago pontual de T é H, = H,(T) C H formado pelo fecho
do subespaco vetorial gerado pelos autovetores de T'. Seu complemento ortogonal é H. =
Ho(T) = HP(T)L € o subespaco continuo de T'. PpT e PT denotam as respectivas projegoes

ortogonais.
Teorema 3.5.2. Seja T um operador autoadjunto, entdao

(i) Existe um conjunto contdvel A C R tal que
Hp(T) = {€ € H : pe(R\A) = 0}
Podemos tomar A como o conjunto dos autovalores de T.

(ii) Ho(T) ={& e H:pe({t}) =0, VteR}, isto € a fungio t — || X(—ocg(T)E|l € con-

tinua.
(iii) H = H,(T) @ H(T) e ambos Hy(T) e H(T) reduzem T.

Demonstracao. Seja A = {)\j}j o conjunto dos autovalores de T, isto é, T¢; = \¢;,

&1 =1, & € dom T, Vj. Desse modo A é contével.
(i) Se & € Hy(T) entio & = Y a;&; e Y la;|* = [[€]°. Assim, xa(T)§ = € e

J
pe(R\ A) = 0. Agora, se para { € H existe um conjunto contavel Q = {t,;}, t; # t
se j # k com pe(R\ Q) = 0 temos, & = xa(T)§ = > xq (T)E.
J
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Pelo Teorema 3.4.4, para cada t; tal que xy,3(T)§ # 0, o vetor x4, (7)€ é um auto-
vetor de T' com autovalor t;, logo t; € A e consequentemente & € H,(T).

(i7) Pela definicdo de H.(T') temos que H.(7') ndo contém autovetores de T, logo se
§ € Ho(T) segue que x((T)§ =0, Vt € R. Assim,

ne({t}) = (& x4 (T)€) = 0.

Por outro lado, se pe({t}) =0, Vt € R, entdo se T'n = A segue

= 0.

Portanto & € H,(T)" = H.(T).
(i77) Por defini¢ao ja sabemos que H = H,(T) & H.(T') pois H,(T") é fechado.
Se & € H, temos P& € M,(T) e por (i) segue xz(T)P) ¢ = BJ€.

Assim, para qualquer conjunto de Borel 2 € A,
XQ(T)PpT§ = XQ(T)XA(T)P;:[(@
= xa(D)xa(T)P)¢ € H(T).
Isso implica que xo(T)P] = B xo(T)P}.

Segue que

PpTXQ(T) = XQ(T)PpT7 vile A

Entao pelo Teorema 3.4.2, ,,(T) reduz T', e como P! = I— P} segue que H (1) = H,(T)"

também reduz 1. [ ]
Diante disso temos T' = T, ® T, em que T, = TP] e T, = TP/ .

Definicao 3.5.3. O espectro pontual de T € o,(T') := o(1},), e o espectro continuo de T
éo.(T) :=0o(T,).

Note que T, nao possui autovalores e pela Proposi¢do 3.4.3, o(T) = 0,(T) U o (7).

Esses conjuntos nao sao necessariamente disjuntos.
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Definicao 3.5.4. Seja T um operador autoadjunto, entdo
(i) O subespago singular de T ¢é
Ho(T) :={§€H pe L1}
Logo, H,(T) C Hs(T).
(ii) O subespago absolutamente continuo de T ¢é
Haooe(T) :={€H:pe <1}
Logo, Hao(T) C H(T).

(iii) O subespaco singular continuo de T, denotado por Hs(T'), € o conjunto dos & € H
tal que pe(R|Q) = 0 para algum conjunto de Borel Q@ C R com [(2) =0 e pe(A) =0
para todo conjunto contdvel A C R. Portanto pe L 1.
Logo, Hs(T) C H(T) N Hs(T).

Lema 3.5.5. Hy(T), Hae(T) e Hse(T) sao subespagos vetoriais fechados de H. As res-

pectivas projecoes ortogonais sio P Paj; e Pg;.

Demonstracao. Se §,n € H(T) entdo existem conjuntos de Borel €2 e 2, com [(€2) =
0=1() e xa (T)§ =&, xa,(T)n =mn. Assim, para qualquer a,b € C, xq.ue,(T)(a +
bn) = a& + bn e entao (a& + bn) € H(T); e Hs(T) é um subespaco vetorial.

Tomando uma sequéncia (&;) € Hs(T') com &; — &, existem conjuntos de Borel 2; € A
com [(Q;) = 0 e xq,;(T)&; = &, Vj. Tome Q = U;Q; e note que [(2) = 0 e xo(T)§ =
jlirgo xa(T)¢; = leIgo & =& Logo £ € Hs(T) e Hy(T) é um subespaco vetorial fechado.

Para mostrar que Hy.(T) é um subespaco vetorial fechado de H basta proceder de
maneira similar a feita acima.

Finalmente mostraremos que H,.(7T") é um subespago vetorial fechado de H.

Se €,1 € Hae(T), entio para a € C temos piae = |a|’pie < I, € af € Hao(T). Agora , para
todo €2 € A temos

(€ +m), x@(T)E+n)) = pe(Q) + 11,(2) + 1y (1) + p1e ().
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Como [p1e ()] < [[Elllxa(Tnll = (1€l (2)2, segue que () = 0 entao, pe,(2) = 0.

Assim p1e1,(2) = 0 e entao (£ +n) € Hae(T). Portanto H,.(T') é um subespaco vetorial.
Agora, suponha que (&) C Hqo(T) com & — &, e seja Q € A. Segue que

g, () — ()] = [(&, xa(T)E;) — (€ xa(T)E)]
= (& — &) xa(T)&) + (& xa(T)(& — )]
< [1& = &I+ NN — 0,

quando j — oo e consequentemente j (2) — (). Se I(Q) = 0, entdo ue(Q2) =
lim pe;(2) = 0 e pe < 1. Portanto, H,.(T) é um subespaco vetorial fechado de #. W

j—o0

Teorema 3.5.6. Seja T um operador autoadjunto, entao
(i) Ho(T) = Hp(T) ® Heoo(T).

(i) He(T) = Hae(T) @ Hoe(T).

(iil) H = Hp(T) ® Hae(T) ® HoeT).

(iv) Cada um desses subespagos, isto €, Hi(T), k € {p,s,c,ac, sc}, reduz o operador T.
Denotamos as correspondentes projecoes ortogonais por Pk,T e definimos as restricoes

auto-adjuntas Ty = TP .

Demonstracao. Inicialmente, lembre que H = H,(T") @ H.(T') e que toda medida pode
ser escrita de forma tinica como p = i, + flac + ftse. Assim, como Hy(T) C He(T) e
Hae(T) C He(T), temos Hyp(T) L Hae(T) € Hy(T) L Hoo(T).

Se & € Hy(T') existe um conjunto de medida (de Lebesgue) zero, A C R, com xx(T)¢ =
€, e assim se 1) € Hyo(T) temos xa(T)n=0e

(€)= (xa(T)&;m) = (& xa(T)n) = 0.

Entao Huo(T) L Hao(T).
Agora mostraremos de fato, (i), (i7), (i) e (iv).

(i) Se & € Ho(T) N Hy(T)*, entdo pe L 1 e pe(A) = 0 para todo conjunto contavel
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A € R. Portanto, devido a decomposicao das medidas apresentadas acima, pe é uma
medida puramente singular continua e £ € H,.(T'), dai segue (7).

(ii) Se € € Ho(T) N HaolT)*, entdo a parte pontual de pg é zero e pe L 1. Portanto,
e € uma medida singular continua e £ € H,.(T'), daf segue (i7).

(7i) Segue diretamente das defini¢oes de H,(T) e H.(T) e de (ii).

(iv) Sabemos que H,(T') reduz T. Entao é suficiente mostrar que H,(7) reduz T, e
esse fato segue de forma similiar a demonstragao do Teorema 3.5.2, basta usar [(A) =0 e

nao um conjunto contavel. |
Diante disso, podemos decompor 1" como
T=T,0T, ®Ts.

Definicao 3.5.7. O espectro absolutamente continuo de T € 04.(T) := 0(Ty.) € 0 espectro

singular continuo de T' € 04.(T) := o(Ty.).

Assim,

0p(T)U 0ue(T) U ose(T) = o(T).

Dizemos que
(i) O operador T tem espectro pontual puro se, ..(T) = 0 = o4.(T).
(ii) O operador T tem espectro absolutamente continuo puro se, 0,(T) = 0 = 04.(T).

(iii) O operador T tem espectro singular continuo puro se, 0,(7) =0 = o,

o
—
S

N

Proposicao 3.5.8. Seja T um operador autoadjunto em H.
(i) Se &€ Hi(T), ke{p,s,c,ac,sc}, en € H, entao

Hea(M) < ie(W)pipg, (A), VA € A
(ii) Se & € Hool(T) en € H, entdo e, < L.

(iii) Se & € Ho(T) en € H, entao pie, € uma medida continua.
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Demonstracao. Note que (ii) e (ii7) seguem do item (i), basta observar que, em (i7)

como & € Hao(T) entdo pe < 1 e em (i) como & € H.(T) entao pe({t}) =0, Vt € R.

Provaremos entao ().

Tendo em vista que xA(T)? = xa(T) e

PIxaA(T)

110 (M)

(PE) =

Pr', sao operadores autoadjuntos, temos

= xa(T) P! e como por hipotese P¢ = £ segue que

[(xa(T)€, )]

[(xa(T)? P €, )]
[(Xa(T) P& xa(T)m)]
[(xa(T)E, B xa(T)n)]

Ixa(T)EN [Ixa(T)PE]|
(1 (M) ppr,y (A))2.



Capitulo 4

Espectro e Dinamica Quantica

Diferentes subespacos espectrais de um operador autoadjunto 7' fornecem diferentes
comportamentos do grupo de evolucao unitario e=#%, como veremos com os conceitos da
probabilidade de retorno quantico. Nossa principal motivacao é quando 1" corresponde ao
operador de Schrodinger, pois os conceitos fisicos relacionados com os da probabilidade

de retorno e os operadores teste sao utilizados para investigar esses comportamentos.

4.1 Probabilidade de Retorno

Nessa secao apresentaremos os conceitos de probabilidade de retorno e os operadores
teste, baseado em [7]. Além disso vamos discutir dois importantes resultados sobre medi-
das de Borel em R, sao eles: Lema de Riemann-Lebesgue de 1900 e Lema de Wiener de
1935.

Seja T' : dom T' C ‘H — H um operador autoadjunto, n,£ € H e suas respectivas
medidas espectrais pg = ugT, ey = ,uzn. Considere, sem perda de generalidade, a equacao
de Schrédinger

% 1) = Ter)
11— =
dt
£0)=¢edom T
com tempo inicial ty = 0, £(t) = e~*T¢ a solugao dessa equagao.

As principais quantidades consideradas, para estudar o comportamento da dinamica
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e "¢ s30:

(i) Probabilidade de retorno com condicao inicial £, no tempo t,

2

pe(t) = (&, e O,
e de forma geral

Pue(t) = |(n,e e,

(ii) Probabilidade de retorno médio no tempo t # 0,

w0 = [ es) s

e de forma geral

0 t) = 5 [ pasts) as.

(iii) Probabilidade de retorno total no estado inicial &,

Am@dt
/R Pne(t) dt.

(iv) Um Operador teste é um operador autoadjunto nao-limitado A > 0 com espectro

e de forma geral

discreto puro positivo e tal que e”#dom A C dom A, Vt € R. O valor esperado

de A no estado £ e tempo t é dado por

E5(t) == (e7T¢, Ae™TE).

(v) A média temporal para A é

(EE) (1) = % /0 £4(s) ds.

Pelo Teorema Espectral segue a importante relacao,
—it 2
pe(t) = [{& e

. 2
— / efzt:p d,ug(x)
o(T)
= )’ (4.1)
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onde jig(t) = / e dug()\) é chamada de Transformada de Fourier da medida .
Logo, o Corflggrtamento da probabilidade de retorno e os valores esperados de opera-

dores teste estao naturalmente relacionados com as medidas espetrais de 7.
Apresentamos agora dois resultados gerais sobre medidas de Borel em R, a saber, o

Lema de Riemann-Lebesgue e o Lema de Wiener.

Lema 4.1.1. (Lema de Riemann-Lebesgue) Se f € L'(R) e f denota sua transfor-

mada de Fourier, entao ]? é continua e |1|im f(p) = 0.
p|—oo

~

1 .
Demonstragao. Lembre que a transformada de Fourier, dada por f(p) = by / e P f(x) dr,
T JRr

é continua. Para uma fungao f € L'(R), denote f;,(t) = f(t+h). Ainda, para ¢ € C°(R)
tem-se que ||, — ¢|l; = 0 quando h — 0. Como C§°(R) é denso em L'(R), dado £ > 0
tome ¢ € C°(R) com || f — ¢||; < e. Assim,

1fo=nly = [ [fa(2) — ¢nlz)] do
= |f(x+h)—¢(x+ h)| de

= R\f(y)—¢(y)\dy
= ||If -9l <e.

Tomando agora um |h| suficientemente pequeno tal que ||¢, — @[/, < € teremos

Wfo—=fll, = [[fa—on+dn—0+0—fl
< Nfu— onlly + lén — olly + 6 — £,

< e4e4¢e=3c.

Isso mostra que || f, — f|l; = 0 quando h — 0, Vf € L'(R). Note que este resultado
vale para todo LI(R),1 < g < 0.

Assim, para p # 0 temos
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= —/Reixpf(x — E) dx (4.3)
e por (4.2) e (4.3) temos

2(Var 1fp)l) = 12(v2r J))
= |V2r f(p) +V2r f(p)|

_ ‘/Re_m’f(x) dx—/Re—mPf(x—g) dx)
_ ‘/em <f(x)—f(a:—%)> dx‘
< [1r@-ra-D)a

- Hf(x)—f(fc—;)

quando [p| — oo. |

Lema 4.1.2. (Lema de Wiener) Se p é uma medida de Borel finita (real ou compleza)

sobre R e A ={N € R: u({\}) # 0} entao

R Y LS 2
tim 5 [ s =3 i)
AEA
Demonstracao. Como p é uma medida de Borel finita, temos que A é um conjunto

contavel. Entao pela transformada de Borel dessa medida, fi(t) = /e‘m du(x). Pelo
R

Teorema de Fubini e 1z sendo o complexo conjugado de p temos

e as = 3 [ e ] o
_ l/t(/ e du(u )/ e dp(v )) ds
([ o) o
_ /R /R g, v, 1) dp(u) di(v),

1 se u=v

g(u, v, t) - 1-— e_i(u_v)t :
—f——————— se u#v
t(u —v)

onde
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Como 75lirn g(u,v,t) = xqu(v) e essa funcdo é dominada pela fungao constante 1 €
—00

L} .-(R x R), pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos

im ¢ [ AR ds = Jim [ [ oty aut) dto
= [ [ Jim gtu.0.0) dut) dito)

t—o00

= [ [ <o) dutw) dito)

- / u({v}) da(v)
= > |ufv}

vEA

~ . 2 1
Lema 4.1.3. Se {,n € H, entao existe g € Ly (R) N L, (R) tal que

(et = [ ot dula)
o(T)
Além. disso, |lgllz_ < |In-

Demonstracao. Seja H¢ o subespaco ciclico gerado por £, onde H¢ reduz T e é unitaria-
mente equivalente a Lis (R). Temos que T'|3, é representado pelo operador de multiplica-
¢ao My, h(xz) = z. O vetor £ é representado em Lig (R) pela func¢ao constante 1(z) = 1
e o grupo de evolucao unitario e=*7 ¢ representado por M, —it.

Se P: ¢ o operador de projecao ortogonal sobre H¢, entao para n € H, o vetor FPen & re-
presentado por uma funcdo g € Lig (R), e entao HgHLg5 (R) < n. Assim, como e ¢ € H;

temos

(n,e”™¢) = (Pen,e "¢

= <M7 _ml> Ze

= [ @) duela).
o(T)

Tomando ¢t = 0 em ambos os lados da igualdade, segue que

<777§> = /(T)9($) d,ug(x) < 0.
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Logo, g € L, (R). |

Agora apresentaremos alguns resultados que mostram como o tipo espectral de T

influencia no comportamento das probabilidades de retorno.
Teorema 4.1.4. Seja T um operador autoadjunto.

(i) Para qualquer & € H o limite
Xe = lim (pe)()

existe. Além disso, X¢ = 0 se, e somente se, £ € H.(T).
(ii) Se £ € Hao(T) entao 1tlim pe(t) = 0.
—00

Demonstragao. (i) Por (4.1) e pelo Lema de Wiener
1/t 1 [t 9 9
(e)(t) = 5 | pels) ds =~ | e(s)]" ds = D e
0 0
AEA
Além disso, note que X = 0 se, e somente se, ye € uma medida continua, ou seja,

pe € He(T).
dpe

(i) Se € € Hae(T) entao pe < . Assim, existe f € L'(R), f > 0, com o = f por

Radon-Nikodym. Logo,
<€’ e_itTf> — /e—itx d,ug(x)
R

_ /R ¢ f(z) da

-~

= f().
Tomando o limite quando t — oo, e pelo Lema de Riemann Lebesgue temos

: —itT — T F(4) —
lim (€,¢77¢) = lim F{t) = 0,
. —etT 27 T
Portanto, th_glo|<§,e )| —O—th_glopg(T). |

De forma geral, tem-se

Corolario 4.1.5. Seja T um operador autoadjunto.
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(i) € € Ho(T) se, e somente se, tlirn (Pn.e)(t) =0, para todo n € H.
—00
(i) Se & € HaolT), entao 1tlim Pne(t) =0, para todo n € H. Em outras palavras,
—00
w— lim e #T¢ = 0.
t—o0

Demonstracao. (i) Se { € H.(T) entao pela Proposicdo 3.5.8, f, ¢ uma medida

continua para todo n € H. Pelo Lema de Wiener temos

. 1 [
tlig)(pné(t» = lim — pn&( ) ds

t—oo t

= hm /’,Ung ? ds

= Z |bne( {)‘}

AeA
e (i) segue.
(i1) Se € € Hae(T) entao pe, < 1 e assim due, = f(z) dz, f € L*(R). Logo, pelo Lema
4.1.3

ety = [ ) dueto)
= / e "g(x)f(z) dx.
R
Considerando t = 0 segue que
08 = [ g@)f@) dw) < oc
R
e fg € L'(R). Assim pelo Lema de Riemann-Lebesgue
(n,e ey = /e_mg(x)f(x) dx — 0, quando t — oo.
R

Portanto,

pe(t) = |, e_it$§>|2 — 0 quandot — oo.
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Corolario 4.1.6. Seja T' um operador autoadjunto. Entao & € H.(T) se, e somente se,

1 /[t -
i 7 [ 1.7 ds =0,
0

t—o00

para todo n € H.

Demonstracao. Sabemos que

0t = 7 [ outs) ds

I
|
CNH
—~
=
®
%
~
m
~
IS
V)

Assim, por Cauchy-Schwarz

1 [ . 1 t , 3/ gt 3
p /0 [, e )] ds < ;( /0 [, e TE)|" ds) ( /0 1ds>

e portanto, .
i [Tl ds < (i o)} e n (1.4
Se & € H.(T), pelo Corolario 4.1.5 tli%o(pn,g)(t) = 0 para todo € H e por (4.4) temos
que lim % /Ot [(n, e”*TE)| ds = 0.

1/ :
Reciprocamente, se 75lim ;/ |(n, e T¢)| ds = 0, como
— 00 0

L . L ,
) = 1 [ e e T s < 7 [ e Tl e) ds

I :
= Tl [t Tl as

segue que tlim (pne)(t) =0 e assim & € H.(T') pelo Corolario 4.1.5. |
—00

Portanto, sobre a evolucao temporal e T¢, qualquer estado 7, e em particular o estado
inicial £, ndo é mais atingido em média temporal e £ € H.(T'), e para elementos de H,.(T)
a meédia temporal nao é necessaria. Para elementos £ € H,(7") temos X¢ > 0 e o estado

inicial nao é "esquecido".
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4.2 O Teorema RAGE

Um importante resultado no estudo do comportamento da dindmica dos valores es-
perados dos operadores teste é o Teorema RAGE. O termo RAGE vem das iniciais de

D.Ruelle, W.O.Amrein, V.Georgescu e V.Enss.
Teorema 4.2.1. (Teorema RAGE) Seja T um operador autoadjunto em H.
(1) £ € Ho(T) se, e somente se, para qualquer operador compacto K : H — H,
tEI?O%/Ot |KeT¢|? ds = 0.
(ii) Se & € HaolT), entio para qualquer operador compacto K : H — H,
tlgglo Ke ¢ =0.
Demonstracao. Note primeiramente que, se K : H — H é compacto, entao ele é o limite

em B(H) de operadores de posto finito. Sendo assim, é suficiente considerar operadores

de posto 1, que sao
K¢ = (n,€)¢

para algum 7, € H. Neste caso temos,
[Ke ¢l = [[{n, e &N = lICII{n, e E).
Isso implica que
— 2 —i 2
1K e TEl|” = 11| (n, e ). (4.5)

(i) Por (4.5) temos
lim ~ /tuKe-“Tfuzds ~ lim 2 /tucw e T ds
t 0 B t—oo ¢ 0 G

t—o00

. 1 ¢ —is 2
= 1P im 7 [ e T as (16)
—oo t 0
I :
Pelo Corolario 4.1.5 e por (4.6), £ € H.(T') se, e somente se, 1tlim n / |{n, e_“Tﬁ’)]Z ds = 0.
—00 0

: .1 isT ey 2
Mas isso ocorre se, e somente se, lim n | Ke ™T¢||” ds = 0.
t—o00
0

(i) Se & € Hae(T) pelo Corolario 4.1.5 temos

. . —is 2
i py(t) = lim | (7, TE)* = 0.

t—o0
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Sendo assim,

lim Ke #T¢ = lim (n,e eV = 0.
[— 00

t—o00

Note que as projecoes em subespacos vetoriais de dimensao finita de H sao operadores
compactos importantes. Assim os elementos de H.(T) podem ser interpretados como
aqueles que "escapam", em média temporal, de qualquer subespaco de dimensao finita, e

a média ndo é necessaria no caso de & € Hq.(T).

Corolario 4.2.2. Seja T um operador autoadjunto e A um operador teste. Se P.(T)¢ # 0,

entao
(i) A funcio t — E(t) € nao-limitada.
(ii) ll‘im (E) (1) = .

t|—o0

Demonstracao. Note que (i) é consequéncia de (ii). Isto é, se vale (ii) entao

t
lim / £5(s) ds = oo.
0

[t| =00

—_

1 t
Se t — E5(t) fosse limitada terfamos que Z/ E5(s) ds < —.ct = ¢ e assim (ii) ndo
0

~+

valeria. Sendo assim, ¢ suficiente mostrar (ii).

(77) Sejam 0 < A} < Ay < A3 < ... os autovalores de A e Qx a projecao ortogonal sobre o
subespaco vetorial gerado pelos autovetores de A associados com os autovalores < \y.
Como A possui espectro discreto puro temos 1520 Aj = +oo. Entao @)y tem posto finito,
logo é um operador compacto, e QnA = AQN].

Denote & = P.£ e &, = P,¢, por hipotese & # 0. Também denote £(t) = e ¢ e

similarmente £.(t) = e "TE, &,(t) = efitTgp.



Temos assim,

E5(t) = (e7"E Aee) = (£(1), AL(1))

<
(T = Qu + QNIE®), AU - Qn + Qn)ED))
<

= {
(@nE(t), AU = Q)E(1)) + (QnE(H), AQNE(D)
<
<

= lle®) — @ne@I” = v (IEOI° - lQne®I)

= v (1= [Qn&®I* — lon&@)1)
A (1= Qne®I = 1&17) -

v

llm NGc S S .

E como £5(t) > Ay (1— lQnE®)| — Hé‘sz) segue que

&S = /tf:ﬁ(s) s
> 2 [ jewe ol - I ) o
= (1—— [ 1oxeo1Fas - )
= (1= lglP).

Assim,

lim 1nf<5A( ) > An (1 — ||§pH2) = )\NchHQ-

t—o00

Portanto como A\; — oo quando j — 0o, e por (4.7) e (4.8), segue (ii).

Corolario 4.2.3. Se P,.(T)¢ # 0, entdo |1‘im E5(t) = .
t|—o0

Demonstracao. Segue imediatamente do Corolério 4.2.2.

(
(I = Qn)E(t) + QNE(), AT — Qn)E(E) + AQNE(D))
(I —Qn)E(), A1 — Qn)ER)) + ((I — Qn)E(L), AQNE(L))

QnE(t), AQNE()) + (I — Qn)E(E), AL — Qn)E(E))
(1 = Qn)E), AL = Q)EWD) = Al — Qu)ER)II*

71

(4.7)

(4.8)
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4.3 Decaimento da Probabilidade de Retorno

Nesta secao vamos apresentar caracterizacoes de subespacos continuos de um operador
autoadjunto 7', em termos da taxa de decaimento da probabilidade de retorno para zero
quando |t| — 0o. Aqui denotaremos [ a medida de Lebesgue, A uma o-algebra de Borel

em R e F a transformada de Fourier.

Lema 4.3.1. Sejam T um operador autoadjunto, & € Ha(T) e n € H. Entao:

() (n,e=T¢) = \/_]-"( ) (1), e assim

2

d
pue(t) = 20| 7 (%) 0
2
d o Qe
.o M€
(ii) Para Lebesgue q.t.p | = dl dl com dl 1 =0 sen € HaelT) .

Demonstracao. (i) Como & € Hoo(T') entdo e < I. Assim,

T = [ duyelo) = [ e Bata) o= VorF () .

Além disso,
2

i) = .76 = var 7 (M) o)

_Hn
dl
Hae(T). Por Cauchy-Schwarz, para todo conjunto de Borel A € A temos

(ii) Se n € Huo(T)*, entao p,e = 0, logo = 0. Assim é possivel assumir que 7 €

e (WP = [, xa(MEF = [(xa(T)n, xa(T)E)[*
(Tl Ixa(EN* = (. xa(T)0) € XA (T)E) = py(A) g (A).

IA

Agora tomando A = J,, isto é, um intervalo aberto contendo = temos

Mn,g(Jz) ? < :un(Jx) Mf(Jx)
W) | 7 W) UJe)

e para [(J,) — 0 verifica-se que para [ — ¢.t.p

dpin dpig
— dl dl’

diine ?
aiJ,)

desde que as funcoes envolvidas sejam absolutamente continuas. |
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Lema 4.3.2. Sejam &,n € H. Se a funcdo t — s(t) = (n,e TE) € um elemento de
LA(R), entdo pu,¢ < .

Demonstragio. Assuma que s € L*(R). Entao para toda ¢ € L*(R) a fungao s(t)y(t) €
L'(R) e a aplicagao linear v — L(1) /1/1 ) dt é limitada se |L(y))| < ||s]l,]|%]l5-
Pelo Teorema da Representacdo de Riesz, existe ¢ € L(R) tal que

/R BEN(t) dt = (6,8) = L()

1) = [o ([ duelo) i
~ Vom / (@) dyine(@)
= V2r(n, D(1)E).

e por Fubini

Dado um intervalo limitado (a,b) C R, tome uma sequéncia 0 < t, € C'{)’O(H/é) de
forma que Jn T X(ap)- Assim, pelo Lema 3.2.4 e pelo Teorema da Convergéncia Dominada

temos

V2 e((a,b)) = V21, Xaw(T)E) = V2 lim (1, ¢, (T)E)

n—o0

— lim L(s) = lim_ [ G(00nl0)
~ lim cpn( Dba(t) dt= | a(t).

n—oo ((l,b)

Como isso vale para todo intervalo limitado (a,b) e p, ¢ ¢ finito, segue que ¢ € L'(R)

dpin.¢

= ¢. Logo, e < L. |

Teorema 4.3.3. Seja T um operador autoadjunto. Entao & € H..(T) se, e somente se,
existe um conjunto denso E(§) T H tal que a funcdo t — p,¢(t) seja um elemento de

LY(R) para todo n € E(£).

Demonstracao. Suponha que exista o conjunto E(£). Entao pelo Lema 4.3.2, i, < [
para cada n € E(§). Assim, para qualquer A € A temos

png(A) = (1, xa(T)E)
= <777 XA(T)Pac(T)€> + <777 XA(T)PP(T)€> + <77a XA(T)PSC(T)€>
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e como L, ¢ < [ segue pela Proposi¢ao 3.5.8 que

(0, Xa(T)Bp(T)€) = (0, xa(T) Pee(T)€) = 0, V1 € E(&).

Assim, como E(§) é denso em H e P,{ =0 = Py temos & € Hao(T).

Suponha agora que £ € H,.(T) e seja E(€) como definido acima, isto é, o vetor n de
modo que t — p,¢(t) seja um elemento de L'(R). Vamos mostrar que E(§) é denso em
H. Sen e H,(T) B Hs(T), entao p,¢(t) = 0, para todo t. Assim é suficiente considerar

N € Hae(T) e verificar o resultado para 1 em um subconjunto denso de H..(T).

dpin,e
dl
L3(R). Para cada vetor n € H,.(T) existe M = M(n) < oo tal que, para [ — q.t.p. temos

Pelo Lema 4.3.1(i) e Teorema 2.2.45, temos p,¢ € L'(R) se, e somente se, €

0< Doy <
assim, pelo Lema 4.3.1(ii),
Hdun,ﬁ i < M(n)H% < 0.
d |,= dl ||,
Uma vez que 1 é denso em H,.(T'), o resultado segue. |

Como consequéncia desses resultados, a seguir apresentamos dois importantes corola-
rios para a caracterizacao dos subespacos continuos em termos da taxa de decaimento das

probabilidades de retorno.

Corolario 4.3.4. Seja T um operador autoadjunto.

(1) Hae(T) ={€ € M : pe(t) € L'(R)}.

(ii) Se existe c,e > 0 tal que para |t| grande,

c
pe(t) < £+

ent@o & € Hae(T).

Demonstracdo. (i) Pelo Lema 4.3.2, o conjunto Q = {£ € H : pe(t) € LY(R)} C Hae(T),
e se Hao(T) ¢ um subespaco fechado, Q C Ha(T). Entdo pelo Teorema 4.3.3, 1 € Hao(T)



75

d#n

com a derivada de Radon-Nikodym i

€ Q). Mas como esse conjunto é denso em H,.(T),
segue que Q = Ho(T).
(ii) Se neste caso a fungao dada ¢ — pe(t) € L' (R) o resultado segue imediatamente de

(i) desse corolario. |

Corolario 4.3.5. Seja T' um operador autoadjunto.

(i) &€ € H(T) com Py (T)E # 0 se, e somente se, X = 0 e existe um conjunto aberto
0 # X (&) CH tal que

/pn,g(t) dt = o0,
R

para todo n € X.
(ii) Se 0 # & € HyoT), entio X =0 e /pg(t) dt = o0.
R

Demonstracao. (i) Pelo Teorema 4.1.4 temos que X¢ = 0 se, e somente se, £ € H.(T).
Como existe um conjunto aberto X (&) pelo Teorema 4.3.3, segue o resultado.

(i1) Se & € Hso(T) entao pe ¢ L'(R) pelo Coroléario 4.3.4. Logo segue (ii). |

Note que se & € H,(T), entao / pe(t) dt = oo mas X¢ # 0. Isso é claro para autove-
tores, e um caso geral segue do Corglério 4.3.4(1).

Observe que existem variacoes da dinamica de acordo com o tipo espectral, a saber,
pontual, absolutamente continuo ou singular continuo. A maioria dos resultados apresen-
tados aqui foram qualitativos, no sentido de anulamento da probabilidade de retorno ou
crescimento dos valores esperados dos operadores teste.

Enquanto isso, na Secao 4.3, foram apresentados alguns resultados quantitativos, no

sentido de apresentar taxas de crescimento e decaimento da probabilidade de retorno.



Capitulo 5

Probabilidade de Retorno e as
Dimensoes de Correlacao da Medida

Espectral

Neste capitulo veremos, baseado no artigo [1], como certos coeficientes de correlagao
da medida espectral estao relacionados com o comportamento da probabilidade de retorno
fornecendo resultados mais quantitativos. Aqui, usaremos C' para denotar diferentes cons-

tantes positivas.

5.1 Medidas Uniformemente Localmente a-dimensionais

Uma maneira de obter estimativas quantitativas na dinamica é assumir hipoteses espe-
cificas nas medidas espectrais. Nesta secao veremos algumas consequéncias na dinamica
assumindo que as medidas espectrais sao uniformemente localmente a-dimensionais.

Para cada x € R e € > 0, denotaremos B.(z) = (:17 - %,x + %) :

Definicao 5.1.1. Sejam 0 < o < 1 e p uma medida de Borel positiva e finita sobre R.

(i) u € dita localmente o — dimensional em xq se:

3 C < 400 tal que Ve, 0 < e <1 tem-se pu(B: (zg)) < Ce?.

76
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(i) p € dita uniformemente localmente o — dimensional(L.U.c) se:
3C < 400 e 0 < gy < 1 tal que, para x p — q.t.p., Ve, 0 < € < gy, tem-se
(B (z)) < C=2.

Observagoes:

(i) Toda medida p positiva e finita é L.U.0. De fato, se p é positiva finita entdao 3 C > 0
tal que pu(A) < C,V A € A. Assim para gy € (0,1) temos para todo 0 < & < ¢q
wu(B-(z)) < C = C.€% e o resultado segue.

(ii) Uma medida p que tem uma componente pontual pura em xy possui um expoente

local igual a 0 em xy.

(iii) Se p < [ com derivada de Radon-Nykodym f limitada entdo p é L.U.1. Observe
que isso vale em particular para a medida de Lebesgue [. De fato, existe 0 < C' < 0o
tal que

lf(x)] < C, Vo € R.

Tome 0 < g9 < 1 entao para todo 0 < € < gg, temos

u(B.(z)) = /B R

IA

/ |f(z)] de < C dx = Ce
B.(z)

B.(z)

e o resultado segue.

(iv) Uma medida que é localmente a-dimensional em xz, ¢ localmente S-dimensional em
xo para qualquer 0 < < a. De fato, se i é localmente a-dimensional existe C' < oo
tal que para todo 0 < e < 1, pu(B:(z9)) < Ce®. Assim, se 0 < 3 < « entado para
todo 0 < & < 1 temos u(B.(z)) < Ce® < CeP.

Em [13], Strichartz demonstrou o seguinte resultado, (veja também [5, 7]):

Teorema 5.1.2. Se u € uma medida finita em R que € L.U.cv, entdo existe uma constante

C), > 0, dependendo somente de i, tal que, para toda f € Li(R),

}/t [1£113
t 0

2
ds < C, (5.1)

ta

/R e f(z) du(x)
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para todo t > 0.

Demonstragao. Se denotarmos por i a transformada de Fourier de uma medida p, note
1 [t —~
que o lado esquerdo de (5.1) pode ser escrito como ;/ |fu(s)|* ds, ou seja, a média
0
temporal da transformada de Fourier da medida fpu.

2
Como1<ee® para0<s<tefe¢€ Li(R), temos

1"~ L[t 2~ e [ =2 9
s [Waeras < 5 [ e Tuepas <& [ F (Fuco)Pds
0 0 R

- ¢ /R o /R e~ £ () du(z)
= s [eF ([ o) ([ e rwam) |
- ¢ /]R = K /]R g—is f(x)du(x)> ( / eiysmd,u(y))} ds

2

ds

_ /R o ( . f(x)me—wsewdu(x)du(y)) ds
= o[ ([ o duauty)) ds

SN IR TS N I IS N ¢ S I e

IR </ (’d) dp(x)du(y)
(

/R e‘tf—i@—yﬁdt) dp(x)dp(y). (5.2)

Como para a > 0,b € R temos /

—az?+ibx T =
e dr =/ — e, segue de (5.2) que
R a

[T as < 5[ @ (Ve e ) duteuty

t RxR

— 2,2

= o7 [ f@)fle T du(a)duly)

RxR

< evm [ 1 @IFWe " du(e)du(y)

RxR

—(z—y)%¢? —(z—y)2¢?

= eVm |f@)le™ = |fyle” = du(x)du(y) =1 (5.3)
—(z—y)%t?

I < eﬁ( | irwpe du(x)d,u(y)) ( | irwpe dmx)du(y)f
= eﬁ/IR|f(x)|2/IR€Wdﬂ(y)du(x). (5.4)

e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

D=




79

Portanto de (5.3) e (5.4) obtemos

L[ Bt as e [ 1 [ o

Agora para uma segunda estimativa, fixe x e tome

1
Qn:{yeR %gy mg”j }

“du(y)dp(z). (5.5)

1
Entao para t > 1 temos [(£2,,) < n < 1. Como p é L.U.a, existe uma constante C tal que

1
[L(Qn) S Clt—a.

Entao

—(z—y)?t? —(z—y)?t2 y>2 2
/ e 1 duly) = E / du(y)
R

IN
M
\
=
S

Chamando Cy = Y e7i (Y, segue de (5.5) e (5.6) que para todo t > 0
n=0

¢ [ 1Tr s < e [ 1@ 6 duto)
— eVm Cat [ |f@)dute) = C 173
R

o que completa a demonstracao do teorema. |

O Teorema 5.1.2 pode ser usado para estudar o comportamento da dinamica gerada
por um operador autoadjunto T, agindo em H, como discutido no capitulo anterior. Agora

denotaremos as correspondentes medidas espectrais simplismente por ji¢, para § € H.

Coroléario 5.1.3. Se a medida espectral pie € absolutamente continua com respeito a uma

medida 1 que € L.U.ae, com % =fe Li(R), entao a probabilidade de retorno médio
1L
satisfaz,
C
(pe) () < =

para algum C > 0 e para todo t > 0.



80

Demonstracao. Note primeiramente que,

T

[-|fevsen]

1 t
E como (p¢) (t) = ;/ pe(s) ds, segue do Teorema 5.1.2 que
0

1 [ 1 [ : 2
w0 = 7 [ ntts = [ | [ i as
0 R
o Il _c
< il
= 00 T h
para € = G 1. .

Corolério 5.1.4. Se pe é L.U.a, entio existe uma constante C = C(§) > 0 tal que
Vn € H,|nll =1 temos
(Pen)(t) <

Y

~
Q

para todo t > 0.

Demonstragdo. Pelo Lema 4.1.3, para cada 1 € H existe g € L2 (R) N L, (R) de modo

que [[gllzz, <l =1e

<777€fitT£> — / e*itmg(x) dﬂg(m)-
o(t)

E consequentemente,
2

(e e[ =

Entao, pelo Teorema 5.1.2

/ e " g(x) dpe(x)
o(t)

1
) = 5 [ meords =1 [ e e as
1 ] 2 T
_ - zsx < _ =
t/ / (a) dpelo)| ds < ¢, 1T~ O
para C' = C,, || f]3. u

Observe que se a > 0, entao o Coroléario 5.1.4 fornece uma descricao mais detalhada
do limite X = 0 no Teorema 4.1.4(7) do capitulo anterior. Além disso, no caso em que a
medida espectral ¢ pontual pura temos a = 0, e entao o Corolério 5.1.4 é consistente pelo

fato do nao "anulamento'"da probabilidade de retorno.
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Lema 5.1.5. Assuma que pe € L.U.« e seja &(t) = e "¢, Entao existe C = C(€) > 0
de modo que para qualquer projecao ortogonal Pr em um subespacgo de dimensao finita de

H, de dimensao N, temos

1 [ CN
Z/ ||PF£(S)||2dS < t—a, Vvt > 0.
0

Demonstracao. Seja {ny,...,ny} uma base ortonormal do subespaco img Pr, de modo
N

que Pr(-) = > (n;,-)n;. Entao,
j=1

1PE@)* = (&(t), Pre(t) ZI% )IQIme,s(t)

Logo, pelo Corolario 5.1.4

1/ ) 1 & N
A LECI > mals) =3 | et as
N
C CN
< ~ 2
- Zta ta

Coroléario 5.1.6. Seja T’ um operador autoadjunto gerador do grupo de evolugao temporal
unitdrio, e A um operador teste com autovalores 0 < \; < Ay < A3 < .... Se ue € L.U.q,

entdo existe uma constante C' = C(&) > 0 tal que

GHOE

aqui A(C1%) := Aoy, em que [Ct°] indica a parte inteira de .

ACtY), Vit >1,

l\DIr—\

Demonstracao. Seja (Qn a projecao ortogonal no subespaco gerado pelos autovetores de
A associados aos autovalores < Ay. Como A possui espectro discreto, () é uma projecao

em um subespaco de dimensao finita; para simplificar a notacao, assuma que N é essa
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dimensao. Entao,

ES(t) = (&(1), Ag(t)
= (I = Qn + Qw)E(1), AT — Qn + Qu)E(1))
= {(QnE(1), AQNED) + (T — Qu)E(L), AT — Qu)E(1))
> vl = Qu)Em)|
= v [1—@nxe@IP]-

Sendo assim,

€0 = 1 [ & as
1

> 1 [l lewewl] ds

= 2w [ exer o]
CN

= /\N — %/0 ”QNf(S)Hz ds Z /\N — t—a)\N
_ (1 - CN) Ay = (1 - CN) A(N), VN,

tOl

t 1
Tomando N = {%]7 e chamando 0= C, segue o resultado. |

Exemplo 5.1.7. Uma aplicagao tipica dos resultados acima para operadores autoadjuntos
tem forte liga¢ao com as Hamiltonianas H : 1*(Z) — 1*(Z) e o operador teste A= M, o
sequndo momento do operador posigdo, isto €, se (€;)jez € uma base canénica de 1*(Z),

entao

M) =" %ej Ve
JET
Assuma ||€]] = 1. Um wvalor grande de M (§) significa que o vetor £ € propagado para
grandes valores de |j| em Z. Os autovalores de M sao os quadrados dos inteiros e, exceto
o autovalor nulo que é simples, todos possuem multiplicidade 2. Neste caso, para s >

0, A(s) = [5}2, e para uma condi¢ao inicial £ € 12 a medida espectral correspondente é

L.U.c, e 0o Coroldrio 5.1.6 implica que

(E5,(1) > Cr.
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FEsse é um valor quantitativo, no caso da medida espectral ser L.U.a,, do transporte de

propriedades de & sobre Z, quando t — oo.

5.2 Dimensao de Correlacao de uma Medida

Nesta secao definimos os expoentes locais de uma medida e suas dimensoes de Haus-
dorff e de correlagao. O objetivo é demonstrar de forma rigorosa que os expoentes de
decaimento das probabilidades de retorno sao iguais as dimensoes de correlacao da me-

dida espectral.

Definigao 5.2.1. (Expoentes Locais)
Considere uma medida de Borel positiva e finita i em R e x € supp(u). O expoente local
inferior e o expoente local superior de pu sao definidos respectivamente como,

1 B.
v~ (z) = lim inf log i Be(x))
e—0 log e

1 B,
() = lim sup 28 Be()
e—0 loge

Y

£
onde B.(z) € R é uma bola aberta de centro x e raio 5

Lema 5.2.2. Seja p uma medida de Borel positiva e finita. Entao v ,7" : R — R
sGo fungoes mensurdveis. Em particular para qualquer o, os conjuntos {x | v~ (x) > a} e

{z |yt (z) > a} sdo p mensurdveis.

Demonstragao. Primeiramente vamos mostrar que o limite na definicao de v~ (z) nao

muda se a variavel continua e for substituida por qualquer sequéncia {e,} com &, \, 0 e

loge,
log e,
Sem perda de generalidade, podemos assumir que ¢, < 1, para todo n. Se g,,1 <& <

€, temos B, (z) C B:(x) C B.,(x), logo

log 1 (B, , (2)) <log pu (B:(x)) <log (B, (x))
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log €,41 <loge <loge, <0,

donde
log 1(Be,(v)) _ log pu(Be(x)) _ log pt (Be,. ()
log €, - log ¢ - log €,41

e o resultado segue.
Assim pelos argumentos padroes de teoria da medida segue que v~ é mensuravel. Um

anéalogo segue para 7. |

Lema 5.2.3. Para x p — q.t.p. temos

0<~y (z) <~ (x) <1,

Demonstragao. De fato, segue diretamente por definigdo que v~ (x) < vy (x). Agora

pelo Teorema de Radon-Nykodym temos que
po=pt oy

onde pu* < le p® L 1. Assim

lim inf R ADAT)) (B:(x))
e—0 £

= cf(x) >0,

para x € R pu* — q.t.p., em que f é a derivada de Radon-Nykodym de u®, e

lim inf —MS(BE(J;))

= 0Q,
e—0 g

para z € R p® — q.t.p., (veja [6]).
Sendo assim,

B,
lim inf M >0

e—0 I -7
para z € R o — q.t.p e o conjunto

E = {x:0<liminfm}

e—0 £
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tem medida p positiva.
Fixe uma sequéncia (&,)nen tal que (§,) — 0 quando n — oo, e defina para cada

n € N, um conjunto

E, = {x cB: S < w(B(r)), Ve < €n}.

n
Note que assim, £ =U,E, e £, C £y C E5C ...

. € . .
Agora tomando = € F, existe n € N tal que — < u(B.(x)). Isso implica que
n

log — < log u(B.(x)).
n

E assim,

£
log u(B(x) _ 85, | logn
log € ~ loge log e
Fazendo ¢ — 0, obtemos v+ (z) < 1.

Logo, 7" (x) <1 para x € R u — ¢.t.p. Portanto,

0<7 (@) <7 (@) < L.

Definicao 5.2.4. Considere um conjunto Z C X, sendo X um espaco métrico. Definimos

a a— medida de Hausdorff de Z (a > 0 um numéro real) como

my(Z,a) = lig(l)iréf {Z(diam U):ZcC U U, diam U < 5},
vea vea

em que G percorre todas as cole¢oes contdveis de conjuntos abertos de didmetro menor ou

tgual que € cobrindo Z.
A fungdo my(Z, ) tem a seguinte propriedade (veja [9, 10, 14]):
Propriedade 5.2.5. Fxiste um valor ag tal que

my(Z,a) = 0o, para a < agy

my(Z,a) =0, para a > ay.
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Defini¢ao 5.2.6. (Dimensao de Hausdorff de um conjunto)
A quantidade
dimgZ = ag=inf{a:my(Z, «a)=0}

= sup{a:my(Z, a) = oo}
¢ chamada dimensao de Hausdorff do conjunto Z.

Definigao 5.2.7. (Dimensao de Hausdorff de uma medida)
Se € uma medida de probabilidade em um espago métrico X, isto é, u(X) =1, entao a

dimensao de Hausdorff de p €
dimg(p) = inf{dimy(2): Z C X, u(Z) = 1}.

Proposigcao 5.2.8. Sejam p uma medida de probabilidade em R e A C R um conjunto

mensurdvel com p(A) > 0. Suponha que para todo x € A, temos

a<y (z) <7 (z) <D,
onde a e b sao duas constantes independentes de x. Entao
a < dimg(A) <b. (5.7)

Demonstracao. Para U C R, seja R(U,e) = {B,(z) : x € U,p < e} e defina

a(U, p) = inf {a i inf AEk(u(A)) =0 } :

onde k é uma cobertura de U. Se U é mensuravel e u(U) > 0, entdao a(U, u) = 1.
Fixe U C R com p(U) > 0. Suponha que exista g9 > 0 tal que Vo € U e Ve < g,
tenhamos

<b.

< log ﬂ(Be(x))
- loge

Seja o > 1, além disso, 0 < &1 < gg e g2 > 0 dados. Como «(U,u) = 1, existe uma

cobertura k C R(U,e1) de U que satisfaz

D (1(A)~ < 2. (5.8)
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Nossa hipotese garante que para A € R(U,¢p) tenhamos
(diam A)" < 2%(u(A)).

Sendo assim,

3 (diam A)* < 37 [2%(u(A))]°

Ack A€k
= > 2°(u(A)* =27 (u(A))
A€k A€k

e por (5.8) temos

D (diam A)* < 27, (5.9)
Aek
Logo, pela definicao de dimensao de Hausdorff,

dimg (U) < ab. (5.10)

Note que a definicao de dimensao de Hausdorff nao se altera se nos restringirmos a sub-
coberturas de R(U, ). Sendo assim,
D (diam A > 27> (u(A))

Ack A€k
= 2°u(U), VA € R(U,¢).

E assim

) (diam A)’ > 2%(u(U)),

Ack
para toda cobertura k C R(U,eo) de U, o que prova que dimy(U) > a.

Agora, fixe € > 0 e tome 6, \ 0. Considere

log u(Bs, ()

A,=RxeA: Vn<k a—c<
log d,,

Sb—l—a}.

Como z +— p(B.(x)) ¢ uma fun¢do mensuravel, os conjuntos A, sdo mensuraveis e
w(Ag) 7 u(A), para todo k. Assim se k 7 oo temos que € N\, 0. Logo, dimy(U) < b.
Portanto,
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Corolario 5.2.9. Seja p1 uma medida de probabilidade em R. Assuma que para x pu—q.t.p.
a <~y (z) <~vT(x) <b. Entao

a < dimg(p) <b.

Demonstragao. Seja Z C R com pu(Z) = 1. Por hipotese, a < v~ (z) <y (x) < b, para
x € Z q.t.p. e pela Proposi¢ao 5.2.8 temos que a < dimg(Z) < b. Entao isso implica que
a < inf{dimy(Z): Z C H, u(Z) =1} < b. Portanto,

a < dimg(p) <b.
[ |

Note que se tomarmos a = u — infess v (z) e b = p — sup ess 7y (x) temos pelo

corolario anterior que
p —inf ess v (z) < dimg(p) < g —sup ess v (z).

E além disso, se v~ (z) =y (x) = a para x u — ¢.t.p temos que dimpy(u) = a.
Agora vamos apresentar um exemplo surpreendente de uma medida tal que, o maior
« tal que ela é L.U.cv € menor do que qualquer expoente local v~ (z).

Considere a medida absolutamente continua p definida em (0, 1] como segue:
v—1 1
du = vz’ dz, para v € (0, 5) fixo.

Entao para x p — ¢.t.p. temos v~ (z) = v (x) = 1, mas o supremo sobre todos os «

tal que p é L.U.c € menor que v. Isto é, para todo z € (0, 1], existe gq suficientemente

pequeno e uma constante ¢ = tal que, para todo € < €g, pu(B:(zg)) < ¢e, mas nao se

1-v
0
pode esperar encontrar ¢ e ¢ uniforme em x. De fato, seja oy = v + ¢ para algum § > 0,

e assuma que existe ¢ > 0 e g9 > 0 tal que para todo € < g e para x u — q.t.p. temos,
w(B:(x)) < ce®. (5.11)

E para qualquer 0 < zo < 1/2inf(gq, (5)°) e 1/2inf(eo, (55)°) < e < inf(eq, (5)7),
tem-se p(B:(x)) > ce®, uma contradigao com (5.11).

Considere agora as dimensoes de correlacao de uma medida p definidas como segue.
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Definicao 5.2.10. Seja o uma medida de Borel positiva e finita em R e defina

12(g) = /R,u ((w — g,aH— gD du(w).

Entao,
1
D; = liminf 08 121E) 72(€)
e—0 log(e)
€ chamada dimensao de correlagao inferior de u, e
1
Dy = limsup log 7(¢)
=0 log(e)

€ chamada dimensao de correlagao superior de fu.

Se Df = Dy = Ds, entio Dy ¢é chamada dimensao de correlagdo de p.

Observacoes:

. _ . . € £
(i) Note que D, e D permanecem inalterados se substituimos (w - 5w + 5) por B.(w)

na defini¢ao de ().

(ii) E importante ressaltar que existe uma familia de dimensdes Dy, g > 0, porém neste
trabalho estamos interessados no caso em que ¢ = 2. Em [2], os autores apresentam

uma defini¢do geral para essas dimensdes. Veja também [9)].
Em [4], os autores inferiram que
12(e) ~ e & (pe)(t) ~ 772

onde D, é associado com . Isso é confirmado por alguns célculos numéricos. A seguir

apresentamos uma prova deste fato, baseado no artigo [1], (veja 5.2.13).
Proposicao 5.2.11. Se p ¢ uma medida de Borel positiva e finita em R, entao
Dy < p—inf.ess vy (z).
Demonstracao. Para n fixado tal que D, > n > 0, pela definicao de dimensao de

1 €
correlagao inferior de p temos que D, = liminf &Q()
e—0 log e

72(€) segue que existe () > 0 tal que para todo € < £(n) temos

/Mdu(x) < et (5.12)

> 1. Assim da definicao de

E—
5D2 7%



90

Disso temos que

em) 1 etm
< / —54 8—/ —daz/ g1 1 de < 0.
0 0 € 0
Logo para = p — q.t.p. temos

/E(n) HBc(v) de < 00. (5.13)
0 €

— 37y
5D2 1

Agora assuma que, para algum z, Dy — 2n > v~ (x), entdo pela defini¢do de v~ (z),

En—1

existe (€,)nen, €n N\ 0 tal que ¢, <

w(Be, (x)) > en (5.14)

Entao como € — u(B.(x)) ¢ uma fungio nao decrescente de e temos, u(B.(x)) > P2 =1
pelo menos no intervalo [e,,,] = [gn,an_g]

Seja N o menor inteiro tal que ey < £(n) e 5}\;% > 2¢y. Entao para todon > N,
A, = [en,2e,] C [en,alz_g], e esses A, sao todos disjuntos. Sendo assim, voltando em

(5.13) temos

/8“” p(Be(x)) de /“N) u(B( >> de

e U 5
N
n>N
en2 "
——u A,
WZN 2€n (2e,,)P2 ~17 (4n)
1 en "
= ZN(an) mgn = +00. (515)
n> n

Sendo assim por (5.13) e (5.15) temos que para x p — q.t.p., v (x) > Dy — 2n.

Como isso vale para todo n > 0 temos

Dy < p—infess v (z).
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Observacao:
Com os mesmos argumentos da demonstracao da proposicao anterior, demonstra-se que
para todo conjunto de Borel S C R com p(S) > 0 tem-se

. dog [ou(B(x)) du(x)
< .
lim inf log < po— Infess {77 ()}

Lema 5.2.12. Sejam H um espaco de Hilbert e T : dom T C H — H um operador

autoadjunto. Para & € dom T e e > 0, seja
/| (z + ie)|*d, (5.16)

d
onde F, (2) € a transformada de Borel de pi¢, dada por F, () = / Mf—(y) FEntao:
R Y— %

(@) A(e) =dme | s dclu)nla). (5.17)
(i4) A(%) . /OOO et pels) ds. (5.18)

Demonstragao. Para demonstrar (i) basta desenvolver (5.16) e usar a formula de Cau-
chy.

1 —~ .
(77) Considere ¢ = o usando que pe(t) = |fic(t)]* (veja (4.1)) temos

47r/ e Fpe(s) ds = 47r/ e~ e (s)|” ds
0 0
= 47r/ e /e_m dpe ()
0 R
- 47r/ e % {/ el duf(x)/ e~y d,ug(y)} ds
0 R R
— 47r/ e % {/ st dug(x)/eisy d,ug(y)} ds
R
— 4n / [ () de(y) ds
RxR
/XJR

(/ o lilz—y)+els ds) dpe(x)dpie (y)
R 0

= 47T/quam dpe () dpie (y). (5.19)

2

ds

4
= 4r
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Note que podemos reescrever essa tltima integral como
€ , =y
| [ e dneduel) — [ dnaldnt)|
RxR €2+ (T — y)? ¢ ¢ rxR €2+ (. —y)? ¢ ¢
Mas como a expressao de partida é real, a parte imaginaria é zero. Portanto por (5.17)

o 1
47T/ e Fpe(s) ds = 471'8/ ——— dpe(x)dpe(y
i e(s) B pran e(@)dpe(y)

= Ale).
e (i1) segue. |
Teorema 5.2.13. Sejam H um espaco de Hilbert e T : dom T' = H — H um operador

autoadjunto. Para ¢ € dom T sejam D, e Dy as dimensdes de correlagdo inferior e

superior da medida e, temos

1 t
lim inf 228290 _ _pe (5.20)
t—o0 log<t)
e
1 t
lim sup log (pe) () =—D; (5.21)
t=00 log(t)
Demonstracao. Considere
1 1 1 1
e—0 log ¢ 50 log ¢
Queremos mostrar que ¢~ = —DJ e ¢ = —D,. Para isso mostraremos primeiramente

que, ¢t > —D; e ¢™ > —D5. Em seguida mostraremos que, c* < —D; e ¢~ < —DJ.
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(i) Para todo v > 0 temos

[ ds < 3 [ el s

© e o ds

- : /R o /R 7 djue ()

[ ([ o) (=)
(Lot ([ )

E ( /R XRe_wSeiysd,ug(x) dug(y)) ds
(

[ e ) due)) as
RxR

[ e ds) dueto) dut)
R

[ ) dta) et
R

[ (ﬁt ”) due() dpe(y)

—(z— y) +2
= v | e dpe() dpie(y)

RxR

IN

2

ds

3y
T

3
T

— T — i — S —

X
=

S FD D D D D D

—(z—y)?t? —(z=y)?t? y)Q 2
= eym e 4 du(z)du(y) + e dpg () dpie (y)
|lz—y|<t=(=») |z—y|>t= (=)
7t2”

eﬁ/IRus(th(1v>(iﬂ))dug(l‘)+€ .

IN

Logo,
_42v

/ ) ds < eV [ ne(Byoo (o) ducla) + 5 (5.22)

Por (4.1), |fe(t)]? = pe(t) e pela definicao de v, segue da equacao (5.22) que

]_ 7t21’

t
_/ pe(s) ds < ey/m (2t 17)) £ e
0

t

e daf

(Pe)(t) < 2ev/T (26171,
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Assim
log (pe) (1/¢) < log (2e/T 1(2(1/2)""7)))
log (pe) (1/2) _ log (2ey/T 12(2e” ("))
log(e) loge '
Portanto

log (pe)(1/2) _ _log (2ev/m 12(2(1/"™))
log(e) — log1/e

e obtemos ¢ > —D; . De forma analoga ¢~ > —D5 .

(77) Pelo Lema 5.2.12,

Ale) = dme /R R—?ﬁyz;ﬁ(g

S
47T€//|y y d,ug 252,%( z)

47T€
= / / dpe(y)dpe ()
ly—z|<e

= [ elBta) duely

v

A%

Logo
A(e) = —(e). (5.23)

1 <
Ainda pelo Lema 5.2.12, sabemos que A(;) = 47r/ et pe(s) ds e pela desigualdade
0
(5.23) temos

Logo,
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Assim,
1 1 1 R
- < = —% d
506 < 5 [ e ds
| 1= .
< - / et pe(s) ds+ —/ et pe(s) ds.
t 0 t t1+V
<t”<p;>,(t1+”) <t=" 1O infinito ¥neN

Assim, para alguma constante a temos que: Para todo v > 0, existe ¢(v) < oo tal que

para todo t > t(v)

1 v 1%
72(;) < at’(pe)(H'F7).
Disto segue que, —D; > ¢' e analogamente —D; > . [ |

Segue desse teorema e de um célculo explicito de fi, que Dy = Dy = 2v (veja [5]).
Enquanto que p ess.inf~y~(z) é igual a 1 para qualquer v > 0. Isso mostra que, na
Proposicao 5.2.8, em geral, nao se pode ter uma igualdade.

Portanto no Teorema 5.2.13 demonstramos de forma rigorosa que os expoentes de
decaimento das probabilidades de retorno sao iguais as dimensoes de correlacao da medida

espectral.
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