UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FISICA
E MATEMATICA APLICADA

MECANICA ESTATISTICA DE UMA PARTICULA
ESCALAR NA CAIXA

Marco Aparecido de Brito

Itajuba, fevereiro de 2012



UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FISICA
E MATEMATICA APLICADA

Marco Aparecido de Brito

MECANICA ESTATISTICA DE UMA PARTICULA
ESCALAR NA CAIXA

Dissertacao submetida ao programa de Pos-
Graduacao em Fisica e Matematica Aplicada
como parte dos requisitos necessarios a obtencao
do titulo de Mestre em Ciéncias em Fisica e

Matematica Aplicada.

Area de concentracgao: Teoria de Campos, Gravita-

cao e Cosmologia

Orientador: Dr. Edisom de Souza Moreira Junior

Fevereiro de 2012
Itajuba - MG



Ficha catalogréfica elaborada pela Biblioteca Maua —
Bibliotecaria Cristiane N. C. Carpinteiro- CRB_6/1702

B862m
Brito, Marco Aparecido de
Mecanica estatistica de uma particula escalar na caixa. / por Marco
Aparecido de Brito. -- Itajuba (MG) : [s.n.], 2012.

59p.:il
Orientador: Prof. Dr. Edisom de Souza Moreira Junior

Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Federal de Itajuba.

1. Particula na caixa. 2. Mecénica estatistica classica. 3. Mecanica
estatistica quantica. I. Moreira Junior, Edisom de Souza, orient. II.
Universidade Federal de Itajuba. I11. Titulo.

i




(“(...)Consegui meu equilibrio cortejando
a insanidade, tudo esta perdido mas existem
possibilidades.(...)”)
(Legiao Urbana)

(“Aprenda com os erros dos
outros. Vocé nao vive tempo suficiente para
cometer todos os erros.”)

(Desconhecido)

(“Sou imperfeito e limitado, por isso sou

real, senao seria ideal.”)

il



Agradecimentos

Ao Professor e orientador Edisom Moreira Jr., pelas incontaveis discussoes sobre a

maravilhosa ciéncia fisica, e pelas diversas sugestoes na confecgao do presente estudo.

A minha familia e amigos, pelo apoio e incentivo, aparentemente ténue, mas singular
e essencial. Aos colegas de mestrado, pelas preciosas oportunidades de discussoes sobre

temas diversos num nivel tao intenso e profundo.

Aos tantos professores que me guiaram por este caminho tao arduo, mas tao belo e ma-
ravilhoso, como os professores Vitorio de Lorenci, Fabricio Rangel, Renato Klippert, entre
tantos outros que nao caberiam aqui neste pequeno pedaco de papel. A toda comunidade

UNIFEI por suas ocultas e importantes contribuigoes.

Ao suporte financeiro concedido pela agéncia de fomento CAPES.

v



Resumo

No presente trabalho faremos uma andlise do comportamento das grandezas fisicas
perante a mudanca de temperatura, tal como o calor especifico, para o sistema de uma
particula escalar confinada na caixa unidimensional. Determinaremos as médias termodi-
namicas nos varios regimes de temperatura associados com as temperaturas caracteristicas
do sistema em questao, assim como as densidades de posicao e de momento, com o intuito

de prevermos o comportamento da particula dentro da caixa.

Também faremos uma breve discussao sobre o topico criacao de pares. Tal efeito
ocorre quando ha uma quantidade apreciavel de energia térmica. Mostraremos como
as populagoes de particula e antiparticula se comportam dentro de uma caixa quando
aumentamos a temperatura. Alguns aspectos serao também discutidos no contexto da

teoria quantica de campos.

Palavras-chave: particula na caixa, mecanica estatistica classica, mecanica estatistica

quantica.



Abstract

In this work we will find how physical quantities associated with a scalar particle con-
fined in an one-dimensional box depend on the temperature. Thermal averages will be
determined in various regimes of temperature associated with the characteristic tempera-
tures of the system. In order to have a clearer picture of the behaviour of the particle in

the box, the position and momentum densities will be determined.

At very high thermal energies pair creation takes place. This topic will briefly be dis-
cussed, showing how the particle and antiparticle populations behave as the temperature

increases. Some aspects will also be considered in the context of quantum field theory.

Keywords: particle in the box, classical statistical mechanics, quantum statistical me-

chanics.
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1. Introdugao

Capitulo 1
Introducao

Efeitos em altas energias para um determinado sistema fisico requerem um tratamento
quantico e relativistico do sistema fisico. Nas ultimas décadas, este campo de pesquisa tem
crescido de forma abrupta e jé existem muitos artigos dedicados a assuntos desta natureza.
Tais assuntos estao relacionados a temas de interesses astrofisicos (anas brancas, pulsares,
estrelas de néutron, etc.) [1, 2, 3, 4], a fisica de particulas elementares (produgao de pares
particulas/antiparticulas, colisoes de fons pesados e plasma quark-glion, dentre outros)
[1, 2, 3, 4, 5, 6], aparecendo, também, na fisica da matéria condensada (por exemplo, o
gas de Fermi e o condensado de Bose-Einstein) [1, 5, 6, 7, 8]. Estes topicos sao tratados

pela mecanica estatistica relativistica, seja classica ou quantica.

O problema de uma particula confinada na caixa estd na alma da mecanica quantica [9],
sendo um dos mais simples problemas que ilustram a natureza ondulatéria das particulas,
implicando na quantizagao da energia. Uma aplicacao do sistema de uma particula quan-
tica confinada na caixa, cuja verificacao experimental é relativamente simples, consiste em
analisar o comportamento térmico de uma molécula aprisionada em pequenos recipientes,
ou como iremos exemplificar em macromoléculas conhecidas por fulerenos [10]. Quando
Kroto et al. anunciaram a descoberta do Cgy (que possui uma estrutura semelhante a uma
bola de futebol, apresentando 32 faces, sendo 20 hexagonais e 12 pentagonais), uma forma
alotropica do carbono tal como o diamante e a grafite, estes observaram a possibilidade de
inser¢ao de atomos ou pequenas moléculas no interior destas “gaiolas” [10]. Desde entao,
uma série de estudos teodricos e experimentais tém elucidado as varias propriedades de
diferentes familias de fulerenos que incorporam atomos ou pequenas moléculas de gases

nobres, metais ou outros elementos, em suas “gaiolas” (fulerenos endoédricos).

Avangos significativos na sintese de fulerenos endoédricos tém sido feitos recentemente
empregando o conceito de cirurgia molecular. A idéia é descrita na Fig. (1.1), que
consiste em trés principais etapas. Primeiro, uma ou mais das ligacoes C' — C' no Cgy sao

rompidas para criar um orificio na “gaiola” de fulereno. Esta espécie é conhecida como
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uma “gaiola” aberta de fulereno (OCF). Um dopante endoédrico é entdo inserido através
do orificio recém formado, muitas vezes sob condicoes de pressao e temperatura elevadas.

Finalmente, as ligagdes quebradas na “gaiola” Cgy sao reparadas por meios quimicos [10].

Figura 1.1: Na primeira etapa (A), as ligacdes na gaiola Cgp sdo quebradas quimicamente. Na
segunda etapa (B), uma molécula dopante é introduzida através do orificio. Na terceira etapa (C),
a “gaiola” Cgp é restaurada quimicamente para dar ao produto final endoédrico. Figura retirada da
Ref. [10].

Certas simulagoes com uma molécula de metano (C'Hy) confinada em uma “gaiola” de
fulereno mostram que o comportamento da capacidade térmica da molécula de metano
[10] é muito semelhante ao comportamento tedrico previsto por Rosenstock para uma

particula quantica nao-relativistica confinada na caixa [11].

Neste trabalho, considerando o espectro relativistico de energia da particula confinada
na caixa unidimensional, existem duas temperaturas caracteristicas, uma correspondendo
a energia de repouso da particula e a outra associada a dimensao da caixa, implicando na
existéncia de diversos regimes de temperatura. Assim generalizaremos o estudo feito por
Rosenstock [11], agora para o caso de uma particula relativistica. As grandezas termodi-

namicas, como o calor especifico, serao estudados nos diferentes regimes de temperatura.
Nosso trabalho tera o seguinte desenvolvimento:

No capitulo 2, introduzimos alguns conceitos da mecanica quantica e da relatividade
restrita, bem como a equacao de Klein-Gordon com suas principais caracteristicas. Tam-
bém mencionamos sobre o paradoxo de Klein e a dificuldade de interpretagao da equacao

de Klein-Gordon para a descricao de uma tinica particula.

Para o capitulo 3, discutiremos alguns topicos em mecanica estatistica relativistica.
Em todos os casos consideraremos sistemas de muitas particulas, havendo ou nao criagao

de pares.

Porém o nosso foco principal de estudo se concentra no capitulo 4, onde temos como
intuito investigar as propriedades acerca das grandezas térmicas relacionadas ao sistema de
uma particula na caixa em uma dimensao. Analisaremos também as densidades da posi¢ao
e do momento da particula, onde usamos uma definicao intuitiva para estas densidades

[12], assim poderemos prever como a particula se comporta dentro da caixa.

Representacoes ilustrativas serao apresentadas sempre que houver necessidade, para

elucidar os problemas propostos no decorrer do texto.



2. Equacao de Klein-Gordon

Capitulo 2
Equacao de Klein-Gordon

Para uma descricao de fenomenos quanticos em altas energias requeremos uma repre-
sentacao relativistica para a mecanica quantica, onde as leis fisicas devem possuir uma
invariancia por transformacgoes de Lorentz: tratando as varidveis espaciais e a temporal
de forma mais simétrica. Desta forma, a teoria nao é mais invariante por transformagoes

de Galileu, onde a variavel temporal é absoluta [13, 14, 15, 16].

A mecanica quantica nao-relativistica da particula, inicia a partir da descricao da

hamiltoniana cléssica,

H= p_2 + V(x), (2.1)

© 2m
e entao as grandezas fisicas sao promovidos a operadores auto-adjuntos (observaveis) que
atuam em um espaco de Hilbert, em um processo de quantizacao. Utilizando o principio da
correspondéncia quantica entre observaveis e operadores que atuam no espaco de Hilbert,

o operador momento serd representado por [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20].
P = —ihV, (2.2)

da qual derivamos o operador hamiltoniano, sendo invariante por transformacoes de Ga-

lilew [14, 16],
Hy(t,x) =

: {_hm + V(X)} W(t, x). (2.3)

Para formular uma teoria quantica relativistica, devemos manter vélidos os postulado

da mecanica quantica e da teoria da relatividade restrita. Sendo estes descritos a seguir:

e Postulados da mecanica quantica [16, 20]:

1. O estado fisico do sistema fisico em um dado tempo tg é definido especificando

um ket |1) > pertencente ao espago dos estados &.

2. Toda grandeza fisica A é descrita por um operador A atuando no espaco dos
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estados &.

3. Os resultados possiveis em uma medida de uma grandeza fisica A sao os seus

respectivos autovalores a,, do operador correspondente.

4. Sendo A uma grandeza fisica descrita pelo o operador Ae supondo que o
sistema fisico esteja no estado normalizado |¢) >, isto é, < ¥|¢p >= 1. Entao, se
for feita uma medida de A a probabilidade P(a,,) de ser encontrado o autovalor

a, ¢ dada por:
an

Pla,) =) | <uple >,

i=1
onde g, ¢ o grau de degenerescéncia de a,, e |u’, > é autoestado do operador A

com autovalor a,,.

5. Se em uma medida da grandeza fisica A com o sistema no estado [¢) > en-
contramos um resultado a,,, imediatamente apds a medida o estado do sistema

seré a projecao normalizado de [¢) > no subespaco &, associado a a,. Isto é,

P,y >

V< Y|P >

onde P, é o operador de projecao sobre o subespaco &,.

6. A evolugao no tempo do vetor de estado de um sistema fisico é governada por

um operador hamiltoniano.
mgw >= H|p >
ot~ '
e Postulados da relatividade restrita [21]:

1. As leis que governam as mudancas de estado em quaisquer sistemas fisicos

tomam a mesma forma em quaisquer sistemas de coordenadas inerciais.

2. A luz tem velocidade invariante igual a ¢ em relacao a qualquer sistema de

coordenadas inercial.

A previsao feita por uma teoria relativistica da particula deve reproduzir os resultados
antes previstos pela mecanica quantica nao-relativistica, isto é, para os casos em que
v << ¢, onde v é a velocidade da particula envolvida no processo fisico. Seguimos de
forma andloga ao caso nao-relativistico, isto é, partimos da hamiltoniana classica, porém

agora dada por uma expressao relativistica [13, 14, 15, 17, 18, 19, 20],

H = +/p?c® + m2c. (2.4)

4
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As grandezas fisicas sao promovidas a operadores, utilizando o principio da correspondén-

cia, que em uma representagao de coordenadas, toma a forma,

Hip(t,x) = V—2h2V?2 + m2c(t, x). (2.5)

Entretanto, esta equacao possui duas grandes falhas. Primeiro, ha uma assimetria
entre as derivadas espaciais e temporais, resultando que a invariancia relativistica nao
seja aparente. A outra falha é a seguinte: este operador é uma raiz quadrada, e portanto

nao local [20].

2.1 Notacao e Quadrivetores

Antes de seguirmos com uma andlise sobre a mecanica quantica relativistica apresen-
taremos uma notacao para quadrivetores definidos no espaco de Minkowski!, como por

exemplo os quadrivetores contravariantes® [13, 14, 15, 21],
A = (40, 49), 2.6)

onde A° é chamada de componente temporal e A* sdo as componentes espaciais. Também

temos que os quadrivetores obdecem a seguinte lei de transformagao® [14],
AP — AP = ARAY, (2.7)

onde A¥ sao os elementos da matriz transformacao de Lorentz.

Esta transformacao é compativel com os postulados da relatividade restrita, uma vez
que a velocidade da luz é a mesma em qualquer referencial inercial. Se v << ¢, estas
transformacoes recaem nas transformacoes de Galileu, tornando a relatividade newtoniana

como um caso particular da relatividade restrita, em baixas velocidades.

No contexto da relatividade restrita, um evento localizado em um ponto do espaco e
ocorrendo em um determinado tempo é descrito pelo quadrivetor contravariante, chamado

de coordenadas de um ponto no espago-tempo,

o = (2% 2") = (ct, x). (2.8)

1Onde serd convencionado que indices gregos variam de 0 & 3 e indices latinos variam de 1 & 3, e ainda
o préprio quadrivetor serd identificado por sua componente A = A*.

?Indicados por indices na posicdo superior do quadrivetor.

30nde utilizamos a convencio de soma de Einstein, indices repetidos significa somatério, para denotar
contragoes.
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Definimos a distancia infinitesimal entre dois pontos no espago-tempo de Minkowski como,
ds* = (cdt)? — (dx)?, (2.9)

onde ds é um escalar de Lorentz?. Podemos reescrever ds, distancia infinitesimal, em
fungao da métrica de Minkowski [13, 14, 15, 21], isto é,

ds® = n,,dztdat. (2.10)
Assim, o tensor métrico covariante para a métrica de Minkowski pode ser escrito como,
N = diag(l, —1,—1,—1). (2.11)
O tensor métrico se transforma da seguinte forma,

Aoy = T (2.12)

Logo, neste espago nao-euclidiano podemos definir um produto escalar entre dois qua-

drivetores arbitrarios A* e B* como sendo,
AB = n,, A"B", (2.13)

cujo resultado é um escalar de Lorentz.

Temos também o fato de o produto escalar nao ser positivo definido, e assim definimos

trés tipos de quadrivetores [14, 21],

1. Tipo tempo: AA > 0;
2. Tipo espago: AA < 0;

3. Tipo nulo: AA = 0.

A contracao entre os tensores métricos covariante e contravariante deve necessaria-
mente satisfazer,
av v -
Nuan™ = 06;, = diag(1,1,1,1). (2.14)

A partir deste fato o tensor métrico contravariante tem a mesma forma que o covariante,

ou seja, 1, = n*¥, para a métrica de Minkowski.

Também ficam bem definidos os quadrivetores covariantes, a partir da contragao de

4Escalar de Lorentz é um objeto, definido no espaco de Minkowski, invariante por transformacoes de
Lorentz.
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quadrivetores contravariantes com o tensor métrico covariante,
A, =AY = (A, —AY). (2.15)

Observamos que os tensores métricos sao usados para transformar quadrivetores covari-

antes em contravariantes e vice-versa.

Podemos também definir o quadrivetor momento-energia, para uma particula material
livre, a partir de sua agao. Primeiro definimos a agao como sendo um escalar de Lorentz.
Entretanto, o inico escalar que pode ser formado para a particula livre é algo proporcional

a distancia infinitesimal [21],

S = —a/ds = —ac/fyl(v)dt = /Ldt, (2.16)

onde definimos v(v) := 1/4/1 — v?/c? e a é uma constante que pode ser determinada pela

expressao nao-relativistica de L,

mv2

L=—=a=mec
5 (6] mc

Logo a langrangiana relativistica pode ser reescrita como,

L=—-mc 1—”—2 (2.17)
\/ ol :

Também podemos obter a hamiltoniana da particula, que correspondente a energia
total do sistema, a partir da transformada de Legendre H = p-v — L, onde p := g—i [21],

resultando na Eq. (2.4). Também definimos o quadrivetor momento-energia como [21],

oS E me v
M‘:—: _— = ——— J—
v (C,p> - (1, C), (2.18)

que satisfaz a relagao relativistica p#p, = m?c? para uma particula livre [21].

2.2 Equacao de Klein-Gordon

Para obter uma equacao equivalente a equagao de Schrodinger, porém relativistica,
utilizamos o principio da correspondéncia quantica. Entao, para o operador quadrivetor

momento-energia temos a representagao [13, 14, 15, 17, 18, 19],

5 L (0
P, =ih0, =ih <c_3t’ V> : (2.19)

7
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Usando a relagdo de Einstein, p'p, = m?c?, e a correspondéncia quantica, obtemos,

m2c?

(ﬁﬂﬁu - m2c2) D(a’) = 0= (aﬂau + ) b(a’) =0, (2.20)

sendo esta a equacao de Klein-Gordon para uma particula livre. Esta é invariante perante

as transformagoes de Lorentz, devido a invariancia de p*p,, tendo como solucao,
P(ah) = Ae” i) = pei(Px—FD) (2.21)
onde A é uma constante, com p e F satisfazendo a seguinte relacao,

E = ++/p2c® + m?ct. (2.22)

A Eq. (2.22) expressa a existéncia de energias tanto positivas quanto negativas (em um
contexto de teoria quantica de campos, os estados de energia negativa sao reinterpretados

como estados de energia positiva de antiparticulas® [17, 18, 19]).

2.2.1 Quadricorrente e Estados de Energia

Podemos agora construir uma quadricorrente J,, a partir da equacao de Klein-Gordon

e de sua conjugada, isto é,

2.2

(8“@ + mh—;) b =0, (2.23)
2.2

(aﬂau + mhf ) W =0, (2.24)

Multiplicando a esquerda da Eq. (2.23) por * e da Eq. (2.24) por v, e depois subtraindo
a Eq. (2.24) da Eq. (2.23), obtemos,

Yoo, — Yoro, W = 0" (WO — Yo,t) = 0. (2.25)

Entao fica definida a quadricorrente,

Ju(x") = %W*(z”)@mp(w”) —(2")0,"(z")], (2.26)

onde o fator ;—h, foi inserido para que desta forma a componente Jy/c seja real e pos-
m

sua dimensdo [L7%] [13]. Observamos ainda que a quadricorrente satisfaz a equacao da

continuidade,
8”JH:0:60/dVJ0:—/dSJ:0, (227)
v s

5 Antiparticulas sdo da mesma natureza que as particulas, com mesma massa, spin, etc, porém com
carga oposta a das particulas.
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onde foi aplicado o teorema de Gauss e admitimos que J tende para zero mais rapidamente
do que 1/r? quando r tende para o infinito. Concluimos que equagao da continuidade

implica em uma quantidade conservada no tempo [13, 18],

/ dV Jy = constante. (2.28)
1%

Porém, a grandeza representada pela Eq. (2.28) nao pode ter uma interpretacao pro-
babilistica, pois nao é positiva definida, observe a Eq. (2.26), devido ao fato da equagao
de Klein-Gordon ser de segunda ordem no tempo, Eq. (2.23). Entao para descrevermos
a func¢do de onda para um dado tempo t, precisamos conhecer tanto () quanto 9u)(t).
Devido a esta dificuldade de interpretagao para Jy, a equagao de Klein-Gordon foi aban-
donada na descricao de uma unica particula relativistica. Entretanto esta equacao ¢ a
base para teoria quantica de campos onde J, é reinterpretado como uma densidade de
quadricorrente de cargas: conservagao de probabilidade é substituida por conservacao de
carga. Deste modo hé possibilidade de variagao no niimero de particulas, ou seja, criagao

e/ou aniquilagao de particulas, preservando a carga total [17, 18, 19].

Agora ja temos ferramentas para uma interpretacao das solugoes com energia negativa
da equacao de Klein-Gordon. Para tal interpretacao iremos considerar uma particula com
carga e, e por analogia com a mecanica classica vamos admitir p, — p, —eA,,. Com esta
transformacao é gerado uma interacao entre a particula e um campo eletromagnético A,

conhecida como acoplamento minimo [13, 20].

Aplicando o acoplamento minimo nas Egs. (2.23) e (2.24) obtemos,

. . . R 2 2
{(aﬂ + %A“)(a“ + %A“) + mhf } b =0, (2.29)
L e g ie « m2c?]
(0" = T AN Oy = AW + == | 97 = 0. (2.30)

Se 1 é solugao da Eq. (2.29) com carga e isso implica que 1* é solugdo da mesma
equagao com carga —e. A conjugacao complexa da fungao de onda equivale a uma ope-
racao denominada de conjugacao de carga. Esta operacgao realiza a transformacao das
particulas nas respectivas antiparticulas. O fato de 1) e ¥* serem solucoes da equacao de

Klein-Gordon para cargas opostas significa que a teoria prevé a existéncia de antiparticulas
[13, 17, 18, 19, 20].

Como a conjugacao complexa da funcao de onda, Eq. (2.21), inverte o sinal da energia,
concluimos que a fun¢ao complexa conjugada de uma solu¢ao da Eq. (2.29) com energia
negativa é uma solu¢ao da Eq. (2.30) com energia positiva. Assim, para interpretarmos
uma solucao de energia negativa, passamos para a funcao complexa conjugada e a con-

sideramos como uma solucao de energia positiva para uma particula de carga de sinal



2. Equacao de Klein-Gordon

contréario.

No que diz respeito a densidade de quadricorrente, é facil verificar que a conjugagao
de carga transforma J, em —J,. Este resultado se torna compreensivel se J, for uma
densidade de quadricorrente de carga ao invés de uma densidade de probabilidade [17, 18,
19, 20].

2.2.2 Limite Nao-Relativistico

Iremos estudar o limite nao-relativistico da equacao de Klein-Gordon, Eq. (2.29).
Para este estudo vamos considerar uma particula com carga e interagindo com um campo
eletromagnético constante, ou seja, A* = [Ap(x), A(x)] [21]. Definindo V(x):=eAy(x),

entao podemos reescrever a equacao de Klein-Gordon como,

{ [m% — V(x)] 2 + h*c? [V + %A(x)] o m204} Y(z*) = 0. (2.31)

Segundo a Eq. (2.31) a particula carregada estd em interacao com um campo eletro-

magnético estatico. Supondo a seguinte solucao para a equacao de Klein-Gordon,
b(at) = (x)e™™", (2.32)

com w € R e positivo. Ainda, observamos que 9 (z#) s6 serd solugdo da Eq. (2.31) se
¢(x) satisfizer,

, 2
{[hw — V(%)) + h*? {V + %A(x)] - m204} o(x) =0, (2.33)
sendo esta conhecida por equacao de Klein-Gordon estaciondria. Definindo E' := hw —

mc?, para o limite nao-relativistico tomamos mc?> — oo [21]. Logo,

[E +mc® — V(x)]* =2 m?! {1 + w} : (2.34)

mc?

Desta forma a equacao de Klein-Gordon estacionaria, no limite nao-relativistico, sera dada

por,

2m

{Ji [v n %A@c)] + V<x>} b(x) = E'9(x). (2.35)

sendo esta também a equacao de Schrédinger estacionéaria para uma particula nao-relativistica
de spin nulo, com energia E’. Assim, podemos inferir que a equacao de Klein-Gordon des-

creve particulas relativisticas de spin nulo.

10
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2.3 Solucao para uma Particula Confinada na Caixa

Partiremos da solucao de uma particula livre, e definimos a densidade de quadricor-
rente, onde ¢ vélido a equacao da continuidade 0*J, = 0. Assim a componente temporal

da quadricorrente, .Jy, implica numa quantidade conservada no tempo como visto na Eq.

(2.25),
G (L0 oy

onde a densidade Jy pode ser negativa, positiva ou nula, (isto indica a existéncia de

particulas e antiparticulas [17, 18, 19]). Este fato sera usado para normalizar a fungao de

onda.

A solucao da equacao de Klein-Gordon para uma particula livre é da forma,
Po(ah) = Aie%(p'ijEpt)’ (2.37)

sendo Ay constantes a serem determinadas e £, := /p?c? + m?c*. Inserindo a Eq. (2.37)

na Eq. (2.36), determinamos p, que é proporcional a uma densidade de carga, a partir da

definigao [13, 14],

__ B
c mc?

P+ |1/}i‘2. (238)

Este fato sugere a seguinte interpretacao: v, descreve particulas com cargas positivas

e Y_ descreve particulas com mesma massa, porém cargas negativas ou antiparticulas
[13, 18].

Desde o inicio ficou claro que uma interpretacao consistente de uma particula da teoria
de Klein-Gordon s6 poderia ser aplicada as situagoes fisicas em que nao ha mudanca no

nimero de particulas (criagdo/aniquilagao). Isto sé é possivel em casos aos quais a energia

e o momento da particula obedegam as seguintes condigdes [20],

|E —mc*| < mc®, |p| <me, AE << mc®, |Ap|<<me. (2.39)

Devido ao principio da incerteza de Heisenberg, a Eq. (2.39) implica em uma incer-
teza na posicao, sendo grande em comparagao com o comprimento de onda Compton

correspondente [20],

h
|AX] >> N\, = —, (2.40)
me
para o pacote de onda da particula considerada.

Com esses pré-requisitos, a teoria de Klein-Gordon é separada em duas teorias de
uma particula, uma com densidade de carga positiva e outra com densidade de carga
negativa, permitindo uma interpretacao estatistica de uma particula. Para além destes

limites o conceito de uma particula leva a contradigoes que podem ser resolvidos de forma

11
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satisfatéria apenas dentro de consideragoes da teoria quantica de campos [20].

A solugao mais geral da equagao de Klein-Gordon é uma combinagao linear das fungoes
descritas na Eq. (2.37). A partir de agora iremos supor que a particula esteja confinada
em uma caixa cubica de aresta com comprimento a, isto é, a corrente é nula nas paredes da
caixa [9], ou melhor, J;(z; = 0,24, t) = Ji(z; = a,xj,t) = 0 para qualquer 0 < z;; < a
e todo t, sendo as paredes da caixa situadas em z; = 0 e x; = a. Usamos a condicao de
contorno de Dirichlet, ou seja, ¢y (x; = 0,2;4,t) = Yu(z; = a,24,t) = 0, para cada
i = 1,2,3, pois esta é uma das condicoes de contorno compativeis com a definicao de

confinamento da particula na caixa [9]. A solugdo neste caso serd,

(%) sin (%) , (2.41)

Un(a) () = Apaye™ F sin (p"‘””x> sin

h
onde,
hm

p, = Fn , n={ngny,n.} ; n, €N, n,eN, n, eN. (2.42)
Notamos que n é um vetor discreto com componentes n,, n,,n., e a energia satisfaz a

relacao,
E, = c\/p2 + m2c2. (2.43)
A solucao com n, = n, = n, = 0 ndo é possivel, ja que levaria a ¥,)(z") = 0

para todo valor de x. Também é necessario esclarecer que nao héa necessidade de consi-
derar valores negativos, ja que estes levam aos mesmos estados quanticos, como pode ser

facilmente verificado.

Usando a definigao de p, Eq. (2.38), e a condicao descrita na Eq. (2.28), os fatores de

normalizagao A,(+) sdo entao determinados como,

8mc?
a3k,

/ d*xpy () = £1 = Ay = (2.44)
0

Logo, as solucoes da equacao de Klein-Gordon para a particula na caixa sao dadas

(p_ny 4 ) sin
h

Também podemos construir solugoes para particulas de spin-0 com carga nula, parti-

por,

8mc? . Bat . . L
Un(a) (") = e sin (p—“”> sin

JE, i 55 es)

culas neutras, e para isto a funcao de onda deve ser real, isto €, 1) = w;(o)- A partir
de uma combinacao linear conveniente entre as solugoes com cargas positivas e negativas,

temos por exemplo,

oy (&) = % [ (@) + by ()] (2.46)

12
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(%) sin

A partir desta andlise concluimos que na teoria quantica relativistica ha novos graus

(1%) . (2.47)

2 E.t n
Yoy (") = M cos (—7> sin <p7;:c) sin

de liberdade, ditos graus de liberdade de carga de particulas. Em uma teoria livre nao-
relativistica, particulas de spin nulo podem se propagar livremente com momento bem
definido. J4 em uma teoria livre relativistica existem trés solugoes correspondendo as
cargas +, — e 0 de particulas propagando livremente para cada momento. Esses estudos

podem ser aplicados ao tripleto pionico (m,;7_;m), por exemplo [13].

2.4 Paradoxo de Klein

Nesta secao, faremos uma breve discussao sobre o paradoxo de Klein. Para exemplifi-
car trataremos o caso de uma particula, £ > 0, de spin nulo (um exemplo seria o mesén
pi) viajando da esquerda para direita, espalhada por um potencial tipo degrau unidi-
mensional, ocorrendo a possibilidade de transmissao da particula através da barreira de
potencial, em uma regiao classicamente proibida. Consideremos uma particula carregada
descrita pela Eq. (2.31), porém unidimensional. Assim o potencial degrau é expresso

como [14],

0 0
Vi(z) = s rsy (2.48)
Vo , se x>0

onde Vj é uma constante positiva. As regioes I e II e diversas zonas de energias por onde

a particula pode viajar, podem ser observadas na Fig. (2.1) [20].

I E 11
k real
Vo 4 c? - A
k imagindrio
Vo
. k imagindrio
Vo — me?
k. real Lk real

‘0

mc

0

— 1 (_‘.2

Figura 2.1: Uma particula de energia E, que viaja da esquerda para a direita, espalhada por um
potencial tipo degrau como descrito no texto. Figura baseada na Ref. [20].

As equagoes dinamicas serao diferentes para cada uma das regides, r < 0 (regiao I) e

13
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x > 0 (regiao IT). Para regiao I, a equagao de Klein-Gordon apresenta solugoes na forma

de uma soma de autofuncgoes do operador momento,

o1(t,x) = Gin(t, ) + Gres(t, x), (2.49)

com o primeiro termo denotando uma onda incidente e o segundo termo uma onda refle-
tida, ou seja,
Gin(t, ) = e "h et o G i (t, 1) = Ae R e 0T, (2.50)

sendo ky > 0. Por outo lado, para a regiao II, temos a seguinte solucao, que denota uma
onda transmitida,
orr(t, x) = Be 'n etike, (2.51)

Devemos notar que A e B sao constantes, e que a continuidade da funcao de onda requer

a mesma energia em ambas as regioes.

Os momentos de cada regiao estao relacionadas com a energia a partir das expressoes,

hcky = VE? — m2ct, (2.52)

hck = £/ (E — Vo — me2)(E — Vi + mc?). (2.53)

Para determinar o sinal da Eq. (2.53) quando & é real, calculamos a velocidade de grupo

da onda transmitida que é dada por [14, 22, 23],

_19B(k)  hek

Vg = T = B Vo (2.54)
como a onda estd viajando da esquerda para a direita, resulta da Eq. (2.54) que,

k>0, para E—V,>0, (2.55)

k<0, para E—V, <0, (2.56)

fixando portanto o sinal de k para os casos em que este é real.

Para calcularmos as constantes A e B, utilizamos as condi¢oes de continuidade da

funcao de onda e de sua primeira derivada no ponto em x = 0, resultando nas relagoes,

k
1+ A=0B, 1—A:k—B. (2.57)
0
Logo, determinamos as constantes A e B,
k — ko 2ko
A= B = 2.58
k+ ko’ k + ko (2.58)

14
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Agora podemos calcular as correntes associadas a cada uma das ondas incidente, re-
fletida e transmitida, a partir da defini¢ao, Eq. (2.26),
Rk

Jin , 2.59
- (2.59)

ko (ko — ) (ko — k)
m (/ﬂo + k)(ko + k*)’
h(k + k*) 452

onde Ji,, Jref € Jirans denotam as correntes incidente , refletida e transmitida, respecti-

Jref = (260)

Jtrans = (2.61)
vamente.
Definimos também os coeficientes de reflexao e transmissao como [20],

Jref _ (k?o - k?)(]{}o — /{?*)

R := ,
J; (ko + k) (ko + k*)

(2.62)

Jtrans 2]{;0(1{5 + k*)
T .= - : 2.63
J; (ko + k) (ko + k) ( )

os quais satisfazem a relacao R+ T = 1.

Analisando a Eq. (2.53) e os coeficientes de reflexdo e transmissao, concluimos que
quando E — mc? > Vp, resulta em k real e entdo a onda ¢ parcialmente refletida e trans-
mitida, com R < 1eT > 0. Além disto p e J sao quantidades positivas na regiao z > 0.
Porém no caso em que Vy—2mc? < E—mc? < Vj, temos que k é imagindrio puro e assim a

onda é totalmente refletida (.J é nulo na regido x > 0 e p é proporcional a e~2/*I7)

, Ou seja,
R =1eT = 0. Estes resultados sao semelhantes aos casos nao-relativisticos, e podem
ser interpretados como o espalhamento de uma particula carregada por uma barreira de

potencial [14, 15, 19, 20, 24].

No entanto, agora existe uma outra possibilidade completamente distinta. Quando
0 < E—mc® < Vy—2mc?, resulta que k é real e negativo, entao os coeficientes de reflexao
e transmissao se tornam R > 1 e T < 0 e a onda ¢é parcialmente refletida e transmitida
através da barreira. Este resultado é espantoso, pois implica em uma probabilidade nao
nula de encontrar a particula em qualquer ponto dentro da barreira com energia cinética
negativa (£ —mc? — V < 0). Este fato, caracteriza o paradoxo de Klein, que contradiz a
intuicao baseada em espalhamentos de particulas estudados em mecanica quantica nao-
relativistica. O paradoxo de Klein é um resultado da insisténcia em querermos dar uma
interpretacao de particula unica a funcao de onda relativistica. A explicacao mais aceitdavel
para este fato é que a reflexao da particula pela barreira é acompanhada pela criagao de
pares particula/antiparticula, onde as particulas se movem para a esquerda (R > 1) e

as antiparticulas para a direita (7' < 0), no contexto de teoria quantica de campos. A
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onda incidente estimula a emissao de particula-antiparticula na barreira e os pares sao
criados com a energia provinda do potencial barreira [14, 15, 19, 20, 22, 23, 24, 25, 26, 27].
Observamos que, apesar de vy, > 0, temos que J e p sao negativos na regiao x > 0 e agora
R e T estao associados a conservacao da carga. Entao hé a propagacao de carga de sinal

contrario associado a onda incidente [20, 28].

Faremos aqui um breve comentario sobre a conservacao da energia. Pois bem, a energia
de uma particula na regiao I é E, enquanto que a energia de uma antiparticula na regiao
IT (regiao do potencial Vj) é E_ podendo ser obtida a partir da solugdo para equagao

de Klein-Gordon na regiao /1. Assim, para a cria¢do de pares particula/antiparticula na

regiao /1, temos para a energia da particula B = ++/(kyhc)? + (mc?)? + Vp, jé para a
energia da antiparticula E_ = —y/(k_hc)2 + (mc?)? — V;. Entretanto, sendo k2 = k2,

entao £, + FE_ = 0, nao existindo violagao da conservacao da energia. Porém, o potencial

Vo > 2mc? é necessdrio para a indugdo na produgao de pares particula/antiparticula
20, 29)].

Para efeitos praticos, mais realistas, Sauter e outros fisicos [19, 24, 25, 26, 30, 31]
estudaram casos em que, nas proximidades de x = 0, o potencial varia de forma mais suave
(por exemplo linearmente) e nao de forma descontinua. A regido onde o potencial varia
de forma mais suave é para distancias superiores a um comprimento de onda Compton
da particula envolvida no processo, A. := h/mc (como exemplo, podemos citar o mesén
pi para o qual temos que A.x) = 1,5.107" m), para esta situagao o paradoxo de Klein
nao mais ocorre. O paradoxo voltard a existir se o potencial suavizante estiver confinado
numa regiao menor que um comprimento de onda Compton \.. O importante é que este
resultado independe dos detalhes da curva de potencial [19, 20, 24, 25, 26, 27, 30, 31].
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Capitulo 3

Topicos em Mecanica Estatistica

Relativistica

Neste capitulo sera feito uma breve discussao de alguns tépicos que ilustram a utiliza-

¢ao da mecanica estatistica relativistica.

Para a descricao de sistemas termodinamicos, ¢ utilizado o conceito de ensemble es-
tatistico. Um ensemble estatistico é definido como um conjunto contendo uma infinidade
de cépias idénticas, copias ficticias (réplicas do sistema real), similares em sua natureza
(macroestado), mas que diferem entre si nos valores particulares que seus parametros (co-

ordenadas posigdo e momento) assumem num dado instante (microestado) [2, 3, 4, 32].

Para a descricao de um ensemble estatistico usamos a fungao particao que representa
uma distribuicao de probabilidades dos estados microscopicos do sistema em equilibrio
termodinamico. A funcao particdo é uma funcao da temperatura e outros parametros,
tais como o volume onde se confina um gas, por exemplo. A maioria das variaveis termo-
dinamicas do sistema, tais como a energia interna, energia livre, entropia e pressao, pode

ser expressa em termos da fungao particao [1, 2, 3, 4, 12, 32, 33].

Existem varios tipos de fungoes particao, cada uma correspondendo a diferentes tipos
de ensemble estatistico. A funcao particao canodnica se aplica a um ensemble canonico,
em que ao sistema é permitido trocar de calor (energia) com o ambiente a temperatura
constante (reservatério térmico), e onde o nimero de particulas e o volume sao fixos. A
funcao gra-particao canodnica se aplica a um ensemble grao-canonico, no qual o sistema
pode trocar calor e particulas com o ambiente, mantendo a temperatura, o potencial
quimico e o volume fixos. Outros tipos de fungoes particao podem ser definidos para
outras diferentes configuragoes quando necessario. O reservatério térmico é infinitamente

maior em relagao ao sistema de interesse [1, 2, 3, 4, 12, 32, 33].

Em mecanica estatistica quantica, a funcao particao canonica é definida pelo seguinte
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trago sobre o espaco dos estados (independe da base escolhida) [1, 2, 3, 4, 12]:
Zn(T,V) = Tr (e—ﬁff ) , (3.1)

onde H é o operador hamiltoniano e a exponencial de um operador é definida através da
expansao em série de poténcia da exponencial. A constante (3 estd associada a temperatura
T por,

fi=—= (3.2)

e kg denota a constante de Boltzmann.

Ja para o caso da mecanica estatistica classica, onde as variaveis posicao e momento
de uma particula variam de forma continua, devemos descrever a fungao parti¢cao canonica
como uma integral ao invés de uma soma e esta integral sera realizada sobre o espaco de
fase. Por exemplo, a funcao de particao de um gas classico de N particulas idénticas sera
1, 2,3, 4, 12, 33, 34],

1
Zn(T, V) = / e AHEL XN PLPN) gy dX vdpy...dpy, (3.3)

~ NIp3N

onde p,; indicam os momentos das particulas, x; indicam as posi¢oes das particulas e H é
a hamiltoniana classica.

Para fazer com que a funcao particao canonica se torne uma quantidade adimensional,

h3N, onde h ¢ uma quantidade constante com unidades de acao.

devemos dividi-la por
A razao para o fator N! é para garantir que nao haja um excesso na contagem dos
microestados. Embora isso possa parecer uma exigéncia um pouco estranha, é necessario

por preservar a existéncia do limite termodinamico, conhecido como o paradoxo de Gibbs
12, 3, 4].

A funcao particao esta relacionada com as propriedades termodinamicas por possuir
um significado estatistico importante. Por exemplo, para o ensemble canonico a probabi-
lidade P; de encontrar o sistema em um determinado microestado de nivel 7, com energia

E;, é dada por [1, 2, 3, 4, 12],

P= o,
Zy(T,V)

(3.4)

A fungao de particao estd associada a normalizacao da probabilidade P;,

Z:Pi =Y Zn@ v = b (3.5)

)

As médias térmicas ponderadas por P;, dada pela Eq. (3.4), sdo associadas com as

médias temporais realizadas em laboratorio, correspondendo a hipédtese ergética [1, 2, 3,
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3. Topicos em Mecanica Estatistica Relativistica

4, 12, 32).

A funcao particao canodnica Z se relaciona com a termodinamica através da energia
livre de Helmholtz A, pela defini¢do [1, 2, 3, 4, 12, 33],

Zn(T, V) = e P4, (3.6)
Podemos, reescrever a energia livre de Helmholtz como,

AN(T, V) = —]{?BTIII[ZN<T, V)] (37)

Para obtermos a termodinamica, temos as seguintes defini¢oes para a energia interna

U, pressao P, entropia S e capacidade térmica C [1, 2, 3, 4],

UN,T,V) := —T%% {w} : (3.8)
P(N,T,V) := —w, (3.9)
S(N,T, V) = —%, (3.10)
C(N,T,V) = %. (3.11)

Podemos definir todas as outras grandezas termodinamicas a partir da funcao particao,

de acordo com o interesse, como por exemplo o calor especifico, definido por ¢y := C/N.

3.1 Gas Classico Relativistico Ideal

Partimos de um sistema fisico contendo N particulas idénticas, de massa m, confinadas

em uma caixa tridimensional de volume V', onde a energia de cada particula é dada por

E(p) = /(pc)? + (mc?)?, em equilibrio termodindmico com um reservatério térmico.
Assim, a fungao partigao total Zy (T, V) é proporcional ao produto da fungao partigao
de uma particula individual, ou seja, Zx(T,V) = [2(T, V)] /N!, desde que a interacao
entre particulas ocorra somente por contato pontual, isto é, temos um modelo de gés ideal
(2, 3, 4, 33].

Classicamente a fungao particao é dada pela integracao no espago de fase da expressao

e PEP) 1o referencial comével do gés, entdo [1, 33, 34],

“+00
Z(T,v):% / e PV PeTHmEz gip (3.12)
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A integral da Eq. (3.12) pode ser avaliada resultando em,

AT, V) = dnV (%)

3 Ko(Bmc?)

B (3.13)

onde Ky(fmc?) é a fungao de Kelvin (funcao de Bessel modificada), veja o apéndice A
[1, 34, 35].

A partir da Eq. (3.7), a energia livre de Helmholtz para este sistema serd,

AN(T, V) = —NkgT {m {%%ﬂf)} +ln {zm (%)3} + 1} . (3.14)

onde foi usado a aproximacao de Stirling In(N!) ~ N[ln(N) — 1].
A partir das definigoes dadas nas Eqgs. (3.8) e (3.9) e utilizando a Eq. (3.14), temos

as grandezas termodinamicas para esse sistema,

_ K3(Bme?)
PON,T, V) = 252 (3.16)

onde a plica significa derivada da fungao com relacao ao argumento.

Agora analisaremos os limites nao-relativistico e ultrarrelativistico. Primeiramente

2

examinamos o limite nao-relativistico, isto é, fmc® >> 1, para o qual se considera a

aproximagao para K;(€) [1, 35],

l2— l2— l2— 2
Ky (€) = \/2:72@—5 {1 L4 < 1, “ 2}();;2 o] esst (3.17)

Com &=mc? resulta para energia interna U,

U(N,T,V) = ;NkBT + Nmc?. (3.18)

Notamos que o termo dominante é o mesmo obtido para o caso puramente nao-relativistico,

e ainda temos o termo da massa de repouso das particulas.

Para o outro caso extremo, o limite ultrarrelativistico, onde Amc? << 1, utilizamos a

aproximacao para K;(§) [1, 35],

1 2\’
K (&) = éF(l) (Z) +.., <<l (3.19)
Neste caso obtemos,
U(N,T,V)=3NkgT, (3.20)
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Neste limite encontramos a seguinte relacao entre a pressao e a densidade de energia,

e:=U/V,
1
P =—e 3.21
3 (3.21)
Este resultado esta em perfeito acordo com os obtidos pela teoria quantica de campos a
temperatura finita para radiagao (particulas de massa nula) em uma cavidade tridimen-

sional [1, 33].

3.2 Equilibrio Termodinamico e Producao de Pares

Para um sistema de N particulas em contato térmico com um reservatorio, o potencial
quimico i pode ser interpretado como o multiplicador de Lagrange introduzido para levar
em conta a conservacao de N. Agora, consideremos o seguinte sistema onde N = N, —N_,
sendo N constante (caracterizando a conservagao da carga total do sistema), e onde N,
e N_ sao os numeros de particulas e antiparticulas, respectivamente. Entao a fungao

particao deste sistema ¢é dada por,

ZN(T,V) =Y Zn (T, V)Zy_(T,V). (3.22)

N{=0

Tomando o maior termo da Eq. (3.22), temos,
ZN, (T\V)Zy (T,)V) < ZnN(T,V) < NZgx, (T,\V)Zy5 (T,V), (3.23)

onde o maximo ocorre quando N, = N,. Considerando a variacao do termo méaximo

identicamente nula,

5{ZN+ (T7 V)ZN, (T7 V)}|N+ = Oa (324)

e lembrando que a energia livre de Helmholtz é dada pela Eq. (3.7), a variagdo na Eq.

(3.24) resulta na relacao,

A(T,V,N A(T,V,N
ON N, ON N
O potencial quimico p é definido por [1, 2, 3, 4, 33],
OA(T,V,N)
= 3.26
[ N (3.26)
Consequentemente, pu, = —pu_ € a condicao para o equilibrio termodinamico entre o

numero de particulas e de antiparticulas.

A baixas temperaturas, isto é, quando kT << mc?, a energia térmica nio é suficiente
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para que haja criacdo de pares de particula/antiparticula. Assim o ntimero de particulas
é efetivamente conservado. Agora, com o aumento da temperatura, ocorre a possibilidade
de haver criacao de pares, existindo um nimero médio, com flutuacoes, de particulas e
antiparticulas presentes no equilibrio. Porém a diferenca entre o niimero de particulas e

antiparticulas é estritamente constante, ou seja, a carga total é constante [2, 3, 4].

Para tratarmos uma situacao de equilibrio iniciamos a partir da definicao da funcao

particdo (para um sistema de gés ideal) dada por,
(Je " dxdp)” _ [T V)

onde 8 := 1/(kgT) e H é a hamiltoniana do sistema. Logo, usando a aproximagao de
Stirling In(N!) &~ N[In(N) — 1], a energia livre de Helmholtz ser4,

A(T,V,N) = —NkyT {m [@} + 1} . (3.28)

Definindo a densidade de particulas ou antiparticulas como ny := N./V e utilizando

a condicao de equilibrio descrita na Eq. (3.25), obtemos,

AT V)} B (3.29)

nyn_ = |: v

Sendo valida a relacao n = ny, —n_, logo a densidade de particulas e de antiparticulas

em funcao da temperatura serd dada pelas expressoes,

ny = ig + \/%2 + {@} | (3.30)

Consideramos um o sistema fisico de N particulas idénticas com massas m confinadas
em uma caixa tridimensional de volume V', onde a hamiltoniana de cada particula é dada
pela expressao H = \/(pc)? + (mc?)?, assim z(T,V) é dado pela Eq. (3.13). Entdo,
obtemos para Eq. (3.30),

_n n? me\3 Ky(Bme2)]?

Para uma melhor andlise destes resultados, se calcula os limites para baixas temperatu-

2

ras (caso nao-relativistico) kT << mc®, e altas temperaturas (caso ultrarrelativistico)

kT >> mc?. Resultando assim nos seguintes limites, para a densidade de particulas,
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respectivamente,
o2rm\° [ e=Pme? ’
ne=o |1£1+ (h%) 5 , kT << mc, (3.32)
1/2
16 hc)]?
ng = g +1+ n(h—ﬂﬂc)?’ <1 + {%] ) . kT >> mdc>. (3.33)

Definiremos as proporc¢oes das populagoes das densidades de particulas e antiparticulas

como,
1 1
P ::”Ti:5 1+ 5 (3.34)
ny n_ P
\/ 1+ (—2 fﬁ”)
segue da definicao a condigao p, + p— = 1, que caracteriza a conservacao da carga total

normalizada do sistema, ou melhor, a conservacao de n (V).

—p. P,
1 - 1
Py 057 -0.5
0% -0
0
KT
2
mc

Figura 3.1: Comparagdo entre a propor¢do de populagdo de particulas e antiparticulas com o
aumento da temperatura, neste exemplo foi usado o seguinte valor n\2 = 107! para confeccio do
gréfico.

Para uma melhor visualizagao dos resultados observamos o grafico da Fig. (3.1). Cons-
tatamos que se iniciarmos com um sistema termodinamico que possua apenas particulas,
com um pequeno acréscimo de temperatura o sistema ainda possuird uma populacao pre-

dominantemente de particulas, p, ~ 1, a baixas temperaturas. Porém com o aumento
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3. Tépicos em Mecanica Estatistica Relativistica

consideravel da temperatura o efeito de criacao de pares particulas/antiparticulas se torna
algo relevante, e sendo assim em altas temperaturas o sistema fica com uma populacao
metade particulas e outra metade antiparticulas, ou seja, p; = p_ = 1/2, paraT — co. A
energia utilizada na criagdo de pares particulas/antiparticulas é provinda do reservatério

térmico.

3.3 Gas de Bose Ultrarrelativistico

A estatistica quantica de gases ideais confinados em uma caixa tem sido usada para
descrever sistemas de bésons. A caracteristica dominante de um sistema de bdsons é que
estas particulas idénticas podem possuir o mesmo ntimero quantico sob certas condigoes,
e quando o niumero de particulas é conservado, ocorre a condensacao de Bose-Einstein no
gas de Bose, que constitui basicamente um superfluido. O tratamento nao-relativistico
tem sido usado com grande sucesso na explicacao de transi¢ao de fase no condensado de
Bose-Einstein [2, 3, 4].

Para a descrever um sistema de gds ideal de bdsons (particulas ou antiparticulas)
utilizamos o ensemble grao-canonico. Em mecanica quantica relativistica a expressao

para o nimero de bésons é dado por,

1
N=> S 1 (3.35)
P

onde Ej, := \/(pc)? + (mc?)?, sendo p discreto pois o gés estd confinado em uma caixa
9, 36], e para que o nimero de bésons com momento p seja positivo-definido requeremos

que || < mc?.

Supondo uma caixa possua N boésons, onde N é uma quantidade conservada, sendo
N = N, — N_, com N, particulas e N_ antiparticulas, se houver apenas particulas (ou
antiparticulas), para kgT < mc?, nao temos o efeito de criagao de pares, logo N, (ou
N_) serd conservado. Entretanto, para o limite de altas temperaturas (kgT >> mc?) a
Eq. (3.35) nao é correta na descricdo de um sistema fisico realistico [5], pois hé criagao

de pares.

Em mecanica quantica, o numero quantico conservado a altas temperaturas cor-
responde ao operador carga Q, o qual comuta com o operador hamiltoniano H. To-
das as quantidades termodinamicas podem ser obtidas a partir da funcao gra-particao
Z:= Tr{e PH-+A} como funcio de T, V e p [1, 2, 3]. A conservacio da carga que
substitui a Eq. (3.35) pode ser escrita da seguinte forma [5, 6, 8],

1 1
Q - Z (eﬁ(Ep—#) —1 - eﬁ(Ep+#) _ 1) ) (336)
p
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Para um estudo do gas de Bose ultra-relativistico, onde V' — oo e N — 00, a soma em
p ¢ trocada por uma integral e definindo a densidade de carga p := Q/V, encontramos
[27 37 4]7

47 & 9 1 1
P= F\/(; p (QB(EP—M) —1 - eB(Eptp) — 1> dpu (337)

onde h ¢é a conhecida constante de Planck. Para a regiao de interesse, ou seja, onde
kgT >> mc?, a Eq. (3.37) se reduz a,
_ wksT)?

= S (3.38)

A temperatura critica T, abaixo da qual a condensacao de Bose-Einstein inicia, ocorre

quando |u| = mc?, isto é [5, 8],

3(hc)®|pl

kpT, = 2 (3.39)

mc

No caso ultrarrelativistico, onde kgT. >> mc?, teremos p >> (mec/h)®. O caso nio-
relativistico, kpT. << mc?, implica em p << (mc/h)?, sendo tratado usualmente em
livros textos de mecanica estatistica [2, 3, 4]. Para T' > T, sempre é possivel determinar
p em funcao de p e T na Eq. (3.37). E para T < T,, a Eq. (3.37) tem a interpretacao de
densidade de carga dos estados excitados: p— po [5, 8], onde py é a densidade de carga do

estado fundamental.

Na discussao das grandezas termodinamicas, como por exemplo p e P, a altas tempe-
raturas (7' > T.), introduzimos as seguintes varidveis x := fp, m = Bmc?, e v := u/mc?,

e as integrais a serem avaliadas serao dadas pelas expressoes [2, 3, 4, 6, 7],

o Aw(kgT)? [, 1 1
p(m,v) = s /0 idx T T e 1) (3.40)
4 0o
P(m,v) = ‘”Uz—gT)/ 22du [m (1 _ efmwﬂ o (1 _ e#mwm)] _
0
(3.41)

Assim, encontrando p e P e usando a relac¢ao termodinamica S/V = 0P/0T (desde que
V' nao dependa da temperatura), obtemos as grandezas termodinamicas para m << 1, a

altas temperaturas, para trés dimensoes espaciais [5],

 ksT)®  p(kpT)(m?c" — p)2 | p(3mPc! — 21%)

3(he)3 2(he)3m i 12(he)3m? 7 (342)

N 7T2(kBT)4 (kBT)Q(m2c4 _ 2N2) (ksT) (mzc4 _ N2)3/2
h 45(hc)? B 12(hc)3 + 6(hc)3T ) (3.43)
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S 4rn*(kpT)? B (kgT)(m?c* — 2u?) N (m?ct — p?)3/?
kgV "~ 45(he)3 6(hc)3 6(hc)3T

(3.44)

Ainda, podemos obter a energia interna através da relacao termodinamica U = pupV —
PV + TS, e a partir desta a capacidade térmica C' (dada pela Eq. (3.11)),

U m(kgT)*  (kgT)*(m*c' —6p%) P (kgT)(m*c* — p?)'/?
V " 15(hc)? 12(he)? 2(he)3m ’

(3.45)

C _4r’(ksT)®  (kgT)(mPc' —6p%)  p?(mPc — p?)'/? (3.46)
kgV — 15(he)3 6(hc)3 2(he)3r ‘

Notamos que a energia interna U depende de V' e T', mas nao do niimero de particulas do

sistema, isso porque o numero de particulas nao é mais conservado. Vemos também que
U se torna idéntica a energia de um gas de f6tons para m = 0 (= p = 0). Também temos
que particulas e antiparticulas contribuem igualmente quando p = 0. Em comparagao
com o gés de fotons, os dois estados de polarizacao compensam o fato de que o foton é a

sua prépria antiparticula [5].
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Capitulo 4

Mecanica Estatistica de uma
Particula na Caixa em uma

Dimensao

Apresentaremos uma discussao sobre uma particula escalar (spin nulo) confinada em
uma caixa unidimensional de comprimento a em contato com um reservatério térmico.
Exemplificaremos o caso de uma particula classica com o tratamento relativistico e tam-
bém o caso de uma particula quantica com uma visao tanto nao-relativistica (puramente)
quanto relativistica, onde faremos uma extrapolacao no conceito de uma particula para

obtengao de resultados para o caso de particula com massa nula.

Vale salientar que o sistema de uma particula estd em equilibrio com um reservatoério
térmico infinitamente grande (ensemble canonico), e a estatistica é feita sobre o conjunto
reservatério térmico mais o sistema de uma particula, justificando a mecanica estatistica

de uma particula.

4.1 Mecanica Estatistica de uma Particula Classica

Relativistica na Caixa

Partimos de um sistema fisico contendo uma particula escalar de massa m, confinada

em uma caixa unidimensional de comprimento a, onde a energia é dada por E(p) =

V/ (pc)? + (mc?)2. A interagao ocorre somente por contato pontual, isto é, temos um
modelo de géas ideal unidimensional e onde as paredes da caixa se encontram em x = 0

e v = a. Classicamente a funcao particao é dada pela integracao no espaco de fase da
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expressio e #P®) [3 = 1/(kpT)], em um referencial inercial, entdo [1, 33, 34],

2(T,a) = %/ e PV e Hme)? g, (4.1)
A integral da Eq. (4.1) pode ser avaliada resultando em,
2(T,a) = 2G%K1(5mc2), (4.2)

onde K (Bmc?) é a funcao de Bessel modificada ou funcao de Kelvin [1, 34, 35].
Da definicao para energia livre de Helmholtz, dada pela Eq. (3.7),

A(T,a) = —kpT {ln[aK1 (Bmc?)] + In (27%0)} . (4.3)

Para obtermos a termodinamica, a partir das defini¢oes, para a energia interna U, pressao
P, entropia S e calor especifico ¢y, dadas pelas Egs. (3.8) - (3.11), e utilizando a Eq.

(4.3). Estas grandezas termodinamicas sao dadas por,

Ki(Bme?)

U(T,a) = —mCQW, (4.4)
P(T,a) = %, (4.5)
S(T,a) =kp {ln[aKl(ﬁmCQ)] — Bmc? E 623 (2—) } , (4.6)

o =toomer (SO [MO)

onde a plica significa derivada da fungao com relacao ao argumento.

Agora analisaremos os limites nao-relativistico e ultrarrelativistico. Primeiramente

2

examinamos o limite nao-relativistico, isto é, fmc® >> 1, para o qual se considera a

aproximacao para K;(€) [1, 35], dada pela Eq. (3.17), com & = Bmc?, resultando,

1 3 (kpT)?
T,a) = -kgT 24 4.
U(T,a) 2k3 + mc +8 o (4.8)
1 kgT1 3kgT
S(T,a) = Sks {1 +1n [27ra (5 ) mCQ] 5m62} (4.9)
1 3kpT
CV(T, CL) = 51{73 (1 + 5 m02> . (410)

Notamos que os termos dominantes sao os mesmos que os obtidos para o caso puramente

nao-relativistico, e temos ainda suas primeiras correcoes relativisticas.
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Para o outro caso extremo, o limite ultrarrelativistico, onde fmc? << 1, utilizamos
a aproximagao para K;(&) [1, 35], dada pela Eq. (3.19), neste caso obtemos, para as

grandezas em questao,

U(T,a) = kT, (4.11)
S(T,a) = kp [1 +In (2“:fT)} , (4.12)
Cv(T, a) = kB. (413)

Neste limite encontramos a seguinte relacao entre a pressao e a densidade de energia,
e:=U/a,
P=c (4.14)

Resultado em pleno acordo com os obtidos pela teoria quantica de campos a temperatura
finita para radiacao (particulas de massa nula) em uma cavidade unidimensional [1].

Agora, faremos uma discussao sobre os valores médios da posi¢ao < x >, do momento
< p >, e da velocidade térmica vy, da particula. O valor médio de uma grandeza fisica

A(z,p) é classicamente definido como,

fjooo A(m,p)efﬁ\/ (pc)2+(m02)2dxdp

[, VIR g

< A>:=

(4.15)

A partir desta definicao e de que as paredes da caixa se encontram em z =0 e z = a,
obtemos,

<xT>=—, (4.16)

|

w| 8,

<r?>=—. (4.17)

O < > e o < 2? > independem da temperatura, mesmo se o sistema fisico em questao
for ou nao relativistico.

<p>=0, (4.18)
Ky(Bmc?)

< 2>: kT ———=.
p mis Ky (pmc?)

(4.19)

Vemos que o < p > também independe da temperatura, mas ji o < p? > possui uma
certa dependéncia com a temperatura, de acordo com os limites nao-relativistico e ultrar-

relativistico.

Também podemos analisar as incertezas (AA) destas grandezas fisicas, tomemos a
definicio (AA)? ;=< A? > — < A >2 resultando para a posigao < z > e 0 momento

< p > nos resultados,
2

(Az)? = (11—2 (4.20)
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Ky (Bmc?)
Ky(Bmc?)

Temos que Az, como < x > e < p >, independe da temperatura, ja o Ap temos os

(Ap)? = mkgT (4.21)

seguintes limites nao-relativistico e ultrarrelativistico,

3kgT
(Ap)? = mkgT (1 +5 nch) , kT << mdc*, (4.22)
T 2
(Ap)* =2 (ki ) , kgT >>mc. (4.23)

Observamos que (Ap) tende a zero quando T — 0.

Ja para a velocidade térmica vy, consideramos a seguinte definigao [1],

2 U2 — 2\2
UM e U me) (4.24)

Vi)’ v
Usando o valor obtido para a energia interna U, na Eq. (4.8), encontramos o seguinte
Ky (Bmc*)]?
2={1—|=—1] v 4.25
{ Ki(ome)] | ° 429

A Fig. (4.1) ilustra uma comparagao entre os comportamentos relativistico e nao-relativistico

2
para vy,

da velocidade térmica.

— Nao-Relativistico Relativistico
14 1
i
C
0.59 0.5
0 - T T T T T B 0
0 2.5 5 7.5 10
KBT
m02

Figura 4.1: Comparacdo entre a velocidade térmica relativistica, limitada a velocidade da luz no
vacuo c, e ndo-relativistica, nao limitada.
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Para os casos limites nao-relativistico e ultrarrelativistico, respectivamente, determi-

namos,
kT 3 (kgT\>
V2 = — + T (mc2) A, kgT << mdc, (4.26)
2\ 2
vy = [1 — (/:;;) ¢, kgT >>mc. (4.27)

No caso nao-relativistico (baixas temperaturas) resgatamos o resultado esperado com uma

corregao relativistica. E no caso ultrarrelativistico a velocidade térmica tende a c.

Também podemos definir as densidades de probabilidades de posicao e de momento

como sendo,

pla) = -, (4.28)
o=/ e+ (me)?

plp) = [ etV +me? gy

€
—o0

(4.29)

A densidade de posigao é dada por uma constante 1/a, ja para o momento temos os

limites,
p(p) = ————dp, kpT << mc?, (4.30)

( ) e_ﬁpc
p p - L/‘OO e_chdpﬂ

kgT >> mc*. (4.31)

Onde a densidade tende para uma gaussiana no limite nao-relativistico, kgT << mc?,

e uma exponencial negativa do médulo do momento para o limite ultrarrelativistico,

kgT >> mc.

4.2 Particula Quantica Nao-Relativistica na Caixa

Suponhamos um sistema fisico quantico contendo uma particula de massa m, confinada
em uma caixa unidimensional de comprimento a, com paredes em x = 0 e x = a, ou seja,
J(0,t) = J(a,t) = 0 para todo ¢ [9]. Uma condi¢do de contorno que implementa esta
definigao é a condicao de Dirichlet, isto é, ©(0,t) = p(a,t) = 0. A equacdo que governa
este sistema fisico é dada por [16, 36, 37],

. p?
H— — >=10 4.32

onde o caso de interesse em nosso traballho é o caso estacionario do problema descrito

anteriormente, onde H |p >= FE|¢ >, sendo E uma constante positiva.
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4.2.1 Representacao de Coordenada

Na representagao de coordenadas o sistema estaciondrio da Eq. (4.32) é descrito pela

equacao de Schrodinger independente do tempo,

<E + E—Q%) o(z) = 0, (4.33)

cujas solugoes sao dadas por (em cada uma das trés regides), onde foi usada a condigao
de Dirichlet,
or(z) = @rr(r) =0, para <0 e = > a, (4.34)

orr(x) = Aot 4+ Brrem ™0 para 0 <z <a, (4.35)

onde o momento hky deve satisfazer,

hko = V2mE, (4.36)

Assumindo a condi¢ao de continuidade da autofuncao nos pontos * = 0 e z = a
[16, 36, 37], pois esta condigao de contorno é compativel com a defini¢do de confinamento

da particula na caixa [9], e encontramos assim as relagoes entre as costantes A;; e By,
A+ B =0, (4.37)
Aneikoa + B[]G_ikoa =0. (438)

A partir destas equagoes temos os seguintes valores possiveis para kg [16],

kozﬂ, com n €N, n#0. (4.39)
a

A partir da Eq. (4.36) segue que a energia do estado n arbitrario é definida como,

m2h2n?
En= (4.40)

Utilizando a condi¢ao de normalizagao [J[¢n(x)*dz = 1, obtemos a seguinte a auto-

2
on(x) = \/jsin <@> , para 0 <z <a, (4.41)
a a

Podemos avaliar os valores esperados de grandezas fisicas, definidos a partir de,

fungao [16],

<A>,= /Oa or () Apy(z)dz, (4.42)
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onde ¢, (z) é dada pela Eq. (4.42). Para < x >, e < z° >, e a incerteza da posicao
(Az),, definida por (Ar)? :=< 2? >, — < x >2 [16], temos,

<X >p= %’ (4.43)
2
9 a 3
=—|1-—= 4.44
2
s 6

Como era de se esperar, o valor mais provavel da posicao serd o centro da caixa, < x >,=
a/2. Agora, para os valores médios, < p >, e < p* >, e a incerteza do momento, (Ap),,
utilizando a seguinte representacao para o operador momento P= —ihd, (representagao
de coordenadas) obtemos [16],

<p>,=0, (4.46)

nrh\ >
<p?>,= (T) : (4.47)

(Ap); = (?)2 (4.48)

Observamos que a incerteza do momento cresce linearmente com n.

Também temos que (Ax),(Ap), > h/2, confirmando o principio da incerteza de Hei-

senberg.

4.2.2 Representacao de Momento

A funcao de onda correspondente ao estado estacionario de uma particula confinada
em uma caixa unidimensional é dada pela Eq. (4.41), e com energia dada pela Eq. (4.40).
A probabilidade de medir o momento da particula e obter o resultado entre p e p + dp é
dado por [16],

pn(p)dp = |@n(p)|” dp. (4.49)

Com ¢, (p) obtida a partir da transformada de Fourier de ¢, (z), ou seja,

1 a )
on(p) = n(T e~y 4.50
folp) = <= / oul2) (4.50)

Esta integral é facilmente resolvida resultando em [16],

2ul0) = [ BV (0,p) = (1) ()], (451)
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nmh
a

onde F4(n,p) sdo conhecidas como fungoes difracao centradas em p = F222 e sao defini-

das como [16],
o _sina/2h (p £ nrh/a))

Feln.p) = a/2h (p + nwh/a) (4.52)

A largura das fungoes difracao (distancia entre os dois primeiros zeros da funcdo) é sempre

igual a 47h/a independentemente de n.

A paridade da expressao F(n,p) := [F_(n,p) — (=1)"F,(n, p)] é dada por,
e Sen épar, entdo F(n,p) é impar.
e Se n é impar, entdo F(n,p) é par.

Resultando na correspondente densidade de probabilidade [16],

a

palp) = = [F-(n,p) — (=1)"Fy.(n,p)[*. (4.53)

Tragando a curva para a densidade de probabilidade p,(p) para um valor n >> 1,

| |

nrh 6 i nrh

a P a

Figura 4.2: Densidade de probabilidade quéntica p,(p), para n >> 1.

observamos que p,(p) apresenta dois picos simétricos de largura 4wh/a, e centrados em
p = E+nmh/a, cujos centros estao associados com movimentos cldssicos da particula de
mesma energia [16], como mostrado na Fig. (4.2). Entado podemos afirmar que uma
medida do momento da particula num estado |p, >, com n grande, resulta em valores
de p = tn7h/a, cuja a precisao aumenta com o aumento de n, sendo estes valores de
p igualmente provaveis. Esse resultado é facilmente compreendido, pois para valores de

n >> 1, ¢,(x) varia senoidalmente com vérias oscilagoes dentro da caixa, isso pode
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ser considerado praticamente a soma de duas ondas planas progressivas com momentos

opostos [16].

Para n >> 1, o valor absoluto do momento é bem definido, em maodulo, isso porque
(Ap), cresce linearmente com n, para a distribuicao de probabilidade com dois maximos,
como visto na Fig. (4.2), o valor médio quadrético, incerteza (Ap),, se refere a distancia

entre os dois picos, e ndo é mais estd relacionado com as larguras dos picos [16].

4.3 Mecanica Estatistica de uma Particula Quantica
Nao-Relativistica na Caixa
Agora analisaremos as grandezas termodinamicas para o sistema de uma particula

quantica em uma caixa unidimensional de comprimento a, utilizando o ensemble canonico.
O operador hamiltoniano dado pela Eq. (4.32) [2, 3, 4].

A funcao partigao é dada pelo traco da expressao e=BH (2, 3, 4], Eq. (3.1),
P2
2(T,a) ="Tr (675%> : (4.54)

Usamos como base para avaliar o traco, os autoestados de energia, dados pela Eq. (4.41),
oo
)
AT,a) =) e 1™, (4.55)
n=1
onde definimos uma temperatura caracteristica,

T2 h?

= — 4.56
2ma2kpg ( )

Calculamos a funcao particao para limites de baixas e altas temperaturas. Para baixas

temperaturas somente os primeiros termos contribuirao,
_9 _38
AT,a) = e % (1+e T>, T <<o. (4.57)

A altas temperaturas trocamos o somatorio por uma integral, do qual resulta em,

T 1
AT, a) = \/% — 5 T>>0. (4.58)

Desde estejamos cientes de que para temperaturas muito elevadas (dependendo dos pa-
rametros m e a) esta representacao nao é mais valida, devido aos efeitos relativistico.
Em outras palavras, para a < A. devemos adotar uma representagao relativistica para a

mecanica estatistica quantica.
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A energia livre de Helmholtz é dada por (definigdo dada pela Eq. (3.7)),

e

A(T, a) = kg [@ - Te_?’?] , T <<0, (4.59)

, T >>0. (4.60)

A partir das defini¢oes das outras grandezas termodinamica, dadas pelas Egs. (3.8) -
(3.11), para T' << O, obtemos,

U(T,a) = kp© (1 + 36—3%) , (4.61)
 20kg 0
P(T.0) = = (1 + 3¢ ) , (4.62)
o o
S(T,a) = kg 3T —1)e T, (4.63)
30\ 2 _30
ey (T,a) = kg - ) e (4.64)

No caso de altas temperaturas T' >> © teremos,

U(T,a) = # (1 + %) : (4.65)

 kpT o
. kB T ©
S(T,a) 5 [ln ( @) Vo7l (4.67)
ke o
cv(T,a) = 5 (1 + 167TT> : (4.68)

Agora faremos um estudo dos valores médios da posicao e do momento da particula e
as incertezas relacionadas. Para este estudo iremos partir da definicao de valor médio de

um dado operador fl, em mecanica estatistica quantica [1, 2, 3, 4],
Tr <A€7,3H )
Tr (e—ﬁﬁ > '

Sendo H dado pela Eq. (4.32). Calculamos este traco na base de coordenadas |x >, e

< A>= (4.69)

usamos também a relagdo de completeza Y - | |¢n >< @] = I, para os autoestados de
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energia. Entao teremos os seguintes valores médios,

<X >pp= g, (4.70)

2 @ (i__3 e 7 471
< Znpr= o - ) :
v 3 A2y Z n? ( )

n#0
<p>p=0, (4.72)
AR 2
< PP >p= (%) 2 Zn%_%" . (4.73)
n=1

Onde z é dada pela Eq. (4.56).

A partir da definicao, as incertezas sao dadas por,

N a? 3 e~ 7
(Am)nr - E 1 - @ — n2 ) (474)
2 )
1
(Ap)2, = (”—h) =N n2e (4.75)
a z

Ainda teremos que quando 7" — 0 as incertezas (Ax),, e (Ap),, tendem as incertezas do
estado fundamental [(Az),—1 e (Ap),=1], Egs. (4.45) e (4.48) para n = 1.

Também podemos definir a densidade de probabilidade para a posi¢ao como,

1 N
par(2) = = < zle PH |z > . (4.76)
z

Usando a base de autoestados de energia podemos reescreve-la,

1 > _@nz 1 > _@nQ
pnr(fv)=;§ er !wn(w)IQZZE e ™" pu(z). (4.77)
n=1 n=1

Porém sendo ¢, (x) = \/2/asin(nmx/a), logo pp.(x) seré,

[e.e]

2
Z e T sin®(nmz/a). (4.78)
n=1

zQ

Prr (:L‘) =

Observamos na Fig. (4.3) os limites quantico (7" << ©) e cldssico (T" >> ©) para
Prr(2). O caso quantico é simplesmente dado pelo estado fundamental, com contribuigoes

proporcionais a e~/T

dos primeiros niveis excitados, sendo a uma constante dependente
de ©, para a confecgao da curva adotamos o valor T/© = 107°. J4 o cldssico a densidade

tende a constante 1/a, como o obtido por integragao no espago de fase [Eq. (4.28)], e para
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—T>>0—T=06 T<<®©
2_
1,54
() 1]
a
0,5
0 T T T T T T T T T T
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
X
a

Figura 4.3: Podemos verificar como a densidade de probabilidade para a posi¢do varia como o
aumento da temperatura, para a temperatura nula temos que a densidade é dada pelo estado fun-
damental e para temperaturas altas a densidade tende a 1/a.

esta curva adotamos o valor T/0© = 103.

Definimos também a densidade de probabilidade para o momento. Usando a base de

autoestados de energia, podemos escreve-la como,
1 — _©,2
Pur(p) = > Ze " pn(p). (4.79)
n=1

Como p,(p) é dado pela Eq. (4.53), entao teremos,

a
dmhz

pur(p) = ——— > e 7" |F_(n,p) — (=1)"Fy(n,p)[*. (4.80)

Podemos verificar os limites quantico e cldssico para p,.(p). O caso quantico é sim-
plesmente o estado fundamental, com contribuicdes proporcionais a e~*/7 dos primeiros
niveis excitados, sendo « dependente de ©, como no caso da posi¢ao adotamos para o
valor T/© = 107° na confecgao do gréfico. No caso cldssico a densidade tende a uma
gaussiana [Eq. (4.30)], onde adotamos o valor T/© = 103 para tragarmos esta curva,

podendo ser visto na Fig. (4.4).
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—T>>0—T=0 T<<0)|

1,6

1,4

0,8
0,6 \‘ ‘

0,4

T T E— T —T T T
-20 -10 0 10 20
p

Figura 4.4: Verificamos como varia a densidade de probabilidade para o momento com o aumento
da temperatura. Para a temperatura nula temos que a densidade corresponde aquela do estado
fundamental, e para temperaturas altas a densidade tende a uma gaussiana.

4.4 Particula Quantica Relativistica na Caixa

Como no caso nao-relativistico, temos um sistema fisico quantico contendo uma par-
ticula de massa m confinada em uma caixa unidimensional de comprimento a, com as
paredes em z = 0 e x = a, e para implementar esta definicao utilizaremos a condigao
de Dirichlet, isto é, 1(0,t) = 1(a,t) = 0 [9]. Porém, agora o sistema ¢é governado pelo
operador relativistico [13, 14, 15, 17, 18, 19, 20],

(Hz — P22 — m204> | >=0. (4.81)

Como no caso nao-relativistico, novamente o nosso caso de interesse ¢ o caso estacio-
nério para uma particula, onde H|y) >= E|i) >, sendo F uma constante positiva (por

considerarmos particula e nao antiparticula).

4.4.1 Representacao de Coordenada

Na representagao de coordenadas o sistema estacionario da Eq. (4.81) é descrito pela
conhecida equagao de Klein-Gordon estacionaria [13, 14, 15, 17, 18, 19, 20],

(E2 + R? 25—; — m2c4> Y(z) = 0. (4.82)
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Sendo as solugoes estaciondrias dadas por (para cada uma das trés regioes distintas),
Yr(x) =Y (x) =0, para <0 e x> a, (4.83)

Urr(x) = A 4+ Brrem™7  para 0 <z <a, (4.84)

onde hky satisfaz a seguinte definicao,
hko := vV E? — m2ct, (4.85)

Adotando a condigao de continuidade da fungao de onda nos pontos z =0 e x = a
(13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 37, 38|, encontramos as seguintes relagoes entre as costantes
Apr e By,

A+ B =0, (4.86)

Aneikoa + BHe_ikOa =0. (487)
Destas equagoes temos a discretizagdo do momento hky [36, 37, 38], ou seja,

kozn—W, com n €N, n#0. (4.88)
a

Consequentemente, da Eq. (2.43) segue que a energia do estado n arbitrario fica definida

como,

27,202

E, = \/7T 02 4 m2ct, (4.89)
a

Usando a condicdo de normalizacao [, L% ¢, (z)|*dz = 1, descrita pela Eq. (2.44),

[13, 20], encontramos a seguinte autofungao,

2?2
Un(z) = argi sin (nzac) , para 0 <z <a. (4.90)

Como no caso nao-relativistico, avaliamos os valores médios de grandezas fisicas, de-
finidos a partir de [13, 14, 15, 18, 19, 20,

mc

<Az [ @) e (191)

onde 1, (x) é dada pela Eq. (4.90). Resultando para os valores < z >,, < 22 >,, <p >,

e < p? >,, e as incertezas da posi¢ao, (Ax),, e do momento, (Ap),,

< T >,= g, (4.92)

40



4. Mecanica Estatistica de uma Particula na Caixa em uma Dimensao

2

9 a 3

2 6
Ar2 =2 (1- 4.94
@0t =15 (1= ) (194)
<p>,=0, (4.95)

h 2
<p*>,= <%> : (4.96)

(Ap); = (?)2 (4.97)

Podemos observar que nao existe correcoes relativisticas, pois a fungao de onda possui a
mesma forma funcional em ambos os casos. Ou melhor, o valor mais provavel da posigao
é o centro da caixa, como no caso nao-relativistico, e o (Ap),, cresce linearmente com
n. Novamente temos que (Ax),(Ap), > h/2, sendo valido o principio da incerteza de

Heisenberg.

4.4.2 Representacao de Momento

Partindo da funcao de onda correspondente ao estado estacionario de uma particula
relativistica confinada em uma caixa unidimensional, dada pela Eq. (4.90), e com energia
dada pela Eq. (4.89) definimos a probabilidade de medir o momento da particula e obter
o resultado entre p e p + dp de forma semelhante ao caso nao-relativistico,

E | - 2
pu(p)dp = — [tha(p)|” dp. (4.98)

Com 1, (p) obtida a partir da seguinte defini¢do [16],

- 1

¢n(p) = \/ﬁi

Como no caso nao-relativistico esta integral resulta em,

/a U ()P M. (4.99)
0

. 1 [amc? —ia (p-nmh

Gulp) = 5| T e BT [F(n,p) = (<1 Fr(n,p)], (4.100)

onde F(n,p) sdo dadas pela Eq. (4.52). Resultando na densidade de probabilidade,

a

pulp) = = [F-(n,p) — (=1)"Fy(n,p)[*. (4.101)

Como no caso nao-relativistico, para um valor de n >> 1, p,(p) apresenta dois picos

simétricos de largura 4wh/a, e centrados em p = £nwh/a, e seus centros estao associados
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a movimentos cldssicos da particula de mesma energia, como mostrado na Fig. (4.2).
Podemos afirmar que uma medida do momento da particula num estado |¢,, >, com n

grande, resulta em valores de p = +nnwh/a, com os dois valores igualmente provaveis.

4.5 Mecanica Estatistica de uma Particula Quantica

Relativistica na Caixa

Faremos agora uma andlise das grandezas termodinamicas para o sistema de uma par-
ticula quantica relativistica em uma caixa unidimensional de comprimento a. Utilizamos
o ensemble canonico, e o operador relativistico dado pela Eq. (4.81). A funcao partigao

é dada pelo traco da expressao e=BH 1, 2, 3, 4, 34],
2(T,a)="Tr (e_m:[) : (4.102)

Utilizando os autoestados de energia dados pela Eq. (4.90) encontramos,

o \/©2,+e2n2
2(T,a) = Z e T , (4.103)
n=1

onde definimos as temperaturas caracteristicas do sistema,

2

O = =, (4.104)
kp
mhe

O, 1= 4.105
pr. (4.105)

Para um melhor estudo das grandezas termodinamicas, faremos uma analise das mes-
mas em temperaturas extremas. Para tal estudo, a temperatura foi comparada com as
temperaturas caracteristicas do sistema em questao. Podemos observar esta comparacao
na Fig. (4.5).

Neste ponto, devemos nos lembrar que a interpretacao de uma particula sé é consistente
na teoria de Klein-Gordon se esta for aplicada as situagoes fisicas em que nao ha mudanca
no numero de particulas (criacao/aniquilagao). Isto sé é possivel nos casos em que a
energia e o momento da particula obedecem as condigoes descritas nas Egs. (2.39) e

(2.40), que implicam nas condigoes (para o caso em estudo),

h
U —mc?| <mc®, | <p>|<me, Ar>>—. (4.106)
me

Para além destes limites, o conceito de uma particula pode gerar contradi¢coes. Porém,

faremos um abuso neste conceito em nosso estudo, para uma melhor compreensao dos
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Classico
T=>0,

Q,<<T Ou~T Q,>>T

Quintico

T<@,

Figura 4.5: Regides de interesse, para andlise das grandezas termodindmicas. A temperatura é
comparada com as temperaturas caracteristicas do sistema. Um esquema semelhante é encontrado
na Ref. [7].

fenomenos térmico-relativisticos do sistema de uma particula na caixa. Em outras pala-

vras, ignoraremos os limites superiores na temperatura 7', para efeitos de calculos.

Primeiramente, calcularemos a funcao particao a baixas temperaturas, T << ©,, no

regime quantico,
E

1 _Ey—Ey
AT, a) = ¢ o7 (1 b et ) . (4.107)

No regime classico, T' >> ©,, trocamos o somatorio por uma integral, resultando em,

O, K; (== -
A(T,a) = é( F) e S (4.108)

A partir da Eq. (4.107), obtemos as grandezas termodinamicas para o regime quantico,

a partir das definigoes. Primeiramente, para o caso nao-relativistico, 7' << ©,,, temos,

©2 502 3/60,\"
A(T, a) = © _ Te 0T S 41
(T,a) kB(Q@m e )+kB@m +8(@m) : (4.109)
U(T,a) = k00 (1 4 305507 ) 4+ kp0,, |14 2 (O 4 (4.110)
; - 2@m BYm ] @m ) :
2 302
P(T,q) — "2 (1 + 3¢ 2@%) SkB@ ( ) (4.111)
a9,
2 02 45k 362
S(T,a) = kg (1 + 2Z@T) e~ st 4 2ONEOm B@ ( ) e"TonT, (4.112)
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+15 0, \>
2 \o,,

Agora, para o caso ultrarrelativistico, T' >> ©,,, encontrando,

302

¢ T, (4.113)

302 \?
ev(T,a) = ki (2@ aT)

2 T a

A(T,a) = k5O, (1 + %’; - @—e—@T) , (4.114)
0?2 O4
U(T,a) = kpO, <1 + 2@7”2 + eT) , (4.115)
2
P(T,a) = kBa@a (1 — 2@9”; + _%1) ) (4.116)
O, Om || _ea

S(T,a)—k’B 1+? 1-— 20 e T, (4117)

2 272
Cv(T, Cl) k‘B (%) 1— (Sén) 6_%. (4118)

Para o regime classico, calculamos as grandezas termodinamicas a partir da Eq.

(4.108). Inicialmente, para o caso nao-relativistico, 7' << ©,,,

AT, a) = —% In (z”gé”T) —4/ QngT + kO, |1 g (@%)2 . (4.119)
U(T,a) = kBTT ( + 872%#) + kpOm 1+g (@lm)Q , (4.120)
P(T,a) = kZT (1 + 8ﬁgiT> : (4.121)

S(T,a) = %B 1+1n (%gg‘T) - ,/872; + ;gm , (4.122)

Agora, para o caso ultrarrelativistico, T' >> ©,,,

A(T,a) = —kpTn <£> 4+ *8% o (4.124)
O, 2
U(T,a) = kpT + kBQG“ (1 - %) e, (4.125)
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T ®a _9m
T @a@m _9m
S(T, G,) = k’B |:1 + In (@—a> — W@ T :| s (4127)
®a®m _©m
CV(T, G) = kB (1 — W@ > . (4128)

Para uma melhor percepcao faremos uma verificacao visual de algumas destas gran-
dezas termodinamicas. Para tal andlise escolhemos as grandezas K := U — mc?, S e cy,
entao analisamos os gréaficos expostos nas Figs. (4.6) — (4.8), onde tragamos vérias curvas

para distintas massas, inclusive a massa nula.

10

o
S}
~
=
)
S

Figura 4.6: Energia interna menos a energia de repouso. A curva em amarelo se refere a particula
de massa nula e esta tende a ficar paralela a curva preta de inclinagdo igual a 1. A curva dourada se
refere a uma particula de massa muito grande (0,,/0, = 10%) e tem um regime (7' << ©,) onde
a curva dourada tende a se alinhar com a curva vermelha, com inclinagdo igual a 1/2, e um outro
regime, quando 1" >> O, onde a curva dourada tende a ficar paralela a curva preta. Para as outras
curvas entre a amarela e a dourada, a Unica caracteristica que muda entre elas é a massa, onde mais
superior a curva menos massiva a particula, exceto as curvas pretas e vermelhas.

Primeiro observamos a Fig. (4.6), a qual se refere a energia interna U do sistema.
As curvas em preto e em vermelho possuem inclinacao igual a 1 e 1/2, respectivamente,
ou seja, limites classicos ultrarrelativisticos e nao-relativisticos, nesta ordem. E ainda
quanto menor a massa da particula, isto é, mais relativistica, maior deve ser a energia
cinética K = U —mc? da particula, veja Fig. (4.6). Para baixas temperaturas temos que
a energia cinética tende ao estado fundamental menos a energia de repouso da particula,

como podemos verificar nas Eqs. (4.110) e (4.115). A altas temperaturas resgatamos os
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limites classicos com corregoes, como podemos observar nas Eqs. (4.120) e (4.125).

—T<<® —T=0 T>>0
m m m
2,5
2_
1,54
s
Ky ]
1_
0,5
0 T T T T T T
0 1 2 3 4
I
®a

Figura 4.7: Entropia. A curva em vermelho se refere a particula de massa nula e tem dois regimes
quanticos, um n3o-relativistico e outro relativistico, e um regime cldssico relativistico. A curva em
amarela refere-se a uma particula muito massiva e tem dois regimes n3o-relativistico um quantico
e outro classico e um outro regime relativistico. Porém todas as curvas obdecem a terceira lei da
termodindmica.

Verificamos agora a Fig. (4.7), que faz referéncia a entropia S do sistema. Para baixas
temperaturas temos concordancia com a terceira lei da termodinamica, conforme as Eqs.
(4.112) e (4.117). Em altas temperaturas, resgatamos os limites cldssicos com corregoes,

o que é consistente com as Eqs. (4.122) e (4.127).

Por tltimo, vejamos a Fig. (4.8), que se refere o calor especifico ¢y do sistema. Para
baixas temperaturas o calor especifico tende exponencialmente a zero (podemos conferir
nas Egs. (4.113) e (4.118)). A altas temperaturas resgatamos os limites cldssicos com
corregoes, verificados nas Eqs. (4.123) e (4.128). As curvas em amarelo e em vermelho
sdo os casos de massa nula (ultrarrelativistico) e nao-relativistico (resultado obtido por
Rosenstock [11]), respectivamente. Notamos que quanto menor for a massa da particula
(isto é, quanto mais relativistica for a particula), mais superior estard a curva do calor
especifico ¢y e ainda verificamos que o pico que se encontra na curva do calor especifico
cy se torna menos apreciavel (até o seu desaparecimento total) quando m — 0, podemos

observar na Fig. (4.8).

Neste ponto é importante notarmos que para T' >> ©,, se considerarmos a expressao
para carga @ (Eq. (3.36)) como constante, ao invés do numero de particula N (Eq.

(3.35)), temos para a energia interna U uma dependéncia em 7% (de um corpo negro
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Figura 4.8: Calor especifico. A curva em amarelo se refere a uma particula de massa nula e
verificamos a inexisténcia de um regime classico n3o-relativistico. A curva em vermelho se refere
a uma particula ndo-relativistica. Para as outras curvas entre a amarela e a vermelha, a (nica
caracteristica que as diferenciam é a massa correspondente. Quanto mais superior a curva, menor
a massa da particula. Particulas com grandes massas possuem regimes nao-relativisticos, onde as
curvas correspondentes se alinham sobre a curva em vermelho por alguma faixa de temperatura.
Porém todas as curvas tendem ao mesmo limite, ou seja, a 1, para T' muito grande, exceto a curva
em vermelho que tende a 1/2 (m — 00).

em trés dimensdes) [39], veja a Eq. (3.45), e nao em T (independente do numero de
dimensdes), observe as Eqgs. (3.20), (4.11) e (4.125). Essa diferenca se deve ao fato de

levarmos em conta ou nao a produgao de pares [5, 6, 7, 8.

Também avaliaremos os valores médios da posi¢ao e do momento da particula e as
incertezas relacionadas. Para este estudo partiremos da definicao de valor esperado de

um dado operador A em mecanica estatistica quantica, dado pela Eq. (4.69),

S e B <, | A, >

< A>,= — , 4.129
Zn:l eiﬂEn ( )
onde E,, é dado pela Eq. (4.89). Resultando em,
<1>= g (4.130)
2 —BEn,
9 a 3 e
L , 4131
sz 3 42z Z n? ( )
n#0
<p>=0, (4.132)
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A\ 1
<p?>.= (%) - > nPe (4.133)
n=1

onde z é dada pela Eq. (4.103).

A partir da definicdo, as incertezas sao dadas por,

a? 3 ¢ PEn
(Az)? = 3 (1 - > — ) : (4.134)

n#0
N LSS 2, 4.135
(Ap); = 0 ;Zne . (4.135)
n=1

Outra vez, para T — 0, temos que (Ax), e (Ap), tendem as incertezas do estado funda-
mental [(Az),—1 ¢ (Ap)n=1], Egs. (4.94) e (4.97) para n = 1.

Obteremos os limites das incertezas para baixas e altas energias. Primeiramente, para

o regime quantico, T' << O,, para o limite nao-relativistico, T' << 0,,,

a? 6 3 _ _ze2

(Az)? = 5 {1 - (1 — 16_2@”)} : (4.136)

h\’ 502
(Ap)? = (%) (1+3ez?—>%T>. (4.137)

Para o limite ultrarrelativistico, " >> ©,,, encontramos,

(Az)? = 12 {1 _6 (1 - Zeeﬁﬂ : (4.138)

T2

Q

[\

a

(Ap)? = (@)2 (1 + 3e*%) . (4.139)

Para o regime classico, T' >> O,, calculamos também os limites das incertezas. Inici-

almente, para o limite nao-relativistico, T' << ©,,,

2 2 2
2 CL_ 6@a @a
(Az)r =15 [1 e, T <1 * 87r@mT> ’ (4.140)
3T ©2
(Ap)z = kaT (1 + ﬁ) (1 ‘f‘ 871'@(1 T) . (4141)

Agora, para o ultrarrelativistico, 7' >> ©,,,
@a 2 @a 60, _67777«
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k’BYj 2 © Om
2 _ i, _a T

Definimos, também a densidade de probabilidade para a posi¢ao como,

E,
Zmc?

pr(z) = < x|e_BH|x > . (4.144)

Usando a base de autoestados de energia podemos reescreve-la como,

E, < _ I _
pri) = —4 D e By (w)? = ;Ze BEn b (1), (4.145)
n= n=1

Porém, como ¢, (x) = v/2mc?/aFE, sin(nmz/a), entao,

2 o0
pr(x) za;e sin“(nrz/a) ( )
—T7>>0,—T=0, T<<®
2_
15

0,54

T T T T T T T T
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
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Figura 4.9: Densidade de probabilidade para a posicdo, no regime n3o-relativistico, T << ©,,,
ilustrando como esta varia com o aumento da temperatura. Para temperatura nula a densidade é

dada por aquela correspondente ao estado fundamental, e para temperaturas altas a densidade tende
alla.

Verificamos na Fig. (4.9), os limites quantico e classico para o regime nao-relativistico,
T << O, de p.(x). O caso quantico, T' << O,, é dado basicamente por p,(z) associado
ao estado fundamental, com contribuicoes devido aos primeiros niveis excitado. Ja no

caso cléassico (T' >> ©,) a densidade tende a constante 1/a, de acordo com a Eq. (4.28).
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Figura 4.10: Densidade de probabilidade para a posicdo em fun¢do da temperatura, no regime
ultrarrelativistico, T >> O,,. Como anteriormente para temperatura nula o comportamento é
aquele correspondente ao estado fundamental. Para temperaturas altas, a densidade tende a 1/aq,
mudando apenas a forma de sua evolucdo comparando com o caso anterior.

Agora podemos ver na Fig. (4.10), os limites quantico e cldssico para o regime ul-
trarrelativistico, ' >> O,,, de p.(z). Novamente, o caso quantico corresponde ao estado
fundamental, com correcoes devidos aos primeiros estados excitados. No caso cléssico a
densidade tende a constante 1/a como antes. Porém a diferenca estd em como a densidade
evolui com o aumento da temperatura. Vemos que quanto maior a massa da particula,

mais rapidamente ela se tornard classica (compare as Figs. (4.9) e (4.10)).

Também podemos definir a densidade de probabilidade para o momento, onde utiliza-

mos a base de autoestados de energia para escreve-la,

o0

pr(p) = é > e (p). (4.147)

Contudo, como p,(p) é dado pela Eq. (4.101), logo,

00
a

pr(p) = > e PP (n,p) = (=1)"Fi(n,p)]*. (4.148)

Podemos verificar os limites quantico e classico para o regime nao-relativistico (7' <<
O©m) de p.(p). O caso quantico corresponde simplesmente ao estado fundamental, com

contribuig¢oes dos niveis excitados. No caso cléssico a densidade tende a uma gaussiana,
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Figura 4.11: Densidade de probabilidade para o momento em fungdo da temperatura, no regime
ndo-relativistico, T' << ©,,. Para a temperatura nula, a densidade é aquela do estado fundamental,
e para altas temperaturas a mesma tende a uma gaussiana.

como 1o caso classico (integragdo no espago de fase),dado pela Eq. (4.30), podendo ser
visto na Fig. (4.11).

—T>>60 ——T=06 T<<O
a a a
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Figura 4.12: Densidade de probabilidade para o momento, no regime ultrarrelativistico, T' >> ©,,.
Para temperatura nula, temos que a densidade é aquela associada ao estado fundamental. Para
temperaturas altas, a densidade tende a exponencial do médulo do argumento.
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Observamos ainda os limites quantico e cldssico para o caso ultrarrelativistico (7" >>
©n) de p.(p). Outra vez, o caso quantico corresponde a aquele do estado fundamental. J&
no limite classico a densidade tende a uma exponencial do médulo do argumento, como a

densidade cléssica, dada pela Eq. (4.31), podemos verificar na Fig. (4.12).

Podemos ainda verificar que quanto maior for a massa da particula, maior sera a

dispersao no seu momento (veja as Figs. (4.11) e (4.12)).
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Capitulo 5
Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho investigamos a termodinamica de uma particula relativistica confinada
em uma caixa unidimensional. Com o intuito de fornecer resultados tedricos que possam
ser eventualmente confrontados com dados experimentais referentes a moléculas confina-

das em “gaiolas” de fulereno.

O calor especifico ¢y é uma grandeza que caracteriza a facilidade (ou dificuldade) em
que o sistema (em nosso estudo temos o sistema de uma particula) tem para variar sua
temperatura quando troca energia na forma de calor. Este efeito pode ser observado
em um experimento calorimétrico cuidadosamente controlado, como a diferenca no calor

especifico entre caixas vazias e caixas com uma particula dentro.

No célculo do calor especifico ¢y do sistema de uma particula na caixa em uma dimen-
sdo, concluimos que para baixas temperaturas (T << 0,) ¢y tende exponencialmente a
zero, e em altas temperaturas (7' >> 0O,) resgatamos os limites cldssicos (isto é, aqueles
correspondentes a integragao no espago de fase). Para uma particula de massa nula ve-
rificamos que seu comportamento se quer faz mencao ao regime classico nao-relativistico
(T' << ©,,), existindo apenas o regime ultrarrelativistico classico (T" >> ©,,), ¢y — kg.
Contudo, particulas com massa apreciavel possuem regimes nao-relativisticos, quantico
e cldssico, atingindo eventualmente o regime ultrarrelativistico cldssico (¢y — kp). Um
aspecto interessante no regime cldssico é que o calor especifico ¢y se concentra entre kg /2
e kg, dependendo da massa da particula. Outro importante resultado, porém no caso
ultrarrelativistico, é que P = ¢, que estd em perfeito acordo com os resultados obtidos

pela teoria quantica de campos a temperatura finita (em uma dimensao espacial).

Fizemos um estudo sobre os valores médios da posicao < x > e do momento < p > da
particula e de suas incertezas, Ax e Ap, nos varios regimes de temperatura. Para o limite
classico (T" >> ©,) estes valores estdo em pleno acordo com os obtidos pela integracao
no espago de fase. Mostramos que < x > é o centro da caixa e < p > é nulo para toda

temperatura. Para as incertezas, concluimos que tanto Az quanto Ap, nos limites de
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T — 0eT — oo, independem da massa da particula, mas para temperaturas finitas ha

uma dependéncia significativa com m.

Também analisamos as densidades da posicao e do momento, mostrando que quanto
menor for a massa da particula, maior a persisténcia do seu comportamento quantico
para crescentes valores de T'. Em outras palavras, particulas com maior massa se tornam

“classicas” mais rapidamente.

Naturalmente, somos levados a ideia de podermos inserir pequenas moléculas em “gai-
olas” de fulereno. Com os notaveis avangos experimentais nessa area, parece ser plausivel

pensarmos na possibilidade de testar as predigoes feitas em nosso estudo.

Agora, algo que precisa ser estudado com seus devidos cuidados, devido a sua im-
portancia, sao os casos de particulas em dimensoes arbitrarias e de spins nao nulos. Por

exemplo, férmions confinados em “gaiolas” com dimensoes arbitrarias.

Antes de finalizarmos, é importante observarmos que para T’ >> 6,,, nossos resultados
nao sao inteiramente confiaveis sob o ponto de vista experimental, visto que neste regime
de temperatura hé criacao de pares. Este fato compromete a prépria concepcao de “uma
particula” confinada na caixa, isto é, um tratamento no contexto da teoria quantica de

campos a temperatura finita é necessario.

o4



A. Algumas Propriedades Uteis da Funcao de Kelvin

Apeéendice A

Algumas Propriedades Uteis da
Funcao de Kelvin

Em nosso presente trabalho as funcoes de Kelvin sao consideradas quando estamos

tratando a mecanica estatistica relativistica. Podemos definir as fun¢oes de Kelvin como,

K,(x) = /OOO cosh(pn)e = h®) gp, (A.1)
K,(x) = (g)n % /000 sinh?" (p)e = «h®) gp, (A.2)

onde satisfazem as relacoes de recorréncias,

2n

Kyy1(z) — Ky (x) = ?Kn(aj)v (A.3)
d +n +n
. (27" K, (2)] = =" K31 (2). (A.4)

Combinando as Egs. (A.3) e (A.4) podemos reescrever as relagdes de recorréncias

| oK (2) — nE (1) = —2 Ky (2), (A.5)
oK' (z) + nKn(z) = —2 Ky (2), (A.6)

2K, () = = [Knga () + Koo (2)] (A.7)

oK’ (1) =z [Kpir (z) — Kno1()]. (A.8)

Também temos que as fungoes de Kelvin obedecem a equacao diferencial de segunda

ordem,
n

K"(z) + 27 K’ (z) — {1 + ( )1 Ko(z) = 0. (A.9)

xz
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As expansoes assintoticas para as fungoes de Kelvin sao dadas por,

[ 4n? — 1% (4n% —1)(4n* — 3?)
K =,/—e 7|1 1. Al
() e [ + ™ + 21(82)? + ] , T >> (A.10)

Enquanto para pequenos valores de z as funcoes de Kelvin serao dadas por,

Ko(z) = —0,5772 — In (g) b, z<<l. (A.11)
l
Ko(x) = %r(z) (%) b ze<l (A.12)

Estas defini¢oes e propriedades sao extremamente tteis no estudo da mecanica esta-

tistica relativistica. Mais propriedades podem ser consultadas em I. S. Gradshteyn [35].
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