UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM
FISICA E MATEMATICA APLICADA

Anderson Antunes Nogueira

Aspectos do modelo de Lee-Wick abeliano.

Dissertagcao submetida ao programa de Poés-
Graduacgao em Fisica e Matematica Aplicada
Como parte dos requisitos para obten¢ao do
Titulo de Mestre em Ciéncias em Fisica e
Matematica Aplicada.

Area de Concentracio: Teoria de Campos,
Gravitagao e Cosmologia.

Orientador: Dr. Fabricio Augusto Barone Rangel

Abril de 2012
Itajub4 - MG



Ficha catalogréfica elaborada pela Biblioteca Maué —
Bibliotecéria Cristiane N. C. Carpinteiro-CRB_6/1702

N778a

Nogueira, Anderson Antunes
Aspectos do modelo de Lee-wick abeliano. / por Anderson Antunes
Nogueira. -- Itajubd (MG) : [s.n.], 2012.

57 p. :il.

Orientador : Prof. Dr. Fabricio Augusto Barone Rangel.
Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Federal de Itajubé.

1. Teoria quantica de campos. 2. Teoria de calibre. 3. Lee-wick. I. Ran-
gel, Fabricio Augusto Barone, orient. Il. Universidade Federal de Itajubé.
Il. Titulo.




Conteudo

SUMATIO . . . . . . . e
I Introducao

II O Propagador e Aspectos Classicos
II.1 Obtencao do Propagador . . . . . . . . . . . .. .. ... ... .. ... ...
I1.2 Distribuicoes de cargas e dipélos em branas paralelas . . . . . .. .. ... ...
I1.3 Campo de uma Corda de Dirac no modelo de Lee-Wick . . . . . . ... ... ..
I1.4 Ondas para o campo de Lee-Wick . . . . . . .. .. .. ... ... ... ...

ITT Eletrodinamica de Lee-Wick na presenca de planos condutores.
ITI.1 Plano condutor perfeito e uma carga pontual . . . . . . . .. ... .. ... ...
I11.2 Interagao entre dois planos condutores perfeitos: o Efeito Casimir . . . . . . . .
II1.2.1 Propagador na presenga dos condutores . . . . . . . . .. ... ... ...
I11.2.2 Densidade de Energia . . . . . . . . .. ... ... ... ... .. .....
IT1.2.3 Forca de Casimir . . . . . . . . . . . .. ...

IV Conclusoes, perspectivas e comentarios finais
A Método de Fadeev-Popov
B Integrais d-dimensionais

Referéncias Bibliograficas

12
19

22
23
32
32
38
39

46

49

51

54



11

Resumo

Nesta dissertacao investigamos alguns aspectos da chamada Eletrodinamica de Lee-Wick,
que consiste em uma teoria de calibre abeliana cujo campo de calibre contém massa. Utilizamos
o formalismo de integrais de caminho de Feynman.

Na primeira parte deste texto estudamos a interacao entre fontes estacionérias para o campo,
que simulam a presenca de cargas e dipolos em branas paralelas em um ntmero arbitrario de
dimensoes. Investigamos também o campo magnético produzido por uma corda de Dirac e
interacao entre duas destas cordas na eletrodinamica de Lee-Wick. Por fim, estudamos ondas
no ambito de teoria classica de campos.

A segunda parte da dissertacao esta dedicada ao estudo de efeitos oriundos da presenca de
fronteiras que impoem condig¢oes de contorno no campo vetorial na teoria de Lee-Wick. Em
especifico, estudamos a interagao entre um plano condutor perfeito e uma carga pontual e a
interacao entre dois planos condutores paralelos. Podemos dizer que estudamos correcoes ao
método das imagens e ao efeito Casimir na teoria de Lee-Wick. Nos restringimos sempre a

situacao onde o parametro de massa do campo, caracteristico do modelo, é muito grande.
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Abstract

In this dissertation we investigated some aspects of the Lee-Wick electrodynamics, wich
consists in a gauge theory with a massive gauge field. We employ the Feynman path integral
formalism.

In the first part of this text we study the interaction between stationary sources for the field,
wich simulate the presence of charges and dipoles along parallel branes in arbitrary number
of dimensions. We also investigated the magnetic field produced by a Dirac string and the
interaction between two Dirac strings in the Lee-Wick electrodynamics. Lastly, we study waves
in the context of classical theory of fields.

The second part of this dissertation is devoted to the study of effects due to the presence
of boundaries that impose boundary conditions in the vector field in the Lee-Wick theory.
In particular, we study the interaction between one perfect conducting plane and one point
charge and the interaction between two parallel conducting planes. We can say that we study
corrections to the method of images and the Casimir effect in the Lee-Wick theory. We always

restric to the situation where the mass parameter, typical of the model, is very large.



Capitulo I

Introducao

Estamos interessados neste trabalho em estudar alguns aspectos cléssicos e quanticos de uma
teoria proposta por Lee e Wick(LW) em meados de 1970[1, 2|. A proposta de Lee e Wick
se resume apenas numa modificacao do propagador do féton no ambito de Eletrodinamica
Quantica(QED). Apesar da modificagao do propagador do féton os diagramas de Feynman desta
teoria se mantém invariantes relativisticos, o campo nao fisico A, possui invariancia de calibre
e a matriz S é unitaria. Agora, como conseqiiéncias novas, possui finitude na renormalizacao
da massa, carga e fungdo de onda. A teoria de LW pode ser pensada em uma eletrodinamica
com fétons massivos mas com invariancia de calibre. E importante ressaltar que a auto-energia

de uma carga pontual nessa teoria é finita.

Existe uma semelhanga entre o modelo de LW e a regularizagao de Pauli-Vilars[7] no sentido

de cancelar as divergéncias quadraticas dos diagramas de Feynman.

Nossa abordagem se resume apenas no campo eletromagnético, apesar deste modelo ser de
grande utilidade no contexto de QED onde ampliamos nosso alcance quando acoplamos o campo
de Dirac ao campo de LW, buscando compreender pontos como, por exemplo, tempo de vida e
espalhamento de particulas, assim como outros fenomenos fisicos. No proprio artigo pioneiro de
LW[2], estuda-se algumas conseqiiéncias experimentais como por exemplo, o célculo da seccao
de choque associada a produgao de pares elétron-pésitron e correcoes na razao giromagnética
do muon.

Além dos resultados da QED de LW, também existem estudos sobre teorias de calibre
nao-abelianas do tipo LW ([3, 4, 5, 6, 8]), para o que conhecemos como modelo padrao de

Lee-Wick(LWSM), assunto que tem despertado muito interesse recentemente.



Teorias tipo LW tém importancia nao somente no contexto microscépico, como também
no contexto de grandes escalas. Sabemos que nosso universo passou por um periodo de altas
energias, portanto, uma modificacao na descricao da fisica de pequenas escalas nos leva a uma
evolucao distinta do Universo. Deste modo, partindo de uma teoria de Lee-Wick do tipo escalar
e estudando a cosmologia deste modelo encontramos um universo nao singular com uma escala

primordial muito menor do que a escala de Planck[9, 10, 11].

Como vimos, existem trabalhos em cosmologia apenas com matéria modelada pelo campo
escalar, porém ¢é possivel trabalhar em cosmologia apenas com radiacao modelada pelo campo

vetorial de LW[12].

E um fato bem conhecido na literatura que se quantizarmos a Teoria da Relatividade Geral
esta é nao renormalizavel [13]. Teorias nao renormalizaveis podem ser renormalizadas em cada
ordem de lagos inserindo contra termos na densidade de Lagrangeana, com o objetivo de fazer
algumas predigoes. No entanto, ao aumentarmos a ordem dos lagos necessitamos de mais
contratermos. Observamos estudos de LW nesta linha de pesquisa[l4, 15], onde o objetivo é
acoplar o campo dos gravitons com um campo de calibre, escalar ou fermionico e cancelar as

divergéncias nos diagramas de Feynman até a ordem de 1-laco.

Um outro topico muito interessante no qual LW é abordado na literatura é o de Teoria
Quantica de Campos a Temperatura Finita[16, 17]. Isto é nada mais nada menos do que a
Estatistica de Teoria Quantica de Campos[18] cujo intuito é recuperar conceitos de temperatura
e variaveis termodinamicas por meio da funcao particao. A funcao particao estd intrinsecamente

relacionada a amplitude de transi¢ao da teoria proposta, ou melhor, a matriz S.

E importante ressaltar que a teoria de LW é renormalizavel[19, 20]. De maneira simples,
uma teoria renormalizavel é aquela a qual podemos obter resultados fisicos e testa-los experi-
mentalmente, ou seja, possui um numero finito de constantes de acoplamento necessarias para

desaparecer com as divergéncias nos diagramas de Feynman.

No capitulo II desta dissertagao iniciamos quantizando a teoria de LW abeliana com o obje-
tivo de obter seu propoagdor, a partir do qual discutiremos, nas primeiras se¢oes, as interacoes
entre distribuicoes de cargas e dipolos em dimenoes arbitrarias. Discutimos também, algumas
propriedades da corda de Dirac no contexto de LW e de ondas planas do ponto de vista de
teoria classica de campos. No capitulo III analizamos efeitos de origem genuinamente quantica,

iniciando com a investigacao de alteragoes impostas na teoria de LW (em comparagao com a



teoria de Maxwell) entre um plano condutor (espelho perfeito) e uma carga pontual. Em um
certo sentido podemos dizer que estudamos perturbagoes no método das imagens em LW. Estu-
damos também a interacao entre dois planos condutores perfeitos e paralelos entre si no modelo
de LW no regime de baixas energias e com o parametro de massa grande. Podemos dizer que
estudamos corregoes ao efeito Casimir no modelo de LW. Ao longo do capitulo procedemos a
quantizagao do modelo na presenga de um e de dois planos condutores perfeitos (nesse segundo
caso os planos sao paralelos entre si). O capitulo IV é dedicado as conclusdes e comentdrios

finais.



Capitulo 1I

O Propagador e Aspectos Classicos

Neste capitulo fazemos um estudo sobre aspectos gerais do modelo de Lee-Wick abeliano.
Iniciamos com o tratamento quantico por integrais de caminho, feito de forma nao rigorosa, do
modelo em questao e calculamos o funcional gerador e o propagador da teoria. E importante
lembrar que o tratamento rigoroso da quantizacao do modelo emprega técnicas sofisticadas de
quantizac@o de teorias de calibre [21].

Posteriormente analisamos alguns aspectos classicos da teoria, como a interacao entre fontes
estacionarias e a propagacao de ondas. Consideramos em especial a interacao entre cargas pon-
tuais estacionarias em dimensoes arbitrarias. Tivemos um indicio, com os resultados obtidos,
que o modelo fornece interagao nao divergente entre duas cargas (no limite quando a distancia
entre as mesmas tende a zero) somente até 3 + 1 dimensoes. Estudamos também o campo
produzido por um solendide fino (corda de Dirac) e encontramos a energia de interagao entre
dois solendides, paralelos, deste tipo.

Fazemos também um breve estudo sobre solucoes de ondas propagantes na auséncia de

fontes no modelo.

II.1 Obtencao do Propagador

Nesta segcao procedemos, sem muito rigor, a quantizacao do modelo de Lee-Wick abeliano
no formalismo de integral de caminho, através do qual obtemos o propagador do modelo em
questao, o que caracteriza nosso maior objetivo.

E importante ressaltar que o tratamento rigoroso da quantizacao por integral de caminho
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do modelo de Lee-Wick abeliano pode ser executado com o uso do formalismo BRST, sendo que
nesse caso se faz necessario o tratamento de campos com derivadas de ordem superior [22, 23].
A exposicao desta abordagem requer o estudo sobre técnicas sofisticadas de quantizagao de
teorias de calibre e esta fora do escopo desta dissertacao. Apesar disto, pode-se mostrar que
[21] a quantizagdo do modelo de Lee-Wick abeliano se d4 pela simples introduc¢ao de um termo
de fixacao de calibre, de forma idéntica a teoria de Maxwell.

O modelo de Lee-Wick abeliano é descrito pela densidade de lagrangiana

1 1 (0,A")?
L=—--F,F" - —F OFw 2~ J A+ I1.1
4 1 4m2 12 25' 12 ( )
onde J* é um quadri-vetor corrente externa,
F, = 0,A, —0A,
O = 9,0" (11.2)

é o tensor intensidade de campo eletromagnético, A* é o potencial vetor e m é um parametro
carateristico da teoria, com dimensao de massa. O termo associado ao parametro £ é advindo
do truque de Fadeev-Popov para quantizacao de sistemas de calibre !.

O funcional gerador da teoria pode ser obtido pela integral funcional

) /d4x£

Utilizando apenas o teorema da divergéncia de Gauss e sabendo que nosso campo nao fisico

Z[J,) = /DAM exp . (I1.3)

A, se anula nas bordas de nosso espago-tempo, concluimos que

Z[J,) = /DAM exp [i/d% {A 1(17’“’D —(1— %)8"3" + ! (m0 — G”GV)D) A, — J,A"

"2 m?
(11.4)
Com o intuito de simplificar a notagao, definimos o operador diferencial,
4 v 1 14 |:| v 14
o =p0—(1—-=2)o"0" + — (0 — 0"0") (I1.5)
3 m?
e reescrevemos o nosso funcional gerador como
1
Z[J,) = /DA# exp [i/d% (§A“O“”Ay — JuA”> . (IL.6)

1 Ressaltamos que a justificativa rigorosa para a utilizacido do método de Fadeev-Popov requer um tratamento

quéntico mais elaborado da teoria



Pois bem, como estamos integrando sobre todas as configuragoes de campo possiveis, pode-

mos fazer uma translacdo nos campos A* (varidveis de integracdo). Por conveniéncia fazemos
A, — A+ / d*yDyx(z,y) I y) - (IL7)

onde a fungao D, (x,y) denota a inversa do operador (II.5) no seguinte sentido:
O" Dyx(w,y) = 0" (x — y)i'y. (IL8)

Conseqlientemente, temos o seguinte argumento da exponencial de nosso funcional gerador,

(4t [ €02 0) G (4t [ @atea 7)) =145 [ 4De )P 0))

(11.9)

Translacgoes resultam em jacobianos iguais a identidade, portanto a medida de integragao
funcional em (I1.6) nao ¢é alterado.

Observando que o operador diferencial (I1.5) tem a liberdade de atuar a esquerda ou a direita,
conforme o conveniente?, o que pode ser demonstrado com uma sucessao de duas integrais por

partes, podemos escrever

i

ZlJL) = N exp{—a / d4xd4yJ“(m)Duy(w7y)J”(y)}

Z[0] = N= / DA, exp [% / d*zA,0" A, |. (I1.10)

Resta-nos agora encontrar a funcdo D,(z,y), que chamaremos, de agora em diante, de

propagador. Para isso, propomos uma transformada de Fourier com o seguinte ansatz

Dyx(z,y) = / %Dm(p) exp [—ip(x - y)} (IL.11)

Substituinto (II.11) e a representagao de Fourier da fungao delta de Dirac

5z —y) = / (jjf; exp [—ip(x - y)} (11.12)

em (I1.10), temos
2

17 1 v p 17 v
—n"p? + (1 - g)p“p + ﬁ(n“ P’ —p'p )} Dyx(p) ="y (I1.13)

2[ d*zd*y Dz (z,y)J M (y)[O* A, (z)] = [ d*xd*y[O* Dy (z,y)]J* (y)Au(z) pois A,(z) se anula nas bordas

de nosso espago-tempo.



Reduzimos, entao, o problema de encontrar o propagador a um problema algébrico de

encontrar D, (p), o qual pode ser resolvido com o seguinte ansatz

Dyx\(p) = A/’?V)\ + Bpup)\ ) (1114)
o que fornece
2
m
A= ————
p*(p* —m?)
A p?
B = 7 {1+§<ﬁ_1>]' (I1.15)

Por fim, concluimos que o propagador da teoria é dado por?

Dte) = [ sy e~ 2 (160 1) o ita =] 2o

Com o propagador (I1.16) temos o funcional gerador (II1.10) da teoria (II.1), o que nos

permite calcular quantidades fisicas do modelo em questao.

I1.2 Distribuicoes de cargas e dipdlos em branas parale-
las

Esta secao tem o objetivo de expor como se da a interacao entre fontes estacionarias inter-
mediada pelo campo vetorial no modelo (II.1). Vamos nos restringir ao caso onde as fontes
se distribuem ao longo de branas paralelas e D-dimensionais. Primeiramente, como vamos

trabalhar em dimensoes arbitrarias, definimos a seguinte notacao

= (2",x1,%)) , (IL.17)
onde
x, = (2., 2%
x = (2%, . 2. (I1.18)

Vamos também utilizar uma notacao similar para o momentum p. A assinatura da métrica é

dada por (1, -1, ..., -1).

3No caso do eletromagnetismo o propagador pode ser encontrado de maneira anéloga[24, 25].



De imediato vemos que o caso da obtencao do propagador pode ser extendido para dimensoes
arbitrarias de maneira direta, em relacao ao que fizemos na secao anterior. Desse modo, o

funcional gerador é escrito como
Z[J,] = exp [—% /d1+d+Da:d1+d+DyJM(x)D”"(m, y)Jy(y)] (I1.19)

com o propagador sendo dado por,

= b2 se(2s ol ]
(11.20)

Inserimos agora a seguinte corrente externa

N
JM = Mo Z )\kéd(xL — ak) s (II21)

k=1
que representa uma distribuigao estacionaria e uniforme de cargas ao longo de N branas parale-
las, como discutido na referencia [26]. A quantidade A, é uma constante relacionada a densidade
de carga ao longo da brana k.

Utilizando o fato de que o funcional gerador, no limite quando 7' — oo, é dado por *
Z = exp [—iET} , (I1.22)

sendo E a menor energia de nosso sistema fisico (estado fundamental), somos levados ao seguinte

resultado:

E = ZZ/\kA Ikss;«ék

k=1 s=1

T, — / / QDL Dy s ) Doo( )5y L — ), (11.23)

onde descartamos os termos de auto-interacao (interagdo de uma brana consigo mesma) ao
desconsiderarmos, na soma acima, os termos com s = k.

De maneira explicita temos

I, = //doxdo //de|d y|//ddXde’yl

X 5dXL—ak 5dyL—as

<S5 [ | o

17 representa uma amplitude de transicio, qual seja, Z = (f|U(ts, ;) i) = (0] exp[—iHT]|0) .




X exp [—ipo(xo — yo)] exp {ipy(x - yo} exp {im-(xL - yu]

1 1 )
x +
(pOQ—pﬁ—pi p** —pf —pt —m?

S & e

Integrando em d’x, d?y,, d°x ¢ dP x|, utilizando o fato de que

o(p) = / ;i—zeXp [ipx}, (I1.25)

™

e integrando em dp® e d” p| temos que

/dy /dDyH/ ddpL( p? @) exp {@'pL.(ak —as)}. (I1.26)

Neste instante temos o problema matemaéatico de efetuar as integrais acima. Isto é feito

posteriormente no Apéndice B. O resultado é dado por

2

TLP L, [2(3—2)1“(4 — 1)(ags)*~? = md2Gd(maks)} d#2

I, = &% (11.27)
TLDﬁ {ln(mg’“) +v— G2<mak5>:| d=2
onde Gy4(x) é definido em termos da fungao de Bessel K,
Ga(z) = ' 2Ky () (11.28)
I' designa a funcao gamma, v é a constante e Euler e definimos a distancia
aks = |ag — asl, (11.29)

e a drea das branas L” = [ d"y. Identificamos também T = [ dy°.
Desse modo, com o resultado (I1.27) em maos, podemos escrever a densidade de energia por

unidade de drea das branas, £ = E/LP como segue

E %Zk;ﬁs)\k)\s 27r)% [2(3—2)1“(% — 1)(ak5)2—d _ md—2Gd(mak8>:| d 7£ 2

(I1.30)
22]6755)\]‘3 [ ln(

) = = Galmaw)| d =2

A densidade de forga sobre a brana « é dada pela expressao abaixo,

o€ A
- Bof  a s =a,—ag 11.31
F %(8%5) dep | 20F T BT (1L.31)
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Como resultado temos uma tnica expressao para a forga

Aas [ 4 1y, d 4 augs
Fo=Y — 2270 19GDD(2) = (mawg) 2 Ka(mags)| =22 d =1,2,3, ... 11.32
> Gt 27T ) ()i ma)| 22 (11:32)
onde usamos o fato de que
8Gd(a:) . 1—d
e = ¢ 2K%(x). (I1.33)

Os resultados (I1.30) e (I1.32) indicam que a interagdo entre as fontes estacionarias se da
como a soma de uma parte coulombiana, de origem repulsiva (cargas de sinais iguais se repelem)
e uma contribuigdo dos modos com massa, de natureza atrativa (cargas de sinais iguais se
atraem).

Para este fato ficar mais explicito, vamos tomar o caso de duas branas pontuais em 3 + 1

dimensoes, que corresponde a fazer d =1 e D = 0 em (I1.30), o que fornece

B = s (1 - M) . (I1.34)

A \ a a

O resultado acima se compoe pela energia de interacao coulombiana, de longo alcance, de
natureza repulsiva, mais uma contribuicao tipo Yukawa, mas de natureza atrativa.

E interessante verificar o comportamento da energia (I1.30) quando as distancias a,s tendem
a zero. Para isso nos restringimos ao caso de duas branas pontuais (o que corresponde a tomar

D =0) e consideramos um espago 1 + 1, 2+ 1, 3+ 1 ou 4 + 1 dimensional, o que nos fornece

BE(d=1) = —AlAQ%aQ +0(d®)

Ed=2) = )\1/\2T lln (@> + (v — 1)] (ma)* + Ola* In(ma)]

4 2

m? )
E(d:3) = —)\1)\28—7Ta+(’)(a)

2
Ed=4) = —)\1)\2m ol ¢ + (27 — 1)| + O[a* In(ma)]
1672 2
Ed=5 = dnLt o (I1.35)
B R T @ - '

onde descartamos todos os termos independentes de a uma vez que estes nao contribuem para

a forca entre as branas °.

°Isso equivale a descartar um termo constante na energia.
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Para d = 1,2, 3 as energias (I1.35) nao divergem na origem (para a = 0). Esse comporta-
mento é conhecido para a Teoria de Lee-Wick no caso d = 3. Para os casos d = 4,5 as energias
(I1.35) continuam a divergir na origem. Pode-se verificar que esse comportamento divergente
com a continua a aumentar para valores mais altos de d. Portanto a teoria de Lee-Wick resolve
o problema da divergéncia da carga pontual somente até 3 + 1 dimensoes®.

Até onde sabemos, a existéncia das divergéncias para d > 3 nao é um fato conhecido na
literatura.

Vamos agora estudar a interagao entre distribuicoes estaciondrias de dipolos ao longo de

branas paralelas D-dimensionais. Tais distribuicoes sao descritas pela densidade de corrente

N
Ju =10 Y Vi 0o Med(x1 — ay)] (I1.36)
k=1

onde o quadri-vetor V(‘,;) e o parametro A, estao relacionados a densidade de momento de dipolo
ao longo da brana k.

Procedendo de forma totalmente andloga ao que fizemos no caso de distribuicoes de cargas,
podemos escrever

E = ZZ)\k Ikss#k

=1 s=1

Zk,s = //d1+d+Dxdl+d+Dy(5d(XJ_ — ak) (VkMVSVaHaVD()o(l', y)) 5d(yJ_ - as). (IIB?)

A integral 7j ; acima pode ser calculada como segue

Iys = //doxdo //d x| d y//dXLdyl

XJ__ak YL—as

/ o [

X exp {—zp ¥ —y )] exp [zp” (% —y))| exp {Z’pL-(XL - YL)]

X

X

-1 1 >
+
(pOQ—pﬁ—pi p** = pf —p? —m?

p02 P’
X {1 e [1 + 5(— - 1)] } Viip, V.. (I1.38)

Integrando em d%x | , d%y ,, d°x e dP X|| € posteriormente em dp° e dP p| temos como resultado

= Jap [ [ ddm( ﬁ) [(vu.pmvsrm)}exp{zm«ak—ag}

6Fizemos esta verificacio até d = 10
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b dp, (1 1 ,
= —TL%(Vi1 Vi1 )(Vs1 Vi) A eXp | 1P 1 -Bgs

= (Vi1 -Vis1) (Vs -Vis )L s (I1.39)

onde usamos a definigao (I1.26).
Usando o resultado (I1.27) em (I1.39) temos que

2(5-27(4) [d(v“‘a’“) (Vsraks

Ths =
" (QW)%ade Aks

>—VM-V5¢1 +

Qs

md

(2m)

[NJIsH

[(maks)_ Ky(may) (VkL-Vsi) +

[S11SW

- (maks)lSKH;(maks)(VM.(maks)) (VSL.(maks))} d=1,2,3,.. (IL40)

Neste caso com as equagoes (/1.37) e (I1.40) encontramos a densidade de energia deste

conjunto de dipdlos”.

N N od_
E 22 IT(9) [ (N Vi ags\ [ AV ks
5:L_D _ ZZ(Q)d (zd)[d< k kLak)( Lak)—/\kVM.Vsi}-i-
2

Qs Qs

- g £y ) (Vi)
= (o) R gtman) (Ve Gma) ) (Ve )| @y

O resultado (I1.40) se compde pela contribuigao da energia entre distribui¢oes de dipolos
intermediada pelo campo de Maxwell subtraida pela energia de interacao intermediada pelo

campo de Proca.

II.3 Campo de uma Corda de Dirac no modelo de Lee-
Wick

Nessa secao temos o objetivo de estudar o campo gerado por um solendide infinito. Para este

fim, vamos iniciar discutindo a teoria de Maxwell. Como sabemos [28], na teoria de Maxwell o

"Apenas para se familiarizar com o método proposto por A.Zee[13] de recuperar o limite nao-relativistico
em Teoria Quantica de Campos sugiro uma breve leitura de [26]. Por motivos de comparagéo e conhecimento

a respeito do assunto é sugestivo a leitura de [27]
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4-potencial de um solenéide ideal é dado por®

200, —y,2,0) \Ja24+4y? <R
2
%(0, —y,2,0) Jz2+y> >R

Lembre-se que os camos eletromagnéticos sao obtidos pelo seguinte par de equacoes

Al (@) = (11.42)

B = VxA
EFE = —-Vo I1.43
sendo
At = (®, A). (11.44)
Seja DY/ (x,y) o propagador da teoria de Maxwell no sentido que
N 0,0 Dyx m(z,y) =" ,6(z —y) . (IL.45)

Uma discucao classica do problema nos levaria a concluir que, dada uma corrente externa

JH(z) acoplada ao campo eletromagnético, a expressao

Aylw) = [ dyDile) ). (11.46)

é solucao das equagdes dinamicas nao homogéneas (com fontes) de Maxwell, as quais podem

ser obtidas pelo principio da minima agao,
O"F,, = J,. (I1.47)
Escrevendo DY/ e J,(y) em termos de integrais de Fourier e substituindo em (I1.46) temos

Al(z) = / dty D (2, y) ], (y)

= / d'y / (527;413’1&” (p) exp {—ip(x—y)} / (gj:; J, (k) exp [—ik‘y}
_ / (2‘547’;4 D (p) . (p) exp {—ipm} (11.48)

80s sub-indices AB indicam estarmos tratando com o potencial de Aharonov-Bohm e o sub-indice M indica

que estamos trabalhando com a teoria de Maxwell.
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Identificamos entao a transformada de Fourier da solucao de Maxwell

Aly(p) = Di{ (0) 1, (p) - (11.49)
Usando o fato de que
N v
Dy (p) = ;72 - (11.50)
em (/1.49), podemos obter
T,(p) = =" Az (p). (IL51)

A idéia principal da nossa abordagem é utilizar o fato de que a corrente no solendide é a
mesma, tanto para o caso do eletromagnetismo de Maxwell quanto para o caso de Lee-Wick.

Nas equagoes que seguem, o sub-indice LW indicam estarmos tratando com quantidades
referentes a teoria de Lee-Wick.

Na teoria de de Lee-Wick temos que

Aly(z) = / d'y D" (2, y)J,(y)

— [ D)) exp | —ipa] (1152)

onde D" (z,y) e D" (p) podem ser obtidos da equacio (I1.16).
Substituindo (I1.51) em (I1.52) podemos escrever

Al (@) = / gjf; — p* D"\ (p) A (p) exp [—ipx} : (I1.53)

O resultado acima indica que se conhecermos a transformada de Fourier do potencial vetor
da teoria de Maxewll fl}/[ (p) correspondente a uma dada fonte externa J*(z), podemos calcular
o potencial vetor correspondente a mesma fonte externa na teoria de Lee-Wick, A% ().

De agora em diante vamos escolher o calibre no qual { = 1 em (I1.16). Sendo assim, teremos

o propagador

m2

10 = e o2 s

Apenas como observagao, mencionamos que o segundo par das equagoes dinamicas do mod-
elo de Lee-Wick sao obtidas pelo método variacional da minima agao. Essas equagoes sao dadas
por

[
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Estamos interessados em calcular o campo magnético no exterior do solendide no modelo de
Lee-Wick. Para isso, vamos usar a equagao (I1.53), o que requer a obtencgao da transformada
de Fourier do potencial vetor na teoria de Maxwell. Para simplificar, vamos pensar em um
solenéide muito fino, de modo a aproxima-lo por uma corda de Dirac’. Nesse caso, a teoria de
Maxwell fornece apenas o potencial vetor na parte externa do solendide.

Para um potencial que s6 depende das coordenadas espaciais perpendiculares ao solendide

(componentes espaciais 1 e 2)10,

At(p) = /d%A“(:c) exp|ipz]
= /dxodx3 exp[ip®z°] exp|[—ip*z?] /dQXJ_AM(XL) exp|—ip, - X, ]

At(p) = (27‘()2(5(}?0)5(]93)/d2XJ_A“(XJ_)eXp[—Z'pJ_XJ_] : (I1.56)

Usando a segunda linha de (I1.42) e os resultados do apéndice B, temos

—yBR?

Asaly) = (rP30P)3G") [ dxuz A2

exp {_Z‘pJ_XJ_}

B 2
= (27)29(p°)0(p?) iBR 9 /allei2 exp |:—ipJ_XJ_:|
X

2 Opy 1
. iBR? 0
= (@2m)P5(p")o(") —— 5 m(lp.]), (IL.57)
Dy

e uma expressao similar para A%,(p), que nos permite escrever a transformada de Fourier do

potencial vetor para um solendide na teoria de Maxwell na forma

Hprs(p) = Cr)8()0(") I (o) (1158)
onde .
I"(p1) = %(O,py, —Pz, 0). (I1.59)

Tendo em vista (I1.53), (I1.54) e (/1.58) temos que o potencial vetor do solendide na teoria

de Lee-Wick é dado pela integral

d? m?2 iz ])\ '
Ay o = / P (Iu _en )exp[zprxg. (11.60)

(2m) p12+m?

9Uma corda de Dirac[29] pode ser pensada como um solenéide para o qual BR? = g = constante no limite

de R—0

0Esta expressao é valida para qualquer potencial que dependa somente de z! e z2
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Usando (I1.59) e (I1.60) podemos escrever

iBR? / d*p. m?
2 (2m) pL2(pL? + m?

iBR? / Pp, [ 1 m? R P
— - X :
2 (2m) \pL?  (pL2+m?) R R

BRQQ d2pj_ 1
2 dyJ) (2m)p2+m

A}LXB,LW(XL) )py exp {ipL.xL}

= A114B,M(XJ_) - 5 exp {ipl.xL} , (I1.61)

e de maneira analoga,

BR? 0

d2pj_ 1
AQAB,LW = AQAB,M + T%/

(2m) pL2+m?

exp {ipl.xl] . (I1.62)
Os resultados (I1.61) e (I1.62) podem ser colocados na forma compacta

A —A —|—R_2( ><ﬁ)/d2pL ! exp |ipL.X (I1.63)
AB,LW = AABM (27) p.2 1 m? PltPL-X1 |- .

oL

2

Usando os resultados do apéndice B temos que

2

. . R . .
Aaprw = Aapm + 7(3 x V)Ko(m+/ 2% + y?) , (I1.64)

onde K representa a fungao de Bessel K de ordem zero.
Pela simetria do nosso problema, escrevemos a equagao anterior em coordenadas cilindricas

(r,,2). Neste caso,

o o BR? 0Ky(mr) .
Aaprw = Aapwm + 5 08(7* )
BR? R
= [1 — m?“Kl(TfLT)] 7
= Ay [1 — mrKl(mr)] : (I1.65)

Vale destacar que o potencial acima é dado pelo potencial obtido da teoria de Maxwell
multiplicado pelo fator |1 — mrk; (mr)]

Ainda em coordenadas esféricas, e com a relacao,

¥ x 4] = 1| 5 (7 (1.66)

fica facil calcular o campo magnético By =V X Apw,

BR?
2

Bap.pw(r) = mEKo(mr)z. (I1.67)
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Na teoria de Lee-Wick temos um campo magnético no exterior do solendide fino (corda de
Dirac), situagao totalmente diferente daquela encontrada na teoria de Maxwell.

O campo magnético (I1.67) cai rapidamente com a distancia do mesmo. O parametro de
massa m deve ser considerado grande, como discutido previamente. Para argumentos grandes
a expressao (I1.67) se reduz a

BR? (27)'Y2 exp(—ma) .
m
2 2 (ma)l/?

Bap,w(r) = (I1.68)

Uma vez que uma corda de Dirac produz um campo magnético externo na teoria de Lee-
Wick é cabivel se perguntar sobre a existéncia de algum tipo de interacao entre duas cordas
de Dirac. A energia de interagao pode ser calculada de forma similar ao que fizemos na secao
anterior, com a seguinte expressao

1

onde

oo = [l P g ipe )| o

(»
Vamos tomar duas cordas de Dirac paralelas, uma posicionada ao longo do eixo z e outra

na posicao a; . A corrente externa, nesse caso, tem a forma
JM([B) = J(l)u(t, X||,XL) + J(g)u(t, X|, X1 + ay). (IL.71)

Substituindo (I1.71) em (I1.69), desprezando termos de auto-interagao de um solendide con-

sigo mesmo !, temos

1
E = T/d4:cd4yJ(1)u($)D“”(fffay)J@)V(y)

— / d*zdy / T wu(p exp[—ip(w)]

D™ (z,y) / (621:34 J2u(p') exp [—ip’(y)] (I1.72)

As equagoes (I1.59), (I1.58) e (I1.51) fornecem a transforma transformada de Fourier para

cada uma das correntes acima,

Ju(p) = =P’ nnANp) (2m)*6 ()8 (p) I* () - (IL.73)

110s termos de auto-interacio nio contribuem para a dinidmica de nenhum dos solendides, uma vez que niao

resultam em forga sobre os mesmos
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Com o auxilio de (I1.70) e (I1.73), integrando em dz%dx3dy’dy® e definindo o comprimento

(infinito) do solendide, L = [ da?, calculamos a energia (I1.72) como segue

E = % / d4xd4y< / %(pL)QnuAIA(pL)eXp [@'pixLDx

d4p/ m2 , pmplu '
< [ e e el
d2p”1_ I \2 0 i N/
X 27) (P" 1) el (p" ) exp|ip”  (yoL +aL)
— | &x & d*p. 2, X .
= X, avyy —<27T> (p1) M (pL)exp|ipix| | X
X

d2pl m2 { pl,up/u } |: :|
m— exp [1p/, (x| — X
/ (277')2 pi2<pl2 _ m2) n m2 p pL( 1 YJ_)

(/ d(QQI::)L (0" L) mol”(p" 1) exp {z’pﬁ(m - aL)D. (I1.74)

Integrando agora em d?x d?y , d°p/, d*p” | e usando a defini¢iao (I1.59),

2

% = /ng;(pL)2I)\(pJ_>I>\(_pL)—(pLQWL_ m?) exp [—imm]
_ _BIBQ(mR;)(mRﬁ Ko(ma) (IL75)
onde usamos resultados do apéndice B.
Portanto a forca entre dois solendides é dada por
potE _ BB RO RS dRofna) __y BB ey a7

Ou seja, a forca entre os solendides é atrativa caso o campo magnético dentro destes tenha a
mesma dire¢ao (B; e By com o mesmo sinal nos resultados acima), e repulsiva caso os campos
tenham diregoes opostas (B; e By com sinais contrarios). E importante ressaltar que esta forca
cal muito rapidamente com a distancia a entre os solendides uma vez que, para argumentos
grandes, a funcdo de Bessel K, (z) se comporta como Kj(x) = exp(—x)/z'/? e o parametro de
massa m deve ser tomado como grande.

Esse comportamente é bem distindo daquele observado na teoria de Maxwell, onde os

solendides jamais poderiam interagir entre si.
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II.4 Ondas para o campo de Lee-Wick

Para complementar este capitulo finalizamos com esta secao onde discutimos brevemente ondas
no modelo de Lee-Wick.

A interacao entre particulas e o campo de Lee-Wick se da pela pela mesma acao de acopla-
mento da teoria de Maxwell. Mais especificamente, seja uma particula de massa m e carga q,
interagindo com um campo externo vetorial seguinte acao. A acao dinamica da particula mais

a acao dinamica do acoplamento ¢ dada por

S=— /(mds + qA“d:vu). (I1.77)

Aplicando o principio da minima ac¢ao somos conduzidos a seguinte equacao de movimento

dp

pri qE + q7 x B, (I1.78)
onde
B = VxA
. oA -
E = — -V I1.79
- Vo, (1L79)
sendo
AF = (D, A). (I1.80)

Aplicando o divergente na primeira equagao de (/1.79) e o rotacional na segunda, e usando

algumas identidades vetorias, concluimos que

—

V.B =0
- o8

A dinamica dos campos é dada pela seguinte acao,
1 pv 1 pv p
S=- ZF‘”’F + WFWDF + J, A" ) dSL. (I1.82)

Neste caso,

1 , 1 b1 v
0S = —/(§FMV5F“ —l—méFMVDFM +4_WFMVD5FM +JM5AN>dQ
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_ / (—aﬁFW - %@LF“” + J”) 5A,dS

= 0. (I1.83)
Portanto temos como resultado,
0 %4 v
(1+ W)a“F =J". (I1.84)

Escrevendo em termos dos campos fisicos E' e B encontramos o seguinte par de equagoes:

O
(1+E)V.E = p
O . OE -
1+ — B = —+7. II.
( +m2)V>< 5 +7 (I1.85)

JE = (p, ). (11.86)

(I1.87)
VB=0 , (1+52)VvxB=2%,7

As equagoes de onda para os campos E e B no vacuo(p = 0, j = 0) se obtém facilmente do

resultado anterior. Para o campo elétrico podemos operar com (14 )V x em ambos os lados

m

da equagao (I1.87) que contém o rotacional do campo elétrico

O ~ 0 U =
(1+@)v xVxE:—a[(lJrW)VxB]. (I1.88)
Com a ajuda da identidade vetorial
VxVxE=V(V.E)-VE, (11.89)

e com a equagao (I1.87) que contém o divergente do campo elétrico, concluimos que

(1+ —)V?E = ; (11.90)
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A equagao (11.90) pode ser reescrita na forma
(1—-—)OE=0. (I1.91)

Para o campo magnético operamos com o rotacional na equacao (I1.87) que contém o rota-

cional de B e usamos a equagcao (I1.87) que contém o rotacional de E , fornecendo

(1-—)OB=0. (11.92)



Capitulo III

Eletrodinamica de Lee-Wick na

presenca de planos condutores.

Nesse capitulo consideramos o campo vetorial do modelo de Lee Wick na presenga de condicoes
de contorno em superficies planas. Nos restringimos a condigoes de contorno que, em um certo
sentido, simulam a presenca de um condutor perfeto para o campo. Estudamos duas situacoes
distintas, a saber: a interacao entre uma fonte pontual estatica e um plano condutor e a
interacao entre dois planos condutores perfeitos paralelos. Em ambas as situacoes restringimos

os resultados para o caso onde o parametro de massa m ¢ grande.

Para a primeira situagao, os resultados podem ser interpretados como correcoes quanticas

para o método das imagens no modelo de Lee Wick.

O segundo resultado se caracteriza por correcoes quanticas para a energia de Casimir ori-

undas do acoplamento, caracteristico do modelo, de ordem superior nos campos.

Vale mencionar que poderiamos empregar uma abordagem alternativa para a obtencao
dos resultados, na qual o acoplamento em ordens superiores nos campos seria considerado
perturbativamente, como é usualmente feito em Teoria Quantica de Campos. Nao optamos por
este procedimento pois, apesar dos resultados terem sido obtidos perturbativamente, o modelo
foi resolvido exatamente, no sentido que todos os propagadores relevantes foram calculados
de forma exata. A partir dos propagadores encontrados pode-se estudar qualquer aspecto dos
sistemas que consideramos, e nao apenas aqueles estudados nesta dissertacao. Poderiamos até
estudar aspectos dos modelos em ordens mais altas ou até mesmo exatamente. Nesse sentido

a abordagem que adotamos é mais vantajosa, pois se tivéssemos usado teoria de perturbacao

22
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usual em TQC, estariamos limitados sempre a uma certa ordem na constante de acoplamento.

III.1 Plano condutor perfeito e uma carga pontual

Nessa dissertacao vamos considerar que em um condutor perfeito a forca de Lorentz paralela a
superficie do condutor seja nula. Como discutido no capitulo anterior, a forca de Lorentz no
modelo de Lee-Wick abeliano tem a mesma forma da que encontramos na teoria de Maxwell.
Sendo assim, a presenca de uma superficie condutora para a teoria de Maxwell deve impor
condicao de contorno sobre o campo vetorial semelhante a condicao de controno imposta por
um condutor na teoria de Lee-Wick.

Dessa forma, vamos tomar como um plano condutor perfeito perpendicular ao plano z um

objeto que impoe as seguintes condicoes de contorno

0 F (@) =0, (IIL.1)
onde
1
Fr — §ewaﬂF&ﬂ , (I11.2)
n* = (0,0,0,1) (I11.3)

¢é o vetor perpendicular a superficie condutora e o sub-indice S estd nos dizendo que a condicao
(II1.1) é tomada em uma superficie plana S.
Uma outra maneira de analizar a condicao de contorno imposta é escrevendo o tensor

F**(x) em termos dos campos fisicos E e B, ou seja,

FH 7 (z) = Y (I11.4)

Neste caso tendo em vista a condicao de contorno,
B,=0, E,=0, E,=0. (I11.5)
Manipulando a equagao (III.1) encontramos,

e 00, Ag(x)|g = 0. (I11.6)
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Por conveniencia vamos definir o operador diferencial
X7 = 0,0, (I1L.7)

O funcional gerador é dado pela integral funcional gaussiana da acao nos campos. FEssa
integral deve ser efetuada em todas as configuragoes de campo que satisfacam a condicao
(II1.1). Vamos implementar essa restrigao utilizando o truque proposto na referencia [30], na

qual se introduz um funcional delta como segue

Z[0,] = / DA S[n, F™ ()| ] exp [z / di (%AHOWAZ,— JuA”> S (s

O funcional delta acima anula todas as contribuigoes para a integral que nao satisfazem a

condi¢ao (III.1). O funcional delta tem a representacao de Fourier funcional

St ™ (z)|g] = 0" Ap(z)| ]
= /DB,,eXp i/dS(x)B,,(:c”)X”ﬁAg(x) , (I11.9)
onde
B = (B°, B, B?) e dS = d*z(x.). (I11.10)

0 3

sendo x| as coordenadas paralelas ao plano condutor, (z , 2t 2?), e x; = 23 a coordenada
perpendicular a este. B é um campo auxiliar definido apenas sobre o condutor. O papel

desse campo auxiliar pode ser entendido como o anédlogo funcional da varidvel de Fourier (no

espago reciproco) se pensarmos na conhecida relagdo para a fungao delta de Dirac, 6(x) =
[ dk exp(—ikz).
E de f4cil demonstragao que B, (z)) possui invariancia de calibre, ou seja,
By (z)) = By(x)) + 0o f (). (HL11)

Utilizando um procedimento analogo ao proposto por Fadeev-Popov para a quantizacao de

campos de calibre, concluimos que
1
Z[J,] = /DAHDB;L(S[GMB“ — flexp [z’/d‘lx(éAuO’“’Al, — JMA“>+

+/dS(m)Bl,(x||)X”ﬁAﬁ(a:) . (IT1.12)
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Como sabemos, a fisica é independente da funcao de calibre f. Procedemos agora com
o truque de Gerard’t Hooft, inserindo uma funcao de f e integrando sobre a mesma. Por

conveniéncia escolhemos uma forma gaussinana, como segue

1
ZJ|J,] = /DAM exp [i/d4$(§AuO“”AV— JMA“)

DB, exp [i/dS(a:)By(m)X”ﬂAg(x)

X

X

X

?

2A/clS(:zc)alS(y)f(-’an)Q(-’fﬁn —y)f(y)] . (I11.13)

X

Dfo[0,B" — f]exp

onde inserimos uma funcao arbitraria Q(x| — y)) a ser escolhida convenientemente e A é um
parametro de calibre para o campo auxiliar B.

Efetuando a integral em f temos

X

Z[]] = / DA, exp [z / d'x (%A”O””AU - JHA“)

x DB, exp [i/dS(x)By(x”)X”ﬁAg(:v) X

X exp[_%/dS(x)dS(y)B"(qu)%@Q(In—y)B”(?/n) o (IL14)

onde efetuamos duas integragoes por partes na ultima linha.
Se nao fosse a segunda linha na equagao acima, na qual temos um acoplamento entre A* e
B*, terfamos duas integrais funcionais gaussinas, uma em A* e outra em B*.

Para desacoplar A* e B* efetuamos a translacao

Ay — Ay — /dS(y)BA(y)XA”(y>Dpu(y7w) : (II1.15)

Sendo assim

/ d*zA,O0" A, — / d'zA, 0" A, — 2 / d*zA,O0" / dS(y) B* ) x>"(y) Do (y, z)+

+ [t [ dSwB )l ) Dl 000" [ dS(2)B (1) () Dus(z0) . (11L16)

Usando o fato de que

O" D, (2,2) = 6*(2 — )"y, (II1.17)
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temos

/d%AMOWAV — /d4a:AMO‘“’AV - 2/dS(y)BA(y”)XAp(y)Ap(y)qL

/ / 45 (y)dS(2) B (y))x2? (1) xe (2) Dy, 2) B (2. (I1L18)

O termo com a corrente em (II1.14), apds a translagao, fica

/ d*zJ, A" — / d*zJ, A" — / dS(y) B () x> (y) / d*zD,,(y, z)J"(z). (I11.19)

O termos de acoplamento entre o campo auxiliar e o campo vetorial toma a forma

[ 8@, Asta) — [ dS(a) Bl As(o)+

/ / 45 (y)dS(2) B (9))x2 (1) xa (2) Dy (4, 2) B (21). (111.20)

Por conveniéncia futura definimos a quantidade

L(y) = x2"(y) / d*w Dy, ©)J" (). (111.21)

Com os resultados acima reescrevemos nosso funcional gerador com condi¢oes de contorno

Z[J,) = / DA, exp [@ / d x( A O" A, — ], A“) i / dS(y)B’\(y”)]A(y)] X

xexp[—— [ [asmase o (e wGnat. ) + 10.0.0) )|

como

DB, exp

(111.22)

Agora é importante simplificar a estrutura (/77.22). Primeiramente escolhemos & =

Deste modo,

Dp(y,z) = / (;ljf)l - (me _2 ) {npe - %} exp [—ip(y - Z)]

/ (fp)” oo il = 2] - e il — 20 |

PoPo
m2

X exp {—im(y” — z)} {T]pg — (I11.23)

onde efetuamos a integral em p?® e definimos

L= 1/p||2 el = 1/p||2 —m2. (11124)
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Definindo a quantidade
1
W2 = XM (W)X (2) Dw(y, 2) + 10°0°Q , (I11.25)

temos para o nosso funcional gerador com condi¢ao de contorno,

Z]J,] = /DAM exp [z’/d% (%AMO‘“’AV - JMA“)

. (I11.26)

DBM exp [i/d3yB)\(y||)I>\(y”)] X

X exp [—% / / d*yyd®z Bx(y )W (yy, 21) Bal(2))

Note que o funcional acima e composto de duas integrais funcionais independentes, uma no
campo A e outra no campo auxiliar B. Cada uma dessas integrais tem a forma gaussiana e
pode ser efetada exatamente. A integral em A é a mesma encontrada na teoria sem condigoes
de contorno e discutida no capitulo II. A integral em B requer um pouco mais de trabalho.

Manipulamos agora o primeiro termo do lado direito de (IT1.25) como segue

XAp<y)Xa9(z)Dp9 (y,2) = 63)\Mpau(y)GgayeaV(Z)Dp(?(yll x| )

i [ dPp (1 1 o 7 y
- 5/ : (___) exp | —ipy(yy — 2) | {€Mpupunpne™”’ }

(2m)3\L T
: dng 1 1 i . ] Aa, 2 A,
= 5/ @nf\z 1) P _—an(yn —Zn)_ {np)* ="}
(I11.27)
onde argumentarnos que
€3A#Pp“pynp€€3m/9 — nAapH2 . p)\pa‘ (11128>
Como sabemos
,’733 7]3(1 n3V
ESAupnpee?)oaVH — 7]/\3 n/\a 77)\,/ — _773377)\01an o 77304,'7)\1/77MS o 7731/77/\377uo¢_|_
ne e
+7733n)\1/n,ua 4 n3an)\3npu 4 n3un)\anp3 — _773377)\04,0“1/ + 7733?7)\1/?7,ua7 (11129>

pois A\, a, ju e v # 3. Portanto a afirmagao (111.28) se concretiza.

Sendo ) uma fungao arbitraria, podemos fazer a seguinte escolha

Qyy — 7)) = %/ g;f)”g (% - %) exp {—Z’P(yn - Zn)} e A=1. (111.30)
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Substituindo (I11.30) e (I11.27) em (I11.25) temos que

i [ d’p

Wy 21) = 3 / om)? (% - %) exp [—@'Pn(y - Zn)}nmpz

% / égf)gL(l ~ %)nm exp {—ip(’yn - Zn)} : (IIL.31)

Para calcular a integral funcional no campo auxiliar B em (II1.26) precisamos encontrar a

inversa da fungao W>*(y, z), que vamos denotar por V,g(z|,qy). Sendo assim,

/ &2 W (yy, 2)Vao (21 a1) = 160° (y) — q)- (T11.32)

Nao ¢é dificil mostrar que

. dgp/H I’ 1 w
Vo2, q) = —21 (27r)3ﬁ T a0 €XP —sz(z” —qp)|- (I11.33)

Agora vamos fazer as seguintes translacoes de campos,

A, — A+ / dyDon (2, ) 7 (y)

By) — BA(yn)Jr/d?’sz(yn,z)fe(Z”)- (I11.34)

Inserindo (II1.34) em (II1.26) encontramos finalmente o funcional gerador

213, = NiNoexp| -3, [ atady(0) Dyt )70

X exp [% /d3.l’||d3y||la<l’||)va9(£€”,y)Ig(y||):| s (11135)

onde definimos os seguintes determinantes,

N, = /DAMeXp %//d4xd4yAu(x)(54(y—x)O’“’Al,(y)

. (111.36)

7
N2 = /DBueXp —5//d3x|d3y||B,\(x||)W’\a(:v,y”)Ba(y”)

De posse do funcional (I11.35) temos a teoria quantica de Lee-Wick na presenga de um plano
condutor perfeito no sentido que podemos obter qualquer quantidade fisica a partir de (II1.35).
Estamos interessados na interacao de uma carga pontual com um plano condutor infinito.

Para isso usamos a conhecida relagao [13, 26]

Z. = exp {—ZET] , (I11.37)
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onde F é a energia do estado fundamental® do sistema em questao e 7" o intervalo de tempo.

Vamos considerar a presenca de uma carga a uma distancia a do plano condutor, sendo a
um vetor com apenas coordenadas perpendiculares ao condutor. Esta carga pode ser descrita
pela corrente [26]

JH(x) = n"ON6*(2))8% (x — a) (I11.38)

Ao substituirmos a corrente (II11.38) em (II1.35), e usando o resultado (II1.37) notamos
facilmente que os determinantes N; e N, fornecem contribuigoes para a energia F independentes
da distancia entre o plano e a carga. Essas contribuicoes existem mesmo sem a presenca do
condutor e da carga e estao relacionadas as energias de vacuo livre do campo vetorial de
Lee-Wick e do campo auxiliar. Apods algumas manipulagoes simples podemos mostrar que a
primeira exponencial do lado direito de (I11.35) fornece também uma contribuicao para a energia
independente da distancia entre o plano condutor e a carga. Esta contribuicao esta associada a
auto-energia da carga [26]. Vale mencionar que os termos da energia independentes da distancia
entre o contutor e a carga nao contribuem para a forga de interacao entre as mesmas, uma vez
que essa forca é obtida pela derivada da energia em relacao a esta distancia.

A contribuigao para a energia oriunda da segunda exponencial em (II1.35),

1
E=—ox | dady I (z) Vao() y) I () , (ITL.39)

vai nos dar a interagao entre o plano condutor e a carga pontual.
A quantidade I* na equagdo acima tem sua definigdo dada em (II1.21). Com a corrente

(II1.38) temos

2
[a(xw = 3a;wa /d4 / {nus_py S}eXp —Zp2+2p||13“ Js(z)
—m?2) m?

ol el ]

L M
- ”/ P P D) ”Op“explw_zp”x”} (ITL.40)

Substituindo (II1.40) em (II1.39) temos

A2 By m? .
B = g [ Eabnli [ G e o a5 |

Por estado fundamental queremos dizer o estado na auséncia de particulas (vdcuo), ou “quanta”do campo.
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3,/
X —22’/ ki E ! T €XP | —ip| (T — y)) | X
(271‘)3 L\ - L I
[ &P m (3010 ]
" {/ L RO M K

A3y m? [ ]
2 2= 3a 0 o g
= =) /d 17||d y|| {/ (27_(_)3]52(}32 +m2) K Pu €Xp pLa — 4] } X

d2p|| VoI~ m? [ ]
Na €xp | —ip) (2 — y))
VP \/Pu +m? — \/PH -

d3 =/
m 391/0 "
X (27?)3]7’2(}5"24—7712) b, €Xp ZpLa ZpHyH

N 2
_ —)\2[/ d2P|| VPIT+m pi’ }
\/PT pi* +m? — /7]

) U (Cl?p;) (7 +m)(p|| TR rm?) [ZMQH ' (iL41)

A partir deste ponto tendo em vista a complexidade da integral na ultima linha da equacao

(II1.41), vamos tratar o problema pertubativamente. Neste caso tomamos o parametro m como
sendo uma quantidade grande.

O termo entre colchetes na iltima linha da equacao (I11.41) pode ser calculado como segue

/dpL m’ e [2 a]
X fr—
) FE+ )@+ 2 +m?) P

- [ B mrm el - [ Gsmmrrm ol
2\/>exp{ \/> ] —Wexp {—\/Wa] , (I1.42)

onde na segunda linha usamos fracoes parciais e na terceira linha usamos os resultados do
apéndice B.

Uma vez que estamos nos restringindo ao caso onde ma ¢ suficientemente grande, vamos
desconsiderar a contribuicao com m presente no argumento da exponencial na tltima linha da
equagao (I11.42). Sendo assim

dpy m? [ ] 1 { — }
exXpipLa) = exp | —/Djal - I11.43
/ Cm) @+ DT+t ) LT g VY (111.43)
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Substituindo (II11.43) em (II1.41) obtemos

=2 2
d*py \JPIm T m I 1
E =~ —)\2[/ 2p“2 il ]Fexp{—z,/pﬁa]

(2m) , /p‘|’|2 /p—|’|2 +m? — p—|’|2 D)

)\2 o 2 2

_ A VPEE™T {—2;9 a] , (I11.44)
8m Jo p?+m?—p
onde efetuamos uma integracao em coordenadas polares e definimos p = ﬁﬁ

Para valores de momento p altos, a contribuigao para a integral (I11.44) é cada vez menos
relevante. Dessa forma é legitimo pensarmos em um momento de corte p = A como limite
superior da integral (I11.44). O que também torna legitimo introduzirmos um momento de
corte é o fato de que, para momentos altos, o plano passa a se tornar transparente [31].

Vamos tomar o momento de corte tal que, para todo o intervalo de integracao 0 < p < A,
seja legitimo fazer p << m. Isso equivale a dizer que m >> A com isso podemos expandir o

termo entre colchetes em (I11.44),

e (111.45)

Substituindo (II1.45) em (II1.44) temos que

2 A

E~—— d
87 Jo b

p P
1+ =+ —|exp[—2pal (I1L.46)
m m

O integrando acima é muito pequeno para p > A, dessa forma, se fizermos A — oo na
integral acima estaremos introduzindo uma contribuicao irrelevante, portanto

2 o] 2

F =2 —— dp 1+£+p_ exp[—Qpa}
87 Jo m  m?
~ M1 L +O(m™?) (I11.47)
& —— m=°). )
167 a 2ma  2(ma)?
A forca é obtida como a derivada da energia em relacao a distancia a, como segue,
dE A2 1 3
F——=—-—— — t — O(m™3). I11.48
da 47(2a)? [ ma i 2(ma)? +0(m™) ( )

O primeiro termo em (I11.48) corresponde ao método das imagens, onde temos uma interagao
tipo Coulomb para a carga e sua imagem em relagao ao condutor.
E interessante notar que a forga (I11.48) néo se caracteriza pela soma de uma contribuicao

do setor massivo e do setor nao massivo para o campo, como ocorre no caso de interagoes entre
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fontes estaciondarias, discutido na secao anterior. Esse fato poderia ser percebido previamente

se tivéssemos escrito o propagador do modelo com condigbes de contorno (a partir da expressao

(IIL.35)).

II1.2 Interacao entre dois planos condutores perfeitos: o
Efeito Casimir

Nesta secao estudamos a energia de interacao entre dois planos condutores paralelos entre si,
em uma configuracao tipica de Casimir, no modelo de Lee-Wick. Pelo procedimento adotado
quantizamos a teoria na presenca dos planos condutores, obtendo o propagador neste caso, e a
energia de Casimir.

Nos restringimos a situagao onde o parametro de massa m é muito grande.

I11.2.1 Propagador na presenca dos condutores

Como vimos anteriormente, um plano condutor perfeito é introduzido na teoria por meio de
uma condigao de contorno a qual o campo A, (x) deve satisfazer. No presente problema temos

dois condutores paralelos, e a condi¢ao de contorno a ser imposta é dada por,
N (x)]g, =0 k=1,2, (I11.49)

onde Si, k = 1,2 designam dois planos paralelos entre si, n* = (0,0,0,1) é o 4-vetor perpen-
dicular aos planos e F**(x) = (1/2)e"*PF,5 é o tensor intensidade de campo eletromagnético

dual.

Podemos escrever as condi¢oes acima de forma conveniente
X" As(7)|s, = 0 onde X" = 1,e"*#9,. (IT1.50)

Nosso funcional gerador com condicoes de contorno é dado pela integral funcional gaussiana
da agdo somente sobre as configuragoes de campo que satisfazem as condigoes (II11.50). Essa
integracao funcional pode ser implementada pela introducao de funcionais delta de Dirac, como

segue

Z[0,] = / DA, T 00 F* ()], ] exp [z / d%(%AMOWAV—JuAﬂ) (s
k
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Vamos tomar os planos condutores nas posicoes (0,0,0,awk), ¥ = 1,2 de modo que a
distancia entre estes seja |a@) — a()l-

As deltas funcionais acima tém uma representacao funcional de Fourier dada por

O P ()ls,] = 0[x""As(2)|g]

= /DB(]“)V exp [i/dS(k)(:L‘)B(k)l,(a:”)x”ﬁAﬁ(x) : (IT1.52)

onde B, (z) sio campos auxiliares e definimos dS®) (z) = d*zd(x | —ay), comz, = (0,0,0,z?).
Sabemos que nossos campos auxiliares B*) () possuem invariancia de calibre, deste modo,
procedendo da mesma forma que fizemos na secao anterior, somos conduzidos ao seguinte

resultado

[T 6ln. P @) = ([ PB exp[ S [ s @B, sta) |

k k

X exp

__Z/ds(k) )ds™ (y) B (2)9,0,Q(x —ynaO)B('“)”(y)] , (IIL53)

onde A é um parametro de calibre e () uma funcao arbitraria a ser definida.

Substituindo (II1.53) em (III.51) e fazendo a seguinte translagao
k

podemos escrever o funcional gerador com condicoes de contorno na forma

1
= / DA, exp [@ / d“w(ﬁAMOﬂ”AV— JMA”) / [IpB®,)x
k

X exp _ZZ / / ds® )B“(yn)(XA”(y)Xa‘)(Z)Dpe(%z) + %3@&2) Bl"(Zn)] X

(I11.55)

X exp ZZ/dS y) By () |,

onde definimos
IL(y) = x2"(y) / d*w Dy, v)J" (). (I11.56)

Por conveniéncia escolhemos () como sendo,

Qly, 2) = / (;ljf; > (pgmj 7 O [—ip(y - z)] . (ITL57)
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Vamos agora simplificar o termo quadratico em B na equagao (II1.55)

> [ [ as®wist:) 8w (w<y>xa0<z>z>pe<y, 2+ %mQ) B(z) =
kil

=2 / / d*yd’z Bia(y)) (ESA“pau(y)G?’“"aau(z)Dpe(@/n — 20k — @) +
k.l

§
+ %akaacg(y” — 2 a — al)) Bia(2))- (I11.58)

Definindo

5
Wiy, ) = €0,9279, 5Dy (y) — 2y an — @) + %8@‘3‘@(@/” — 21 a — ap), (TT1.59)

temos

S [ [ 45906180 (w0 @Dty ) + 20,0.0) B (2 -

= >y d® 2 Bix ()W (1, 21) Bia(2))) - (I11.60)
kZJ / / Ya”2) Bealy) Y 2| I

De agora em diante vamos usar os calibres onde { =1e A = 1.

Usando a definicao

Dyo(y, z) = / (jjf; = (p;”_Q — (np(, - %) exp [—ip(y - z)} , (IIL.61)

podemos mostrar facilamente que

d3p .
00, W0, DDy (y) — 25 a — ay) = / (2@”3 (nmmf - PAPQ> exp [—Zp(yn - Zn)} x
></dpL M lip (o — ) (I11.62)
X — . .
2m) (2 —m2) [T
Com a definigao (II1.57) também temos
akaa . _ d3p|| A« .
Qyy — 23 a1 — @) = )l P exp —ip)(y — 2)) | %
« / dpr v e — (I11.63)
X — . .
@m) P2 —m?) [P T

Usamos agora o fato de que?

dp. m? . i . ; |
/ 27) P2(p2 — m2) exp {Z]ua} = 57 eXP [zLa] BT {zfa] , (I11.64)

2A integral proposta pode ser resolvida apenas separando o integrando por fracdes parciais e utilizando o

teorema dos pélos e residos[32].
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onde

L= p”2 el = 1/]9”2 — m2. (11165)

Com os resultados (I11.53), (I11.63) e (I11.64) a fungao (II1.59) pode ser reescrita como

d’p)

Wiy, 2)) = / 2 P {—ipn(y - Zn)} X

X [(nme — pApoz) (i exp {iLakl] —% exp [iFakl]> + Supp® (i B %)] ‘

(I11.66)

Por conveniéncia de notagdo, definimos a matriz [W**(y;, z;)] cujos elementos sao dados

por W (yy, 2)),

&y gmp)’? f (n*“qu - pAp“)
I%an — l o .
W2y, 21)] @) P ipy(y) — 2)) :
f (n)\ap”2 o p)\pa> gnz\ap”2
(II1.67)
onde definimos
f= iexp 1Lay; ~57 exp |ilay e g= 5 o0 ) (I1.68)

Futuramente vamos precisar da inversa de [W**(y,, z)], que denotamos por [V,e(z|, q))],

/ &2 W (y, 2))[Vao (21, 9)] = (1) (1) 0 (y) — q))- (111.69)

Vamos propor uma solucao para [V,(z|, )] na seguinte forma

Veo (2, 9))] = / éf)”g exp{—im(Zn—qn)} e (LIL.70)

Vo Sab

Resolvendo (II1.69) com a proposta (II1.70) temos

- [4n - g P pape] (10
Venlera) = / @m) [_Zp”(z - q”)] i’ = ) {M P } 01)
_ # _ PaPg 0 1

pi*(g* = f?) {77 " ] 10 (I11.71)
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Definindo matrizes [B,(2))] e [1x(y))] com elementos dados por B, (%)) e Ix(y||, ax), podemos

escrever

exp [Z; / &y B (y)) I (yy, ax) — %; / / d?’ynd?’zBm(yu)W&“(yvZn)Bza(Zn)}—

— exp [ [ e nel -5 [ [ Endammnm . e )

Com as equagoes (I11.59), (I11.60) e (I11.72) o propagador (II1.55) toma a forma
1
Z]J,] = /DAM exp [i/d4x(§AMO‘”’AV - JMA")

x [JIDB®Jexp [Z’/dgyll[BA(y||)HIA(y||)]] X

X

X exp{— % / / d3y||d3z[BA(?/I)HW)‘O‘(y”,z”)][Ba(z)]]. (IT1.73)

Agora estamos aptos a fazer as seguintes translagoes nos campos,

A, — A+ / d*yDyx(z,y) ] (y)

[B*y)] — [B )] +/d32||[VA9(y|>Z||)HIe(Z|)} ’ (I1L.74)

de modo a escrever a equacao (I11.73), apds algumas manipulagoes, como

ZIJ) = NiNyexp [—% / d4:cd4yJ“(m>DW(a:,y)J”(y)} x

X eXp [% /d3x||d3y [Ia(xll)][vae(x”, y||)][fe(y|)]} , (IIL.75)

onde definimos os determinantes

N, = /DAuexp %//d4xd4yAu(x)54(y—a:)O“”A,,(y)

N = [DBew|-; [ [ dgxld?’yll[BA(xll)HWM(x’yll)HBa(?Jll)]]- (11L.76)

Utilizando o resultado (II1.71) e a definicao (II1.56) podemos escrever o funcional (I11.75)

como?

l

213 = 200)esp |~ [ et (Duutos) - Dt )|

3Uma abordagem interessante para o Efeito Casimir pode ser vista em [30]. Esta por sinal estd no contexto

de QED onde temos um acoplamento do campo eletromagnético com o campo de Dirac.
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com D, (x,y) sendo dado por
= St (51— ) [ 3ol (D00 Vi o)
X

(B = Do) ). (11L.7s)

Para simplificar a corregao ao propagador dada acima, usamos o resultado (II11.71), o propa-

gador livre (I11.61) e a defini¢ao de x*? dada em (II1.50), como segue,

_ d*p m? PpP 3
B s pPu 3 Bp
Dyy(x,y) = /d 2z d wy E :/ 2m)1 p2(p2 — m2) {77”“ om2 }6 Al
k.l

X exp {—ip (2 — x”)} exp |:ipj_($ - ak)] / (d;Tk)”V () exp {—Z’f (2 = WII)]

d4q m2 PrPv oA
. / (2m)* ¢*(q%> — m?) {77*” T2 } %" g exp {—ZQ(W - y||)]

X exp [z'mw - a,ﬂ . (IIL.79)

Dy (x,y) = / ! k” dm dqj (€0 (€67 ) kshko VS (k) exp {—i’fn(l’ _?JII)]X

X exp{sz T — ag } exp {iqL(yl —al)] X

2
m m
x . (I11.80)
(kf = p2)(ky? = p7 —m?) (kf — ¢?)(ky* — ¢F —m?)

Efetuando as integrais em dp, e dgq, e fazendo algumas manipulacoes simples, podemos

escrever D" (z,y) em uma estrutura matricial,

_ &k “EY
D" (z,y) = /(%) exp{ ik () —y)} (™ = k,ﬂ]z )4(921_f2)x

(eiL|xJ_a1| eiI‘\xJ_faﬂ 6’L’L|IJ_*(12| eiI‘\xJ_fa2| >
X

X — _
L r L r
eiL‘yL7a1| 8i1—‘|yL7a1|
% g _f I - T
f ellvi—az| il —ag]
g T T

W, v # 3, (II1.81)
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com a ressalva de que D**(z,y) = 0 quando p,v = 3.

Uma observacgao interessante a se fazer é que, se nos fixarmos nas proximidades de uma das
placas e tomarmos o limite da outra se distanciando ao infinito recuperamos o caso de uma
placa discutido anteriormente na primeira seccao deste capitulo.

De posse do funcional (I11.77) podemos calcular qualquer quantidade fisica do sistema.

II1.2.2 Densidade de Energia

A partir deste momento estamos aptos a estudar como condicées de contorno perturbam a
energia de vacuo. Neste sentido precisamos do tensor energia-momento da teoria proposta.
Uma vez que temos termos com derivadas de ordem superior é mais conveniente encontrar o

tensor energia momento da teoria pelo acoplamento do campo com a métrica[33]. Sendo assim

S = /ﬁy/—det[gw,] s, (I11.82)
dS 1
S /5@/—det[guy] 1,,dS2. (I11.83)

onde T é o tensor momento energia e d) = d*.

¢ de nosso conhecimento que

Deste modo, variando a acio (I11.82) 4

05 1., 7/ oL/
5guy - /(_§£ —det[g#y]gpz/ + W _det[g#y]>dQ (11184>

Nossa densidade de lagrangeana de Lee-Wick em um espago-tempo curvo é escrita como

L o 03 L \a 08 g% 0, A\O5 Ay

=——qg" ¢ F.3F\g — —=g° POF, Py — I11.

L 199 Fapbhe = 59799 050p 00 Fro %€ (I11.85)
Substituindo (I11.85) em (II1.84) e comparando com (II1.83) obtemos que
T = M@(l‘l’ﬁ)F »+ 4 {F,\9<1+ﬁ>F +2 ¢ _2m2F 0,0, Fro+
A, 0pA?
o Ou O (I11.86)
3
Estamos interessados na densidade de energia, dada pela componente Tj do tensor energia
momento
AgOpA? 1 A0 A
Too = F09F90 _ 2% + 4_1 F/\GFAQ +2% +

45(det[gh]) = det]gun]g" 69 = —det|gu] g 09", consequéncia do fato de a métrica ser simétrica.
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UJ
4m

1
SVFN — — FN0,00 Fa. (I11.87)

0]
+F00(W>F 0+ Fyo(— o7

A energia do sistema é dada pela integral em todo espaco de T%. Sendo assim, podemos
somar uma 4-divergéncia a quantidade T que a energia nao serd alterada. Dessa forma

podemos escrever a densidade de energia de forma mais conveniente

1
Too = A {—2(1 — E)Tleoa,\ao + 120000 + moﬁeom} A+
I 1 0 A 0 O o
_QA ?7)\9D — (1 — E)a)\ag A"+ A —2779 (9)\80 + 779/\80(90 + 77)\07790D ﬁA +
Lo A 5030 0
—§A 7]>\9|:| 8A09 —A + A 77>\9|:| a)\89 A (11188)
Definindo o o operador diferencial tensorial
I 1. 1 1
My = |—2(1- 5)779 7o + M6x000o + Mromeold | — 5 meld — (1 — E)a/\ae +
[ O 1 O
+ | —206°0290 + 11629000 + UAoU&oD} — —5 {UABD - a)\80:| —+
i m 2 m
+ ?ham N 30(90 (I11.89)
reescrevemos a densidade de energia como
Too = AMMygA? = lim Myy(x) {Ae(x)A)‘(y)} (I11.90)
y—u

I11.2.3 Forca de Casimir

Pois bem, depois das discussoes anteriores estamos preparados para encontrar a energia do
campo de Lee-Wick no estado de vacuo na presenca das placas condutoras perfeitas. Para esse

fim iniciamos com a expressao
E(a) = / d*x (0| Tyo |0) (I11.91)

Com o auxilio de (II1.90) podemos escrever

B = [ @x 0t dao) [ 4'0)26) o)
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_ / d*xlim Mo(w) (0 {Ae(x)AA(y)} 0) . (T11.92)

O valor esperado no vacuo acima pode ser calculado com o funcional gerador (II1.77) cal-

culado previamente. Para isso usamos o fato de que

olerolo - e
— Z{De/\(:v,y) —De)‘(:v,y)} , (I11.93)
onde usamos o resultado (I11.77). Portanto,
E(a) = / d*x },5% Myg(z)i [D”(x, y) — D" (x, y)]. (I11.94)

Uma vez que D*(x,y) nao depende da distancia entre as placas, sua contribuicio na en-
ergia acima nao produz nenhuma forca entre as placas. A contribuicio de D?*(z,y) para a
energia esta associada a energia de vacuo livre (sem a presenca das placas), podendo entao ser
desprezada. Sendo assim,

E(a) = —i/d3x lim Mg (x) D" (2, ) (II1.95)

Yy—z

Por coveniéncia futura vamos definir a seguinte quantidade®,

R g _f eiLE;L‘ _ eirl‘jul 1
- yial  gtli-al | {0z F2)" (IT1.96)
S —f g e - (9> = f?)

Agora vamos estabelecer quatro resultados importantes e escreve-las em termos da quanti-

dade (II1.96) definida acima.

] &k kakik 1
8 D" = —i —iky () =y | (R — =+
1 (z,y) Z/ (2m)? exp{ ik () yll)} (kun k‘||2 )4(92 — 2 X
) (eimm el gilli-al eir|ua|) g —f # _ #
L r L T e I
-f g L T
—0. (I11.97)

3k m?
(2 P {—iku(l’n - y)] - -

5Escolhemos a1 = 0 = as = a.

Lt EY (eiﬂfﬂ eil"|ml—a|
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(1 + %) OD" (z,y) = 0. (I11.99)
(1 n E) D () = / é?’k)n exp {—Zk(x” _ y”)} i(n,w B kl:/zv) (emLuR . eiLfC[j—a S).
(T11.100)

Com (I11.97), (I11.98), (II1.99) e (II1.100) e tendo em vista a equagao (I11.89), podemos
concluir que a estrutura tensorial Myg(x) aplicada em D*(z,y) é simplificada de tal forma

que’®

_ 0 0 _
Myg(z) D" (z, y) = [ﬁﬁoaomeﬂL (1 + ﬁ) 3030%9} D (z,y). (ITL.101)

Sendo assim, a energia no estado de vacuo (II1.95) entre as placas se torna

E(a) = —i/dgth M,\Q(I)D”(x,y)

Yy—x

Yy—x

. N U 0 _
= —1 / d*x lim {ﬁaoaomo-i‘ (1 + ﬁ)ﬁoaoﬂ,\e} D (z,y)

B _i/dgxiiil} é:) exp {—Z’f(f’?n —y)} (k;)zx

eiL\xﬂ eiF|xL\ eiL|CL‘L—a| eiF\xL—a|
R S| =
AT ) ()

a d3]<7|| eiLmL‘ 6iF|$l| eilel—al
d ]CO 2 -
e [t (o (=

eZF‘I‘J_ al
+ — )S} . (I11.102)

onde usamos o resultado (I11.81) e a defini¢ao (II1.96). No resultado acima fizemos a integracao
apenas na regiao entre as placas, 0 < x; < a, uma vez que estamos interessados na energia de
vdcuo somente nessa regiao. Nds definimos ainda a drea das placas como A = [ d?x;.

Efetuando a integral em dx, e usando a definigao (II11.96) temos

3 i , .
/ d:vl/ d kH _ng) {g{%(ezzm_l)_ﬂ%<e2@ra_1)}_|_

2 fa(€;2 = GFFQ )} (I11.103)

No integrando em (I11.103) introduzimos uma parte imaginaria negativa pequena na massa,

m — m — ie. Com esse procedimento deslocamos os pélos do integrando na varidvel &% de

SObserve que os termos de calibre sdo irrelevantes.
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modo que nas regioes Rk® > 0, FE° > 0 e REY < 0, Ik° < 0 nao existem poélos. Dessa forma

podemos realizar uma rotacao de Wick,
kj=p; , =i, p=0"p)=0"00), (I11.104)

o que implica em

f 1 |:6ptl e~V P2+m2a:| 1 |:1 1 :| (III 105)
20 p \/p?+m? ~2(p P>+ m2] '

Apébs a rotagao de Wick tomamos o limite € — 0.

Podemos entao escrever nossa energia de vacuo entre as duas placas condutoras perfeitas

(II1.103) como sendo

B0 = 5 [ Gt G ()

- L(eﬂ\/m“ — 1)+2fa(€pa _ B_Waﬂ —

(p? + mQ)% P2 p? 4+ m?

2
- _/ / / dp d9 d¢ p*senfp*cos®0 Q(p), (I11.106)

onde na terceira linha usamos coordenadas esfericas, sendo pY o eixo polar, e definimos

Qp) = ﬁ [g {2% (em — 1) —m (62\/ma _ 1) } +

e~ pa e—\/p2+—mQa
+2fa< e )} (111.107)

p2_|_m2

Podemos integrar (II1.106) facilmente na parte angular,

a) = — A * 4 1 i e~ 2pa _ _; 6—2\/p2+m2a_ )
Ela) 127r2/o P (9* = f?) {g{pff( 1) (p2+m2)3( ! }+

I i
+2fa 2 - P2 + m?2

_ A /wd 10(p) (IT1.108)

= T | PR :

A equacao acima representa o valor médio da energia no estado de vacuo entre as duas
placas condutoras e é conhecida na literatura como sendo a energia de Casimir (neste caso,

para a eletrodinamica de Lee-Wick).
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Um teste simples de consisténcia é tomar o limite do paramentro m indo ao infinito. Fazendo

isto concluimos que

A [ 1 1 ae2pe
E - _ dppt——— |~ (e72P0 _1q
(@) 127 /0 PP = o) [21;4(6 )+
A e 4p3aee
- - dp| —2p* + ————1|. 1.1
127?2/0 p{ a 1 —e2pa (I11.109)

Calculando a integral em (II1.109) utilizando o Maple obtemos
Ar? o Ap?

Bla) = — lim 2P 11110
@)= =730 T 8 T (HL.110)
implicando na conhecida for¢a de Casimir [34]
dE 2 A
__ek " A 1111
da 240 a* ( )

O termo divergente do lado direito de (II1.110) estd associado a auto-energia das placas e
nao a interacao entre estas, como discutido em (I11.111).

A integral (II1.108) nao pode ser resolvida de maneira exata. Vamos entao tratar o problema
de forma pertubativa.

A contribuigdo de momentos altos (p grande) para a energia de interacdo em (II1.108) é
pequena. Introduzimos entdao um momento de corte, A e realizamos a integral no intervalo
0 < p < A. Na eletrodinamica de Maxwell a introducao de um corte para momentos altos pode
ser interpretada devido ao fato de que as placas comecam a se tornar transparentes para altas
freqiiéncias. No caso da eletrodinamica de Lee-Wick esse ponto requer mais discussoes.

Sendo o parametro m grande, escolhemos tomar A < m. Vamos ainda considerar que, em
todo o intervalo de integracao, seja vélida a condigao p/m << 1. Com isso torna-se legitimo

expandir p*Q(p) para m grande,

4 2
p*Q(p) = p* b

e (5 )5 =5

4p? {Qpae_gpa +e P 1]

(1 _ 672pa)2

4pdae~? 1
~ o2, 2pae ™ 1 3
s (1 — e=2pa) * m 2"t

LO(L). (i)

m2

Portanto, a energia de Casimir (II1.108) pode ser escrita como

4p? {2pae_2p“ e e ]

A A 4piae=2re 1
Ela) = — dp| —o2p? + P9 L 2 g
(a) 1272 /0 p{ Pt (1 — e=2pa) + m Pt (1 — e=2pa)2 +
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—)|. (111.113)

Desconsideramos agora os termos que nao contribuem para for¢a de Casimir (independentes
de a). Consideramos também o intervalo de integracdo A — oo, uma vés que a contribuicdo

nos momentos altos ¢ muito pequena para a energia de interacao,

3 —2pa —2pa __ 1
B(a) =~ / S| e Y {me - 1 +0(—)|. (L)
a) = — : .
1272 J, P (1 —e=2pa) m(1l — e2pe)2 m2

Novamente temos uma integral nao trivial envolvida no problema. Efetuando esta integral

utilizando o Maple temos o resultado,

o 4p? [Zpae_Qpa + e 1} ]
d — _ 4 _—2pa 4
/0 P m(1l — e=2re)2 ~ e 20ma*(1 — e=%2) { e AT

—20p*a* — 60p*a‘e 2" 4+ 120pa®(1 — e %) In (e—m + 1) +

—360p%a*(1 — e~ ?*)polylog(2, —e P*) — T20pa(1l — e~ **)polylog(3, —e ")+
—720(1 — e **)polylog(4, —e P*) + 120p°a®(1 — e~ %) ln(l — e_p“) +
—360p*a®(1 — e~ **)polylog(2, e P*) — 720pa(l — e~ **)polylog(3, e P*)+

—720(1 — e~ ) polylog(4, —ep“)] : (IT1.115)

sendo polylog(N, z) a funcao polilogaritmica, definida pela soma

[e.9] n

polylog(N, z) = Z ;—N (II1.116)

n=1
De uma maneira geral precisamos calcular o seguinte limite,

—npa
lim (pa)*polylog(N,ae™) = lim g w
p—o0 p—o0

n=1

- akan . —npa
= Z N (hm pre P ):O, (II1.117)

p—00
n=1

onde permutamos o limite pelo somatdrio pois a soma acima é uma sequéncia de Cauchi.
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Com o resultado (II1.117) temos a integral (II1.115)

~  4p? {2}9&6‘2”“ + e 1] 4
d = . ITI.118
/0 P m(1 — e=2re)2 20ma* ( )
Substituindo (II1.118) em (II1.114) temos a energia de Casimir
Ar?[ 1 3 1
Fla) 2 ——|—=+ —|+0(— I11.119
@~ |l | o). (111.119)

a partir da qual obtemos a for¢a de Casimir entre os dois planos condutores perfeitos,

dFE ~ Ar?

4 1
Fe—-——=_ 14— —). IT1.12
da 240a* { * ma} +O(m2) ( 0)

12

Os resultados até ordem m ™2 podem ser obtidos da mesma forma. Expandindo p*Q(p) até

ordem m~? e calculando as integrais utilizando o Maple temos
4 9 4p3a6—2pa , 4p3 |:2pae—2pa + e—2pa _ 1:|
Qp) = -2 Aprac 7 L),
P p) p-+ (1 — e=2pa) + ~ D° + (= n

+; 2p2 p2 + 4p2 2pa€—2pa + 6—2pa -1 +4p4 +
m2(1 _ 6—2pa) (]_ _ €—2pa) (1 _ 6—2pa)2

1
+O(

—). (II1.121)

Utilizando o mesmo procedimento exposto anteriormente, encontramos a seguinte for¢a de

Casimir”
A 4101 + %P 1
F= 24004 + ma + m2a? : +O(m?’)' (H1.122)

Na equacao acima a forca de Casimir esta escrita como a forca obtida na eletrodinamica de
Maxwell multiplicada por uma funcao, entre colchetes, dada pela identidade mais termos de
corre¢gao em poténcias de ma. De imediato observamos um aumento da forca de Casimir no
modelo de Lee-Wick em comparacao com o eletromagnetismo de Maxwell.

E interessante notar que a energia de Casimir para a eletrodinamica de Lee-Wick nao se
caracteriza pela soma das energias de Casimir do setor massivo e nao massivo, como no caso

das interacoes entre fontes, estudado no capitulo anterior.

"Para maiores conhecimentos a respeito do efeito Casimir, sugiro a leitura de [34].



Capitulo IV

Conclusoes, perspectivas e comentarios

finais

Finalizamos esta investigacao com observagoes sobre os principais resultados abordados em
cada capitulo e também com algumas perspectivas para os futuros trabalhos associados aos

assuntos aqui descritos.

Em sintese, discutimos nesta dissertagao interacoes entre objetos fisicos num contexto mais
fundamental de Teoria Quantica de Campos, uma vez que todos os resultados foram obtidos a

partir do funcional gerador de nossa teoria, com excecao do topico sobre ondas.

No capitulo 1, logo apds a obtencao do propagador por meio do formalismo das integrais
de Feynman, estudamos o conceito de forca entre distribuicoes de cargas e dipdlos ao longo
de branas paralelas, observando que o regime no qual trabalhamos é nao relativistico. Uma
conseqiiéncia interessante do estudo foi resolver o problema da divergéncia na energia da carga
pontual em até 341 dimensoes. No caso de dimensoes maiores do que quatro os resultados
apresentados indicam que a energia da carga pontual diverge. O fato da teoria de Lee-Wick
tornar finita a auto energia da carga pontual em 3+ 1 dimensoes é conhecida na literatura, mas
o fato dessa divergéncia ainda persistir para dimensoes maiores do que 4, até o que sabemos,
ainda nao foi investigado. Esse é um assunto que requer mais investigacao e uma demonstracao

formal deste fato é bem vinda [35].

Ainda no capitulo 1 estudamos o campo magnético gerado por um solendide infinito no
modelo de Lee-Wick. Para simplificar os calculos consideramos o solendide na aproximagao de

uma corda de Dirac, que corresponde a considerar o raio do solenéide muito pequeno. Encon-
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tramos um campo magnético externo que diminui rapidamente a medida que nos distanciamos
da corda. Tendo em vista o resultado anterior nos perguntamos na possibilidade de interacao
entre duas cordas de Dirac e acabamos encontrando uma solugao para este problema. Encon-
tramos uma forga entre duas cordas de Dirac paralelas (atra¢do ou repulsao; dependendo do
fluxo do campo magnético nos solendides) que diminui rapidamente a medida que distanciamos
uma corda da outra. Seria muito interessante extender esses resultados levando em conta um

raio nao desprezivel para os solendides.

Por fim, discutimos alguns aspectos de teoria classica de campos associados a ondas eletro-
magnéticas. Obtivemos as equacoes de Maxwell deste modelo. Uma implicacao das novas
equacoes de Maxwell foi obter a equacao de onda na auséncia de fontes. Esta equacao de onda
contém como solugao as fungoes de onda do eletromagnetismo usual de Maxwell, além de outras

solugoes.

No capitulo 2 consideramos a presenca de condutores na teoria de Lee-Wick. Em especifico
estudamos a interagao entre uma carga pontual e um plano condutor perfeito e a interacao
entre dois planos condutores perfeitos. Podemos dizer que calculamos correcoes para o método
das imagens e para o efeito Casimir no modeo de Lee-Wick. Como resultado deste estudo
observamos um aumento da forca entre esses objetos, em comparacao com o eletromagnetismo
usual. Nos dois casos obtivemos esta forga de interacao de forma pertubativa, salientado que
nosso parametro m é uma quantidade grande. E importante mencionar que os resultados nao
se caracterizam pela soma das energias (ou de forma equivalente, pela soma das forcas) do setor

massivo e sem massa, como no caso de fontes externas.

Seria interessante proceder um estudo sobre a energia de Casimir para planos infinitamente
permeaveis. Essa configuracao produz uma energia de Casimir para eletrodinamica de maxwell
exatamente igual a obtida no caso de placas condutoras. E pertinente nos perguntarmos se
essa igualdade se mantém para a eletrodinamica de Lee-Wick. Uma terceira condi¢ao de con-
torno a ser elaborada seria a composta por uma placa condutora e outra permeavel. Para a

eletrodinamica de Maxwell essa configuracao produz uma forca repulsiva.

Outro aspecto da teoria de Lee-Wick que nos interessa esta relacionado ao campo fermionico.
Pretendemos investigar se um termo do tipo Lee-Wick na lagrangiana de Dirac pode originar
modos para o campo fermionico com relagao de dispersao que permitam propagacgao superlumial

[36]. Isso poderia caracterizar um modelo que permitisse velocidades maiores do que ¢ para
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férmions, o que seria bem vindo nos dias atuais, uma vez que dados experimentais indicam esse
fato para neutrinos.

Acreditamos que seja possivel a imposicao de uma quota inferior ao parametro de massa da
eletrodinamica de Lee-Wick ao estudarmos o dtomo de hidrogénio. Uma vez que conhecemos as
incertezas relacionadas as energias e suas corregoes para o atomo de hidrogénio (estrutura fina,
hiper-fina, etc) podemos considerar corregoes impostas pela eletrodinamica de Lee-Wick nos
niveis de energia desse atomo. Os resultados podem ser comparados com os dados experimentais

para esse dtomo de modo a impormos limitantes para m [37].



Apeéendice A
Método de Fadeev-Popov

Seja o seguinte funcional,
213 = [ DAQLAL 2] (A1)

Suponha que o nosso campo A, nao seja distinto perante a seguinte transformagao,
Af(z) = Au(z) + 9ua(x). (A.2)

Neste caso reconhecemos que nao devemos integrar sobre todas as configuracoes de campo
pois temos o que chama-se em fisica de invariancia de calibre. Uma maneira de fixar o calibre

¢ impondo uma equagao para o campo A,, qual seja,
F(A,) = f(2). (A3)
Se nao for o caso escolhemos um 6 tal que
F(A) = f(a) (A4)
Com o intuito de extrair o volume devido a invariancia de calibre definimos
A [ Tl da@siF (@) - o)) = 1. (A5
A afirmacao acima implica em
874 = [ TLda@olP(A3) - ) (A6)
Como vemos temos a seguinte invariancia por translacao funcional
ATYA] = ATHAY). (A7)
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Agora vamos inserir a identidade (A.5) em (A.1)

Zin) = [ paaia [ [laown ~ F@)QIA ]

Pois bem, observando a seguinte propriedade da equacao acima

~ ([ Mae) [ DAAATGIF ) - £i0] + P (A0) ~ fola)])

<@g, =2( [ TLdaw)) [ DAAABIFA ) - @QU T (49

E utilizando o conceito de normalizacao

Z[1,] _ | DAA[ANF(Au(x)) — f(@)]Q[Ay, J,]
Z[0] [ DAAJALF(Au(x) — f(2)]Q[A,, 0]

(A.10)

concluimos que o funcional Z[.J,] ndo depende da escolha de f. Neste caso,

5]
[TLae@) [ 0520 [ DAMAIFGALE) - F@IQU 4
[11)

H do(x)

2151 = (

g

| PAAALIFA @)L, 1) (A11)
Por fim,

AT, = / T] da@)s[F(A%(w)) - f(x)]

= /HdF(S[F(Afj(a:)) - f(:c)]det(g—;)

oo

= det(éF)

. (A.12)
F(Ag(x))=f(=)

Deste modo,

AlA] = det(T2 ")

= det( ) (A.13)



Apeéendice B
Integrais d-dimensionais

Temos como objetivo neste apéndice calcular integrais do tipo
1i@) = [ a*ps(p)exp | ipal p=Ipl (B.1)

Primeiramente vamos considerar o caso onde d > 2. E apropriado utilizar coordenadas

esféricas em d-dimensoes,

pt = pcos(6)
p* = psen(0)cos(y)
p® = psen(0))sen(6;)cos(6s)
pTt = psen(61)sen(6) - - - sen(04_2)cos(04_1)
p? = psen(0;)sen(fy) - - - sen(fq_s)sen(fy_1) (B.2)

onde 0 <0 <7, 0<6,<m, ..,0<0;o<me0<60;1 <27 Neste caso temos que,

d—1

d%p = ptdp H sen®1(6,)db),. (B.3)

1=1
Convenientemente vamos escolher a = (a,0,...,0). Sendo assim a equagao (B.1) é escrita

como

Li(a) = { /0 () ( /0 " dysen2(6,) exp [iipacos(Gl)] )] x

x( /0 ’ deﬁend—?’(eg)) X ( /O ' d@gsend_4(03)) X ...

o1
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x ( /0 ' dé’d_gsen(ﬁd_g)) x ( /O " ded_l).

E de nosso conhecimento que

(B.4)

/O7r dfsen® (0) exp [iipacos(@)} = 7wil(s+ %)(%)_SJs(pa) s> —%
/O7T dfsen” (0) = Wé% r=1,2,3,.. (B.5)

Portanto depois de algumas manipulacoes e fazendo a seguinte mudanca de variaveis u=ap

concluimos que

Iy(a) = (%)%/;@ duu%Jg,l(u)f(g) d>2. (B.6)

Podemos estender o resultado anterior para os casos onde d=1 e d=2.

Agora seja f(p) = (p* + m?)~!. Com a ajuda do seguinte fato,

© w (u) 3
chegamos ao seguinte resultado
Ij(a) = (27r)%md_2(ma)1_gK%_1(ma)
= (2m)im*2Gy(ma) m>0 0<d<5. (B.8)

Como o lado direito de (B.8) é definido para todo numero inteiro positivo vamos dizer que
a equacao ¢ valida para todo inteiro positivo por argumentos de extensao analitica.

Por fim seja f(p) = p~2. Neste caso vamos utilizar o seguinte fato,

00 | E A 1
/ duu® J,.(u) = 2SM —r—1<s<-. (B.9)
0 PG+5-3) 2
Conseqiientemente,
d
Ii(a) = (27r)%2%—2r(5 —1a>* 2<d<5. (B.10)

Podemos estender (B.10) para d # 2. O caso onde d = 2 pode ser contornado tomando o

limite de m — 0 em (B.8) juntamente com a seguinte identidade,

Ko(z — 0) = —ln(g) — . (B.11)



Sendo assim,

d

(27)225720(2 — 1)a®~ ¢ d #2
—2m[In(%2) + ] d=2.

Id(a) =

Qualquer resultado matematico deste apéndice pode ser encontrado em [32] e [38].

93

(B.12)
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