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A Método de Fadeev-Popov 49

B Integrais d-dimensionais 51

Referências Bibliográficas 54
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Resumo

Nesta dissertação investigamos alguns aspectos da chamada Eletrodinâmica de Lee-Wick,

que consiste em uma teoria de calibre abeliana cujo campo de calibre contém massa. Utilizamos

o formalismo de integrais de caminho de Feynman.

Na primeira parte deste texto estudamos a interação entre fontes estacionárias para o campo,

que simulam a presença de cargas e dipólos em branas paralelas em um número arbitrário de

dimensões. Investigamos também o campo magnético produzido por uma corda de Dirac e

interação entre duas destas cordas na eletrodinâmica de Lee-Wick. Por fim, estudamos ondas

no âmbito de teoria clássica de campos.

A segunda parte da dissertação esta dedicada ao estudo de efeitos oriundos da presença de

fronteiras que impõem condições de contorno no campo vetorial na teoria de Lee-Wick. Em

espećıfico, estudamos a interação entre um plano condutor perfeito e uma carga pontual e a

interação entre dois planos condutores paralelos. Podemos dizer que estudamos correções ao

método das imagens e ao efeito Casimir na teoria de Lee-Wick. Nos restringimos sempre a

situação onde o parâmetro de massa do campo, caracteŕıstico do modelo, é muito grande.
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Abstract

In this dissertation we investigated some aspects of the Lee-Wick electrodynamics, wich

consists in a gauge theory with a massive gauge field. We employ the Feynman path integral

formalism.

In the first part of this text we study the interaction between stationary sources for the field,

wich simulate the presence of charges and dipoles along parallel branes in arbitrary number

of dimensions. We also investigated the magnetic field produced by a Dirac string and the

interaction between two Dirac strings in the Lee-Wick electrodynamics. Lastly, we study waves

in the context of classical theory of fields.

The second part of this dissertation is devoted to the study of effects due to the presence

of boundaries that impose boundary conditions in the vector field in the Lee-Wick theory.

In particular, we study the interaction between one perfect conducting plane and one point

charge and the interaction between two parallel conducting planes. We can say that we study

corrections to the method of images and the Casimir effect in the Lee-Wick theory. We always

restric to the situation where the mass parameter, typical of the model, is very large.



Caṕıtulo I

Introdução

Estamos interessados neste trabalho em estudar alguns aspectos clássicos e quânticos de uma

teoria proposta por Lee e Wick(LW) em meados de 1970[1, 2]. A proposta de Lee e Wick

se resume apenas numa modificação do propagador do fóton no âmbito de Eletrodinâmica

Quântica(QED). Apesar da modificação do propagador do fóton os diagramas de Feynman desta

teoria se mantêm invariantes relativisticos, o campo não f́ısico Aµ possui invariância de calibre

e a matriz S é unitária. Agora, como conseqüências novas, possui finitude na renormalização

da massa, carga e função de onda. A teoria de LW pode ser pensada em uma eletrodinâmica

com fótons massivos mas com invariância de calibre. É importante ressaltar que a auto-energia

de uma carga pontual nessa teoria é finita.

Existe uma semelhança entre o modelo de LW e a regularização de Pauli-Vilars[7] no sentido

de cancelar as divergências quadráticas dos diagramas de Feynman.

Nossa abordagem se resume apenas no campo eletromagnético, apesar deste modelo ser de

grande utilidade no contexto de QED onde ampliamos nosso alcance quando acoplamos o campo

de Dirac ao campo de LW, buscando compreender pontos como, por exemplo, tempo de vida e

espalhamento de part́ıculas, assim como outros fenômenos f́ısicos. No próprio artigo pioneiro de

LW[2], estuda-se algumas conseqüências experimentais como por exemplo, o cálculo da secção

de choque associada a produção de pares elétron-pósitron e correções na razão giromagnética

do muon.

Além dos resultados da QED de LW, também existem estudos sobre teorias de calibre

não-abelianas do tipo LW ([3, 4, 5, 6, 8]), para o que conhecemos como modelo padrão de

Lee-Wick(LWSM), assunto que tem despertado muito interesse recentemente.

1
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Teorias tipo LW têm importância não somente no contexto microscópico, como também

no contexto de grandes escalas. Sabemos que nosso universo passou por um periodo de altas

energias, portanto, uma modificação na descrição da f́ısica de pequenas escalas nos leva a uma

evolução distinta do Universo. Deste modo, partindo de uma teoria de Lee-Wick do tipo escalar

e estudando a cosmologia deste modelo encontramos um universo não singular com uma escala

primordial muito menor do que a escala de Planck[9, 10, 11].

Como vimos, existem trabalhos em cosmologia apenas com matéria modelada pelo campo

escalar, porém é posśıvel trabalhar em cosmologia apenas com radiação modelada pelo campo

vetorial de LW[12].

É um fato bem conhecido na literatura que se quantizarmos a Teoria da Relatividade Geral

esta é não renormalizável [13]. Teorias não renormalizáveis podem ser renormalizadas em cada

ordem de laços inserindo contra termos na densidade de Lagrangeana, com o objetivo de fazer

algumas predições. No entanto, ao aumentarmos a ordem dos laços necessitamos de mais

contratermos. Observamos estudos de LW nesta linha de pesquisa[14, 15], onde o objetivo é

acoplar o campo dos gravitons com um campo de calibre, escalar ou fermiônico e cancelar as

divergências nos diagramas de Feynman até a ordem de 1-laço.

Um outro tópico muito interessante no qual LW é abordado na literatura é o de Teoria

Quântica de Campos a Temperatura Finita[16, 17]. Isto é nada mais nada menos do que a

Estatistica de Teoria Quântica de Campos[18] cujo intuito é recuperar conceitos de temperatura

e variáveis termodinâmicas por meio da função partição. A função partição está intrinsecamente

relacionada a amplitude de transição da teoria proposta, ou melhor, a matriz S.

É importante ressaltar que a teoria de LW é renormalizável[19, 20]. De maneira simples,

uma teoria renormalizável é aquela a qual podemos obter resultados f́ısicos e testá-los experi-

mentalmente, ou seja, possui um numero finito de constantes de acoplamento necessárias para

desaparecer com as divergências nos diagramas de Feynman.

No caṕıtulo II desta dissertação iniciamos quantizando a teoria de LW abeliana com o obje-

tivo de obter seu propoagdor, a partir do qual discutiremos, nas primeiras seções, as interações

entre distribuições de cargas e dipólos em dimenões arbitrárias. Discutimos também, algumas

propriedades da corda de Dirac no contexto de LW e de ondas planas do ponto de vista de

teoria clássica de campos. No caṕıtulo III analizamos efeitos de origem genuinamente quantica,

iniciando com a investigação de alterações impostas na teoria de LW (em comparação com a
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teoria de Maxwell) entre um plano condutor (espelho perfeito) e uma carga pontual. Em um

certo sentido podemos dizer que estudamos perturbações no método das imagens em LW. Estu-

damos também a interação entre dois planos condutores perfeitos e paralelos entre si no modelo

de LW no regime de baixas energias e com o parâmetro de massa grande. Podemos dizer que

estudamos correções ao efeito Casimir no modelo de LW. Ao longo do caṕıtulo procedemos a

quantização do modelo na presença de um e de dois planos condutores perfeitos (nesse segundo

caso os planos são paralelos entre si). O caṕıtulo IV é dedicado as conclusões e comentários

finais.



Caṕıtulo II

O Propagador e Aspectos Clássicos

Neste caṕıtulo fazemos um estudo sobre aspectos gerais do modelo de Lee-Wick abeliano.

Iniciamos com o tratamento quântico por integrais de caminho, feito de forma não rigorosa, do

modelo em questão e calculamos o funcional gerador e o propagador da teoria. É importante

lembrar que o tratamento rigoroso da quantização do modelo emprega técnicas sofisticadas de

quantização de teorias de calibre [21].

Posteriormente analisamos alguns aspectos clássicos da teoria, como a interação entre fontes

estacionárias e a propagação de ondas. Consideramos em especial a interação entre cargas pon-

tuais estacionárias em dimensões arbitrárias. Tivemos um ind́ıcio, com os resultados obtidos,

que o modelo fornece interação não divergente entre duas cargas (no limite quando a distancia

entre as mesmas tende a zero) somente até 3 + 1 dimensões. Estudamos também o campo

produzido por um solenóide fino (corda de Dirac) e encontramos a energia de interação entre

dois solenóides, paralelos, deste tipo.

Fazemos também um breve estudo sobre soluções de ondas propagantes na ausência de

fontes no modelo.

II.1 Obtenção do Propagador

Nesta seção procedemos, sem muito rigor, a quantização do modelo de Lee-Wick abeliano

no formalismo de integral de caminho, através do qual obtemos o propagador do modelo em

questão, o que caracteriza nosso maior objetivo.

É importante ressaltar que o tratamento rigoroso da quantização por integral de caminho

4
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do modelo de Lee-Wick abeliano pode ser executado com o uso do formalismo BRST, sendo que

nesse caso se faz necessário o tratamento de campos com derivadas de ordem superior [22, 23].

A exposição desta abordagem requer o estudo sobre técnicas sofisticadas de quantização de

teorias de calibre e está fora do escopo desta dissertação. Apesar disto, pode-se mostrar que

[21] a quantização do modelo de Lee-Wick abeliano se dá pela simples introdução de um termo

de fixação de calibre, de forma idêntica à teoria de Maxwell.

O modelo de Lee-Wick abeliano é descrito pela densidade de lagrangiana

L = −1

4
FµνF

µν − 1

4m2
Fµν�F µν − (∂µA

µ)2

2ξ
− JµA

µ , (II.1)

onde Jµ é um quadri-vetor corrente externa,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

� = ∂µ∂
µ (II.2)

é o tensor intensidade de campo eletromagnético, Aµ é o potencial vetor e m é um parâmetro

carateŕıstico da teoria, com dimensão de massa. O termo associado ao parâmetro ξ é advindo

do truque de Fadeev-Popov para quantização de sistemas de calibre 1.

O funcional gerador da teoria pode ser obtido pela integral funcional

Z[Jµ] =

∫
DAµ exp

[
i

∫
d4xL

]
. (II.3)

Utilizando apenas o teorema da divergência de Gauss e sabendo que nosso campo não f́ısico

Aµ se anula nas bordas de nosso espaço-tempo, concluimos que

Z[Jµ] =

∫
DAµ exp

[
i

∫
d4x

{
Aµ

1

2

(
ηµν�− (1− 1

ξ
)∂µ∂ν +

1

m2
(ηµν�− ∂µ∂ν)�

)
Aν − JµA

µ

}]
.

(II.4)

Com o intuito de simplificar a notação, definimos o operador diferencial,

Oµν = ηµν�− (1− 1

ξ
)∂µ∂ν +

�
m2

(ηµν�− ∂µ∂ν) , (II.5)

e reescrevemos o nosso funcional gerador como

Z[Jµ] =

∫
DAµ exp

[
i

∫
d4x

(
1

2
AµO

µνAν − JµA
µ

)]
. (II.6)

1Ressaltamos que a justificativa rigorosa para a utilização do método de Fadeev-Popov requer um tratamento

quântico mais elaborado da teoria
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Pois bem, como estamos integrando sobre todas as configurações de campo posśıveis, pode-

mos fazer uma translação nos campos Aµ (variáveis de integração). Por conveniência fazemos

Aµ → Aµ +

∫
d4yDµλ(x, y)Jλ(y) . (II.7)

onde a função Dµλ(x, y) denota a inversa do operador (II.5) no seguinte sentido:

OµνDνλ(x, y) = δ4(x− y)ηµ
λ. (II.8)

Conseqüentemente, temos o seguinte argumento da exponencial de nosso funcional gerador,(
Aµ+

∫
d4yDµλ(x, y)Jλ(y)

)
Oµν

2

(
Aν+

∫
d4yDνl(x, y)J l(y)

)
−Jµ

(
Aµ+

∫
d4yDµλ(x, y)Jλ(y)

)
.

(II.9)

Translações resultam em jacobianos iguais a identidade, portanto a medida de integração

funcional em (II.6) não é alterado.

Observando que o operador diferencial (II.5) tem a liberdade de atuar a esquerda ou a direita,

conforme o conveniente2, o que pode ser demonstrado com uma sucessão de duas integrais por

partes, podemos escrever

Z[Jµ] = N exp

[
− i

2

∫
d4xd4yJµ(x)Dµν(x, y)Jν(y)

]
Z[0] = N =

∫
DAµ exp

[
i

2

∫
d4xAµO

µνAν

]
. (II.10)

Resta-nos agora encontrar a função Dµλ(x, y), que chamaremos, de agora em diante, de

propagador. Para isso, propomos uma transformada de Fourier com o seguinte ansatz

Dνλ(x, y) =

∫
d4p

(2π)4
Dνλ(p) exp

[
−ip(x− y)

]
. (II.11)

Substituinto (II.11) e a representação de Fourier da função delta de Dirac

δ(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
exp

[
−ip(x− y)

]
(II.12)

em (II.10), temos [
−ηµνp2 + (1− 1

ξ
)pµpν +

p2

m2
(ηµνp2 − pµpν)

]
Dνλ(p) = ηµ

λ. (II.13)

2
∫

d4xd4yDµλ(x, y)Jλ(y)[OµνAν(x)] =
∫

d4xd4y[OµνDµλ(x, y)]Jλ(y)Aν(x) pois Aµ(x) se anula nas bordas

de nosso espaço-tempo.
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Reduzimos, então, o problema de encontrar o propagador a um problema algébrico de

encontrar Dνλ(p), o qual pode ser resolvido com o seguinte ansatz

Dνλ(p) = Aηνλ + Bpνpλ , (II.14)

o que fornece

A =
m2

p2(p2 −m2)

B = −A

p2

[
1 + ξ

(
p2

m2
− 1

)]
. (II.15)

Por fim, concluimos que o propagador da teoria é dado por3

Dµν(x, y) =

∫
d4p

(2π)4

m2

p2(p2 −m2)

{
ηµν −

pµpν

p2

[
1 + ξ

(
p2

m2
− 1

)]}
exp

[
−ip(x− y)

]
. (II.16)

Com o propagador (II.16) temos o funcional gerador (II.10) da teoria (II.1), o que nos

permite calcular quantidades f́ısicas do modelo em questão.

II.2 Distribuições de cargas e dipólos em branas parale-

las

Esta seção tem o objetivo de expor como se dá a interação entre fontes estacionárias inter-

mediada pelo campo vetorial no modelo (II.1). Vamos nos restringir ao caso onde as fontes

se distribuem ao longo de branas paralelas e D-dimensionais. Primeiramente, como vamos

trabalhar em dimensões arbitrárias, definimos a seguinte notação

x = (x0,x⊥,x‖) , (II.17)

onde

x⊥ = (x1, ..., xd)

x‖ = (xd+1, ..., xd+D). (II.18)

Vamos também utilizar uma notação similar para o momentum p. A assinatura da métrica é

dada por (1, -1, ..., -1).

3No caso do eletromagnetismo o propagador pode ser encontrado de maneira análoga[24, 25].
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De imediato vemos que o caso da obtenção do propagador pode ser extendido para dimensões

arbitrárias de maneira direta, em relação ao que fizemos na seção anterior. Desse modo, o

funcional gerador é escrito como

Z[Jµ] = exp

[
− i

2

∫
d1+d+Dxd1+d+DyJµ(x)Dµν(x, y)Jν(y)

]
(II.19)

com o propagador sendo dado por,

Dµν(x, y) =

∫
d1+d+Dp

(2π)1+d+D

m2

p2(p2 −m2)

{
ηµν − pµpν

p2

[
1 + ξ

(
p2

m2
− 1

)]}
exp

[
−ip(x− y)

]
.

(II.20)

Inserimos agora a seguinte corrente externa

Jµ = ηµ0

N∑
k=1

λkδ
d(x⊥ − ak) , (II.21)

que representa uma distribuição estacionária e uniforme de cargas ao longo de N branas parale-

las, como discutido na referencia [26]. A quantidade λk é uma constante relacionada a densidade

de carga ao longo da brana k.

Utilizando o fato de que o funcional gerador, no limite quando T →∞, é dado por 4

Z = exp

[
−iET

]
, (II.22)

sendo E a menor energia de nosso sistema f́ısico (estado fundamental), somos levados ao seguinte

resultado:

E =
N∑

k=1

N∑
s=1

λkλs
1

2T
Ik,s s 6= k

Ik,s =

∫ ∫
d1+d+Dxd1+d+Dyδd(x⊥ − ak)D00(x, y)δd(y⊥ − as), (II.23)

onde descartamos os termos de auto-interação (interação de uma brana consigo mesma) ao

desconsiderarmos, na soma acima, os termos com s = k.

De maneira expĺıcita temos

Ik,s =

∫ ∫
d0xd0y

∫ ∫
dDx‖d

Dy‖

∫ ∫
ddx⊥ddy⊥

× δd(x⊥ − ak)δ
d(y⊥ − as)

×
∫

dp0

2π

∫
dDp‖
(2π)D

∫
ddp⊥
(2π)d

4Z representa uma amplitude de transição, qual seja, Z = 〈f | Û(tf , ti) |i〉 = 〈0| exp[−iĤT ] |0〉 .
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× exp

[
−ip0(x0 − y0)

]
exp

[
ip‖.(x‖ − y‖)

]
exp

[
ip⊥.(x⊥ − y⊥)

]
×

(
−1

p02 − p2
‖ − p2

⊥
+

1

p02 − p2
‖ − p2

⊥ −m2

)
×

{
1− p02

p2

[
1 + ξ

(
p2

m2
− 1

)]}
. (II.24)

Integrando em ddx⊥, ddy⊥, d0x e dDx‖, utilizando o fato de que

δ(p) =

∫
dx

2π
exp

[
ipx

]
, (II.25)

e integrando em dp0 e dDp‖ temos que

Ik,s =

∫
dy0

∫
dDy‖

∫
ddp⊥
(2π)d

(
1

p2
⊥
− 1

p2
⊥ + m2

)
exp

[
ip⊥.(ak − as)

]
. (II.26)

Neste instante temos o problema matemático de efetuar as integrais acima. Isto é feito

posteriormente no Apêndice B. O resultado é dado por

Ik,s =

 TLD 1

(2π)
d
2

[
2( d

2
−2)Γ(d

2
− 1)(aks)

2−d −md−2Gd(maks)

]
d 6= 2

TLD 1
(2π)

[
ln(maks

2
) + γ −G2(maks)

]
d = 2

(II.27)

onde Gd(x) é definido em termos da função de Bessel K,

Gd(x) = x1− d
2 K d

2
−1(x) (II.28)

Γ designa a função gamma, γ é a constante e Euler e definimos a distância

aks = |ak − as| , (II.29)

e a área das branas LD =
∫

dDy‖. Identificamos também T =
∫

dy0.

Desse modo, com o resultado (II.27) em mãos, podemos escrever a densidade de energia por

unidade de área das branas, E = E/LD como segue

E =
E

LD
=


1
2

∑
k 6=sλkλs

1

(2π)
d
2

[
2( d

2
−2)Γ(d

2
− 1)(aks)

2−d −md−2Gd(maks)

]
d 6= 2

1
2

∑
k 6=sλkλs

1
(2π)

[
−ln(maks

2
)− γ −G2(maks)

]
d = 2

(II.30)

A densidade de força sobre a brana α é dada pela expressão abaixo,

Fα = −
∑
β 6=α

(
∂E

∂aαβ

)
aαβ

aαβ

, aαβ = aα − aβ. (II.31)
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Como resultado temos uma única expressão para a força

Fα =
∑
β 6=α

λαλβ

(2π)
d
2 (aαβ)d−1

[
2( d

2
−1)Γ(

d

2
)− (maαβ)

d
2 K d

2
(maαβ)

]
aαβ

aαβ

d = 1, 2, 3, ... (II.32)

onde usamos o fato de que
∂Gd(x)

∂x
= −x1− d

2 K d
2
(x). (II.33)

Os resultados (II.30) e (II.32) indicam que a interação entre as fontes estacionárias se dá

como a soma de uma parte coulombiana, de origem repulsiva (cargas de sinais iguais se repelem)

e uma contribuição dos modos com massa, de natureza atrativa (cargas de sinais iguais se

atraem).

Para este fato ficar mais expĺıcito, vamos tomar o caso de duas branas pontuais em 3 + 1

dimensões, que corresponde a fazer d = 1 e D = 0 em (II.30), o que fornece

E =
λkλs

4π

(
1

a
− exp(−ma)

a

)
. (II.34)

O resultado acima se compõe pela energia de interação coulombiana, de longo alcance, de

natureza repulsiva, mais uma contribuição tipo Yukawa, mas de natureza atrativa.

É interessante verificar o comportamento da energia (II.30) quando as distâncias aαβ tendem

a zero. Para isso nos restringimos ao caso de duas branas pontuais (o que corresponde a tomar

D = 0) e consideramos um espaço 1 + 1, 2 + 1, 3 + 1 ou 4 + 1 dimensional, o que nos fornece

E(d = 1) = −λ1λ2
m

4
a2 +O(a3)

E(d = 2) = λ1λ2
m

4

[
ln

(
ma

2

)
+ (γ − 1)

]
(ma)2 +O[a4 ln(ma)]

E(d = 3) = −λ1λ2
m2

8π
a +O(a2)

E(d = 4) = −λ1λ2
m2

16π2

[
2 ln

(
ma

2

)
+ (2γ − 1)

]
+O[a2 ln(ma)]

E(d = 5) = λ1λ2
m2

16π2

1

a
+O(a) . (II.35)

onde descartamos todos os termos independentes de a uma vez que estes não contribuem para

a força entre as branas 5.

5Isso equivale a descartar um termo constante na energia.
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Para d = 1, 2, 3 as energias (II.35) não divergem na origem (para a = 0). Esse comporta-

mento é conhecido para a Teoria de Lee-Wick no caso d = 3. Para os casos d = 4, 5 as energias

(II.35) continuam a divergir na origem. Pode-se verificar que esse comportamento divergente

com a continua a aumentar para valores mais altos de d. Portanto a teoria de Lee-Wick resolve

o problema da divergência da carga pontual somente até 3 + 1 dimensões6.

Até onde sabemos, a existência das divergências para d > 3 não é um fato conhecido na

literatura.

Vamos agora estudar a interação entre distribuições estacionárias de dipolos ao longo de

branas paralelas D-dimensionais. Tais distribuições são descritas pela densidade de corrente

Jµ = ηµ0

N∑
k=1

V ν
(k)∂ν [λkδ

d(x⊥ − ak)] (II.36)

onde o quadri-vetor V ν
(k) e o parâmetro λk estão relacionados a densidade de momento de dipolo

ao longo da brana k.

Procedendo de forma totalmente análoga ao que fizemos no caso de distribuições de cargas,

podemos escrever

E =
N∑

k=1

N∑
s=1

λkλs
1

2T
Ik,s s 6= k

Ik,s =

∫ ∫
d1+d+Dxd1+d+Dyδd(x⊥ − ak)

(
V µ

k V ν
s ∂µ∂νD00(x, y)

)
δd(y⊥ − as). (II.37)

A integral Ik,s acima pode ser calculada como segue

Ik,s =

∫ ∫
d0xd0y

∫ ∫
dDx‖d

Dy‖

∫ ∫
ddx⊥ddy⊥

× δd(x⊥ − ak)δ
d(y⊥ − as)

×
∫

dp0

2π

∫
dDp‖
(2π)D

∫
ddp⊥
(2π)d

× exp

[
−ip0(x0 − y0)

]
exp

[
ip‖.(x‖ − y‖)

]
exp

[
ip⊥.(x⊥ − y⊥)

]
×

(
−1

p02 − p2
‖ − p2

⊥
+

1

p02 − p2
‖ − p2

⊥ −m2

)
×

{
1− p02

p2

[
1 + ξ

(
p2

m2
− 1

)]}
V µ

k pµV
ν
s pν . (II.38)

Integrando em ddx⊥, ddy⊥, d0x e dDx‖ e posteriormente em dp0 e dDp‖ temos como resultado

Ik,s =

∫
dy0

∫
dDy‖

∫
ddp⊥
(2π)d

(
1

p2
⊥
− 1

p2
⊥ + m2

)[
(Vk⊥.p⊥)(Vs⊥.p⊥)

]
exp

[
ip⊥.(ak − as)

]
6Fizemos esta verificação até d = 10
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= −TLD(Vk⊥.∇ks⊥)(Vs⊥.∇ks⊥)

∫
ddp⊥
(2π)d

(
1

p2
⊥
− 1

p2
⊥ + m2

)
exp

[
ip⊥.aks

]

= −(Vk⊥.∇ks⊥)(Vs⊥.∇ks⊥)Ik,s (II.39)

onde usamos a definição (II.26).

Usando o resultado (II.27) em (II.39) temos que

Ik,s =
2( d

2
−2)Γ(d

2
)

(2π)
d
2 aks

d

[
d

(
Vk⊥.aks

aks

)(
Vs⊥.aks

aks

)
−Vk⊥.Vs⊥

]
+

− md

(2π)
d
2

[
(maks)

− d
2 K d

2
(maks)

(
Vk⊥.Vs⊥

)
+

− (maks)
−1− d

2 K1+ d
2
(maks)

(
Vk⊥.(maks)

)(
Vs⊥.(maks)

)]
d = 1, 2, 3, ... (II.40)

Neste caso com as equações (II.37) e (II.40) encontramos a densidade de energia deste

conjunto de dipólos7.

E =
E

LD
=

N∑
k=1

N∑
s=1

2( d
2
−2)Γ(d

2
)

(2π)
d
2 aks

d

[
d

(
λkVk⊥.aks

aks

)(
λsVs⊥.aks

aks

)
−λkVk⊥.Vs⊥

]
+

− md

(2π)
d
2

[
(maks)

− d
2 K d

2
(maks)

(
λkVk⊥.λsVs⊥

)

− (maks)
−1− d

2 K1+ d
2
(maks)

(
λkVk⊥.(maks)

)(
λsVs⊥.(maks)

)]
(II.41)

O resultado (II.40) se compõe pela contribuição da energia entre distribuições de dipolos

intermediada pelo campo de Maxwell subtraida pela energia de interação intermediada pelo

campo de Proca.

II.3 Campo de uma Corda de Dirac no modelo de Lee-

Wick

Nessa seção temos o objetivo de estudar o campo gerado por um solenóide infinito. Para este

fim, vamos iniciar discutindo a teoria de Maxwell. Como sabemos [28], na teoria de Maxwell o

7Apenas para se familiarizar com o método proposto por A.Zee[13] de recuperar o limite não-relativ́ıstico

em Teoria Quântica de Campos sugiro uma breve leitura de [26]. Por motivos de comparação e conhecimento

a respeito do assunto é sugestivo a leitura de [27]
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4-potencial de um solenóide ideal é dado por8

Aµ
AB,M(x) =

 B
2
(0,−y, x, 0)

√
x2 + y2 ≤ R

BR2

2(x2+y2)
(0,−y, x, 0)

√
x2 + y2 > R

(II.42)

Lembre-se que os camos eletromagnéticos são obtidos pelo seguinte par de equações

~B = ~∇× ~A

~E = −∂ ~A

∂t
− ~∇Φ (II.43)

sendo

Aµ = (Φ, ~A). (II.44)

Seja Dµν
M (x, y) o propagador da teoria de Maxwell no sentido que

ηµν∂γ∂
γDνλ M(x, y) = ηµ

νδ(x− y) . (II.45)

Uma discução clássica do problema nos levaria a concluir que, dada uma corrente externa

Jµ(x) acoplada ao campo eletromagnético, a expressão

Aµ
M(x) =

∫
d4yDµν

M (x, y)Jν(y) , (II.46)

é solução das equações dinâmicas não homogêneas (com fontes) de Maxwell, as quais podem

ser obtidas pelo prinćıpio da mı́nima ação,

∂µFµν = Jν . (II.47)

Escrevendo Dµν
M e Jν(y) em termos de integrais de Fourier e substituindo em (II.46) temos

Aµ
M(x) =

∫
d4yDµν

M (x, y)Jν(y)

=

∫
d4y

∫
d4p

(2π)4
D̃µν

M (p) exp

[
−ip(x− y)

] ∫
d4k

(2π)4
J̃ν(k) exp

[
−iky

]

=

∫
d4p

(2π)4
D̃µν

M (p)J̃ν(p) exp

[
−ipx

]
. (II.48)

8Os sub-́ındices AB indicam estarmos tratando com o potencial de Aharonov-Bohm e o sub-indice M indica

que estamos trabalhando com a teoria de Maxwell.
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Identificamos então a transformada de Fourier da solução de Maxwell

Ãµ
M(p) = D̃µν

M (p)J̃ν(p) . (II.49)

Usando o fato de que

D̃µν
M (p) =

−ηµν

p2
. (II.50)

em (II.49), podemos obter

J̃ν(p) = −p2ηνλÃ
λ
M(p). (II.51)

A idéia principal da nossa abordagem é utilizar o fato de que a corrente no solenóide é a

mesma, tanto para o caso do eletromagnetismo de Maxwell quanto para o caso de Lee-Wick.

Nas equações que seguem, o sub-́ındice LW indicam estarmos tratando com quantidades

referentes a teoria de Lee-Wick.

Na teoria de de Lee-Wick temos que

Aµ
LW (x) =

∫
d4yDµν(x, y)Jν(y)

=

∫
d4p

(2π)4
D̃µν(p)J̃ν(p) exp

[
−ipx

]
. (II.52)

onde Dµν(x, y) e D̃µν(p) podem ser obtidos da equação (II.16).

Substituindo (II.51) em (II.52) podemos escrever

Aµ
LW (x) =

∫
d4p

(2π)4
− p2D̃µ

λ(p)Ãλ
M(p) exp

[
−ipx

]
. (II.53)

O resultado acima indica que se conhecermos a transformada de Fourier do potencial vetor

da teoria de Maxewll Ãλ
M(p) correspondente a uma dada fonte externa Jµ(x), podemos calcular

o potencial vetor correspondente a mesma fonte externa na teoria de Lee-Wick, Aµ
LW (x).

De agora em diante vamos escolher o calibre no qual ξ = 1 em (II.16). Sendo assim, teremos

o propagador

D̃µν(p) =
m2

p2(p2 −m2)

{
ηµν −

pµpν

m2

}
. (II.54)

Apenas como observação, mencionamos que o segundo par das equações dinâmicas do mod-

elo de Lee-Wick são obtidas pelo método variacional da mı́nima ação. Essas equações são dadas

por

(1 +
�
m2

)∂µFµν = Jν . (II.55)
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Estamos interessados em calcular o campo magnético no exterior do solenóide no modelo de

Lee-Wick. Para isso, vamos usar a equação (II.53), o que requer a obtenção da transformada

de Fourier do potencial vetor na teoria de Maxwell. Para simplificar, vamos pensar em um

solenóide muito fino, de modo a aproximá-lo por uma corda de Dirac9. Nesse caso, a teoria de

Maxwell fornece apenas o potencial vetor na parte externa do solenóide.

Para um potencial que só depende das coordenadas espaciais perpendiculares ao solenóide

(componentes espaciais 1 e 2)10,

Ãµ(p) =

∫
d4xAµ(x) exp[ipx]

=

∫
dx0dx3 exp[ip0x0] exp[−ip3x3]

∫
d2x⊥Aµ(x⊥) exp[−ip⊥ · x⊥]

Ãµ(p) = (2π)2δ(p0)δ(p3)

∫
d2x⊥Aµ(x⊥) exp[−ip⊥x⊥] . (II.56)

Usando a segunda linha de (II.42) e os resultados do apêndice B, temos

Ã1
AB,M(p) = (2π)2δ(p0)δ(p3)

∫
d2x⊥

−yBR2

2(x2 + y2)
exp

[
−ip⊥x⊥

]

= (2π)2δ(p0)δ(p3)
−iBR2

2

∂

∂py

∫
d2x⊥

1

x2
⊥

exp

[
−ip⊥x⊥

]

= (2π)3δ(p0)δ(p3)
iBR2

2

∂

∂py

ln(|p⊥|), (II.57)

e uma expressão similar para Ã2
M(p), que nos permite escrever a transformada de Fourier do

potencial vetor para um solenóide na teoria de Maxwell na forma

Ãµ
AB,M(p) = (2π)3δ(p0)δ(p3)Iµ(p⊥) (II.58)

onde

Iµ(p⊥) =
iBR2

2p2
⊥

(0, py,−px, 0). (II.59)

Tendo em vista (II.53), (II.54) e (II.58) temos que o potencial vetor do solenóide na teoria

de Lee-Wick é dado pela integral

Aµ
AB,LW =

∫
d2p⊥
(2π)

m2

p⊥2 + m2

(
Iµ − pµpλI

λ

m2

)
exp[ip⊥.x⊥]. (II.60)

9Uma corda de Dirac[29] pode ser pensada como um solenóide para o qual BR2 = g = constante no limite

de R → 0
10Esta expressão é válida para qualquer potencial que dependa somente de x1 e x2
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Usando (II.59) e (II.60) podemos escrever

A1
AB,LW (x⊥) =

iBR2

2

∫
d2p⊥
(2π)

m2

p⊥2(p⊥2 + m2)
py exp

[
ip⊥.x⊥

]

=
iBR2

2

∫
d2p⊥
(2π)

(
1

p⊥2
− m2

(p⊥2 + m2)

)
py exp

[
ip⊥.x⊥

]

= A1
AB,M(x⊥)− BR2

2

∂

∂y

∫
d2p⊥
(2π)

1

p⊥2 + m2
exp

[
ip⊥.x⊥

]
, (II.61)

e de maneira análoga,

A2
AB,LW = A2

AB,M +
BR2

2

∂

∂x

∫
d2p⊥
(2π)

1

p⊥2 + m2
exp

[
ip⊥.x⊥

]
. (II.62)

Os resultados (II.61) e (II.62) podem ser colocados na forma compacta

~AAB,LW = ~AAB,M +
R2

2
( ~B × ~∇)

∫
d2p⊥
(2π)

1

p⊥2 + m2
exp

[
ip⊥.x⊥

]
. (II.63)

Usando os resultados do apêndice B temos que

~AAB,LW = ~AAB,M +
R2

2
( ~B × ~∇)K0(m

√
x2 + y2) , (II.64)

onde K0 representa a função de Bessel K de ordem zero.

Pela simetria do nosso problema, escrevemos a equação anterior em coordenadas cilindricas

(r, ϕ, z). Neste caso,

~AAB,LW = ~AAB,M +
BR2

2

∂K0(mr)

∂r
ϕ̂

=
BR2

2r

[
1−mrK1(mr)

]
ϕ̂

= ~AM

[
1−mrK1(mr)

]
. (II.65)

Vale destacar que o potencial acima é dado pelo potencial obtido da teoria de Maxwell

multiplicado pelo fator
[
1−mrK1(mr)

]
Ainda em coordenadas esféricas, e com a relação,

~∇× [f(r)ϕ̂] =
1

r

[
∂

∂r
(rf(r))

]
ẑ, (II.66)

fica fácil calcular o campo magnético ~BLW = ~∇× ~ALW ,

~BAB,LW (r) =
BR2

2
mK0(mr)ẑ. (II.67)
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Na teoria de Lee-Wick temos um campo magnético no exterior do solenóide fino (corda de

Dirac), situação totalmente diferente daquela encontrada na teoria de Maxwell.

O campo magnético (II.67) cai rapidamente com a distância do mesmo. O parâmetro de

massa m deve ser considerado grande, como discutido previamente. Para argumentos grandes

a expressão (II.67) se reduz a

~BAB,LW (r) =
BR2

2
m

(2π)1/2

2

exp(−ma)

(ma)1/2
ẑ. (II.68)

Uma vez que uma corda de Dirac produz um campo magnético externo na teoria de Lee-

Wick é cab́ıvel se perguntar sobre a existência de algum tipo de interação entre duas cordas

de Dirac. A energia de interação pode ser calculada de forma similar ao que fizemos na seção

anterior, com a seguinte expressão

E =
1

2T

∫
d4xd4yJµ(x)Dµν(x, y)Jν(y), (II.69)

onde

Dµν(x, y) =

∫
d4p

(2π)4

m2

p2(p2 −m2)

{
ηµν − pµpν

m2

}
exp

[
−ip(x− y)

]
. (II.70)

Vamos tomar duas cordas de Dirac paralelas, uma posicionada ao longo do eixo z e outra

na posição a⊥. A corrente externa, nesse caso, tem a forma

Jµ(x) = J(1)µ(t,x‖,x⊥) + J(2)µ(t,x‖,x⊥ + a⊥). (II.71)

Substituindo (II.71) em (II.69), desprezando termos de auto-interação de um solenóide con-

sigo mesmo 11, temos

E =
1

T

∫
d4xd4yJ(1)µ(x)Dµν(x, y)J(2)ν(y)

=
1

T

∫
d4xd4y

∫
d4p

(2π)4
J̃(1)µ(p) exp

[
−ip(x)

]

Dµν(x, y)

∫
d4p′

(2π)4
J̃(2)µ(p′) exp

[
−ip′(y)

]
(II.72)

As equações (II.59), (II.58) e (II.51) fornecem a transforma transformada de Fourier para

cada uma das correntes acima,

J̃µ(p) = −p2ηµλÃ
λ(p)(2π)3δ(p0)δ(p3)Iλ(p⊥) . (II.73)

11Os termos de auto-interação não contribuem para a dinâmica de nenhum dos solenóides, uma vez que não

resultam em força sobre os mesmos
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Com o aux́ılio de (II.70) e (II.73), integrando em dx0dx3dy0dy3 e definindo o comprimento

(infinito) do solenóide, L =
∫

dx3, calculamos a energia (II.72) como segue

E =
1

T

∫
d4xd4y

(∫
d2p⊥
(2π)

(p⊥)2ηµλI
λ(p⊥) exp

[
ip⊥x⊥

])
×

×
∫

d4p′

(2π)4

m2

p′2(p′2 −m2)

{
ηµν − p′µp′ν

m2

}
exp

[
−ip′(x− y)

]
×

×
(∫

d2p′′⊥
(2π)

(p′′⊥)2ηνθI
θ(p′′⊥) exp

[
ip′′⊥(y⊥ + a⊥)

])

= L

∫
d2x⊥d2y⊥

(∫
d2p⊥
(2π)

(p⊥)2ηµλI
λ(p⊥) exp

[
ip⊥x⊥

])
×

×
∫

d2p′⊥
(2π)2

m2

p′⊥
2(p′⊥

2 −m2)

{
ηµν − p′µp′ν

m2

}
exp

[
ip′⊥(x⊥ − y⊥)

]
×

×
(∫

d2p′′⊥
(2π)

(p′′⊥)2ηνθI
θ(p′′⊥) exp

[
ip′′⊥(y⊥ + a⊥)

])
. (II.74)

Integrando agora em d2x⊥d2y⊥d2p′⊥d2p′′⊥ e usando a definição (II.59),

E

L
=

∫
d2p⊥
(2π)2

(p⊥)2Iλ(p⊥)Iλ(−p⊥)
m2

(p⊥2 −m2)
exp

[
−ip⊥a⊥

]

= −B1B2(mR1
2)(mR2

2)

4
K0(ma) , (II.75)

onde usamos resultados do apêndice B.

Portanto a força entre dois solenóides é dada por

F = −dE

da
= L

B1B2(mR1
2)(mR2

2)

4

dK0(ma)

da
= −L

B1B2(mR1
2)(mR2

2)

4
mK1(ma). (II.76)

Ou seja, a força entre os solenóides é atrativa caso o campo magnético dentro destes tenha a

mesma direção (B1 e B2 com o mesmo sinal nos resultados acima), e repulsiva caso os campos

tenham direções opostas (B1 e B2 com sinais contrários). É importante ressaltar que esta força

cai muito rapidamente com a distancia a entre os solenóides uma vez que, para argumentos

grandes, a função de Bessel K1(x) se comporta como K1(x) ∼= exp(−x)/x1/2 e o parâmetro de

massa m deve ser tomado como grande.

Esse comportamente é bem distindo daquele observado na teoria de Maxwell, onde os

solenóides jamais poderiam interagir entre si.
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II.4 Ondas para o campo de Lee-Wick

Para complementar este caṕıtulo finalizamos com esta seção onde discutimos brevemente ondas

no modelo de Lee-Wick.

A interação entre part́ıculas e o campo de Lee-Wick se dá pela pela mesma ação de acopla-

mento da teoria de Maxwell. Mais especificamente, seja uma part́ıcula de massa m e carga q,

interagindo com um campo externo vetorial seguinte ação. A ação dinâmica da part́ıcula mais

a ação dinâmica do acoplamento é dada por

S = −
∫ (

mds + qAµdxµ

)
. (II.77)

Aplicando o prinćıpio da mı́nima ação somos conduzidos a seguinte equação de movimento

d~p

dt
= q ~E + q~v × ~B, (II.78)

onde

~B = ~∇× ~A

~E = −∂ ~A

∂t
− ~∇Φ , (II.79)

sendo

Aµ = (Φ, ~A). (II.80)

Aplicando o divergente na primeira equação de (II.79) e o rotacional na segunda, e usando

algumas identidades vetorias, concluimos que

∇. ~B = 0

∇× ~E = −∂ ~B

∂t
. (II.81)

A dinâmica dos campos é dada pela seguinte ação,

S = −
∫ (

1

4
FµνF

µν +
1

4m2
Fµν�F µν + JµA

µ

)
dΩ. (II.82)

Neste caso,

δS = −
∫ (

1

2
FµνδF

µν +
1

4m2
δFµν�F µν +

1

4m2
Fµν�δF µν + JµδA

µ

)
dΩ
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=

∫ (
−∂µF

µν − �
m2

∂µF
µν + Jν

)
δAνdΩ

= 0 . (II.83)

Portanto temos como resultado,

(1 +
�
m2

)∂µF
µν = Jν . (II.84)

Escrevendo em termos dos campos f́ısicos ~E e ~B encontramos o seguinte par de equações:

(1 +
�
m2

)∇. ~E = ρ

(1 +
�
m2

)∇× ~B =
∂ ~E

∂t
+~j. (II.85)

onde usamos o fato de que o 4-vetor Jµ é dado por

Jµ = (ρ,~j). (II.86)

Por fim, a dinâmica dos campos ~E e ~B é regida pelo seguinte conjunto de equações:
(1 + �

m2 )∇. ~E = ρ , ∇× ~E = −∂ ~B
∂t

∇. ~B = 0 , (1 + �
m2 )∇× ~B = ∂ ~E

∂t
+~j

(II.87)

As equações de onda para os campos ~E e ~B no vácuo(ρ = 0,~j = 0) se obtém facilmente do

resultado anterior. Para o campo elétrico podemos operar com (1+ �
m2 )∇× em ambos os lados

da equação (II.87) que contém o rotacional do campo elétrico

(1 +
�
m2

)∇×∇× ~E = − ∂

∂t
[(1 +

�
m2

)∇× ~B]. (II.88)

Com a ajuda da identidade vetorial

∇×∇× ~E = ∇(∇. ~E)−∇2 ~E , (II.89)

e com a equação (II.87) que contém o divergente do campo elétrico, conclúımos que

(1 +
�
m2

)∇2 ~E =
∂2 ~E

∂t2
. (II.90)
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A equação (II.90) pode ser reescrita na forma

(1− ∇2

m2
)� ~E = ~0 . (II.91)

Para o campo magnético operamos com o rotacional na equação (II.87) que contém o rota-

cional de ~B e usamos a equação (II.87) que contém o rotacional de ~E, fornecendo

(1− ∇2

m2
)� ~B = ~0 . (II.92)



Caṕıtulo III

Eletrodinâmica de Lee-Wick na

presença de planos condutores.

Nesse caṕıtulo consideramos o campo vetorial do modelo de Lee Wick na presença de condições

de contorno em superf́ıcies planas. Nos restringimos a condições de contorno que, em um certo

sentido, simulam a presença de um condutor perfeto para o campo. Estudamos duas situações

distintas, a saber: a interação entre uma fonte pontual estática e um plano condutor e a

interação entre dois planos condutores perfeitos paralelos. Em ambas as situações restringimos

os resultados para o caso onde o parâmetro de massa m é grande.

Para a primeira situação, os resultados podem ser interpretados como correções quânticas

para o método das imagens no modelo de Lee Wick.

O segundo resultado se caracteriza por correções quânticas para a energia de Casimir ori-

undas do acoplamento, caracteŕıstico do modelo, de ordem superior nos campos.

Vale mencionar que poderiamos empregar uma abordagem alternativa para a obtenção

dos resultados, na qual o acoplamento em ordens superiores nos campos seria considerado

perturbativamente, como é usualmente feito em Teoria Quântica de Campos. Não optamos por

este procedimento pois, apesar dos resultados terem sido obtidos perturbativamente, o modelo

foi resolvido exatamente, no sentido que todos os propagadores relevantes foram calculados

de forma exata. A partir dos propagadores encontrados pode-se estudar qualquer aspecto dos

sistemas que consideramos, e não apenas aqueles estudados nesta dissertação. Podeŕıamos até

estudar aspectos dos modelos em ordens mais altas ou até mesmo exatamente. Nesse sentido

a abordagem que adotamos é mais vantajosa, pois se tivéssemos usado teoria de perturbação

22
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usual em TQC, estaŕıamos limitados sempre a uma certa ordem na constante de acoplamento.

III.1 Plano condutor perfeito e uma carga pontual

Nessa dissertação vamos considerar que em um condutor perfeito a força de Lorentz paralela a

superf́ıcie do condutor seja nula. Como discutido no caṕıtulo anterior, a força de Lorentz no

modelo de Lee-Wick abeliano tem a mesma forma da que encontramos na teoria de Maxwell.

Sendo assim, a presença de uma superf́ıcie condutora para a teoria de Maxwell deve impor

condição de contorno sobre o campo vetorial semelhante a condição de controno imposta por

um condutor na teoria de Lee-Wick.

Dessa forma, vamos tomar como um plano condutor perfeito perpendicular ao plano z um

objeto que impõe as seguintes condições de contorno

ηµ F ∗µν(x)|S = 0 , (III.1)

onde

F ∗µν =
1

2
εµναβFαβ , (III.2)

ηµ = (0, 0, 0, 1) (III.3)

é o vetor perpendicular a superf́ıcie condutora e o sub-indice S está nos dizendo que a condição

(III.1) é tomada em uma superf́ıcie plana S.

Uma outra maneira de analizar a condição de contorno imposta é escrevendo o tensor

F ∗µν(x) em termos dos campos f́ısicos ~E e ~B, ou seja,

F ∗µν(x) =


0 Bx By Bz

−Bx 0 −Ez Ey

−By Ez 0 −Ex

−Bz −Ey Ex 0

 (III.4)

Neste caso tendo em vista a condição de contorno,

Bz = 0 , Ex = 0 , Ey = 0. (III.5)

Manipulando a equação (III.1) encontramos,

ηµε
µναβ∂αAβ(x)

∣∣
S

= 0. (III.6)
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Por conveniencia vamos definir o operador diferencial

χνβ = ηµε
µναβ∂α. (III.7)

O funcional gerador é dado pela integral funcional gaussiana da ação nos campos. Essa

integral deve ser efetuada em todas as configurações de campo que satisfaçam a condição

(III.1). Vamos implementar essa restrição utilizando o truque proposto na referencia [30], na

qual se introduz um funcional delta como segue

Zc[Jµ] =

∫
DAµδ[ηµ F ∗µν(x)|S] exp

[
i

∫
d4x

(
1

2
AµO

µνAν − JµA
µ

)]
. (III.8)

O funcional delta acima anula todas as contribuições para a integral que não satisfazem a

condição (III.1). O funcional delta tem a representação de Fourier funcional

δ[ηµ F ∗µν(x)|S] = δ[χνβAβ(x)
∣∣
S
]

=

∫
DBν exp

[
i

∫
dS(x)Bν(x‖)χ

νβAβ(x)

]
, (III.9)

onde

Bν = (B0, B1, B2) e dS = d4xδ(x⊥). (III.10)

sendo x‖ as coordenadas paralelas ao plano condutor, (x0, x1, x2), e x⊥ = x3 a coordenada

perpendicular a este. B é um campo auxiliar definido apenas sobre o condutor. O papel

desse campo auxiliar pode ser entendido como o análogo funcional da variável de Fourier (no

espaço rećıproco) se pensarmos na conhecida relação para a função delta de Dirac, δ(x) ∼=∫
dk exp(−ikx).

É de fácil demonstração que Bν(x‖) possui invariância de calibre, ou seja,

Bν(x‖) → Bν(x‖) + ∂νf(x‖). (III.11)

Utilizando um procedimento análogo ao proposto por Fadeev-Popov para a quantização de

campos de calibre, concluimos que

Zc[Jµ] =

∫
DAµDBµδ[∂µB

µ − f ] exp

[
i

∫
d4x

(
1

2
AµO

µνAν − JµA
µ

)
+

+

∫
dS(x)Bν(x‖)χ

νβAβ(x)

]
. (III.12)
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Como sabemos, a f́ısica é independente da função de calibre f . Procedemos agora com

o truque de Gerard’t Hooft, inserindo uma função de f e integrando sobre a mesma. Por

conveniência escolhemos uma forma gaussinana, como segue

Zc[Jµ] =

∫
DAµ exp

[
i

∫
d4x

(
1

2
AµO

µνAν − JµA
µ

)]
×

× DBµ exp

[
i

∫
dS(x)Bν(x‖)χ

νβAβ(x)

]
×

× Dfδ[∂µB
µ − f ] exp

[
− i

2Λ

∫
dS(x)dS(y)f(x‖)Q(x‖ − y‖)f(y‖)

]
, (III.13)

onde inserimos uma função arbitrária Q(x‖ − y‖) a ser escolhida convenientemente e Λ é um

parâmetro de calibre para o campo auxiliar B.

Efetuando a integral em f temos

Zc[Jµ] =

∫
DAµ exp

[
i

∫
d4x

(
1

2
AµO

µνAν − JµA
µ

)]
×

× DBµ exp

[
i

∫
dS(x)Bν(x‖)χ

νβAβ(x)

]
×

× exp

[
− i

2Λ

∫
dS(x)dS(y)Bµ(x‖)∂µ∂νQ(x‖ − y‖)B

ν(y‖)

]
, (III.14)

onde efetuamos duas integrações por partes na ultima linha.

Se não fosse a segunda linha na equação acima, na qual temos um acoplamento entre Aµ e

Bµ, teŕıamos duas integrais funcionais gaussinas, uma em Aµ e outra em Bµ.

Para desacoplar Aµ e Bµ efetuamos a translação

Aµ → Aµ −
∫

dS(y)Bλ(y‖)χλ
ρ(y)Dρµ(y, x) . (III.15)

Sendo assim∫
d4xAµO

µνAν →
∫

d4xAµO
µνAν − 2

∫
d4xAµO

µν

∫
dS(y)Bλ(y‖)χλ

ρ(y)Dρν(y, x)+

+

∫
d4x

∫
dS(y)Bλ(y‖)χλ

ρ(y)Dρµ(y, x)Oµν

∫
dS(z)Bα(z‖)χα

θ(z)Dθν(z, x) . (III.16)

Usando o fato de que

OµνDθν(z, x) = δ4(z − x)ηµ
θ, (III.17)
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temos ∫
d4xAµO

µνAν →
∫

d4xAµO
µνAν − 2

∫
dS(y)Bλ(y‖)χλ

ρ(y)Aρ(y)+

+

∫ ∫
dS(y)dS(z)Bλ(y‖)χλ

ρ(y)χα
θ(z)Dρθ(y, z)Bα(z‖). (III.18)

O termo com a corrente em (III.14), após a translação, fica∫
d4xJµA

µ →
∫

d4xJµA
µ −

∫
dS(y)Bλ(y‖)χλ

ρ(y)

∫
d4xDρµ(y, x)Jµ(x). (III.19)

O termos de acoplamento entre o campo auxiliar e o campo vetorial toma a forma∫
dS(x)Bν(x‖)χ

νβAβ(x) →
∫

dS(x)Bν(x‖)χ
νβAβ(x)+

−
∫ ∫

dS(y)dS(z)Bλ(y‖)χλ
ρ(y)χα

θ(z)Dρθ(y, z)Bα(z‖). (III.20)

Por conveniência futura definimos a quantidade

Iλ(y) = χλ
ρ(y)

∫
d4xDρµ(y, x)Jµ(x). (III.21)

Com os resultados acima reescrevemos nosso funcional gerador com condições de contorno

como

Zc[Jµ] =

∫
DAµ exp

[
i

∫
d4x

(
1

2
AµO

µνAν − JµA
µ

)]
DBµ exp

[
i

∫
dS(y)Bλ(y‖)Iλ(y)

]
×

× exp

[
− i

2

∫ ∫
dS(y)dS(z)Bλ(y‖)

(
χλ

ρ(y)χα
θ(z)Dρθ(y, z) +

1

Λ
∂λ∂αQ

)
Bα(z‖)

]
. (III.22)

Agora é importante simplificar a estrutura (III.22). Primeiramente escolhemos ξ = 1.

Deste modo,

Dρθ(y, z) =

∫
d4p

(2π)4

m2

p2(p2 −m2)

{
ηρθ −

pρpθ

m2

}
exp

[
−ip(y − z)

]

=

∫
d3p‖
(2π)3

[
i

2L
exp

[
iL(y⊥ − z⊥)

]
− i

2Γ
exp

[
iΓ(y⊥ − z⊥)

]]
×

× exp

[
−ip‖(y‖ − z‖)

]{
ηρθ −

pρpθ

m2

}
(III.23)

onde efetuamos a integral em p3 e definimos

L =
√

p‖2 e Γ =
√

p‖2 −m2. (III.24)
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Definindo a quantidade

W λα = χλρ
(y)χαθ(z)Dρθ(y, z) +

1

Λ
∂λ∂αQ , (III.25)

temos para o nosso funcional gerador com condição de contorno,

Zc[Jµ] =

∫
DAµ exp

[
i

∫
d4x

(
1

2
AµO

µνAν − JµA
µ

)]
DBµ exp

[
i

∫
d3y‖B

λ(y‖)Iλ(y‖)

]
×

× exp

[
− i

2

∫ ∫
d3y‖d

3z‖Bλ(y‖)W
λα(y‖, z‖)Bα(z‖)

]
. (III.26)

Note que o funcional acima e composto de duas integrais funcionais independentes, uma no

campo A e outra no campo auxiliar B. Cada uma dessas integrais tem a forma gaussiana e

pode ser efetada exatamente. A integral em A é a mesma encontrada na teoria sem condições

de contorno e discutida no caṕıtulo II. A integral em B requer um pouco mais de trabalho.

Manipulamos agora o primeiro termo do lado direito de (III.25) como segue

χλρ
(y)χαθ(z)Dρθ(y, z) = ε3λµρ∂µ

(y)ε3ανθ∂ν
(z)Dρθ(y‖, z‖)

=
i

2

∫
d3p‖
(2π)3

(
1

L
− 1

Γ

)
exp

[
−ip‖(y‖ − z‖)

]{
ε3λµρpµpνηρθε

3ανθ
}

=
i

2

∫
d3p‖
(2π)3

(
1

L
− 1

Γ

)
exp

[
−ip‖(y‖ − z‖)

]{
ηλαp‖

2 − pλpα
}

,

(III.27)

onde argumentamos que

ε3λµρpµpνηρθε
3ανθ = ηλαp‖

2 − pλpα. (III.28)

Como sabemos

ε3λµρηρθε
3ανθ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
η33 η3α η3ν

ηλ3 ηλα ηλν

ηµ3 ηµα ηµν

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −η33ηλαηµν − η3αηλνηµ3 − η3νηλ3ηµα+

+η33ηλνηµα + η3αηλ3ηµν + η3νηλαηµ3 = −η33ηλαηµν + η33ηλνηµα, (III.29)

pois λ, α, µ e ν 6= 3. Portanto a afirmação (III.28) se concretiza.

Sendo Q uma função arbitrária, podemos fazer a seguinte escolha

Q(y‖ − z‖) =
i

2

∫
d3p‖
(2π)3

(
1

L
− 1

Γ

)
exp

[
−ip‖(y‖ − z‖)

]
e Λ = 1. (III.30)
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Substituindo (III.30) e (III.27) em (III.25) temos que

W λα(y‖, z‖) =
i

2

∫
d3p‖
(2π)3

(
1

L
− 1

Γ

)
exp

[
−ip‖(y‖ − z‖)

]
ηλαp‖

2

=
i

2

∫
d3p‖
(2π)3

L

(
1− L

Γ

)
ηλα exp

[
−ip‖(y‖ − z‖)

]
. (III.31)

Para calcular a integral funcional no campo auxiliar B em (III.26) precisamos encontrar a

inversa da função W λα(y‖, z‖), que vamos denotar por Vαθ(z‖, q‖). Sendo assim,∫
d3z‖W

λα(y‖, z‖)Vαθ(z‖, q‖) = ηλ
θδ

3(y‖ − q‖). (III.32)

Não é dif́ıcil mostrar que

Vαθ(z‖, q‖) = −2i

∫
d3p′‖
(2π)3

Γ′

L′

(
1

Γ′ − L′

)
ηαθ exp

[
−ip′‖(z‖ − q‖)

]
. (III.33)

Agora vamos fazer as seguintes translações de campos,

Aµ → Aµ +

∫
d4yDµλ(x, y)Jλ(y)

Bλ(y‖) → Bλ(y‖) +

∫
d3z‖V

λθ(y‖, z‖)Iθ(z‖). (III.34)

Inserindo (III.34) em (III.26) encontramos finalmente o funcional gerador

Zc[Jµ] = N1N2 exp

[
− i

2

∫
d4xd4yJµ(x)Dµν(x, y)Jν(y)

]
×

× exp

[
i

2

∫
d3x‖d

3y‖I
α(x‖)Vαθ(x‖, y‖)I

θ(y‖)

]
, (III.35)

onde definimos os seguintes determinantes,

N1 =

∫
DAµ exp

[
i

2

∫ ∫
d4xd4yAµ(x)δ4(y − x)OµνAν(y)

]

N2 =

∫
DBµ exp

[
− i

2

∫ ∫
d3x‖d

3y‖Bλ(x‖)W
λα(x‖, y‖)Bα(y‖)

]
. (III.36)

De posse do funcional (III.35) temos a teoria quântica de Lee-Wick na presença de um plano

condutor perfeito no sentido que podemos obter qualquer quantidade f́ısica a partir de (III.35).

Estamos interessados na interação de uma carga pontual com um plano condutor infinito.

Para isso usamos a conhecida relação [13, 26]

Zc = exp

[
−iET

]
, (III.37)
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onde E é a energia do estado fundamental1 do sistema em questão e T o intervalo de tempo.

Vamos considerar a presença de uma carga a uma distância a do plano condutor, sendo a

um vetor com apenas coordenadas perpendiculares ao condutor. Esta carga pode ser descrita

pela corrente [26]

Jµ(x) = ηµ0λδ2(x‖)δ
2(x⊥ − a) (III.38)

Ao substituirmos a corrente (III.38) em (III.35), e usando o resultado (III.37) notamos

facilmente que os determinantes N1 e N2 fornecem contribuições para a energia E independentes

da distância entre o plano e a carga. Essas contribuições existem mesmo sem a presença do

condutor e da carga e estão relacionadas as energias de vácuo livre do campo vetorial de

Lee-Wick e do campo auxiliar. Após algumas manipulações simples podemos mostrar que a

primeira exponencial do lado direito de (III.35) fornece também uma contribuição para a energia

independente da distância entre o plano condutor e a carga. Esta contribuição está associada a

auto-energia da carga [26]. Vale mencionar que os termos da energia independentes da distância

entre o contutor e a carga não contribuem para a força de interação entre as mesmas, uma vez

que essa força é obtida pela derivada da energia em relação a esta distância.

A contribuição para a energia oriunda da segunda exponencial em (III.35),

E = − 1

2T

∫
d3x‖d

3y‖I
α(x‖)Vαθ(x‖, y‖)I

θ(y‖) , (III.39)

vai nos dar a interação entre o plano condutor e a carga pontual.

A quantidade Iα na equação acima tem sua definição dada em (III.21). Com a corrente

(III.38) temos

Iα(x‖) = ε3αµν∂µ

∫
d4z

∫
d4p

(2π)4

m2

p2(p2 −m2)

{
ηνs −

pνps

m2

}
exp

[
−ipz + ip‖x‖

]
Js(z)

= i

∫
d4z

[∫
d4p

(2π)4

m2

p2(p2 −m2)
ε3αµspµ exp

[
−ipz + ip‖x‖

]]
Js(z)

= iλ

∫
d3~p

(2π)3

m2

~p2(~p2 + m2)
ε3αµ0pµ exp

[
ip⊥a− i~p‖~x‖

]
. (III.40)

Substituindo (III.40) em (III.39) temos

E = − λ2

2T

∫
d3x‖d

3y‖

{
i

∫
d3~p

(2π)3

m2

~p2(~p2 + m2)
ε3αµ0pµ exp

[
ip⊥a− i~p‖~x‖

]}
×

1Por estado fundamental queremos dizer o estado na ausência de part́ıculas (vácuo), ou “quanta”do campo.
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× −2i

∫
d3p′‖
(2π)3

Γ′

L′

(
1

Γ′ − L′

)
ηαθ exp

[
−ip′‖(x‖ − y‖)

]
×

×
{

i

∫
d3~p′′

(2π)3

m2

~p′′2(~p′′2 + m2)
ε3θν0p′′ν exp

[
ip′′⊥a− i~p′′‖~y‖

]}

= −λ2

∫
d2~x‖d

2~y‖

{∫
d3~p

(2π)3

m2

~p2(~p2 + m2)
ε3αµ0pµ exp

[
ip⊥a− i~p‖~x‖

]}
×

×
∫

d2~p′‖
(2π)2

√
~p‖
′2 + m2√
~p‖
′2

1√
~p‖
′2 + m2 −

√
~p‖
′2

ηαθ exp

[
−ip′‖(x‖ − y‖)

]
×

×
{∫

d3~p′′

(2π)3

m2

~p′′2(~p′′2 + m2)
ε3θν0p′′ν exp

[
ip′′⊥a− i~p′′‖~y‖

]}

= −λ2

[∫
d2~p‖
(2π)2

√
~p‖

2 + m2√
~p‖

2

~p‖
2√

~p‖
2 + m2 −

√
~p‖

2

]
×

×
[∫

dp⊥
(2π)

m2

(~p2
‖ + p2

⊥)(~p2
‖ + p2

⊥ + m2)
exp

[
ip⊥a

]]2

. (III.41)

A partir deste ponto tendo em vista a complexidade da integral na última linha da equação

(III.41), vamos tratar o problema pertubativamente. Neste caso tomamos o parâmetro m como

sendo uma quantidade grande.

O termo entre colchetes na última linha da equação (III.41) pode ser calculado como segue∫
dp⊥
(2π)

m2

(~p2
‖ + p2

⊥)(~p2
‖ + p2

⊥ + m2)
exp

[
ip⊥a

]
=

=

∫
dp⊥
(2π)

1

(~p2
‖ + p2

⊥)
exp

[
ip⊥a

]
−
∫

dp⊥
(2π)

1

(~p2
‖ + p2

⊥ + m2)
exp

[
ip⊥a

]

=
1

2
√

~p2
‖

exp

[
−
√

~p2
‖ a

]
− 1

2
√

~p2
‖ + m2

exp

[
−
√

~p2
‖ + m2 a

]
, (III.42)

onde na segunda linha usamos frações parciais e na terceira linha usamos os resultados do

apêndice B.

Uma vez que estamos nos restringindo ao caso onde ma é suficientemente grande, vamos

desconsiderar a contribuição com m presente no argumento da exponencial na última linha da

equação (III.42). Sendo assim∫
dp⊥
(2π)

m2

(~p2
‖ + p2

⊥)(~p2
‖ + p2

⊥ + m2)
exp

[
ip⊥a

]
∼=

1

2
√

~p2
‖

exp

[
−
√

~p2
‖ a

]
. (III.43)
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Substituindo (III.43) em (III.41) obtemos

E ∼= −λ2

[∫
d2~p‖
(2π)2

√
~p‖

2 + m2√
~p‖

2

~p‖
2√

~p‖
2 + m2 −

√
~p‖

2

]
1

4~p2
‖

exp

[
−2
√

~p2
‖ a

]

= −λ2

8π

∫ ∞

0

dp

[ √
p2 + m2√

p2 + m2 − p

]
exp

[
−2p a

]
, (III.44)

onde efetuamos uma integração em coordenadas polares e definimos p =
√

~p2
‖.

Para valores de momento p altos, a contribuição para a integral (III.44) é cada vez menos

relevante. Dessa forma é leǵıtimo pensarmos em um momento de corte p = Λ como limite

superior da integral (III.44). O que também torna leǵıtimo introduzirmos um momento de

corte é o fato de que, para momentos altos, o plano passa a se tornar transparente [31].

Vamos tomar o momento de corte tal que, para todo o intervalo de integração 0 < p < Λ,

seja leǵıtimo fazer p << m. Isso equivale a dizer que m >> Λ com isso podemos expandir o

termo entre colchetes em (III.44),√
p2 + m2√

p2 + m2 − p
∼= 1 +

p

m
+

p2

m2
. (III.45)

Substituindo (III.45) em (III.44) temos que

E ∼= −λ2

8π

∫ Λ

0

dp

[
1 +

p

m
+

p2

m2

]
exp
[
−2p a

]
(III.46)

O integrando acima é muito pequeno para p > Λ, dessa forma, se fizermos Λ → ∞ na

integral acima estaremos introduzindo uma contribuição irrelevante, portanto

E ∼= −λ2

8π

∫ ∞

0

dp

[
1 +

p

m
+

p2

m2

]
exp
[
−2p a

]
∼= − λ2

16π

1

a

(
1 +

1

2ma
+

1

2(ma)2

)
+O(m−3). (III.47)

A força é obtida como a derivada da energia em relação a distância a, como segue,

F ∼= −dE

da
= − λ2

4π(2a)2

[
1 +

1

ma
+

3

2(ma)2

]
+O(m−3). (III.48)

O primeiro termo em (III.48) corresponde ao método das imagens, onde temos uma interação

tipo Coulomb para a carga e sua imagem em relação ao condutor.

É interessante notar que a força (III.48) não se caracteriza pela soma de uma contribuição

do setor massivo e do setor não massivo para o campo, como ocorre no caso de interações entre
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fontes estacionárias, discutido na seção anterior. Esse fato poderia ser percebido previamente

se tivéssemos escrito o propagador do modelo com condições de contorno (a partir da expressão

(III.35)).

III.2 Interação entre dois planos condutores perfeitos: o

Efeito Casimir

Nesta seção estudamos a energia de interação entre dois planos condutores paralelos entre si,

em uma configuração t́ıpica de Casimir, no modelo de Lee-Wick. Pelo procedimento adotado

quantizamos a teoria na presença dos planos condutores, obtendo o propagador neste caso, e a

energia de Casimir.

Nos restringimos a situação onde o parâmetro de massa m é muito grande.

III.2.1 Propagador na presença dos condutores

Como vimos anteriormente, um plano condutor perfeito é introduzido na teoria por meio de

uma condição de contorno a qual o campo Aµ(x) deve satisfazer. No presente problema temos

dois condutores paralelos, e a condição de contorno a ser imposta é dada por,

ηµ F ∗µν(x)|Sk
= 0 k = 1, 2, (III.49)

onde Sk, k = 1, 2 designam dois planos paralelos entre si, ηµ = (0, 0, 0, 1) é o 4-vetor perpen-

dicular aos planos e F ∗µν(x) = (1/2)εµναβFαβ é o tensor intensidade de campo eletromagnético

dual.

Podemos escrever as condições acima de forma conveniente

χνβAβ(x)|Sk
= 0 onde χνβ = ηµε

µναβ∂α. (III.50)

Nosso funcional gerador com condições de contorno é dado pela integral funcional gaussiana

da ação somente sobre as configurações de campo que satisfazem as condições (III.50). Essa

integração funcional pode ser implementada pela introdução de funcionais delta de Dirac, como

segue

Zc[Jµ] =

∫
DAµ

∏
k

δ[ηµ F ∗µν(x)|Sk
] exp

[
i

∫
d4x

(
1

2
AµO

µνAν − JµA
µ

)]
. (III.51)
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Vamos tomar os planos condutores nas posições (0, 0, 0, a(k)), k = 1, 2 de modo que a

distância entre estes seja |a(2) − a(1)|.

As deltas funcionais acima têm uma representação funcional de Fourier dada por

δ[ηµ F ∗µν(x)|Sk
] = δ[χνβAβ(x)

∣∣
Sk

]

=

∫
DB(k)

ν exp

[
i

∫
dS(k)(x)B(k)

ν(x‖)χ
νβAβ(x)

]
, (III.52)

onde B(k)
ν(x‖) são campos auxiliares e definimos dS(k)(x) = d4xδ(x⊥−ak), com x⊥ = (0, 0, 0, x3).

Sabemos que nossos campos auxiliares B(k)
µ(x‖) possuem invariância de calibre, deste modo,

procedendo da mesma forma que fizemos na seção anterior, somos conduzidos ao seguinte

resultado ∏
k

δ[ηµ F ∗µν(x)|Sk
] = [

∏
k

DB(k)
µ] exp

[
i
∑

k

∫
dS(k)(x)B(k)

ν(x‖)χ
νβAβ(x)

]
×

× exp

[
− i

2Λ

∑
k

∫
dS(k)(x)dS(k)(y)B(k)µ(x‖)∂µ∂νQ(x‖ − y‖, 0)B(k)ν(y‖)

]
, (III.53)

onde Λ é um parâmetro de calibre e Q uma função arbitrária a ser definida.

Substituindo (III.53) em (III.51) e fazendo a seguinte translação

Aµ → Aµ −
∑

k

∫
dS(k)(y)B(k)λ(y‖)χλ

ρ(y)Dρµ(y, x), (III.54)

podemos escrever o funcional gerador com condições de contorno na forma

Zc[Jµ] =

∫
DAµ exp

[
i

∫
d4x

(
1

2
AµO

µνAν − JµA
µ

)]∫
[
∏

k

DB(k)
µ]×

× exp

[
−i
∑
k,l

∫ ∫
dS(k)(y)dS(l)(z)Bkλ(y‖)

(
χλ

ρ(y)χα
θ(z)Dρθ(y, z) +

δkl

Λ
∂λ∂αQ

)
Blα(z‖)

]
×

× exp

[
i
∑

k

∫
dS(k)(y)Bkλ(y‖)Iλ(y)

]
, (III.55)

onde definimos

Iλ(y) = χλ
ρ(y)

∫
d4xDρµ(y, x)Jµ(x). (III.56)

Por conveniência escolhemos Q como sendo,

Q(y, z) =

∫
d4p

(2π)4

m2

p2(p2 −m2)
exp

[
−ip(y − z)

]
. (III.57)
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Vamos agora simplificar o termo quadrático em B na equação (III.55)∑
k,l

∫ ∫
dS(k)(y)dS(l)(z)Bkλ(y‖)

(
χλ

ρ(y)χα
θ(z)Dρθ(y, z) +

δkl

Λ
∂λ∂αQ

)
Blα(z‖) =

=
∑
k,l

∫ ∫
d3y‖d

3z‖Bkλ(y‖)

(
ε3λµρ∂µ

(y)ε3ανθ∂ν
(z)Dρθ(y‖ − z‖; ak − al) +

+
δkl

Λ
∂λ∂αQ(y‖ − z‖; ak − al)

)
Blα(z‖). (III.58)

Definindo

W λα
kl (y‖, z‖) = ε3λµρ∂µ

(y)ε3ανθ∂ν
(z)Dρθ(y‖ − z‖; ak − al) +

δkl

Λ
∂λ∂αQ(y‖ − z‖; ak − al), (III.59)

temos ∑
k,l

∫ ∫
dS(k)(y)dS(l)(z)Bkλ(y‖)

(
χλ

ρ(y)χα
θ(z)Dρθ(y, z) +

δkl

Λ
∂λ∂αQ

)
Blα(z‖) =

=
∑
k,l

∫ ∫
d3y‖d

3z‖Bkλ(y‖)W
λα
kl (y‖, z‖)Blα(z‖) . (III.60)

De agora em diante vamos usar os calibres onde ξ = 1 e Λ = 1.

Usando a definição

Dρθ(y, z) =

∫
d4p

(2π)4

m2

p2(p2 −m2)

(
ηρθ −

pρpθ

m2

)
exp

[
−ip(y − z)

]
, (III.61)

podemos mostrar facilamente que

ε3λµρ∂µ
(y)ε3ανθ∂ν

(z)Dρθ(y‖ − z‖; ak − al) =

∫
d3p‖
(2π)3

(
ηλαp‖

2 − pλpα

)
exp

[
−ip‖(y‖ − z‖)

]
×

×
∫

dp⊥
(2π)

m2

p2(p2 −m2)
exp

[
ip⊥(ak − al)

]
. (III.62)

Com a definição (III.57) também temos

∂λ∂αQ(y‖ − z‖; ak − al) =

∫
d3p‖
(2π)3

pλpα exp

[
−ip‖(y‖ − z‖)

]
×

×
∫

dp⊥
(2π)

m2

p2(p2 −m2)
exp

[
ip⊥(ak − al)

]
. (III.63)

Usamos agora o fato de que2∫
dp⊥
(2π)

m2

p2(p2 −m2)
exp

[
ip⊥a

]
=

i

2L
exp

[
iLa

]
− i

2Γ
exp

[
iΓa

]
, (III.64)

2A integral proposta pode ser resolvida apenas separando o integrando por frações parciais e utilizando o

teorema dos pólos e residos[32].
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onde

L =
√

p‖2 e Γ =
√

p‖2 −m2. (III.65)

Com os resultados (III.53), (III.63) e (III.64) a função (III.59) pode ser reescrita como

W λα
kl (y‖, z‖) =

∫
d3p‖
(2π)3

exp

[
−ip‖(y‖ − z‖)

]
×

×
[(

ηλαp‖
2 − pλpα

)(
i

2L
exp

[
iLakl

]
− i

2Γ
exp

[
iΓakl

])
+ δklp

λpα

(
i

2L
− i

2Γ

)]
.

(III.66)

Por conveniência de notação, definimos a matriz [W λα(y‖, z‖)] cujos elementos são dados

por W λα
kl (y‖, z‖),

[W λα(y‖, z‖)] =

∫
d3p‖
(2π)3

exp

[
−ip‖(y‖ − z‖)

] gηλαp‖
2 f

(
ηλαp‖

2 − pλpα

)
f

(
ηλαp‖

2 − pλpα

)
gηλαp‖

2

 ,

(III.67)

onde definimos

f =

(
i

2L
exp

[
iLakl

]
− i

2Γ
exp

[
iΓakl

])
e g =

(
i

2L
− i

2Γ

)
. (III.68)

Futuramente vamos precisar da inversa de [W λα(y‖, z‖)], que denotamos por [Vαθ(z‖, q‖)],

∫
d3z‖[W

λα(y‖, z‖)][Vαθ(z‖, q‖)] =

 1 0

0 1

 ηλ
θδ

3(y‖ − q‖). (III.69)

Vamos propor uma solução para [Vαθ(z‖, q‖)] na seguinte forma

[Vαθ(z‖, q‖)] =

∫
d3p‖
(2π)3

exp

[
−ip‖(z‖ − q‖)

] sαθ vαθ

vαθ sαθ

 . (III.70)

Resolvendo (III.69) com a proposta (III.70) temos

[Vαθ(z‖, q‖)] =

∫
d3p‖
(2π)3

exp

[
−ip‖(z‖ − q‖)

] g

p‖2(g2 − f 2)

[
ηαθ −

f 2

g2

pαpθ

p‖2

] 1 0

0 1

 +

− f

p‖2(g2 − f 2)

[
ηαθ −

pαpθ

p‖2

] 0 1

1 0

 . (III.71)
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Definindo matrizes [Bα(z‖)] e [Iλ(y‖)] com elementos dados por Blα(z‖) e Iλ(y‖, ak), podemos

escrever

exp

[
i
∑

k

∫
d3y‖B

kλ(y‖)Iλ(y‖, ak)−
i

2

∑
k,l

∫ ∫
d3y‖d

3z‖Bkλ(y‖)W
λα
kl (y‖, z‖)Blα(z‖)

]
=

= exp

[
i

∫
d3y‖[B

λ(y‖)][Iλ(y‖)]−
i

2

∫ ∫
d3y‖d

3z‖[Bλ(y‖)][W
λα(y‖, z‖)][Bα(z‖)]

]
.(III.72)

Com as equações (III.59), (III.60) e (III.72) o propagador (III.55) toma a forma

Zc[Jµ] =

∫
DAµ exp

[
i

∫
d4x

(
1

2
AµO

µνAν − JµA
µ

)]
×

× [
∏

k

DB(k)
µ] exp

[
i

∫
d3y‖[B

λ(y‖)][Iλ(y‖)]

]
×

× exp

[
− i

2

∫ ∫
d3y‖d

3z‖[Bλ(y‖)][W
λα(y‖, z‖)][Bα(z‖)]

]
. (III.73)

Agora estamos aptos a fazer as seguintes translações nos campos,

Aµ → Aµ +

∫
d4yDµλ(x, y)Jλ(y)

[Bλ(y‖)] → [Bλ(y‖)] +

∫
d3z‖[V

λθ(y‖, z‖)][Iθ(z‖)] , (III.74)

de modo a escrever a equação (III.73), após algumas manipulações, como

Zc[Jµ] = N1N2 exp

[
− i

2

∫
d4xd4yJµ(x)Dµν(x, y)Jν(y)

]
×

× exp

[
i

2

∫
d3x‖d

3y‖[I
α(x‖)][Vαθ(x‖, y‖)][I

θ(y‖)]

]
, (III.75)

onde definimos os determinantes

N1 =

∫
DAµ exp

[
i

2

∫ ∫
d4xd4yAµ(x)δ4(y − x)OµνAν(y)

]

N2 =

∫
DBµ exp

[
− i

2

∫ ∫
d3x‖d

3y‖[Bλ(x‖)][W
λα(x‖, y‖)][Bα(y‖)]

]
. (III.76)

Utilizando o resultado (III.71) e a definição (III.56) podemos escrever o funcional (III.75)

como3

Zc[Jµ] = Zc[0] exp

[
− i

2

∫
d4xd4yJµ(x)

(
Dµν(x, y)− D̄µν(x, y)

)
Jν(y)

]
, (III.77)

3Uma abordagem interessante para o Efeito Casimir pode ser vista em [30]. Esta por sinal está no contexto

de QED onde temos um acoplamento do campo eletromagnético com o campo de Dirac.



37

com D̄µν(x, y) sendo dado por

D̄µν(x, y) =
∑
k,l

d4zd4ω

(
δ(z⊥ − ak)

∫
χα

ρ(z)Dρµ(z, x)

)
V αθ

kl (z‖, ω‖)×

×
(

δ(ω⊥ − al)χθ
λ(ω)Dλν(ω, y)

)
. (III.78)

Para simplificar a correção ao propagador dada acima, usamos o resultado (III.71), o propa-

gador livre (III.61) e a definição de χνβ dada em (III.50), como segue,

D̄µν(x, y) =

∫
d3z‖d

3w‖
∑
k,l

∫
d4p

(2π)4

m2

p2(p2 −m2)

{
ηρµ −

pρpµ

m2

}
ε3

α
βρ

∂β×

× exp

[
−ip‖(z‖ − x‖)

]
exp

[
ip⊥(x‖ − ak)

] ∫
d3k‖
(2π)3

V αθ
kl (k‖) exp

[
−ik‖(z‖ − ω‖)

]
×

×
∫

d4q

(2π)4

m2

q2(q2 −m2)

{
ηλν −

pλpν

m2

}
ε3

θ
σλ

∂σ exp

[
−iq‖(ω‖ − y‖)

]
×

× exp

[
iq⊥(y⊥ − al)

]
. (III.79)

D̄µν(x, y) =
∑
k,l

∫
d3k‖
(2π)3

dp⊥
(2π)

dq⊥
(2π)

(ε3
α

β
µ)(ε3

θ
σ

ν)kβkσV
αθ
kl (k‖) exp

[
−ik‖(x‖ − y‖)

]
×

× exp

[
ip⊥(x⊥ − ak)

]
exp

[
iq⊥(y⊥ − al)

]
×

× m2

(k2
‖ − p2

⊥)(k‖
2 − p2

⊥ −m2)

m2

(k2
‖ − q2

⊥)(k‖
2 − q2

⊥ −m2)
. (III.80)

Efetuando as integrais em dp⊥ e dq⊥ e fazendo algumas manipulações simples, podemos

escrever D̄µν(x, y) em uma estrutura matricial,

D̄µν(x, y) =

∫
d3k‖
(2π)3

exp

[
−ik‖(x‖ − y‖)

]
(ηµν − kµkν

k‖
2 )

1

4(g2 − f 2)
×

×
(

eiL|x⊥−a1|

L
− eiΓ|x⊥−a1|

Γ

eiL|x⊥−a2|

L
− eiΓ|x⊥−a2|

Γ

)
×

×

 g −f

−f g

 eiL|y⊥−a1|
L

− eiΓ|y⊥−a1|
Γ

eiL|y⊥−a2|
L

− eiΓ|y⊥−a2|
Γ


µ, ν 6= 3 , (III.81)



38

com a ressalva de que D̄µν(x, y) = 0 quando µ, ν = 3.

Uma observação interessante a se fazer é que, se nos fixarmos nas proximidades de uma das

placas e tomarmos o limite da outra se distanciando ao infinito recuperamos o caso de uma

placa discutido anteriormente na primeira secção deste caṕıtulo.

De posse do funcional (III.77) podemos calcular qualquer quantidade f́ısica do sistema.

III.2.2 Densidade de Energia

A partir deste momento estamos aptos a estudar como condições de contorno perturbam a

energia de vácuo. Neste sentido precisamos do tensor energia-momento da teoria proposta.

Uma vez que temos termos com derivadas de ordem superior é mais conveniente encontrar o

tensor energia momento da teoria pelo acoplamento do campo com a métrica[33]. Sendo assim

é de nosso conhecimento que

S =

∫
L
√
−det[gµν ] dΩ, (III.82)

δS

δgµν
=

∫
1

2

√
−det[gµν ] TµνdΩ. (III.83)

onde T µν é o tensor momento energia e dΩ = d4x.

Deste modo, variando a ação (III.82) 4

δS

δgµν
=

∫ (
−1

2
L
√
−det[gµν ]gµν +

δL
δgµν

√
−det[gµν ]

)
dΩ. (III.84)

Nossa densidade de lagrangeana de Lee-Wick em um espaço-tempo curvo é escrita como

L = −1

4
gλαgθβFαβFλθ −

1

4m2
gλαgθβgρσFαβ∂p∂σFλθ −

gλαgθβ∂αAλ∂βAθ

2ξ
(III.85)

Substituindo (III.85) em (III.84) e comparando com (III.83) obtemos que

Tµν = Fµθ

(
1 +

�
m2

)
F θ

ν +
ηµν

4

[
Fλθ

(
1 +

�
m2

)
F λθ + 2

∂λAλ∂
θAθ

ξ

]
− 1

2m2
F λθ∂µ∂νFλθ+

−2
∂µAν∂θA

θ

ξ
. (III.86)

Estamos interessados na densidade de energia, dada pela componente T00 do tensor energia

momento

T00 = F0θF
θ
0 − 2

∂0A0∂θA
θ

ξ
+

1

4

[
FλθF

λθ + 2
∂λAλ∂

θAθ

ξ

]
+

4δ(det[gµν ]) = det[gµν ]gµνδgµν = −det[gµν ]gµνδgµν , consequência do fato de a métrica ser simétrica.
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+F0θ(
�
m2

)F θ
0 + Fλθ(

�
4m2

)F λθ − 1

2m2
F λθ∂0∂0Fλθ. (III.87)

A energia do sistema é dada pela integral em todo espaço de T 00. Sendo assim, podemos

somar uma 4-divergência a quantidade T 00 que a energia não será alterada. Dessa forma

podemos escrever a densidade de energia de forma mais conveniente

T00 = Aλ

[
−2(1− 1

ξ
)ηθ

0∂λ∂0 + ηθλ∂0∂0 + ηλ0ηθ0�

]
Aθ+

−1

2
Aλ

[
ηλθ�− (1− 1

ξ
)∂λ∂θ

]
Aθ + Aλ

[
−2ηθ

0∂λ∂0 + ηθλ∂0∂0 + ηλ0ηθ0�

]
�
m2

Aθ+

−1

2
Aλ

[
ηλθ�− ∂λ∂θ

]
�
m2

Aθ + Aλ

[
ηλθ�− ∂λ∂θ

]
∂0∂0

m2
Aθ. (III.88)

Definindo o o operador diferencial tensorial

Mλθ =

[
−2(1− 1

ξ
)ηθ

0∂λ∂0 + ηθλ∂0∂0 + ηλ0ηθ0�

]
− 1

2

[
ηλθ�− (1− 1

ξ
)∂λ∂θ

]
+

+

[
−2ηθ

0∂λ∂0 + ηθλ∂0∂0 + ηλ0ηθ0�

]
�
m2

− 1

2

[
ηλθ�− ∂λ∂θ

]
�
m2

+

+

[
ηλθ�− ∂λ∂θ

]
∂0∂0

m2
, (III.89)

reescrevemos a densidade de energia como

T00 = AλMλθA
θ = lim

y→x
Mλθ(x)

[
Aθ(x)Aλ(y)

]
. (III.90)

III.2.3 Força de Casimir

Pois bem, depois das discussões anteriores estamos preparados para encontrar a energia do

campo de Lee-Wick no estado de vácuo na presença das placas condutoras perfeitas. Para esse

fim iniciamos com a expressão

E(a) =

∫
d3x 〈0|T00 |0〉 (III.91)

Com o aux́ılio de (III.90) podemos escrever

E(a) =

∫
d3x 〈0| lim

y→x
Mλθ(x)

[
Aθ(x)Aλ(y)

]
|0〉
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=

∫
d3x lim

y→x
Mλθ(x) 〈0|

[
Aθ(x)Aλ(y)

]
|0〉 . (III.92)

O valor esperado no vácuo acima pode ser calculado com o funcional gerador (III.77) cal-

culado previamente. Para isso usamos o fato de que

〈0|
[
Aθ(x)Aλ(y)

]
|0〉 = − 1

Zc[Jµ]

δ2Zc[Jµ]

δJθ(x)δJλ(y)

= i

[
Dθλ(x, y)− D̄θλ(x, y)

]
, (III.93)

onde usamos o resultado (III.77). Portanto,

E(a) =

∫
d3x lim

y→x
Mλθ(x)i

[
Dθλ(x, y)− D̄θλ(x, y)

]
. (III.94)

Uma vez que Dθλ(x, y) não depende da distância entre as placas, sua contribuição na en-

ergia acima não produz nenhuma força entre as placas. A contribuição de Dθλ(x, y) para a

energia está associada a energia de vácuo livre (sem a presença das placas), podendo então ser

desprezada. Sendo assim,

E(a) = −i

∫
d3x lim

y→x
Mλθ(x)D̄θλ(x, y) (III.95)

Por coveniência futura vamos definir a seguinte quantidade5, R

S

 =

 g −f

−f g

 eiL|y⊥|
L

− eiΓ|y⊥|
Γ

eiL|y⊥−a|
L

− eiΓ|y⊥−a|
Γ

 1

(g2 − f 2)
. (III.96)

Agora vamos estabelecer quatro resultados importantes e escreve-las em termos da quanti-

dade (III.96) definida acima.

∂µD̄
µν(x, y) = −i

∫
d3k‖
(2π)3

exp

[
−ik‖(x‖ − y‖)

]
(kµη

µν − kµk
µkν

k‖
2 )

1

4(g2 − f 2)
×

×
(

eiL|x⊥|

L
− eiΓ|x⊥|

Γ

eiL|x⊥−a|

L
− eiΓ|x⊥−a|

Γ

) g −f

−f g

 eiL|y⊥|
L

− eiΓ|y⊥|
Γ

eiL|y⊥−a|
L

− eiΓ|y⊥−a|
Γ


= 0. (III.97)

�D̄µν(x, y) =

∫
d3k‖
(2π)3

exp

[
−ik‖(x‖ − y‖)

]
m2

4
(ηµν − kµkν

k‖
2 )

(
eiΓ|x⊥|

Γ
R +

eiΓ|x⊥−a|

Γ
S

)
. (III.98)

5Escolhemos a1 = 0 ⇒ a2 = a.
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(
1 +

�
m2

)
�D̄µν(x, y) = 0. (III.99)(

1 +
�
m2

)
D̄µν(x, y) =

∫
d3k‖
(2π)3

exp

[
−ik‖(x‖ − y‖)

]
1

4
(ηµν − kµkν

k‖
2 )

(
eiL|x⊥|

L
R +

eiL|x⊥−a|

L
S

)
.

(III.100)

Com (III.97), (III.98), (III.99) e (III.100) e tendo em vista a equação (III.89), podemos

concluir que a estrutura tensorial Mλθ(x) aplicada em D̄µν(x, y) é simplificada de tal forma

que6

Mλθ(x)D̄θλ(x, y) =

[
�
m2

∂0∂0ηλθ+

(
1 +

�
m2

)
∂0∂0ηλθ

]
D̄θλ(x, y). (III.101)

Sendo assim, a energia no estado de vácuo (III.95) entre as placas se torna

E(a) = −i

∫
d3x lim

y→x
Mλθ(x)D̄θλ(x, y)

= −i

∫
d3x lim

y→x

[
�
m2

∂0∂0ηλθ+

(
1 +

�
m2

)
∂0∂0ηλθ

]
D̄θλ(x, y)

= −i

∫
d3x lim

y→x

∫
d3k‖
(2π)3

exp

[
−ik‖(x‖ − y‖)

]
(k0)

2

2
×

×
[(

eiL|x⊥|

L
+

eiΓ|x⊥|

Γ

)
R +

(
eiL|x⊥−a|

L
+

eiΓ|x⊥−a|

Γ

)
S

]
=

=
A

2

∫ a

0

dx⊥

∫
d3k‖
(2π)3

(k0)2i

[(
eiL|x⊥|

L
+

eiΓ|x⊥|

Γ

)
R +

(
eiL|x⊥−a|

L
+

+
eiΓ|x⊥−a|

Γ

)
S

]
. (III.102)

onde usamos o resultado (III.81) e a definição (III.96). No resultado acima fizemos a integração

apenas na região entre as placas, 0 < x⊥ < a, uma vez que estamos interessados na energia de

vácuo somente nessa região. Nós definimos ainda a área das placas como A =
∫

d2x‖.

Efetuando a integral em dx⊥ e usando a definição (III.96) temos

E(a) =
A

2

∫ a

0

dx⊥

∫
d3k‖
(2π)3

(k0)2 −i

(g2 − f 2)

[
g

{
1

iL3

(
e2iLa − 1

)
− 1

iΓ3

(
e2iΓa − 1

)}
+

−2fa

(
eiLa

L2
− eiΓa

Γ2

)]
. (III.103)

No integrando em (III.103) introduzimos uma parte imaginária negativa pequena na massa,

m → m − iε. Com esse procedimento deslocamos os pólos do integrando na variável k0 de

6Observe que os termos de calibre são irrelevantes.
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modo que nas regiões <k0 ≥ 0, =k0 ≥ 0 e <k0 ≤ 0, =k0 ≤ 0 não existem pólos. Dessa forma

podemos realizar uma rotação de Wick,

k‖ = p‖ , k0 = ip0 , p = (p0,p‖) = (p0, p1, p2) , (III.104)

o que implica em

L = ip , Γ = i
√

p2 + m2 , d3k‖ = id3p

f =
1

2

[
e−pa

p
− e−

√
p2+m2a√

p2 + m2

]
, g =

1

2

[
1

p
− 1√

p2 + m2

]
. (III.105)

Após a rotação de Wick tomamos o limite ε → 0.

Podemos então escrever nossa energia de vácuo entre as duas placas condutoras perfeitas

(III.103) como sendo

E(a) = −A

2

∫
d3p

(2π)3
(p0)2 1

(g2 − f 2)

[
g

p3

(
e−2pa − 1

)
+

− g

(p2 + m2)
3
2

(
e−2
√

p2+m2a − 1

)
+2fa

(
e−pa

p2
− e−

√
p2+m2a

p2 + m2

)]
=

=
A

2

∫ ∞

0

∫ 2π

0

∫ π

0

dp dθ dφ

(2π)3
p2senθp2cos2θ Ω(p), (III.106)

onde na terceira linha usamos coordenadas esféricas, sendo p0 o eixo polar, e definimos

Ω(p) =
1

(g2 − f 2)

[
g

{
1

p3

(
e−2pa − 1

)
− 1

(p2 + m2)
3
2

(
e−2
√

p2+m2a − 1

)}
+

+2fa

(
e−pa

p2
− e−

√
p2+m2a

p2 + m2

)]
. (III.107)

Podemos integrar (III.106) facilmente na parte angular,

E(a) = − A

12π2

∫ ∞

0

dp p4 1

(g2 − f 2)

[
g

{
1

p3

(
e−2pa − 1

)
− 1

(p2 + m2)
3
2

(
e−2
√

p2+m2a − 1

)}
+

+2fa

(
e−pa

p2
− e−

√
p2+m2a

p2 + m2

)]

= − A

12π2

∫ ∞

0

dp p4Ω(p) . (III.108)

A equação acima representa o valor médio da energia no estado de vácuo entre as duas

placas condutoras e é conhecida na literatura como sendo a energia de Casimir (neste caso,

para a eletrodinâmica de Lee-Wick).
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Um teste simples de consistência é tomar o limite do parâmentro m indo ao infinito. Fazendo

isto concluimos que

E(a) = − A

12π2

∫ ∞

0

dp p4 1
1

4p2 (1− e−2pa)

[
1

2p4
(e−2pa − 1) +

ae−2pa

p3

]

= − A

12π2

∫ ∞

0

dp

[
− 2p2 +

4p3ae−2pa

1− e−2pa

]
. (III.109)

Calculando a integral em (III.109) utilizando o Maple obtemos

E(a) = − Aπ2

720a3
+ lim

p→∞

Ap3

18π2
, (III.110)

implicando na conhecida força de Casimir [34]

F = −dE

da
= − π2

240

A

a4
. (III.111)

O termo divergente do lado direito de (III.110) está associado a auto-energia das placas e

não a interação entre estas, como discutido em (III.111).

A integral (III.108) não pode ser resolvida de maneira exata. Vamos então tratar o problema

de forma pertubativa.

A contribuição de momentos altos (p grande) para a energia de interação em (III.108) é

pequena. Introduzimos então um momento de corte, Λ e realizamos a integral no intervalo

0 < p < Λ. Na eletrodinâmica de Maxwell a introdução de um corte para momentos altos pode

ser interpretada devido ao fato de que as placas começam a se tornar transparentes para altas

freqüências. No caso da eletrodinâmica de Lee-Wick esse ponto requer mais discussões.

Sendo o parâmetro m grande, escolhemos tomar Λ < m. Vamos ainda considerar que, em

todo o intervalo de integração, seja válida a condição p/m << 1. Com isso torna-se leǵıtimo

expandir p4Ω(p) para m grande,

p4Ω(p) ∼= p4

[
4p2

(1− e−2pa)
+

8p3

m(1− e−2pa)2

][(
1

2p
− 1

2m

){
(e−2pa − 1)

p3

}
+

ae−2pa

p3

]

∼= −2p2 +
4p3ae−2pa

(1− e−2pa)
+

1

m

2p3 +

4p3

[
2pae−2pa + e−2pa − 1

]
(1− e−2pa)2

+O(
1

m2
). (III.112)

Portanto, a energia de Casimir (III.108) pode ser escrita como

E(a) ∼= − A

12π2

∫ Λ

0

dp

[
− 2p2 +

4p3ae−2pa

(1− e−2pa)
+

1

m

2p3 +

4p3

[
2pae−2pa + e−2pa − 1

]
(1− e−2pa)2

+
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+O(
1

m2
)

]
. (III.113)

Desconsideramos agora os termos que não contribuem para força de Casimir (independentes

de a). Consideramos também o intervalo de integração Λ → ∞, uma vês que a contribuição

nos momentos altos é muito pequena para a energia de interação,

E(a) ∼= − A

12π2

∫ ∞

0

dp

[
4p3ae−2pa

(1− e−2pa)
+

4p3

[
2pae−2pa + e−2pa − 1

]
m(1− e−2pa)2

+O(
1

m2
)

]
. (III.114)

Novamente temos uma integral não trivial envolvida no problema. Efetuando esta integral

utilizando o Maple temos o resultado,

∫ ∞

0

dp

4p3

[
2pae−2pa + e−2pa − 1

]
m(1− e−2pa)2

= lim
p→∞

1

20ma4(1− e−2pa)

[
−π4e−2pa + π4+

−20p4a4 − 60p4a4e−2pa + 120p3a3(1− e−2pa) ln

(
e−pa + 1

)
+

−360p2a2(1− e−2pa)polylog(2,−e−pa)− 720pa(1− e−2pa)polylog(3,−e−pa)+

−720(1− e−2pa)polylog(4,−e−pa) + 120p3a3(1− e−2pa) ln

(
1− e−pa

)
+

−360p2a2(1− e−2pa)polylog(2, e−pa)− 720pa(1− e−2pa)polylog(3, e−pa)+

−720(1− e−2pa)polylog(4,−e−pa)

]
. (III.115)

sendo polylog(N, z) a função polilogaŕıtmica, definida pela soma

polylog(N, z) =
∞∑

n=1

zn

nN
. (III.116)

De uma maneira geral precisamos calcular o seguinte limite,

lim
p→∞

(pa)kpolylog(N, αe−pa) = lim
p→∞

∞∑
n=1

akαnpke−npa

nN

=
∞∑

n=1

akαn

nN

(
lim
p→∞

pke−npa

)
= 0, (III.117)

onde permutamos o limite pelo somatório pois a soma acima é uma sequência de Cauchi.
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Com o resultado (III.117) temos a integral (III.115)

∫ ∞

0

dp

4p3

[
2pae−2pa + e−2pa − 1

]
m(1− e−2pa)2

=
π4

20ma4
. (III.118)

Substituindo (III.118) em (III.114) temos a energia de Casimir

E(a) ∼= −Aπ2

720

[
1

a3
+

3

ma4

]
+O(

1

m2
) , (III.119)

a partir da qual obtemos a força de Casimir entre os dois planos condutores perfeitos,

F ∼= −dE

da
∼= − Aπ2

240a4

[
1 +

4

ma

]
+O(

1

m2
). (III.120)

Os resultados até ordem m−2 podem ser obtidos da mesma forma. Expandindo p4Ω(p) até

ordem m−2 e calculando as integrais utilizando o Maple temos

p4Ω(p) ∼= −2p2 +
4p3ae−2pa

(1− e−2pa)
+

1

m

2p3 +

4p3

[
2pae−2pa + e−2pa − 1

]
(1− e−2pa)2

+

+
1

m2(1− e−2pa)

{
2p2

[
p2

(1− e−2pa)
+

4p2

(1− e−2pa)2

][
2pae−2pa + e−2pa − 1

]
+4p4

}
+

+O(
1

m3
). (III.121)

Utilizando o mesmo procedimento exposto anteriormente, encontramos a seguinte força de

Casimir7

F ∼= − Aπ2

240a4

[
1 +

4

ma
+

10(1 + 60ζ(5)
π2 )

m2a2

]
+O(

1

m3
). (III.122)

Na equação acima a força de Casimir está escrita como a força obtida na eletrodinâmica de

Maxwell multiplicada por uma função, entre colchetes, dada pela identidade mais termos de

correção em potências de ma. De imediato observamos um aumento da força de Casimir no

modelo de Lee-Wick em comparação com o eletromagnetismo de Maxwell.

É interessante notar que a energia de Casimir para a eletrodinâmica de Lee-Wick não se

caracteriza pela soma das energias de Casimir do setor massivo e não massivo, como no caso

das interações entre fontes, estudado no caṕıtulo anterior.

7Para maiores conhecimentos a respeito do efeito Casimir, sugiro a leitura de [34].



Caṕıtulo IV

Conclusões, perspectivas e comentários

finais

Finalizamos esta investigação com observações sobre os principais resultados abordados em

cada caṕıtulo e também com algumas perspectivas para os futuros trabalhos associados aos

assuntos aqui descritos.

Em śıntese, discutimos nesta dissertação interações entre objetos f́ısicos num contexto mais

fundamental de Teoria Quântica de Campos, uma vez que todos os resultados foram obtidos a

partir do funcional gerador de nossa teoria, com exceção do tópico sobre ondas.

No caṕıtulo 1, logo após a obtenção do propagador por meio do formalismo das integrais

de Feynman, estudamos o conceito de força entre distribuições de cargas e dipólos ao longo

de branas paralelas, observando que o regime no qual trabalhamos é não relativ́ıstico. Uma

conseqüência interessante do estudo foi resolver o problema da divergência na energia da carga

pontual em até 3+1 dimensões. No caso de dimensões maiores do que quatro os resultados

apresentados indicam que a energia da carga pontual diverge. O fato da teoria de Lee-Wick

tornar finita a auto energia da carga pontual em 3+1 dimensões é conhecida na literatura, mas

o fato dessa divergência ainda persistir para dimensões maiores do que 4, até o que sabemos,

ainda não foi investigado. Esse é um assunto que requer mais investigação e uma demonstração

formal deste fato é bem vinda [35].

Ainda no caṕıtulo 1 estudamos o campo magnético gerado por um solenóide infinito no

modelo de Lee-Wick. Para simplificar os cálculos consideramos o solenóide na aproximação de

uma corda de Dirac, que corresponde a considerar o raio do solenóide muito pequeno. Encon-

46
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tramos um campo magnético externo que diminui rapidamente a medida que nos distanciamos

da corda. Tendo em vista o resultado anterior nos perguntamos na possibilidade de interação

entre duas cordas de Dirac e acabamos encontrando uma solução para este problema. Encon-

tramos uma força entre duas cordas de Dirac paralelas (atração ou repulsão; dependendo do

fluxo do campo magnético nos solenóides) que diminui rapidamente a medida que distanciamos

uma corda da outra. Seria muito interessante extender esses resultados levando em conta um

raio não despreźıvel para os solenóides.

Por fim, discutimos alguns aspectos de teoria clássica de campos associados a ondas eletro-

magnéticas. Obtivemos as equações de Maxwell deste modelo. Uma implicação das novas

equações de Maxwell foi obter a equação de onda na ausência de fontes. Esta equação de onda

contém como solução as funções de onda do eletromagnetismo usual de Maxwell, além de outras

soluções.

No caṕıtulo 2 consideramos a presença de condutores na teoria de Lee-Wick. Em espećıfico

estudamos a interação entre uma carga pontual e um plano condutor perfeito e a interação

entre dois planos condutores perfeitos. Podemos dizer que calculamos correções para o método

das imagens e para o efeito Casimir no modeo de Lee-Wick. Como resultado deste estudo

observamos um aumento da força entre esses objetos, em comparação com o eletromagnetismo

usual. Nos dois casos obtivemos esta força de interação de forma pertubativa, salientado que

nosso parâmetro m é uma quantidade grande. É importante mencionar que os resultados não

se caracterizam pela soma das energias (ou de forma equivalente, pela soma das forças) do setor

massivo e sem massa, como no caso de fontes externas.

Seria interessante proceder um estudo sobre a energia de Casimir para planos infinitamente

permeáveis. Essa configuração produz uma energia de Casimir para eletrodinâmica de maxwell

exatamente igual a obtida no caso de placas condutoras. É pertinente nos perguntarmos se

essa igualdade se mantém para a eletrodinâmica de Lee-Wick. Uma terceira condição de con-

torno a ser elaborada seria a composta por uma placa condutora e outra permeável. Para a

eletrodinâmica de Maxwell essa configuração produz uma força repulsiva.

Outro aspecto da teoria de Lee-Wick que nos interessa está relacionado ao campo fermiônico.

Pretendemos investigar se um termo do tipo Lee-Wick na lagrangiana de Dirac pode originar

modos para o campo fermiônico com relação de dispersão que permitam propagação superlumial

[36]. Isso poderia caracterizar um modelo que permitisse velocidades maiores do que c para



48

férmions, o que seria bem vindo nos dias atuais, uma vez que dados experimentais indicam esse

fato para neutrinos.

Acreditamos que seja posśıvel a imposição de uma quota inferior ao parâmetro de massa da

eletrodinâmica de Lee-Wick ao estudarmos o átomo de hidrogênio. Uma vez que conhecemos as

incertezas relacionadas as energias e suas correções para o átomo de hidrogênio (estrutura fina,

hiper-fina, etc) podemos considerar correções impostas pela eletrodinâmica de Lee-Wick nos

ńıveis de energia desse átomo. Os resultados podem ser comparados com os dados experimentais

para esse átomo de modo a impormos limitantes para m [37].



Apêndice A

Método de Fadeev-Popov

Seja o seguinte funcional,

Z[Jµ] =

∫
DAµQ[Aµ, Jµ]. (A.1)

Suponha que o nosso campo Aµ não seja distinto perante a seguinte transformação,

Aα
µ(x) = Aµ(x) + ∂µα(x). (A.2)

Neste caso reconhecemos que não devemos integrar sobre todas as configurações de campo

pois temos o que chama-se em f́ısica de invariancia de calibre. Uma maneira de fixar o calibre

é impondo uma equação para o campo Aµ, qual seja,

F (Aµ) = f(x). (A.3)

Se não for o caso escolhemos um θ tal que

F (Aθ
µ) = f(x). (A.4)

Com o intuito de extrair o volume devido a invariância de calibre definimos

∆[Aµ]

∫ ∏
x

dα(x)δ[F (Aα
µ(x))− f(x)] = 1. (A.5)

A afirmação acima implica em

∆−1[Aµ] =

∫ ∏
x

dα(x)δ[F (Aα
µ(x))− f(x)]. (A.6)

Como vemos temos a seguinte invariância por translação funcional

∆−1[Aµ] = ∆−1[Aθ
µ]. (A.7)
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Agora vamos inserir a identidade (A.5) em (A.1)

Z[Jµ] =

∫
DAµ∆[Aµ]

∫ ∏
x

dα(x)δ[F (Aα
µ(x))− f(x)]Q[Aµ, Jµ]

=

∫ ∏
x

dα(x)

∫
DAµ∆[Aµ]δ[F (Aα

µ(x))− f(x)]Q[Aµ, Jµ]

=

(∫ ∏
x

dα(x)

)∫
DAµ∆[Aµ]δ[F (Aµ(x))− f(x)]Q[Aµ, Jµ]. (A.8)

Pois bem, observando a seguinte propriedade da equação acima

Z[Jµ] =

(∫ ∏
x

dα(x)

)∫
DAµ∆[Aµ] {δ[F (Aµ(x))− f1(x)] + δ[F (Aµ(x))− f2(x)]}×

×Q[Aµ, Jµ] = 2

(∫ ∏
x

dα(x)

)∫
DAµ∆[Aµ]δ[F (Aµ(x))− f(x)]Q[Aµ, Jµ]. (A.9)

E utilizando o conceito de normalização

Z[Jµ]

Z[0]
=

∫
DAµ∆[Aµ]δ[F (Aµ(x))− f(x)]Q[Aµ, Jµ]∫
DAµ∆[Aµ]δ[F (Aµ(x))− f(x)]Q[Aµ, 0]

, (A.10)

concluimos que o funcional Z[Jµ] não depende da escolha de f. Neste caso,

Z[Jµ] =

(∫ ∏
x

dα(x)

)∫
DfL[f ]

∫
DAµ∆[Aµ]δ[F (Aµ(x))− f(x)]Q[Aµ, Jµ]

=

(∫ ∏
x

dα(x)

)∫
DAµ∆[Aµ]L[F (Aµ(x))]Q[Aµ, Jµ]. (A.11)

Por fim,

∆−1[Aµ] =

∫ ∏
x

dα(x)δ[F (Aα
µ(x))− f(x)]

=

∫ ∏
x

dFδ[F (Aα
µ(x))− f(x)]det(

δα

δF
)

= det(
δα

δF
)

∣∣∣∣
F (Aα

µ(x))=f(x)

. (A.12)

Deste modo,

∆[Aµ] = det(
δF (Aα

µ(x))

δα
)

∣∣∣∣
F (Aα

µ(x))=f(x)

= det(
δF (Aα

µ(x))

δα
)

∣∣∣∣
α=0

. (A.13)



Apêndice B

Integrais d-dimensionais

Temos como objetivo neste apêndice calcular integrais do tipo

Id(a) =

∫
ddpf(p) exp

[
±ipa

]
p = |p| . (B.1)

Primeiramente vamos considerar o caso onde d > 2. É apropriado utilizar coordenadas

esféricas em d-dimensões,

p1 = pcos(θ1)

p2 = psen(θ1)cos(θ2)

p3 = psen(θ1)sen(θ2)cos(θ3)
...

pd−1 = psen(θ1)sen(θ2) · · · sen(θd−2)cos(θd−1)

pd = psen(θ1)sen(θ2) · · · sen(θd−2)sen(θd−1) (B.2)

onde 0 ≤ θ1 ≤ π, 0 ≤ θ2 ≤ π, ..., 0 ≤ θd−2 ≤ π e 0 ≤ θd−1 ≤ 2π. Neste caso temos que,

ddp = pd−1dp

d−1∏
l=1

send−l−1(θl)dθl. (B.3)

Convenientemente vamos escolher a = (a, 0, ..., 0). Sendo assim a equação (B.1) é escrita

como

Id(a) =

[∫ ∞

0

dppd−1f(p)

(∫ π

0

dθ1sen
d−2(θ1) exp

[
±ipacos(θ1)

])]
×

×
(∫ π

0

dθ2sen
d−3(θ2)

)
×
(∫ π

0

dθ3sen
d−4(θ3)

)
× . . .
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×
(∫ π

0

dθd−2sen(θd−2)

)
×
(∫ 2π

0

dθd−1

)
.

(B.4)

É de nosso conhecimento que∫ π

0

dθsen2s(θ) exp

[
±ipacos(θ)

]
= π

1
2 Γ(s +

1

2
)(

pa

2
)−sJs(pa) s > −1

2∫ π

0

dθsenr(θ) = π
1
2
Γ[1

2
(r + 1)]

Γ[1
2
(r + 2)]

r = 1, 2, 3, ... (B.5)

Portanto depois de algumas manipulações e fazendo a seguinte mudança de variáveis u=ap

concluimos que

Id(a) = (2π)
d
2

1

ad

∫ ∞

0

duu
d
2 J d

2
−1(u)f(

u

a
) d > 2. (B.6)

Podemos estender o resultado anterior para os casos onde d=1 e d=2.

Agora seja f(p) = (p2 + m2)−1. Com a ajuda do seguinte fato,∫ ∞

0

du
us+1Js(u)

u2 + x2
= xsKs(x) x > 0 − 1 < s <

3

2
, (B.7)

chegamos ao seguinte resultado

Id(a) = (2π)
d
2 md−2(ma)1− d

2 K d
2
−1(ma)

= (2π)
d
2 md−2Gd(ma) m > 0 0 < d < 5. (B.8)

Como o lado direito de (B.8) é definido para todo numero inteiro positivo vamos dizer que

a equação é válida para todo inteiro positivo por argumentos de extensão anaĺıtica.

Por fim seja f(p) = p−2. Neste caso vamos utilizar o seguinte fato,∫ ∞

0

duusJr(u) = 2s Γ(1
2

+ r
2

+ s
2
)

Γ(1
2

+ r
2
− s

2
)
− r − 1 < s <

1

2
. (B.9)

Conseqüentemente,

Id(a) = (2π)
d
2 2

d
2
−2Γ(

d

2
− 1)a2−d 2 < d < 5. (B.10)

Podemos estender (B.10) para d 6= 2. O caso onde d = 2 pode ser contornado tomando o

limite de m → 0 em (B.8) juntamente com a seguinte identidade,

K0(z → 0) = −ln(
z

2
)− γ. (B.11)
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Sendo assim,

Id(a) =

 (2π)
d
2 2

d
2
−2Γ(d

2
− 1)a2−d d 6= 2

−2π[ln(ma
2

) + γ] d = 2.
(B.12)

Qualquer resultado matemático deste apêndice pode ser encontrado em [32] e [38].
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