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Resumo

Essa dissertacao é devotada a um estudo sobre interacgoes entre fontes estaciondrias interme-
diadas por campos bosonicos em modelos que exibem quebra explicita da simetria de Lorentz
por campos de fundo. Consideramos sempre espacos sem curvatura. Nos concentramos em
modelos para o campo escalar e eletromagnético acoplados a campos de fundo do tipo tensori-
ais, tomados como pequenos (componentes muito menores do que a unidade). A maior parte

dos resultados foi obtida para um nimero arbitrario de dimensoes.
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Abstract

This thesis is devoted to a study of interactions between stationary sources mediated by
bosonic fields in models that exhibit explicit Lorentz symmetry breaking by background fields.
We consider only spaces without curvature. We focus on models for the scalar and electromag-
netic field coupled to tensor background fields, taken as small (with components much smaller

than the unity). Most of the results was obtained for an arbitrary number of dimensions.
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Capitulo 1

Introducao

O desenvolvimento da fisica do século XX se deu em dois grandes marcos e envolvendo
duas inovagoes conceituais distintas e profundas. A primera delas foi a Teoria da Relatividade
Especial desenvolvida em 1905 por Einstein, que levou a uma mecanica consistente com o
eletromagnetismo. A segunda, elaborada em sua forma final entre 1925 e 1926, é a Mecanica
Quantica que, combinada com as equagoes de Maxwell, foi capaz de explicar o comportamento
do atomo. Além do mais, em 1915, em sua Teoria da Relatividade Geral, Einstein propos uma
nova teoria da gravitagao que tem a Teoria de Newton como uma aproximagao.

Einstein colocou o seu principio da Relatividade Restrita sob a forma de dois postulados:
e As leis da fisica sao as mesmas em todos os referenciais inerciais;

e O médulo da velocidade da luz no vacuo, ¢, é o mesmo em todas as direcoes e em todos

os referenciais inerciais.

Esses dois postulados se consolidam como uma simetria na natureza, a qual chamamos de
simetria de Lorentz, e sao evidenciadas com as conhecidas transformacoes de Lorentz. Atual-
mente falar em quebrar essa simetria e, portanto, violar os postulados da relatividade restrita,
pode nos trazer um desconforto muito grande devido ao fato de que, na fisica, buscamos sempre
simetrias, pois estas nos fornecem quantidades que se conservam. Devemos mencionar também
o fato de que estes postulados sao os pilares nos quais a fisica atual se sustenta. Nos dias de
hoje, o conhecimento que temos das interagoes fundamentais, dado pelo Modelo Padrao e pela
Relatividade Geral, tem como ingrediente essencial a simetria de Lorentz. Portanto, torna-se

importante sabermos até que ponto é valida a simetria de Lorentz e como esta pode vir a ser



quebrada. Se caso essa simetria for de fato quebrada, é impotante sabermos também se tal
fato pode ser detectado experimentalmente. Para isso devem ser feitos experimentos refinados
e especificos para que se possa notar pequenas diferencas que comprovem tal quebra. A ver-
dade é que se tal quebra de simetria ocorre, esta deve ser pequena, caso contrario ja haveriam
efeitos fisicos perceptiveis em experimentos envolvendo, por exemplo, aspectos da Teoria da

Relatividade Geral ou da Eletrodindmica Quantica [1].

Dentre as possibilidades de quebra de simetria de Lorentz, consolidou-se na ltima década
propostas de quebra dessa simetria por um campo de fundo. Chamamos um campo qualquer
de campo de fundo quando nao temos acesso as fontes desses campos. Em modelos de Teoria
Quantica de Campos esses campos de fundo podem causar uma anisotropia no espago-tempo,
dificultando a possibilidade de obtermos qualquer quantidade conservada. Como exemplo,
podemos citar o trabalho de B. Altschul que analisou a quebra da simetria de Lorentz em
Teoria Quantica de Campos por um tensor simétrico K*” no setor bosonico no modelo de
Yukawa, chegando a forgas que nao sao invariantes de Lorentz [2]. Também existem exemplos
de modelos com quebra da simetria de Lorentz para o campo eletromagnético envolvendo um

campo de fundo tensorial, como aquele tratado na referéncia [3].

Teorias e modelos em (2+ 1)D fazem parte do que chamamos de Fisica planar. A Teoria de
Chern-Simons se encaixa na Fisica planar e é ultilizada para descrever fenomenos da matéria
condensada. Essa teoria é contém um termo de massa topoldogico que viola as simetrias de
reversao temporal e de paridade. Uma maneira de dar dinamica a esse termo é acopla-lo ao
setor de Maxwell. Devido ao fato de ser uma teoria embutida na Fisica planar, nao podemos
defini-la em dimensoes pares. Porém, por volta de 1990, S. M. Carrol, G. B. Field e R. Jackiw
conseguiram definir a Teoria de Chern-Simons em (3 + 1)D [4], tendo para isso que violar a
simetria de Lorentz através do acoplamento do setor de calibre com um vetor de fundo, o que

causou uma anisotropia no espago-tempo.

As interacoes da natureza estdo divididas em quatro: interacao da gravidade, interacao
fraca, interacao forte e interacao eletromagnética. A primeira dessas interacoes é descrita pela
Teoria da Relatividade Geral. As trés tltimas sao descritas pelo Modelo Padrao (MP), que
descreve as particulas elementares. Uma caracteristica do MP é a chamada simetria CPT.
Nesta sigla C representa a operacao de conjugacao de carga, isto é, transforma matéria em

antimatéria e vice-versa, P representa a operacao de inversao espacial e por isso representa a



paridade e T representa a operacao de inversao temporal. Dessa maneira um sistema ¢ dito
ter simetria CPT quando as trés operacoes juntas nao alteram a fisica do sistema. No sentido
de verificar se é possivel compatibilizar uma possivel violacao da simetria de Lorentz com o
comportamento das particulas, e suas interagoes fundamentais, em um nivel de energia no qual
temos acesso nos dias de hoje, V. Alan Kostelecky e D. Colladay criaram o chamado Modelo
Padrao Estendido (MPE) [5], que possui todas as propriedades de simetrias de calibre do MP,
explica o comportamento observado das particulas fundamentais e no qual existe a possibilidade

da ocorréncia de violagoes de simetrias de Lorentz e de CPT.

Atualmente é de grande interesse académico saber se a simetria de Lorentz é quebrada na
escala de Planck, que é um regime de alta energia, da ordem de 10'GeV. Acredita-se que nesse
regime, efeitos quanticos da interacao gravitacional devem ser relevantes, dando origem ao que
¢é conhecido hoje por Gravitacao Quantica. Saber se a simetria de Lorentz é ou nao quebrada
nesse regime de energia poderia trazer grandes avancos nessa area de pesquisa. Dessa maneira
os trabalhos de V. Alan Kostelecky, S.Samuel e R.Potting [6] no inicio da década de 90 que
comprovam a ocorréncia da quebra de simetria de Lorentz na Teoria de Cordas (altas energias),

serviram para indicar uma possivel violagao da simetria de Lorentz na escala de Planck.

Nos tltimos anos surgiu uma vertente tedrica relacionando a quebra de Lorentz com teorias
nao comutativas [7]. Essa linha de pesquisa considera que as coordenadas do espago-tempo
nao mais comutam, essa idéia se reflete na Mecanica Quantica como nao sendo possivel as

componentes do operador de posicao serem medidos simultaneamente.

A possibilidade da quebra de simetria de Lorentz nao se caracteriza apenas por questiona-
mentos tedricos. Existem evidéncias experimentais de sua possivel existéncia. Como exemplo
podemos citar que observagoes astrnomica do espectro de estrelas [8] indicam que a constante
de estrutura fina o = e?/hc esteja lentamente variando [9]. Uma proposta com violagao da
simetria CPT também foi proposto para explicar alguns resultados experimentais envolvendo

neutrinos [10].

Outro exemplo é dado pelo comportamento observado de Raios Cdsmicos além do limite
(GZK)- Greisen-Zatsepin-Kuzmin (Egzx ~ 4.10%eV) [11], colocando em questionamento as
leis que regem o tempo de vida das particulas que compoem estes raios. Seria esperado que
essas particulas decairiam antes de chegar na terra porém elas conseguem atingir o sistema

solar. Uma possivel explicacao é que estes raios adquiram velocidades superiores a da luz.



Para explicarmos melhor a idéia de quebra de simetria de Lorentz é preciso compreender
a diferenga entre transformagoes de Lorentz do Observdor (TLO) e transformagoes de Lorentz
da Particula (TLP). Para um entendimanto mais claro, sugerimos a referencia [12]. As TLO
se tratam apenas de uma mudanca de referencial inercial, onde essa mudanca é feita através
das transformacoes de Lorentz conhecidas da relatividade restrita. Dessa maneira nas TLO
os pontos pertencentes ao espacgo-tempo permanecem inalterados. Nas TLO os campos de
fundo também se transformam segundo as transformacoes de Lorentz da relatividade restrita.
Nas TLP os pontos pertencentes ao espago-tempo nao mais permanecem inalterados, pois se
trata de uma transformacgao onde deixamos a base de nosso sistema de referéncia fixa e quem
se movimenta (sofre transformacao) sao os pontos do espago-tempo. Nas TLP os campos de
fundo nao se alteram. Quando comparamos as TLO com as TLP podemos observar que quando
nao ha a presencga de campos de fundo essas duas transformagoes sao equivalentes e a fisica nao
se altera. Quando consideramos a presenca de campos de fundo essas duas transformacgoes nao

seram mais equivalentes e a fisica se altera o que acarreta a quebra de simetria de Lorentz.

Como exemplo concreto podemos pensar em um elétron imerso em um capacitor de placas
paralelas com campo de fundo sendo o campo elétrico uniforme E gerado pelas placas do
capacitor e perpendicular as placas. Para o caso de uma TLO do tipo boost, podemos considerar
dois referenciais inerciais S e S’ imersos no capacitor de modo que S se encontra em repouso
em relacado as placas do capacitor e S’ se move paralelamente em relacdo ao capacitor com
uma velocidade v. Aplicando as transformacoes de Lorentz vemos que o campo visto por um
observador em S’ se altera. Para o caso de uma TLP é o elétron que se move, as placas do
capacitor ficam paradas, logo o campo elétrico nao se altera. Dessa maneira vemos que houve
a quebra da simetria de Lorentz pois a fisica que se observa na TLO é diferente da observada

na TLP.

No capitulo (II) desta dissertagao fazemos um estudo do campo escalar real com massa em
d + 1 dimensoes em um modelo onde houve quebra explicita da simetria de Lorentz com um
termo tipo tensorial. Para essa teoria obtemos contribuicoes para a energia de vacuo do campo
que dao origem as interacoes entre fontes externas. Consideramos apenas os casos onde as fontes
externas sao estaticas. Por meio dessas contribuigoes a energia de vacuo estudamos as energias
de interagao entre distribuigdes de cargas e/ou dipolos para o campo escalar no modelo com

quebra da simetria de Lorentz com um parametro tensorial de rank 2, Q*", considerado pequeno,



e tomado como um campo tensorial de fundo. Como usual na literatura, nos restringimos a
situacao onde Q" é constante e uniforme. Cabe mencionar que o modelo em questao exibe
uma possivel anisotropia espago-temporal. Utilizamos nos calculos o procedimento proposto na
referéncia [13].

No capitulo (III) desta dissertagao consideramos o campo eletomagnético sem massa em
D +d+1 dimensoes em um modelo com quebra explicita da simetria de Lorentz com um termo
tipo tensorial de rank 4, tomado como um campo tensorial de fundo. Para essa teoria obtemos
as contribuicoes para a energia de vacuo do campo na presenca de fontes externas. Novamente
nos restringimos ao caso onde o tensor de fundo é constante e uniforme. Estudamos também
somente o caso de fontes estacionarias. Os resultados foram obtidos com teoria de pertubacao
até primeira ordem nos parametros de quebra da simetria de Lorentz. Por meio da energia de
vacuo do campo estudamos as energias de interacao entre distribuigoes de cargas e/ou dipolos
para o campo eletromagnético no modelo em questao. Consideramos as situacoes onde as
correntes se concentram ao longo de branas paralelas D dimensionais e estéticas.

O tltimo capitulo desta dissertacao é dedicado a conclusoes e observagoes finais.



Capitulo 11
O Campo Escalar

Nesse capitulo fazemos um estudo do campo escalar real com massa em d 4+ 1 dimensoes
em um modelo onde ha quebra explicita da simetria de Lorentz com um termo tipo tensorial.
Para essa teoria obtemos as contribuicoes para a energia de vacuo do campo que dao origem as
interacoes entre fontes externas. Por meio dessas contribuicoes a energia de vacuo estudamos
as energias de interagao entre distribuigoes de cargas e/ou multipolos para o campo escalar no

modelo com quebra da simetria de Lorentz em questao.

A densidade de Lagrangeana do modelo é dada por

L= %(a%)(am) - %m%? + %Q“”(aud))(am) +J¢ (IL1)

onde ¢ é o campo escalar real, J uma fonte externa e Q*” um parametro tensorial que quebra

a simetria de Lorentz simétrico em seus indices.

O parametro Q" deve ser entendido como um tensor de fundo, indicando existir uma
anisotropia espaco-temporal exibida pelo modelo. Uma vez que os dados experimentais que
temos até o momento confirmam a simetria de Lorentz, o tensor Q" deve ser pequeno no

sentido que os modulos de todos os seus elementos devem ser muito menores do que a unidade.

A lagrangeana (I1.1) pode ser pensada como uma versao simplificada de um modelo que
exibe quebra explicita da simetria de Lorentz para o campo eletromagnétio [3] com um termo
tipo tensorial. Esse modelo sera considerado nessa dissertagao no capitulo (I1I) usando-se teoria

de perturbacao.



II.1 O Propagador

Para o modelo descrito pela lagrangiana (I1.1) néo é necessério o uso da teoria de pertubacao,
uma vez que podemos obter o propagador de maneira exata. O gerador funcional para o campo

escalar nesse caso é dado pela integral funcional

Z[J]=N / D¢ exp [@ / A" (Lo + Lor + J¢>)} : (I1.2)

Na (I1.2) £, representa a densidade de Lagrangeana livre para o campo escalar (Lagrangeana
de Klein-Gordon) e L, o termo que quebra a simetria de Lorentz. Substituindo (II.1) em (I1.2)

obtemos que

2U1=N [ Doesp |i [ @72 (500)0,0) - 306" + 30 0,000+ J6 )| . (113)

Com uma integracao por partes e ultilizando o fato de que no infinito os campos se anulam,

reescrevemos o funcional (I1.3) da seguinte maneira
1
Z[J] = N / D¢ exp [z / d iy (—§¢ (0"0, +m* + Q" ,0,) ¢ + Jqsﬂ . (I1.4)
Por defini¢ao escrevemos
(0"9, +m* + Q" 0,0,) G (z,y) = =0 (x —y) , (I1.5)

onde G (z,y) na (I.5) representa a fungdo de Green da teoria descrita pela (II.1). Para obter

G (x,y) escrevemos as representagoes de Fourier

Gley) = /éﬂ% G (p) explip (@ — )

e = [ el (1)

onde G (p) 6 uma funcio a ser determinada.

Substituindo (II.6) em (IL.5) temos que

(—p"py — Q"pp +m?) G (p) = —1
~ 1

= G(p) = ) I1.7
<p) pupu + Quypl/pu - mg ( )

Finalmente, sbstituindo (II.7) em (II.6) obtemos a forma explicita do propagador

[ d™p explip(z —y)]
Gloy) = / 2m) " (prpu + QP pup, —m?) (IL8)




E importante observar que, para garantir a convergéncia do funcional gerador (I1.3), é
necessario a introducao de um fator —ie¢? no integrando, procedimento leva ao denominador
do propagador (I1.8) um fator —ie. Ao final dos célculos deve-se sempre tomar o limite € — 0.
Deste ponto em diante, no presente capitulo, deixaremos sempre implicito este procedimento
de regularizagao, que sera omitido.

Com uma translacao no campo ¢ o gerador funcional pode ser escrito em termos da fungao

de Green G (z,y). A translacdo a ser feita tem a forma

6—d(@)=6(x)+ / Iy G (2,) T () (IL9)

Com isso o gerador funcional (I1.4) da teoria pode ser escrito como

Z [J] = exp (——//dd“ dly J (2) G (x, )J(y)) . (I1.10)

II.2 Energia de Vacuo e Interacoes entre Cargas

Essa secao se destina ao estudo das interacoes entre fontes externas estaticas para o campo
escalar no modelo com quebra da simetria de Lorentz descrito por (II.1). Consideremos a
teoria descrita pela lagrangeana (II.1), porém agora com uma fonte externa J para o campo
escalar dada por N fungoes delta de dimensao d e concentradas em diferentes regices do espaco.

A densidade de Lagrangeana se escreve, entao,

L= %(8%)(@@) - %m% + %Q‘“’( (Z 010" (x — ay ) ¢, (IL.11)

onde 0; sdo parametros constantes (no referencial onde estamos procedendo os célculos) com
I =1,...,N e a; representam N vetores espacias fixos de dimensao d e paralelos entre si. A

corrente externa J; (z) é dada por

Z 0'[ X — al . (1112)
O gerador funcional da teoria ja foi calculado em (II.10). Para a corrente (II.12) temos

Zy[J] = exp (—% / / A ed Iy g, (2) G (2, 1) Ty (y)) | (11.13)

O funcional gerador de um sistema quantico com fontes externas estaticas pode ser escrito

da seguinte forma [13]

Z[J]) =exp(—iET) , (IT1.14)



onde F ¢é a energia do vacuo e estd implicito o limite 7" — oo para a variavel temporal T'.

Comparando (I1.13) com (I1.14) pode ser obtido que

= Jm / / T d Ty gy (2) G () i () (IL15)

Substituindo (I1.12) em (II.15) encontramos
E, = //derl al‘“rl 010 (x — a;) G (z,9) Zan y —a,)
E, = Z Z 01005 //dd+1xdd+1y5d (x —a;) G (z,y) 6% (y — a,)
E, = ZZalan — T, (I1.16)

I=1 n=1
onde definimos
= //dd+1xdd+1y5d (x —a) G (z,y) 6% (y —a,) . (IL.17)
Na expressao (I1.16) encontramos termos para os quais [ = n. Esses termos trazem con-
tribuicoes para a energia associados a interacao de cada delta com sigo mesma. De fato, tais
termos sao contribuigoes para a energia do sistema oriunda das auto-energias das fontes e, sendo

assim, serao descartados, uma vez que nao contribuem para a forca entre as fontes. Levando-se

isto em conta, podemos escrever

N N ) N .
E, = Zzaz%ﬁzz,n—zlazmﬁfu

=1 n=1

Ey = ZZO_ZO_TL 5ln ! Ilna (1118)

=1 n=1

onde 0y, representa a delta de Kronecker. Substituindo (I1.8) em (II.17) obtemos

_ //derlxderlyéd (x— az)/ (ddﬂp €xp [ip (I - y)] 54 (y . an) : (H.19)

o) (p'p + QP pLp, — m?)

Para calcular a integal em (I1.19) é necessario separara-la em suas partes temporal e espacial,

como segue

/ / Pzdy / / dxdtyd? (x — a) 6 (y — ay) / é; / édTP;deXp (i (2° — )]

exp [—ip (x — y)]

>< . -
(P°)? — p2 + Qpopo + Qpop, + Q°p;po + QUp,p; —

(I1.20)
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Integrando (I1.19) em d%x e d?y obtemos

d’p d'p
Lin = d’zd’ /—/ exp (ip°z?) exp (—ip°y°
L // V) @m | oy p (ip°2”) exp (—ip"y")

€Xp [—ip (a — an)]

X 3 - , (I1.21)
(p°)" — P + Q@ popo + Q%popy + Q°pjpo + Q¥pep; — m?
Utilizando o fato de que
d()
5 (p°) = / ﬁeXp (ip°2®)
reescrevemos a FEq. (I1.21) na forma
dp d'p
T, = /do /—/—%5 %) exp (—ip"y"
L v | @ (%)d( ) (p°) exp (—ip°y°)
x ) (I1.22)

(1°)% = P2 + Qpopo + Q%pop, + Q7°p;po + QUp,p; — m?
Onde definimos a; — a,, = ay,.
Agora, integrando a Eq. (I1.22) em d°p encontramos

d'p exp (—ipay,)
Tin,= | d° / o . 11.23
b / Y (2m)* (—=p* + Q¥p,p; — m?) (11.23)

Com a identificacao

T = /doy ,
a (I[.23) pode ser escrita na forma

7. - —T/ dp exp (—ipay,)
7 (27T)d (Pgpq — Qqjpepj + m?)

d'p exp (—ipay,)
1, = —T / , 11.24
' @) 72 Oy — Q) s + 77 (11.24)

onde ¢ e j representam indices espaciais nos quais ¢,j = 1, ...,d e, no denominador de (I1.24),
continua valida a soma nos indices g e j pois, foi feito apenas um abaixamento destes indices
no tensor de fundo para se chegar no formato de (I1.24). Uma vez que todas as coordenadas
envolvidas sao de natureza espacial, usamos apenas sub-indices.

Definindo a matriz simétrica .S, como segue,

Sq‘ - 5qj - qu (II25)
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reescrevemos (11.24) na forma

Ty =T / p__exp (~ipawm) - (11.26)
" (27)* (PgSyipj +m?)

Presumindo que |(Q)y;| << 1, podemos fazer uma rotagao ortogonal de coordenadas de modo
que, nessas novas coordenadas, S,; torne-se uma matriz diagonal. Denotando por R a matriz
de rotacao que diagonaliza S, temos que nas cooredenadas rodadas o momento p’ se escreve

pqﬁp;:quPm = pq:Rq_'r}],p;n7 R_lth-

Nas novas coordenadas

PoSuibs = Ry By Sui Byl vy = pi(Reg Sus By )l =y S (I1.27)
onde definimos
-1
Stn = Req S R, . (I1.28)

A matriz de rota¢ao R é escolhida de tal forma que S’ seja diagonal, com isso a Eq. (I1.27)

toma a forma
PqSeiPi = Ph Sty Py + 1 Sap Py + -+ Py Saa D - (11.29)

Logo (I1.26) pode ser escrito da seguinte maneira

dip’ exp (—ip’a’y,)
Il,n:—T/ S A (I1.30)
(2m)" (P1o1PY T ooos T PO gaPg + ™M
Com a mudanga de variaveis em (I1.26)
Dg = S(’]qp; (I1.31)
em (I[.31) obtemos que
dy dp1  dps dpa
VO VS  VSu
d'p
d
d p/ - / ! /
11°22+++-Pdd
dp
dy = 2L (11.32)

Vdet S

Em (I1.32) foi utilizado o fato de que det §" = S7,5%,....5%, = det S, uma vez que o deter-

minante nao depende da mudanca de coordenadas. Da mesma maneira

!

ral ral b1 ! Y4 Dd Pa
p1Supy + o + PgSaala = S + ...+ Sha
V 31 11 V (lid V S&d
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Para o produto interno p’.aj, temos

p/ ' a;n = P (aln)l + o +p:i (aln)d

Fazendo

pode ser escrito que

pra,, = pi(Qm), + ..+ Da(Gn)y

A,

Tl

p.a, =
Substituindo (I1.32), (I1.33), (I1.36) em (I1.30) serd obtido que

ddp exp —ipay,)

=T s | G o)
Definindo
L= [apSlEPh)
(p? +m?)
temos que
1 1
Tin =T s i

Para resolver a integral em (I1.38) serd necessario utilizar o fato de que

[ 1 5 exo (ipan) = (20" ﬁ | et g 1 (i) |

Para o presente caso temos

fp) =

uy (&ln)2
/ (azn) w2+ m?2 (c‘zln)2 '

(11.33)

(I1.34)

(I1.35)

(11.36)

(11.37)

(11.38)

(I1.39)

(I1.40)

(IL.41)



Dessa maneira, a Eq.

13

(I1.38) pode ser escrita da seginte forma

() d/QJ B
Ty = (27)7? (@)™ / gy a1 () (11.42)
0

u? + m? (dln)2

Ultilizando o fato de que

/du
0

u’? Jia2)-1 (u)

A m? (am)? (map) ™ K1 (man,) (I1.43)
in

a Eq. (I1.42) toma a seguinte forma

Ly

= 2m) " (a)* ™ (mag)' Y7 Ky 1 (mag,) (I1.44)

onde K (421 (may,) representa a funcao de Bessel K [14].

Substituindo (II.44) em (I1.39) serd encontrado que

-,Z.l,n =

Il,n =

-,Z.l,n =

onde definimos

1 1 o ) )
_ —detS (%)d (27T)d/2 (%)2 d (mazn)(d/Q) 1 Kajo)1 (mi,)
1 1 d—2 ¢~ \1-(d/2) _
N (maln) K(d/2)_1 (maln)

Vet s 2m) "

1 1 d—2 -
_T\/m (27T)d/2m Gd (maln) . (1145)

Gy (mag,) = (mag)"™ Y Kajay1 (ma,) . (I1.46)

Substituindo (I1.45) em (II.18) serd obtido que

B, =

E1:

O caso em que d

E,

_iim’ — Oin) Ly 1 L2 (ma,)

I=1 n=1 . i) 2T \/@(zﬁ)dﬂ d In

1 0100 (1 = 81) G (many) - 147
2(27T)d/2\/ml21:; l ( l ) d( I ) ( )

=3 e N = 2 corresponde a duas cargas pontuais, e a (I1.47) se torna

1m32

= - g Un -9, n G (ma n)
( )3/2 /—det lzl: nZ; l l ) 3 A
1 m 1

= —= [0102G3 (Mma2) + 0201G3 (Masgy )]

2 (21)3/? V/det S
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0109 m _
By = - Gs(ma) , I1.48
' Vdet S (2r)*? " (ma) ([1.48)

onde definimos a1y = as; = a.

De (I1.46) temos

(%(ma):(nm)1p}Qm(ma):(nw)lﬂ%(%ﬂUZg%éiggz. (IL.49)

Logo a (I1.48) pode ser escrita da seguinte maneira

o109 exp (—ma)
E, = — . 11.50
! 4mvdet S a ( )

O resultado obtido em (I1.47) estd escrito em fungao de a;,, porém é de interesse que esse

resultado seja colocado em termos das coordenadas originais a;,. Jé foi visto que |Q,;| << 1,
logo o det S pode ser expandido em primeira ordem em (),;. Para expandir det .S é preciso ser

lembrado que d4; — Q4 = Sg;- Logo a expansao para det S fica

detS = exp[tr(In9S)]

detS = expltrin(1— Q)]

det S =~ expltr(—Q)]
d
detS =~ exp (_ZQ”)
j=1
d
detS m~ 1-> Q. (11.51)
j=1

Utilizando (I1.51) pode ser escrito que

. J —1/2
1— 3
det ( ]Z:; QN)

d
1
1+5 ; Qj; - (11.52)

Q

- B

Q

vdet

nn

Sabendo que @y, = /(a); (@im); e utilizando a (11.35) podemos escrever

1
aln = _/(a/n)'(a/n)‘
\/Sjj e
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_ \/(S’—l)jj (ar,); (az,);

= /(5 (@), (@), (IL53)

Assim como det S, a quantidade em (I1.53) nao depende da mudanga de coordenadas, logo

podemos escrever que

i = \/(s—l)qj (am), (am), - (IL.54)

Utilizando o fato de que, em primeira ordem em @ vale a relacao (S™1) g = 0gj + Qg5 ©
realizando uma expansao em primeira ordem em @,;, a (I1.54) pode ser reescrita da seguinte

maneira

i, = \/(5qj + Qqj) (aln)q (aln)j

A = (), (@n), + Qu (ain), (arn),

(aln)2

A, = CLln\/]- + qu <dln)q (&ln)j

1 . .
ap, = {1 + §qu (an), (am)j] ; (I1.55)

onde ay, representa o vetor unitario ay,/a;, na diregao de ay,.

Substituindo (I1.52) e (I1.55) em (I1.47) encontramos

d—2

1 m L N N
Ey =~ _5(27r)d/2 (1—1-5;623';’)2201%(1—5”;,)

=1 n=1

X Gd (maln (1 + %qu (dln)q (flln)]> > . (1156)

Fazendo uma aproximacao em primeira ordem de () ;, com o auxilio de (I1.46), podemos

escrever

Gq (maln (1 + %qu‘ (G1n), (&ln)j) )% Ga(map,)
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1 ~ ~ —
_équ (aln)q (aln)j (maln)2 (d/Q)Kd/Q(maln)~ (1157)

Substituindo (I1.57) em (I1.56) encontramos, em primeira ordem em ()y;,

B, =~ MZZJM (1—6p) <1+ ZQH> mag) =YD K g1 (mar,)

=1 n=1

Loy _
—§qu (Gin), (in); (ma,)? (d/Q)Kd/2(maln)] : (I1.58)

Procedendo da mesma forma com a Eq. (I1.50) chegamos ao resultado

0'10'2 1 n A 1 ~ A -
2 ( ZQM> exp { ma (1 + 5%%%‘” {@ (1 + 5qu%%’)1
o0 1 oo\ 1 1 .
E = ( Z Qm) exp (—ma) <1 - §m@quaqaj) o (1 - §quaqaj)

0102 €xp (

E, y [ Z Q;; — = (1 +ma) Qq]aqaj] , (I1.59)

Q

Q

Q

que poderia ser obtido diretamente de (I1.58) com d = 3.

Vale destacar que nos resultados (I1.58) e (I1.59) os termos de segunda ordem em @) ; foram
desprezados.

Fazendo m = 0 em (I1.59) temos o resultado para duas cargas pontuais de massa nula em

3 + 1 dimensoes

0109
B =~ _4m< ZQN quaqa]> : (11.60)

O resultado (I1.60) se caracteriza por uma corregao a lei de Coulomb. Uma vez que o
tensor (Q é pequeno, o cardter atrativo da forca entre cargas de sinais iguais nao é alterado!. O
segundo termo no peréntese em (I1.60) é o trago do tensor (). Sua presenga pode ser interpretada
como uma corre¢ao na carga das particulas efetivamente detectada na interagao e nao altera o
comportamento radial da forca.

O terceiro termo no paréntese em (I1.60) introduz uma possivel anisotropia na energia de
interacao entre as cargas, pois sua presenca faz com que a forca entre as cargas nao dependa

apenas da distancia entre as mesmas, mas também dependa da orientacao no espago do vetor a

No caso do campo escalar, cargas de sinais iguais se atraem [13, 15]
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que liga as duas cargas assim como do tensor (). Dessa forma, a verificagdo do comportamento
radial da lei de Coulomb é um mecanismo para a imposicao de quotas superiores para o tensor

de quebra da simetria de Lorentz Q).

I1.3 Energia de Vacuo e Interacoes entre Distribuicoes
de Dipolos

Nessa secao estudamos a interacao entre distribuicoes de dipolos estéticos para o modelo de
campo escalar com quebra da simetria de Lorentz com termo tipo tensorial. A densidade de

Lagrangeana em questao é dada por

£y = 5(0°6)(0,0) — 316 + 5 Q" (0,6)(0,0) + (Z Vi[5 (x - az>]> 6. (161
=1

onde V() é¢ um quadri-vetor fixo e estdtico no sistema de referéncia no qual os calculos estao

sendo realizado. Repare que no modelo acima temos a fonte

T () =Y Va0’ [6 (x — ay)] (11.62)

acoplada ao campo escalar ¢.

Como discutido nas referéncias [15, 16] cada termo na soma da fonte (I1.62) representa um
dipolo estatico. O vetor V representa a intensidade do dipolo.

Procedemos de maneira idéntica ao que foi feito para obtermos (I1.18), mas agora, estamos
interessados na energia de interacao entre distribuigcoes de dipolos, Fs. Dessa forma somos

levados a expressao

N
1
By =Y (1—d4) 57 (11.63)

=1 n=1

onde
Tin = [ [t one (50 0= a0] G (o.0) Vi ugy [0 (3 — )]
Tin = / / drd™ys? (x — a;) 0% (y — a,) V(f)v(fl)aﬁ(w)ag(y)(;(x,y) : (11.64)

Na segunda linha acima fizemos uma integragao por partes.

Substituindo (I1.8) em (I1.64) podemos escrever

Tin = //ddeddHy(Sd (x —a;) 0% (y — a,) (V(i)ag(y)) (V(?)aﬁ(m)) G(z,vy)
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_ //dd+lxdd+1y5d (X . al) 5d (y . aﬂ) (V(?)aﬁ(z—y)>

d™p exp [ip (x — y)]
0
X (ViyOoa—) / 2 Py + QP — ) (IL65)

Efetuando a integral do lado direito de (I1.65) em dx°, dy°, dp°, d?x e d?y, procedendo da

mesma forma como em (I1.19), na secgao anterior, e definindo a;, = a; — a,, encontramos

: dip  exp|—ip(a; —a,)]
— _ q 7 ) n
u7l,n - (‘/(l)aq(az—an)> (Vv(n)a](al—an)> T/ (27T)d (—p2 i qupqu — mz) . (H66)

Ultilizando (I1.23) e o fato de que
Vi - Vin = an(az —an) >
Vi) Vin = V0 0ia-an » (11.67)
reescevemos a Eq. (I1.66) na seguinte forma
Tin == (V- Vi) (Vi - Vin) Tim (I1.68)
onde

Viy = (Vi VD)

0 0

O resultado de Z;,, ja foi obtido em (II.45), dessa maneira podemos escrever a Eq. (I1.68)

na forma

1 1
Vdet S (27)"?
Substituindo (H.?O) em (I1.63) encontramos

Tin=Vo Vi) (V- Vi) T m¥2Gy (mayg,) . (I1.70)

1 1 1
E, = — ) =— V Vi) (Vi - Vi) T d=2(y o
2 ;g ! 2T @ Vin) (Vi) - Vin) \/M(Qw)dmm a (mayy,)
1 _ N N
Er =3 Z > (1=6w) (Viy - Vin) (Vi - Vin) Ga (may) (T1.71)

/det S /2
2 S (2m) / 1=1 n=1
De agora em diante vamos nos restringir a aproximagao em primeira ordem no parametro
de quebra da simetria de Lorentz ). Para isso, levamos em conta a aproximacao (I[.57) para

escrevermos (I1.71) como,

N N

1 d—2
B, ~ = 5n D Vi) (Vi - Vin) |G .
= sy 3 1) Vi) (Ve o [t
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1 ~ ~ f—
_§qu (aln)q (aln)j (maln>2 (d/2)Kd/2(maln)]‘ (I1.72)

Utilizando o fato de que

8Gd (Z)

i O (11.73)
pOdemOS escrever
(Vi) - Vi) Ga (mag,) = —m? (ma) ™ Kaja (mag) (Viny - aim)
(Vo Vin) (V) - Vin) Ga (may,) = —m? [(mazn)fd/2 Kapo (maw) (Vay - Vi)
—m2 (maln)_l_(d/2) K1+(d/2) (maln) (V(l) : aln) (V(n) : aln)} . (1174)
Definindo
A(ain) = (), (@) ; (mar)*™ P Kygpo(map,) | (IL.75)

escrevemos também que

(Voo - Vin) A (a) = m? (maw) ™ [ ((V)alam)s + (Viw)s(ann)y ) Kagz (mara)

—Gin)elun); (Viwy -am)] :

Ay

(Vo) Vin) (Vi - Vin) A(a) = m? (mag,)™? [Kd/Q (mau,) (W(n))q(‘/m)j + (V<n>)j(V<l>)q>

Vo -an,

—mK (4241 (mar,) [( > ((V(n))q(am)j

Ay

V(n) *Ain

Vs (amn) + (T2 (Wil

Ap

+(V<z>)j(azn)q) + (V) - Vi) w}

Ain

V(l) “QAn )

‘|‘m2K(d/2)+2 (maln) ( 4
in
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a

X (W) (aln)q(aln)j] . (IL.76)

Substituindo (I1.52), (I1.74) e (I11.76) em (I1.72) e utilizando o fato de que Q) ; é simétrico

nos indices ¢ e j temos a energia de interagao entre distribuicoes estéticas de dipolos,

N N d
PRV Z Z (1= dn) W{de (mag,) [— (Viy- Vi) (1 + % ZQ;‘;‘)

~QuVi Vi) ] + MK g (ma) [ (ot (Yoot oy ZQ”)

Qn

Eg%

5 [2 (22 () +2 (YL (1)),

Ay, Alp

+ (Vi) Vi) w}] — m? K (4/2)12 (mar,) %qu(am)q(am)j

Aln,

Vo -am\ (V) - am (IL77)
Alp Ay, . ‘

Podemos notar que os termos de segunda ordem em @ na (I1.77) foram desprezados.

Colocando d =3 e N = 2 na (I1.77) e ultilizando o fato de que

Kya(ma) = 2 (2m)" fexp (~ma)] (1+%) (ma) /2 -
Kopa(ma) = 5 (2" fexp ()] (14 2 = ) () (1LT)
encontramos

B ~ %{(ma%—l)[—(vm Vi) (1+ ZQ”) Qqi (V. )(Va))j]
() () a5 e)

Vi -a\ (Vigy)ga; Vy-a\ (Viyy).a; Ayl
+qu[< <1; )( 2))q J+( @) )( (1)g 4 (Vi Vi) ﬂ]]

+ [(ma)2 + 3(ma + 1)}

a a a 2a2

_ [(ma)3 + 6(ma)? + 15(ma + )] Quiy aqa] <V“) .a) (V(z) ' a)} . (IL79)

a

Podemos notar que na (I1.79) fizemos a;o = a; —a; = a e a;p = |app| = a.
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Colocando m = 0 na (I1.79) encontramos

By ~ 473&3{[— (V(l)-V(Q))+3(V‘2'a) (V(Z'a)}( ZQM) Qui(Vie))o(Viny);

(V(la) . a) Qqj (V(zzb)qaj + <V ) qu( ) < + [(V(l) ) V(Q))

Vo -a) (Vi -a g0,
—5( . )( ; )]qu2_a2]}' (IL.80)

No resultado acima o termo entre o primeiro colchetes representa a energia de interagao

+3

entre dois dipolos estéticos [15, 17, 18]. Podemos notar que nesse resultado aparece um termo
3 . ~ .

> ;=1 @jj que representa o traco do tensor ), cuja fungao é dar apenas um pequeno incremento

na carga efetiva. Pode-se notar também que os demais termos de corregdo (proporcionais a

()q;) apresentam diferentes valores para diferentes ¢ e j. Isso introduz uma possivel anisotropia

na energia levando a diregoes previlegiadas, que é uma caracteristica da quebra de simetria de

Lorentz.

I1.4 Energia de Vacuo e Interacao entre Carga e Dipolo

Nesta secao estudamos a energia de interagao entre uma carga pontual estatica e um dipolo,
também pontual e estatico, para o modelo de campo escalar com quebra da simetria de Lorentz

com um termo do tipo tensorial. A densidade de lagrangeana nesse caso é dada por
L. 1 9o 1 .,
L5 = 5(0"0)(9,0) — 5m*¢” + 5Q" (0,0)(0u0) + Js0 (IL.81)
onde temos a corrente
J3 () = 06 (x — ay) + V0% [6% (x — ap)] . (I1.82)

que descreve um dipolo localizado em x = a; e uma carga em x = aj.

Considerando (II.15) podemos escrever a energia do sistema

= lim —//ddﬂxdd“yj (2) G (z,y) J3(y) - (11.83)

Substituindo (I1.82) em (II1.83) obtemos

B, — % //dd“mdd“y [05d (x —ay) + V,0% [0 (x — a)] |G (z,y)
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X

oo (y —ay) + V,@a’g [5d (y — 32)}

By = %//ddﬂxddﬂ?/@d (x —a1) V795, [8 (v — a2)] G (2,y)
Ba = _%//ddﬂxddﬂwd (x —a1) 8 (y — a2) V705(,)G (2, ) - (IL.84)

Substituindo o propagador (II.8) em (II.84) e procedendo de maneira idéntica ao que foi

feito nas se¢oOes anteriores, temos para a energia Fj

By = % //ddﬂxdd*lwd (x —a1) 8" (y — a2) V70—

X

/ d™1p exp [ip (xz — y)]
2m) T (p'pu + QPrp,p, — m?)
o dp  exp[—ip (a; — az)]
By = (Vi a, T/ .
3 T ( (I( )) (27T)d (_p2 + Qq]pqu _ mZ)

g
E; = T (V-Vi2) Iy . (IL.85)

Sendo pela (I1.45)

1 1
T, = T Vs @) 7am*Ga(man) | (11.86)

onde identificamos

0 0

Dessa maneira, se fizermos aj;p = a; —as = a e ajp = |an| = a, a energia (I1.85) se torna

o 1 1
By = ——(V.V)T 2G4 (ma
’ VYT s g G
d—2
By = N V) Gy (ma) . (1L.88)

- Vdet S (2m) % v

Levando em conta a aproximacao em (I1.57) escrevemos (I1.88) da seguinte maneira

o md72

S : ma ~ Lo, a), (a), (ma)?~ (@2 ma
By~ it (V-9 [Gutma) = 5Qu @, @), 0na)* ) Kas(ma)] (189

Substituindo (I1.52) e os primeiros resultados de (I1.74) e de (I1.76) em (I1.89), e utilizando

o fato de que @y; ¢ simétrico nos indices ¢ e j escrevemos

amd/2
(27T)d/2 a’/?

CLquj

Es [(V )[Kd/2 ma ( ZQ;J mK (q2)+1 (ma) Qgj—— 2%,
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+Kd/2 (ma) quanj (1190)

Podemos notar que na (I1.90) foram desprezados os termos de segunda ordem em ().

O caso de maior interesse ocorre para d = 3, no qual a energia (I11.90) se torna

_ oexp(—ma)
E3 ~ —47Ta3 {(V : a)

(ma+1) (1 + % i ij> — [(ma)2 + 3(ma + 1)} Qui aqaj]

202
+(ma + 1)quanj} . (1191)

Colocando m = 0 na (I1.91) encontramos

o

By ~ [(V -a) [1 + %(i Qjj — 3Qq;
j=1

4ma3

QqQ;j

) rQuve] o

a?

. 3

Vemos que no resultado acima aparece um termo » i1 ()j; que representa o traco do tensor
@, cuja fungao é dar apenas um pequeno incremento na carga efetiva. Vemos também que os
demais termos de correcdo (proporcionais a Q4;) apresentam diferentes valores para diferentes

q e j, o que introduz uma possivel anisotropia na energia levando a diregoes previlegiadas.

I1.5 Torque em um Dipolo Devido a Quebra da Simetria
de Lorentz

Nessa secao usamos os resultados obtidos anteriormente para estudar o torque sofrido por um
dipolo escalar devido ao termo de quebra da simetria de Lorentz em (II.1). Vamos nos restringir
aqui ao caso onde temos 3 + 1 dimensoes e o campo tem massa nula, mas o resultado pode ser
facilmente extendido para qualquer dimensao espacial.

Pensando em um dipolo tipico composto por duas cargas de sinais opostos, de mesma
intensidade e separadas por uma distancia pequena e fixa, consideramos duas cargas localizadas
nas posigoes a; = R+ A/2 e ay = R — A/2, onde tomamos a distancia A como fixa. Sem a
presenca do termo que quebra a simetria Lorentz a forga entre essas duas cargas é dada somente
pela lei de Coulomb. Sendo esfericamente simétrica, nao temos torque algum sobre o sistema.

Quando admitimos o termo que quebra da simetria de Lorentz em (II.1), a situagao se torna

bem diferente.
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Se observarmos a energia entre as duas cargas dada pela (I1.60), notamos que a presenga
do termo de quebra de Lorentz que utilizamos ao longo deste capitulo traz duas contribuicgoes
distintas para essa energia; a primeira sendo proporcional a Z:;.:l Qj; e a segunda, proporcional
a qufqulj, onde usamos o fato de que a; —ay; = A e |a; — ay| = A. Podemos notar que a
primeira contribuicao representa o traco da matriz ()y; e sua funcao ¢ apenas alterar a carga
efetiva do sistema, corrigindo a lei de Coulomb por um fator que nao altera o comportamento
da forga com a distancia entre as cargas. O segundo termo é mais interessante pois ele pode
gerar torque no sistema de duas cargas (dipolo). Para evidenciar este fato, vamos primeiro

considerar um sistema simples tomando como exemplo a matriz (),; dada por

0 0 0
Q=@ [0 0o 0|, (11.93)
0 0 1

, : 3
onde ) é um escalar considerado pequeno e i1 Qj; = Q. Logo encontramos

0o 0 0 Ay
o Q AzA
QojAeAdj = 75 <A1 Ay Ay ) 0 0 0 A | =5 (L9
0 0 1 As
Escrevendo o resultado (I1.94) em coordenadas esféricas obtemos
;o AsA (A -2)?
QqjAdA; = Q 22 2=Q == Qcos’ 0, (11.95)

onde  é o angulo formado entre o eixo z e o vetor A.
Substituindo (I1.95) em (I1.60) encontramos a energia para o sistema de duas cargas de

mesma intensidade e de sinais opostos

0.2

F, ~ —
! AT A

(1 + %Q — %Q cos? (9) , (I1.96)

sendo o o modulo das intensidades das cargas.
A (I1.96) nos dé a energia do sistema em termos do angulo polar 6, o que indica claramente

a existéncia de um torque sobre o sistema

OF
00
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2

41 A

(@ sinf cos b

Q

T

0.2

231 A

Q

@ sin(20) (T1.97)

Como um segundo exemplo, vamos agora considerar a matriz (),; dada por

0 0 1
Qyi=Q 10 0 0 , (I1.98)
1 0 0

3
onde » 7, Qj; = 0. Para esse caso temos

PR AlA
Quided; = 20—5 (11.99)
que coordenadas em esféricas pode ser escrita da seguinte maneira
QqiAA; = 2Qsin cosf cos ¢ . (I1.100)

Para obtermos a energia entre duas cargas de sinais contrarios e mesma intensidade o,

separadas pela distancia A, basta substituirmos (I1.100) em (I1.60), ou seja,

0.2

E, = (1 —Qsinfcosfcosg) . (II.101)
4 A

Analisando a (I1.101) podemos notar que vamos ter um torque devido ao angulo 6 e outro

devido ao angulo ¢. Dessa maneira podemos escrever que

oF o? _
Tie) = —8—91%47”1@008925(1—2511&20) :
E 2
Ti(¢) = _88_¢1 ~ _z;_AQ sinf cosfsin ¢ . (I1.102)

Dessa maneira, através de dois formatos diferentes para a matriz ¢),; mostrados na (I1.93)
e (I1.98) conseguimos demonstrar que a presenga do termo que quebra a simetria de Lorentz
faz com que apareca torque sobre um dipolo, coisa que nao se observa sem a presenca do termo
de quebra de Lorentz.

Acreditamos que a constatacao experimental da nao existéncia desse torque possa ser usada

para impor quotas superiores para o tensor ().



Capitulo III

O Campo Eletromagnético

Nesse capitulo fazemos um estudo do campo eletromagnético sem massa em D + d + 1
dimensoes em um modelo onde ha quebra explicita da simetria de Lorentz com um termo tipo
tensorial. Para essa teoria obtemos as contribuicoes para a energia de vacuo do campo na
presenca de fontes externas, utilizamos para isso teoria de perturbacao até primeira ordem
nos parametros de quebra da simetria de Lorentz. Por meio da energia de viacuo do campo
estudamos as energias de interagao entre distribuiges de cargas e/ou multipolos para o campo
eletromagnético no modelo com quebra da simetria de Lorentz em questao. Consideramos as
situacoes onde as correntes se concentram ao longo de branas paralelas D dimensionais.

Ao longo deste capitulo representamos o quadrivetor posi¢ao como

ot = (2%, 2, L 2t L) (IT1.1)
e utilizamos a notagao
x; = (2., 2%
x| = (. 2"P) . (I11.2)

Vamos também utilizar notagao similar para os momenta p.

26
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II1.1 O modelo

O modelo que vamos estudar é descrito pela densidade de Lagrangeana

1 1 , 1
L=—-F,F" — — (0,A") — ZF*PQp5- F°" + J'A, I1L.3
4" 50 Ond")” = S Qs LR (IL.3)

onde o é um parametro de calibre [19] e Qqp,- representa um parametro tensorial que quebra

a simetria de Lorentz e que exibe as simetrias

ch,ﬁ’m‘ - _Q,Bam- - _Qaﬂra - Qaﬂaq— == Qaq—gﬂ . (III4)

Neste texto estaremos sempre supondo estar trabalhando em um referencial no qual Q.go-
é um tensor constante e uniforme;
. . 2
Uma vez que, com uma integracao por partes, podemos escrever (0,A*)" — —A,010"A,, e

ainda

FoF"™ = (9,4, —0,A,) (0"A" — 0" A")
Fo,F"™ = 2(0.4,) 1" (0°4,) — 2(0"A,) (0" A,)
F ™ — 24, (1" 0,0° — 0"0") A, | (IIL5)

FaﬁQaﬁo'TFJT _ (aaAﬁ _ aﬁAa) Qaﬁar (aaAr . 67‘AO’)
FaﬁQOKﬁUTFUT - _AuQaMﬁVaaaﬁAV - AMQuauﬁaaaﬁAy + AMQuaﬁuﬁaaﬁAu

+A#ngaaaﬁ,4v
FPQupon P77 = —4AP Q100 0° A (I1L.6)

reescrevemos a lagrangeana (II1.3) na forma

L— %AM {nwaaaa - (1 - l) a“a"] A, + %Aﬂ@uauﬁaaaﬂm + JEA, . (I11.7)

«
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I1I.2 Energia de Vacuo de Interacoes entre Correntes
O gerador funcional da teoria descrita por (I11.3) é dado pela integral de Feynman
Z[J]=N / DAexp [z / d Py (Lo + Lop + J“AM)] : (I1L.8)

onde Ly é a densidade de Lagrangeana livre (Lagrangeana de Maxwell) em (II1.8) e Lgp, o

termo que quebra a simetria de Lorentz. Substituindo (II1.7) em (II1.8) encontramos

Z[J]=N / DAexp (% / dd+D+1xA“QWgaaaﬁA”) exp [z / d P (Lo + J"AM)} (I11.9)

Uma vez que o termo de quebra da simetria de Lorentz deve ser pequeno, vamos trata-lo

perturbativamente, de forma usual em teoria quantica de campos, com a substituicao

1 0

A(x) = ;5J# (x)

(I11.10)

nos termos considerados pequenos em (II1.9), o que fornece
1 1 6 1 9
Zl7 = v dd+D+1 - v o o aﬂ - v
[ ] exp {2/ x 2'5JM (93) Qu BY (x)Y () i 0J, (a:)
x N / DA exp [z / d Py (Lo + J“AM)]

Z1] = exp {—% / D+, ( . Jf@)) Qpewrs ey, (ML(:C))} ZolJ] . (IIL11)

onde Zy [J] é o gerador funcional livre do campo eletromagnético na presenga da fonte J* | isto

é, o funcional gerador da teoria de Maxwell com fontes externas.

Em primeira ordem no parametro @, a (II1.11) se torna

ZJ = {1 - % / dP+y <ﬁ) Quarvp0(y 0, (ML@M Zy[J] . (I11.12)

Com os rsultados (I1.14) e (II1.12) temos a energia de vécuo do sistema

E = %InZ[J]

(4 ot ) i

O funcional gerador do campo eletromagnético livre é dado por

EF = —In

I11.13
- (111.13)

Zo [J] = Zo [0] exp [—% / / APy a TP J0 (y) G (y, 2) 7 (2)} : (II1.14)
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onde Gy, (y, z) é a funcao de Green do campo de Maxwell,

1
{77“”8&80‘ — (1 — a) (’9“8”} Gy (y,2) = nko(y, 2) . (IT1.15)

Ultilizando as regras de derivagao funcional obtemos

gfo ([i - (—i / ATy Gy (2,y) T <y)> Zo[J]

00000 (gfo([g) = l—i / dd+D+1y<8(‘;)6é)G§(x,y)>J9(y)} Zy[J] .,  (1IL16)

[—

~—

) o a8 (0201 [ aa 08w B / / DA iDL 0
< (00)00,C5 (2.0)) Gt (z0) 7 ()] 20 [7) . (LY)

Substituindo a derivada (II1.17) na Eq. (II1.13), e efetuando operagoes simples, temos que

1- L /dd+D+1xQW,,g [—i@&)ﬁé)(;’w (x,2)

E = “mZ[J]+ = 5

T T

= [ [t ) (00,07, 65 (0.) 64 ) <z>}]

o i t d+D+1 a ab v 1 d+D-+1
E = TIHZO [J] — ﬁ/d TN 0 Quuawp 00 0y G (2, 1) — ﬁ/d TP Q s
x / / DL gD+ 70 () (aa)ag)ag (a:,y))ag (z,2) J7 (2) | (IIL18)

onde na terceira linha fizemos a expansao In(1 + z) = x.

Observando a eq. (II1.18) podemos perceber que o primeiro termo do lado direito representa
a energia de vacuo sem o termo de quebra de simetria de Lorentz. Ele fornece a interacao
entre fontes externas ja conhecido na literatura [15, 16, 13]. O segundo termo no lado direito
representa uma energia sem contribuicao das correntes externas e pode ser considerado uma
contribuicao para a energia do vacuo livre devido exclusivamente ao termo de quebra da simetria
de Lorentz (e nao das fontes externas). O terceiro termo no lado direito representa uma
contribuicao para a energia na qual estao presentes o termo de quebra da simetria de Lorentz e
as fontes externas. Como o nosso interesse sao termos em primeira ordem em @), e que envolvem

interacdes de correntes, vamos nos concentrar no terceiro termo de (I11.18), e denota-lo por E(®),
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Ccomo segue

E(c) — _%Qumjﬂ//dd+D+1ydd+D+lzJ0 (y) JY (Z)

X / dd+D+1x<a&)ag Gy (x,y)) G (z,x) . (II1.19)
A funcao de Green para o campo eletromagnético é dada por

, dd+D+1p 1 . p”pe )
Gy (z,y) = — / W? {779 - (1= 04)7} exp[—ip(z — y)] . (111.20)

Trabalhando no calibre em que o = 1 a eq. (I11.20) pode ser escrita da seguinte maneira
dd+D+1p 1 .
Gy (r,y) = — / (2m)# D1 —ng exp[—ip(z —y)] . (I11.21)

Usando a eq. (II1.21) encontramos

d+D+1 8 d*PHp attttlp 11 5
/d x(O(x)ﬁ(x)Ge (x,y))Gﬁ (z,2) = —/ om)E D / (27r)d+D+11?Z?p Py

x exp(ipy) exp(—ip'2) / AT g expl—iz(p — p')]
d+D+1 3 dPtp 1, '
/d 95(8&)3(@(?5 (:v,y))Gﬁ (z,2) = —/pr“p ngnlt expl—ip(z —y)] ,
(I11.22)
onde usamos o fato de que
/derD“x exp|[—iz(p — p')] = (2m)TPHEHDT(p — ) (I11.23)
Substituindo os resultados (I11.22) na energia (I11.19) podemos escrever
. Q o dd+D+1p 1 .
E©) = 7 58 APyt DL, 70 (1) J7 (2) (2m)#D+ p4p PP exp[—ip(z — y)] (I111.24)

Logo a energia de vacuo de interagoes entre correntes pode ser escrita da seguinte forma

E = EU 4
1
_ ﬁ //dd+D+1ydd+D+1ZJ0 (y> Go'y (y7 Z) JY (Z)

1
bp Q@ [ [P () 1 (2
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dHD+y '
X /W —p°p exp[ ip(z —y)l , (111.25)

onde EW representa a energia de interacdo entre as fontes sem a presenca do termo de quebra
da simetria de Lorentz, ou seja, EW é o primeiro termo do lado direito em (II1.18), j& estudado

nas referéncias [15, 16].

I1I.3 Energia de Vacuo e Interacoes entre cargas

Nesta secao consideramos uma fonte externa estatica dada por N funcoes delta de Dirac de

dimensao d e concentradas ao longo de diferentes branas paralelas D dimensionais, como segue,

Z oW (yL —ay) | (I11.26)

onde o; sao parametros constantes com [ = 1,..., N e a; representam N vetores espaciais fixos
de dimensdo d, isto é, a; = (aj, ..., a?). W(el) sao N quadri-vetores constantes e uniformes no
sistema de referéncia no qual os calculos sao efetuados, e que satisfazem a condicao W, = 0
para assegurar que a quadri-divergéncia da corrente (I11.26) seja nula e, por consequéncia, a
invariancia de calibre do acoplamento na lagrangeana (II1.7) entre a corrente (II1.26) e o campo

vetorial.

Substituindo a corrente (II1.26) na energia (II11.24) obtemos

N N
B 1

=1 s=1

X

dd+D+1p 1 ‘
(2W)d+D+1 p4p p eXp[ ip(z —y)]

E;C) = ZTQ,YagﬂZZ O'l <0'3 ()> Il,s(EM)a (III27)

=1 s=1

onde definimos a integral

Lis(ery = //dd+D+1ydd+DHZ5d (yL —a)d (z — a,)
dd+D+1p 1
Na expressao (I11.27) encontramos termos para os quais [ = s. Esses termos trazem con-

tribuigoes para a energia associados a interacao de cada delta com sigo mesma. De fato, tais
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termos sao contribuigoes para a energia do sistema oriunda das auto-energias das fontes e, sendo
assim, serao descartados, uma vez que nao contribuem para a forca entre as fontes. Levando-se

isto em conta, podemos escrever
E© — 2TQW%ZZ — 65) (V) (aswgs)) Ths(nt) - (I11.29)
=1 s=1

O procedimeto para calcular Z; ;gar), definido em (II1.28) é quase indéntico ao o que foi em-
pregado para calcular a integral (I1.19) no capitulo anterior. Dessa maneira, podemos escrever

que

Lis(emy = //doydoz//dDY|dDZ//ddydeZﬂSd (yL—a)d (zL — ay)
/ éif) / g:;”) / gp)jpap" exp[—ip” (2" — y”)] explip) - (z) —y))]

explipy - (zL —y1)]
(»°)* - p} — Pl

Tioer) = / d’y / "z / / p) / g:;l(?ﬂ>5(p°)eXp(ipoyO)(27T)D5D(pu)

x  pp’exp(ip| - z explip. - (3, — &)
p°p” exp(ipy - 7)) )

‘—pi-pl
dp, , sexplipL-(as—a
Lisery = —/doy/dDz”/ (QW;pri [ Lpé o)
d'pi , gexp(ipy - a;
Tigery = —TLP / (%;mp‘j (pé ) (I11.30)

onde identificamos

A = Qg a ,
T = /doy ,
L? = / d"z . (IIL.31)

A integral LP acima pode ser interpretada como a drea de cada uma das branas.

Usando o fato de que

Pipi = —Vi(asl)vﬁ(asl) exp(ip.L - ag) , (I11.32)
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reescrevemos a energia (I11.30) da seguinte forma

d'p exp(ip, - ay)

LigeMmy = TLDVi(asl)vi(asl)/

(2m)4 pi
Listemy = TLDVL(al Vi(as,)zd(EM) ) (IT1.33)
onde definimos
d'p exp(ip, - ay)
7 :/ ) 111.34
“wn = J @mi T pt (IIL.34)

Vamos considerar a integral em (I11.34) para os casos em que d = 2 e d # 2, separadamente.

Para a situacdo na qual d # 2, serd necessério ultilizar o fato de que [15]

, 1 [ u
/ddpo(pL) exp(+ip, -ay) = (27T)d/2a—d/ duud/2J(d/2)_1(u)f (a_> : (IT1.35)
sl JO sl
onde Jy(u) é a fungao de Bessel tipo J [14].
Para o presente caso, devemos ter
1 u al
= — — == I11.36
f(pL) pjl_ ) f (a'sl) ut ( )
Dessa maneira, a eq.(I11.34) pode ser escrita da seguinte forma
1 oo
Id(EM) = Wail_d/ duu(d/Q)_‘lJ(d/g),l(u) s (11137)
0
onde ag = |ag].
Utilizando o fato de que [20]
o d
/ D gz (w) = 20270 (5~ 2)
0
podemos reescrever a eq.(I11.37) como
2@/2=4 g
Tuew) = (gryan F(E -2) (ITL.38)
Substituindo (II1.38) em (II1.33) temos
21/ rd D B Ad
Lisemy = WF(Q )TL VJ_(a ) VJ_(a 0ast (IT1.39)
e a energia (II1.29) se torna
(©) 2125 rd D L. 0 o g
El = (QW)d/ZF(ﬁ —2>L QVQQQZZ(l—(Sls) (O_IW(l)) (JSW ) V al)VL(al

=1 s=1
(©) 2(d/2) D yyifj 4—d
El = (271_)(1/2 ( )L Q Z Z 1 o 515 O-IWQ ) (USW’Y(S)) 8i(asl)iai(asl)jasl )

=1 s=1
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(I11.40)
onde i e j representam indices espaciais com 7,7 =1, ..., d.
Usando os resultados
0Lyt ¢ = (4—d)aZ ‘al,
01 (oDl = (4—d)2—d) jff + (4 - d)a 7 (IIL.41)

sl

m (I11.40) temos

() 20275 d D yyibj - aial,
Y= - — e — _ _ sl™s
b= (27r)d/2F<2 2)17Q ;;(1 1) (a1 Wa) (s W) [ (4 = d)(2 =g
(4 d) 2— d513i| =
(c) N N ;
© _ B 1 9—d d i
S T ; 2 (1= o) (oW (0. Wo) a2 0 (5 = 1) ;Q”
A ata’
_ _ vyi0j sl sl
2r(2) S0 = } Cd£2 . (I11.42)

ij=1
onde identificamos a densidade de energia por unidade de area da branas, Sl(c) =E€/LP.
Para o caso em que d = 2 a situagao ¢ mais complicada devido a ocorréncia de divergéncias
infravermelhas. Para contornar esse problema inserimos um parametro de massa na integral
definida pela (I11.34), de modo a regulariza-la, e depois tomarmos o limite quando m — 0.

Logo a integral a ser considerada é

d'p exp(ipy - ay) d'p, exp(ipy - ay)
T = = . I11.4
d=2(EM) /(27T)d (pi +m2) 2m am/ d pJ— +m2> ( 3)

Ultilizando (I1.44) escrevemos

1 0 1 —d dj2)—
Id:2(EM) - —%% {W (CLSZ)2 (masl)( /A-1 K(d/g),l (masl)
1 1 2—(d/2 -1
Lo=2(em) = 2n)i g™ —Hd ()Y Ko (mag) — (mag)” (d—2)
< K1 (masl)] . (I11.44)

Pela (II1.33) escrevemos

L s(a=2)(EM) = TLDVa al)vﬁ al)IdZZ(EM)
1

Ly s(a=2)(EM) ()23

TLDVL(G ) Vi(asl)m_‘“rd (masl)Z_(d/g) [Kd/g (mag) — (masl)_1
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X (d— 2)K(d/z)— (mag)
1
Ty s(a=2)(EM) = or )d/2 3 LDVL(M Vi(asl)F(m,asl) , (I11.45)
onde definimos

F(m,ay) = m~* (may)* % [KM (mag) — (mag) ™" (d — 2) Ka/2)-1 (masl)] . (I11.46)

Substituindo (II1.45) na (II1.29) encontramos

N N
(c) o 1 PO
Blan = M55 _cl/_2 L Q" j;; (1= i) (e Wo)) (0:Wos))
X 8 1(ay)i 8J_ (as1)j F(m asl) . (11147)

Ultilizando o fato de que

1 dF ayd, (1 &*F 1 dF
01 (a)i0L ()i F (M, ag) = 67— —steb [ — -1, I11.48
Haa)i% L aa)j (m ¢ l) Qg da'sl * Qg (asl d2asl agl dasl) ( )
escrevemos
N N
(e) _ : ;1 D yyifj . ij * 1 dF
Ela—yy = Tlnlino (2m)4/2 4 L7Q ;; (1= dis) UZWH ) (OSW () ) 0 g ity
Sla 1 d*°F 1 dF
— — I11.49
aw gl (asl d2asl agl dCle ( )
Usando a definigao (I11.46) e atuando com as derivadas encontramos
— R = s K, s) s I11.50
Agl dQCle a?l dasl " (ma l> 4/2 (ma l) ( )
agora fazemos d = 2 na (I11.50) e expandimos para m — 0,
1 d&*F 1 dFF mK(mag)
Qg d2asl agl dasl B Qg
1 1 mag (=2y+ 1] 4
S ( )— O(mY), (151
2 + [ 5 (5 1 m* 4+ O(m?) ( )
onde vy representa a constante de Euler.
Da mesma forma temos que
— = —m* " (mag) [—de/Q (mag) + (mag) Ka/2)+1 (masl)} ) (I11.52)

gl dasl
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Tomando d = 2 na (I11.52) e expandindo para m — 0 obtemos

1 dF —2K(mag)+ (mag) Kz (mag)
ag dag a mag
= —K, (masz)
S ]- S 2 - 2
= In (m;L l) +r+ g In <m2a l) ! A 7)] aZm®+O0(m*) . (IIL53)

Substituindo as derivadas (II1.53) e (II1.51) em (II1.49), e tomando o limite m — 0 encon-

tramos

c 1 103 S mas
Elty = 5@ YD (1= 0) (aWaq) (oW, )léjggn()(ln( )+

=1 s=1

sl

N N
c L yioj ij s
ey = @D D (1= 0u) (aWow) (7:Ws o) [5] <ln (a_ol> +7 —In(2)

=1 s=1

+ In(mag) — ln(ma0)> + Z—?Sl]

) at,a’
+£Lno<mao>) +—]

asl

N N

. 1 s i0; Qs ai
gl((zlzz) = 8_2 ]-_6ls JlWO(l)(Us )[Qm@zl ( l)+Q79] al3 l].

T
=1 s=1 o sl

(I11.54)

Podemos perceber que na primeira linha de 5 1(d=2) acima, adicionamos e subtraimos a
quantidade In(mag), onde ag é uma constante arbitraria com dimensao de comprimento. Para
se chegar no resultado (II1.54) descartamos, na ultima equagdo em (III1.54), todos os termos
que nao dependiam das distancias ay, uma vez tais termos nao contribuem para a forga entre
as distribuigoes de cargas e, portanto, nao afetam a dinamca das mesmas.

Vamos agora nos restringir ao caso onde temos apenas duas cargas pontuais em 3 + 1
dimensoes, o que corresponde a fazer D = 0, d = 3 e N = 2. Nessa situacao apenas as
componentes temporais dos quadri-vetores W#* sao nao-nulas. Sem perda de generalidade,
podemos fazer Wyqy = g e W) = 19, e a (I11.42) se torna

3
E () _ 0102 ( ZQOzOz = Z QOinaiaj> ‘ (111'55>

Sra =
i,j=1

onde a = a12 = ao.
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A energia de interacao entre as branas, sem o termo de quebra da simetria de Lorentz, é

dada por [15]
W 2(d/2) N N ) »
51 - (2 )d/2 ( )ZZ 1—513 O'lW(l)) (O'SWT(S)) ag (11156>
=1 s=1

No caso em que D =0, d =3, N =2 a (II1.56) se reduz a lei de Coulomb

0102

EY = (111.57)

Ama

Podemos entdo, com o auxilio de (I11.42) e (II1.56), escrever a energia de interagao entre as
cargas em d + 1 dimensoes em primeira ordem no parametro de quebra da simetria de Lorentz

& = & +¢&?
d

1 L d
S 3 I AT L (L T e

=1

+r<z

d
a
YWay Wi D Q™ S’dsl] . (IIL.58)

irj=1 st
Para o caso em que D =0, d =3, N = 2 a eq. (II1.58) fornece a energia de interagao entre

duas cargas pontuais em 3 + 1 dimensoes,

3

B, = 217;2 [1 n ;( Z Q% 4 — Z Qomjaiaﬂ'ﬂ . (I11.59)

i=1 4,j=1

O resultado (II1.59) se caracteriza por uma corre¢ao a lei de Coulomb. O primeiro termo
no peréntese em (I11.59) é o trago do tensor (). Sua presenca pode ser interpretada como uma
correcao na carga das particulas efetivamente detectada na interagao e nao altera o comporta-
mento radial da forga.

O segundo termo no paréntese em (I11.59) introduz uma possivel anisotropia na energia de
interacao entre as cargas, pois sua presenca faz com que a forca entre as cargas nao dependa
apenas da distancia entre as mesmas, mas também dependa da orientacao no espago do vetor

a que liga as duas cargas assim como do tensor Q).

I1I.4 Energia de Vacuo e Interacoes entre Dipolos

Nessa secao estudamos a energia de interacao entre distribuigoes estacionarias de dipolos ao

longo de branas paralelas D-dimensionais no modelo (II.1). A contribuigdo para essa ener-
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gia oriunda somente do termo de Maxwell foi estudada na referéncia [15]. Aqui vamos nos
concentrar apenas na correcdo em primeira ordem no tensor Q***? para essa energia.

Tais distribuigoes de dipolos podem ser descritas pela fonte externa [15]

N
= W Videld (v —a)] (111.60)

=1

onde os 4-vetores W(el) e V((f) sao tomados como constantes e uniformes no referencial onde vamos
efetuar os calculos.

Para garantir a invariancia de calibre do acoplamento do campo com a corrente (II1.60), os
4-vetores W(Hl) devem satisfazer a condicdo W = 0, o que faz com que a corrente (I11.60) tenha
4-divergeéncia nula.

Procedendo da forma totalmente similar ao que fizemos para obter o resultado (II1.29)

encontramos

By = QTQWZZ — 01) Wiy W, Trstiona) (ITL.61)

=1 s=1

onde definimos

Tuery = [ [ a0, 5 (v~ )]V Oro 6 21— )

APy gexp[— ip(z—y)]
27r)d+D+1

Tsiory = / / dd*DHyd“D“zad( — )8 (2 — a,) ViV datdnce

(zﬂ)d—i-D-i—l p4 ’ ’

Integrando (I11.62) procedendo de forma similar ao que fizemos para obter o resultado

(II1.30), encontramos

ddPL eXP(ZPL asl)
jl,s(EM) = —TLD/(2W)d(v(l)L'pL>(V(s)L'pL>pJ_pJB_T

d'p, - exp(ip. - ag)
(2m)d 7 Pl

Tisteny = TLP(VyL - Vie) (VoL Vi) / (I11.63)
Comparando (I11.63) com (II1.30) podemos escrever que

Ty = —(Vyr - Vien)) (VL Vien) s - (111.64)
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onde a integral Z; sgar) jé foi obtido em (II1.39), o que fornece

2(d/2)—4 d
r(

Tisemy = —(Vayu Vuasn)(V(s)L'VL(asl))W 5—2>TLDVi Vi

(ast) Qg
(111.65)

Substituindo (II1.65) em (II1.61) e ultilizando (II1.41) escrevemos que

N N
B = g o 2 (1= ) WaWats (Vo Vate) (Vo Vi)

=1 s=1
1 d 2—d - vyi6i vi03 slasl
x [—§r<§ ~1)a3 "> 0Q +P( ) Z QL ek (ITL.66)
i=1 ig=1 sl
Para encontrar a energia (II1.66) usamos os resultados

2—d
(V(S) VJ— asl)) 2 ¢ = ( d )(V(S)J_ : asl) )

a’sl

(VL - Vi) VgL - Vie)as ¢ = g [(V(m V(o)1)

—d<V””'a“)(V(5“'aSlﬂ . (IIL67)

Qs Qsl
a 1 . . . . a aj A\Y )L " Ag]
Vs v/ a sl sl _[st @ _'_Vj als —d sl sl( (s) ):|7
( (s) 1( ) asl a;il ( (s)L%sl s)L l) Q) )
s a 1 i ‘ i y/i
(V) - Vitan) Vot - Vi) ; o - a_dl{(v(l)lv(js)l_ + Vo Vo)
_d < slv +a Vs)J_)(V( )L 'asl>
Q] Qs]
_‘_(ailv(]l)L + ail‘/(Ziu) (V(S)L : asl>
Qs] Qs
a,d, VL - ag
5 [(V(l 1 V) - (d+2)(()a—l>
sl S

(Vci:l' aslﬂ] } ’ (I11.68)

assim como o fato de que o tensor Q7% é simétrico nos indices i e j, o que fornece a densidade

de energia por unidade de area da brana

. E(©)2
g9 = 5 = d/2 ( )ZZ (1= &) Woy Was) 7 {[(V(I)L'V(s)i)

=1 s=1
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_d<V(l)L : asl> (V(su : aszﬂ ZQW% 19 Z Qwejvz Vj

Qg Q] i—1 ig=1
VoL -aq slvs)J_ V(s 1Ay slV 1)L
—dl2 ( ) Q%@] +9 < ) Q'yz@j

Gl Qs ii=1 Ay

+ [(V(Z)L Vi) — (d+2) (V(Z)L : agl) (V(s)L : aSl)] Zd: Qvi"j@gg] } :
(IIL.69)

Para a energia de vacuo sem a presenca do termo de quebra da simetria de Lorentz temos

[15]

0 2(d/2) N N 1
& = (2r)i2 ( ) D2 (1= 0) Wiy W, ot [(VG)L Vo)
=1 s=1 s
oy o
Qs Agl ' .

Com os resultados (II1.70) e (II1.69) temos a energia de interacdo entre distribuigoes de

dipolos, até primeira ordem no parametro Q***?, por unidade de drea da brana L”

& = 5§l>+5@

N N 1 V a
1)L " Asl
- (3 S0 —d{[<Vz>rV<s>L>—d<%—l>
=1 s=1 st )
V(s LAy vidi d 7
y < >] <W(z Wi We( (5) ZQ ) o) Wi(s Z Q V(z LVS)J_
=1 6j=1
VL asy sm i V0L (VoL 2y o= i VL
FWa Wagd | (HE==2) S @ +( ) e
o) YV y(s) [ Qg z,jzl Agl gl 1]21 Agl

Agl

n [(V(l)L Vi) - (d+2) (V(l)J_ : asz) <V(s )L asl)] Z Q7% Slasl] } )

O caso de maior interesse ocorre quando temos duas distribuicoes de dipolos pontuais em
3 + 1 dimensoes, o que equivale a fazer D = 0, d = 3, N = 2 e, sem perda de generalidade,

Wg(l) = 7709 e (111.71),

- v o (U8 ()] - S50

=1
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3
- D QU +3

V) -a & OinaiVé)
(F4=) =2

i,j=1 i,j=1
Vi ay o= 00V [ Vi) -a
@2 i0j "W 4y, .V —5( )
H(T22) S gt [y v -5(M
Vi) -a & 005 a'a’
—_— I — . II1.72
o (Ve S ome i

No resultado acima o termo entre o primeiro colchetes representa a energia de interagao entre
dois dipolos estéticos [15]. Podemos notar que nesse resultado aparece um termo 3., QU
que representa o traco do tensor (), cuja funcao é dar apenas um pequeno incremento na
carga efetiva. Pode-se notar também que os demais termos de corregao (proporcionais a Q%%7)
apresentam diferentes valores para diferentes i e j. Isso introduz uma possivel anisotropia na
energia levando a direcoes previlegiadas, que é uma caracteristica da quebra de simetria de

Lorentz.

III.5 Energia de Vacuo e Interacao entre Carga e Dipolo

Para complementar os resultados obtidos nesse capitulo, obtemos nessa secao a energia de
interacao entre uma distribuicao de cargas e uma distribuicao de dipolos ao longo de branas
paralelas D-dimensionais. Como discutido nas referéncias [15, 16], podemos simular a presenga

de tais distribuigoes por meio da fonte externa
T(y) = WOV20,[0% (y1 — ar)] + oW’s" (y. — as) . (IT1.73)

Com a substitui¢ao da corrente (II11.73) na energia (I11.24), e procedendo com simples ma-

nipulagoes, andlogas as que foram empregadas nas secgoes anteriores, encontramos

c o
E:g ) _?WGWWQWQB //dd+D+1ydd+D+1Z5d (z1 — ay) 54 (yi—ar) V¢8¢(y)
L[ AT gexplzip(z — y)]
(27)d+D+1 ph
E(C) — —EWGWA/Q TLD/ ddpL (V > ) o ﬁexp(ipL : 321)

ddPL exp(ipL : a21)
EY = —ZW'WQusTL (V. -V / vl
3 T Q’Y 03 ( 1 VJ—( 21)) (27T>dpj_pj_ pzi
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c g
EY = ?W(’W”QW%(VL-VL(GQI))IM(EM), (I11.74)

onde ag; = a — a; e usamos a definigdo em (I11.30).
Usando os resultados (I11.39) e (I11.41) em (III.74), considerando a definicao as; = |ag| e
os resultados (II1.67) e (II1.68), podemos escrever a energia por unidade de drea da brana

d i
5356) = i(r )d/QWQW (V.- vLa21>|: % (5_1>a§1_dZIQWZ

0T (g) Z (i0i 421921 a21a21 ]

a?
ii=1 21

d d
&7 = aimyarz Vot (2) 11 [WL an) ) Q" +2) Q"Vid,

i=1 ij=1
d ab,al
—d(Viay) Yy QU] (IIL.75)

A energia de interagdo por unidade de &rea da brana no caso onde nao temos o termo
de quebra da simetria de Lorentz pode ser obtida facilmente com o procedimento adotado na

referéncia [16] (omitimos nessa dissertacao esse calculo),

o _2(d/2)—1r<g
P (2m)d2 \2

Com os resultados (II1.76) e (II1.75) encontramos a energia de interagdo em primeira ordem

em Q‘“’aﬁ

>a—daWTWT(VL ‘a). (IIL.76)

& = & +¢&°
R | R D

d
+WeW, Y Qe

ij=1

(I11.77)

Para o caso onde temos uma carga e um dipolo, ambos pontuais em 3 4+ 1 dimensoes, a

(IIL.77) se reduz a

E3 = —47(:&3 [(V -a) [1 — —<Z QUi _ 3 Z Qowga o )] _ 23: QU0 Vi g

i=1 i,j=1 i,j=1

(I11.78)

Da mesma maneira como ja foi comentado anteriormente, o resultado (I11.78) também exibe

uma possivel anisotropia na energia devido aos termos de correcao proporcionais a Q"%7.
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II1.6 Torque em um Dipolo Devido a Quebra da Simetria
de Lorentz

Essa segao se destina a investigar se, no modelo (II1.3), se origina algum tipo de torque sobre
um dipolo devido ao termo de quebra da simetria de Lorentz.

A discussao que fazemos aqui é andloga a que fizemos na ultima seccao do capitulo anterior.

Consideremos duas cargas pontuais em 3 dimensoes localizadas nas posigoes a; = R+ A /2 e
a; = R—A/2, onde a distancia entre elas é |a; — ay| = A. Com isso devemos ter d =3 e D = 0.
Sem a presenga do termo que quebra a simetria de Lorentz (Maxwell) a energia de interacao
entre essas duas cargas é dada somente pela lei de Coulomb, ou seja, nao existe torque. Se
observarmos a energia dessas duas cargas dada pela (I11.59) notamos que a presenca do termo
que quebra a simetria de Lorentz, que utilizamos ao longo deste capitulo, traz dois termos para
essa energia, o primeiro sendo 37 Q" ¢ o segundo sendo Zf’ i QU A AV, Podemos notar
que o primeiro termo representa o traco da matriz Q%% e sua contribuicao é dar apenas um
pequeno incremento na carga efetiva das particulas, uma vez que Q%% ¢ pequeno. O segundo
termo é de maior interesse, uma vez que para diferentes ¢ e 7 temos diferentes valores para a
energia.

Vamos mostrar que o segundo termo pode gerar torque no sistema de duas cargas do tipo

dipolo. Como exemplo vamos ultilizar uma matriz Q% dada por

0 0 0
Q" =Q o o o], (111.79)
0 0 1

7 . 3 ey -
onde @ é um escalar considerado pequeno e Y7 | Q"% = Q. Logo podemos escrever

3
D QUVAA = QATAY . (I11.80)

Q=1
Em coordenadas esféricas temos
3
> QUUAN = QA - 2)* = QA% cos®0 | (I11.81)
ij=1

onde A é o angulo formado entre o eixo z e o vetor A.
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Substituindo (II1.81) em (I11.59) encontramos a energia de interacao entre duas cargas em

funcao do angulo 6, ou seja,

E = Z;‘Z (1 - %Q + %QCOSQ 9) . (11.82)
Uma vez que o torque é dado por
_ 0E
! o0
escrevemos
T = Z;:ZQsinﬁcosﬁ . (IT1.83)
Para duas cargas de sinais contrarios e de mesmo modulo, ou seja, 01 = 0 € 09 = —0 podemos
escrever
o2
T = _HQ sinf cos @ . (I11.84)

Em mddulo o torque (I11.84) tem sua maxima intensidade para § = w/4 e § = 3w /4, sendo
nulo para § = 0,7/2, 7, ou seja, ndo existe torque quando o dipolo é orientado paralelamente
ou perpendicularmente ao eixo z.

Vamos agora considerar uma matriz Q%% dada por

0 0 1
Q=@ lo o o |- (I11.85)
1 0 0
Nesse caso temos que Z?:1 QOiOi =0e
3
D QUUAA =2QA A (I11.86)

ij=1
Em coordenadas esféricas escrevemos a (I11.86) da seguinte forma

3
Z QY AT AT = 20QA?sinf cos b cos ¢ . (I11.87)

ij=1
Substituindo (II1.87) em (II1.59) encontramos a energia de interacao entre duas cargas em
funcao dos angulos 6 e ¢, ou seja,

0102

4 A

E, = (1+ Q@sinfcosbcoso) . (I11.88)
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Observando a (II1.88) podemos notar que teremos um torque devido ao angulo € e outro devido

a ¢. Logo escrevemos

8E1 0109

TiH) = _W = —47TAQCOS¢ (1 — 2sin? 9) :
E
Ti(¢) = —aa—q; = Z;ZQSiHQCOSQSin¢ . (I11.89)

Para duas cargas de sinais contrarios e de mesmo modulo podemos escrever

oF o? .
Tie) = _8_91 = M—AQCOSQS (1 — 2sin? 9) ;
2
Tig) = —%—? = _4:-1'_14@ sin @ cos fsin ¢ . (I11.90)

Dessa maneira, através de dois exemplos diferentes para a matriz Q%% mostrados em
(II1.79) e (II1.85), constatamos que a presenga do termo que quebra a simetria de Lorentz faz
com que surja torque em um dipolo sem a presenca de campos externos, algo que nao se observa

na teoria de Maxwell.

I11.7 Energia de vacuo e a interacao entre uma linha de
corrente e uma carga pontual

Nessa secao estudamos a energia de interacao entre uma distribuicao linear e estacionaria de
corrente situada ao longo de uma reta e uma carga estética, localizada fora desta reta. Vamos
nos restringir ao caso onde D = 1 e d = 2, mas poderiamos, usando o mesmo procedimento
aqui adotado, obter o resultado para qualquer dimensao espacial.

As fontes externa de interesse sao descritas pela corrente

Ji(y) = on3o® (yo —ar) + oand’ (y —ag) - (111.91)

onde o vetor a; tem apenas componentes 1 e 2.

O primeiro termo em (II1.91) descreve uma linha de corrente ao longo da diregao 3 e local-
izada em a;. O segundo termo é uma carga pontual localizada em as.

E importante mencionar que, se substituirmos a corrente (II1.91) na enregia de vacuo livre,

ou seja, sem o termo de quebra de Lorentz, vamos encontrar uma contribuicao nula. Sendo
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assim, pela teoria de Maxwell, a linha de corrente nao exerce nenhuma forca sobre a carga
estatica. Vamos verificar se o termo de quebra de Lorentz dado pela (I11.24) nos forneca algum
resultado nao nulo para essa energia de interacao.

Substituindo a fonte (II1.91) em (II1.24) e fazendo as devidas manipulagdes encontramos

0109

% d'p , gexp[—ip(z —y)]
/ el P T (e (I11.92)

onde introduzimos um parametro regularizador m de massa, procedimento usado comumente

para controlar divergéncias em d = 2.

Definindo

d'p . sexpl=ip(z = y)]
Tpm(d=2) = //d4yd4z52 (yo—ap)é® (z—az)/ (%)4]9 p’ R (I11.93)

podemos escrever

0102

T

EY = QoaspLrm(d=2) - (I11.94)

O procedimeto para calcular Zg),, definido em (II1.93), é indéntico ao o que foi empregado
para calcular a integral (II1.30) na terceira segao deste capitulo. Dessa maneira, podemos

escrever que

2 : .
_7 / P15 exp(ipL - a) (111.95)

Tenm(d=2) (27)2P¢P¢ (P2 +m2)2

onde identificamos

a = a —ap,

T = /doy.

Levando em conta a (I11.32) temos que

d’p, exp(ipy - a)

_ a B
Tpm=2) = TVL(a)VL(a)/(QW)z (P2 +m2)? (IT1.96)
Definindo
d’py exp(ip, - a)
, _
EM(@d=2) — /(27'(')2 (pi+m2)2 ) (11197)
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pOdemOS escrever
Lpm(a=2) = Tvi(a)vi(a)I;EM(d:Q) . (I11.98)

A integral definida na (II11.97) é idéntica a integral (II1.43). Como (II1.43) j4 foi calculada
e o seu resultado é dado pela (II1.44), obtemos que

Tpmd=2) = —Va Vi(a)F(m,a) : (I11.99)

onde F(m,a) é definida pela (II1.46).

Substituindo (II1.99) na (I11.94) e fazendo as devidas manipulagées encontramos que

EY = lim 2%

m—>0

Qolf’ﬂm 101 (a); F(m, a) . (111.100)

Com o resultado (I11.48), a eq. (II1.94) se torna

i,7 2

E'9 = lim
4 ada a a d?a a2 da

m—>0

Substituindo (I11.51) e (II1.53) na (II1.101) e fazendo as mesmas manipulagoes implemen-

tadas para obtermos a (II1.54), na terceira segao deste capitulo, encontramos

(%]
E(c) _ 0102 0431 1 Oldﬂﬂ . 111.102
h e Q n ao +Q e ( )

Vale ressaltar que a energia (I11.102) é um efeito exclusivo da quebra de simetria de Lorentz.



Capitulo IV
Conclusoes, Comentarios Finais

No capitulo (II) desta dissertacao fizemos um estudo do campo escalar real com massa em
d+1 dimensoes em um modelo com quebra explicita da simetria de Lorentz com um termo tipo
tensorial. Para essa teoria foram obtidas as contribuicoes para a energia de vacuo do campo
que dao origem as interacoes entre fontes externas. Por meio dessas contribuicoes a energia
de vécuo, estudamos as energias de interacao entre distribuigoes de cargas e/ou dipolos para o
campo escalar no modelo com quebra da simetria de Lorentz com o parametro Q" considerado

pequeno.

No caso de interagoes entre cargas, conseguimos obter a energia de interagao na sua forma
exata, sem a necessidade de apelar para teoria de perturbacao. No entanto, os resultados
obtidos dessa forma foram para um sistema de coordenadas no qual a andlise dos resultados
de demonstrou dificil. Sendo assim, expandimos os resultados em primeira ordem em Q" de
modo a obter expressoes que possibilitassem a compreensao do papel do termo de quebra da
simetria de Lorentz. Ao longo de toda a seccao demos especial atencao para o caso onde temos

apenas duas fontes pontuais em 3 + 1 dimensoes com o campo sem massa.

Para o caso de cargas encontramos contribui¢oes para as energias de interacao do tipo
> ; Qjj € Qgjaqa;. No primeiro tipo de contribuigao temos o trago do parametro > ; @y, que
tem o papel de dar apenas um pequeno incremento para as cargas efetivas. O segundo termo,
(0450405, se mostrou mais interessante, pois para diferentes valores de ¢ e j obtemos diferentes
valores para a energia. Mostramos que esse segundo termo pode gerar torque sobre um dipolo
mesmo na auséncia de campos externos, coisa que nao se observa sem a quebra de Lorentz. Para

evidenciar este fato, consideramos duas cargas em 3 4+ 1 dimensoes com m = 0 separadas por
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uma distancia A. Tomamos dois exemplos diferentes para a matriz ),; mostradas em (I11.93) e
(I1.98).

A presenca do termo com o tensor (Q*” induz uma anisotropia espaco-temporal para o
modelo, que se reflete nas energias de interagao entre as diversas fontes externas consideradas
ao longo do capitulo (II). Nessa dissertacao estudamos alguns indicios da anisotropia espacial
do modelo.

No capitulo (IIT) desta dissertacao fizemos estudo do campo eletromagnético sem massa em
D + d + 1 dimensoes em um modelo que exibe quebra explicita da simetria de Lorentz com
um termo tipo tensorial. Para essa teoria obtemos as contribuigoes para a energia de vacuo do
campo na presenca de fontes externas, utilizamos para isso teoria de perturbagao até primeira
ordem nos parametros de quebra da simetria de Lorentz, dados pelo tensor QQug,-. Por meio
da energia de vacuo do campo estudamos as energias de interacao entre distribuigoes de cargas
e/ou dipolo estéticas para o campo eletromagnético no modelo em questdao. Consideramos as
situagoes onde as fontes se concentram ao longo de branas paralelas D dimensionais.

Consideramos situacoes de correntes externas similares aos casos estudados do campo es-
calar, no capitulo (IT) e percebemos que, os dois modelos (para o campo escalar e para o campo
eletromagnético) levam a resultados totalmente similares, até primeira ordem nos parametros
de quebra da simetria de Lorentz. Acreditamos que esse fato deva ser valido somente para con-
figuracoes de fontes externas estaciondrias uma vez que, nesse caso, somente as componentes
Qoioj do parametro de quebra da simetria de Lorentz do campo eletromagnético passam a ter
relevancia.

No capitulo (IIT) desta dissertacdo também fizemos um estudo da energia de vécuo de
interacao entre uma linha de corrente e uma carga pontual, onde conseguimos obter um efeito
exclusivo da quebra de simetria de Lorentz.

Para correntes eletromagnéticas dependentes do tempo, nao consideradas nesta Dissertacgao,
devemos ter uma variedade maior de efeitos oriundos da quebra da simetria de Lorentz. Sendo
assim, acreditamos que para correntes nao estacionarias os modelos que estudamos devem
revelar aspectos mais ricos do que aqueles constatados nesta Dissertacao. Esse é um assunto
que requer mais investigacao e para tratd-lo serd necessario o uso de procedimentos diferentes

daqueles adotados nessa Dissertacao.
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