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Resumo

BRAGA, D. C. (2010), Bifurca¢io de Hopf de codimensdo dois em sistemas de controle
lineares com controlador do tipo PI e nao linearidade do tipo saturagdo, Itajuba 188 p.
Tese (Doutorado em Engenharia Elétrica) - Instituto de Sistemas Elétricos e Energia,

Universidade Federal de Itajuba.

Os controladores do tipo PI estao entre os mais utilizados na industria e, devido a
limitacao dos componentes em engenharia, a saturagao ¢ a mais comum das nao lineari-
dades. Assim sendo, este trabalho analisa a influéncia de uma saturacao, na entrada de
controle, em sistemas de controle lineares em malha fechada e com controlador do tipo PI.
Mais precisamente, o objetivo é mostrar a possibilidade de ocorréncia de bifurcacoes de
Hopf de codimensdes um e dois em um caso particular deste tipo de sistema de controle e
a existéncia de uma regido no plano de parametros (K7, Kp) € R? no qual o tinico ponto

de equilibrio é sempre assintoticamente estavel.

Palavras—chave: Bifurcacao de Hopf de codimensao dois, sistemas de controle, contro-

lador do tipo PI, saturagao.



Abstract

BRAGA, D. C. (2010), Codimension two Hopf bifurcation in linear control systems
with PI controller and nonlinearity of saturation type, Itajuba 188 p. Thesis - Instituto

de Sistemas Elétricos e Energia, Universidade Federal de Itajuba.

The PI controllers are among the most widely used in industry and due to limitations
of the components in engineering, the saturation is the most common nonlinearity. Thus,
this study examines the influence of a saturation in control input of linear control systems
with PI controller. More precisely, the goal is to show the possibility of Hopf bifurcations
of codimension one and two in a particular case of this type of control system and the
existence of a region in the parameter space (K7, Kp) € R? in which the only equilibrium

point is always asymptotically stable.

Keywords: Codimension two Hopf bifurcation, control system, PI controller, saturation.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria de controle é, sem duvida, uma das teorias de maior impacto no desenvolvi-
mento tecnoldgico das ultimas décadas com aplicagoes em diversos ramos das ciéncias. De
fato, muitos processos bioldgicos podem ser explicados no contexto da teoria de controle,
como a temperatura corporal dos mamiferos e diversas tecnologias existentes atualmente
sO sao possiveis gragas aos avangos desta teoria. Tais avancos foram alcangados principal-
mente a partir de 1950, devido as aplicagdes em aerondutica, desenvolvimento de satélites
e, sobretudo, missoes espaciais. Contudo, o interesse pela teoria de controle data de longo
tempo e remonta a Grécia antiga com a preocupacao dos gregos em medir o tempo com
razoavel precisao.

Atualmente é reconhecido que grande parte dos avancos em areas relevantes, como
robotica, sistemas de manufatura e redes de comunicagdo, seriam quase impossiveis de
serem alcangados sem as metodologias da teoria de controle. Devido a esta importancia
da teoria de controle, o objetivo deste trabalho ¢é fornecer uma contribuicao ao estudo de
certos sistemas de controle com nao linearidades do tipo saturagao. Assim, a finalidade
deste capitulo é apresentar uma revisao historica sobre a teoria de controle nao linear,
exibir o problema a ser abordado neste trabalho e uma revisao bibliografica sobre o assunto

que sera estudado.

1.1 Historia da Teoria de Controle Nao Linear

Conforme [2], a histéria da teoria de controle, que compreende as aplicagoes de con-
trole automatico nas mais diversas areas do conhecimento e o desenvolvimento da teoria

matematica de controle, pode ser dividida em quatro periodos principais, o periodo de-



nominado controle primitivo que vai desde os estudos na Grécia antiga até o ano de 1900,
o periodo pré-classico entre os anos 1900 e 1940, o periodo classico desenvolvido entre os
anos 1935 e 1960 e o periodo moderno a partir do ano de 1955.

Até o século XVIII houve pouco progresso da teoria de controle, com excecao de apli-
cagoes de controle do tipo liga e desliga e o controle de temperatura de incubadoras
proposto por René-Antoine Ferchault de Camur (1683-1757). A teoria de controle voltaria
a ganhar forca durante a revolugao industrial, periodo no qual foram introduzidas as
primeiras maquinas rotativas na Europa, sobretudo as méaquinas a vapor. Tais maquinas
rotativas nao podiam ser operadas de maneira adequada sem alguma forma de controle.
Isto exigiu o desenvolvimento de novos dispositivos de controle, principalmente os regu-
ladores de velocidade, sendo os mais conhecidos aqueles denominados genericamente de
reguladores de Watt, em homenagem a James Watt (1736-1819).

O regulador de velocidade proposto por Watt apresentava algumas limitagoes, visto que
podia operar somente com pequenas velocidades de rotacao no eixo da maquina a vapor.
Este problema foi corrigido com o regulador de velocidade de Charles Porter (1826-1910)
patenteado em 1858 e que podia trabalhar com velocidades maiores de rotagao e com os
reguladores de velocidade com mola de Thomas Pickering em 1862 e William Hartnell em
1872, que nao s6 operavam com velocidades de rotagdo maiores, mas também possuiam
dimensoes menores em relagao aos reguladores de velocidade anteriores.

Mesmo com as melhorias nos reguladores de velocidade, no inicio do século XIX sur-
giram outros problemas, conhecidos como problemas de estabilidade dos reguladores de
velocidade. Na tentativa de investigar o problema de estabilidade, G. B. Airy (1801-1892)
publicou alguns artigos em 1840 e 1851 mostrando que a dinamica de um regulador de Watt
podia ser modelada por equagoes diferenciais. Entretanto, Airy encontrou dificuldades na
analise das equagoes diferenciais e coube a James C. Maxwell (1831-1879) determinar as
condigoes de estabilidade em seu artigo On Governors de 1868. Neste artigo, Maxwell
analisou equagoes diferenciais ordinarias lineares, modelos para diferentes tipos de re-
guladores de velocidade e determinou as condig¢oes de estabilidade fornecendo condig¢des
necessarias e suficientes para que certos polinomios analisados fossem estaveis, ou seja,
que apresentassem todas as raizes com partes reais negativas. Devido a este trabalho, o
ano de 1868 ¢ considerado o marco do nascimento da teoria de controle.

O trabalho de Maxwell era limitado, visto que apresentava condigdoes necessarias e

suficientes para estabilidade de polindomios de quarto grau no méaximo. Uma extensao



dos resultados de Maxwell foi feita por Edward I. Routh (1831-1907) em seu trabalho
intitulado Stability of Motion de 1877. Seu principal resultado é conhecido atualmente
como teorema de estabilidade de Routh-Hurwitz, ja que em 1895 o matematico suico
Adolf Hurwitz (1859-1919) obteve um resultado andlogo de maneira independente.

Outra contribuicao a teoria de controle foi dada pelo engenheiro russo Vyshnegradskii
em 1876 em seu artigo On the General Theory of Governors no qual analisou os modelos de
reguladores de velocidade, de maneira independente de Maxwell, e forneceu as condigoes de
estabilidade. Finalmente, destaca-se o trabalho de Aleksandr M. Lyapunov (1857-1918)
de 1892 intitulado A General Task About the Stability of Motion sobre estabilidade de
equagoes diferenciais ordinarias nao lineares através da nogao generalizada de energia. Os
trabalhos acerca da estabilidade de reguladores de velocidade e, principalmente, o trabalho
de Lyapunov sao considerados os primeiros estudos relacionados com sistemas de controle
nao lineares.

Antes de 1940, os estudos sobre sistemas de controle nao lineares estavam associados
com os avangos na teoria de equacgoes diferenciais ordinarias e, sobretudo, a teoria quali-
tativa das equagoes diferenciais ordinarias. O interesse na época era o entendimento de
certos modelos relacionados com vibragoes mecanicas, osciladores eletronicos e mecanica
celeste. Destacam-se nesta época os trabalhos do fisico holandes Balthasar van der Pol
(1889-1959) em teoria de circuitos elétricos e, principalmente, os trabalhos do fisico russo
Aleksandr A. Andronov (1901-1952) que contribuiu de maneira significativa com a teoria
de controle.

Segundo [1], em geral, grande parte dos sistemas fisicos de interesse entre 1920 e 1940

podia ser modelada por equagoes diferenciais nao lineares de segunda ordem da forma
2"+ wir = eg(z, '), (1.1)

com x € R, wy € R e € € R suficientemente pequeno, onde R denota o conjunto dos
numeros reais. O estudo desta particular equacao diferencial envolvia técnicas de pertur-
bacao, balango harmonico e anélises no plano de fase.

A técnica de perturbagao consistia em procurar uma solugao (t,€) — z(t,€) de (1.1)

da forma

x(t,€) = ixk(t)ek. (1.2)

Havia particular interesse no entendimento das solugoes periédicas de (1.1) via técnicas de

perturbacao. Contudo, tal entendimento s6 foi alcancado com os trabalhos do matematico



sueco Anders Lindstedt (1854-1939) e do matemaético francés Henri Poincaré (1854-1912)
nos quais a técnica de perturbacao, conhecida atualmente como método de Poincaré-
Lindstedst, foi colocada de maneira rigorosa mediante a introdugao de uma fungao € — w(e),
T
associada com o periodo da solucao periddica, da substituicao do tempo ¢ por ﬁ e das
w(e
expansoes em séries
x(T,€) = Zxk(T)ek,
k=0
. (1.3)
wle) = > wie”.
k=0

Outros autores empregavam teoria da média no estudo das solugoes periddicas de (1.1),
como van der Pol e os russos Nikolay M. Krylov (1879-1955) e Nikolay Bogolyubov (1909-
1992). O método desenvolvido por Krylov e seu aluno Bogolyubov consistia em aproximar

a solucao periddica t — x(t) de (1.1) por
x(t) = a(t)sen(wot + (1)), (1.4)

com t +— a(t) e t — ¢(t) solugoes de

€

a'(t) = /027r g(a(t)sen(0),woa(t)cos(0))cos(0)do,

2wy

(1.5)

€

¢ (t) = Sronald) /027r g(a(t)sen(0),wpa(t)cos())sen(6)do.

T 2nwoa

Outra técnica empregada nesta época é o balan¢o harmonico introduzido por Duffing
e cuja idéia era obter uma aproximacao para a soluc¢ao periddica t — z(t) de (1.1) empre-
gando a série de Fourier

o0
r(t) = > e, (1.6)
k=—o00
a qual era substituida em (1.1) e os termos da seqiiéncia {zy }rez eram obtidos agrupando
os coeficientes de e™*' para k € Z = {0,4+1,42,...}, onde Z denota o conjunto dos
nimeros inteiros.

Embora estes métodos fossem empregados na época, no entendimento dos sistemas de
controle nao lineares, nenhum deles teve maior impacto no estudo de sistemas de controle
do que o método do plano de fase introduzido por Poincaré. Nesta época muito dos ser-
vomecanismos utilizados pela engenharia possuiam modelos que podiam ser aproximados

com razodavel precisao por equagoes diferenciais ordinarias da forma (1.1). Com o método



do plano de fase de Poincaré, (1.1) podia ser reescrita, fazendo y = z’, como

/I
l’—y,

(1.7)

/—_

y = —wiz +eg(z,y),

e as solugoes de (1.1) podiam ser estudadas em um grafico de x por y. Particularmente, a
estabilidade local dos pontos de equilibrio de (1.7) e existéncia de ciclos limites (solucoes
periédicas isoladas) foram um avango no entendimento de sistemas de controle nao lineares.

Durante a segunda guerra mundial outro método foi desenvolvido de maneira indepen-
dente por Goldfarb na Russia, Dutilh na Francga, Oppelt na Alemanha, Kochenburguer
nos Estados Unidos e Daniell no Reino Unido. Tal método, denominado método da funcao
descritiva, é uma extensao do método da resposta em freqiiéncia formulada por Hendrik
Bode (1905-1982) para sistemas de controle nao lineares. A idéia era utilizar somente a
primeira aproximacao fornecida pelo método do balan¢o harmonico e considerar uma tinica
nao linearidade presente, como saturacao, zona morta, atrito ou relé. Alguns trabalhos
desta época empregavam o método da funcao descritiva em conexao com o problema de
existéncia de ciclos limites em sistemas de controle nao lineares.

Apdbs 1960, os trabalhos sobre sistemas de controle nao lineares multiplicaram-se gracas
aos avangos em computagao analdgica e principalmente devido a computagao digital. Di-
versas teorias foram desenvolvidas, dentre elas a teoria de controle adaptativo, teoria de
controle com logica difusa, redes neurais e teoria geométrica de controle. Embora atual-
mente existam diversas teorias de controle nao linear, o método do balan¢o harmonico e
o método da funcao descritiva ainda sao empregados. De certa forma a proposta deste
trabalho para analise de sistemas de controle lineares com controlador do tipo PI e nao
linearidade na entrada de controle do tipo saturagdo é uma generalizagdo do método
de perturbacao de Poincaré-Lindstedt associado com resultados da teoria qualitativa das

equagoes diferenciais ordinarias. A proposta deste trabalho é assunto da préxima secao.

1.2 Proposta do Trabalho

Conforme mencionado anteriormente, a finalidade deste trabalho é estudar um caso
particular de sistema de controle linear com controlador do tipo PI e nao linearidade
na entrada de controle do tipo saturacao. Os conceitos e resultados serao apresentados

de maneira informal nesta secdo. Para a discussao, considere o seguinte diagrama es-



quematico.

Controlador P v u=E(v) u_ Sistema'de Controle y
Linear

Figura 1.1: Diagrama esquemético de um sistema de controle linear com controlador do tipo

PI e nao linearidade na entrada de controle do tipo saturacgao.

O sistema de controle de interesse é da forma
n dk l dk
—y(t) = b —u(t 1.8
> ae et = 3 bt (1)

com [,n € NU{0}, ] <n,t— u(t) € R a entrada de controle, t — y(t) € R a saida de
controle e ag, ay, ..., a,,bo, b1, ..., b nimeros reais com a,, = 1. O conjunto N denota o
conjunto dos niimeros naturais.

Suponha que a entrada de controle u € R ¢ funcao de outra variavel v € R, sendo que
a funcdo v — u = Z(v) pode ser linear ou satura¢ao. Sendo e = r —y o erro, o controlador

do tipo PI é definido por
t
o(t) = Kpe(t) + K; / e(r)dr, (1.9)
0

com Kp, K; € R pardmetros nao negativos e t — r(t) a referéncia ou valor desejado para
t € R suficientemente grande. E desejado em teoria de controle que e(t) — 0 quando
t — 0.

Através de uma mudanga de coordenadas apropriada, o sistema de controle (1.8), com
a fun¢do v — u = Z(v) e o controlador do tipo PI, pode ser descrito como uma equagao

diferencial ordinaria

&' = Az + BE(z,01 + Kp(r — y)), (1.10)

"L‘;H—l = KI(T - y)a

comy =x1, & = (x1,2T2,...,2,) € R", A:R" — R" um operador linear que depende dos

coeficientes ag, ay,...,a,_1 ¢ B € R" um vetor dependendo dos coeficientes by, by, ..., b,.



Note que (1.10) pode ser linear ou nao linear dependendo se a fun¢do v — u = =(v)
é linear ou saturacao e pode ser autonoma ou nao autoénoma dependendo da referéncia

t +— r(t). Neste trabalho sera considerada como referéncia somente a funcao de Heaviside

r,t >0
tERHr(t):{ (1.11)
0, t <0,

com r € R, r > 0. Assim, para existéncia e unicidade de solugoes de problemas de valor
inicial envolvendo (1.10) considera-se que t > 0.

Geralmente em teoria de controle é comum utilizar como nao linearidades funcoes
lineares por partes, por exemplo

- Vin
=) = 200 (Jv 4+ vo| — |v — vol) (1.12)

para a saturacao e

[1]

Vin
(v) = 2—1)0 (2v + |v — vo| — |v + vg|) (1.13)

para a zona morta, sendo vy, V,, € R pardametros ajustados de maneira conveniente. A
razao para isto é que as fungoes lineares por partes simplificam a anélise e as simulacoes
numéricas, visto que, o estudo de (1.10) com estas fungdes se resume a andlise de certo
numero de equagoes diferenciais ordinarias lineares. Contudo, se é desejado tratar (1.10)
no contexto da teoria de bifurca¢des para aplicagoes suaves, tais funcdes apresentam pro-
blemas por nao serem suficientemente diferenciaveis. Neste sentido, uma das propostas da
tese é fornecer uma definicdo para a saturacao de modo que esta funcao seja suficiente-
mente diferenciavel e que tenha como exemplos particulares, as fungoes lineares por partes
usualmente encontradas na literatura.

Pode-se mostrar que, sob certas hipdteses, a equagao diferencial ordinaria (1.10) pos-
sui um tnico ponto de equilibrio g = (29,29,...,2%,2%,,) € R" tal que af = r,
independentemente se a funcao v — u = Z(v) é linear ou uma saturagao suficientemente
diferenciavel. O objetivo entao é ajustar os parametros K; e Kp do controlador PI de tal
forma que o unico ponto de equilibrio seja assintoticamente estavel e que a coordenada
solugdo y = 1 ou saida de controle tenha certas caracteristicas desejadas. Este trabalho
visa tratar somente da questao referente a estabilidade do tinico ponto de equilibrio, de-
terminando regides no plano de pardmetros (K;, Kp) € R? nas quais esta condigao é

alcancada.



Considerando (1.10) com a fungao linear v — u = Z(v), suponha que aplicando o
teorema de Routh-Hurwitz (ver [24]), no plano de parametros (K7, Kp) € R? hd uma
curva, conjunto de nivel zero da fungao (K, Kp) — Hp(K;, Kp) € R, tal que para todo
(K;, Kp) € H;'(0), a matriz Jacobiana de (1.10), calculada no tinico ponto de equilibrio,
possui um par complexo conjugado com parte real nula como autovalores e nenhum outro

autovalor com parte real nula. Neste caso ha duas possibilidades ilustradas na Figura 1.2.

s
KP A KP 4

17 17

v

v

(b)

R4

Figura 1.2: Regioes de estabilidade no plano de pardmetros no caso em que a fungio v — u =
E(v) é linear. Os retratos de fase estdo associados a restrigdo do fluxo de (1.10) ao autoespago

central.

Observe que no caso (a) da Figura 1.2 basta escolher K; e Kp na regiao I para que o
ponto de equilibrio seja assintoticamente estével, enquanto que no caso (b) os paradmetros
K; e Kp devem ser escolhidos na regido II. Para (K;, Kp) € H;'(0), o ponto de equilibrio
é um centro, ja que a equagao diferencial ordinaria (1.10) é linear. Portanto, com relagao
a estabilidade, o problema é completamente resolvido no caso linear através do teorema
de Routh-Hurwitz.

Suponha agora que a fungao v — u = Z(v) seja uma saturacdo suficientemente di-
ferenciavel e que aplicando o teorema de Routh-Hurwitz exista uma curva no plano de
parametros, conjunto de nivel zero da fungao (K, Kp) — Hg(K;, Kp) € R, tal que para
quaisquer (K, Kp) € Hg'(0) a parte linear de (1.10), calculada no ponto de equilibrio,
possui um par de autovalores complexo conjugado com parte real nula e nenhum outro au-
tovalor com parte real nula. Como a equacao diferencial ordinaria (1.10) é nao linear nao

é possivel decidir a estabilidade do ponto de equilibrio para (K, Kp) € Hg'(0). Se (1.10)



apresenta uma bifurcacio de Hopf transversal de codimensdo um para (K, Kp) € Hg'(0),
entao a estabilidade do ponto de equilibrio é dada pelo sinal do primeiro coeficiente de
Lyapunov, denotado por [y, desde que l; # 0. Resulta do teorema da bifurcacao de Hopf
transversal de codimensao um, a existéncia de uma orbita periédica que pode ser atratora
ou repulsora dependendo do sinal de [;. A Figura 1.3 ilustra dois casos, nos quais para
Kr e Kp na regiao I e sob certas condi¢oes, o ponto de equilibrio é sempre localmente

assintoticamente estavel.

A A
K, K, 1

17 1 17

v
v

K, (b) K,

Figura 1.3: Regioes de estabilidade no plano de pardmetros no caso em que a fungao v — u =
E(v) é uma saturacao suave. (a) l; < 0 e (b) I3 > 0. Os retratos de fase estao associados a

restrigdo do fluxo de (1.10) & variedade central e sua continuagao.

Se o primeiro coeficiente de Lyapunov é negativo (ver Figura 1.3(a)), entdo os para-
metros K; e Kp devem ser escolhidos na regido I ou (K, Kp) € Hg'(0) para garantir que
o ponto de equilibrio seja localmente assintoticamente estavel. Para pontos na regiao II
ha uma érbita periddica estavel no retrato de fase de (1.10) perto do ponto de equilibrio
instavel. Porém, se o primeiro coeficiente de Lyapunov é positivo (ver Figura 1.3(b)), hé
uma orbita periddica instavel no retrato de fase de (1.10) perto do ponto de equilibrio
estavel para pares (K, Kp) na regiao I. Entretanto, neste tltimo caso, hd uma diminuigao
na bacia de atracao do ponto de equilibrio devido a érbita periddica instavel. Para pares
(K;, Kp) € Hg'(0), o ponto de equilibrio é instavel. Estes comentérios com respeito ao
sistema de controle linear (1.8) com controlador do tipo PI e saturacdo na entrada de
controle e na hipdétese de ocorréncia de uma bifurcacao de Hopf transversal de codimensao

um, mostram que os resultados sao completamente diferentes quando comparados com o
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mesmo sistema de controle sem saturagao (caso linear).

Suponha agora, no caso anterior, a existéncia de um par (K9, K%) € Hg'(0) que anula
o primeiro coeficiente de Lyapunov, ou seja, ha a possibilidade de ocorréncia de uma
bifurcacao de Hopf transversal de codimensao dois. A estabilidade do ponto de equilibrio
para (K7, Kp) = (K?, K%) é agora dada pelo segundo coeficiente de Lyapunov, denotado

por Iy, desde que ls # 0. Entao, ocorrem as seguintes modificagoes na Figura 1.3.

KP A KP 4

o

11

v

(b) K,

4

Figura 1.4: Regioes de estabilidade no plano de pardmetros no caso em que a fungéo v — u =
E(v) é uma saturagao suave. (a) lo < 0 e (b) la > 0. Os retratos de fase estdo associados a

restrigdo do fluxo de (1.10) & variedade central e sua continuagao.

Neste caso, pode-se mostrar que existe uma curva no plano de parametros (K, K,) €
R?, denotada por Cng, tal que se (K7, Kp) € Cyp, entdo existe uma drbita periddica
nao hiperbélica no retrato de fase de (1.10). O caso (a) da Figura (1.4) é aquele em
que o segundo coeficiente de Lyapunov é negativo, enquanto que no caso (b), o segundo
coeficiente de Lyapunov é positivo. Pode-se mostrar que na regiao III ha duas érbitas
periddicas. No caso (a) da Figura 1.4, dependendo da condigao inicial, ainda é possivel
que o ponto de equilibrio seja localmente assintoticamente estavel para valores de K e
Kp na regiao III ou em Cypy. Quando o segundo coeficiente de Lyapunov é negativo,
os resultados diferem ainda mais daqueles obtidos quando a saturagao nao ¢é levada em
consideracao (caso linear). Um problema que ocorre, com relagdo a aplicagdo em teoria
de controle, é como obter a curva de érbitas periddicas nao hiperbdlicas Cypy, j4 que o

teorema da bifurcacao de Hopf transversal de codimensao dois garante somente a existéncia
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desta curva. Assim, outra proposta da tese é construir uma teoria para a bifurcacao de
Hopf transversal de codimensao dois que fornega uma aproximacao local para a curva de
orbitas peridédicas nao hiperbdlicas.

Nas aplicacoes em engenharia, o controlador do tipo PI esté entre os mais utilizados e
em geral a saturacao, do ponto de vista fisico, estd sempre presente devido a limitacao dos
componentes fisicos. Contudo, normalmente a saturagao nao é levada em consideragao, ja
que é mais facil estudar a equacao diferencial ordinaria (1.8) com as técnicas consagradas
da teoria de controle linear, como os métodos de resposta em freqiiéncia e lugar das raizes.
O ajuste dos parametros K; e Kp por estes métodos, quando da aplicacdo, poderiam
tornar o sistema fisico instavel ou com forte dependéncia do estado inicial do sistema,
visto que o sistema fisico possui componentes limitados.

Em resumo, este trabalho possui os seguintes objetivos:

a) Definir a satura¢ao como qualquer fungao satisfazendo certas hipdteses e estudar (1.10)

no caso em que tal fungao ¢ suficientemente diferenciavel;

b) Construir uma teoria de bifurcagdo de Hopf transversal de codimensao dois no qual seja

possivel obter uma aproximacao para a curva de érbitas periédicas nao hiperbodlicas;

c) Estudar a ocorréncia de bifurcagoes de Hopf transversais de codimensdes um e dois em
sistemas de controle lineares como (1.8) com controlador do tipo PI e nao linearidade

do tipo saturagao na entrada de controle;

d) Construir o diagrama de bifurcagao parcial de (1.10) associado com os pardmetros K
e Kp, para o caso em que n = 2 e [ = 1 em (1.8), e determinar as regides para as

quais o unico ponto de equilibrio seja localmente assintoticamente estavel.

A préxima secao apresenta uma breve revisao bibliografica sobre os assuntos abordados

neste trabalho.

1.3 Revisao Bibliografica

Ha pouca literatura sobre sistemas de controle lineares com nao linearidade na entrada
de controle, no que se refere a analise de estabilidade através de diagramas de bifurcacao

associados com os pardmetros de um controlador. Em [18] é realizado um estudo de um
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sistema de controle linear com saturacao linear por partes na entrada de controle e contro-
lador do tipo PI. Tal sistema de controle é modelo de um conjunto hidroturbina-gerador
e o objetivo é estudar a ocorréncia de uma bifurcagdo de Hopf transversal de codimensao
um. Entretanto, o teorema da bifurcacao de Hopf transversal de codimensao um que o
autor emprega nao contempla o caso estudado e a anélise é apenas superficial, limitada a
simulagbes numéricas. Apesar das limitagoes, a idéia por tras de [18] é interessante e mo-
tivou a proposta deste trabalho, ou seja, definir a saturagao de tal forma que certas fungoes
suficientemente diferenciaveis sejam saturacoes e que o teorema classico da bifurcacao de
Hopf transversal de codimensao um possa ser aplicado.

O teorema da bifurcagao de Hopf transversal de codimensao um para campos de vetores
em R™ pode ser encontrado em [7], [11], [13], [15], [19] ou [21]. As abordagens de [11] e
[15] s@o essencialmente as mesmas, visto que, este teorema é demonstrado empregando o
método da projegao. A teoria apresentada em [7] e [19] é a mesma de [16]. J& em [13] o
teorema ¢ demonstrado via teoria de perturbagao e teoria de Floquet (ver [8]).

A teoria proposta em [21] no estudo de uma bifurcagao de Hopf transversal de codi-
mensao um consiste em representar uma equacgao diferencial ordinaria nao linear como um
sistema de controle nao linear. Tal teoria parece ser mais natural as aplicacoes em enge-
nharia, uma vez que o método trata de sistemas de controle nao lineares, transformada de
Laplace, séries de Fourier (balango harmonico) e diagramas de Nyquist.

Com relagao a generalizagdo dos resultados de [18], isto é, o estudo da bifurcagao de
Hopf transversal de codimensao dois em sistemas de controle da forma (1.10), uma teoria
interessante é encontrada em [16], [20] e [32] e consiste em parametrizar a variedade central
por parametros associados ao autoespacgo central e obter o primeiro e segundo coeficientes
de Lyapunov por meio de um procedimento recursivo. Outra possibilidade é empregar os
resultados de [29], que sdo uma extensao da teoria da bifurcacao de Hopf transversal de
codimensao um apresentada em [21] para codimensao dois.

A existéncia de uma curva de orbitas periédicas nao hiperbdlicas relacionada com
um ponto de Hopf de codimensdo dois pode ser demonstrada com as teorias de [15] e
[16]. Contudo estas teorias nado permitem encontrar ou mesmo aproximar a curva de
orbitas peridédicas nao hiperbdlicas, exceto em casos muito particulares. Uma possibilidade
é empregar os métodos numéricos de [3] ou um método numérico empregando balango
harmoénico tal como em [4]. O software MATCONT 2.5.1 [34] é um software muito

utilizado em anélise de sistemas dinamicos que é capaz de fornecer uma aproximagao para
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a curva de 6rbitas periddicas nao hiperbolicas. Uma alternativa analitica, proposta neste
trabalho, consiste em generalizar a teoria de [13], empregando certos resultados e notagoes
de [15] e [16], com objetivo de obter uma aproximagao para a curva de érbitas periddicas

nao hiperbolicas.

1.4 Contetudo dos Capitulos

Este trabalho esta dividido como segue. No capitulo 2 é apresentada a teoria necessaria
ao estudo de sistemas de controle, a definicdo de saturacdo e a obtencdao da equagao
diferencial ordinéria nao linear (1.10).

O capitulo 3 trata de alguns conceitos relacionados com sistemas dinamicos e estabili-
dade linear. A finalidade deste capitulo é familiarizar o leitor com as defini¢Ges e teoremas
que serao utilizados posteriormente e indicar as principais referéncias nestes assuntos. A
analise do tinico ponto de equilibrio de (1.10) para o caso em que n = 2 também ¢ feita
neste capitulo.

No capitulo 4 é apresentada uma teoria simplificada de aproximacao de érbitas peridédi-
cas utilizando a forma normal de Poincaré-Hopf e uma construgao de um homeomorfismo
considerando termos de ordem superior na forma normal de Bautin.

Algumas defini¢oes relacionadas com a teoria da bifurcacao de Hopf e a generalizacao
da teoria simplificada do capitulo anterior, para campos de vetores em R? e R", estdo no
capitulo 5.

O capitulo 6 consiste em aplicar a teoria de aproximagao de orbitas periédicas em R™
aos sistemas de controle da forma (1.10) para o caso em que n = 2. Comentérios sobre
aplicagoes em engenharia também estao neste capitulo.

Este trabalho é finalizado com as principais consideragoes na conclusao.

1.5 Notacao

Nao ha uma notagao padrao para os vetores, em alguns casos é utilizado o negrito e em
outros nao. Contudo, tais objetos sao facilmente identificados pelo contexto. A notagao

para derivada parcial foi modificada de modo a simplificar sua representacao em fragoes.
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Assim, dada uma funcao (z,y) € R? — f(z,y) € R, a notacao utilizada ¢

Ox f (20, Y0) = aaxf(%y)

(mvy):(xo 7y0)

3yf(960,yo) = aayf(x,y)

(@,y)=(z0,y0)

2

aif(ﬁo, yo) = @

f(z,y)

(z,y)=(z0,y0)

2

axyf(wm yO) - &Jcayf(x’ y)

(=,y)=(20,y0)

2

8§f(950,y0) = aiygf(x7y)

(m,y):(xo 7y0)

82
O2f (z0,90)  pp2! (F0:%0)
ayf(%,yo) B

Y

(%f (0, Yo)
e assim por diante. Esta notacao aparece no texto a partir do capitulo 4.
Em
m—1
(2,y) € R* = f(2,y) = f(w0,%0) + kZl ‘ Oak—mﬂfk_jyj + Ol (, ) I™),
-1 j=

com aj_;; € Rparak =1,...,m—1ej=0,...,k anotagao (z,y) — Of(||(z,y)]|™)
representa uma funcdo cuja a expansao em série de Taylor em torno (z,y) = (o, o)
inicia-se nos termos de ordem m no minimo.

Algumas letras sao empregadas para representar mais de um objeto. A letra s é
utilizada no capitulo 2 na transformada de Laplace, em funcoes de transferéncia ou como
uma saturagdo normal. J& a partir capitulo 4, a letra s é utilizada também na mudanca
no tempo s = w(e, v)t, sendo t o tempo. A letra r é empregada tanto para representar a
referéncia em sistemas de controle em malha fechada, como para denotar o médulo de um
ntimero complexo z na mudanga de coordenadas z = x + iy — re? = rcos() + irsen(d).
Ja a letra e é utilizada como condigao inicial em problemas de valor inicial no capitulo 4
ou como resultado de uma integral no capitulo 5, visto que em ambos os casos o objetivo
¢ 0 mesmo.

As demais notagoes sao explicadas no préoprio texto e nao necessitam de um comentario

adicional.



Capitulo 2

Sistemas de Controle Lineares com
Nao Linearidade na Entrada de

Controle

Para sistemas de controle lineares do tipo SISO (single input single output) ha uma
variedade de técnicas na literatura que permitem impor uma dindmica desejada em um
controle em malha fechada, como os métodos de resposta em frequiéncia e lugar das raizes,
empregados na teoria de controle classico ou o método da alocagao de podlos utilizado
em teoria de controle moderno. Na presenca de nao linearidades na entrada de controle,
como saturac¢ao, zona morta ou histerese, as técnicas citadas anteriormente nao fornecem
resultados satisfatorios.

E comum na teoria de controle estudar estas néo linearidades como funcaes lineares por
partes e empregar uma técnica de controle associada com fungoes descritivas [25]. Embora
tal método forneca bons resultados, fungoes lineares por partes sdao modelos ideais para
estas nao linearidades. Neste sentido, a finalidade deste capitulo é propor uma defini¢ao
para a saturacao e apresentar uma equacao diferencial ordinaria em R"*! que representa,
em malha fechada, um caso particular de sistemas de controle lineares com esta nao

linearidade na entrada de controle e controlador do tipo PI.

2.1 Sistemas de Controle

A teoria de controle é a area da matematica que tem por finalidade a analise de sistemas

de controle. Embora exista uma definicdo mais abrangente para sistemas de controle,

15
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este trabalho abordarda um caso particular de sistemas de controle dado por equacgoes
diferenciais ordinarias que, em um contexto mais amplo, é apenas um caso particular de
sistemas de controle. De um modo nao rigoroso, um sistema de controle pode ser visto
como uma familia de equagoes diferenciais ordinarias parametrizada por um parametro
que pode ser controlado. Entende-se por controlar um objeto, a acao de influenciar o seu
comportamento de tal forma a alcancar um objetivo desejado. Mais formalmente, neste

trabalho serd empregada a seguinte definicao de sistemas de controle.

Definicao 2.1.1. Um sistema de controle é todo sistema dinamico da forma

x' = f(wa ’U,),
PO (2.1)
y = h(z,u),
com x € £ o vetor de estado, £ o espago de estados, w € U a entrada de controle, U o

espago das entradas de controle e y € Y a saida de controle, sendo ) o espaco das saidas

de controle. As aplicagoes f:E XU —E eh:E XU — Y sdo suaves em € X U.

Por suave, deve-se entender que as aplicagoes f : E XU — Eeh: EXU — )Y sao
suficientemente diferencidveis em € xU. E comum chamar os elementos de ¢ simplesmente
de entradas e os elementos de ) de saidas, ficando subentendido o termo controle neste
contexto.

Na definicao 2.1.1, o espaco de estados £ é uma variedade diferenciavel n-dimensional,
n € N. Este trabalho trata de um caso particular em que £ C R*, i/ C R™ e Y C R¥ sdo
espacos com produto interno.

Note que, fixada uma entrada u € U e uma condic¢ao inicial, o estudo do sistema de
controle X é reduzido ao estudo de um problema de valor inicial. Assim, o essencial em > é
a equagao diferencial ordinaria e um sistema de controle da forma (2.1) pode ser estudado
no contexto da teoria de sistemas dinamicos. Contudo, este é assunto da secao 3.1 do
capitulo 3.

O objetivo no estudo de sistemas de controle é encontrar entradas uw € U de tal forma
que (2.1) apresente uma dindmica desejada. Quando uma tal entrada depende do vetor
de estado « € £ ou da saida y € ), esta entrada é denominada uma realimentacao, que
pode ser estatica ou dindmica. Para consulta basta ver [10].

Uma realimentacao de particular interesse neste trabalho ¢ a realimentacao dinamica

de saida com nova entrada de acordo com a definicao 2.1.2.
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Definicao 2.1.2. Uma realimentacao dinamica de saida com nova entrada para o sistema

de controle (2.1) é definida por

2= K(z,y,v), 2.
u = L(z,y,v),

sendo K : Z XY XU — Z el : ZxY XU — U aplicacoes suaves em Z X Y X U,

z € Z C R! o vetor dindmico e v € U a nova entrada.
Um exemplo de realimentacao dinamica de saida é o controlador do tipo PI.

Exemplo 2.1.1. Um controlador do tipo proporcional e integral ou simplesmente um

controlador do tipo PI pode ser representado como

2= —y+w,
(2.3)

u=Kp(v—19)+ K;z,
com K, Kp parametros reais nao negativos, z € Z C R a varidvel dinamica ev € U C R
a nova entrada que, no contexto do controlador do tipo PI, faz o papel de referéncia ou
o valor desejado para a saida de controle. As varidveis u € U C R ey € Y C R sao,

respectivamente, a entrada e a saida de um sistema de controle.

O conceito de realimentacao permite classificar os sistemas de controle da forma (2.1)

através da entrada u € U.

Definicao 2.1.3. Um controle em malha aberta de (2.1) é uma entrada w € U que nao
depende do vetor de estado x € € ou da saida de controle y € Y. Um sistema de controle
em malha aberta é um sistema de controle da forma (2.1) no qual é empregado um controle

em malha aberta.

Definigao 2.1.4. Um controle em malha fechada de (2.1) é uma realimentagao de estado
ou de saida w € U que pode ser estdtica ou dinamica. Um sistema de controle em malha
fechada é um sistema de controle da forma (2.1) no qual é empregado um controle em

malha fechada.

Quando a nova entrada de controle v € U de uma realimentagdo de estado ou de
saida (estatica ou dindmica) é identicamente nula, o sistema de controle correspondente
em malha fechada é denominado um sistema de controle requlador.

Outra classificacao pode ser feita considerando as dimensoes do espago das entradas U

e do espacgo das saidas ).
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Definicao 2.1.5. Um sistema de controle da forma (2.1) é denominado do tipo SISO
(single input single output) se possuir uma tunica entrada e uma Unica saida, ou seja,
UCR ey CR. Se possuir multiplas entradas ou multiplas saidas, o sistema de controle

da forma (2.1) € dito ser do tipo MIMO (multiple input multiple output).

Conforme mencionado, o objetivo deste trabalho nao é estudar sistemas de controle
gerais como (2.1), mas um caso particular denominado sistema de controle linear. Tal

sistema de controle ¢ assunto da proxima sec¢ao.

2.2 Sistemas de Controle Lineares

A idéia desta secao é apresentar um tipo especial de sistema de controle, de interesse
neste trabalho, que possui relacao com as fungoes de transferéncia. Os sistemas de controle

lineares sao casos particulares de (2.1), de acordo com a seguinte definigao.

Definicao 2.2.1. Um sistema de controle linear, invariante no tempo e do tipo SISO ¢é
todo sistema de controle com uma unica entrada de controle e uma Unica saida de controle

da forma

x' = Ax + Bu,
PO (2.4)
y = Cx + Du,

com x € R" o vetor de estado, u € R a entrada de controle, y € R a saida de controle,

A R" — R™ um operador linear, B,C € R" e D € R.

Um conceito importante no estudo de sistemas de controle lineares da forma (2.4) é o
de funcao de transferéncia. Tal conceito esta relacionado com o conceito de transformada
de Laplace. Dada uma fungao t — y(t), continua por partes e de ordem exponencial, a

transformada de Laplace, denotada por Y (s) = L(y(t)), é definida por

L) = [ ey, (25)

0
com s € C.
Aplicando a transformada de Laplace em ambos os membros de um sistema de controle

linear do tipo (2.4) e para x(0) = 0, obtém-se a funcao de transferéncia de (2.4).

Definicao 2.2.2. A funcdo racional complera G : C — C, com

Y (s)
U(s)

G(s) = =C(sl,— A 'B+D, (2.6)



¢ denominada fungio de transferéncia de (2.4), sendo Y (s) = L(y(t)), U(s) = L(u(t)) e

I, a matriz identidade n X n.

A defini¢do 2.2.2 faz a conexao entre o controle linear classico, baseado em fungoes
complexas obtidas via transformada de Laplace e o controle linear moderno, baseado em
varidveis de estado e sistemas de controle do tipo (2.4). O interesse neste trabalho esta
nas fungoes de transferéncia da forma

Y(‘S) . b0+bls+b252+...+blsl
U(S) B a0+a15+a252+"~+an5”’

Gp(s) = (2.7)

com l,n € {0,1,2,...}, ] <n e os coeficientes a;,b; € R, i =0,....nej=0,...,1L
Aplicando a transformada de Laplace inversa em (2.7), resulta a seguinte equagao

diferencial linear de ordem n, ndo homogénea e a coeficientes constantes

n dk 1 dk
Z akﬁy@) = Z bk%u(t), (2-8)
k=0 k=0

sendo [,n € {0,1,2,...},1<nea,=1.
Com uma mudanga de variaveis apropriada, a equagao diferencial ordinaria linear (2.8)
pode ser escrita na forma de um sistema de controle do tipo (2.4). A demonstragao pode

ser encontrada em [24].

Proposicao 2.2.1. Através da mudanca de varidveis
1 =y — Bou,
x9 =y — Bou' — Byu = x| — Byu,

x3 = y" — Bou" — Byu' — Bou =z, — Bau,

(2.9)
xn — y(n_l) — Bou(n_l) e e e — Bn_lu —
=, _, — Byu,
sendo
BO - bn7
By = by_1 — an—1 By,
By =by_2 — apn_1By — an—2By, (2-10)

B, =by—a,1B,_1 — - — a1 By — agBy.
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e para o caso em quel =n, I,n € {0,1,2,...}, a equagao diferencial (2.8) pode ser escrita

na forma de um sistema de controle da forma (2.4), com

A= &+ 0 S (2.11)

Cay —ay —ay e —ay
B = (B, Bs,...,By), (2.12)
C =(1,0,...,0), (2.13)
D = B, (2.14)

O sistema de controle linear, obtido através da Proposicao 2.2.1 é justamente aquele

de interesse comentado no inicio desta secao.

2.3 Controlador do Tipo PI

Um controlador, no contexto da teoria de controle classico, desempenha um papel ana-
logo ao de uma realimentacao de saida, estatica ou dindmica. Nesta teoria, um controlador

do tipo PI possui a seguinte funcao de transferéncia

V(S) K[
G = = Kp+ — 2.15
o(s) = g = Krt 7, (215)
ou utilizando a transformada de Laplace inversa
t
o(t) = Kpe(t) + K / e(r)dr, (2.16)
0

sendo K, Kp € R pardmetros reais ndo negativos e a funcao ¢t — e(t), denominada fungao

erro, definida por

e(t) :=r(t) —y(t), (2.17)

com t — r(t) uma fungao denominada referéncia e ¢t +— y(t) a saida de controle.
A idéia, neste trabalho, é tratar um controlador do tipo PI como uma realimentacao
dindmica de saida, linear e com nova entrada t — e(t) € U = R, que no caso geral e para

sistemas de controle do tipo (2.4) é definida da seguinte forma.
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Definicao 2.3.1. Uma realimentagao dinamica de saida, linear e com nova entrada para
o sistema de controle da forma (2.4) é qualquer realimentacio da forma
z' .= FEz+ Fe,
(2.18)
v:=Gz+ He,
com z € R! o vetor dindmico, e € R a nova entrada, v € R a saida de controle, E : R — R!

um operador linear, F,G € R' ¢ H € R.

No caso de um controlador do tipo PI, de (2.16) resulta, definindo z := v — Kpe, que
2z = Kje. Logo, v = z + Kpe e, portanto,
7 =FEz+ Fe=0z+ Kye,
(2.19)
v=Gz+ He =2+ Kpe.
Note que a representacao (2.19) de um controlador do tipo PI como realimentacao
dindmica de saida, linear e com nova entrada ¢ +— e(t) € U = R nao ¢é tnica. Contudo,

V(s)
E(s)

K

=Geo(s)=G(sl, —E)Y'F+ H=Kp+ ~

(2.20)

tanto para (2.19) como no exemplo 2.1.1.

Neste trabalho, ha a hipdtese de que a variavel v € U = R se relaciona com a entrada
de controle u € U = R do sistema de controle da forma (2.4) através de uma funcao
v +— u = Z(v), denominada nao linearidade na entrada de controle. Esta nao linearidade

é o assunto da se¢ao seguinte.

2.4 Nao Linearidades na Entrada de Controle

Conforme ja foi comentado, é comum na teoria de controle linear considerar as nao
linearidades na entrada de controle como sendo funcoes lineares por partes. Esta abor-
dagem possibilita uma analise simples do problema, sobretudo em simula¢des numéricas e
no estudo com funcgoes descritivas.

O objetivo nesta secdo é propor uma definicao para a saturagdo, de tal forma que as
funcoes lineares por partes sejam casos particulares destas nao linearidade. Esta defini¢ao
mais geral possibilita inserir os sistemas de controle lineares da forma (2.4), com esta nao
linearidade e com controle em malha fechada, no contexto da teoria de bifurcagoes tal

como em [15].
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Definicao 2.4.1. Uma saturacao é uma funcgdao

S: R — R
(2.21)

v — u=S8(v),
com S € CH(R,R), satisfazendo as sequintes exigéncias,
a) S(0)=0;

b) lim S(v) =M, com M € R, M > 0;

V—00

c) lim S(v)=—-M;

V——00

d) S'(0) =m, comm e R, m > 0.

O conjunto C¥(R,R) denota a classe de todas as funcdes a valores reais e definidas em
R que sdo k € N vezes diferenciaveis em R e com derivada de ordem k continua em R. A
notagao S € C®(R,R) significa que S € C*(R,R) para todo k € N. Se v — S(v) é uma
funcao continua, entdao S € C°(R, R).

Exemplos de saturagoes, de acordo com a defini¢ao 2.4.1, sdo apresentados a seguir.

Exemplo 2.4.1. Os representantes da familia de fungoes

-

sio saturagoes S € C°(R,R). Os representantes desta familia sio exatamente as fungoes

M
v —| -
m

M
U—):m,MER, m,M>O}, (2.22)
m

lineares por partes usualmente utilizadas em teoria de controle linear. O grdfico qualitativo

de uma saturacao linear por partes deste tipo é exibido na Figura 2.1.

S() u

Figura 2.1: Grafico qualitativo de uma saturagao linear por partes.



23

Exemplo 2.4.2. Sejam o polinomio
(2.23)

1 1
p(z) =z + §m3 — 59175

e a familia de funcoes
M

—M, VS ——
m

M M

S(v) = Mp<mv)v ——<v<— cm, MER, mM>0 (2:24)

M m m
M
M, vz —
m

Os representantes da familia anterior sao saturagoes S € CY(R,R). A Figura 2.2 exibe o

grdfico qualitativo de um representante desta familia e de sua derivada.

5 v

5(v) M

(b)

(a)

Figura 2.2: Grafico de uma saturagio S € C*(R,R) para m = M = 1. (a) Gréafico se S. (b)

Gréfico de 9.

Exemplo 2.4.3. Cada representante da familia de funcoes

{S(v) :m/ove(z”ig@)dg“:m,MeR, m,M>0} (2.25)
¢ uma saturacao S € C*(R,R).
Um outro exemplo de saturacao é a funcao
(2.26)

sy = [ Se“f)dc,

com grafico apresentado na Figura 2.3.
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Figura 2.3: Gréfico da fungao (2.26).

Saturagoes do tipo (2.26) nao serao tratadas neste trabalho e para eliminar estes casos,

a seguinte defini¢ao é necessaria.

Defini¢ao 2.4.2. Uma satura¢io S : R — R é denominada regular, se S € C*(R,R) e a
derivada v — S'(v) € tal que S’(v) > 0 para todo v € R.

Exemplo 2.4.4. Os representantes da familia de fungoes (2.25) sao exemplos de satura-

coes requlares. Qutros exemplos sao obtidos das familia de fungoes

{S(v) — Mtanh (;ZU) m, M ER, m, M > 0} , (2.27)
2M
{S(v) = arctan (;\TZU) :m, M e R, m, M > O} . (2.28)

A Figura 2.4 exibe o grafico qualitativo de uma saturagao reqular.

5(v) M

Figura 2.4: Gréfico qualitativo de uma saturagao regular.

Um caso particular de saturacao, de interesse neste trabalho, ocorre quando m = M =
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Definicao 2.4.3. Uma saturacao S : R — R é denominada normal se m = M = 1. Uma

saturacao reqular normal € uma saturagao reqular para a qual m = M = 1.

Resulta da definigao anterior que, se v — s(v) é uma saturagdo normal, tal como na

definicao 2.4.3, entao a funcao definida por

v S(v) = Ms (Ev) , (2.29)

é uma saturagao no sentido da defini¢ao 2.4.1.

Exemplo 2.4.5. As funcoes

S(v) = tanh(v), (2.30)

S(v) = iarctan (gv) : (2.31)
—1, v<—1

Sw)=14 plv), -1<v<1 (2.32)
1 v>1

com v +— p(v) o polinémio (2.23), sao exemplos de saturag¢oes normais.

Os exemplos anteriores sugerem algumas propriedades das saturagoes, como limitagao

e, no caso regular, injetividade. Algumas destas propriedades estao na Proposicao 2.4.1.
Proposicao 2.4.1. As saturagoes possuem as sequintes propriedades:

a) Se v — S(v) é uma saturagao, entao existe um L € R, L > 0, tal que |S(v)| < L,

para todo v € R;

b) Sev— S(v) é uma saturagio S € C*(R,R) da forma

S(v) =4 M¢ (v) , _]\nf < (2.33)

com ¢ € CO(R,R), ¢(—1) = —1, ¢(0) = 0 e ¢(1) = 1 ou se S € C*(R,R) para
k > 1, entao
lim S'(v) =0,

o (2.34)
lim S'(v) = 0;

V——00



26

c) Se v — S(v) é uma saturagao regular, entio v € R — S(v) € (=M, M) é uma

fungdo bijetora.

d) Se v i— S(v) é uma saturacao regular tal que v = 0 € ponto de mdximo da fungao

vi— §'(v), entio S®(0) < 0.
Demonstracao.

a) Sendo v — S(v) uma saturacdo, da propriedade (b) da defini¢do 2.4.1, dado ¢ = 1,
existe uma vy € R, vy > 0, tal que se v € R e v > vy, entao |S(v) — M| < 1. Logo,
como ||S(v)| — |M]|| < |S(v) — M| <1, |S(v)| < M + 1 para todo v > vy. Por outro
lado, como S € C*(R,R) para algum k& € NU {0}, a restri¢do ao conjunto compacto
[0,u9] C R garante que existe um M; € R, sendo M; = sup{S(v) : v € [0,v9]}.
Seja Ly := max{M;,M + 1}. Entao, L; > 0 e S(v) < L; para todo v > 0.
De modo andlogo, da propriedade (c) da definigdo 2.4.1, é possivel mostrar que
existe um Ly € R, Ly < 0, tal que S(v) > Ly para todo v < 0. Assim, definindo
L := max{Ly,|Ls|}, resulta que |S(v)| < L para todo v € R.

b) O primeiro caso é simples de mostrar. Suponha, entao, que v — S(v) é uma sa-
turagao S € C*(R,R) para algum k > 1 e defina a seguinte fungao v — g(v) :=
S(v+1)—S(v) € R. Resulta que g(v) — 0 quando v — oo. De fato, da propriedade
(b) da defini¢ao 2.4.1, dado € € R, € > 0, existe um vy € R, vy > 0, tal que se v € R

e v > 1y, entao

1S(v) — M| < g (2.35)
Logo, se v > vy

lg(v)|=[S(v+1)—=S)| <|Sw+1)—= M|+ |S) — M| < %—i— g =e. (2.36)

Portanto, g(v) — 0 quando v — co.

Para cada v > 0, a funcdo v +— S(v) é continua em [v,v + 1] e diferencidvel em
(v,v + 1). Pelo teorema do valor médio, existe um v € (v,v + 1), tal que g(v) =
S(v+1) = S(v) = 5(v). Fazendo v — oo, como v € (v,v + 1), segue que T — 00 e
S’(v) — 0. Com argumentos semelhantes é possivel mostrar que S’'(v) — 0 quando

v — —OQ.
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¢) Sendo a saturagao v — S(v) regular, S’(v) > 0 para todo v € R. Logo, v +— S(v) é
uma fun¢do monotona, estritamente crescente e, portanto, injetora. Da propriedade
(a) da definigao 2.4.1, isto é, S(0) = 0 e do item (a) deste teorema, o conjunto {S(v) :
v > 0} C R é nao vazio e limitado superiormente e o conjunto {S(v) : v <0} C R
é nao vazio e limitado inferiormente. Assim, das propriedades (b) e (c¢) da defini¢ao
2.4.1 e do fato da fungao ser injetora é possivel mostrar que sup{S(v) : v >0} = M
e inf{S(v) : v < 0} = —M. Assim, a imagem de v — S(v) estd contida em

(=M, M) C R. Logo, a fun¢ao v € R+ S(v) € (=M, M) é uma fungao sobrejetora.

d) Das hipéteses e das propriedades (b) e (c¢) da defini¢ao 2.4.1, resulta que S’(0) = m é
o valor maximo global da funcao v — S’(v). Assim, existe uma vizinhanga (—d, ) C
R de v = 0 tal que a fungdo v — S’(v) é mondtona crescente em (—0,0) C R e
mondtona decrescente em (0,0) C R v = 0, ou seja, S”(v) > 0 para v € (—0,0) e
S"(v) < 0 para v € (0,6). Como

Sl/(h) _ SII(O)

. <0, se h € (—46,0) (2.37)

S/I(h) . SII(O)

h <0, seh €(0,9), (2.38)

pela continuidade da funcio v — S®)(0), segue que S (0) < 0.
[ |

Os representantes das familias de fungoes (2.27) e (2.28) sdo exemplos de fungoes que
possuem a propriedade (d) da Proposigao 2.4.1.

Outra nao linearidade de interesse em engenharia é a zona morta. Embora o foco deste
trabalho seja a saturagao, ha uma relacao entre a saturacao e a zona morta. A definicao

de zona morta é dada a seguir.

Definicao 2.4.4. Uma zona morta é uma funcao

Z: R — R
(2.39)

v o— u=Z()
com Z € C*(R,R), satisfazendo as sequintes exigéncias,

a) Z(0) =0;
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Z
b limﬂzl, comm,M € R, m,M > 0;
v—oo muy — M
Z(v)
li =1,
¢ vi@oomv+M ’
d) Z/(0)=0

{Z(v) - % <2v +

satisfazem a definicao 2.4.4. O grafico qualitativo de um dos representantes da familia

(2.40) é exibido na Figura 2.5.

v—i—):m,MER, m,M>O}, (2.40)

Figura 2.5: Gréfico qualitativo de uma zona morta linear por partes.

Tal como comentado com as saturagoes, para evitar certos tipos de zonas mortas é

necessaria uma definicdo de zona morta regular.

Defini¢ao 2.4.5. Uma zona morta Z : R — R é denominada regular, se Z € C*(R,R)

e a derivada v — Z'(v) satisfaz a condi¢ao Z'(v) > 0, se v # 0.

Existem varios exemplos de zonas mortas regulares, ja que as zonas mortas podem ser
construidas a partir das saturagoes. A Proposigao 2.4.2 mostra a relagao existente entre

saturacoes e zonas mortas.
Proposicao 2.4.2. Se v— S(v) é uma saturagao, entio a fungio definida por

7 . R — R

(2.41)
v o— Z(v):=mv—S(v)

com m = S'(0), é uma zona morta. Além disto, se v — S(v) é uma satura¢do regular na
qual v = 0 € o unico ponto critico de v — S”"(v), entio v — Z(v) = mv — S(v) € uma

zona morta reqular.
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Demonstragdo. Suponha que v — S(v) é uma saturacao. Basta mostrar que a funcao
v — Z(v) = mv — S(v) cumpre com as exigéncias (a) a (d) da defini¢ao 2.4.4, pois por
construgao, Z € CH(R,R) se S € C*(R,R) para algum k € NU {0}.

A exigéncia (a) é trivialmente satisfeita, ja que S(0) = 0. Se v — Z(v) possuir uma

assintota obliqua v +— [(v) = av + b, com a,b € R e v > 0, entao

lim (Z(v) — l(v)) = lim (Z(v) — (av + b)) =0, (2.42)

v—00 V—00

ou seja, os seguintes limites existem

a = lim M = lim Z(U>,
V—00 v V—00 v (2.43)
b= lim (Z(v) —mv).

Como S(v) — M quando v — oo, dado € € R, € > 0, existe um vy € R, vy > 1 tal que se

veRev>uvyy>1, entao

() - M| < 3,
M < c (2.44)
v 2’
pois a funcao s +— M /v é tal que M /v — 0 quando v — oo. Visto que
€
1S()] = M|l < |S(v) = M| < 3, (2.45)
rearranjando esta tltima expressao e dividindo por v, v > vy > 1, resulta que
S(v) M M| e € «
|v | 2v v+2<2+2 = (246)
0 que mostra que
S
lim 29 g, (2.47)
v—00 )
Portanto,
Z
a = lim () =m — lim M:m,
V—00 v V—00 v (2.48)
b= vli_)r&(Z(v) —mv) = Jim (mo — S(v) —mv) =-M
e, assim,
Z Z
tim 20 gy 20y (2.49)

v=oo [(v) v mu — M
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Logo, a fungao v — Z(v) satisfaz a exigéncia (b) da defini¢do 2.4.4 e de modo anélogo,
pode-se mostrar que esta fungdo cumpre com a exigéncia (c). Por ultimo, Z'(0) = 0, ja
que Z'(v) = m — S'(v) e S’(0) = m. Portanto, a fun¢do v — Z(v) = mv — S(v) é uma
zona morta segundo a definicao 2.4.4.

Se S € C*(R,R), entdao Z € C*(R,R). Como S'(v) > 0 para todov e Rev =0 ¢
o unico ponto critico de S”(v), S'(0) = m é o valor maximo ou minimo local da fungao
v — S'(v). Resulta que, utilizando o item (b) da Proposigao 2.4.1, S’(0) = m é o
valor maximo global da funcao v — S’(v), ou seja, S'(v) < m se v # 0. Portanto, de

Z'(v) =m — S'(v), segue que Z'(v) > 0 se v # 0.

[ |
Exemplo 2.4.7. Da proposicao anterior, os representantes das familias
{Z(v) — mv — M tanh (EQ m,MeR, m,M> 0} , (2.50)
2M
{Z(v) =mv——— arctan (%v) cm, M € R, m,M > O} , (2.51)

sao exemplos de zonas mortas requlares. Um grafico qualitativo de uma zona morta reqular

¢ extbido na Figura 2.6.

Figura 2.6: Grafico qualitativo de uma zona regular.

Proposicao 2.4.3. Se v — S(v) € uma saturagdo, entio existe uma unica zona morta

v — Z(v) tal que S(v) = mv — Z(v).

Demonstragao. Sendo v — S(v) uma saturagao, da Proposigao 2.4.2; a fungio v —
Z(v) = mv — S(v) é uma zona morta. Portanto, S(v) = mv — Z(v), sendo v — Z(v)

uma zona morta. Se v — Z1(v) e v — Zy(v) s@o zonas mortas tais S(v) = mv — Z1(v) e



31

S(v) = mv — Zy(v) para todo v € R, entdo mv — Z1(v) = mv — Za(v) e Z1(v) = Zy(v)

para todo v € R.
[ |

A Proposicao 2.4.2 mostra que também é possivel construir uma saturacao a partir

de uma zona morta.

Proposicao 2.4.4. Se v Z(v) € uma zona morta, entio a fungao definida por

S: R — R
(2.52)
v — S(v):=mv—Z(v)
comm € R em >0, é uma saturagio. Além disto, se v — Z(v) € uma zona morta regqular

na qual v =0 € o unico ponto critico de v — Z"(v), entao v — S(v) = mv — Z(v) € uma

saturagao regular.

Demonstracao. Novamente, basta mostrar que a fun¢ao v — S(v) = mv — Z(v) cumpre
com as exigéncias (a) a (d) da definigdo 2.4.1, desde que a func¢ao v — Z(v) seja uma zona
morta tal como na definicio 2.4.4. Claramente S € C*(R,R) e as exigéncias (a) e (d) da
definigao 2.4.1 sdo verificadas, j& que, por hipdtese, Z € C*(R,R), Z(0) = 0 e Z'(0) = 0.

Como

lim (Z(v) — (mv — M)) =0,

e (2.53)
lim (Z(v) — (mv + M)) =0,
resulta imediatamente que
M = Ulirgo(mv —Z(v)) = Jim S(v),
(2.54)

—M = lim (mv—Z(v)) = lim S(v),

V——00 V——00
o que mostra que a fungdo v — S(v) = mv — Z(v) satisfaz as exigéncias (b) e (c) da
defini¢ao 2.4.1. Logo, a fungao v — S(v) = mv — Z(v) é uma saturagao.
Se v — Z(v) é uma zona morta regular para o qual v = 0 é o tnico ponto critico de

v +— Z"(v) é facil mostrar que v — S(v) = mv — Z(v) é uma saturagao regular.
[ |

A nao linearidade de interesse nesta se¢ao, a saturagao, associada com um controle em
malha fechada com controlador do tipo PI, conduz ao estudo de uma equacao diferencial

ordinaria nao linear. A obtencao desta equacgao diferencial é assunto da proxima segao.
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2.5 Controle em Malha Fechada

Suponha que a fungao v — u = S(v) seja uma nao linearidade na entrada de controle
do tipo saturacdo. Suponha também que o coeficiente By, tal como na Proposicao
2.2.1, seja nulo e que y = x1, ou seja, C' = (1,...,0) e D = 0. Com estas hipdteses,
a finalidade desta se¢do ¢ apresentar um sistema de controle linear do tipo (2.4) com
controle em malha fechada empregando um controlador do tipo PI que é considerado uma
realimentagao dinamica de saida, linear e com nova entrada tal como em (2.19).

De alguns resultados das secoes 2.2, 2.3 e 2.4, isto é,

x' = Ax + Bu,
y =Ca,
u = S(v),
(2.55)
7 = Kpe,
v =z + Kpe,
e=r—y,

com A:R" — R"” e B,C € R" como na Proposicao 2.2.1 e fazendo x,,,; = z, resulta a

seguinte equacao diferencial ordinaria nao linear,

' = Ax + BS(Kp(r — 1) + xp41) + Cr, (2.56)
sendo © = (21, T, ..., Tn, Tni1) € R™T A R" — R um operador linear da forma
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
a=| (2.57)
0 0 0 0 1 0
—Qp —a; —as —Ap—1 0
-K; 0 0 0 0

B=(Biy,Bs,...,B, 1,B,,0) e R"" ¢ C =(0,0,...,0,0, K;) € R*1.

O objetivo a partir deste ponto ¢ estudar a estabilidade do inico ponto de equilibrio da
equagao diferencial ordinaria nao linear (2.56) (para o qual y = r) no plano de paradmetros
(K1, Kp) € R2. TIsto sera feito, conforme ja foi dito, no contexto da teoria de sistemas

dindmicos que é o assunto do proximo capitulo.



Capitulo 3

Estabilidade Linear

As propriedades de um sistema de controle com saturagao na entrada e controlador do
tipo PI podem ser estudadas e compreendidas no contexto da teoria de sistemas dinamicos.
Neste sentido, a proposta deste capitulo é apresentar as principais defini¢oes e teoremas
relacionados com a estabilidade linear e aplicar os teoremas ao caso em que n = 2 em

(2.56).

3.1 Sistemas Dinamicos e Estabilidade Linear
Seja a equagao diferencial
x' = F(x), (3.1)

com F: W C R*" — R", W C R" um aberto em R", F' € C*(W,R"), ou simplesmente,
x — F(x) é uma aplicagao suave. O conjunto W C R™ é denominado espago de estados
de (3.1).

Com relagao a notacao, sendo (X, dx) e (Y, dy) espagos métricos, com dx e dy métricas
nos conjuntos X e Y, respectivamente, o conjunto C*(X,Y’) denota a classe de todas as
aplicagoes com dominio X e contradominio Y que possuem derivadas parciais continuas
de todas as ordens em X.

Para a equacao diferencial (3.1), valem as definigbes e teoremas enunciados a seguir.

Definicao 3.1.1. Uma solugdo do problema de valor inicial,

(3.2)
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com y € W uma condigio inicial, é uma fungio t — xs(t) que satisfaz (3.2), ou seja,

z'(t) = F(xs(t)),
xs(0)

(3.3)

Y,
para todot € J; CR, 0 € J;.

Geometricamente, a solucao ¢t — x4(t) de (3.2), pode ser vista como uma curva em
W C R", passando por y € W, tal que em cada ponto da curva, o vetor tangente é
calculado por (3.1). Uma solucao de particular interesse no estudo de (3.1) é definida a

seguir.
Definigao 3.1.2. Um ponto de equilibrio de (3.1) é um ponto xg € W, tal que F(xg) = 0.
Outro conceito importante é a nogao de fluxo de (3.1).

Definicao 3.1.3. Considere o conjunto,
Q={(t,x):teJ(x)exec W}, (3.4)

com J(x) = (—a(x), B(x)), a(x) > 0, B(x) > 0, para todo x € W, o intervalo maximal
de ezisténcia da solugio de (3.1) com condigao inicial . O fluzo de (3.1) é uma aplicagao
suave
p: Q — W
(t, ) — o(t, ) = ¢u(x),

satisfazendo as propriedades:

(3.5)

a) ¢g = I, sendo I,,, a matriz identidade n X n;

b) ¢ = ¢rods;
C) ¢ro Py = ¢o, para sistemas dindmicos inversiveis;
Conforme [12], o fluxo da definigao (3.1.3) é diferenciével e,
o) = F(6@)), (3.

para todo (t,x) € Q. Além disto, como F' € C®(W,R"), a aplicacao (t,x) — ¢i(x) é
suave. Utilizando a definicao de fluxo de uma equagao diferencial, um ponto de equilibrio

de (3.1) é um ponto xg € W, tal que

¢1(xo) = o, (3.7)

para todo t € J(x) = R, ou seja, um ponto de equilibrio é uma soluc¢ao constante de (3.1).
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Exemplo 3.1.1. O fluzo da equagio diferencial ordindria, no caso em que F(x) = Az,
sendo A : R™ — R™ um operador linear, € da forma
¢:RxR" — R"

(3.8)
(t, ) — ¢(x) = elx.

As propriedades (a) a (c¢) da defini¢io 3.1.3, para (3.8), decorrem das propriedades do

operador linear et4

, comt e R.
No item (c) da definigdo 3.1.3 é utilizado o conceito de sistema dindmico. A prépria

noc¢ao de fluxo de uma equacao diferencial permite formalizar esta defini¢ao.

Definigao 3.1.4. Um sistema dindmico é uma terna {J, W, ¢,}, sendo J o conjunto dos

tempos, W C R™ o espago de estados e (t,x) — ¢(x) o fluro definido em (3.1.3).

Conforme defini¢ao 3.1.4, a equagao diferencial (3.1) é um sistema dinamico.
Com relagdao aos pontos de equilibrio de (3.1), estes podem ser classificados como
estavel, assintoticamente estavel ou instavel. Estas defini¢oes sao apresentadas a seguir.

Para consulta ver [12].

Definig¢ao 3.1.5. Um ponto equilibrio £g € W de (3.1) € estdvel, se para toda vizinhanga
U CW de xy, existir uma vizinhanga D C U de xq, tal que ¢i(x) € U, para todo x € D

e para todo t > 0.

De modo mais analitico, um ponto equilibrio &g € W de (3.1) é estével, se dado
e €R, e >0, existirum 6 € R, § > 0 (em geral dependendo de ¢), tal que se x € W e

|l — xo|| <, entdo ||pi(x) — xo|| < &, para todo ¢t > 0, com || - || a norma usual em R™.

Definigao 3.1.6. Um ponto equilibrio xg € W de (3.1) € assintoticamente estdvel, se for

estavel e
Jim 01(z) = o 3:9)
para todo x € D.

Definigao 3.1.7. Um ponto equilibrio xg € W de (3.1) é instdvel, se nao for estdvel, ou
seja, se existir uma vizinhanca U C W de xq, tal que para toda vizinhanca D C U de xo,

existem pontos x € D et € J(x), tais que ¢(x) ¢ U.
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Informacoes sobre a estabilidade de um ponto de equilibrio de (3.1) podem ser extraidas

da seguinte definicao.

Defini¢ao 3.1.8. Considere a parte linear da aplicagcio « — F(x) = (Fi(x),--- , FL(x)),

calculada em xg € W,

DF(xp) : R" — R"

n 3.10
xr —— DF(CUO)CU = Z 0 F(mo)x,-, ( )
= O
comx = (x1, -+ ,x,) € R". A matriz de (3.10) na base candnica do R" é denominada
matriz Jacobiana e é denotada por A = (DF(20))nxn, com
0 0 0
%Fl(%) TQE(%) aTCnFl(CUO)
9, 0 9,
ain(mo) 8—F2($0) aiFg(mo)
(DF(€0))nxn = | “* 2 Tn (3.11)
0 0 0
—F, —F, —F,
Oy (o) 0z (o) Oxy, (o)

E usual omitir os parénteses em (3.11) e escrever simplesmente A = DF(x0) para
denotar a matriz Jacobiana.

As demonstragoes dos teoremas enunciados a seguir podem ser encontradas em [12].

Teorema 3.1.1. Seja &g € W um ponto de equilibrio de (3.1). Se todos os autovalores de
DF(xg) tém partes reais negativas, entao o ponto de equilibrio xg € W € assintoticamente

estavel.

Teorema 3.1.2. Seja g € W um ponto de equilibrio de (3.1). Se pelo menos um auto-

valor de DF(xq) tem parte real positiva, entdo o ponto de equilibrio g € W € instdvel.
Os pontos de equilibrio possuem ainda a classificagdo da definicao 3.1.9.

Defini¢ao 3.1.9. Um ponto de equilibrio £g € W de (3.1) é chamado de hiperbdlico,
se todos os autovalores de DF(xq) possuem partes reais nao nulas. Em caso contrdrio,

xg € W é chamado um ponto de equilibrio degenerado.

E possivel mostrar que os pontos de equilibrio hiperbdlicos ou sao assintoticamente
estaveis ou instéveis [12]. Estes pontos de equilibrio podem ser atratores, repulsores ou do

tipo sela.
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Defini¢ao 3.1.10. Um ponto de equilibrio hiperbolico xg € W de (3.1) é denominado
atrator, se todos os autovalores de DF (xg) tém partes reais negativas e um repulsor, se
todos os autovalores tém partes reais positivas. Se todos os autovalores de um atrator (ou
repulsor) forem reais, ele serd chamado de um nd atrator (ou né repulsor) e se todos os

autovalores forem complexos, de um foco atrator (ou foco repulsor).

Defini¢ao 3.1.11. Um ponto de equilibrio hiperbolico xg € W de (3.1) é denominado

sela, se pelo menos dois autovalores de DF (o) possuem partes reais de sinais opostos.

Associado a um ponto de equilibrio assintoticamente estavel, ha um conjunto denomi-

nado bacia de atracgao.

Definigao 3.1.12. Seja &g € W um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel de (3.1).

A bacia de atragio de xg € W € o conjunto
B(xg) ={x e W: Jim oe(x) = o} (3.12)

Outras defini¢oes, muito utilizadas neste trabalho, sao os conceitos de orbita e érbita

peridédica de uma equacao diferencial.

Defini¢ao 3.1.13. Uma orbita de (3.1), iniciando no ponto y € W, é um conjunto

ordenado
Orb(y) ={x e W:¢:(y) =, Vt € J(y) C R} (3.13)

Definigao 3.1.14. Uma orbita periddica w C W € uma orbita de (3.1), tal que Yy € u,

berr(y) = ¢u(y), (3.14)

Vte J(y) =R. O menorT € R, T >0, para o qual (3.14) ocorre, é denominado periodo

da orbita periodica.

O retrato de fase de um sistema dinamico é definido a seguir, a partir do conceito de

Orbita.

Definicao 3.1.15. O retrato de fase de um sistema dinamico é uma particao do espaco

de estados em suas orbitas.

De modo analogo aos pontos de equilibrio, as érbitas periddicas podem ser estaveis,

assintoticamente estaveis ou instaveis.
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Definicao 3.1.16. Uma orbita periodica w C W € denominada estdvel, se dado € € R,
e > 0, existir uma vizinhanga U C W de u C W tal que se @ € U, entdo d(¢y(x),u) < €,
vt > 0.

Na defini¢ao (3.1.16), se p e W e y € u,

d(p,u) = inf [p —y|, (3.15)
sendo || || a norma usual em R".

Definicao 3.1.17. Uma orbita periddica u C W € denominada assintoticamente estdvel,

se for estavel e
1tlim d(¢¢(x),u) = 0. (3.16)
Definicao 3.1.18. Uma orbita periodica u C W € denominada instdvel, se nao for estdvel.

Assim como ocorre para os pontos de equilibrio, as 6rbitas periddicas podem ser hiper-

bélicas ou nao hiperbdlicas.

Definicao 3.1.19. Uma odrbita periodica w C W de periodo T > 0 é denominada hiper-

bolica, se todos os autovalores de eBT possuem médulo diferente de 1, sendo

BT = ®(0)'®(T) (3.17)
et — O(t) uma solugio matricial fundamental do problema variacional

y' = DF(u)y. (3.18)
Em caso contrario, uw C W é chamada de orbita periodica nao hiperbolica.

Embora as defini¢oes e teoremas tenham sido enunciados para a equagao diferencial
(3.1), o sistema de controle em malha fechada (2.56) é um caso mais geral de (3.1) de

acordo com a defini¢ao 3.1.20.

Definicao 3.1.20. A equacgdio diferencial

2 = f(z,€), (3.19)

com f: W xU—R", W CR" um aberto em R", f € C*(W x U,R"), £ = (u,v) €U o

vetor de parametros e

f(@, &) = F(z), (3.20)

com & € U fixo, é denominado perturbagdao de (3.1).
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Todos as defini¢oes e teoremas exibidos nesta secao se mantém para cada & € U fixo,
conforme a defini¢ao 3.1.20. Estes conceitos serao utilizados neste e nos proximos capitulos.
Na proxima segao é iniciado o estudo de (2.56) ou, mais precisamente, do caso de

interesse que ocorre quando n = 2 em (2.56) e a saturacao ¢ regular.

3.2 Analise do Sistema de Controle em Malha Fechada

Conforme mencionado anteriormente, o objetivo desta se¢do é analisar os sistemas
de controle em malha fechada da forma (2.56) quando n = 2 e com nao linearidade do
tipo saturagao regular. Contudo, com relacdo aos pontos de equilibrio de (2.56) ha um

resultado valido para n qualquer.

Proposicao 3.2.1. Suponha que o coeficiente by € R é nao nulo, que a fungao v — S(v)
¢ uma saturacao reqular e

aogr

< M.
bo

Entao, o sistema de controle em malha fechada (2.56) possui um inico ponto de equilibrio

— 0 ,.0 0 ,.0 n+1 . .
xo = (2%, 29, ..., 2, 1) € R*™ . Além disto,
~ aopr . . [aqr
a) Ser#0, entio 2 =r, ) = — j,lb—,pamj:2,3,-~,n exl, = l(b)'
0 0

b) Ser =0, entao a origem é o unico ponto de equilibrio.

¢) Seag =0, entio ) =r, 2} =0, para j =2,3,--- ,n+ 1.

Demonstragao. O sistema de controle em malha fechada (2.56) pode ser reescrito como

x;:xj+1—|—BJu,']:1,2,,n—1

n—1

T, = —apr1 — Y a;Tiy1 + By, (3.21)
i=1

x/n-i-l = KI(T - xl)a

com u = S(Kp(r —x1) + ,41). De acordo com a definigao 3.1.2; os pontos de equilibrio
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de (2.56) sao solugoes do sistema de equagoes

O:Z’j+1+BjU, ]: 1,2,...,77,—1
n—1

0= —Qor1 — Z a;Ti1 + Bnu, (322)
=1

0= K[(T — 371).

Logo, de (3.22) resulta que x1 =r, u = S(T,41) €

2341 = ~B;S(wann), (3.23)
para j = 1,2,...,n — 1. Multiplicando ambos os membros de (3.23) por a; e somando
segue que

n—1 n—1

> 4T = — ) ;B;S(nt1) (3.24)

j=1 j=1
e por (3.22),

n—1

—apx1 + Z CL]‘B]' + Bn S(QTn_H) = 0. (325)

j=1

Como By = b, =0, de (2.10),

n—1
B, + Y a;B; = by. (3.26)
j=1
Portanto,
S(wnir) = % (3.27)
0

A saturacao v — S(v) é regular e pelo item (c) da Proposigao 2.4.1 admite inversa.

Logo, se
G| _ M, (3.28)
bo
entao
Togr = S <W> . (3.29)
bo

De (3.23) e (3.27)

Tjr1 = —B (330)

Jb07

paraj =1,2,...,n— 1.
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O item (c) da Proposigdo 2.4.1 e os resultados anteriores permitem concluir que

(29,29, ...,20,2%,,) € R™ é o tinico ponto de equilibrio de (2.56), sendo que z{ = r,
aor aor

Ty = —Bj,lbi, para j = 2,3,--- ,ne Ty = S (Z)O) Os items (a), (b) e (c) sao
0 0

facilmente verificados.
[ |

E sabido que, em malha fechada, os sistemas de controle lineares do tipo (2.4) com
controlador do tipo PI e na auséncia de nao linearidades na entrada de controle possuem
um tunico ponto de equilibrio tal que y = r. Pela Proposicao 3.2.1, para o tnico
equilibrio, a saida de controle y = x; é igual ao valor da referéncia r, independentemente
dos valores que os demais parametros assumem. Logo, o resultado que é valido para os
sistemas de controle lineares em malha fechada e com controlador do tipo PI, continua
valido quando ha uma nao linearidade do tipo saturagao regular na entrada de controle.

Com relagdo a estabilidade, é dificil fazer uma anéalise do tnico ponto de equilibrio
de (2.56), bem como a influéncia dos pardmetros K; e Kp do controlador do tipo PI,
devido a quantidade de parametros. Assim sendo, o seguinte caso particular de (2.56) sera

analisado
) =x9+ B1S(Kp(r — x1) + x3),
xh = —agr) — a1xe + BaS(Kp(r — x1) + x3), (3.31)

Z’é = K](’f’ — (L’l),

sendo By = by, By = by — a1b; e v — S(v) uma saturagao regular satisfazendo o < M.
0
O conjunto de equagdes diferenciais (3.31) pode ser escrito na forma
Ty + B1S(Kp(r — 1) + x3)
x = f(x, &) = | —apr; — a1xs + BoS(Kp(r — x1) +23) | (3.32)

Ki(r — )

com x = (1,72, 73) € R e os parAmetros K; e Kp do controlador do tipo PI fazendo o

papel dos pardmetros p e v, respectivamente, ou seja, £ = (K, Kp).
aogr
bo
3.2.1, a equacao diferencial (3.32) possui um tnico ponto de equilibrio

(20(6),€) = <<r —CLZS%, 51 (f)) ,g) € R x R2, (3.33)

Como v +— S(v) é uma saturagao regular para o qual < M, pela Proposicao
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Logo, pela defini¢ao 3.1.8, a parte linear de (3.32), calculada em (3.33), A(§) = D f(z0(€), &)

¢ da forma
—b Kpf3 1 b3
A(§) = —ag — (bo — arb) KpB —ar (bo —arby)B | (3.34)
—-K; 0 0
com

s (s ()

O polindmio caracteristico de (3.34) é P(\) = poA® + p1 A2 + po X + p3, sendo

p0:17

p1 = a1 + Bb1 Kp,
(3.36)

p2 = (ap + BboKp) + Bb1 Kp,

p3 = Bbo K.
A estabilidade do tnico ponto de equilibrio (3.33) poder ser analisada através do pré-

ximo teorema cuja demonstracao pode ser encontrada em [28].

Teorema 3.2.1. O polinémio com coeficientes reais P(N) = poA> + p1A? + po)\ + p3 €
po > 0, possui todas as raizes com partes reais negativas se e, somente se, p; > 0 para

1=1,2,3 e p1p2 > pops.

O teorema anterior decorre de maneira imediata do teorema de Routh-Hurwitz. Fixa-
dos os parametros ag, by, ay, by, m >0, M > 0er > 0 e empregando os Teoremas 3.1.1

e 3.2.1, se os parametros K; e Kp sdo positivos e satisfazem as seguintes desigualdades

p1=a1 + Bb1Kp >0, (3.37)
P = (CL() + ﬁboKp) + 6b1 K1 > 0, (338)
ps = Bbo K1 > 0, (3.39)
(a1 + B0 Kp)(ap + BboKp) > B(bo — bi(ar + 801 Kp)) KT, (3.40)

entao o ponto de equilibrio (3.33) é localmente assintoticamente estéavel.
Como v +— S(v) é uma saturacao regular, S’(v) > 0 para todo v € R. Logo, 5 > 0 e,
visto que, K; > 0, pela desigualdade (3.39) resulta que by > 0. Assim, para by > 0, ha

trés casos a serem estudados dependendo do sinal de by, isto ¢, by =0, by < 0e by > 0.
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Caso 1: Se b; = 0, entdo pela desigualdade (3.37), a; > 0 e pela desigualdade (3.38),
ag+ by Kp > 0. Assim, da desigualdade (3.40), resulta que a1 (ap+BboKp) > Bby K,

ou seja,
bo K
0 < K, < 2alao* BboKr) (3.41)
Bbo
Portanto,
by K
11)%>0Jm>%i¢u>pr:QK}>QO<JQ<ad%+50 p).
M Bbo
—aor ao ai(aop + BboKp)
1.2 <0, by >—— >0,00=0Kp>—- 0<K; < .
)aO_ » Y0 M7al , V1 ) P ﬁb07 I /Bbo
Caso 2: Se by < 0, entao as desigualdades (3.37), (3.38) e (3.40) sdo equivalentes a
bo K
ar+ b Kp >0, ag+ BbyKp >0, 0<A3<mﬁi;’ﬂ
' (3.42)

(a1 + b1 Kp)(ag + BboKp)
B(bo — bi(ar + Bb1Kp))

Note que, como by < 0 e ay + Bb1Kp > 0, by — b1 (a1 + fb1Kp) > 0. Além disto,

0< Kr <

ap + BboKp ap + BboKp

< . 3.43
. — b, (3.43)
ai + B Kp
Logo,
aor a
2.1) a0>0,b0>ﬁ,a1>0,b1<070<Kp< —5151’
0< KI < (al—i_ﬁblKP)(aO—'_ﬁbOKP);
B(bo — bi(ar + b1 Kp))
—agr CLObl —Aayg aq
2.2 <0,b 0 —. b 0, — < K —
)Go_,0> M? <a; < b071<,ﬁb0< P<—Bb1’

(a1 + Bb1Kp)(ao + BboKp)
B(bo — bi(ay + Bb1 Kp))

Caso 3: Se b; > 0, entao ha trés possibilidades.

0< Kr<

3.1) Se ag + fboKp = 0, entdo a desigualdade (3.38) é satisfeita para Kp > 0. Da
desigualdade (3.37), a; + 0biKp > 0 e pela desigualdade (3.40), by — by(a; +
Bb1Kp) < 0. Assim,

—agr aobf + bg —ap
<0, by > —— > ——— b >0, Kp=——, K;>0.
) y YO M , A1 bobl s UVl ) P ﬁbo7 I
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3.2) Se ag + fbyKp < 0, entdo pela desigualdade (3.37), a; + by Kp > 0. Pelas
desigualdades (3.38) e (3.40),

—(ag + BboKp)
Bby ’

(a1 + Bbi Kp)(ao + BboKp)

B(—bo + bi(ar + b1 Kp))

K; > 0 < by <b1(a1+ﬁb1KP)7

(3.44)

Kr > —

Observe que

_<a0+ﬁb0KP) > _(a0+ﬁb0Kp)‘

ﬁbO ﬂbl
p— P20
Bby a; + Bb1 Kp

(3.45)

Portanto,

_ b _
;})r,al>0,blz—0>0,0<Kp<ﬂ

3.2.1 <0, by >
) Qo » 0o o 51)07

(a1 + B0 Kp)(ag + BboKp) |
B(—bo + bi(ar + b1 Kp)) '
bo(albl - bo)

bt

K; > —

_]a\;r7 a; < 07 bl > 07

3.2.2) qp < <0, by >

by — a1b; —ag (a1 + Bb1Kp)(ag + BbyKp)
DU Ky« T R s :
307 P T B(=bo + bifar + BbiKp))

bo(a161 - bg) —aopT bo
323) a0<T<O, by > Vi ,O<ala, by > 0,
by — a1b — b K bo K
0 211<Kp<ﬂ,K]>—(al+ﬂl p)(ao + Bbo P).
Gby Bbo B(=bo + bi(ar + Bb1 Kp))

3.3) Se ag + PbgKp > 0, entdao pela desigualdade (3.37), a; + 8b1Kp > 0. Se
0 < by < bi(a; + Bb1Kp), a desigualdade (3.40) é satisfeita, ja que K; > 0.

Porém, se by > by(a; + 6b1 Kp), resulta que

(a1 + Bb1Kp)(ao + BboKp)
B(bo — bi(ar + b1 Kp))

Neste caso, tentar encontrar intervalos para os parametros K; e Kp, tal como

0< Kr< (3.46)

nos casos 1 e 2, gera uma grande quantidade de possibilidades que serao omi-

tidas aqui. Assim, basta que as seguintes desigualdades sejam verificadas:

aogr

<M
bo

331) ap + ﬂble > 0, by > O, ag + ﬂboKp > 0,

0<by < bl(al +ﬁb1Kp), Kp > 0, K; > 0;
3.3.1) a1+ Bb1Kp >0, by >0, ag + BbgKp > 0,

UMY
b | =M

(a1 + Bb1Kp)(ao + BboKp)
B(bo — bi(ar + b1 Kp))

by > bl(al +ﬁb1Kp), Kp>00< K; <
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Assim, fixados os parametros ag, by, ai, by, m, M er, com m >0, M >0, r > 0e
aogr

bo

casos anteriores ocorrem.

< M, o ponto de equilibrio (3.33) é assintoticamente estavel quando um dos trés

Se a saturacao nao for regular pode haver mais de um ponto de equilibrio. Para cada
ponto de equilibrio uma analise semelhante aquela realizada para o ponto de equilibrio
(3.33) deve ser feita. Neste caso, para um tempo suficientemente longo, a saida de con-
trole assumira um valor aproximadamente constante, dependendo da condicao inicial, ou
seja, se a condicao inicial estiver na bacia de atracdo de um dos pontos de equilibrio
assintoticamente estaveis.

Com os Teoremas 3.1.1 e 3.2.1 nao é possivel decidir sobre a estabilidade de (3.33)
quando

(a1 + Bb1Kp)(ag + BbyKp)
B(by — bi(ar + Bb1Kp))

K[ = ch(Kp) = (347)

Quando o pardmetro K; assume o valor critico K;o(Kp) (3.47), hé possibilidade de

ocorréncia de pontos de Hopf transversais de codimensoes um e dois e o polinomio caracte-
ristico de (3.34) pode ser fatorado na forma P(\) = (A—A3(&))(A—iwo(Kp))(A+iwe(Kp)),

com
A3(&o) = —(a1 + Bb1 Kp), (3.48)

& = (Kic(Kp),Kp) e

wo(Kp) = iolao + PhoKe) (3.49)

B \/bo — bi(ay + Bb1 Kp)

Observe que necessariamente Kro(Kp) e wo(Kp) devem ser positivos para todo Kp > 0.
Assim, o objetivo nos capitulos 4 e 5 é construir uma teoria que permita estudar a

estabilidade do ponto de equilibrio (3.33) quando K; = K ;o (Kp).



Capitulo 4

Estudo da Forma Normal de

Poincaré—Hopf

A forma normal de Poincaré-Hopf desempenha um papel fundamental no estudo e
entendimento da bifurcacao de Hopf de codimensao maior ou igual a um. Assim, o objetivo
deste capitulo é estudar a forma normal de Poincaré-Hopf e obter alguns resultados sobre

aproximacao de Orbitas periddicas.

4.1 Aproximacio de Orbitas Periédicas Para a Forma
Normal de Poincaré—Hopf

Esta se¢ao ¢ um resumo do préoximo capitulo, no sentido de que, o proximo capitulo
consiste de generalizagoes dos resultados obtidos aqui. Assim, a compreensao dos resulta-
dos desta secao facilitara o entendimento das teorias propostas no capitulo 5.

Grande parte do material apresentado nesta se¢do pode ser encontrado em [11]. Parte
da notacgao e alguns pontos foram modificados de modo a compatibilizar a teoria apresen-
tada em [11] com as teorias do capitulo 5.

A forma normal de Poincaré-Hopf é amplamente utilizada no entendimento da bifur-
cacdo de Hopf de codimensao m e permite o entendimento de certas propriedades das
6rbitas periddicas de (3.19) que surgem em decorréncia de bifurcagoes de Hopf. Assim, o

objetivo desta secao ¢ estudar a forma normal de Poincaré-Hopf apresentada aqui como

46
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um problema de valor inicial,

@’ v S 1 2, . 2\k—1 X
(”l/) m)<y)+§k!<k1>!<” tv) g(g)(y), (4.1)
(2(0),y(0)) = (€, 0),

sendo € = (u,v) eUCR:E0€eU, meN,m>2ecR e>0e

o) ( 1) —n() ) | )
nE) )

G(e) = Re(Grp-1(€)) —Im(Grpe-1())
Im(Grr-1(§))  Re(Grp-1(8))
Em (4.1) a derivada é definida em relagdo ao pardmetro t e as fungoes £ — (&) e

¢ — n(&) satisfazem as hipdteses,

V(&) = 0, 8,7(&0) # 0, 1(&0) = wo(v) > 0, (4.4)

com & = (0,v).

Os numeros reais da forma

1

Re(Gri-1(0)), (4.5)

para k = 2,3, ..., desempenham um papel importante na estabilidade de orbitas perié-
dicas da forma normal de Poincaré-Hopf. No capitulo 5 os ntimeros [1(&y) e l5(&y) serdo
chamados, respectivamente, de primeiro e segundo coeficientes de Lyapunov e um dos ob-
jetivos sera encontrar expressoes gerais para estes niimeros em campos de vetores em R?
e R™.

Para simplificar este estudo, a seguinte mudanca de varidveis z = x + iy é realizada

em (4.1), o que resulta no problema de valor inicial na variavel z,

Ui 1
=Mz +2Y G 1 (6)(22)F
kz::z kl(k—1)! (4.6)
2(0) = e,
com a barra denotando o complexo conjugado da variavel z e
AE) = +i ,
(&) = (&) +in(&) (4.7)

Grir-1(8) = Re(Grr-1(§)) + Im(Gyr—1()).
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Associado ao problema de valor inicial (4.6), estd o problema de valor inicial conjugado,

# = N7+ 2D O O

zZ(0) = e.

(4.8)

E conhecido na literatura que a equacio diferencial em (4.1) ou em (4.6) apresenta
érbitas periddicas e que se t — z(t) é uma orbita periddica de (4.6), entao esta solucao
periddica possui a propriedade |z| constante. Além disto, tal solugao periddica é rota-
cionalmente invariante, ou seja, ze'® também é solugao de (4.6), para ¢ € R.

Uma forma de estudar as érbitas periddicas de (4.6) é computando a derivada de |z|?

ou, equivalentemente, de (2%z). Assim, de (4.6) e (4.8), resulta que,

d 1= —
dt(zz):zz—i-zz ) 1
=z (A(f)z + Zkz: k'(k_l)'Gk,kl(g)(zz)kl> +
8 e ' (4.9)
(Mo +2 3 @)
T k-1
=227 (v(§) + kgz WRG(Gk,k—1(€>>('Z'Z> ) :

Portanto, de (4.9), ha duas possibilidades para (zz)" = 0:
a) z=0;
O+ 2 =Rl Crun @) =0
O caso (a) ¢ trivial. Para o caso (b), segue que 2z = ¢?, com ¢ € R uma constante e

como z(0) = ¢, resulta que ¢ = €. Assim, as dérbitas periddicas da equagao diferencial em

(4.6) satisfazem |z| = e. Escrevendo a equagao diferencial em (4.6), como

o ( *i FiGr = DG 1<£>><zz>’“) -

(4.10)
(G (€))(22) ) .

Z k= 1)1

k=2
decorre da condigao (b) que a orbita periédica ¢t — z(t) de (4.6) satisfaz o problema de

valor inicial,

(4.11)
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cuja solugao é

. 27

z(t) = e T o
sendo,

h i DA 413

g~ "+ L (G ) (413

Propriedades interessantes acerca da estabilidade e do periodo das orbitas periddicas
da equagao diferencial em (4.6), sdo obtidas considerando as fungoes (¢, v) — u = ¢(¢, v)

e (6,v) — w(e,v), com

27
= 4.14
AN = Ty 14
T: U — R
_ (4.15)
(e,v) +— T(e,v) =T(g(e,v),v),
e utilizando a seguinte mudanca de coordenadas e do tempo

Z(t) = w(3> ¢, V)? s = w(e, I/)ta W(O, V) = WO(V)a (416)

sendo U, = {(¢,v) € R*: (¢(e,v),v) € U}. Note que a solugdo (4.12) de (4.6) é periddica
de periodo T'(¢,v). Com a mudanca de coordenadas e do tempo (4.16), a solugao periédica

de (4.6) é escrita como
w(s, e, v) = ee™ (4.17)

a qual é periddica de periodo 27.
Considere a aplicagao suave (z,%z,¢) — ¢(z,%, ) definida por

053, = MO+ 23 g G (O (4.9

e as seguintes séries de poténcias formais

¢(€7 V) =1 Mk(l/)
w(e,v) —wo(v) B kZ::l k! wi(V) " (4.19)

Por formal deve-se entender que nao ha preocupagdao com questoes de convergéncia
associadas com (4.19).
Os termos da seqiiéncia {p(v)}ren sdo determinados por (b), ou seja, através do
coeficiente de cada termo da forma €*, obtido de
n 1
(e 0)v) + 3 e Re(Graa(9le ), 1) =0, (4.20)

k=2
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para k =1,2,....
Em (4.20), a composigao (€,v) — v(¢(€,v),v) possui expansao em série de Taylor na

variavel €, em torno da origem e até os termos de ordem 5, da forma

1(0le,),0) =€) + mW)Br(E)e + 5 (W) (&) + i (1)2021(60)) e+

1

6 (13(1)97(0) + 3 (V)2 (V) D2y (o) + 1 (V)20 (&) ) €+

1

51 (1397 (€0) + 3p12(v) 01 (60) + 4pua (V) 12(¥) 5} (€0)+

611 (1) 112 (V) (&) + 1 (V)1 D2Y(&) ) el+ (4.21)

1

Eo(ug,(u)@u’y(ﬁo) + (10p2 (V) p3(v) + 5pa (V) pa(v)) Oy (€o) +

(1541 () pa(v)? + 1041 (v) s () 05y (§0) 4 1041 ()2 o () Dy (€o)+
() 05(&) )€ + O4(¢,w).
Mediante a defini¢ao da funcgao (e,v) — w(e,v) e de (4.13) é possivel determinar, os

termos da seqiiéncia {wy (V) }ren, pois

w(e,v) =n(o(e,v),v) + g: MIm(GMl(qj(e, v),v))e*-b, (4.22)

Tomando as expansoes em série de Taylor na variavel ¢, em torno da origem e até os
termos de ordem 5 da composicao (¢, ) — n(¢(e,v),v), como feito em (4.21), por (4.20)

e (4.22), resultam os termos p;(v) e w;(v), para i = 1,2,3,4,5. Assim, para o termo em e,

Nl(”)@iV(&)) =0,

(4.23)
wi(¥) = (¥)9um(&o) = 0.
Logo, de (4.23), u1(v) =0 e wi(r) = 0. O termo em €* fornece as equagoes
12(¥)0,7(&o) + Re(Gaa (&) =0,
(4.24)
wy(¥) = pa(¥)9um(&o) — Im(G2a(60)) = 0.
A solugao de (4.24), para ps(v) e we(v), é dada por
Re(G21(60))
V) = ——’7 4.25
Hal¥) 9u(&o) ( )
wa(v) = 2 (V)9 (&) + Tm (G2 (%0))- (4.26)
Do coeficiente do termo em €3, as seguintes equacoes sao obtidas
13(v)0u7(&) = 0,
(4.27)

w3(v) — pz(v)9um(&o) = 0,
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cujas solugoes sao pz(v) =0 e wy(v) = 0. Para o termo em €*, seguem as equagoes

114(1) 0,7 (§0) + 3pa(¥)2027(§0) + 6p2(v)Re(9,Ga1 (&) + 2Re(G32(8)) = 0,
wi(v) — pa(v)0um(&o) — 3ua(v)?0nm(&o) — 62 (v)Im(0,Ga1 () — (4.28)
211’11(G3,2(&])> =0.

Portanto, de (4.28),

) =~ G+ Gy (0, sl + Hia()* 0 (60) (4.29)

wi(v) = 2Im(G32(80)) + 1a(v)9un(&o) + 6pi2(v)Im(9,G21(80)) + 3u2(v)*Tpn(&o). (4-30)

O termo em €’ fornece as equacoes

M5(V)au7(fo) =0,

(4.31)
ws(¥) = pis () I (&o) = 0.
Assim, as solugoes de (4.31) sdo us(v) =0 e ws(r) = 0.
Considerando a série de poténcias formal da funcao periodo (e,v) — T'(e,v),
T(er) = 2 43 Zm()ed (4.52)
€, V) = — (V)€ .
' wo(v) = k! y ’
e levando em conta os resultados anteriores, os coeficientes 7;(v), i = 1,...,5 sdo dados
por,
7'1(7/) = O,
 2muws(v)
TQ(V) - (.4)0(1/)2 )
() =0, (4.33)
372(v)2wo(v)? — 22wy (v
7_4(]/) _ 2( ) 0( ) . 4( )’
mwo(V)
T5(v) =0

e, portanto, é possivel obter uma aproximagao para o periodo de uma 6rbita periddica da
equacao diferencial em (4.6).

Os termos da seqiiéncia { p; (V) fren sdo essenciais no estudo da estabilidade das 6rbitas
peribdicas da equacao diferencial de (4.6). De acordo com os resultados de [8] e [13], a
andlise da estabilidade das érbitas periddicas da equagao diferencial de (4.6) pode ser rea-
lizada através da funcao (e, v) — x(¢,v), denominada expoente caracteristico ou expoente
de Floquet, o qual é definido na variavel z por

1 T (e,v)
x(€,v) = (e 1/)/0 H(t, e, v)dt, (4.34)
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com a aplicagao (2,%,§) — ¢(z,7%,&) dada em (4.18), ¢t — z(t) tal como em (4.12) e

H(t,e,v) = ig(z(t),z(t), o(e,v),v) + gzg(z(t),z(t), b(e,v),v). (4.35)

Enunciado de modo nao rigoroso, ha o seguinte resultado associado ao expoente ca-

racteristico [8]:

c) Se Re(x(e,v)) < 0, entao a 6rbita periédica é estéavel;
d) Se Re(x(e,v)) > 0, entdo a dérbita periddica é instével;
e) Se Re(x(e,v)) = 0, nada se pode concluir.

Assim, decidir a estabilidade de uma solucao periddica da forma normal de Poincaré—

Hopf implica em calcular (4.34). Levando em conta que 2%z = €2, de (4.18), segue que

022, = MO + 3 pr s G (9

s e N (4.36)
5592 7€) = Al6) + ng mGk,k—l(ﬁ)(zz) )

e, portanto,

B d_, _ . — 1 2(k—1)
S50+ 525, =2 (30 + X g ReGuan @) ) .  aan
Logo, o expoente caracteristico é dado por

1

x(ev) = T(e,v)

/OT(GVV) H(t, e, v)dt
(4.38)
=2 (7(¢(6’ V)’ V) + i k!(kl_l)!Re<Gk,k—1(¢(€, 1/)7 V))EQ(k_l)> .

Decorre, tomando a série de poténcia do membro direito de (4.38) e através dos resul-
tados para p;(v), i =1,---,5, que
> 1

x(ev) = 2 k) (4.39)
sendo B
xi(v) =0,
X2(v) = 2Re(G2,1(6)),
Ya(v) =0, (4.40)

Xa(v) = 8Re(G32(80)) + 1202(v)Re(8,G2,1(60)),

xs5(v) = 0.
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Escrevendo o expoente caracteristico como

1 1
X(6,7) = 3x() + 5 a()e + Oy(e, ),

1
= Re(G2.1(60))€” + 5 (2Re(Gy2 () + 3p2 (1) Re (9, Gz (§0))) e+ (4.41)
Oy (€% [v]),
as seguintes conclusoes sao obtidas:
f) Para ¢ € R, suficientemente pequeno e Re(G21(&)) # 0, a estabilidade da érbita

periédica da forma normal de Poincaré—Hopf é dada pelo sinal de Re(G1(&p)). Se

Re(G21(&)) < 0, a 6rbita peridédica é estavel. Como

lwg e v
2 (&) FOdE -

se 0,7(&) > 0, a 6rbita periddica no retrato de fase da equacao diferencial em (4.81)

p=¢(ev) =

ocorre para j > 0 e se d,7(&§) < 0, a érbita periddica no retrato de fase ocorre para

< 0. Se Re(Ga1(&)) > 0, a 6rbita periddica é instavel.

g) Suponha que, sendo &; = (0,0), entao Re(Ga1(&1)) = 0 e Re(G32(&1)) # 0. Neste caso,
para e € R, suficientemente pequeno, a estabilidade é dada pelo sinal de Re(G52(&1)).

Se Re(G32(£1)) < 0, a orbita periddica é estavel. Como

_ L Re(Gsa(&)) 4 &1
12 9n(E) + Ou(e’, [v]), (4.43)

se 0,7(&) > 0, a 6rbita periddica no retrato de fase da equacgao diferencial em (4.81)

/L:(ﬁ(e,l/):

existe para p > 0 e se 0,7(&1) < 0, a érbita periédica no retrato de fase existe para

p < 0. Se Re(Gs2(&1)) > 0, a érbita periddica é instavel.
Os préximos exemplos apresentam aplicagoes referentes as conclusoes (f) e (g).

Exemplo 4.1.1. Com as escolhas y(u,v) = u, n(p,v) =1 e Gai(p,v) = 2s, a forma

normal de Poincaré—Hopf pode ser reescrita, no caso em que m = 2, como

—1 T T
a + 8(1'2 + y2) , (4.44)
I (0 Yy

/

€r :f<w7ﬂ):

sendo s = +1. FEsta equacao diferencial é conhecida como forma normal da bifurcacao de

Hopf de codimensao um.
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A equagdo diferencial (4.44) possui um tinico ponto de equilibrio (0,0) € R? e a parte

linear da aplicagio f : R?> x R +— R? calculada em (0,0) é da forma
Ap) = . (4.45)

A matriz (4.45) possui autovalores X e X, com \(p) = pu + 4. Portanto, o tinico ponto
de equilibrio de (4.44) é um foco atrator quando p < 0 e um foco repulsor quando p > 0
(ver defini¢io 3.1.10). Em p = 0, hd uma mudanga na estabilidade do ponto de equilibrio
e, assim, p =0 é o valor de bifurcagao para (4.44). Como para (4.44), Re(G21(&0)) = 2s,
pode-se mostrar que a origem é um foco fraco, atrator ou repulsor, dependendo do sinal
de s, ou seja, se p = 0 e s =1, entao a origem € um foco repulsor fraco e se p = 0 e
s = —1, a origem é um foco atrator fraco. Um foco fraco é um equilibrio ndo hiperbolico
topologicamente equivalente a um foco.

Outras propriedades de (4.44) sio obtidas fazendo a mudanca de coordenadas polares

r? =%+ 12

, (4.46)
f = arctan () ,
x
comr >0 e0e|0,2n]. Aplicando esta mudanca de coordenadas a (4.44), resulta
v =r(u+ sr?),
(- s7) (4.47)
0 =1.

Da primeira equagio de (4.47), r = 0 € ponto de equilibrio para qualquer valor do
parametro u € R. Por (4.46), r = 0 corresponde ao ponto de equilibrio (0,0) € R?
de (4.44). Note que (4.47) possui outro ponto de equilibrio () = \/—su, que ocorre
quando p < 0 es =1 oup >0 es = —1. Pela conclusao (f), como 0,7(&) =1 e
Re(Go1(&)) = 2s, se s = —1, entdo para pn > 0 a origem de (4.44) estd isolada por uma
orbita periédica estdvel dada por x® + y* = —sp. Todas as orbitas externas ou internas,
com excegcao da origem, tendem a orbita periodica quando t — oo e p > 0.

Resumindo, se s = —1, entdo para p < 0 a origem é um foco atrator e para =0 a

origem € um foco atrator fraco, ja que por (4.47)

(4.48)

Para pn > 0, hd uma orbita periddica estavel perto da origem, que agora é um ponto de

equilibrio instdavel. Este fenomeno de mudanga na estabilidade de um foco e o surgimento
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de uma orbita periodica, a partir da mudanca de um parametro, corresponde ao caso tipico
de uma bifurcacao de Andronov—Poincaré—Hopf. O caso s = 1 pode ser tratado de maneira

simailar.

A Figura 4.1.1 mostra o retrato de fase qualitativo de (4.44) para s = —1.

R N
N2

«
.
A

p<o p=0 p>0

Figura 4.1: Retrato de fase qualitativo de (4.44) para s = —1.

Uma generalizagao do exemplo anterior é estudada no exemplo 4.1.2.

Exemplo 4.1.2. Considere agora na forma normal de Poincaré—Hopf, para o caso em

que m = 3, as escolhas

Y, v) = u,
n(p,v) =1,
(4.49)
Gaa(p,v) = 2v,
G372<,u, I/) = 12s.
Com esta escolha, a equagao diferencial em (4.1) € reescrita como
[ T T z
x' = f(z,§) = +v(a? +y?) +s(2” + ) , (4.50)
L op y Y y

com s = +1. A equagdo diferencial (4.50) é conhecida na literatura com forma normal da
bifurcacdo de Hopf de codimensao dois ou forma normal de Bautin.

Em coordenadas compleras z = x + iy, a forma normal de Bautin é escrita como

2= (p+1i)z + vz + s2°7 (4.51)
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A forma normal de Bautin apresenta um tunico ponto de equilibrio (0,0) € R?, o qual
¢ um foco atrator para i < 0 e um foco repulsor para 1 > 0. Para pr =0, 0,7(&) =1 e
Re(G21(&0)) = 2v e, assim, é possivel mostrar que o unico ponto de equilibrio é um foco
atrator fraco se v < 0 ou foco repulsor fraco se v > 0. Em outras palavras, se v # 0,
entdo a andlise é exatamente igual aquela realizada no exemplo 4.1.1 e os termos de ordem
superior a 3, da expansao em série de Taylor, nao alteram o resultado. Quando v = 0,
a forma normal de Bautin apresenta uma bifurcacao de Hopf de codimensdo dois, pois
Re(G21(&1)) =0 e Re(G32(&1)) = 125 # 0.

Outras propriedades da forma mnormal de Bautin, que sdo genéricas para qualquer
equacao diferencial que apresenta uma bifurcacao de Hopf de codimensao dois, sdo obtidas
aplicando a mudanca de coordenadas z = x + iy — re® em (4.51), comr € R, r >0 e

0 € [0,27]. Fazendo isto, resulta a equagao diferencial em coordenadas polares

v =r(p+uvr? + sri),
0 =1.

(4.52)

O ponto de equilibrio r = 0, da primeira equagio de (4.52), corresponde ao ponto de

equilibrio (0,0) € R? de (4.50). Os demais pontos de equilibrio, sio obtidos da equagio
w4 v+ st = 0. (4.53)

A equagdo (4.53) pode apresentar nenhuma, uma ou duas raizes, de acordo com os

sinais dos parametros p e v e do discriminante
Ap,v) = v* — 4spu. (4.54)
Considere o caso em que s = —1. Entao ha as sequintes possibilidades:
a) Para todo (u,v) € Ry, sendo
Ry = {(u,v) € R* : A(u,v) < 0}, (4.55)
a equagao (4.53) ndo apresenta raizes reais;
b) Para todo (u,v) € R;, sendo
Ri={(i,v) € R* : A(u,v) > 0epu >0}, (4.56)

para i = 2,3, a equagdo (4.53) apresenta duas raizes reais, sendo uma positiva e a

outra negativa,
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c) Para todo (p,v) € Ry, sendo
Ry={(u,v) €R*: A(p,v) >0, p<0ev >0}, (4.57)
a equagao (4.53) possui duas raizes reais positivas e distintas.
d) Para todo (pu,v) € Cnpg, com
Cyg = {(p,v) €R*: A(u,v) =0ev >0}, (4.58)
a equagao (4.53) possui um unica raiz real e positiva;

A Figura (4.2) exibe estas regioes no diagrama de bifurca¢io da forma normal de Bautin

e para o caso em que s = —1.
vV A
}Cf\/H R4 R3
© \
0 »
R, R,
©
Figura 4.2: Diagrama de bifurcacdo da forma normal de Bautin para o caso s = —1.

Ao longo do eizo v, a parte linear de (4.50), calculada em (0,0) e em (0,v) apresenta
autovalores X e X, com N0,v) = i. O ponto de equilibrio (0,0) € R? ¢é assintoticamente
estdvel se 1 < 0 e instdvel se > 0. Como l1(u,v) = v, a bifurcagcio de Bautin ocorre

quando (u,v) = (0,0). Assim, o eivo ju corresponde ao conjunto I;(0) e
H = {(p,v) € R*: ly(n,v) = v > 0}, (4.59)

H™ ={(u,v) € R*: l(p,v) =v < 0}. (4.60)
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De acordo com o exemplo 4.1.1, uma orbita periodica estdvel bifurca do ponto de equi-
librio (0,0) € R?, quando se cruza o ramo H~ da esquerda para a direita e hd o surgimento
de uma orbita periddica instdavel quando se cruza o ramo HY da direita para a esquerda.
Por (c), na regiao Ry hd duas drbitas periddicas, a interna instdvel e a externa estdvel.
Ao longo da curva Cng ocorre uma bifurcacio sela-né de orbitas periodicas, resultando
em uma unica orbita periddica nao hiperbdlica (ver defini¢io 3.1.19).

Em resumo, na regiao Ry, o unico ponto de equilibrio é assintoticamente estdvel ou
foco atrator. Ao cruzar o ramo H™ da esquerda para a direita o ponto de equilibrio torna-
se um foco repulsor e hd o surgimento de uma unica orbita periodica estavel, que existe
para valores dos parametros nas regioes Ry, R3 e Ry. Na regigo Rs, ao cruzar o ramo
H™* da direita para a esquerda, o ponto de equilibrio passa de foco repulsor para foco
atrator com o aparecimento de uma orbita periodica instavel. Assim, na regiao Ry hd duas
orbitas periodicas, perto do ponto de equilibrio instdvel, wma interna instavel e uma externa
estavel. FEstas orbitas periodicas colapsam em uma unica orbita periodica nao hiperbolica
ao longo da curva Cny, de tal forma que na regiao Ry nao hd orbitas periodicas.

O caso s = 1 € tratado de maneira similar ou pode ser reduzido ao estudo para s = —1,
através da aplicagao (z, p, v,t) — (Z, —p, —v, —t).

Para a forma normal de Bautin, a curva de orbitas periddicas nao hiperbolicas Cny

pode ser representada como o grdfico de funcao
w=Av)=—r7, (4.61)
com v > 0 ou como uma curva parametrizada por € =1,

L(e) = (¢(e,9(€)), ¥(e)) = (se', —2s€°), (4.62)
obtida como solugdo do sistema

p+vet + set =0,
1 (4.63)
p——v?=0.

Embora a teoria desta se¢ao possa ser desenvolvida da mesma forma com um vetor de
parametros £ € R* com k € N, a escolha de ¢ = (i, v) € R? possibilita a andlise, de uma
maneira simples, das dérbitas periédicas nao hiperbdlicas da forma normal de Poincaré—

Hopf, ou seja, aquelas érbitas periddicas tais que x(¢, ) = 0, para pontos (¢,v) € U, C R2
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Para esta anélise, considere o expoente caracteristico (e,r) — x(€, ) escrito na forma

1 1
(6,v) = [ Sx2V) + 5oxa(v)e® + Oy (e, V) )
X <2X 21 ) (1.64)
= 2U(e,v),
1 1 2 4
W(e,v) = 5x2(v) + 5 pxa(v)e” + Ox(e, ). (4.65)

Pode-se notar em (4.64), que estudar as érbitas periédicas nao hiperbélicas da forma
normal de Poincaré-Hopf é equivalente a estudar o conjunto x~*(0), ou ainda, de forma
equivalente o conjunto ¥=1(0). Se a funcao (e,v) — ¥(e,v) possuir certas propriedades,
entao sera possivel escrever o parametro v como uma fung¢ao do parametro e utilizando
o Teorema da Funcao Implicita [17]. Colocado de outra forma, se for possivel obter
a funcdo € — v = 1(e), quando x(¢,v) = 0, entdo a curva das érbitas periédicas nao

hiperbdlicas pode ser parametrizada por e,

I'(e) = (o(e, ¥(e), ¥(e)), (4.66)

ou pode ser representada localmente como o grafico de uma funcgao
w=NAv). (4.67)
Por hipétese 9,7(&) # 0, para todo & = (0,v) € U e se Re(9,G2,1(&1)) # 0, entao

v(0,0) =0,
9.¥(0,0) =0,
(4.68)
52W(0,0) £ 0,
0,¥(0,0) # 0.
Logo, resulta que a funcao € — v = 1(¢), possui expansao em série de Taylor na variavel

€, em torno da origem e e até os termos de ordem 2, da seguinte forma

0(0) = gyt + O4(), (1.69)

COo11

~920(0,0)

55(0.0) (4.70)

Yo =
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Assim, a curva das drbitas periédicas nao hiperbélicas Cy gy tém as seguintes representagoes

locais,
_ Re(G3,2(§1))64 _ Re(G32(61)) €2 c
[(e) = ( 20,7(6) < 3Re(0,Car (€1) ) + Or(e), (4.71)
p=A) = “i?wé“i;)uum(\u\). (4.72)

Estas representacoes locais serdao obtidas para o caso geral no capitulo 5 e, por isso, os

detalhes da obtengao de (4.71) e (4.72) foram omitidos aqui.

Exemplo 4.1.3. De acordo com o exemplo 4.1.2, a forma normal de Bautin apresenta
uma bifurcacio de Hopf de codimensao dois, para & = & = (0,0). Utilizando (4.49),
(4.71) e (4.72), resultam as sequintes representacoes para a curva de drbitas periodicas

nao hiperbolicas

[(e) = (se*, —2s€®) + Or(e), (4.73)

= A() = 418u2 + Oa(v), (4.74)

que concordam com os resultados apresentados no final do exemplo 4.1.2.

Todos os resultados desta se¢ao, particularmente as representagoes (4.71) e (4.72) para
a curva de orbitas periddicas nao hiperbélicas C'y g, sdo preservados para equacao diferen-
cial
x x 1

) = F (&) , +1§2m(f£2+y2)’“_19(§) , +O([l (@, »)I°, 1€l (4.75)

com as fungoes £ — F(§) e & — G(&) dadas em (4.2) e (4.3), respectivamente. Este é o

assunto da proxima se¢ao.

4.2 Construcao de um Homeomorfismo

Os resultados da secao 4.1 e o exemplo 4.1.2 sugerem que, para m = 3, a forma
normal de Poincaré-Hopf é equivalente a forma normal de Bautin, no sentido de que

ambas as formas apresentam as mesmas propriedades. O objetivo agora é mostrar que a
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forma normal de Bautin é localmente topologicamente equivalente (ver definigao 4.2.2) a
equacao diferencial

—1 x x x
v = f(z,&) = | " Fu@ ) || +s@2ae)? ||+
L p y Y Y (4.76)

O(ll=|°, 1€1D-

Em outras palavras, os termos de ordem superior nao afetam a equacao diferencial
(4.76) do ponto de vista da bifurcacdo de Hopf e, conseqiientemente, todos resultados
exibidos no exemplo 4.1.2 sao preservados pela equagao diferencial (4.76). Como (4.76)
pode ser obtida de (4.75) por reparametrizacao do tempo e uma mudanga de varidveis,
os resultados da secao 4.1 sao preservados para (4.75). Antes de obter este resultado é

necessario introduzir os conceitos de homeomorfismo e equivaléncia topolégica.

Definicao 4.2.1. Sejam Wy C R™ e Wi C R" dois subconjuntos abertos de R". A

aplicacao h : Wy — Wy € um homeomorfismo quando:
a) A aplicagiao h : Wy — Wy € continua;
b) A aplicagio h : Wy — Wy € bijetora;
c) A aplicagao inversa h=' : Wy — Wy é continua.
Segue o conceito de equivaléncia topoldgica definida localmente.

Definicao 4.2.2. Duas equagoes diferenciais
2 = f(2,€), (4.77)

y' =9y, 0), (4.78)

com x,y € R", £,¢ € R?, f(0,€) = 0 e g(0,{) = 0, sdo localmente topologicamente

equivalentes em torno da origem, se existir uma aplicacao
(z,8) € Wo x Uy = (y,() = (he(z), k(E)) € Wi x Uy, (4.79)
com (0,0) € Wy x Uy C R" x R?, satisfazendo

a) Os conjuntos Wy x Uy C R" x R? e W) x U; C R™ x R? sdo vizinhangas de (0,0) €
R"™ x R?;

b) A aplicagio k : Uy — Uy é um homeomorfismo tal que k(0) =0 € Uy;
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c) A aplicagao he : Wy — Wy € um homeomorfismo para cada & € Uy tal que he(0) =0 €
Wi e leva orbitas de (4.77) em Wy C R™ em orbitas de (4.78) em Wy = he(Wy) C R™

preservando a orientacao das mesmas.

Para demonstrar a equivaléncia topoldgica local, em torno da origem, entre a forma
normal de Bautin e (4.76) serd utilizada a teoria de [5]. Considere a mudanca de coor-
denadas 2 = x + iy — re? comr € R, r > 0 e # € [0,27]. Com esta mudanca de
coordenadas a equacao diferencial (4.76) é escrita como

v = pur+vrd + sr° + K. (r,0),
(4.80)
0 =1+ Kg(?’, 9),
com (r,0) — K,.(r,0) = O(r%0) e (r,0) — Ky(r,0) = O(r®,0). Associado com (4.80) ha
o seguinte problema de valor inicial

pr + vrd + sr® + K.(r,0)

@r0.6) = R(r.0,6) =
T(O,f) =6

com € € R, € > 0 suficientemente pequeno.
Seja (0,¢,&) — p(0,¢,&) a solugao de (4.81) satisfazendo p(0,€,&) = € e considere a

série formal

p(0,e,&) = i

(4.82)

??“,_.

Os termos da seqiiéncia { pg (6, £) }ren sao obtidos através de um procedimento recursivo
envolvendo a expansao em série de Taylor da fungao (r,0,&) — R(r,0,&) em tornode r = 0

e substituindo (4.82) em (4.81). Fazendo isto resulta que

R(r.6,¢) = Z k'Rk (6,)r (4.83)
com
Ri(0,€) =
Ry(6,€) =0
Rs(6,€) = 6, (4.84)
R4(0,¢) =0,

Rs(0,€) = 120s,
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e assim por diante. Para k = 1,2,3,4,5, as fungoes (0,&) — pi(6,&) sao solugdes dos

problemas de valor inicial

d
@pl(&é’) = Ri(0,£)p1(0,¢), (4.85)
:01(07£> = 17
d 2
@p2<97§> - Rl(e7£)p2(97§> + R2(Q’£)p1<97§> ) (486)
102(075) - O,
Gs(0.6) = Ba(0,(0,) + 3Ra(0, (0, )00, +
R3(97§)P1(975)3a (4'87)
P3(0,§> - Oa
L0u(0,€) = Ra(0,)pa(0,€) + R0, ) (491(0, £)ps(0,)+
3[72(0,5)2) + 6R3(975)p1(075)202(‘9a5)+ (488)
R4(975)P1(9>f)47
/04(0,§> =0,
jeps)(&f) = Ri(0,8)p5(0,&) + 5Ra(0,£)(p1(0, &) pa(6, &)+
2P2(0; €>p3(97 6)) + 5R3(97 £)<2p1(6, €>p3(67 5)—'_
302(0,€)%)p1(0,€)) + 10R4(0,€)p1(0, €) p2 (6, €) + (4.89)
R5(0,6)p1(0,8)°,
:05((]75) = 0.

As solugoes de (4.81) permitem definir a transformagao de Poincaré (ou transformacao

de primeiro retorno) associada com (4.80) da seguinte forma

P(e.§) =d(e,€) + ¢, (4.90)
onde a funcao definida por

(e,6) 86, €) = pl2m,€,€) — ¢ (4.91)
¢ denominada funcdao separacao e pode ser representada pela série formal

6@@>=§;;@A9&, (4.92)

com 01(§) = p1(2m,&) — 1 e 6, (&) = pr(2m, &) for k > 2.
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Com o objetivo de aplicar o Teorema da Funcao Implicita é mais conveniente
escrever a fungao separacao (4.91) como (¢, &) — d(€,&) = €eA(e,€), onde a fungao (€, &) —

A(e, €) esté definida no dominio de definicao de (4.91) e

Ale ) = gj (€ (4.93)

Na realidade, para o estudo desta se¢do, sao necessarios somente os cinco primeiros

termos de (4.93), ou seja,
A(e,€) = 81(6) + haEe + 0 + o + 2 05()e* + Oa(E €l (499

As propriedades da funcao (¢,&) — A(e,€) sao obtidas por meio das solugoes dos
problemas de valor inicial (4.85) a (4.89). Levando em conta a dependéncia continua das

solucoes de uma equacao diferencial em relacdo aos parametros segue que

A(O7§0) - :01(27T)§O> - 1= 07 (495)
0.0(0.6) = 52w, &) =0, (4.96)
9 A(0,&0) = aaum(%, §o) = 2, (4.97)
ORA0,&) = 5ps(2m ) = o, (4.98)
862[LA(07€0) - ;ip?(Qﬂ-afO) = 07 (499)
2
92A(0,&0) = aiﬁpl(%, &) = 472, (4.100)
0ZA(0,&) = iﬂ4(27750) =0, (4.101)
afe,u,A(ng()) - ;aalupf%(Qﬂ-afO) = 167T2Va (4102)
0, 00.6) = 20 pom 60) =0 (4.103)
€L ) 2 aluz ) 9
3
9pA(0,&) = (98/;,01(2%50) = 8r?, (4.104)
DA, &) = ;pg,(%, €0) = 487 (3712 + 5, (4.105)

onde a notagao utilizada é

0.A(0,6) = D Ae,6) ,

Oe (€.6)=(06)
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0
aﬂ«A(O7 50) - aﬁA(Q §> )
K (€.6)=(0,60)
82
020(0,&) = ﬁﬁ(ﬁjf) :
€ (6.£)=(0,60)
2 82
ae A(07£0> = 7A<€7£) 5
g Oedp (€.6)=(06)

e assim por diante.

O préximo lema permite, a partir de (4.95) a (4.105), definir a fungao

(e,v) = &= P(e,v) = (¢(e,v),v), (4.106)
sendo (e,v) — 1 = (e, v).
Lema 4.2.1. Seja

B: RxR* — R

(4.107)
(z,y) = B(z,y),

uma fungdo suave, onde y = (y1,y2). Suponha que para (0,19) € R x R?, yo = (0,12), a

funcgao (4.107) satisfaz as sequintes exigéncias:
Al. B(0,y0) = 0;

A2. 0,B(0,y0) =0;

A3. 0,,B(0,y0) # 0,

A4. 32B(0,y0) # 0.

Entao, existe uma unica funcao suave

(7,y2) = y1 = ¢(x, ), (4.108)

tal que y = (x,y2) = ($(7,92),32) ¢ Blx, ®(z,y2)) = 0. Além disto, a fungio (x,ys)

y1 = ¢(x,y2) possui a sequinte representagao

1
¢($,y2) - §¢2(y2)x2 + O¢(|$|37 |y2|)7 (4109)

onde

(4.110)
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Demonstracao. O item A3 e o Teorema da Fungao Implicita garantem a existéncia

de uma tnica fungao (z,ys2) — y1 = ¢(z,y2) tal que

B(z,¢(z,92),92) = 0. (4.111)

Logo, a fungao (x,y2) — y = ®(x,y2) = (¢(x,v2),y2) estd bem definida. Além disto, a

fungao (4.108) é suave e calculos simples mostram que

al'B(07 yO) + ale(()? y0)8I¢(07 yO) - Oa
92B(0,yo0) + 203, B(0,90)9:6(0, yo) + 05, B(0,40)924(0, yo)*+ (4.112)

Oy, B(0, yo)ﬁﬁcb(o, yo) = 0.

Portanto, a representacao (4.109) segue das hip6teses e da expansao em série de Taylor da

fungdo (4.108), em torno de z = 0 e até os termos de ordem 2, onde ¢9(y2) = 92¢(0, y2).
]

A préxima proposigao decorre das propriedades da fungao (¢,&) — A(e,€) e do lema

anterior.

Proposicao 4.2.1. Existe uma unica fungao (€,v) — p = ¢(e,v) tal que § = P(e,v) =
(¢(e,v),v) e

b= 0le,v) = 6 (0)E + O(é, W), (4.113)
com

$a(v) = —2v. (4.114)

Demonstragdo. A demonstragao segue das propriedades (4.95) a (4.105) e do Lema
4.2.1 tomando B = A and (z,y) = (€,£).

Analisando a transformacao de Poincaré como um sistema dinamico discreto e visto
que P(e, ®(e,v)) =0, de (4.113) e pelo Teorema da Fungao Implicita, o valor de € > 0
(ponto fixo da transformacao de Poincaré) associado com a solugao periédica de (4.81) é

representado por

e =\ ==+ Ocllul. ). (4.115)
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para todo v > 0.
A estabilidade do ponto fixo (4.115) é obtida através da derivada em relagao a e da

transformagao de Poincaré calculada em & = ®(e,v)

OP(e,P(e,v)) =14 Ale, P(e, 1)) + €0 Ale, P(e,v)). (4.116)
Como A(e, ®(e,v)) = 0, o resultado anterior é reescrito como

OcP(e, (€, 1)) = 1 — €0, Ale, ©(€, 1)) 0cp(€, v), (4.117)
e por (4.113),

O.P(e,®(e,v)) = 1+ drve® + Op (€, [|). (4.118)

Proposicao 4.2.2. Considere a equagao diferencial (4.76). Se v < 0 entao localmente
existe uma unica drbita periddica estdavel no retrato de fase de (4.76) perto do ponto de
equilibrio (x,y) = (0,0) e se v > 0 entdo existe unica drbita periddica instavel no retrato

de fase de (4.76) perto do ponto de equilibrio (x,y) = (0,0).

Demonstragao. Pela Proposigao 4.2.1 existe uma unica fungao (e,v) — ®(e,v) tal
que P(e,P(e,v)) = € para todo v € R. Portanto, existe uma 6rbita periddica de (4.76) o
qual é tnica devido a (4.115), para v # 0. If v < 0, entdo por (4.118), |0 P (e, P(e,v))| <
1, o que mostra que a drbita periddica é estavel. De modo andlogo, se v > 0, entao

|0.P (e, P(e,v))| > 1 e a orbita periédica é instavel.
|

E facil ver a partir de (4.113) que para v < 0 a 6rbita periddica existe para pu > 0
e para v > 0 a orbita periddica existe para u < 0. Estas informacoes e a Proposigao
4.2.2 permitem concluir que (4.76) possui as mesmas propriedades da equagao diferencial
do exemplo 4.1.2 e, portanto, os termos de ordem superior nao afetam os resultados. Para

verificar a influéncia dos termos de ordem superior quando v = 0 é necessario utilizar o

Lema 4.2.2.

Lema 4.2.2. Suponha que a func¢io suave (4.107) satisfaz as exigéncias A1 a A4 para
Yo = (0,y2) e também

A5. 02 B(O,yo) = O,’

TY1
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Entao a tnica fungao suave (z,y2) — y1 = ¢(,y2) tal que y = P(z,y2) = (d(z,92),42) €
B(z,®(x,y2)) = 0 possui a sequinte representacao
1 1
oz, y2) = §¢2(y2)$2 + 59254(92)954 + O¢(|x|57 |921), (4.119)

onde ¢a(ya) € tal como em (4.110) e
33513(0,%)353(0790)2 6323(0,%)83 B(0,yo)

_ 4 TTY1
ba(y2) 0y, B(0, )3 0y, B(0,19)? (4.120)
B0 |
0y, B(0, o)

Demonstracao. A demonstracao é semelhante aquela do Lema 4.2.1 e, portanto, sera

omitida.
[ |

E possivel obter uma aproximacao melhor para a funcio (e,v) — u = ¢(€,v) empre-

gando o Lema 4.2.2 e as propriedades da funcao (e, ) — A(e, p).
Proposicao 4.2.3. A funcao (¢,v) — p = ¢(€,v) possui a sequinte representacao
b= 0le,v) = bW+ Foul)e +0u(E, W), (4.121)
onde ¢o(v) € dado em (4.114) e
O4(v) = —24s. (4.122)
Demonstracao. A demonstragao segue diretamente do Lema 4.2.2 e de (4.95) a (4.105).
|
Para v = 0, a estabilidade da 6rbita periddica é dada pelo parametro s = +1.

Proposicao 4.2.4. Considere a equagao diferencial (4.76) para v = 0. Se s = —1 entdo
em uma vizinhanga do ponto de equilibrio (z,y) = (0,0) existe uma unica drbita periodica

estdvel no retrato de fase de (4.76) e se s =1 a orbita periddica € instdvel.

Demonstragao. Empregando (4.121), a derivada da transformagao de Poincaré é dada

por
OP (e, ®(e,v)) = 1+ dnve® + 8n(nv® + s)e* + Op(€, |v)). (4.123)

Para v = 0, O.P(¢, ®(¢,0)) = 1 + 8wse* + Op(€®,0). Portanto, s = —1 implica que
10.P(e,®(e,0))] < 1es=1implica que |0.P(e, P(e,0))| > 1.
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O Teorema da Funcgao Implicita e (4.121) permitem concluir que a equagao diferen-

cial (4.76) apresenta um diagrama de bifurca¢ao como o da Figura 4.2. A curva de érbitas

periédicas nao hiperbdlicas Cypy é obtida de |0,P(e, (¢, v))| = 1 ou, equivalentemente,
por (4.2)

€0, A(e, ®(€,1))0.0(e,v) = dne* U (e, v) = 0, (4.124)
onde

Ule,v) = v+ 2(rv? + s5)e® + Op(e, |v]). (4.125)

Portanto, ¢ suficiente estudar as propriedades do conjunto W~1(0), o que resulta na

Proposicao 4.2.5.

Proposicao 4.2.5. A curva de drbitas periddicas nao hiperbélicas de (4.76) possui as

sequintes representagoes
T(e) = (se', =2s¢*) + Or(€”), (4.126)
como curva parametrizada por € ou localmente como grdfico de funcao

1
p= M) = 1 + Or(P), (4.127)

com s = +1.

Demonstragao. Basta mostrar a existéncia de uma curva e — I'(¢) no plano de pardme-

tros (i, v) € R? tal que:
C1. P(e,I(e)) = ¢
C2. 0.P(e,T(e)) = 1;
C3. 9¢P(e,I'(€)) # 0;
C4. 9,P(e,T(e) £ 0;

C5. A curva e — I'(e) pode ser representada localmente em torno do ponto (u, ) = (0,0)

como (4.126) ou (4.127).

Se a transformagao de Poincaré (¢,&) — P(e,&) = e(1 + A(e,§)) é vista como um
sistema dinamico discreto, entao os itens C1, C2, C3 e C4 garantem a ocorréncia de uma
bifurcagao sela-né genérica para £ = I'(e).

A fungao (4.125) possui as seguintes propriedades:
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B1. ¥(0,0) =0;

B2. 0.V(0,0) = 0;

B3. 0,7(0,0) = 1;

B4. 9?U(0,0) = 4s # 0, visto que s = £1.

Portanto, pelo Lema 4.2.1 existe uma fungao suave € — v = (¢€) tal que

Ve, (e)) =0 (4.128)

[(e) = @(e,9(€)) = (¢(e, ¥(e)), ¥(e)). (4.129)

Além disto, P(e,T'(€)) = € por (4.129) e 0. P(e,I'(¢)) = 1 por (4.128). Logo, os itens C1 e
C2 estao demonstrados.

Ainda pelo Lema 4.2.1, a fungao € — v = 9(¢) admite a representagao

v = 0(e) = rin + Oy(€), (4.130)
onde
O 02w(0,0)
Y= —gv00) ~ (4.131)

De (4.121) e (4.130) segue que

1= ¢(e,0) = se* + Oy(€°) (4.132)

v =1(e) = —2s€* + Oy(€). (4.133)

Assim, a curva € — I'(¢) pode ser parametrizada por € com em (4.126) e o item C5 é
verificado. Aplicando o Teorema da Fungao Implicita a funcao (¢,v) — K(e,v) =

v — () é possivel mostrar que
2 1 2
€ =—5 + O(|v|%) (4.134)
s

e por (4.121), a curva € — I'(e) pode ser localmente representada como gréfico de fungao

tal como em (4.127).
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Para demonstrar os itens C3 e C4 ¢é necessario obter a derivada segunda com relagao

a € da transformagao de Poincaré calculada em £ = I'(e),
0:P(e,T(e) = 20.A(,T(€)) + e0? A, T (e)), (4.135)
e a derivada em relacdo a p da transformagao de Poincaré calculada em £ = I'(e)
0,P(e,T(e)) = 0, Ale, T (€)). (4.136)

Levando em conta (4.94) e tomando a expansao em Taylor da funcao (0,€) — pr(6,€) (e

suas derivadas com relagdo a ) em torno de £ = I'(€) and for k = 1,2, 3,4, 5, segue que

ZP(e,T(€)) = xo + x1€ + 21!X262 + 31!x3€3 + O, (€Y, (4.137)
e

9, P(e,T(€)) = Gre+ Oc(€), (4.138)
sendo

Xo = p2(2m, &) =0, (4.139)

X1 = p3(2m,&) =0, (4.140)

Xz = pa(2m,€1) — 459, pa(27, €1) — V,upa(27, €1, (4.141)

X3 = ps(2m,€1) — 1250,p5(27, &) — 6v0,p3(27, &1), (4.142)

G = Oup1 (27, &) (4.143)

e & = (0,0). Utilizando (4.85) a (4.89) e a dependéncia continua das solu¢oes com relagao

aos parametros, resulta que

Oupr1(2m, &) = 2, (4.144)
p2(27'[',€1) = 0, (4145)
Oup2(2m, &1) =0, (4.146)
81/:02(27T7 51) = 07 (4147)
p3(2m, &) = 0, (4.148)

Dups(27,61) = 0, (4.149)
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O, ps(2m, &) = 127, (4.150)

ps(2m, &) = 2407s. (4.151)
Portanto,

O?P(e,T(€)) = 16mse® + O, ("), (4.152)

9, P(e,T(€)) = 2me + Oc(€?). (4.153)

Para e > 0 suficientemente pequeno, 9?P(e,I'(e)) # 0 and 9,P(¢,I'(€)) # 0 e a proposigao

estd demonstrada.
[ |

Os resultados anteriores mostram que (4.76) e (4.50) possuem as mesmas propriedades.
Resta agora construir o homeomorfismo.

Tome um par (pu,r) € R?, com pu > 0 podendo variar e v > 0 fixo, ou seja, o par
pertence a regiao R3 da Figura 4.2. Neste caso, (4.50) e (4.76) possuem uma tnica érbita
periddica estavel em uma vizinhanca da origem. Considere uma reparametrizagao do
tempo nas equagoes diferenciais ordinérias em (4.80), de tal forma que a equacao diferencial

ordinaria (4.81) torna-se

j@r(@, &) = R(r,0,8) = pr +vr’ + s1° + K, (r°,0). (4.154)

Assim, (4.154) possui um tempo de retorno constante e igual a 27 ao conjunto {(r,0) : r >
0, & = 0}. Além disto, através de uma transformagao linear nas coordenadas de (4.76),
o ponto de intersegdo da érbita periédica estavel com o conjunto {(z,y) € R? : y = 0}
passa a ser £ = /f. O homeomorfismo entre (4.50) e (4.76) é construido de acordo com

a Figura 4.3.

Va VA

A 18y
NPACEEN

Figura 4.3: Construgao do homeomorfismo entre (4.50) e (4.76).
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Considere a aplicagdo (x,y) € Ug — h(x,y) = (u,v) € Ugy, com h(0,0) = (0,0),
sendo Up uma vizinhanga da origem de (4.50) e Upys uma vizinhanga da origem de (4.76)
apés a reparametrizacao do tempo e transformacao linear nas coordenadas.

Tome um ponto (x1,y;) € Up e encontre um par (€, Tp), sendo Ty o tempo minimo
necessario para a 6rbita de (4.50) partindo do ponto (€, 0) alcangar o ponto (z1,y;1). En-
contre a solu¢do da equagao diferencial (4.76), com condigao inicial (¢,0), no intervalo
[0, Ty] e denote por (ug,v;) o ponto da dérbita obtida para 7 = Tj.

A aplicacao, assim construida, é um homeomorfismo que para p > 0, leva érbitas de
(4.50) em Up em o6rbitas de (4.76) em Up)yy, preservando a orientagao do tempo. Para
as demais regides da Figura 4.2, o homeomorfismo pode ser construido de modo analogo,
exceto que nao ¢ necessaria a transformacao linear de coordenadas para pontos na regiao
R;.

Os resultados anteriores demonstram o seguinte teorema.

Teorema 4.2.1. A equagdo diferencial (4.76) é localmente topologicamente equivalente,

em uma vizinhanga da origem, & equagao diferencial (4.50).

A teoria apresentada neste capitulo, mais precisamente na secao 4.1, embora 1til no
estudo de solugoes periddicas da forma normal de Poincaré-Hopf é de dificil aplicacao
a outras equacoes diferenciais em R?, mesmo empregando o teorema da forma normal

7
(ver [26]). Contudo, analisando tal teoria, é possivel extrair os aspectos essenciais para a
construcao de uma teoria de aproximacao de érbitas periédicas para equagoes diferenciais

arbitrarias em R"”, ou seja,
1) Defini¢ao apropriada para o pardmetro € em equagoes diferenciais em R";

2) Obtengao de uma aproximacao para Orbitas periddicas de equagoes diferenciais em R”,

em termos do parametro € e nas hipdteses de uma bifurcacao de Hopf;

3) Anélise da estabilidade da 6rbita periédica, mediante a teoria de Floquet e a solucao

aproximada.

Neste sentido, o préoximo capitulo aborda uma teoria de aproximagao de solugoes pe-
riodicas de equacgoes diferenciais arbitrarias em R", que quando aplicada a forma normal

de Poincaré—Hopf, recupera os resultados da segao 4.1.



Capitulo 5

Aproximacio de Orbitas Periédicas

em Campos de Vetores

No capitulo anterior o parametro e foi definido como sendo a primeira coordenada
de uma condicao inicial de um problema de valor inicial associado a forma normal de
Poincaré—Hopf. Esta definicao e o estudo da forma normal de Poincaré-—Hopf, em coor-
denadas complexas, permitiu a obtencao de uma expressao exata para a orbita peridédica
deste problema e uma forma de analise de sua estabilidade. A construcao de uma teo-
ria de aproximagao de orbitas periddicas, aplicavel a uma classe mais ampla de equacoes
diferenciais em R", requer uma nova definicao para o parametro € e o estudo de uma
equagao diferencial complexa apropriada. Tal teoria é encontrada em [13] e é generalizada
nesta segdo com uma notagao compativel com aquela utilizada em [15]. Esta é uma das

contribuigoes deste trabalho.

5.1 Introducao a Bifurcacao de Hopf

Se para o sistema dindmico (3.1) é permitido que certos pardmetros que eram con-
siderados fixos variem, entao as orbitas das defini¢des 3.1.13 e 3.1.14 podem modificar e,
conseqiientemente, podem ocorrer mudancas nos retratos de fase para determinados valo-
res dos parametros. A perda de equivaléncia topoldgica devido a variacao dos parametros
é a esséncia da teoria das bifurcacoes. Assim, o interesse na teoria de bifurcacoes é a
equagao diferencial (3.19) de acordo com a definigao 3.1.20.

Se &g € W é um ponto de equilibrio de (3.19), para & = &, tal que D f(xq,&r) nao

possui autovalores com partes reais nulas, entao, pelo Teorema da Funcao Implicita,
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existe uma vizinhanga V' C W de o € W tal que f(x(£),£) = 0, para || — &|| suficien-
temente pequeno. Portanto, para (3.19) ha uma dependéncia do ponto de equilibrio em
relacdo ao vetor de parametros. Contudo, todas as defini¢oes e teoremas da secao 3.1 se
mantém para cada & € U fixo, conforme a definigao 3.1.20.

Do que foi discutido, se g € W é um ponto de equilibrio hiperbdlico de (3.19) para
¢ = &, entao, pelo Teorema da Fungao Implicita e pela continuidade, (§) € W é um
ponto de equilibrio hiperbdélico para || — &|| suficientemente pequeno. Os retratos de fase
na vizinhanga de (&), para ||§ — &|| suficientemente pequeno, sdo topologicamente equi-
valentes. Entretanto, grandes variagoes de £ € U podem originar mudancas significativas
no retrato de fase de (3.19), como mudanga na estabilidade local de pontos de equilibrio,
surgimento ou desaparecimento de pontos de equilibrio e orbitas periddicas e o apareci-
mento de fendmenos globais como lagos homoclinicos e heteroclinicos. Isto leva a uma
perda de equivaléncia topoldgica entre os retratos de fase que é denominada bifurcacao.

As bifurcagoes tratadas neste trabalho sao locais, isto é, aquelas que podem ser estu-
dadas através de pontos de equilibrio de (3.19) e autovalores da parte linear da aplicacao
associada a equacao diferencial e cuja andlise envolve a expansao em série de Taylor de
(3.19). O foco ¢é o estudo da bifurcacao de Hopf de codimensao um e codimensao dois. O
leitor interessado pode encontrar a defini¢ao de codimensao de uma bifurcagao em [33].

A bifurcacao de Hopf, por ser uma bifurcacao local, pode ser entendida com o auxilio
de dois teoremas: o teorema da variedade central e o teorema da forma normal que podem
ser encontrados em [26] e [33]. Estes teoremas desempenham um papel importante no

estudo de bifurcagoes.

Definig¢ao 5.1.1. Um ponto & € U é denominado uwm ponto de bifurca¢io de (3.19), se
para toda vizinhanga U C U de & € U, existirem &,& € Ug, tais que ' = f(x,&) e

x' = f(x,&) nao sio topologicamente equivalentes.

Para o estudo da bifurcacao de Hopf, suponha que (x¢(£),£) € W x U é um ponto de
equilibrio de (3.19), ou seja, f(xo(&),&) = 0.

Definigao 5.1.2. Um ponto de equilibrio (xo(&o),&) € W x U, com & = (uo,v), €
chamado um ponto de Hopf de codimensio um, se a parte linear da aplica¢io (x,&) —
f(®,€), calculada em (xo(&o), &) € W x U e denotada por A(&o) = D f(xo(&o), o), possui
autovalores A e X, com A(&) = (&) + in(6), 1) = 0, n(&) = wo(v) > 0 € nenhum
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s

outro autovalor com parte real nula e o primeiro coeficiente de Lyapunov, 11(&) € R, €

nao nulo.

O primeiro e segundo coeficientes de Lyapunov serdao definidos em um momento opor-

tuno. Neste capitulo, a transversalidade desempenha um papel importante.

Definicao 5.1.3. Um ponto de Hopf transversal de codimensdo um é um ponto de Hopf

de codimensao um, (xo(&o),&0) € W x U, tal que

au7(§0> # 0, (5.1)
para todo & € U.

Quando [;(&) = 0, para & = (o, ) € U, ha a possibilidade de ocorréncia de bifur-

cagoes de Hopf de codimensao dois.

Definicao 5.1.4. Um ponto de Hopf de codimensdo dois é um ponto de equilibrio
(o(&1),&1) € W x U, sendo & = (uo, o), que satisfaz a defini¢io de um ponto de Hopf
de codimensao um, exceto que l1(&1) = 0. Além disto, satisfaz uma condicao adicional, o

sequndo coeficiente de Lyapunov l3(&1) € nao nulo.

Definicao 5.1.5. Um ponto de Hopf de codimensdo dois € transversal se os conjuntos

7710) e I71(0) se interceptam transversalmente ou, equivalentemente, se a aplicacio &

(7(€), 1(§)) € regular em § = &

A condicao de transversalidade tal como na definicdo 5.1.5 é equivalente a

a;ﬁ(ﬁl) 31/7(51)
Det # 0. (5.2)

Oul1(§1) O0uli(&1)

Devido aos resultados da se¢ao 4.1, o estudo da bifurcagao de Hopf de codimensoes um
e dois requer a expansao em série de Taylor na variavel &, em torno de * = xg e até os
termos de ordem 5, da aplicagao (x,&) — f(x,§). Através da translagdo T = & — x(§) e

mantendo a notagao anterior, ou seja, ® = x, defina

Fx,§) = f(x 4+ x0(£),£), (5.3)

Agora a aplicagao (x,§) — F(x, &) possui expansao em série de Taylor na variavel x,

em torno da origem e até os termos de ordem 5, da forma

Pl §) = f@o(©).6) + X gD F(@o(@). @ @) + Op(el® Jel). 6



7

com x’ = (2,2}, ..., 27) R paraj=1,.... ke

ok k :
D f(en(©). (e h) = 5 (wnle) 4 Torate) (55)

t=0

sendo t = (t1,...,t) € RE.
A aplicagao linear Df(xo(£),§) : R — R™ da definigdo 3.1.8 é obtida empregando
(5.5) com k =1, ou seja,

= AOx". (5.6)

t1=0

DA (@0(€).€) = -1 (o(€) + i)

Utilizando (5.5) e a notagao de [15], segue que

F(x, &) = A()x + ;B(a}, x, &)+ éC(w, x,z, &)+ 214D(a:, x,x,x, )+

1 (5.7)
—F 6
120 (ZC,CU,%,.’B,SU,&) + OF(HZU” 75)7
com
n 82
;1 On; O, —0
n 83
Ci mayauvf = 7F‘Z 7775 TiYrUy, 5.9
( ) el anjankanl ( )nzo Ve ( )
n 84
Di a:,y,u,v,£ - —E 7775 LYW Ur, 5.10
( ) j,k%zl On;OnOmon, ( >,]0 JoE (5.10)
n 85
Ei(x,y,u,v,w,§) = Fi(n, & T YU Uy Wy, 5.11
( )= e Ormandny, )|y o1y

as componentes das funcoes multilineares simétricas B = D?f, C = D3f, D = D*f e
E =D parai =1,....n. Em (5.8) a (5.11), z = z', y =2 u =23 v =a*¢
w = x°.

As préximas secoes tratam da generalizacio dos resultados da secdo 4.1 para R? e R”,

utilizando as defini¢oes e conceitos desta secao.

5.2 Aproximacio de Orbitas Periédicas em R?

A teoria desenvolvida ao longo desta secao aproxima orbitas periddicas que surgem
em decorréncia de uma bifurcagdo de Hopf. Assim, alguns resultados da teoria sobre

bifurcagdo de Hopf em R?, apresentados em [15], serdao empregados nesta secao.
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Considere a equacao diferencial

2 = f(,¢), (5.12)

com f: WxU — R* W C R? um aberto em R?, f € C®*(WxU,R*) eé = (u,v) € U C R?
o vetor de pardmetros. Seja (xo(£),£) € W x U, um ponto de equilibrio de (5.12), ou seja,
f(xo(§),€) = 0, para todo £ € U. Sendo A(§) = D f(xo(£),E), a parte linear da aplicagao
f: W x U — R? calculada em (x9(£),€), entdo (5.12) pode ser reescrita como

' = Az + G(x,§), (5.13)

com (x,§) — G(x,§), uma aplicagdo suave com expansao em série de Taylor na variavel
x e em torno da origem, iniciando nos termos de ordem 2 no minimo.
Suponha que A(E) = D f(xo(€), &) possui autovalores A e X, com \(&) = (&) + in(&).

Em termos das componentes da matriz A(§), se

A(g) = ( “a(l) arald) ) : (5.14)
az,l(f) az,z(f)

entdo resulta do polindémio caracteristico de (5.14),

P(X\) = A% — Tr(A(€))N + Det(A(€)), (5.15)
que
1 1
(€)= gTr(A(f)) = 5(%,1(5) + az2(€)),
n(€) = 5 y/ADet(A(E)) — (Tr(A(Q)))% (5.16)

= ;\/4(%,1(5)@2,2(5) —a12(&)az1(€)) — (a1,1(€) + az2(£))*

Visto que a 6rbita periédica (ou mais precisamente a familia de érbitas periddicas) a ser
aproximada, por hipdtese, surge a partir de uma bifurcacao de Hopf, suponha também que
para § = (o, v) € U (ponto de bifurcagao), y(§o) = 0, 9,7(&) # 0 € 1(&o) = wo(v) > 0.
Nao ha perda de generalidade em considerar que x((§) = 0, para todo £ € U, (0,0) € U e
1o = 0. Basta efetuar uma translacdo do ponto de equilibrio e do parametro critico para
as respectivas origens e ajustar de maneira conveniente os conjuntos W C R? e U C R2.

Seja ¢(£) € C?, o autovetor associado ao autovalor A(€) e seja p(¢) € C?, o autovetor

adjunto associado ao autovalor \(€), satisfazendo

A(€)q(&) = A(€)q(8), (5.17)
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A(€)"p(&) = NEp(€), (5.18)

e a normalizacao,

(). () = SR Oale) = 1, (5.19)

sendo (-, -), o produto interno em C?.

Decorre das definigdes de ¢(&) e p(€) que

(). 7(6)) = <p<5>, @A<<>q<s>> - A(lg)@@), A©)7(E))
1 N G ~
= 5 AP TO) = 5 ROP(E). ) (5.20)
_ A9 _
= X6 (p(&).q(8))
Portanto,
_ MO ey
(1-39) o) aten o (521)

e ja que, para ||€ — &|| suficientemente pequeno, 7(£) > 0 e A\(€) # A(£), a tnica possibili-
dade ¢ (p(€), 7(€)) = 0.

Da andlise anterior resulta que o conjunto {q(¢),q(£)} é uma base de C?. O subespago

de C?, definido por
Rf = {(w,y) € C*: x,y € R*, y = 0}, (5.22)

é isomorfo ao espago vetorial R?. Tendo em conta o isomorfismo existente entre R? e R3,
se (x,0) € RZ, entao a notacdo utilizada ¢ x € R% Assim, todo vetor € R? pode ser
representado de maneira inica como combinagao linear dos elementos de {¢(£),q(§)}, ou

seja, existe um z € C tal que
x = 2q(£) +Zq(8). (5.23)
E facil ver, a partir de (p(€),(€)) = 0, que
z = (p(§), ). (5.24)

Os resultados (5.23) e (5.24) permitem escrever (5.12) como uma equagao diferencial

complexa.
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Proposigao 5.2.1. A equagao diferencial (5.12) pode ser escrita, para ||€ — &l suficien-

temente pequeno, como
7= g(z,z, 5)7 (525)
sendo g € C*(CxCxU,C) e

9(2,2,§) = A&z + (p(€), G(24(&) +74(£), €))- (5.26)

Demonstragao. Basta diferenciar (5.24) em relagao a t e utilizar (5.13), pois

2= (p(§),x)
= (p(&), A(§)= + G(x,¢))
= (6), AQ)=0(8) + 7T(E) + Glza(6) +77(6), ) 5o
= (p(§), zA(§)q(§) + ZA(£)a(§) + G(zq(§) +Zq(§),£))
= (p(&), 2M€)aq(&) +ZA&)a(€) + G(zq(§) +7q(),€))
= ME=z(p(&), (&) + A&z (p(£), a(&)) + (p(§), G(24(§) +74(€), £))-
Logo, de (p(£),q(£)) = 1 e (p(£),q(§)) = 0,
2 =g(2,7,§) = A&z + (p(§), G(2q(§) +7q(§), £))- (5.28)
[ |
A aplicagao (z,%,&) — ¢(z,7z,&) possui série de Taylor formal,
- S| k=i
9(2,2,§) = A§)z + 1;22212—(:) mgkfm(g)z z, (5.29)
h-i6) = s ), Gea(€) + 70(6), 6| (5.30)
k=23..¢j=0,. ..k
Os coeficientes gi—;;(§), k =2,3,... e j =0,...,k s@o essenciais no método de apro-

ximacao de oOrbitas periddicas. Uma maneira mais simples de calcular estes coeficientes,
alternativa a (5.30), é através das fungoes multilineares simétricas apresentadas se¢ao 5.1.

E facil mostrar de (5.28) e

B(zq(&) +7q(£), 2q(§) +zq(§), §) = B(q($),
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que,

92,0(5) = (p(§), B(
91.1(&) = (p(&), B(q(£),7(¢), ), (5.32)
90.2(&) = (p(§), B(@(£).q(£)), &)

)

—~
I
~—
2

—~
I
~—

De modo andlogo, para a fun¢ao multilinear simétrica (x,y, u,§) — C(x,y,u,§),

93,0(&) = (p(£), C(q(§), q(£), 4(£). €)),
92,1(&) = (p(€). C(a(§). 4(£),a(§). €)), (5.33)
912(&) = (p(§). C(q(§). (), a(§). €)),
903(§) = (p(€), C(@(€),a(§),a(§). €))

e, assim por diante, para as demais func¢oes multilineares simétricas.
Essencialmente a teoria de aproximagcao de oOrbitas periddicas de [13], consiste em
construir uma aproximagao para a érbita periédica da equagao diferencial complexa (5.25),

a partir da solucao da equagao diferencial linear,

2 =XN¢)z (5.34)
e para & = &. Esta equacao diferencial linear possui solugao,

2(t) = 29O, (5.35)
com zg € C. Para £ = &, segue que

2(t) = zoe oWt (5.36)

e fazendo a mudanga no tempo s = wy(v)t, esta solugdo é peridédica de periodo 27 na
variavel s. Para formalizar o método considere, como na segao anterior, as fungoes (€, v) —

= o¢(e,v) e (6,v) — w(e,v) e a mudanga de coordenadas e do tempo
Z(t) = w<37€7 V)? s:w(e, V)ta w(fO) :wO(V)> (537)

co1m

1

EZ%

2 .
/ e “w(s, e, v)ds. (5.38)
0

Embora possa parecer estranha, a definigdo (5.38) mostra que o pardmetro € pode ser
visto como o primeiro coeficiente da série de Fourier da funcao (s, €,v) — w(s, €,v), a qual

¢é periodica de periodo 27 na variavel s. Métodos, como o balanco harmonico, utilizam
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séries de Fourier no entendimento de soluc¢oes periddicas de equagoes diferenciais, sendo o
primeiro coeficiente ou primeira amplitude da série de Fourier, um parametro importante
em tais estudos. O leitor interessado na teoria de balang¢o harmonico poder recorrer a [14],
23] ou [27].

Note que pardmetro €, tal como definido em (5.38), é um nimero complexo, ou mais
precisamente, uma fun¢ao complexa cuja variavel independente é v. Contudo é possivel,

através de uma mudanca de variaveis, considerar o parametro ¢ como um nimero real.

Como,
i 1 2m ) J
_ et = L [T s e ), 5.39
€e=ce 27?/0 e “w(s, e v)ds (5.39)
segue que
€_i¢ 2 . 1 2 .
e=lel = / e "w(s,e,v)ds = —/ e~ T y(s, e, v)ds. (5.40)
2w Jo 2m Jo

Assim, fazendo a mudanga de varidveis u = s + ¢ em (5.40) e definindo
(u,€,v) — w(u,€,v) = wlu — ¢,€,v) (5.41)

resulta que

_ 1
o

27+ . 1 2m .
/ e Mw(u — ¢, e, v)du = —/ e "w(u, e, v)du, (5.42)
¢ 0

e =l S or

ja que a fungao (u, €, v) — e ™“w(u, €, v) é periddica de periodo 27. Portanto, por (5.42),
o parametro € tal como definido em (5.38) sera considerado real.

A mudanga no tempo s = w(e, v)t é fundamental, ja que o periodo da orbita peridédica
de (5.25) é desconhecido e, assim, a mudanga no tempo serve justamente para fornecer

uma aproximagcao, de periodo conhecido 27, para a 6rbita periddica de (5.25). Se (e,v) —

T'(e,v) denota o periodo da drbita periddica t — z(t), entao

(5.43)

Em outras palavras, o conhecimento da fungao (€, v) — w(e, v) determina completamente
o periodo da érbita peridédica de (5.25).
Mediante a mudanga de coordenadas e no tempo (5.37) e aplicando a regra da cadeia,

a equagao diferencial complexa (5.25) é reescrita na forma

w(e, I/)jsw(s, 6,v) = g(w(s,e,v),w(s,e,v),d(ev),v). (5.44)
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Aproximagoes para as fungdes (s,€,v) — w(s,e,v), (e,v) — pu = ¢(e,v) e (e,v)

w(e, v) sdo obtidas através de (5.44) e das séries de poténcias formais

w(s, €,v) . we(s, V)
$(e,v) = kZ | ) | (5.45)
w(e,v) — wo(v) - wi (V)

Uma propriedade dos termos da seqiiéncia { w(s, V) }ren, muito utilizada nesta teoria de
aproximacao de drbitas peridédicas em R?, é obtida na Proposic¢ao 5.2.2. Tal propriedade
esté associada a possibilidade de interpretar a defini¢ao (5.38) do pardmetro € como uma

aplicagao linear

[]: W — R
1 g (5.46)
W [w]:—/ e “w(s, e, v)ds,
2m Jo
com
W={w:RxRxR—-C:welC*RxRxR,C)}. (5.47)

A aplicagao linear (5.46) decorre de um produto interno em um espago vetorial de

funcoes apropriado. Isto ficara claro na proxima segao.

Proposicao 5.2.2. Cada termo da seqiiéncia {wy(s,v)}ren satisfaz

1o 1, k=1
[wy] = 2—/ e Cwy(s,v)ds = (5.48)
m Jo 0, k=23 ...

Demonstracao. A demonstracao é consequéncia imediata da definicdo da aplicacao linear

w +— [w] e da série de poténcia formal na varidvel € da funcao (s, ¢, v) — w(s,¢€,v), pois

1 2 .
€= 2—/ e “w(s, e v)ds
7 Jo
o 1 m —1is - 1 k d
= %/0 e ,;Hwk(s’y)E s
o 1 /1 jer (5.49)
=> = (/ e “wg(s Z/)ds) e*
gk \2r Jo e
> 1
= Z *[’U}k]&k.
i !
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Os termos das seqiiéncias {wg(s, V) bren, {e(V)}ren € {wp(V)}ren s@0 determinados
por meio de um processo que envolve a analise das poténcias em e obtidas em virtude
da substitui¢do de (5.45) na equacao diferencial (5.44). Observe que, para k = 2,3,... e
j=0,...,k, aobtencao dos coeficientes das poténcias em € requer a expansao em série de
Taylor na variavel € e em torno da origem da composicao (e, ) — gx_;i(¢(€,v),v). Tal
como na se¢do 3.2, a expansao em série de Taylor na variavel €, em torno da origem e até

os termos de ordem 5, é da forma
e (06, 0),) = 01y (60) + 1)y (@) + 5 (12(V)Ouicss )+
()01 15(60)) € + = (1s(1) 0y (E0) +
B (1) 12 (V) P gi— 5 (€0) + (V)2 Dogn—s5(&) )+
1 (130)0,0155(60) + 32020 E0)
4 () 12(V) D55 (60) + 611 ()2 112(V) g 5(60)+ (550)
(0001 15(60)) € + 50 (50 (6o)+
(10p2(v) 3 (V) + 5p1 () 114 (V) Oregi .5 (€0) +
(U521 ()12 () + 10712 (v)p3(1)) 35 s 5 (€0) +
10p1 (V) 12(V) D15 (o) + 1. (V) Dgi—1.5(0) ) € + Oy (€%, v),

o mesmo valendo para a composicao (¢,v) — A(o(€,v),v) = v(p(e,v),v) +in(P(e, v),v).

O coeficiente do termo em € conduz ao problema de contorno,

wi(s,v) —iwy(s,v) = 0,

(5.51)
wi(s,v) = wi(s+ 2m,v).
A solugdo da equagao diferencial em (5.51) é
w (s,v) = Cre”, (5.52)
e como pelo Proposicao 5.2.2; [w;| = 1, decorre que
1 = [w] = [C1e”] = C1[e*] = C, (5.53)

Logo,

w (s,v) = e, (5.54)
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que ¢ uma funcao peridédica de periodo 27 na variavel s.

Na realidade, os termos da seqiéncia {w (s, V) }ren s@o solugoes de certos problemas
de contorno, que aparecem quando da substitui¢ao de (5.45) na equacao diferencial (5.44)
e que envolvem os termos de {px(v)}ren € {wi(V)tren. Para k = 1,2,. .., este problema
de contorno ¢é da forma,

W1 (8,V) — i1 (8, v) = Hipa (8, pe(v), wi(v)),
(5.55)

Wet1(8, V) = Wit (s + 27, v),
sendo que Hyi1(s, up(v), wi(v)) = Hiy1(s + 2w, up(v), wi(v)).

O teorema a seguir garante a existéncia de solugoes para o problema de contorno (5.55).

Teorema 5.2.1. Para cada k = 1,2,..., o problema de contorno (5.55) admite unica

solugao se, e somente se, [Hy1] = 0.

Demonstragdo. Para k = 1,2,... fixo, suponha que (s,v) — @g1(s,v) é solugdo de
(5.55). Logo,

1

2 . ] 1 27 s
%/0 oS (tp;H_l(S?y) —190k+1(3,1/)) ds = %/0 e “Hy1(s, p(v),w(v))ds (5.56)

e integrando por partes o membro esquerdo de (5.56) segue que [Hy.1] = 0.
Suponha agora que [Hypy1] = 0 para k& = 1,2,... fixo. A solugdo geral (s,v)

vr+1(s,v) da equagao diferencial em (5.55) ¢ da forma

Ypt1(s,v) = €is¢§+1 + €is/0 e_iCHk—H(Cu (), wi(v))dC (5.57)
k+1 _

com @™ = ¢;1(0,v). Esta solucao serd periédica de perfodo 27 se pr41(0, ) = @b

Pr41(2m, 1), ou seja, se

2 .
80k+1(07V> = 80k+1(2777 V) = @’8“ +/0 671(Hk+1(C7Mk(’/)wk(V))dC

(5.58)

= " + 27 [Hi -
Assim, utilizando a hipdtese [Hyi1] = 0, resulta que pri1(s,v) = prii(s + 2m,v) e,
portanto, para cada k = 1,2,... fixo, a funcdo (s,v) — @ry1(s,v) é solugdo do problema

de contorno (5.55).
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O teorema anterior permite concluir que, para k = 1,2,..., a solugao do problema de

valor inicial (5.55) é da forma
W1 (s,v) = e“whtt + eis/o e Hy1 (¢ pn(v), wi(v))dC, (5.59)

com as condigoes [Hyi1] =0 e [wyy1] = 0.
Continuando o processo e utilizando o resultado (5.54), o coeficiente do termo em €
fornece o problema de contorno,

wy(s,v) —iwy(s,v) = Ha(s, pa (v), wi(v)),
(5.60)

w2(87 V) = w2(5 + 27T7V)7

co1m

1 ! —2is
() (62 92.0(&0) + 291.1(&0) + €4 go2(&0)+ (5.61)

26 (1 () A (&) — ien (1))

Hy(s, i (v),wi(v)) =

Aplicando o Teorema 5.2.1 a funcao (s, py(v),w1(v)) — Ha(s, u1(v),w;(v)), resulta que

[Hs] = p1(v) (0, (&o) + i0um(&o)) — iwr(v) =0 (5.62)

e separando as partes real e imaginaria de (5.62), segue que 1 (v) = 0 e wy(v) = 0. Nestas
condicoes, o Teorema 5.2.1 garante a existéncia de solugao para o problema de contorno

(5.60), a qual é dada por

wy(s, V) <3€2i892,0(€0) —691,1(&) — e_zisgo,z(fo))- (5.63)

" Biwo(v)

3

Para o coeficiente do termo em €°, resulta o problema de contorno,

wh(s,v) —iws(s,v) = Hs(s, p2(v),wa(v)),

(5.64)
ws(s,v) = ws(s+ 2w, v),
Ha(s, 120 a(v)) = w(jy)<H§(§0)€3i3+H§(50)6i8+H31(50)6is+H33(§0)€3is>7 (5.65)
sendo
H;(&) = ;93,0(50) - igzz((i(;) - i91,1(j<()))(gyo),2(§o)7 (5.66)

Hy(&) = pa(v)3pA (&) — iwa(v) + G21(&0), (5.67)
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H (&) = Qiil(,:(f)o)? N igz,o(fj)())(f)l,l(fo) (&) + igz,o;i)jé]g)z(fo)_
2i g0,2(£0)71,1(&0) (5.68)
wo(v) ’
Hy?(&) = ;90,3(60) 4 éfﬁjfﬁ’f(&)) LY O’Q(iz)(gj)"(&)) (5.69)
e 0 coeficiente Ga (&) definido como
G (&) = i92,0(&0) 91.1(60) + wo(1)g2,1(&0)  2i[g11()]* l'|90,2(50)|2' (5.70)

wo(v) wo(v) 3wo(v)
Compare a notacao de (5.70) com (4.6). Pode-se mostrar que para toda equagio

diferencial em R? na forma normal, o coeficiente G1(&y) é calculado como em (5.70).

Basta ver [15].

Definicao 5.2.1. O numero real

li(&) = ;Re(Gzl(ﬁo)) = Re(ig2,0(&0) 91,1(&0) + wo(v)g2,1(&0)) (5.71)

L
2wy (V)

¢ chamado primeiro coeficiente de Lyapunov.

Computando [Hs], segue que

[H3] = p2(v)(0,7(&0) +i0,m(S0)) — iwa(v) + G21(&0) = 0, (5.72)

e separando as partes real e imaginaria, resultam

~_ Re(G21(%))
pa(v) = o(E) (5.73)
wa(v) = Im(G2,1(&)) + p2(v)dun(o)- (5.74)

Uma vez determinados os coeficientes o (v) e we(v), a solugao do problema de contorno

(5.64) ¢é da forma

= 4%1(”)2 (w3 (£0)e™ + w3 ' (&0)e™™ + wy 3 (&)e™), (5.75)

ws(s,v)
com
w; (&) = —6g2,0(€0)* — 2iwo(1)g3,0(€0) — 291,1(£0)F0.2( o), (5.76)

wy (&) = —12g1,1(£0)? — 675,0(€0)91.1(&0) + Giwo () g1,2(E0)—

240,2(£0)92.0(§0) + 12902(80)71.1(%0),

(5.77)
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wy (&) = iwo(1)g0,3(&0) — go.2(€0)91,1(€0) — 390,2(£0)T,0(E0)- (5.78)

O problema de contorno,

wy(s,v) —iwy(s,v) = Hy(s, us3(v),ws(v)),

(5.79)
wy(s,v) = wy(s + 2m,v),
(s palohn) = s (@) + Hi@)e® + Hlee + Hie) +
’ (5.80)

H72(6g)e 2 + H4-4<so>e—4is) |

estd associado ao coeficiente do termo em e*. Os coeficientes H{ (&), HZ(&), H} (&),

HY(&0), Hi? (&) e Hi* (&) sdo dados por,

992,0(&0)? 2ig3,0(£0)92.0(&0) 7o, 1(£0)F0.2(€0) 92, o(fo)

Hf(fo) ==

dw(v)? wo(V) Ao (v)?
9o, 2(50)90 2(50) 192,1 (50)90,2(50) 191,1 (50)?0,3(50)
12w (v)? 47 40(50) 2w (V) a 4wy (V) - (58D
91,1(£0)70.2(0)71.1(§0)
4w (v)? 7
9 - 7?0,2(50)91,1(50)2 392.0(£0)%91.1(%) 3?1,1(50)291,1(50)
Hi(%) = 2w ()2 B 2w (v)? B wo(v)? +
5i195,0(£0)91,1(0) n 392,0(£0)71.1(0)91,1( o) B 3@1,2(50)91,1(50)_
2wo(v) 2wy (v)? 2wo(v)
9o, 2(50)92 o((i(;)zgl 1(50) 4 9371(50) B lgl,z(jo)(gy(;,2(§o)+
-0 | B o - (5.82)
9, 2(50)92 0(£0)902(80)  igo, 2(50)9 3(80)  3ig21(0)711(80)
4wy (v)? wo(v ) wo(v)
)92,0(€0)0uv(&0)

590,2(50)90 o 0)91 1(&0) n 3W2(
4w (v)? 2wo(v)

3/12( )922035?0))3;17)( )_i_;m(y)augz,o(fo),

Hj (&) = p3(v)0u\(&) — iws(v), (5.83)
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HOE,) = _692,0(5251),21(50) N 691,1(5325;,21(50) N 6igz,1fio<)li})1,1(5o)+
1990,2(£0)70,2(£0)91,1 (o) N 3ip12(1)91,1(£0) 9y (&0)
6wo ()2 wo(v)
312(1)91,1(€0)9un(€0)  690,2(80)71,1(S0)? n §g22(£ "
<o) ol 2 (5.89)
i90,2(£0)93,0(€0)  90,3(€0)F0,2(§0)
2wo(v) 2wy (V)
6791,2(£0)71.1(€0) . 390,2(80)920(80)71.1 (§0) 3i90,2(§0)§172(§0)+
wo(v) 2wy (v)? 2wy (V)
3192’12(52)(9;’0(60) + 3p2(¥)9u91,1(%0),
oy 3911(80)°  9920(60)911(60)*  372.0(80)%91,1 ()
Ay (&) = wo(v)? 2w (v)? 2w (v)? +
9ig1,2(£0)91,1(&) 1190,2(50)92,0(50)91,1(50)+
2wp(v) dwo(v)?
1190,2(502)5(1],(1V(§8)91,1(50) N 193,();%0)(9;,)1(50) T grs(éo)+
i90,3(£0)92.0(&0) . 2190,2(£0)92,1(&0)
4wy (V) + wo(v) + (5.85)
90.2(0)°Fo2(&0) _ 3190,3(£0)71.1(&o) n 3’i91,2(§0)§2,0(50)_
3w (v)? wo(v) wo (V)
390.2(60)92,0(€0)T2,0(0)  390.2(§0)71,1(€0)F2,0(60)
4wo(v)? + wo(v)? +
3itta(v)g02(60)0,7(80) _ 3p2(v)90.2(60)0un(So)
2wy (V) 2wy (V)
2 ()2, 0(60),
iy 920(80)902(80)%  F11(80)902(80)?  911(60)g02(60)
H) = =000 2 dw)
9G2.0(£0)%902(&0) N i912(£0)902(&0) 591,1(50)52,0(50)9072(50)+
4wy (v)? 2w (V) 4wy (v)? (5.86)
Zgg,oéi)jé]yo,)z(ﬁo) + igo,zx(fo) + 290’3513)3?;’)1 (&))-F
3ig0,3(§0)F2,0(60)
2w (V) '
De [H,], resulta que
[Ha] = p3(v)(9u7(&0) + 10,m(&o)) — iws(v) =0, (5.87)

cujas partes real e imagindria, fornecem p3(v) = 0 e ws(v) = 0.
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De posse dos coeficientes p3(v) e ws(v), a solugdo do problema de contorno (5.79) é

wi(5,9) = o (@) + w €)™ + uf(€o) + wEo)e >+ -
w4_4(§0)€_4i5),
sendo
wi (&) = 135ig2,0(&0)” — 120wo (1) g3,0(§0) 92,0 (o) +
1052411 (£0)70.2(€0)92,0(S0) + 5igo,2(£0)Fo.2(§0)*—
153w ()% 94,0(§0) — 30wo(¥)g2,1(§0)Fo.2(60) —

15w0(1)91,1(80)70,3(80) + 15i91,1(£0)70,2(€0)F1.1 (o)

(5.89)

wi(€o) = —180igs1(o)wo(v)? — 270ip2(v)0pug2,0(§0)wo () *+
45091,1(£0)93,0(§0)wo(¥) — 180g1.2(£0)Fo,2(§0)wo (¥) —
450.2(€0)T0,3(€0)wo (V) — 540921 (€0)71,1 (o) wo (V) —
27091,1(80)1.2(€0)wo () + 270112(1) 92,0 (€0) Dy (S0 )wo (V) +
270i12(v)g2,0(80) u(€o)wo (V) + 270ig11(§0)g2.0(60)*+
540ig1,1(€0)71,1(§0)* — 630ig1.1(£0)*Fo.2(60) —
45ig0,2(§0)92.0(£0)F0,2(§0) — 270ig1,1(§0)92,0(80)F1 1 (€0)+
225i90.2(£0)90.2(60)71,1 (§0) + 90ig1,1(£0)Fo 2(€0) 2,0 (€0),

wy (&) = 270iga 2(§o)wo(r)? + 540ip2()0pg1,1(€o)wo (V) —

(5.90)

1080g1,1(£0)92.1(§0)wo () = 90g0,2(§0)g3,0(€0)wo (V) +
9090,3(80)70.2(S0)wo (V) + 1080g1,2(€0)F1 1 (§0)wo (v)+
27090,2(0)91 2(§0)wo (¥) — 270g2,1(§0)F2,0(E0)wo (V) —

5402 () 91,1 (§0) 9y (§o)wo(v) — 540ip(¥)91,1(80) Dun(§o)wo (v) —
1080ig0,2(€0)71,1(€0)* — 1080ig1,1(€0)*g2.0(60)+
570ig0.2(60)91.1(60)F0.2(0) + 1080ig1,1(60)*F11 (S0)+

270ig0,2(£0)92,0(£0)71.1(60),

(5.91)
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w2 (&) = —180ig11(&)® — 2705,(€0) 91,1 (€0)* — 90igs,0(&0)% 91,1 (S0) —
270wo(v)g1,2(§0) 91,1 (€0) — 165190,2(§0)g2.0(€0) 91,1 (€0) +
330ig0,2(0)71,1(80)91,1(§0) — 30wo(¥)F5.0(S0)g1,1(S0) +
60iwo (1) g1,3(€0) — 15wo(¥/)g0,3(€0)g2.0(€0) —
120wo(¥)g0,2(£0) 92,1 (€0) + 20ig0,2(£0)*To 2 (€0)+ (5.92)
180w (¥)903(£0) 1,1 (€0) — 180w (¥)91.2(£0)2,0(€0) —
45ig0,2(€0)92,0(£0)F2,0(€0) + 180ig0.2(60)F11(€0)F2,0(60) —
902 (v )wo(¥)go,2(80) 9y (€0) — i (v)wo () go,2(80) Dun(§0)+
9012 (v)wo () Ougo 2 (6o),

wi (&) = 9igoa(€o)wo(v)? — 990,3(€0) 91,1 (€0)wo(v) — 18902(€0)g12(Eo)wo (V) —

5440,3(£0)Ta,0(€0)wo(v) — 1890.2(£0)T3.0(€0)wo — igo.2(€0)g1,1(€0)*—

(5.93)
81ig0,.2(£0)G2,0(60)* — 3ig0,2(60)*92.0(&0) — 18ig0.2(£0)°T11(0) —
45i90.2(£0)91,1(60)F2,0(€0)-

Para o coeficiente do termo em €, tem-se o problema de contorno,
wy(s,v) —iws(s,v) = Hs(s, pa(v), wa(v)),
(5.94)
ws(s,v) = ws(s + 2w, v).
Neste caso, a fungao (s, ua(v),ws(v)) — Hs(s, pa(v),ws(v)) é da forma
5 . : .
Hs(s, ia(v), wa(v)) = —— (HE(&)e™™ + H3(&)e* + HE (&o)e™+
wo(v) (5.95)

Hy ! (&)e™™ + Hz *(So)e™ + H *(§o)e ™),

sendo
o 6i92,0(50)4 2993,0@0)92,0(50)2 229i91,1(50)?0,2(50)92,0(50)2
H3 (%) = wo(v)? 3wo(v)? * 30wp(v)3 i
11i90,2(§0)§0,2(50)292,0(50) _ 7i94,0(fo)92,0(50)_
18wp(v)3 3wo(v)

2592,1(£0)90,2(80)92.0(60)  6191.1(80)70,3(€0)92,0(S0)

6wo ()2 30wo ()2 i




H3 (&)

92

113g1.1(£0)T0.2(£0)71.1(£0)92,0(60) B i93.0(&0)?
6wy (V)3 wo(v)
11ig1,1(£0)°G02(0)*  912(60)F0.2(80)* | 191,1(£0)F0.2(§0)F1.1 (o)
15wy (v)3 3w (v)? Swo(v)?
1 2691,1(§0)93,0(60)90,2(0)  2193,1(§0)G02(§0)

595,0(50) Bl 15wp(v)? 3wo (v

i92,1(0)F0.3(60) B 90.2(€0)F0,2(€0)F0,3(E0) B i91,1(£0)F0.4(60)
2w (V) 6wo ()2 Swo (V)
i90.2(£0)F0.2(60)*F1.1 (&) B 92,1(80)02(60)71.1(&0) B
6wo(v)? 2w (v)?
911(£0)90,3(0)71.1 (&) 291,1(50)?0,2(50)?1,2(50)+
Swp(v)? Swp(v)?

i91,1(£0)70 2 (50)2%,0 (€o)
15wp(v)? ’

_I_

+

+ (5.96)

12ig11(&0)g2.0(&0)*  11ig0,2(60)F0,2(€0)920(60)?
wo(v)? Swo(v)3
13ig1,1(£0)71,1(€0)92,0(60)° L 12415(¥) 92,0 (£0)* 0,7 (§0)
wo(v)? wo(v)?
12ip19(1)g2,0(€0)*0un (o) N 24ig1,1(£0)71.1(60)?92.0(€0)
wo(v)? wo(v)?
5591,1(50)93,0(50)92,0(50) _ 10@93,1(50)92,0(50)_
3wo(v)? wo(v)
67ig1.1(£0)*To0,2(60)92.0(€0) ~ 991.2(£0)90.2(80)92,0(&0)
3wp(v)? wo(v)?
11g0,2(€0)90,3(60)920(80)  2792,1(§0)91.1(§0)g2,0(&0)
Swp(v)? wo(v)?
10790,2(£0)F0.2(£0)F1.1(§0)g2.0(60)  1391,1(€0)F1.2(80)92,0(60)

_|_

+

+

(5.97)

(
wo()? wo(v)?
4ig1,1(£0)90.2(80)92,0(60)920(S0)  12ip15(1)0ug2,0(60) 92,0 (o)
wo()? wo(v)
4ig1,1(£0)71.1(&0)? B 90.3(60)F0.2(60)”
wo(v)? 3wo(v)?
44igo2(£0)91,1(£0)T0.2(&0)? ~ 6g21(%)7,, 1(&0)?
15w (v)? wo(v)?

16igo0.2(£0)F0.2(£0)91.1(60)? n i92,1(0)93,0(&0)
Swo(v)3 wo(v)
114g1,1(£0)94,0(&0) 3591,1(£0)92,1(£0)F0.2(60)
3wo(v) + g4 (%) + 3wo(v)? B

+

+

_|_




H; (o)

93

2i92.2(£0)F0.2(80) L 390,2(£0)93,0(£0)F0.2(€0)

wo(v) Swo(v)? +
1491.1(£0)%90.3(%0) _1912(80)90,3(60)
3W0<V)2 wo(u)
ig0,2(60)90.4(€0) | 1091,1(£0)93,0(80)F1.1(S0)
Swo (V) 3wo(v)?
4i93,1(€0)§1,1(50) - 12i91,1(50)2%,2(50)?1,1(50)_
wo (V) wo(v)?
591,2(0)0.2(60)F1.1(€0) B 690,2(50)?0,3(50)?1,1(fo)_
wo(v)? Swo(v)?
3ig21(£0)912(S0)  790.2(§0)F02(£0)T12(60)
wo(v) Swo (V)2
691,1(60)71,1(60)71,2(%0) - 42'91,1(50)?1,3(50)_‘_
wo(v)? 3wo (V)
2i90,2(€0)90.2(60)°F20(60)  92,1(€0)F0.2(60)F2,0(€0)
Swo(v)3 wo(v)?
91,1(£0)90.3(€0)F2,0(E0) N 7ig1,1(§0)90,2(80)71,1 (§0)F2,0(0)
3w (V)2 3w (v)?
491,1(§0)90,2(€0) 72,1 (60) n 2iM2(”)93,0(§0)au7(§0)+
3wo(v)? wo(v
8/L2(V)gl,l(fo)?o,z(fo)aﬂ(fo) B 2#2(V)93,0(50)5u77(50)+
3wo(v)? wo (V)
i (v)91,1(80)70,2(§0)9un(§o) 2iu2(V)?o,z(§0)au91,1(50)+
wo(v)? wo(v)
2i 0.7
2142(v)0,93,0(60) — WQ(V)gliifz)) MgO’Z(&)),
24i§0,2(§0>91,1(§0)3 _ 12@92,0(50)291,1(50)2_
wo(v)? wo(v)3
24@1,1(50)291,1(50)2 B 893,0(50)91,1(&))2+
wo(v)? wo(v)?
12ig5.0(£0)71,1(§0)91.1(€0)? N 247, 5(£0)91,1(&)*
wo(v)? wo(v)?
6iG0,2(60)92,0(§0)911(60)* 1292,0(50)92,1(50)91,1(50)+
wo (V)3 wo(v)?
8igs,1(£0)g1,1(&0) n 1891,2(50)?0,2(50)91,1(fo)Jr
wo(v) wo(v)?

17ig0.2(§0)92.0(§0)F0.2(€0)91.1(€0) . 3190.:2(80)T03(§0) 91,1 (§0)
2(4}0(1/)3 6(4)0(1/)2

+
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12921(£0)71,1(€0)91,1(&0)  175190,2(§0)F0.2(§0)F1,1(€0) 91,1 (o)

wo(v)? 6uwo (V)3 *
247, 1(£0)*Fa,0(€0)91,1(€0) ~2930(80)92,0(80)g1.1(§0)
wo(v)? wo(v)?
692,0(£0)92.1(§0)g1,1(80) 24911 (80)F2.1(S0)g11(60)
wo(v)? wo(v)?
6ig22(80)91,1(&0)  2G02(£0)F50(80)g11(80)
wo(v) wo(v)?
6142(v) 92,0(£0) 91,1 (£0) 9y (&0) _ 12M2(V)§1,1(50)91,1(50)au7(50)_
wo(v)? wo(v)?
6ifi2(1)g2,0(60)91,1(€0) D (60) N 12W2(V)§1,1(fo)%,l(fa)@ﬁ(ﬁo)+
wo (V)2 wo (V)2
6ipe2()g1,1(0)0,92,0(&0) 12W2(V)91,1(fo)au§1,1(fo)+
wo (V) wo(v)
16ig0,2(£0)911(60)°  4igo2(£)*F02(60)”
wo(v)? 9uwo(v)3
24912(£0)91.1(&0)*  12ig02(60)92,0(0)91,1(€0)*
wo(v)? wo(v)?
ios() + 2@‘91,2550()5;,0(50) B 2902(502513,()((5)()2)93,0(50)+ (5.98)
293,2(50) i 22’90,23(5{;)(}%4),0(50) _ 2i91,3$35;,2(§0)+
90,3(80)92,0(60) 90 2(60) N 290,2(80)92,1(§0)G0.2(§0)
2w (V)2 wo(v)?
i90,3(£0)F0.3(60) 2i90,2(50)92,0(50)2§1,1(fo)
2w (V) i wo(v)? *
6912(£0)92,0(60)91,1(0) 12192,2(50)91,1(€o)+
wo(v)? wo(v)
1690,2(£0)95.0(60)91.1(S0) ~ 990.3(€0)90.2(£0)F1.1(€0)
3w (v)? 2w (V)2
6i91,2(£0)71.2(%0) N 290,2(§0)92,0(£0)91.2(S0)
wo(v) wo(v)?
1290,2(£0)71.1(€0) 71 2(60) B 4i90,2(§0)§1,3(50>+
wo(v)? 3wo(v)
2ig3,1(§0)920(&) igog(50)92,0(50)?0,2(fo)?z,o(ﬁo)+
wo(v) 2w (v)?

90,2(50)50,3(50)52,0@@ n 23i90,2(50)§0,2(50)§1,1(60)52,0(50) -
6(,00(1/)2 6CU0(V>3
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490.2(£0)F0.2(£0)F2.1(60)
3o (0)? + 114 (v)9u7(&o)+

242(v)90,2(£0)70,2(£0) 07 (&)
30 (V)2 + ipa(v)0,n (§o)+
2ip2(v)go,a( 0)902(50) 9,m(&o) 27;,“2< )90 2(£0)0,.90 2(50)+
wo(v)? wo (V)
6ipta(v)g2,0(§0)0ug1,1 (o) 12W2(V)§1,1(50)3u91,1(50)+
wo (V) wo (V)
2ip12(1)90,2(£0) 0.0 2(S0)
wo(v)

Bpa(v)?037(6o) + 3ipa(v)?05n (o),

6112(v)0ug2,1(&0) — +

46ig2,0(£0)g1,1(£0)® 3607, 1(80)g1.1(%0)°

Hy' (&) = —— 7 + 7 B

wo(v)? wo(v)?
5499.1(£0)91.1(60)%  2151g0.2(£0)F0.2(&0)g1.1(&0)?
wo(v)? 6w (v)?
27i92,0(£0)72,0(60)91.1(€0)? N 18ig; 1(£0)72,0(60)g1.1(€0)?
wo(v)? wo(v)3
1295 1(§0)91.1(60)*  24p12() 1,1 (&) (&)
wo(v)? wo(v)?
24ip15(v) 91,1 (£)*0um(&) — 37igo2(60)92,0(60)°91.1(0)
wo(v)? 6wy (v)?
60ig0.2(£0)F1.1(€0)91.1(€0) . 192,0(£0)T2,0(£0)? 91,1 (60)
wo(v)? wo(v)?
6151,1(£0)92,0(0)%911(L0)  15912(&0)g2.0(60) 91, 1(50)
wo(v)? wo(v)?
18ig22(£0)91,1(S0)  1390,2(£0)g3,0(60)91, 1(50)
wo(v) 2w (v)?
4390,3(§0)F0,2(§0)91,1(80) . 5491.2(€0)F1,1(E0)91,1(60)
6w (v)? + wo(v)?
100ig0,2(£0)92,0(£0)71.1(€0) 91,1 (80) N 27902(£0)912(£0) 91,1 (&)
3wo(v)3 wo(v)?
3992,1(0)F2,0(§0)91,1(€0)  13ig0.2(§0)T0.2(§0)Ta,0(0)g1,1(€0)
()2 i (1)’ )
125 (0)2,1(60)911(&0)  92,0(§0)T3,0(§0)g1,1(€0)
wo(v)? + 3w (V)2 +
107 1(60)75,0(60)g1.1(€0) n 4ig31(£0)911()
)

2 WQ(V)

_|_

_'_

wo (v
24415(1)5,0(£0) 91,1 (60) 07 (o) 122'#2@)?2,0(50)91,1(50)3#77(50)+
(

wo(v)? wo(v)?
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241115(v) 91,1 (£0)0u91,1 (€0) n 6iu2<V)91,1(fo)@?z,o(&)+
wo(v wo (V)
903(60)920(60)* 1890,3(£0)71.1(&0)?
6w (v)? wo(V)?
392,1(50)?2,0(50)2 B 2ig1,3(£0) 2,0
wo(v)? 3wo(v)
9ig1,2(€0)92,1(%0) - 11g0,2(§0)92,0(€0)92,1(%0)
wo(v) 3wo(v)?
i90:3(£0)g3,0 (o) 2i90,2(fo)93,1(§0)_
2023(%0) + 2w (V) + wo(v)
(6o) n 2390,2(80)91,2(£0)F0.2(80)
3wo(v)?
(€0)d0,2(&0) N 290,2(£0)°Go3(&0)
Ywo (v)? wo(V)?
(v

()

+

+

2igo 4(50)9
3(.4)0(
7igo, 2( 0)

0,2
+
)
2920
wWo
gi,

12ig1.3(80)91.1(€0) +90,3(50)92,0(§o)§1,1(§0)+
wo(v) wo(v)?
2190,2(0)92,1(£0)71.1(§0)  43ig0,2(£0)*Fo,2(€0)F1.1(§0)
wo(v)? 3wp(v)?
3i90,3(£0)1,2(60) N 190,2(60)92,0(60)*T2,0(60)
wo(v) 2wp(v)3
18ig0.2(£0)71.1(£0)*Fa,0(&0) . 261,2(£0)92.0(§0)F2,0(60)
wo(v)? wo(v)?
6ig2,2(80)F2.0(§0)  390.2(£0)95.0(80)T2,0(S0)
wo(v) 2w (v)?
90,3(80)90.2(0)F2,0(€0) i 12912(£0)71.1(£0)F2,0(80)
wo(v)? wo(v)?
i90,2(£0)92,0(£0) 71,1 (£0)F2,0($0) L 3902(£0)91,2(60)F2,0(60)
wo(v)? wo(v)?
60,2(§0)92,0(£0)92.1(€0) ~ 2490,2(§0)91,1(£0)F2,1(80)
wo(v)? wo(v)?
6790,2(§0)F2.2(€0) N i92,1(80)73,0(60)
wo(v) wo(v)
590.2(§0)70,2(£0)F3,0(60) n Gipz()91,2(€0) 0,y (§0)
3wo(v)? wo(v
412(v)902(£0)92,0(§0) 0¥ (€0) — 6p12(v)91,2(€0) 9un (o)
wo(v)? wo(v)
4ipa(v)go,2(£0)92,0(50)0um(&o) . 24i115(v) 90,2(0)F1.1(0)Fun(§o)
wo(v)? wo(v)?
2ip5(v) 92,0(£0) 01 90,2(&0) 12W2(V)§1,1(fo)augog(éb)+
wo(v) wo(v)

+

(5.99)

_|_

+

+

_|_




H5%¢) =
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6iu2(y)gz£§(£z>)augl’l(§0) + 6112(v) Opugr 2(€0) +
2ip12(v)g0.2(60)9ug2.0(S0) — 121412(¥)g0.2(60)0uG1,1(§0)
wo(v) wo(v) ’

_4i91,1(€0)4 _ 12ig, o(&0)g1,1(60)? B 11ig, 0(&0)*g1.1(&0)?
wo(v)? wo(v)? wo(v)?
12915(£0)91,1(50)*  251igo2(60)92,0(60)91,1(60)”
wo(v)? 30wp(v)?
3i90.2(£0)T1,1(€0)91.1(60)? B 873,0(60)91.1(&0)?
wo(y)3 30()0(V)2
3@2,0(50)391,1(50) 16¢g1.3(£0) 91,1 (&0)
wo(v)? 3wo(v)
9190.5(60)92.0(€0)91.1(S0) — 5590.2(§0)92.1(80)91.1(§0)
30wp(v)? 6wo ()2
25i90.2(£0)*0,2(0)91.1(€0) N 2390.3(£0)71.1(§0)g1.1(&0)
6wo(v)? 3wo(v)?
22912(£0)92,0(0)911 ()  47ig0,2(£0)92,0(£0)F2,0(§0) 91,1 (&0)
wo(v)? 2w (V)3
77i90,2(£0)71.1(§0)F2,0(€0) 91,1 (€0) B 3890.2(§0)T2,1(§0)g1,1(%0) -
3wp(v)? 3wo(v)?
872.0(0)93.0(60)91.1(&0)  794.0(€0)91,1(80)
3w0(1)? 3oo(r) (5.100)
Ap12(v)90,2(80)91,1(£0) 9y (S0) — 4ipi2(¥)go,2(§0) 91,1 (£0) T (o)
wo(v)? wo(v)?
2i12(v) 91,1(£0)9ugo,2(€0) . 3ig12(£0)*  2igo2(60)?g2.0(60)”
wo(v) wo(v) Swo(v)?
16ig0,2(£0)°71 1 (&0)? B 991.2(£0)Fa,0(€0)?
wo(v)? wo(v)?
9i90,2(50)92,0(50)§2,0(50)2 n 12i90,2(§0)§1,1(50)?2,0(50)2
Swp(v)3 wo(v)?
i90,4(§0)92,0(0)  1290,2(§0)91,2(£0)92,0(£0)
5wy (V) Swo (V)2
5i90,3(£0)92,1(§0) | 2ig0,2(€0)92.2(&0)  90,2(£0)%g3,0(&0)
2w (V) wo(v) 3wo(v)?
90,2(80)90:3(80)F0.2(§0)  4ig0,4(60)71,1 (o)
2wo(v)? wo(v)

2902(60)91.2(60)91,1(§0)  2ig0.2(80)°92,0(£0)71,1(S0)

wo(v)? Swo(v)?

_|_

+

+

_|_

g1.4(&0) + +

+
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4902(£)%9 2(60) n 6191,3(£0)G2,0(&0)
wo(v)
690,3(£0)92.0(£0)92,0(60)  4390.2(60)92,1(§0)F2,0(S0) n
Swo(v)? 2w (v)?
5i90,2(£0)*T0.2(€0)Fa,0(€0) N 1240,3(£0)91.1(£0)F2.0(€0)
2wy (v)? wo(v)?
1240,2(§0)2,0(£0) 72,1 (o) n 2i91,2(£0)F3.0(80)
wo(v)? wo(v)
290,2(£0)92.0(§0)T3,0(60) L 1240,2(£0) 91,1 (€0)F3,0(€0)
Swo(v)? wo(v)?
4190.2(£0)F3.1(€0) . 2ip12(v)90,3(§0)9uy(&0)
wo(v) wo(V)
24#2(V)go,z(fo)?z,o(fo)au’Y(fo) B 2112(v)g0,3(0)9un (o) B
wo(v)? wo(v)
12ip12(v) 9o,2(60)G2,0(€0) (o) n 6if12(1)Ga,0(§0)0ugo,2(&0)
wo(v)? wo(v)
2ip12(v)90,2(£0) 91,1 (60) L 6ifta(v)g0,2(£0)0,Ga,0(&0)
wo(v) wo(v)

+

+

2012(v)0,90,3(&0) +

Y

Hg,_s(fo) _ _@0,2(50)90,2(50)3 B 7i91,1(50)92,0(50)90,2(50)2_

9uwo(v)3 30wp(v)3
92.1(80)90,2(§0)? B 16i91,1(50)?1,1(50)90,2(50)2
3wy (v)? 15wy (v)3
i92,0(£0)F2,0(§0)902(€0)* 1007y 1(£0)T2,0(60)90.2(&0)°
2w (V)3 3wo(v)?
2?2,1(50)90,2(50)2 . Z'91,1(50)390,2(50)_
3w (v)? bwo (V)3
6@2,0(50)390,2(50) B 437;91,1(50)52,0(50)290,2(50) _
wo(v)? 10wq(v)?
991,1(£0)91,2(80)90.2(&0) | 2ig1,3(80)90,2(&0)
10wy (v)? 3wo ()
90.3(60)92.0(60)902(€0)  490,3(€0)71,1(£0)90,2(€0)

6wo (v)? 3wp(v)?

3i91,1(50)252,0(50)90,2(50) _ 791,2(50)?2,0(50)90,2(50)_
2wp(v)3 2wp(v)?

1191,1(£0)93.0(80)90.2(80)  11950(£0)T5.0(§0)g0,2(60)
15wy (v)? 3w (v)?

i94.0(£0)90,2(60) B 90,3(£0)91.1(&0)?
3wo (V) Swo(v)?

(5.101)

_|_




99

6 — 2
DO 1 L) +

i90:3(£0)91.2(60) | 2i90,4(£0)F2,0(0)
2w (V) wo(v)

1790,3(£0)91,1(§0)F2,0(60) i i90,3(€0)F3,0(0)
10wq(v)? wo(v)

i90,4(€0)91.1(&0)

Swo (V) i

Do coeficiente H2, segue que

[Hs] = pa(v)(0,7(&o) +10,m(&0)) — iwa(v) + 2G32(E0) + 62()0uG21(§o)+

(5.102)
32 (v)*(927(60) + i03m(&)) = 0,
com
0, Cia (€0) — 391,1(50)33;)52)@7(50) N 90,2(50)33223)))2@7(50)
291,1(0)71.1(£0)9uv(&0) B ig1,1(€o)gz,o(€o)8w(€o)+
wo(v)? wo(v)?
i90,2(0)90,2(€0) 9un(&o) n 2ig1,1(§0)91.1(£0)0un (o)
3wo(v)? wo(v)? (5.103)
@072(50)8”90,2(50) 4 ng,o(fo)aﬂgl,l(fo)_ '
3wo(v) wo(v)
2291,1(%0)(3;301,1(50) n Zgl,l(fsj)oé();gzo(fo) I 8“92,1(50)—
i90,2(§0)9uFo2(§0)  2ig1.1(80)0uF1 (§0)
3wy (V) wo(v)
e
12ig55(60)911(5)7 1209y 1(60)?911(60)”
GS,Q(&O) - WO<I/)3 - (.U(](V)g -
495,0(£0)91.1(&0)? n 12@92,0(50)?1,1(50)91,1(50)2+
wo(v)? wo(v)?
129, 5(80)911(£0)*  3iT0,2(£0)F2,0(60)91.1(€0)?
wO(V)2 - wo(V)3 + (5.104)
4ig31(£0)g1,1(&0) n 991,2(50)?0,2(50)91,1(fo)+
wo(V) wo(v)?

17ig0.2(£0)92,0(£0)F0.2(60)91,1(0)  3190.2(60)F0.3(€0) 91,1 (&0)

dwo(v)3 12wy (v)? *




Portanto,

pa(v)
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1292.1(£0)91.1(0)91,1(S0) — 175ig0,2(§0)G0,2(80)F1.1(60)91.1 (o)

wo(0)? 1200(0)? *
6ig,.1(£0)*Fa.0(€0)g1,1(&0)  93.0(80)92,0(80) 91,1 (S0)
wo(v)? wo(V)?
6i92,0(£0)71,1(£0)F2,0(€0)g1,1(€0) N 392,0(£0)92,1(60)g1,1(&0)
wo(v)? wo (V)2
691.1(£0)921(80)911(80)  3iG2(§0)g11(80)
wo(V)? wo (V)
90,2(€0)73,0(§0)g1.1(€0) n 8igo2(£0)91,1(&)°
wo(v)? wo(v)?
2i90.2(£0)*Fo2(60) B 1291,2(50)?1,1(50)2_
9wy (v)? wo(v)?
6igo,2(£0)92,0(£0)1,1 (&) n ig12(0)g5,0(&0)
wo(v)? wo (V)
90,2(50)522E§(;)293,0(50) + gaa(0) + zgo,Qéi)O)(gs,)o(fo) _
i91,3(0)902(60)  90.3(§0)92.0(§0)F0.2(€0) N
wo(v) 4wy (v)?
90,2(0)92,1(£0)90.2(&0) _ i90,3(§0)§0,3(50)+
wo(v)? dwo(v)
i90,2(§0)92,0(fo)2§1,1(50) n 391,2(£0)92,0(60)71.1(€0) -
wo(v)? wo(v)?
6792,2(£0)71.1(€0) . 890,2(60)93.0(£0)71.1(60)
wo(v) 3wo(v)?
990,3(€0)F0,2(80) 71,1 (€0) _ 32’91,2(50)?1,2(50)4_
4wy (v)? wo(v)
90,2(£0)92,0(60)71 2(80) B 690,2(£0)71,1(60)71,2(%0) _
wo(V)? wo()?
2i90,.2(0)71 3(&0) . ig3,1(§0)92,0(60)
3wo(v) wo(v)
i90,2(0)92,0(£0) 0 2(§0)F2.0(60) N 90,2(50)?0,3(50)?2,0(50)+
dwo(v)3 12w (v)?
23i90,2(£0)90.2(0)71.1(£0)F2.0(€0) B 290,2(£0)90,2(€0) 72,1 (€0)
12w (v)3 3wo ()2 '

_ 2Re(G52(60)) + 6p2(v)Re(0uGa1(60)) + 3p2(v)*037(S0)

0y(&o) ’ 2109

wa(v) = 2Im(Gs2(8o)) + pa(v)9un(€o) + Opa(v)Im (9, Ga1(S0)) +

(5.106)

3#2(V)235W(50)-
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Escrevendo o coeficiente G5 2(&y) de maneira conveniente, a expressao (5.104) é exata-

mente aquela exibida em [15].

Definicao 5.2.2. O numero real

l2(&0) = 112RG(G3,2(§0))a (5.107)

com Gs2(&) dado em (5.104), é chamado segundo coeficiente de Lyapunov.

A fungdo (s,v) — ws(s,v) nao serd exibida aqui, por ser uma expressao longa e
porque nao sera necessaria neste trabalho. Em muitos resultados obtidos nesta secao
e, particularmente em (5.103), aparecem as expressoes d,7(&o), 9.1(&o), 837({0), 8577(50),
0,,92,0(£0)s 91911 (&0), 0ug0,2(0) € 0,92.1(&0). Estas grandezas sao calculadas de acordo com

as Proposicoes 5.2.3 ¢ 5.2.4.

Proposicao 5.2.3. Considere a equagio diferencial (5.12) com um ponto de equilibrio
0 € W, tal que a parte linear da aplicagao (x,&) — f(x,&), calculada em (0,&), A(&) =
Df(0,&), possui autovalores X e A, com X&) = (&) + in(&), v(&) = 0 e n(&) =
wo(v) > 0. Sejam ainda o autovetor q(§) € C? associado ao autovalor A\(€) e o autovetor

adjunto p(&) € C? associado ao autovalor X(§), satisfazendo

A(€)a(€) = AM&a(&), (5.108)

A9 p() = MEp(&), (5.109)

(p(§),q(§)) = 1. (5.110)
Entio,

a) O vetor 9,q(&) € C* € solugio do sistema de dimensdo 3

( iwo(v) Iy — A(&)  q(&) ) ( 94(&0) ) _ ( Ry (&) ) , (5.111)
p(&o) 0 5 0

com a condigio (p(&),0,q(&)) =0, sendo
Ry(&o) = (9,A(60) — 0uM€0)12)q(&o)- (5.112)

b) O wvetor 9,p(&) € C? € solugio do sistema de dimensdo 3

( —(iwo(V) I + AT(&)) p(&) ) ( Dup(&) ) _ (R2<fo> ) , (5.113)
7(%o) 0 5 0

com a condigio (q(&),0,p(&)) =0, sendo

Ra(&0) = (9 A™ (&) — 9uM&0) T2)p(&o). (5.114)



102

c) A derivada parcial em relagao a p e calculada em & da parte real do autovalor \(§) é

dada por
9u7(&) = Re ({p(&0), 0, A(&0)a(&0))) - (5.115)

d) A derivada parcial em relagio a p e calculada em &y da parte imagindria do autovalor

M) € dada por

Oum(&o) = Im ((p(&o), 9 A(&0)a(%0))) - (5.116)

e) A derivada parcial sequnda em relagao a p e calculada em & da parte real do autovalor

M) € dada por

921(%) = Re ((p(&), D2 A(E0)a(Go) + 2(,A(E) — 8N E0)12)Da(&)) ) - (5.117)

f) A derivada parcial sequnda em relagao a p e calculada em & da parte imagindria do

autovalor (&) € dada por
(&) = Tm ((p(é), 9 Al0)a(éo) + 2(0, A(&) = DA (&0) 12)Duq(%0)) ) - (5.118)

Demonstragao. Diferenciando (5.108) em relagao ao pardmetro p e calculando em & = &,

segue que

9, A(&0)q(S0) + A(0)0,a(&0) = 9uA(60)a(&o) + A(60)Dua(&o) (5.119)

e empregando as hipoteses, a equacao anterior é reescrita como

(iwo (V) Iz = A(£0))Duq(&0) = (9uA(&0) — FuA(&o))a(Co)- (5.120)

Tomando o produto interno de p(&;) € C™ em ambos os membros da equagao anterior e

utilizando (5.110), resulta que

0= (p(%), (iwo(v) Iz — A(fo))@@(fo» = (p(%), 6MA(§0)Q(50)> - 8;)\(50)- (5.121)

Os itens (a), (c) e (d) seguem da equacao anterior, da alternativa Fredholm (ver [15]) e dos
resultados de [30]. A demonstracao do item (b) é igual a anterior, ou seja, basta diferenciar
(5.109) em relagdo ao parametro p e calcular em £ = &. A demonstragdo dos itens (e)
e (f) consiste em computar a derivada segunda de (5.108) em relacdo ao pardmetro p,

calculada em & = £ e empregar a alternativa Fredholm.



103

Proposicao 5.2.4. Sejam os coeficientes da série de Taylor formal da aplicagdo (z,%Z,€) —

9(2,%,§),
920(8) = (p(§), B(q(§),4(£),€)),
91.1(§) = (p(&), B(q(§),(£),€)),
902(§) = (p(§), B(@(§),a(£),€)),
92.1(8) = (p(£), C(q(£),q(£),7(£),£))-
Entao,

a) A derivada parcial em relagio a p do coeficiente go(€), calculada em & =

por

ug2.0(§0) = (9.p(60), B(a(€0),q(&0), &)+
(p(&0),2B(q(&0), 0,(&0), &o) + 0B (a(&0), 4(&0), 0))-

b) A derivada parcial em relagao a pu do coeficiente g11(§), calculada em & =

por

8ugl71(§0) = <aup(§0)’ B(Q(fo)vq(go)a 50)>+
(p(&0), B(9.4(),a(%0), S0) + B(a(&o), 9,a(&o), So)+
9.B(q(&0). (%), &0))-

b) A derivada parcial em relagcao a pu do coeficiente goo(§), calculada em & =

por

ugo2(§0) = (0.p(80), B(@(%0),7(&0), &0))+
(p(&0),2B(q(&0), 0,0(&0), S0) + 0, B(@(&0), 7(80), €0))-

d) A derivada parcial em relagao a pv do coeficiente g21(§), calculada em & =

por

92,1 (S0) = (0up(&0), Ca(60), 4(&0), 7(60), S0))+
(p(0), 2C(a(o), 0.a(&0) . 7(&0), &)+
Cq(80), a(€0), 9,q(&0), So)+
9,.C(a(%0), (&), 7(%0). S))-

(5.122)

&y, € dada

(5.123)

&o, € dada

(5.124)

&o, € dada

(5.125)

&y, € dada

(5.126)
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Demonstracao. Observando como as fun¢des multilineares simétricas sao definidas, a
demonstracao dos itens (a) a (d) consiste em diferenciar cada uma das expressoes em

(5.122) em relagao ao pardmetro p e calcular em & = &.
[ |

Mediante simples comparacao, fica clara a relagao entre os resultados desta se¢do com
aqueles da se¢do 4.1. Os coeficientes p;(v) e w;i(v), i = 1,...,4, na notagao utilizada,
coincidem com os coeficientes da secao 3.2, obtidos para a forma normal de Poincaré-
Hopf. Contudo, os resultados desta se¢do sao mais gerais, pois permitem computar os
coeficientes j;(v) e wi(v), i = 1,...,4, para equacoes diferenciais arbitrarias em R?, em
termos da expansao em série de Taylor da aplicacao associada a equacgao diferencial e de
certos autovalores e autovetores.

A teoria, exibida até este ponto, aproxima orbitas periédicas da equacao diferencial
complexa (5.25). Nas hipoteses da bifurcagao de Hopf, se (w(e, v)t, €,v) — w(w(e, v)t, €, v)
é uma Orbita periddica de (5.25), entao (w(e, V)t €, v) — u(w(e, v)t, €,v) é a brbita perid-

dica associada com a equagao diferencial (5.12), com

u(w(e, V)L, e,v) = w(w(e, v)t, €, v)q(¢(e, v),v) + w(w(e, v)t, €, v)g(p(e, v),v)  (5.127)
ou, em uma forma mais simples,

u(s, 6,v) = w(s,e,v)q(p(e,v),v) + (s, e,v)q(p(e,v),v). (5.128)

A 6rbita periddica (s, €,v) — u(s, €,v) possui série de Taylor formal na variavel € e em

torno da origem, da forma

| —

u(s, e,v) = ki up (s, v)e” (5.129)

>

!

e a teoria desenvolvida anteriormente e a expansao em série de Taylor na variavel € e em

torno da origem de (5.128), permitem concluir que
ui(s,v) = q(&)wi(s,v) +q(&)wi (s, v), (5.130)

us(s,v) = q(&o)wa(s, v) +q(&o)wa(s, v), (5.131)
U3(S, V) = q(go)w?’(s’ V) + 6(50)@3(3’ V)+

3,“2(7/)(101(37 V)a,uQ(&J) + E1(57 V)aMQ(é’O))v

(5.132)
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ug(s,v) = q(§o)wa(s,v) +q(&o)wa(s, v)+

Gpaz(v) (w2 (s, 1) 0uq(&0) + Wa(s, 1) 0ug(&0))-

(5.133)

De acordo com a teoria de Floquet (ver [8]), a estabilidade de uma 6rbita periddica
pode ser decidida através do expoente caracteristico que, neste contexto e para equacoes
diferenciais em R? ¢ uma funcio (e, v) — x(¢,v) tal que

1
T(e,v)

xle,v) = /0 " B M (w(e )t e, )t (5.134)

com M(w(e,v)t,e,v) == Df(u(w(e,v)t,e,v),¢(e,v),v). A proxima proposicao fornece
uma maneira mais simples de computar (5.134), em termos da aplicacdo (z,%,§) —

9(2,%,€).

Proposicao 5.2.5. Através da mudanga no tempo s = w(e, v)t, o expoente caracteristico

associado a equagdao diferencial 2’ = g(z,%,£) é da forma

1 2
x(e,v) = %/0 H(s, e, v)ds, (5.135)
com
0 _
H(s,e,v) = 8—9(10(3,6, V), w(s,e,v),¢(e,v),v)+
a“’ (5.136)

%g(w(s,e, V), w(s,ev), ¢(e,v),v).
Demonstragao. Pela Proposigao 5.2.1, a equacao diferencial (5.12) pode ser escrita

como Z/ = g(Z,?, 6)7 com (2727 5) = g(z,?, f) = gl(zlaz%f) +i92(zlaz275)7

91(w1, Wa, 6) = (g(w7w7 5) + ?(w7w7 5)) ) (5137)

N | —

aluwn, 0, ) = —2 (9(0,,6) = 5(w,0,) (5.139)

e z = z1 + iz9. Logo, através das mudancas z(t) = w(s,€,v) e s = w(e, v)t, 0 expoente

caracteristico (5.134) pode ser reescrito como

x(€,v) ! /027r (agl(wl,wz, §) + 82)292(@(11,10275)) ds, (5.139)

B % 8w1

(5.140)
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0 i (0 L ow 0 L Ow
792(7111;“}275) - _5 (au)g(w7w7£> + au)g(w7w7§)> +

an 8w2 (9w2
. (5.141)
A2 w90+ gl OO
2 ow?"" Y 5w, T o PN Y s, )

Adicionando as equagoes (5.140) e (5.141) e levando em conta que w = w; + iw,, resulta

que

0 9, 0 0

ow lgl(wlaw%f) ow 292<’LU1,’LU2,€) = %g(wawa f) + a—@g(w,@, f) (5142)

Portanto, H(s,e,v) = K(w,w,§), com

o 0 . o_.
|
Escrevendo a série de Taylor formal na variavel € da funcao (¢,v) — x(€,v),
> 1
— 5.144
=3 (5.144)

a teoria de aproximacao de érbitas periddicas, desenvolvida nesta secao, e o lema anterior
permitem obter os termos da seqiiéncia {xx(v)}ren. Parak =1,...,4, o préximo teorema

fornece estes termos.
Teorema 5.2.2. Seja

=S

(5.145)

Pr\._u

a série de Taylor formal do expoente caracteristico (e¢,v) — x(€,v) associado d equagio

diferencial 2 = g(z,%,€). Entao,

Xl(V) =0,
x2(v) = 2Re(G2,1(60))
x3(v) =0, (5.146)

com G21(&), 0,G2.1(&0) e Gs2(&o) dados em (5.70), (5.103) e (5.104), respectivamente.
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Demonstragao. De (5.29) e (5.30),

%g(w,@7 ): (f)—i-kz;;)mgkjd(f)wk Jj— 1wj, (5147)
=2 j= .

9] - o Fok—j il

Fpd(w, @, &) = <§)+;Zomgk_]}j<g)w i (5.148)
2= 19!

Logo, formalmente, a aplica¢ao (w,w,§) — K(w,w,§) possui série de Taylor

K(w,w, &) = A(¢ )+ Z Z lJl (93,5 (€) + Gy g (€)1, (5.149)
k=2 j= 0

Fazendo a expansao em série de Taylor da aplicagao
(s,e,v) — H(s,e,v) = K(w(s,€,v),W(s,€e,v), p(e,v),v), (5.150)

em torno de € = 0 e até as termos de ordem 4 e levando em conta que p;(v) = ps(v) =0,

resulta que
1 2, 1 3, 1 4 5
H(s,e,v) = Hl(s,u)e+§H2(s,y)e +6H3(S’ V)e —i—ﬁ?u(s,l/)e +Oxn(s, €, |v]), (5.151)

Cco1m

Hl (87 V) = Wy (S’ V).gl,l(fo) + w1(87 V)QZO(&O) + w1<87 V)§1,1(50)+

(5.152)
W1(5,v)Ga0(&0),
Hy(s,v) = wi(s,v)?gs0(éo) +wi(s,v)*Gy o(€0) + 2wi(s, v)W1 (s, v)g2,1(€0)+
2w (s, V)01 (8, 1)Gs,1(0) + Wals,v)g11(§o) + Wi (s, v)2g1.2(80)+
(5.153)

wa(s,v)g2.0(80) + wa(s,v)711(S0) + Wa(s, )20 (€0)+
W1 (s, )*Fs.0(0) + 2p2(v) 9y (6o),
Hs(s,v) = wi(s,v)°910(S) + wi(s,v)°7, 5(€0) + 3wi(s, v)*Wi(s,v)gs,1(S)+
Bwi (s, v)*W1(s,v)Fa(80) + Bwi(s, v)Wa(s, v)ga,1(S)+
Bwi(s, v)Wi(s,v)*g22(€0) + 3wi(s, v)wa(s, v)gs0(&0)+
Bwi(s, v)wa(s, v)7 2(€0) + 3wi(s, v)W2(s, v)Fa 1 (§0)+

3wy (s, v)w1(s,v)*F31(€0) + Bpa(v)wi(s, v)0uga.0(&0)+



H4(S,V)
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3p2(v)0,71,1(€o)wi (s, v) +W3(s, v)g1,1(§0)+
3wy (s, v)Wa(s,v)g12(60) + W1 (s,v) g1,3(€0) + ws(s, ) ga0(60)+
3wy (s, v)w1(s,v)g2,1(&o) + ws(s, v)g1.1 (o) + Ws(s,)Fa0(80)+
(5.154)
3wa (s, V)W1(8,)Gs1(80) + 3Wi(s, v)Wa(s, )G30(80)+
W1 (5,1)°G40(80) + 3p2(v)W1 (s, v)0ug1.1(§0)+

32 (V)W (8, )0,G2,0(0),

wi(s,v) g5,0(60) +wi(s,v)'G1.4(S) + dwi(s, v)*Wi(s, v)ga1 (&) +
dwi (s, v)*w1(s,1)Ga,5(80) + 6wi(s, v)*Wa(s, v)gs1 (&) +

Gwi (s, v)*W1(s,v)*g3.2(60) + 6wi(s, v)*wa(s, v)ga0(éo)+

Gwi (s, v)*wa(s, v)g; 5(60) + 6wi (s, v)*Wa(s, V)G 2(&0) +

Guwi (s, )1 (s, 1)*F55(60) + 6p2 (V)i (5, 1)%095,0 (o) +
Gpa(v)wi(s, v)?0,71 2(€0) + 4wi(s, v)Ws(s, v)g2,1 (o) +

12w, (s, V)W (s, V)Wa (s, v)g2,2(§0) + dwi (s, V)W (s, ) g23(S0) +
dwi (s, v)ws(s, v)gs0(&o) + 12wi (s, v)W1(s, v)wa(s, v)gs1(S0)+
dwi (s, v)ws(s, v)F1 5(6o) + 4w (s, v)Ws(s, )G 1 (S0)+

12y (s, V)01 (5, v)wa(5, 1)Ga o(€0)+ (5.155)
12w (s, V)W (s, v)Wa(s, v)Ts 1 (€0) + 4wi(s, v)W1(s,v)°Fy 1 (So)+
1205 (v)wi (s, v)w1 (s, v)0ug2.1(So)+

1212(v)wi (s, v)W1(8, 1) 9,G2,1 (o) + Wals, v)g1,1(0)+
3wa(s,v)?91,2(S0) + 4w (s, v)Ws (s, v)g1.2(0)+

61 (s, v)*Wa(s, v)g1,3(60) + Wi(s, v) gr.a(8o) + wa(s, v)g2,0(60)+
4wy (s, v)ws(s,v)g2,1(€0) + 6wa(s, v)Wa(s, v)gz,1(€0)+

61 (s, v)*wa(s, v)g2.2(€0) + 3wa(s, v)*gs,0(60) + wals, )71 (S0)+
Bws (s, )71 5(€0) +Wa(s, )Gs,0(§0) + 4W1(s, v)ws(s, v)Fa, (o) +

6wo(s, v)Wa(s, V)G (§0) + 3Wa(s, V)G 0(&0)+
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4@1(8, V)w3<87 V)?S,O(fo) + 6w, (S’ V)2w2<87 V)§3,1(§0)+

6@1(8, V)2w2(87 V)§4,0(€0) + @1<S, V)4§5,0(§0)+

2114 ()9, 7(&0) + 62 (V)W (s, ) Opug1,1(&0)+

61z (V)1 (8, )2 0ug1,2(€0) + Gp2(v)wa(s, ) 0uga,0(€0)+

6p1(v)wa(s,v)0,G1 1(&o) + 6pa ()W (S, )0uGs 0(60)+

Gpz (V)1 (8, v)20,G3.0(€0) + 6p2(v)*027(&),
sendo que para k = 1,2,3,4, (s,v) — w(s, ) sdo tais como em (5.54), (5.63), (5.75) e
(5.88), pa(v) e uy(v) dados por (5.73) e (5.105), respectivamente. Portanto, de (5.144),

(5.151) e pela Proposigao 5.2.5,

-1 Lo k 5
> Zl <Xk(6, V) — %/o Hk(s,u)ds> €” 4+ Oy, (€2, v]) = 0. (5.156)

k=1
Computando as integrais,

1 2m 1 27

%/o Ha(s,v)ds = g/o Hs(s,v)ds =0, (5.157)
217T /027r Ha(s,v)ds = 2Re(G2.1(&)), (5.158)
217T /0271' H4(S, I/)dS = 8Re(G3,2(£0)) + 12#2(1/)1:{8(8#0271(50)), (5159)

o que demonstra o teorema.

Decorre do Teorema 5.2.2, um corolario que trata da estabilidade de uma 6rbita
periédica no retrato de fase da equagao diferencial (5.12) e que existe em decorréncia de

uma bifurcacao de Hopf.

Corolario 5.2.1. Seja

1 1
x(e0) = 200 + Soxa)el + 0y, ) (5.160)

a expansao em serie de Taylor na variavel €, em torno da origem e até os termos de ordem
4, do expoente caracteristico (e,v) — x(€,v) associado a equagao diferencial z' = g(z,%,€)

e seja

w=o¢(e,v) = ;m(u)ez + 214/L4(V)€4 + Oy (€%, |v]), (5.161)

a expansao em série de Taylor na varidvel €, em torno da origem e até os termos de ordem

4, da fungao (e,v) — p = ¢(e,v). Entdo,
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a) Para € € R, suficientemente pequeno e Re(Ga1(&0)) # 0, a estabilidade da orbita
periodica da equagdo diferencial (5.12) é dada pelo sinal de Re(G21(&p)). Quando
Re(G21(&0)) < 0 para & € U, a orbita periddica no retrato de fase da equagio

diferencial (5.12) € estdvel. Como para € € R, suficientemente pequeno,

lwg el v
2 (&) PO o

se 0,7(&) > 0, a orbita periodica no retrato de fase de (5.12) ocorre para j1 > 0

p=o(e,v) =

e se 0,7(&) < 0, a orbita periddica no retrato de fase ocorre para p < 0. Se
Re(G21(&0)) > 0, a orbita periddica no retrato de fase da equacio diferencial (5.12)

é instavel.

b) Suponha que para & = (0,0), Re(Ga,1(&1)) =0 e Re(Gs2(&1)) # 0. Entdo para € € R,
suficientemente pequeno, a estabilidade é dada pelo sinal de Re(Gs2(&1)). Quando
Re(G32(&1)) < 0, a orbita periddica no retrato de fase da equacao diferencial (5.12)

¢ estavel. Como, neste caso,

_ 1 Re(G32(&)) 4 & 1y
12—8“7(51) + O,(€, |v]), (5.163)

se 0yy(&) > 0, a orbita periddica no retrato de fase da equagio diferencial (5.12)

p=g(ev)=

ocorre para > 0 e se 0,7(&1) < 0, a orbita periddica no retrato de fase da equagao
diferencial (5.12) ocorre para pn < 0. Se Re(Gs2(&1)) > 0, a orbita periddica no

retrato de fase da equagao diferencial (5.12) é instdvel.

Demonstracao. Sabendo que o sinal do expoente de Floquet fornece a estabilidade de

uma 6rbita periédica, por (5.160) e (5.161) a demonstracao ¢ imediata.
|

O préximo exemplo, retirado de [12], mostra uma aplicagdo da teoria de aproximagao

de érbitas peridédicas em R? a um modelo do circuito elétrico de van der Pol.

Exemplo 5.2.1. Um dos pioneiros em circuitos elétricos nao lineares foi sem duvida
Balthasar van der Pol entre 1920 e 1930, através de estudos com triodos (vdlvulas eletroni-
cas). Balthasar van der Pol mostrou que em circuitos elétricos com triodos, as grandezas
elétricas podem apresentar oscilagoes nao lineares sob certas condicoes. Atualmente, sabe-
se que o modelo deste circuito elétrico com triodo apresenta uma bifurcacao de Hopf. Em

uma forma simples e tedrica, o circuito elétrico de van der Pol é constituido de um triodo,
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um capacitor de capacitancia C e um indutor de indutancia L, sequndo o diagrama da

Figura 5.1.

Figura 5.1: Diagrama de um circuito elétrico de van der Pol.

Sejam ve, 1o e vy, 1, modelos da tensdo e corrente no capacitor e no indutor, respec-

tivamente. O triodo de van der Pol, por hipdtese, satisfaz a lei de Ohm generalizada
VR = X(ZR), (5164)

com vg e ir, modelos da tensao e corrente do triodo de van der Pol, respectivamente.
Aplicando as leis de Kirchhoff ao modelo do circuito elétrico de van der Pol e utilizando
as equacoes do capacitor e do indutor, resulta que

iR =1L = —ic,

vy + v —ve =0,

d (5.165)
vp = Lai[]a
_ d
ic = C%vo.
Portanto, o modelo deste circuito elétrico de van der Pol, é da forma
d
L@ZL = Ve — X(ZL>,
(5.166)
C’iv =—1
de <

O estudo da equagao diferencial (5.166) é simplificado pela mudanga de coordenadas e

no tempo,

¢, 5.167
- (5.167)



112

o que implica na equacao diferencial

d
V= Cr=y- X(),
dT (5.168)
[ —
y - dTy l’,
C
com X(x) =X | —=z|.
0 =% (5]
Suponha agora que
X(7) = (—px + 2°). (5.169)

A equagao diferencial (5.168), com a fungio x — X(x) dada em (5.169), serd chamada
simplesmente de equacdo de van der Pol neste trabalho.
Na notagao (5.12), para equagdo de van der Pol, a aplica¢io (x, 1) — f(x,pn) € escrita

como

fla,p) = (px +y —a°, —), (5.170)

comx = (z,y) € R? e p € R.
A equagao de van der Pol possui wm tinico ponto de equilibrio (0, 1) € R* xR e a parte

linear do campo de vetores, calculada em (0, 1),

A(p) = ( ol ) : (5.171)
~1 0

possui autovalores A e X\, com

Mu) = 2() +inan) = stz Ja— i, (5.172)

e € (—2,2). Quando p =0, v(0) = 0 e n(0) = 1, o que indica a ocorréncia de uma
bifurcacao de Hopf. Escolhendo autovetores q(0) e p(0), e normalizando o autovetor q(0)

em relagio a p(0), resultam

i1
"= (_2’ 2) ’ (5.173)
p(O) = (_i7 1)

Como as fungoes multilineares simétricas B e C sdo tais que

B(z,y, 1) = (0,0), (5.174)

C((E, Yy, u, M) = (6:513/1“17 0)7
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cdlculos simples mostram que

g2,0(0) =0,
91,1(0) =0,
902(0) = 0,
3
930(0) = 7, (5.175)
3
92,1(0) = e
3
912(0) = T
3
90:3(0) = 1
Assim, por (5.70) e da defini¢io (5.2.1) do primeiro coeficiente de Lyapunov,
1 3
Visto que,
, 1
Y0)= 1. (5.177)

a equagao de van der Pol apresenta uma bifurcacao de Hopf transversal de codimensdo um
para p = 0. O sinal do primeiro coeficiente de Lyapunov (5.176) mostra que para p = 0,
a origem é um ponto de equilibrio localmente assintoticamente estdvel da equacao de van
der Pol, ou mais precisamente, um foco atrator fraco. Pelo item (a) do Coroldrio 5.2.1,
hda uma orbita periodica no retrato de fase da equacao de van der Pol para p > 0. FEsta

orbita periodica tem a sequinte aproximacao em €,

u(s, €) = (sen(s),cos(s))e + <—332008(3s), 3128611(38)> e+ Oy (e). (5.178)

De fato, dos resultados de (5.175) e de (5.54), (5.63), (5.75) e (5.88),

wy(s) = e,
(5.179)
w(s) = e ",
w2(8) = 07
(5.180)
@2(8) = O,
3 .
ws(s) = 1—62(66 eI — 2e99),
(5.181)
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Aplicando a Proposigcao 5.2.3, seque que

14
"(0) = (—,), 5.182
q0) = (—5 % (5182)
e as expressoes (5.130), (5.131), (5.132) e (5.133) permitem concluir (5.178). A Figura
5.2 exibe uma comparacao entre a aproximacao da orbita periodica da equacdao de van

der Pol, dada em (5.178) e a orbita pericdica obtida através de simulagoes numéricas de

(5.168), para x — X(x) tal como em (5.169).

05

on

-5k

10

05k

on

R

Figura 5.2: Comparagao entre a érbita periédica aproximada por € (linha cheia) e 6rbita perié-
dica obtida numericamente a partir da equagao de van der Pol. (a) Parametro e = 0.4, pardmetro
u = 0.12, condigdes iniciais (0,0.05) e (—0.5,0.6). (b) Parametro ¢ = 0.6, parametro p = 0.27,
condi¢oes iniciais (0,0.05) e (—0.5,0.8). (c) Parametro ¢ = 0.8, pardmetro p = 0.48, condigoes
iniciais (0,0.05) e (—0.5,1.0). (d) Parametro ¢ = 1.0, parametro p = 0.75, condi¢oes iniciais
(0,0.05) e (—0.5,1.2).
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O Corolario 5.2.1 nao trata do caso em que x(¢,v) = 0 para um conjunto de pontos
(e,v) € U.. A teoria desenvolvida até este ponto, possibilita o estudo da curva de érbitas
peridédicas nao hiperbdlicas C'ypy no plano de parametros, associada a uma bifurcacao de

Hopf transversal de codimensao dois. Tal curva é o conjunto
X H(0) = {(e,v) € U. : x(e,v) = 0}. (5.183)

Tal como na segiao 4.2 ¢ possivel obter, a partir do conjunto x~'(0), o pardmetro v
como fungao do pardmetro €. Logo, a curva Cyy resulta das fungoes € — v = 9(€) e
(€,v) — u = ¢(e,v), ou seja, a curva Cypg pode ser representada localmente como uma

curva parametrizada por e,

[(e) = (¢(e,¥(e)), ¥(e)), (5.184)

ou ser representada localmente como o grafico de uma fungao
w=Av). (5.185)

De fato, a expansao em série de Taylor na variavel € do expoente caracteristico é tal

como em (5.144),
x(e,v) = €U(e, v), (5.186)

sendo que a fungao (¢, v) — V(e v) possui expansao em série de Taylor na variavel €, em
torno da origem e até os termos de ordem 3 da forma

1 1
§X2(V> + ﬂX4(V)E2 + OX(€3, lv]). (5.187)

U(e,v) =
E facil ver que U=1(0) = {(e,v) € U, : U(e,v) = 0} € x~*(0). Assim, o estudo da curva
de orbitas periddicas nao hiperbodlicas no plano de parametros associada com a equacao
diferencial (5.12) e nas hipdteses de uma bifurcagdo de Hopf, resume-se ao estudo do

conjunto U—1(0).

O seguinte teorema pode ser enunciado agora.

Teorema 5.2.3. Seja (0,&) € W x U, um ponto de Hopf de codimensio dois de (5.12)
para o qual Re(0,G21(&1)) # 0. Entdo, a curva de drbitas periddicas nao hiperbdlicas,
no plano de parametros (u,v) € R?, associada com a equagdo diferencial (5.12) possui as

sequintes representagoes locais

I(e) = <Re(G3,2(§1))64 _ Re(G32(&))
120,7(&) 7 3Re(0,G21(&

))6 ) + Or(e), (5.188)
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B Cope(v) o Tm(v)
pw=Av)= s vt 02 ve 4+ Op(|v]), (5.189)
com
1/}2 _ 662\1’(0,0) _ 2R6(G372(§1)) (5190)

_m ~ 30,Re(Gai(61))

Demonstracao. Como

W(0,0) =0,
8.0(0,0) = 0,
X ) (5.191)
020(0,0) = 5xa(0) = SRe(Gs2(81)) # 0,
0,(0,0) = Lx(0) = B,Re(Gan (1)) # 0.

o Lema 4.2.1 garante a existéncia de uma fungao suave € — v = 1(¢) tal que U(e, ¢ (e) =
0, ou ainda, x(€,1(e)) = 0. Além disto, a fun¢ao € — v = 1)(€) possui expansao em série

de Taylor na variavel €, em torno de € = 0 e e até os termos de ordem 2, da forma

b= le) = 21!%62 +0u(), (5.192)

com
_020(0,0)  2Re(G32(&H))

Y2 = 550,00~ 30,Re(Gan(61)) (5.193)

Logo,
_ _ Re(Gs2(&)) 3

v=1(e) = 30,,Re(G271(§1))6 + Oy (€”) (5.194)
e substituindo na fungao (¢,v) — p = ¢(¢,v), resulta a seguinte expansao em série de
Taylor

p= ol ule) = 28G28)) o) (5.195)

128#7(51)

Portanto, existe uma curva no plano de pardmetros, € — I'(e) = (¢(e, ¥(€)),¥(€)), que
pode ser parametrizada por € e representada como em (5.188). Outra representacao para
esta curva é obtida aplicando do Teorema da Fungao Implicita a funcao (e,v) —

K(e,v) = v —1(e), o que resulta em

& = 52;/+06<|V|2). (5.196)
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Substituindo (5.196) em (5.105), a curva € — I'(¢) pode também ser representada local-

mente como

= A0 = gau0) (2] + gy (2) 4 0u()

) wf ) v2 (5.197)
_ eV 1 gV
— ¢2 v+ 6 1/1% V2 + OA(|IJ|)

Portanto, existe uma curva I" no plano de parametros que localmente possui as repre-
sentagoes (5.188) e (5.189). Pelas hipoteses da bifurcacao de Hopf de codimensao dois,
Re(G32(&1)) # 0 e a equagao 2’ = g(z,7%,&) é localmente topologicamente equivalente em

torno de z = 0 a equacao diferencial
2= (p+i)z+ vz + s2°22 + 0,215, |I€])), (5.198)

com s = sinal(Re(G32(£1))). Pelo Teorema 4.2.1, a curva de drbitas peridédicas nao

hiperbdlicas possui as representagoes (5.188) e (5.189).
|

O préximo exemplo é uma extensao da equacao de van der Pol, denominada equacao

de Lienard, e mostra como as representacoes locais da curva Cypy sao obtidas.

Exemplo 5.2.2. A equagdo de van der Pol

/

d
¥ =—r=y—X(x),

Cg (5.199)
S
Yy = dTy Z,
com
3, L s
X(x) = (—/wc +va® + =7 ) : (5.200)

¢ conhecida na literatura como uma equacgao de Lienard.
Por ser uma generalizagao da equagao de van der Pol, a equacao de Lienard possui um
unico ponto de equilibrio e a andlise da parte linear da aplicacao

flz, &) = (y + pw — va® — ;xs’, —x) , (5.201)

sendo © = (x,y) € R? e & = (u,v) € R%, é exatamente igual aquela realizada para a
equagdo de van der Pol. Mais precisamente, a parte linear da aplicagao (5.201), calculada

em (0,£) e R? x R? é

A(€) = , (5.202)
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e possui autovalores X e A, sendo

AME) = (&) +in(§) = ;u+i;\/4—u2, (5.203)

e e (—2,2) xR. Para & = (0,v), (&) =0 e n(&) = 1, o que indica a ocorréncia de
uma bifurcacio de Hopf. Os autovetores q(&y) e p(&y), com a normaliza¢io do autovetor

q(&o) em relagio ao autovetor adjunto p(&), sao escolhidos como

11
q(&0) = <—2> 2) )
(5.204)
p(&) = (=i, 1).
No caso da equacao de Lienard, resultam as funcoes multilineares simétricas
B(x7 y? é’) - (07 0)7

C(:’C7 Y, u, 5) - (6Vx1y1U17 0)7

(5.205)
D(x,y,u,v,§) = (0,0),
E(x,y,u,v,w,§) = (24x1y1u1v1w1, 0).
Para k=2,3,... e j=0,1,...,k, os unicos coeficientes gx_; (&) nao nulos sao
g3.0(&) = i’/,
92,1(&0) = —Z%
912(&) = i%
90.3(0) = —i%
g5.0(60) = —i,
(5.206)
94,1(6) = 1
932(&) = _ia
923(&0) = i,
g1.4(60) = —i,
90,5(50) = i

Os vetores ayQ(&)) € a,up(&]) e 0s coeficientes au92,0(50)7 3#91,1(50); 8#90,2(50) € 5#92,1(50);
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calculados através das Proposigcoes 5.2.3 ¢ 5.2.4, sao tais que

9uq(60) = <—5137 ;) )
i) = (4-1)

3#92,0(50) =0,

(5.207)
a;éh,z(fo) =0,
augo,z(fo) =0,
3.
0u92.1(&0) = e
Logo, dos resultados anteriores e por (5.70), (5.103) e (5.104), resultam
3
G271(§0) = _Zyv
3.
9,Ga.1(80) = gwa (5.208)
3 81,
G3,2<§0) = —1 — GZZV .
Portanto, primeiro coeficiente de Lyapunov é dado por
3
l1(&) = Re(G2.1(&)) = s (5.209)
Como no caso da equagdo de van der Pol,
1
(&) = > (5.210)

a equacao de de Lienard apresenta uma bifurcacao de Hopf transversal de codimensao um
para p =0 ev #0. A andlise do primeiro coeficiente de Lyapunov (5.209) revela que para
uw =20, a origem é um ponto de equilibrio instdvel da equacio de Lienard (foco repulsor
fraco), se v < 0 e um ponto de equilibrio localmente assintoticamente estdvel (foco atrator

fraco), se v > 0. Para v =0, ocorre uma bifurcacio de Hopf transversal de codimensao

dois, pois
0 0 1 0
DR B IR (5.211)
aull(fl) aull(&) 0 1 3

e o sequndo coeficiente de Lyapunov € nao nulo

(&) = Re(Gaal6)) = — (5.212)
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Devido a ocorréncia de uma bifurcacao de Bautin transversal, a equac¢do de Lienard
apresenta um diagrama de bifurcacao semelhante aquele do exemplo 4.1.2 da secdo 4.1,
que trata da forma normal de Bautin. Empregando os resultados em (5.208), o Teo-
rema 5.2.3 garante as sequintes representacoes para a curva de orbitas periodicas nao

hiperbolicas associada com a equacao de Lienard,

I(e) = (ule, v(e)), v(e)) = <—ée4, —;62) + Op(e), (5.213)

como curva parametrizada por € ou como grdafico de fungao,
9 4 3
pw=Av)= —gv +0,(v?), (5.214)

para v < 0. O diagrama de bifurcacio da equagdo de Lienard € exibido na Figura 5.2.2.

.
o/
©

Figura 5.3: Diagrama de Bifurcagao da equacao de Lienard.

v

Para pares ordenados (u,v) tomados em cada uma das regioes Ry, Rs, R3 ou Ry e na
curva de orbitas periodicas nao hiperbolicas Cyg do diagrama de bifurcacdo da equacao
de Lienard, a Figura 5.4 mostra os respectivos retratos de fases para condigoes iniciais

apropriadas.
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Figura 5.4: Retratos de fase da equagdo de Lienard. (a) Regido R;: parametros (u,v) =
(—0.1,0.1), condigbes iniciais (—0.1,—1.2) e (0.1,1.2). (b) Regido Ry: pardmetros (p,v) =
(0.1,0.1), condicoes iniciais (0,0.05) e (0,1.2). (c) Regidao R3: parametros (u,v) = (0.1,—-0.1),
condigoes iniciais (0,0.05) e (0,1.5). (d) Regido R4: pardmetros (u,v) = (—0.3, —0.6), condi¢oes
iniciais (0,0.942), (0,0.98) e (0,2.2). (e) Curva Cyp: pardmetros (u,v) = (—0.405,—0.6),
condigoes iniciais (0,1.25) e (0,1.8).
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Se outros pares ordenados (1, V) e condigoes iniciais sao escolhidos, os retratos de fase
sao topologicamente equivalentes aqueles apresentados na Figura 5.4.

Em geral, os resultados (5.213) ou (5.214) sao apenas aproximagoes locais. Contudo,
no caso da equacao de Lienard, estes resultados parecem ser a expressio exata da curva
de orbitas periodicas nao hiperbolicas. A Figura 5.5 exibe uma comparacao entre o grifico
de (5.214) e a curva de drbitas periddicas nao hiperbdlicas da equagao de Lienard, obtida
numericamente através do software MATCONT 2.5.1. Este software é um pacote com-
putacional com interface grafica que possibilita andlise numérica de sistemas dinamicos
continuos ou discretos. Desenvolvido para o software MATLAB [35], suporta versao 6.0
ou posterior e pode ser copiado gratuitamente em [34]. Utilizando métodos numéricos de
continuacao, este toolboxr permite computar curvas de equilibrio, de pontos limite, cur-
vas de Hopf, entre outras. E capaz de detectar todas as bifurcacoes de codimensio wm,

codimensao dois e lagos homoclinicos, para condicoes iniciais adequadas.

A 08 08 -0y -06 -0 -0.4 -0 02 -01 0

Figura 5.5: Comparagao entre o grafico da representacao (5.214) e a curva de drbitas periédicas
nao hiperbdlicas da equacao de Lienard, obtida numericamente através do software MATCONT
2.5.1. A linha continua esté associada com a aproximagao (5.214) e os pontos com o resultado

numérico.

Simulagoes numéricas, como da Figura 5.5, motivam a sequinte conjectura para a

equagao de Lienard.
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Conjectura 5.2.1. No plano de parametros, a curva de orbitas periodicas nao hiperbolicas

da equagdo de Lienard (5.199) é o conjunto
2 9 5
F:{(M,I/)ER th= v 1/§0}. (5.215)

Finalizando, para cada par ordenado (e,v) € U, as drbitas periddicas no retrato de

fase da equagdo de Lienard sdo aproximadas por

u(s, e,v) = (sen(s), cos(s))e + (—3vcos(3s), lusen(?)s)) &4+ O, W]),  (5.216)

32 32
Jja que,
wy(s) = e,
(5.217)
wy(s) = e ",
wy(s) =0,
(5.218)
@2(8) = U,
3 s )
ws(s) = 1—621/(66 s g8 23S
\ (5.219)
W3(s) = ——i(6e™ — 3 — 2e73),

16

A teoria desta secdo, embora formulada para equacoes diferenciais em R2?, pode ser
aplicada a qualquer equacao diferencial em R™ que apresente um bifurcacao de Hopf.
Basta para isto, empregar o teorema da variedade central, ou mais precisamente, fazer
uma restricao da equacgao diferencial em R" a variedade central. Contudo, do ponto de
vista das aplicacOes, restrigdes a variedade central, em geral, demandam muito trabalho.
Assim sendo, o objetivo da proxima secao é exibir uma teoria de aproximagcao de érbitas

periddicas para equagdes diferenciais em R” e nas hipéteses de uma bifurcacao de Hopf.

5.3 Aproximacao de orbitas periédicas em R”

Aproximacoes de orbitas periddicas de equacoes diferenciais em R™ podem ser obtidas,
conforme discutido no final da secao anterior, ou mediante uma adaptagao conveniente do
método da projecao. Estas nao serao as abordagens desta se¢ao. A finalidade é apresentar
uma teoria de aproximacao de érbitas periddicas de equagoes diferenciais em R™ tal como

em [13]. A idéia do método é essencialmente a mesma da secdo anterior, ou seja, o



124

objetivo é dar uma definicdo para o parametro €, construir fungoes do parametro € e obter
as aproximagoes desejadas através de séries de Taylor formais na varidvel € (em torno da

origem destas fungoes) e da equagao diferencial em R”. Para isto, seja a equagao diferencial

' = f(x,¢), (5.220)

com f: W xU — R*" W C R" um aberto em R", f € C*(W x U/ R") e £ = (pu,v) €
U C R?, o vetor de parametros.

Suponha que (x¢(£),&) € W x U é ponto de equilibrio de (5.220) e que, para & =
(fo, V), a parte linear da aplicagao (x, &) — f(a,€), calculada em (x¢(&y), &) € W x U e
denotada por A(€) = D f(xo(£),€), possui autovalores X e A\, com \(&) = (&) + in(&),
Y(&) =0, 9,7(&) # 0 e (&) = wo(v) > 0 e nenhum outro autovalor com parte real nula.
Para simplificar a anélise, suponha ainda que x¢(§) = 0, para todo £ € U, 0 € U e py = 0.
Com estas hipéteses, existem ¢(§) € C", autovetor correspondente ao autovalor () e
p(€) € C™ autovetor adjunto correspondente ao autovalor A(€), sujeitos & normalizacio
(p(€),q(&)) =1, onde (-,-) é o produto interno usual em C".

Linearizando (5.220), em torno do ponto de equilibrio (0,&) € W x U, resulta o pro-

blema variacional

' = Az, (5.221)
cuja solucao é

x(t) = 4O, (5.222)
sendo x(0) = xg. Quando & = &,

tA(fo)q(é'O) — eiwD(V)tq(é'O)’

(5.223)
tA(fo)q(é-O) — e—zwo(u)tq(é-o)
e (5.221) possui duas solugoes periédicas independentes para £ = &,
2(t) = e Wiq(&),
(5.224)

(t) — e—iwo(u)tq(l&]) )

Na varidvel s = wy(v)t, as solugoes (5.224) sao periddicas de periodo 2. A finalidade do

N

método de aproximacao, apresentado nesta se¢ao, é construir uma aproximacao para uma

familia de orbitas periddicas de (5.220), a partir das solugoes periédicas de (5.221) e para

§=&o-
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Considere, o seguinte conjunto de fungoes peridédicas de periodo 2,
Por = {v:RxU. — C":v(s,e,v) = v(s+2m,¢6,1v), v € C(RxR? C")}u{0}, (5.225)
com
U.={(e,v) € R*: ¢ >0, ¢ suficientemente pequeno}. (5.226)

Munido com as operagoes de adicao de fungoes periddicas, ou seja, se u, v € Por, u+ v €
P2, e multiplicagao por escalar, isto é, se v € Por e ¢ € C, entao cv € Po,, a terna
(Par, +,-) € um espago vetorial sobre o corpo C, denotado simplesmente por Pa;.

Seja agora o produto interno sobre Py, definido por

['7'] : P27r X 7327r — C

1 g2 (5.227)
(u,v)  +— [u,v] = —/ (u(s,e,v),v(s,€,v))ds,
2m Jo
com (-, -) o produto interno usual em C". Logo, o par (Pay, [+, -]) ¢ um espago com produto

interno.
Neste espaco com produto interno é possivel definir a classe de operadores indexada

por v € R, {7, : Por — Par : v € R}, sendo

\71/: 7)27r B P27T

d (5.228)

v Jui= (—wo(l/)ds + A(§0)> v.

Esta classe de operadores desempenha um papel importante na aproximagao de uma
familia de érbitas periédicas de (5.220). As Proposigées 5.3.1 e 5.3.2 fornecem algumas

propriedades dos membros da classe {7, : Por — Por : v € R}.
Proposicao 5.3.1. Para cada v € R, o operador [J, : Por — Par € linear e continuo.

Demonstracao. A linearidade do operador 7, : Por — Po, é imediata. Com relagdo a
continuidade, basta mostrar que o operador 7, : Por — Por € limitado com relacao ao

espaco normado (Par, || - [|2x), sendo

“Nar: Por — R
-1 2 (5.229)

v llar = /o, 0],

a norma induzida pelo produto interno (5.227). Em outras palavras, basta mostrar que

existe ¢ € R, ¢ > 0, tal que para todo v € Po,,

[Tvllar < cf|vl|2x (5.230)
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Tome v € Py, com ||v]|2, = 1. Entao,

[Toollar = H—wo<u>dv A

ds o
< |wov) 7o)+ 11AGo) vl (5.231)
§ 2T
d
= ()| gov| 1Al

Por outro lado, fixado o par (¢,v) € U,, das propriedades da fungao v € Py, existe um

L(v) € R, L(v) > 0, tal que

d

Sl =L 5.232

| ds " oy 2 ( )
e por (5.229),

[A(&0)vll2r < [[AG0)[arllv]l2x = [l A(E0)llar, (5.233)
sendo

A(&o)u
Ao = sup I (5.931)
fuli=t [l

com || - || : C* — R a norma induzida pelo produto interno em C". Portanto, (5.230) é

verificado aqui com ¢ = wo(v)L(v)+[|A(&)||ar. Para v € Por, v =0, (5.230) é trivialmente

satisfeita.
[ |

Proposicao 5.3.2. Para cada v € R, o niucleo do operador linear [J, : Por — Por,
denotado por N'(J,), possui dimensio 2 e o conjunto B, = {eq(&),e *q(&)} € uma

base para o nicleo.

Demonstracao. Fixado v € R, o ntcleo de (5.228) é o conjunto
N(ju) = {U S P27r . j,/'U == O} (5235)

Seja S(B,), o subespaco vetorial de Pa, gerado por B,. Se v € S(B,), entao v(s,€,v) =
Creq(&) + Coe™q(&) com Cy, Cy € C e, assim, J,v = 0. Logo, S(B,) C N (J,).
Por outro lado, cada elemento do nucleo satisfaz o problema de contorno

d
wo(v) v = Al&o)v, (5.236)

v(s,e,v) = v(s+2m,€,v)
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ou, equivalentemente,

i” = A (&)v,

ds (5.237)
v(s,e,v) = v(s+2m,€,v),

sendo A* (&) 1= wo(r) 1 A(&). Da teoria de equagoes diferenciais ordindrias, o espago de
solugbes da equagao diferencial ordinaria em (5.237) possui dimensao finita. Portanto, o

niicleo N (7,) possui dimensao finita.
Note que a aplicagdo linear A(&) : R® — R™ possui autovalores \(&y) = iwp(v),
A2(&o) = —iwo(v), A3(&0), - -+, An(&0), com A3(&p), - .., An(&o) simétricos em relagdo ao eixo
real do plano complexo e Re();(&)) # 0 para j = 3,...,n. Logo, a aplicacdo linear

A% (&) : R™ — R™ possui autovalores

M (&) = i, Aa(€o) = =i, wo(r) " As(&o), - - wo(¥) " An(o)- (5.238)

Além disto, os autovetores associados aos autovalores de A(&y) : R" — R™ sdo também

autovetores associados aos autovalores de A*0(&y) : R™ — R™.

Sendo Q1(0) = q(&), Q2(%) = G(&o), Q3(&o),- -, Qn(&o) autovetores de A% (&) :

R™ — R™ associados, respectivamente, aos autovalores (5.238), resulta que

{ea(€0), e7q(%0), a3(5), -, an(5)} (5.239)

¢ uma base para o espago de solugoes, sendo s — ¢;(s) = smi_leki(@)sQi(ﬁo) e m; a multi-
plicidade de X;(&), @ = 3,...,n. Das propriedades da aplicagao linear A“°(&,) : R" — R™,
as Unicas fungoes que sdo periddicas de perfodo 27 sdao s — €“q(&) e s — e q(&).
Logo, toda solugdo do problema de contorno (5.237) é da forma v(s, e, v) = Cie®q(&) +
Cae™q(&), com Cy,Cy € C, Cy = C, o que mostra que N (7,) C S(B,). Portanto,
B, = {e*q(&), e *q(&)} é uma base para o nicleo do operador linear (5.228).

Outra classe importante de operadores, neste contexto de aproximagao de uma familia

de orbitas peridédicas de (5.220), é a classe dos operadores adjuntos.

Definigao 5.3.1. No espago com produto interno (Par, [, ]), para cada v € R, o operador

jVT : Pox — Par que satisfaz a sequinte propriedade
[Tu,v] = [u, T 0], (5.240)

para todo u,v € Par, € denominado operador adjunto do operador linear [J, : Por — Por.
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Proposicao 5.3.3. Para cada v € R, o operador adjunto de T, : Pox — Por, JVT i Por —
Por, € dado por

J) = wo(V)jS + AN (&) (5.241)

Além disto, J! : Pox — Pay € linear e continuo.

Demonstracao. Da definicao do operador linear 7, : Por — Por € para u,v € Po,

[T, 0] = —wo(v) L;iu, v] A, 0], (5.242)
Mas,
[zsu,v] _ ;ﬂ/j <;iu,v> ds
= )| - ;ﬂ /02” <u jsv> ds (5.243)
et
LA, v] = ;ﬁ | A, v)ds — 217T | T, AT(&)0)ds = [, ATo]. (5.244)

Logo, de (5.242), (5.243), (5.244) e pela definigao 5.3.1,
d T
[jl/uav] - u,wO(V)£U + [U, A (50)1)]

= [u, wo(y);;v + AT(&))U] (5.245)

= [u, 7, v].

A demonstragao de que JI : Py, — Por é linear e continuo é idéntica aquela feita para o

operador J, : Por — Por €, portanto, sera omitida.
[ |

Como na Proposi¢ao 5.3.2 é possivel mostrar que B, = {e*p(&), e “p(&)} é uma
base para o ntucleo do operador linear adjunto jl,T . Por — Po,. Utilizando as notagoes
q(s,v) = e®q(&) e p(s,v) = e“p(&), decorre da definigao do produto interno sobre Ps,

que

FuM&o) = (p(&0), 9. A(S)a(&0)) = [p(s,v), 0. A(So)a(s, v)] (5.246)
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e, assim, neste contexto
9,v(&0) = Re([p(s, v), 9, A(&)q (s, v))),

a;ﬂ?(fo) = Im([p(37 V)v auA(fo)CI(Sa V)])

Por um abuso de notagao, suponha que t — x(t) é uma érbita peridédica de (5.220) e

(5.247)

defina as fungoes (e,v) — u = ¢(6,v) e (¢,v) — w(e,v), com

27

T(e,v) = m,

(5.248)

o periodo da orbita periddica de (5.220). Como na teoria de aproximacao de Orbitas

periédicas em R?, a mudanca de varidveis
m(t) = U(S, €, V)7 s = LU(E, V)t7 w((); V) - CU()(V), (5249)

simplifica a anélise, pois permite que as 6rbitas periédicas de (5.220) sejam elementos de
Par. Note que o conjunto Ps,, consiste de fungoes periddicas de periodo 27 que assumem
valores em C", ou seja, os elementos de Py, sdo fungdes da forma v = (vy,vs), com v;,
1 = 1,2, fungoes periddicas de periodo 27 que assumem valores em R". Neste sentido, como
o estudo ¢ realizado com equagoes diferenciais em R", o interesse esta em um subconjunto

PY_ C Pay definido por
P ={v € Por:v=(v1,02), v; : Rx U, = R" i=1,2 vy =0}. (5.250)

E possivel mostrar que o conjunto P2 ¢ isomorfo ao conjunto das fungoes periddicas de
periodo 27 definidas em R x U, e assumindo valores em R" e, assim, a seguinte identificacao
é feita: se (u,0) € PY | entdao a notagao utilizada é u € PJ .

A funcao s — p(s,v) e o produto interno [-,-] : Par X Par — R sobre Po, permitem

definir o parametro € da seguinte forma
e = [p,ul, (5.251)

com u € Py uma 6rbita periédica de (5.220) que se deseja aproximar. Outras defini¢oes
para o pardmetro € sao possiveis dependendo da aplicagao (ver [13]).

Observe que a aplicagao linear (5.46) da se¢do 5.2 é obtida empregando (5.251) no caso
em que n = 2 e levando em conta que em R? a 6rbita periddica ¢ dada por (5.128).

Com a mudanca de varidveis anterior a equagao diferencial (5.220) pode ser reescrita

como

u(s,e,v) = f(u(s,e,v), d(e,v),v). (5.252)
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Considere agora as séries formais na variavel e,

u(s, €,v) . ug(s,v)
o€, v) = kz_jl gl o) e*. (5.253)
w(e,v) — wo(v) B wi (V)

Como na secao anterior, ha a seguinte propriedade envolvendo os termos da seqiiéncia

{Uk(s, V)}kEN-
Proposicao 5.3.4. Os termos da seqiéncia {ux(s, V) }ren possuem a sequinte propriedade:

1, k=1
(D, ux] = (5.254)
0, k=2,3,....

Demonstracao. A demonstragao é consequiéncia da definicao 5.227 e da série formal em

e da fungao (s, €,v) — u(s,€,v), pois

¢ = [p,u]

= 1/2ﬂ<p,u(s,e, v))ds

21 Jo

o0

- 217T /0% <p’ > kl?‘ e ’V)€k> - (5.255)
B i kl' ( : /2ﬁ<Pauk($>V)>dS> e*

Os termos das seqiiéncias {wg (V) }ren, {pr(V)ren € {ur(s,v)ren s@o obtidos através
de um procedimento recursivo. Assim, substituindo (5.253) em (5.252) e agrupando os

termos com as poténcias €, para k = 1,2, ..., obtém-se para o coeficiente do termo em e,
(Ju1)(s,v) =0 (5.256)
e, assim, u; € N(J,) e a Proposigao 5.3.2 garante que
ui(s,v) = Ciq(s,v) + Ciq(s,v) = Cre”q(&) + Cre q(&), (5.257)

com C € C. Como a origem, na variavel s, de uma érbita periddica de (5.220) é indefinida,
ou seja, (s,€,v) — u(s,e,v) e (§,€,v) — u(s,€,v), com § = s+ Sp, representam a mesma

6rbita periddica de (5.220), qualquer que seja o valor de sy € R (u e @ sdo equivalentes),
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é possivel escolher uma origem s; € R tal que Im(Cie”®0) = 0. Para este s € R e

preservando a notagao, isto é, fazendo s = 3, a fungao (s,v) — uy(s,v) é reescrita como

ui(s,v) = Co(e®q(&o) + e7*q(%0)), (5.258)

com Cs € R. Além disto, pela Proposicao 5.3.4, C5 = 1.

3

Os coeficientes dos termos em €2, €2, €* e € fornecem os seguintes resultados
) b

(Jouz)(s,v) = =2p (V)0 A(o)ua (s, v) + 2wi (v)ui (s, v) =

(5.259)
B(ul(s? y)’ u1(37 V)a 50)7
(Fous)(s,v) = =3u1(v)0uA(&o)ua(s, v) 4 3w (v)uy(s, v)—
3pa(v)0,A(&o)ur (s, v) + we (V) (s, v)—
Bpa (v)202 A(&o)ua (s, v) — 3B(ur (s, v), ua(s, ), §0)— (5.260)

3 ()0, B(u(s,v), ui(s,v),&)—
Clun(s,v),wm(s,v),m(s,0), &),
(o) (,) = —4p () D, AEp)uus(s,v) + don (V) (s, )~
612 1) D A€ un(s, ) + 6w ()t (s, )~
() D, A(Go)un (5, ) + Ao (0t (5, )~
127100 V) B2 A un (s, ) — 6y (v)203AEo s, )~
A (PO A(Eo)ur (5, v) — AB(ua(s,v), us(s, ), €0)
3B (us(s,), 12(5, 1), &) — 124 ()0, B s (5,v), a5, ), &)~ (5.261)
6112(1)0,B s (5,7, 1 (5, ), &)~
6,u1(1/)28§B(u1(s, v),ui(s,v),&)—
6C (ur(s,v),u1(s,v),us(s,v),&)—
A ()9, C (s (5, ), 1 (5, ), s (5, ), )~

D(uqi(s,v),ui(s,v),ui(s,v),ui(s,v), &),



132

(Jvus)(s,v) = =51 ()9, A(&o)ua(s, v) + bwr (v)uj(s, v)+
10wz (v)us(s, v) — 102(v) 0, A(€o)us(s, v)—
1073(1) D, A (& (s, v) + 10ws () (s, 1) —
Bua(¥) 0, A(So)ua (s, v) + Bwa(v)ui (s, v)—
10111 (v)?0; A(&o)us(s, v) — 30p1 (v) p2(v) 9 A(&o)uz (s, v) —
20411 ()i (V) 05 A(&o)ur (s, v) — 15pa(v)? 05 A(So)ua (s, v)—
1061 (v)* 95 A(&o)uz(s, v) — 301 (v)*pa(v) O A(€o)ur (s, v) —
B (1) 10, A(&o)ua (s, v) — 5B(wi (s, ), ua(s, v), &) —
10B(us(s, v), us(s,v), &) — 20p1 ()92 B(uy (s, v), us(s, v), &) —
1511 ()8, B(ua(s,v), ug(s, v), &) —
3042(v) 0, B(ui (s, ), us(s,v), &) — (5.262)
10p3()0, B(uy (s,v), w1 (s, v), &) —
3011 (v)?02B(ur(s,v), us(s,v), &) —
101 (v)203 B(uy (s, ), ua (s, 1), &) —
10C (uy (s, ), ui (s, v), us(s, v), &) —
15C (uy (s, 1), ua(s, v), ua(s, v), &) —
3041 ()0, C(ur (s, ), u1(s,v), us(s, v), &) —
102 ()0, C (us (s, v), ur (s, v), ur (s, 1), &) —
1041 (v)?02C (us (s, v), ur (s, v), ua (s, v), &) —
10D (ui (s, v), wr (s, 1), ui (s, ), ua(s,v), &) —
51 ()8, D (u (5, 1), ur (s, v), ur (s, ), us (5, ), &) —

E<u1(57 V)? u1<87 V)> ul(sa V)a ul(sa V)v u1<87 V)> 60)
Como pode ser observado nos resultados de (5.259) a (5.262), determinar os termos da
sequéncia {uy(s,v)}ren € equivalente a estudar, para cada k = 1,2,..., o problema com

operador linear

(qukJrl)(S; V) = HkJrl(Sa :uk(V)v wk(”))?
(5.263)

Up11(8, V) = upga(s + 2w, v),
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sendo a funcao (s, ux(v), wi(v)) — Hyy1(s, pi(v),wi(v)), periédica de periodo 27 na va-
riavel s. O préximo teorema fornece um método de obtencao dos termos das seqiiéncias

{ur(s, V) bren, {1e(V) }ren € {wr (V) }ren, através de (5.263) e de maneira recursiva.

Teorema 5.3.1. Para k = 1,2,... e para cada v € R, o problema com operador linear

(5.263) admite solugao se, e somente se,
[p, Hy1] = 0. (5.264)

Demonstrac¢ao. Suponha, para k = 1,2,... e para cada v € R, que (s,v) — ugi1(s,v) é
solugao do problema de contorno (5.263), ou seja, J,ugt1(s,v) = Hii1(s, ue(v),wi(v)) e
Upt1(8, V) = ups1(s + 2m,v). Logo, como p € N(JT),

[p, Hi1] = [P, Tvursa] = [jl,Tpa Ugy1] = 0. (5.265)

Suponha agora que [p, Hx11] = 0. O problema com operador linear (5.263) é equiva-
lente ao problema de contorno

d
gk (8,7) = A (Co)unry — Hi2y (s, pu(v), wi(v)),
s (5.266)
Up11(8, V) = upra(s + 2w, v),
sendo A0 (&) = wo(v) TA(&) e HpY, = wo(v) ' Hypq para k =1,2,.... A solugdo de um
problema de valor inicial envolvendo a equagao diferencial ordinaria em (5.266) ¢ da forma

U1 (s, 1) = eAPEY | esA0(E) /0 AN FT90 (¢ (v), wi(V))dC, (5.267)

com uj) ; = uk1(0) arbitrario. Esta solugao serd periddica, se upq(0,v) = uj),, =

up+1(27, V) ou, equivalentemente, se

(1, = =@y = = [ LT 20, (¢ (), (), (5.268)

sendo I,, a matriz identidade n x n. Como uj,; € R é arbitrério, a existéncia de solugoes
peri6dicas de perfodo 27 de (5.266) esté relacionada com a existéncia de uj, € R satis-

fazendo (5.268). Note que (5.268) é um sistema linear da forma Au) , = B com

A =1, — #4700 (5.269)

. 2r o y
B=— [ @O [ (¢, py(v), wn(v)dc. (5.270)
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Pela alternativa Fredholm (ver [15]), o sistema linear Aul,, = B possui solugio se e,
somente se, a imagem da aplicacdo linear A : C* — C” for igual ao complemento ortogonal
do nticleo do operador adjunto de A : C* — C”. Das hipéteses sobre a aplicacao linear
A:R" — R™ resulta que o conjunto {p(&),p(&)} é uma base para o nicleo do operador

adjunto de A : C* — C, AT = I, — ¢2"(A°)"(%) . C» — C". Logo,
(&), B) = (pl&o),— [ e O% D F20 (¢, (), o))
= [ pl0) O 0 (C () () €
= [T @), g (G () ) dC
{
{

[e=]

=)
3

_/2
_ fwz@mﬂmm>wmﬂ

1

- ( o /OZW <eiCp(€0)7Hk+1(C,[Lk(I/),wk(y))>dC

e T Op(&), Hty (€, e (v), wi(v)) ) dC (5.271)

[e=]

2m
= _WO( ) [pa Hk+1]

A hipétese [p, Hy11] = 0 implica que {p(&), B) = 0 e, portanto, existem uf,, € C" para

os quais (5.266) possui solugoes periddicas de periodo 27.
|

Pela Proposicao 5.3.4 e pelo Teorema 5.3.1, a solu¢ao do problema com operador

(5.263), para cada k = 1,2, ..., ¢ obtido através de (5.267), com as condicoes [p, Hx+1] =0

€ [pa ukJrl] =0.
Substituindo (5.258) em (5.259), resulta o problema com operador linear

(j,,'LQ)(S,V) = H2<S7 v, ,ulawl)a

(5.272)
us(s,v) = us(s + 2w, v),
sendo
Ho(s, v, 2, w2) = 2( — ()9, AGo)a(&0) + iwn (v)a(&o) ) e~
2111 (1) D A(&0)T(Go) + s (V)T (&) )™~
(5.273)

B(q(&), q(&). &0)e*™ — 2B(q(&), (&), &) —
B(q(&),q(&), &)e 2.
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O Teorema 5.3.1 garante que o problema com operador linear (5.273) admite solucao
se, e somente se, [p, Ha] = 0. Isto ocorre se p1(rv) = 0 e wy(v) = 0. Nestas condigbes, a

solugao de (5.273) é

U2<S7 l/) = h2,0(§0)62is + 2h171(§0) -+ 52’0(50)6_%8, (5274)
hao(€o) = (2iwe(v) I, — A(&)) ™ Blq(&), a(&), &), (5.275)
hi1(&) = —A(&) ™' B(a(%0), a(é); €o)- (5.276)

A expressao (5.260) e os resultados anteriores conduzem ao problema com operador

linear

(Jous)(s,v) = Hy(s,v, iz, w2), -
us(s,v) = us(s + 2m,v),
onde

Hy(s,v, p12,02) = (3B(a(&0), hao(60); o) + Cla(0), (o), a(bo), o) ) ¥ =
3( = 12(1)0uA(G0)a(Go) + itwn(v)a(&) ) e~
3(2B(q(&), hn1(6), o) + B(@(), hao(0), &)+
C(a(€), 4(€0), (&), 0))e™ = (1o (1) DA ()T (E0) + (5.278)
iws (1)7(&) ) e~ = 3(B(a(&)s ha0(&o), o)+
2B(q(€), h11(%0), &) + Cla(0), 7€), T&), &) ) e ™=
3(B(@(), ha0(%), &) + C(a(6), 7(&), (), &) ).

Aplicando o Teorema 5.3.1 a (5.278), ou seja, calculando [p, H3] = 0, os coeficientes

p2(v) e wy(v) sao da forma

Re(Ga,1(&0))

pa(v) = T on6) (5.279)
w2 (v) = p2(v)0um(&o) + Im(G21 (%)), (5.280)
G2,1(&0) = <p(50)=23(61(50);711,1(50),50) + B(q(80), h2,0(%0): €0)+

(5.281)

Ce(&), (&), 7(&), &)).
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Definicao 5.3.2. O primeiro coeficiente de Lyapunov é definido por

1
l1(&) = §RG(G2,1(§0))> (5.282)
com o numero complexo Go1(&y) calculado de acordo com (5.281).
Uma vez determinados os coeficientes us(v) e wo(v), a solugao (s, €,v) — us(s,€,v) é

U3(8, V) = hg’g (fg)€3is -+ Eg’o (50)6_3“ + 3h271(§0)€i5 + 3%2’1<€0)€—is+

(5.283)
B2 (1)9uq(€o)e™ + 3pa(v)0,q(&0)e™",
hso(éo) = (3iwo(¥) I, — A(&)) ' (3B(q(&0), ha.0(é0), o)+
(5.284)
C(q(&0), q(%0), a(%0), &0)),
ha,1 (&) = (iwo(V) In — A(&))™ Ra,1(é0) (5.285)

e 0,49(&) calculado tal como no Proposicao 5.2.3. A notacao em (5.285), significa que o
vetor complexo hy1(&y) € C™ é solugao do sistema de equagoes lineares de dimensao n + 1

(ver [30]),

( iwo(V)In — A(&)  a(&) ) ( ha (&) ) _ ( f2.1(%) ) , (5.286)
P(&o) 0 5 0

Ra1(&0) = 2B(q(%0), h1,1(&0): &) + B(@(&o)s ha,0(80), §0)+
C(q(&), (&), 7(&0), &) — Ga,1(80)q(éo)-

Cco1m

(5.287)

Pelos resultados anteriores, o problema com operador linear (5.261) pode ser escrito

como

(jVu‘l)(S? V) - H4(87 v, us, W3)7
(5.288)
ug(s,v) = uy(s + 2w, v),
sendo

Ha(s, v, pa,wi) = = (4B(a(60), ha o(&o), o) + 3B ha,0(&0), hao (&), o)+

6C (q(&0), a(80)s P2,0(&0), §o)+
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D(q(6), 4(0), 2(60) 4(&0), &) ) et~

2(6B(q(%), h2,1(£0), &) + 32 (v) (2B(a(%0), 0ua (&) o)+
OuA(€0)ha0(&0) — 2047 (%) + 10um(€0))hao(€0) +

0B (a(€), 4(€0), o)) + 2(B(@(0), s o), o)+
3B(h11(%0), h2o($0), €0) + 3C(a(€0), (&), b1 (), o)+
3C(4(80),7(60); ha0(&0), &)+

D(q(%), 4(&0), 1(€0), 7(&0), &) — 3G (E0)ha0(60)) )e**+
4( = 13(1)BuA(&0)a(&) + iws (v)g (&) ) e~

(12B(q(60), Fa,1(0), o) — 12B(@(0), b1 (), &)=
12B(h1,1(%0), h1,1(0), €0) — 6B (ha,0(&), a0 (&), &0) -
6C(q(80), (60), h20(80), 0)—

24C(q(0), T(&0), hn1(0), &) — 6C@(5),T(%0), ha0(60), &)
6D(q(), (), (), 7(&0), &) — (5.289)
1212(v)(B(a(&0), 0(60), &0) + B(@(&0), Dua (o), &0)+

0, A(€o)hn1 (&) + 0, B(a(&0). 7). &0))) —
4(13(1) 0, A0)a(&0) + iws(v)a(éo) ) e~

2(6B((&), 21 (%), &) + 312(v) (2B (7(&0), 9,7 (50), &0)+
DA (€0)Pa0(80) — 20wy (60) — i0um(€0))ha0(€0) +

0B (a(%), 7€), o)) + 2(B(a(o), hiso(0), o)+
3B(h1,1(0), 20(&0): €0) + 3C(T(&), A0), b1 (&), o)+
3C(4(60),7(80): a0 (&), &)+

D(q(%),(0), 7(%), T(&0), &) — 3Ga1(S0)hao (&) )25 =
(4B(@(&0), iso(&0). €0) + 3B(Faol€0), oo (o). o)+
6C(q(%0): 7(&0), h2,0(60), o)+

D(@(%), 7(%), 7(&), (&), &) e
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com p3(v) =0 e wy(v) = 0, pelo Teorema 5.3.1. Portanto,
ug(8,v) = hao(&0)e*™ + hao(&o)e ™ + 4hz1(&0)e* + 6ha2(&o)+
AR 1 (Eo)e " + 6o (V) Duho,0(€0)€*™ + 122 ()9l 1 (€0) + (5.290)
Gpia(v)0,ha0(Eo)e 2.

Em (5290), 0s vetores Complexos h470(€0)7 h371(£0), hQ’g(&]), @th,o(&)) (S @th,l (&)) sao
dados por

hao(60) = (dwo(v) I — A(&0)) ' (3B(ha,0(&0), ha,0(&0), o)+
4B(q(&0); h3.0(0): &) +6C(q(&0), q(%0), h2,0(80), §o)+ (5.291)

D(q(&0),a(%0),q(&0), (o), 60)),

hs1(&0) = Bwo(¥) I — A(&)) (B(q(&), hs0(é0), &o) + 3B(q(&o), ha,i(60), o)+
3B(h1,1(80); h2,0(80), §0) +3C(q(80); ¢(&o)s P11 (0)s o)+
3C(q(&0),(&0), P2,0(80), o) + D(q(&0): q(€0)s a(0)5 (80)s Eo)—

3Ga,1(80)h2,0(80)),

(5.292)

ha2(80) = —A(6) ™ (2B(q(80), h2.1(60), &) + 2B(q(60), h2,1(80), So)+
2B(h11(60), h1,1(0), S0) + B(hao(&), hao(60), o)+
C(4(%), 4(&0), h2.0(€0), &) +4C(a(£0), 7(80), h11 (o), o)+ (5.293)
C(q(&0), (&0 h2.0(&0), &0) + D(a(éo), 4(€0), 7(60), 4(&0), S0) =

2(G2,1 (&) + G2,1(&0))h1(%)),

Duho(S0) = (2iwo(v) I, — A(&)) ™ (2B(4(&), Bug (&), o)+

(5.294)
9, B(a(é0), a(€0): o) — (20, A(60) I — D A(&0)h2(60))

Duh11(S0) = —A(&) ™" (B(0u9(%), 7). &) + Bla(&), 0u(%0), &) + 5205
9, B(4(0), (%), &) = ((FuA (o) + QX&) Tn = 0uA )P (£o)) -

Por tltimo, tem-se o seguinte problema com operador linear, obtido de (5.262)

(Jous)(s,v) = Hs(s,v, pa, ws),
(5.296)

u5(5,y> = u5(8 + 27T7V)7
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Hs(s,v, pia, 1) = —(5B(q(&0), hao(£), &) + 10B(ha0(&0), hs o(&o) &)+

10C(g(0), a(0), s o(€0), &)+
15C(q(&0), h2.0(80)s hao (o), €0)+

10D(q(%0), (%0): a(60)s h2.0(60), €o)+

E(q(%), 4(%), a(6), 4(0), (%), &) )" =

5(4B(g(&), hs1(%), &) + B(@(&), hao(&o), o)+
4B(h11(&), s 0(&0), &) + 6B(ha,0(0)s haa (%), o)+
6C(4(50)4(60): 2,1 (60), &) +4C(a(&0), T(%0), hiso(&0), o)+
12C(g(&0), h1.1(0) hao (o), €0)+
3C(4(80), h20(&0), hao (&), €0)+

4D(q(&0), 9(%0): q(%0), h1,1(€0), S0)+
6D(q(%), 4(£0), T(%0), ho(0), o)+

B(q(&), 4(6), 4(0), 4(0), T(&0), €0)—

6Gi2.1(€0)hs0(€0) + 2012(3B(a(6o), uha o), &)+
3B(h20(%0), 9ua (%), &) + 3C(a(%0), 4(0), Dua (o), &)+
DA (€0)hs0(60) — 307 (S0)hisol0) —

30,m(€0)hs.0(60) + 30, B(a(€o), hao(&o) o)+
0,C(4(%), 4(%), 4(0), &) )"~
5(114(v) D, A(&0)a(wio) — icos(v)g(wio) +

2(3B(g(0), ha2(€0), &) + 2B(a(%0), ha (), o)+
6B(h11(%0), ha1(€0), €0) + 3B(ha0(&0), Faa (&), €0)+
B(hs,0(8), Fa0(&), &) + 3C(a(0), (o), P (o), €o) +
6C(q(%0), T(0), ha1(€0), o)+

6C(q(&0), P1,1(60), h1,1(&o), o)+

(5.297)
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3C(q(&), h20(&o), h2,0(€0), o)+
C(q(0), (€0 h3.0(80), €0)+
6C(7(%0), h11(80), h2,0(80), So)+
D(q(é0)- (€0, a(€0), h2,0(€0) o)+
6.D(q(), a(60)7(S0), h1.1(So), €o)+
3D(q(&), 7(%0), 7(S0), h2,0(So), €o)+
E(q(%0), 4(), a(€0), 7(80), 7€) S0)—
3G21(80)h2.1(80)) + 6p2(¥) (2B(q(80), b1 (o), )+
B(q(%0), 0uha2,0(80), S0) + 2B (h1,1(S0), 9ua (o), So)+
B(h2,0(&0), 047(80), S0) + C(a(&o) a(80), 0u(&0), )+
2C(q(80), 4(&0): 0ua (o), &0) — G2,1(£0)9ua(So)+
O A(&0)h2,1(§0) — 0uv(€0)h2a (§0)—
10un(&0)h2,1(80) + 20, B(q(&0), h11(§0), S0)+
9, B(q(&0), ha.0(80), €0) + 0uC(4(&0), 4(0), 7o), o))+
Bua(v)*(0;A (o) a(wio) + 2(9,A (&) —
(047(0) + 10,m(%0)) 1n)Dua(§0)) ) "
5 (14 ()9, A(&0)T(wio) + iwa(v)q(wio) +
2(3B(7(&), h2,2(60) o) + 2B(q(60) hs1 (&), S0)+
6B (h1,1(60); h21 (&), &) + 3B(h2,0(€0), h2,1(60): Lo)+
B(hs,0(60): h2,0(&), &) + 3C(@(0), 7(€o), h2,1(60): So)+
6C(@(60). a(€), h21 (&), &)+
6C(7(%0), h11(€0), h11(&0), So)+
3C(@(), h20(&o), h20(€0), o)+
C(a(&), a(&0), hs,0(&), &)+
6C(q(80), h11 (o), hz0(€0), o)+
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D(q(&), (&), a(&0), h2,0(%0), &)+

6D(7(&0), a(%), a(éo), h,i (o), &)+

3D(q(&) 4(€0), 4(&), h2,0(&0), o)+
E(q(£0),7(%0),7($): 4(€0), 4(%0), S0)—
3G2,1(&0)h2,1(&)) + 6112(v) (2B(7(€0). Ol 1 (&), &o)+
B(q(&0): Oul2,0(&0), &) + 2B(h11(€0), 9,a(€0). §0)+
B(h2,0(&0), 044(&), €0) + C(@(&), (&), 9ua (o), o)+
2C(q(%0), 4(&), 9a(%0): &) — G2,1(£)0ua(&)+

0 A(§0)2,1(60) — 0uv(€0)ha,i (§0)+

10um(€0)h2,1(&0) + 20, B(d(&), h11 (&), &)+
0uB(4(&): h20(€0), €0) + 0uC (@(&0), (&), a(&0), €0))+
Bz (v)*(9; A(&o)a(wio) + 2(0,A(&0) — (Fuv(&)—
i0,1(60))1)0,4(&0)) ) e~

5(4B(a(%0), 3.1 (%), &) + Ba(&), Tso(&o), &)+
4B(h1,1(€0): z.0(€0): €0) + 6B(ha,0(§o), ha (§o), o)+
6C(q(€0), (&) 2,1 (&), o)+

4C(7(%0), 9(): s.0(&0), )+

12C((&0), hi,1(€0)s P20(&0), &0)+

3C(q(%0), h20(60), ha,0(€0), §0)+

4D(q(&0), 7(&0),q(&0), h1,1 (o), o)+

6D(7(&0), a(%), a(60), ha0(&0), €0)+
E(q(&0), (%), 7(80). 7(&0), a(&0), So)—
6G,1(€0)hs,0(&0) + 212(¥) (BB(7(€0), Duha,0(&0), o)+
3B (h2,0(&), 0,(&), €0) + 3C(@(&), (&), 9, (&o), o)+

9uA(&0)hs0(€0) — 30,7(E0) s 0(&0)+
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3i0u(60)Pis.0 (o) + 30, B(@(€0), a0 (&), o)+
0,C(@(%), 7(%), T(%), &) ) e~

(5B(@(%), huo(£0), &) + 10B (o 0(€0), Tz (o) &)+
10C(@(&), (o), ha.0(€0), &)+
15C(9(&), Fa0(0)s P (o), €0)+
10D(q(&0),7(0), 7(60), ha,0(€0), &o)+

E(q(&), 7(%), 7(6), 7(%0), 7(&), &) e~

Computando [p, Hs], segue que

[Hs] = pa(v)(0,7(&o) +10,m(&0)) — iwa(v) + 2G32(80) + 62()0uG21(§0)+

(5.298)
3pe(v)* (05 (60) +idim(&o)) = 0,
9uG2,1(&0) = (p(&0): 2B(0,9(80), h1,1(80), &o) + 2B(q(&0): Ophi,1(&o), So)+
20,B(q(&0), h1,1(&0), &) + B(0,q( ), h2,0(&0), &o)+
B(q(&), 0uh2,0(80), &) + 0, B(@(&0), h20(80), §o)+
(5.299)

QC(aMQ<€0)> q(£0)76(£0)? gO) + C(Q(fo)a Q(§0)a auq(€0>7 50)‘{’
9,C(q(&0),(%0),7(80)5 &) — G2,1(£0)0,q(80)+

(0,A(&0) — (9uv(&o) + i0um(80)) 1n) ha1(80)),
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Gs.2(80) = (P(&0), 3B(q(&0); h2.2(80), &) + 2B(@(&0), hsa(€0): So)+
B(h1,1(80); h2.1(&), &) + 3B(h2,0(&), h,1(60), o)+
B(hs,0(80): h2,0(€0), &) + 3C(a(&0), 4(€0), h2,1(80), L)+
6C(q(€0),a(S0), h2.1(80), €0) + 6C(q(€0), ha1(€0), 1 (o) So)+
3C(q(€0), h2,0(80): i2,0(€0), &) + C(@(€0), 7(60) h30(&0), S0)+

(5.300)
6C(q(&0): h1,1(%0), h2,0(&0), o)+
D(q(%0): a(&0): a(60), h2,0(&0): o)+
D(q(&0),a(%0), 7(&0), P11 (&), &o)+
D(q(&0), (%), 7(0), h2,0(&0), &0)+
E(q(&0), (%), q(80), (&), T(€0), 60))-
Portanto,
a(v) = ~ 2Re(G32(8)) + 6M2(V)R§(j€g)2,1(§o)) + 3pa(v) 3ﬂ(é’o)’ (5.301)
wy(v) = 2Im(Gs52(&)) + pa(v)0um(&o) + 62 (v)Im(9,G2,1(€0))+
(5.302)
Bpa(v)?0;m(&o)-
Definicao 5.3.3. O sequndo coeficiente de Lyapunov é definido por
12(&0) = ;RG(G:ﬁ,z(So))» (5.303)

com o numero complexo Gs2(&o) calculado de acordo com (5.300).

A funcao (s,e,v) — wus(s,€,v) nao serd exibida aqui por ser muito extensa. Pelos
resultados anteriores, uma orbita periddica de (5.220), (s,¢€,v) — u(s, €,v), que surge em

decorréncia de bifurcagoes de Hopf, possui a seguinte a aproximacgao
11
(s, €6,V :Zk— 5,0)e" + Ou(s,€,v), (5.304)

com a funcdo (s,e,v) — O,(s,€,v) dependendo dos termos ordem superior e as fungoes
(s,v) — ug(s,v) para k = 1,2,3,4, dadas em (5.258), (5.274), (5.283) e (5.290). Note que
para k =1,2,3,4, a fungdo (s,v) — ux(s, ) assume valores em R™.

A aproximagao (5.304) é valida independentemente se a érbita periédica é hiperbdlica

(estavel ou instavel) ou nao hiperbédlica. Se é desejado determinar a estabilidade de (5.304),
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entao ¢ necessario empregar outra teoria, como por exemplo, a teoria de Floquet que pode
ser encontrada em [8]. A idéia nesta teoria é linearizar (5.220) em torno de (5.304) e

estudar o seguinte problema variacional

d

oY = Mlwle vt e vy, (5.305)

sendo M(w(e, V)t e, v) := D f(u(w(e,v)t e, v), d(e,v),v) e y = y(w(e, V)t e,v) € R". Com

a mudanca no tempo, s = w(e, v)t, o problema variacional pode ser reescrito como
d
W(E, V)%:y(svﬂy) :M(S,E,V)y(S,E, V)' (5306)

Pela teoria de Floquet, o problema variacional (5.306) possui possivelmente uma solugao

nao trivial da forma

x(ev)

y(s,e,v) = e vCnz(s, e v), (5.307)

sendo (s,€,v) — x(s,e,v) € R™ uma fungao periddica de periodo 27 na varidvel s e

(e,v) — x(€,v) o expoente de Floquet. Substituindo (5.307) em (5.306), obtém-se

() () d (G
x (€, V)@Si(iw)x(s, €,v)+w(e, V)esfém d—x(s, e,v) = M(s,e, V)esz(:’wx(s, e,v), (5.308)
s

ou ainda,
d
—w(e, V)%JU(S, e, V) + M(s,e,v)x(s,e,v) = x(€,v)x(s, €, V). (5.309)
Logo, para cada (e,v) € U, ha o seguinte problema de autovalores e autovetores

Tx(s,e,v) = x(e,v)x(s,€,v), (5.310)
sendo {7 : C" — C" : (¢,v) € U}, uma classe de operadores onde cada membro da classe
é definido por

ds

Tx(s,€e,v):= (—w(e, l/)i + M(s, e, V)) z(s, €, V). (5.311)

Em geral nao é possivel determinar explicitamente o autovetor (s,e,v) +— x(s,€, V)
associado ao autovalor (¢,v) +— x(¢,v). Contudo é possivel obter aproximagoes para
(s,6,v) — x(s,e,v) e (,v) — Xx(€,v) de modo semelhante ao que foi feito para 6rbitas
periddicas. Para isto basta utilizar o teorema de fatoracao enunciado a seguir e que pode

ser encontrado em [13].
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Teorema 5.3.2. A fungao (s,e,v) — x(s,e,v) e o expoente de Floquet (e,v) — x(€,1)

sao dados por

= C\€, V T<€7V)iu3€l/ u\s, e, v € €, V)U(S,€e,V

slsve) =cle) (T2 L ulsseo) 4 Q) + Dp(er s en) ) (5312
X(€,v) = 0.p(e, v)a(e, v), (5.313)
T(€,v) = Ow(€,v) + 0cp(e,v) B(€, v), (5.314)

com (s,€,1) — u(s,€,v) a aprozimagao de uma orbita periddica de (5.220), (e,v) — c(e,v)
uma fungao arbitrdria e (s, €,v) — v(s, €,v) uma funcao periédica de periodo 2w na varidvel

s. As fungoes (e,v) — a(e,v), (e,v) — B(e,v) e (s,€,v) — v(s,€,v) satisfazem a equagio

e(Tu(s,e,v) — x(e,v)v(s,e,v)) = (e, V)jsu(s, e,v) + ale,v)du(s, e, v)+

(5.315)
a,uf(u(‘s? €, V)u ¢<67 V)? V)
e possuem as sequintes séries formais na varidvel €,
v(s,€,v) — vg(s,v) v (s, v)
<1
O[(€7V) —OZO(V> — I;lg Oék(V) Ek. (5316)
5(671/)_50(]/) 6k(y)

No Teorema 5.3.2, aproximagoes para as fungoes (¢,v) — a(e,v), (6,v) — [(e )
e (s,6,v) — v(s,€,v) sdo obtidas substituindo (5.316) em (5.315). Contudo este pro-
cedimento de substituicdo depende de algumas expansoes em série de Taylor na variavel
€ e em torno de € = 0 de duas aplicagoes, (s,€,v) — M(s, e, v)v(s,€,v) e (s,€,v) —

uf(u(s,e,v), ¢(e,v),v). Como por (5.313),

X(€,v) = 0c0(e,v)a(e, v)

=<m@k+;mww>@MWHwMW¥+1%@W>+@&WW)

1 1 2 (5.317)
= 52%(1/);@(!/)62 + §6a1(’/)ﬂ2(”)63+
$400()a(v) + 1205()ma())e + Or(€, 1),
resulta que
xi(v) =0,
X2(v) = 2a0(v) p2(v),
(5.318)

x3(v) = 6a1(v)pa(v),

Xa(v) = dao(v)pa(v) + 1205 (V) pa(v).
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Além disto, a expansao na variavel e da funcao (¢, v) — a(e, v) em (5.317) e (5.315) mostra
que é suficiente obter as expansoes em série de Taylor na variavel € e em torno de e = 0
até os termos de ordem 2 para a aplicacao (s,€,v) — M(s,€,v)v(s,€,v) e até os termos
de ordem 3 para aplicacdo (s, €,v) — 0,f(u(s,€,v), p(e,v),v).

A expansao em série de Taylor da aplicagao (s,€,v) — M(s,e,v)v(s,€,v) pode ser
feita por etapas, primeiro através da expansao em série de Taylor na variavel u, em torno

de u = 0 e até os termos de ordem 2, da aplicacao

(u,v,§) = h(u,v,§) == Df(u,)v, (5.319)

com v € R" fixo. Parai=1,2,...,n, cada componente da aplicacao (5.319) é da forma
"0

(u,v,8) — hij(u,v,§) = Za— &)v;, (5.320)
sendo (x, &) — fi(x, &) as componentes da aplicagao (x,§) — f(x,£), w = (ug, ug, ..., uy,)
e v = (v,v,...,0,). Assim,

1
(. .€) = Ao + Blu,v,) + S Clww.€) + Oullul’ ol ). (5.521)

De fato, empregando (5.5) e sendo y = (y1, Y2, ..., Yn) € 2 = (21, 22, . . ., 2,) Vetores de R",

segue que

Zi: i f)%) ei = A(§)v, (5.322)

D'h(0,v,€) = gh(owly,v,f)

t1=0

- £ (f: hi(0 + tlym,é)ei)

t1=0

€;
t1=0

= > (0 + 0,0

S (S tmn)

; 5.323
=1 7=1 9 - ( )
i=1 =1 91 \0U; .

n n 62
= Z 0
; j%;l 8u38ukf( vk | e

- ZBi(y>U7§)ei - B(y,'v,g),



= OL,0ty

2

h(O + tly + tQZ, v, f)

(t17t2):(070)
0? -
oL ot (Z hl(o +ty + a2, v, €)€l>
1002 \j=1 (t1,t2)=(0,0)
P
hi(0 + tiy + taz, v, &) €i
i=1 010ty (t1,t2)=(0,0)
n 82 n a
9 (0 + t1y + taz, E)v; i
; 91,0t (]21 3u]f( 1Y 22 S)Uj) e
(t1,t2)=(0,0)
n n 82 ( a
> fi(o_"tly"i_tQng)vj) €i
i=1j=1 Ot10t, auﬂ' (t1,t2)=(0,0)
n n 83
— f(0 j i
; j,l;l ou 3uk8uzf( R

Z Ci(y,z,v,8)e; = C(y, z,v,§).
i=1
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(5.324)

O préximo passo ¢ obter a expansao em série de Taylor na variavel €, em torno de ¢ = 0

e até os termos de ordem 3, da aplicacao linear e das fun¢oes multilineares simétricas

que aparecem em (5.321). Tal desenvolvimento esté associado com a fungao (€,v) — pu =

¢(e,v). Assim, tomando u = u(s,€,v) e v = v(s, €,v) e levando em conta (5.316) é possivel

mostrar que

1
M(Sa 6 V)'U(S, & V) = mO(Sa V) + ml(sv I/)€ + §m2(87 V)GQ + OMU(S7€37 |V|)7

sendo

mo(s,v) = A(§o)vo(s, v),

mi(s,v) = A(§o)vi(s,v) + B(ui(s,v),vo(s,v), &),
ma(s, v) = A(&o)va(s,v) + p2(v) 9, A(So)vo(s, v)+

QB(ul(S,V),U1<S, V)v&)) + B(u2<57 V)7U0<57 V),ﬁo)—i-

C(uy(s,v),u1(s,v),vo(s,v),&)-

Resultado semelhante a (5.325) poderia ser obtido considerando (5.316) e a expansao

(5.325)

(5.326)

(5.327)

(5.328)

em série de Taylor na variavel €, em torno de € = 0 e até os termos de ordem 2, da matriz

Mis.eo) = (e fuls. ) o))

ou seja,

n,n

ij=1

1
M(s,e,v) = Mo(s,v) + M(s,v)e + §M2(3, v)et + Opm(s, €, V),

(5.329)

(5.330)
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com as matrizes em (5.330) dadas por

a n,n
Mo(s,v) = (MO,O,V)) , (5.331)
’ Ox; ij=1
n 82 n,n
My(s,v) = [ 3" ———1:(0,0, : , 5.332
(0 = (32 5 FO.0 s >) (5.332)
a (0 o
Ms(s,v) = pa(v) <3M (axjfz’(oa(), V))) » +
B,)=
(Z Dr,0n o110, 0, v)uz(s, V)>ij:1+ (5.333)

n,n

k=1

(Z mﬁ(0,0, v)urk(s, V)U1,z(s,y))
J

ij=1
Em (5.331), (5.332) e (5.333), para k = 1,2, (s,v) — ui(s,v) sd@o as componentes da
fungao (s,v) — ug(s,v) com I = 1,2,...,n. Note que, utilizando (5.330), a expansao em
série de Taylor de M(s, €, v)v(s, €,v) na variavel €, em torno de e = 0 e até os termos de
ordem 2, é exatamente igual a (5.325).

A expansao em série de Taylor na variavel €, em torno de € = 0 e até os termos de ordem
3 para aplicacao (s,€,v) — 0,f(u(s, €, v), ¢(e,v),v) consiste em substituir u = u(s,€,v) e

§ = (9(e,v),v) em
auf('u’a g) = auA(g)u + 5uB(U> u, 5) + 21'8MC(U’ u,u, 6) + Oduf(||u||4’ ||€||)7 (5334)

utilizar a linearidade da aplicacao linear e das fung¢oes multilineares simétricas em (5.334)
e expandir a aplicagdo linear e as fungoes multilineares simétricas em (5.334) na variavel

¢, empregando a funcio (e, 1) — p = ¢(e,v). Assim,

Ouf(uls, €,v), ¢(e;v),v) = fi(s, v)e+21!f2(s, u>e2+;f3<s, D)2+ O0gup(s, €, |v]), (5.335)
com

fils,v) = 0,A(&)ua (s, v), (5.336)

f2(57V> = 6MA($0)u2(s,y) + auB(u1<3> V)>u1(8a V),fo), (5‘337)

f3(s,v) = 9, A(S)us(s,v) + 32 (V) 05 A(&o)ur (5, V) +

30, B(u1(s,v), ua(s,v), &) + 0,C(ui(s,v), ui(s,v), ui(s,v),&).

(5.338)

Conforme mencionado, os termos das seqiiéncias {vi(s,v)}renvfoy, {@r(V)}renuoys

{Br(V) }renugoy € {Xx(¥) }ren s@o obtidos de maneira recursiva substituindo (5.316), (5.325)
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e (5.335) em (5.315), empregando (5.304), ux(v) e wg(v) para k = 1,2 e agrupando os ter-
mos associados com as poténcias em €. Fazendo isto, resultam os seguintes problemas com
operadores lineares

(To)(s,) = a0(v)us(s, ) + BuA(E)ur(s,) + Go(w) Som (5,) (5.339)

UO(Su I/) = 7)0(8 + 27T7V)7

(Fotn)(5,) = an(w)us(5,) + 0w )us(s, v) + 5, A5, )~

B(u1(37 V)? qo(87 V),éo) + ;aﬂB(ul(& V)a ul(s, V); £O)+
(5.340)

5u(0) 5 (5,0) + 3 Bo(v) 5 a5, 0)

v1(s,v) = vi(s + 2m,v),
(Tovs)(s,1) = ao(v)us(s, v) + 201 (¥)uz(s, 1) + as(v)ur (s, v)+
2112000000 (5.) ~ a(V)0, A(E0)aol5,) + 50 AEo)us(s, v)
o ()R A (5,0) — 2B (5,), 01 (5,0), )
Blus(s,1).a0(5:).€0) — Clar(s, ), ua(s.), a0 (s.), o)+

0, B(u1(s,v),us(s,v), &) + ;@C’(ul(s, v),ui(s,v),ui(s,v), &)+

Bo(v) o (5,) + Ba(v) (5, ) + 5 o) sl 1)+
d

wo (V) gqo(s, v)

(5.341)

v3(s,v) = v3(s + 2m,v).
De (5.339) e do Teorema 5.3.1, segue que [p, J,vo] = (ao(v) +i0o(v)) + 0, (&) = 0,
ou seja, ap(v) = —0,7(&) e Bo(v) = —0,m(&). Logo, por Proposicao 5.3.4,

vo(s,v) = = (¢*0uq(0) + e 0,q(%)) - (5.342)

Os demais problemas com operador linear, (5.340) e (5.341), sdo resolvidos de forma

andloga empregando Teorema 5.3.1 e Proposicao 5.3.4. Assim, de (5.340), a;(v) =0,
61(1/) =0e

1)1(8, V) = —; (€2isa,uh270(§0) + 28Mh171(§0) + 6_%86”%270(&))) . (5343)

Nao é necessario encontrar a fungao (s, v) +— vy(s,v) em (5.341). Como o objetivo é obter

uma aproximacao para o expoente de Floquet, basta empregar Proposicao 5.3.4, o que
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resulta em aq(v) = 0 e G2(v) = 0. Portanto, de (5.318)

X1<V) = 07
X2(v) = 2a0(v)p2(v) = 2Re(G2,1(0)),
(5.344)
X3(v) = 6o (V) pa(v) = 0,
Xa(v) = dao(V)pa(v) + 1200 (V) p2(v) = 8Re(G32(&0)) + 1202(v)Re(0,G2,1(%0))-
Com os resultados anteriores, o seguinte teorema foi demonstrado.
Teorema 5.3.3. Seja
x(e,v) = kz_:l HXk(y)€ , (5.345)

a série de Taylor formal do expoente caracteristico (e,v) — x(€,v) associado a equagio

diferencial (5.220). Entao,

xi(v) =0,
x2(v) = 2Re(G2,1(%)),

(5.346)
X3(V> =0,

Xa(v) = 8Re(Gs2()) + 1202(v)Re(9,G2.1 (%)),
com G21(&), 0,G2.1(&0) e Gs2(&) dados em (5.281), (5.299) e (5.300), respectivamente.

Decorre do Teorema 5.3.3, o seguinte corolario cuja demonstragao é idéntica aquela

do Coroléario 5.2.1.

Corolario 5.3.1. Seja

1 1
X(&v) = 5x0W)€ + rxa)e + O (€, V), (5.347)

a expansao em serie de Taylor na variavel €, em torno da origem e até os termos de ordem
4, do expoente caracteristico (e,v) — x(€,v) associado da equagio diferencial ' = f(x,€)

e seja

b= 0le.v) = L)+ oom()e + Oy, ), (5.348)

a expansao em série de Taylor na variavel €, em torno da origem e até os termos de ordem

4, da fungao (e,v) — p = ¢(e,v). Entdo,
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a) Para € € R, suficientemente pequeno e Re(Ga1(&0)) # 0, a estabilidade da orbita
periodica da equagao diferencial (5.220) € dada pelo sinal de Re(G21(&p)). Quando
Re(G21(&0)) < 0 para & € U, a orbita periddica no retrato de fase da equagio

diferencial (5.220) € estdvel. Como para € € R, suficientemente pequeno,

_ 1Re(G21())
2 a;ﬂ(fo)

se 0,7(&) > 0, a drbita periodica no retrato de fase de (5.220) ocorre para p > 0

p=¢lev) = ¢ + Ou(e, [v]), (5.349)

e se 0,7(&) < 0, a orbita periddica no retrato de fase ocorre para p < 0. Se
Re(G21(&0)) > 0, a orbita periddica no retrato de fase da equagdio diferencial (5.220)

é instdvel.

b) Suponha que para & = (0,0), Re(Ga,1(&1)) =0 e Re(Gs2(&1)) # 0. Entdo para € € R,
suficientemente pequeno, a estabilidade é dada pelo sinal de Re(Gs2(&1)). Quando
Re(G32(&1)) < 0, a orbita periddica no retrato de fase da equagiao diferencial (5.220)

¢ estavel. Como, neste caso,

_ L Re(Gsa(&)) 4 &1y
12 9n(E) + Oul€’, [v]), (5.350)

se 0,7(&) > 0, a orbita periddica no retrato de fase da equagdo diferencial (5.220)

p=(e,v) =

ocorre para > 0 e se 0,7(&1) < 0, a orbita periddica no retrato de fase da equagao
diferencial (5.220) ocorre para p < 0. Se Re(G32(&1)) > 0, a orbita periddica no

retrato de fase da equagio diferencial (5.220) é instavel.

Nao é possivel decidir a partir do Corolario 5.3.1 a estabilidade de uma orbita perio-
dica, que existe em decorréncia de uma bifurcacao de Hopf, para pontos (¢, v) € U, tais que
x(e,v) = 0. Contudo, o estudo do conjunto x~!(0) permite obter uma aproximagao para
a curva de érbitas periddicas nao hiperbdlicas Cyg no plano de parametros (u,v) € R
Tal curva existe para um ponto de Hopf transversal de codimensao dois, (0,&) € W x U
(ver definigao 5.1.4). Esta afirmagao serd demonstrada no Teorema 5.3.4.

Procedendo como na secao anterior, do Teorema 5.3.3, o expoente caracteristico pode

ser escrito como
x(6,v) = €U (e, v), (5.351)

com a fungao (¢,v) — ¥(e,v) possuindo expansido em série de Taylor na variavel €, em

torno da origem e até os termos de ordem 3 da forma

U(e,v) = ;XQ(V) + 214X4(1/)62 + Oy (€%, |v]). (5.352)
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Logo, basta estudar o conjunto ¥~1(0), o que resulta no Teorema 5.3.4.

Teorema 5.3.4. Seja (0,&) € W x U, um ponto de Hopf de codimensao dois de (5.220)
para o qual Re(0,G21(&)) # 0. Entdo, a curva de orbitas periodicas nao hiperbélicas, no
plano de parametros (u,v) € R?, associada com a equagdio diferencial (5.220) possui as

sequintes representagoes locais

~ (Re(G32(61)) 4 Re(Gza(&1))
['(e) = < 120,1(&) € ’_3Re(8l,G271(§1))6 ) + Or(e), (5.353)
p=AW) = “i;)u + é“j/fg”) V2 + Oa(v)), (5.354)
_ 2Re(G32(81))
v = 3Re(9,G2,1(61)) (5.335)

Demonstragao. Se (0,&;) € W x U é um ponto de Hopf de codimensao dois de (5.220)
para o qual Re(0,G21(&1)) # 0, entdo a equacao diferencial (5.220) restrita a variedade
central é localmente topologicamente equivalente & equacao diferencial (4.76). Pelo Teo-
rema 4.2.1, existe a curva de dérbitas peridédicas nao hiperbélicas Cyy de (5.220) no plano
de parametros (u,v) € R2. As representagoes locais (5.353) e (5.354) podem ser obtidas

de maneira idéntica ao que foi feito na demonstracdo do Teorema 5.2.3.
[ |

No proximo capitulo, todos os resultados obtidos nesta se¢ao, serao aplicados ao sistema

de controle em malha fechada (3.31).



Capitulo 6

Aplicacao da Teoria de Aproximacao

de Orbitas Periédicas em R”

A finalidade deste capitulo é empregar a teoria de aproximagcoes de érbitas periddicas
em campos de vetores em R", do capitulo 5, ao sistema de controle em malha fechada e
em R? do capitulo 3, porém com referéncia nula. Mais precisamente, a idéia é mostrar
que este sistema de controle apresenta bifurcacoes de Hopf de codimensoes um e dois e,
assim, existem regioes no plano de parametros (K7, Kp) € R? nas quais a escolha de K7

e Kp garantem que o uinico ponto de equilibrio ¢ localmente assintoticamente estavel.

6.1 Bifurcacao de Hopf no Sistema de Controle em

Malha Fechada em R?

De acordo com a Proposicao 3.2.1, para referéncia nula, o tinico ponto de equilibrio
é a origem. Além disto, quando r = 0, todos os resultados da se¢@o 3.2 sao preservados
com a substituicio 8 = m. Assim, as regides no plano de pardmetros (K;, Kp) € R? nos
quais a origem ¢ localmente assintoticamente estavel sdo as mesmas do ponto de equilibrio
(3.33) fazendo r = 0.

Agora, com a teoria da se¢ao 5.3 é possivel analisar a estabilidade da origem quando
§ =& = (Kn(Kp), Kp), sendo

a) + mble)(ao + mboKp)

_(
Kio(Kp) = m(by — bi(a; +mbi Kp))

(6.1)

Para & = &, os autovalores da matriz Jacobiana (3.34) sdo da forma \(&), (&) e

153
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A3(80), com A(&p) = iwo(Kp),

o(Icp) = —ALld0 + oK) (62)
\/bo —bi(a; + mb Kp)

e A3(&p) tal como em (3.48).

Um autovetor ¢(&) € C? associado ao autovalor A\(&y) = iwy(Kp) é da forma
q(&0) = (—iwo(Kp), ag + mKp(by — ibiwo(Kp)), K1o(Kp)) (6.3)

e um autovetor adjunto p(&) € C3, associado ao autovalor A(&y) = —iwy(Kp) e normali-
zado em relagio a0 autovetor q(&), ¢ p(€o) = (o1 (Kp), pa(p), p3(Kp)), com

a, — in<Kp)

p(Kp) = 2wo(Kp)(wo(Kp) + ilay + mbi Kp))’

1
PUEr) = o () Gl Be) + iar + mibi ) (6.4)
ps(Kp) m(biwo(Kp) + ibo)

"~ 22 (Kp)(wo(Kp) + i(ay + mby Kp))’
Teorema 6.1.1. A derivada do autovalor \(§), em relagio ao parametro K e calculada
em & =& = (K1o(Kp), Kp), é dada por O, \(&) = Ok, v(&0) + i0x,n(&), com
m(by — bi(ar +mbi Kp))

((a1 + mbi Kp)? + wi(Kp))’

m(ayby + by (mboKp + wi(Kp)))

aK{’](&]) - QWQ(KP)((CM + mble)Q + u)g(Kp)) ' <66)

I, (&0) = 5 (6.5)

Demonstracao. A demonstragao consiste de um calculo simples utilizando os autovetores

q(&o) e p(&o),

0 00
Ik, AC)=1 0 0 0 [, (6.7)
100

e os itens (c¢) e (d) da Proposigao 5.2.3.

As fungoes multilineares simétricas B, C, D e E associadas com (3.32) sao
B(m7y7€0) - (07070)7 (68)

C(JJ, Yy, u, 50) = (Cl (.’E, Y, u, 50)7 CQ(wa Y, u, 50)7 0)7 (69)
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sendo
Cr(m,y, w, &) = bi(xs — 21 Kp)(ys — y1 Kp) (us — ur Kp)SP(0), (6.10)
Co(m,y,uw, &) = (b — arby)(zs — 21 Kp)(ys — y1 K p) (us — u1 Kp)S@(0), (6.11)
D(wayauav>€0) = (07070)7 (612)
E(wu Yy, u,v,w, é(]) = (E1<33, Yy, u,v,w, 50)7 E2<m7 Yy, u,v,w, 50)7 0) (613)
Em (6.13),
El(w7 Yy, u,v, w?&)) = bl(x?) - leP)(y?) - leP)(U3 - Ule)('Ug - UlKP) (6 14)
(’lUg — leP)S(5)(O),
E2(w7 Yy, u,v, w7£0) = (bo - a’lbl)<x3 - leP)(y3 - leP)(u3 - U’IKP) (6 15)

(U3 — Ule)(wg — lep)S(5)<O)
Como a fungao multilinear simétrica B é identicamente nula, das expressoes (5.275) e
(5.276), resulta que hoo(§) = 0 e hy1(&) = 0. Assim, empregando os autovetores g(&y) e

p(&o) e a expressao (5.281), o nimero complexo G (&) é dado por

i(bo + ibiwo (Kp)) (K7 (Kp) + Kpwi(Kp))*S®(0)

G = : - . 6.16
2.1 (60) 2(ay +mby Kp + iwo(Kp)) (Ko(Kp) — i K pwo(Kp))wo(Kp) (6.16)
Portanto, da defini¢ao 5.3.2 para o primeiro coeficiente de Lyapunov,
K% (Kp) + K202(K Kp)S®(0
ll(&)) _ ( IO( P) + PWO( P))Q( P) ( ) (617)

4m(by — b1(a; + mbi Kp))((ay + mby Kp)? + w3 (Kp))
sendo a fun¢io Kp — Q(Kp) = AK} + BKp + C um polindmio (fixados os demais
pardmetros) tal que

A = m?by (b3 + agh?),

B = 2maga, b?, (6.18)

C' = apay(a1by — by).

Suponha a partir deste ponto que a saturagao v — u = S(v) é tal como no item (d)
da Proposigdo 2.4.1. Assim, S®(0) < 0 e o sinal do primeiro coeficiente de Lyapunov
é dado pelo sinal do polinémio @ e pelo sinal de um termo do denominador de (6.17). O

primeiro coeficiente de Lyapunov (6.17) é nao nulo para todo Kp > 0 tal que Q(Kp) # 0.
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Teorema 6.1.2. Considere todos os valores de Kp > 0 tais que Kro(Kp) >0 e Q(Kp) #
0. Ser=0¢e¢&=¢& = (K(Kp), Kp), entao o ponto de equilibrio (3.33) de (3.32) é um

ponto de Hopf transversal de codimensdao um.

Demonstracdo. Nas hipéteses do teorema, para r = 0 e & = & = (Ko(Kp), Kp), a
matriz Jacobiana (3.34) possui autovalores \(&), M(&) e A3(&), com A(&) = iwg(Kp) e
wo(Kp) > 0. Além disto, o primeiro coeficiente de Lyapunov (6.17) é nao nulo. Portanto,
pela definigao 5.1.2, o ponto de equilibrio (3.33) é um ponto de Hopf de codimensao um
de (3.32). Como por (6.1) e (6.2), by — by(a; + mb Kp) # 0, a transversalidade (6.1.1) é

nao nula e o teorema esta demonstrado, de acordo com a defini¢ao (5.1.3).

[ |
Visto que
C1Re(Goa(%)) L&) (KRy(Kp) + Kpwi(Kp))Q(Kp)S®(0) (6.19)
2 I,v(&) k(&) 2m?(by — bi(ar + mbi Kp))? 7 .

e S®)(0) < 0, nas hipéteses do Teorema 6.1.2 e de acordo com o item (a) do Corolério
5.3.1, resulta que a regiao de estabilidade no plano de parametros (K7, Kp) € R? para o
sistema de controle em malha fechada (3.32) pode ser uma das seguintes:

(a1 +mbiKp)(ag +mbyKp)
m(bo — bl(al -+ mble))

a) {(K},KP)ER25K1< 7KP>0> Q(KP)<0};

(CLl + mble)(ao + mboKp)
m(bg — bl(al + mble))

b) {(K},KP)ER2ZK[> ,KP>O, Q(Kp)>0}

Exemplo 6.1.1. Considere o sistema de controle em malha fechada (3.32) com a sequinte
escolha para os valores dos parametros do sistema de controle em malha aberta, ag = 12,

bp =1, a1 =12 e by = —2 e a funcdo satura¢do da forma
1
v —u=5(v)=10tanh (mv) : (6.20)

ou seja, m =1 e M = 10. Note que a saturag¢io (6.20) satisfaz o item (d) da Proposi¢ao
2.4.1.

Com estes valores, a matriz Jacobiana (3.34) é dada por
2Kp 1 =2
A€) =] 12—-25Kp —12 25 |, (6.21)

—K; 0 0
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com polinomio caracteristico
PA) =X +2(6 — Kp)\* + (12+ Kp — 2K;)A + K. (6.22)

Assim, pelo Teorema 3.2.1, o ponto de equilibrio (3.33) € localmente assintoticamente

estavel se as sequintes condicoes sao satisfeitas

K; >0,

12+ K
KI < —2137
(6.23)

Kp <6,

2(6 — Kp)(12 + Kp)

K
1< %5 — AKp

Como

2(6 - Kp)(12+ Kp) _ 12+ Kp

24
25 —4Kp 2 (6.24)

2(6 — Kp)(12+ Kp)
25 —4Kp
¢é localmente assintoticamente estavel.

Para Ky = K;o(Kp), ou seja, para & =& = (Ko(Kp), Kp) com

e 0 < Kp <6, o ponto de equilibrio (3.533)

resulta que se 0 < K; <

2(6 — Kp)(12 + Kp)
25— 4Kp

Kio(Kp) = (6.25)

a matriz Jacobiana possui autovalores X&), M&), com M&) = iwo(Kp) e A3(&) =

—2(6 — Kp). Dos resultados (6.2), (6.5), (6.6) e (6.16) seque que

12+ Kp
wolKP) =\ 5 —17cs s (6.26)

(25 — 4K p)>

i) = 2((25 — AKp)(12 — 2Kp)2 + Kp + 12)’ (6:27)
2,/(Kp +12)(25 — 4Kp)(2K% — 25K p + 69)

Drern(&o) = (Kp+12)(3612 — 1775Kp + 292K3 — 16K3)’ (6.28)

G2’1(£O) _ (ZWO(KP) + Z)(K]()(Kp) + ’iprO(Kp))Q(prO(KP> + ZK]()(KP)) ' (629)

100w0(Kp)(w0(Kp) + Z(QKP - 12))
Note que para Kp € (0,6), (6.25) e (6.26) sao positivos. O primeiro coeficiente de
Lyapunov, obtido a partir de (6.29)

(Kp + 12)(25K2 — 432K p + 1728)(—98K2 + 1152K p — 3600)

6.30
100(25 — 4K p)2(3612 — 1775K p + 202K2 — 16K3) ’ (6.30)

(&) =
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¢ megativo para Kp € (0,6), pois o polinomio Kp — Q(Kp) = —98K?% + 1152Kp — 3600
possui concavidade negativa e o seu discriminante ¢ A = —84096. Visto que a transver-
salidade (6.27) é nao nula para Kp € (0,6), pelo Teorema 6.1.2, o ponto de equilibrio
(5.33) é um ponto de Hopf transversal de codimensao um e a regiao de estabilidade € a
regiao (a), isto €,

2(6 — Kp)(12 + Kp)
25 — 4K p

A Figura 6.1 mostra a regido de estabilidade no plano de parametros (K, Kp) € R?

{(KI,KP)€R2:0<KI< ,0<Kp<6}. (6.31)

para (3.32) com ag =12, by =1, ay =12 e by = —2 e a fungdo saturag¢io (6.20).

T
KP wf

H'(0)

Figura 6.1: Regido de estabilidade no plano de parametros (Kj, Kp) € R? quando ag = 12,

bp =1, a1 = 12 e by = —2 e para a funcao saturagio (6.20).

Na regiao I da Figura 6.1, o ponto de equilibrio (3.33) é localmente assintoticamente
estdvel, enquanto que na regiago I o ponto de equilibrio (3.33) é instavel. Visto que o
primeiro coeficiente de Lyapunov (6.30) é negativo para Kp € (0,6), pelo Coroldrio
5.8.1 ha uma orbita periddica estavel perto do ponto de equilibrio instavel (3.33). Note
que para K; = Ko(Kp) e Kp € (0,6), ou seja, para (K7, Kp) € Hg'(0) com (K, Kp) —
Hs(K;,Kp) = K; — K1o(Kp), o ponto de equilibrio é um atrator, ji que l;(Kp) < 0 e
A3(&0) = —2(6 — Kp) < 0. Assim, para este exemplo, os resultados sao andlogos aqueles
comentados no caso (a) da Figura 1.3.

Com o objetivo de realizar algumas simulagoes, considere que Kp = 3. De (6.25),

seque que Ko(3) = 6.9231 e, assim, o ponto (K, Kp1) = (6,3) pertence a regiago I
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da Figura 6.1 e o ponto (Ko, Kpy) = (7,3) pertence a regiao II da Figura 6.1. Para
(K1, Kp) = (Kn,Kp1) € para a condigao inicial (29,25, 29) = (1,1,1), os resultados
sao mostrados nas Figuras 6.2 e 6.5. As simulacoes foram realizadas com o software

MATLAB 7.9.

2 T T T T
X, 0F
2 1 I 1 I
0 5 10 15 20 25
t
2D T T T T
X, 0 _\/\/—v
20 1 I 1 I
0 5 10 15 20 25
t t
1D T T T T
x3 0 \/‘W
-0 1 ! 1 !
0 = 10 15 20 25
t

Figura 6.2: Graficos das componentes t — x1(t), t — x2(t) e t — x3(t) para (K, Kp) = (6,3)

e para a condigdo inicial (2,29, 29) = (1,1, 1).

(/%) x)=(1,1,1)

Figura 6.3: Orbita de (3.32) iniciando no ponto (29,29, 23) = (1,1,1) e para (K7, Kp) = (6, 3).

Conforme mencionado, para o ponto (Kr, Kp) = (Ka, Kp3) na regiao 11, ha uma or-
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bita periddica estavel perto do ponto de equilibrio instdvel (3.33). Esta drbita periddica pode
ser aproximada com a teoria da se¢ao 5.5. Como para & = (K1o(Kp2), Kp2), hao(&) =
hi1(§) = 0, empregando (5.258), (5.274) e (5.283), a drbita periddica (s,e, Kp) —

u(s, e, Kp) pode ser aprozimada até o termo € por
1
u(s, €, Kpg) = uy(s, Kpa)e + 6u3(s, Kpo)e® 4+ Oy (s, €). (6.32)
Para Kp = Kpy =3, de (6.3) e (6.4),

(&) = (—i1.0742, 15.0000 + 6.4450, 6.9231),

(6.33)
p(&o) = (0.0807 — ¢0.9165,0.0135 — i0.0752, 0.0431 + :0.1629)
e por (5.258)
uy (s, Kpa) = 2Re(e™q(&))
(6.34)
= (2.1483sen(s), 30.0000cos(s) — 12.8901sen(s), 13.8462cos(s)).
Por (5.284) ¢ (5.285),
hso(&o) = (1.6881 +42.4527, —33.2161 — ¢19.2189, —5.2692 + i3.6266), (6.35)
ho1(&0) = (2.1723 +i0.6421, —25.9664 + i4.3287,2.5065 + 6.0170). (6.36)

Como comentado na seg¢ao 5.3, o vetor complexo (6.36) € solugao do sistema de equagoes

lineares de dimensao 4

iwo(Kp2)ln — A(So)  a(%o) ha,1 (o) Ry 1 (&)
= , (6.37)
p(&o) 0 s 0
com
6.0000  1.0000  —2.0000
iwo(Kp2)l, — A(&) = | —87.0000 —12.0000 25.0000 |- (6.38)
—6.9231 0 0
Ry1(&) = (17.2559 + i6.1861, —189.9190 — i70.5096, 8.5757 + i7.1378). (6.39)

Assim, utilizando o item (a) da Proposi¢do 5.2.3

Ox,q(&) = (—0.0766 + i0.08384, 0.7425 + i0.4944, 0.1616 + i0.6338) (6.40)
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e por (5.283),

us(s, Kpy) = 2Re(e**hy(&0)) + 6Re(e*ha,1(&o)) + 6p2(Kp2)Re(e 0k, q(&o))

(6.41)
= (uz1(s, Kpa), uz2(s, Kp2), uss(s, Kpa)),
com
us1 (s, Kp2) = 9.7793cos(s) + 3.3761cos(3s) — 7.4138sen(s) — 4.9054sen(3s),
usa(s, Kpo) = —124.2550c0s(s) — 66.4323cos(3s) — 46.9779sen(s)+ (6.42)
38.4378sen(3s),
uss(s, Kpo) = 21.9045c0s(s) — 10.5385c0s(3s) — 63.0279sen(s) — 7.2531sen(3s).
Com os resultados anteriores, a representacdo (6.32) assume a forma
u(s, €, Kpa) = (ui(s, €, Kpy), ua(s, €, Kpa),us(s, €, Kps)), (6.43)
sendo
uy(s, €, Kpy) = 2.1483sen(s)e + (1.6299cos(s) + 0.5627cos(3s)— -
1.2356sen(s) — 0.8176sen(3s)) €3 + Oy, (s, €1), o4
us(s, €, Kpa) = (30.000cos(s) — 12.8901sen(s))e + (—20.7091cos(s)— i
11.0720cos(3s) — 7.8297sen(s) + 6.4063sen(3s)) €3 + Oy, (s, €*), o)
us(s, €, Kpy) = 13.8462cos(s)e + (3.6508cos(s) — 1.7564cos(3s)— (6.46)

10.5047sen(s) — 1.2089sen(3s)) €3 + O, (s, ).

A aprozimagao (6.43) vale para € suficientemente pequeno. Dado o valor do parametro
Ky, o wvalor correspondente do parametro € que aparece em (6.43) pode ser aproximado
empregando a funcgao (¢, Kp) — K; = Ko(Kp)+o(e, Kp). Assim, substituindo Kp = Kps
nos resultados (6.26), (6.27) e (6.29), resulta em wo(Kps) = 1.0742, O, v(Kp2) = 0.1749
e Go1(Ko(Kpa), Kp) = —1.2387 — i1.0310. Portanto, por (5.279), ps(Kps) = 7.0805 e
a fungio (¢, Kp) — K; = Ko(Kp) + ¢(¢, Kp) pode ser representada até o termo €* por

K; = K1o(Kps) + ¢(e, Kpy) = 6.9231 + 3.5402¢* + Ok, (€*). (6.47)

O periodo da aproximagao (6.43) é 2w, contudo o periodo T (¢, Kp) da orbita periddica

pode ser aproximado empregando a funcgao (¢, Kp) — w(e, Kp). Novamente, substituindo
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Kp = Kpy em (6.28) e empregando os resultados anteriores seque que wy(Kpy) = —0.7035

e a fungdio (e, Kp) — w(e, Kp) possui a sequinte representagio até o termo €
w(e, Kpy) = 1.07417 — 0.351741¢* + O, (e*). (6.48)

Logo, o periodo da orbita periddica, por (4.33), possui a sequinte representa¢ao

2T

e Kr) = e )

= 5.8493 + 1.9154€% + Op(e*). (6.49)

Para K = Ko =7, de (6.47), o valor aproximado do parametro € é € = €5 = 0.1774.

Substituindo este resultado em (6.43), resulta em

U(S, €2, KPQ) — (U1(87 €2, KPQ); UQ(S, €2, KP2)7 Ug(S, €2, KPQ))) (650)
com

u1 (8, €2, Kpa) = 0.0052cos(s) + 0.0018cos(3s) + 0.3127sen(s)—

(6.51)
0.0026sen(3s) + Oy, ()
us(s, €2, Kpg) = 4.3558cos(s) — 0.0355c0s(3s) — 1.9251sen(s)+
(6.52)
0.0205sen(3s) + Oy, (),
us(s, €2, Kpa) = 2.0527cos(s) — 0.0056c0s(3s) — 0.0336sen(s)—
(6.53)

0.0039sen(3s) + Oy, (s).
Com a mudanga no tempo s = w(ey, Kpo)t, a representagio (6.50) é periddica de
periodo aprozimado T(ea, Kps) = 5.8910. Para (K;, Kp) = (K2, Kp2) € para a condigdo
inicial (29, 29, xg) = (1,0,0), a Figura 6.4 exibe uma comparagao entre as componentes da

solugao numérica de (3.32), obtidas com o software MATLAB 7.9, ¢ (6.51), (6.52) e
(6.53).
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Figura 6.4: Comparagao dos gréficos das componentes ¢ — x1(t), t — x2(t) e t — x3(t), obtidas
numericamente, com (6.51), (6.52) e (6.53). Os valores dos pardmetros sdo K; =7 e Kp = 3
e condicdo inicial é (z9,29,2%) = (1,0,0). As linhas tracejadas estdo associadas com a solugdo

numérica de (3.32) e a linha continua com (6.51), (6.52) e (6.53).

Ja na Figura 6.5 ha wma comparagdao entre a drbita periddica de (3.32), obtida numeri-
camente com o software MATLAB 7.9 e a representacao (6.50). A Figura 6.6 mostra
projecoes da orbita periddica obtida numericamente e a representacao (6.50) nos planos

coordenados xy, vz € yz.
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Figura 6.5: Comparagao entre a érbita periddica de (3.32), obtida numericamente com o software
MATLAB 7.9 e a representagao (6.50). Os pontos estao associados com o resultado numérico

e a linha continua com a aproximagao (6.50).

5 . 25 . 25
1} : 2} 1
3t : 15} 1
2} : 1} 1
1} : 05} 1
X, 0} {1 x, o0} 1
A} { 0sf 1
21 i At 1
3} { sl 1
4t - ot N
35 0 05 95 0 05 2 0 5
X, X, X,

Figura 6.6: Projecoes da érbita periédica de (3.32), obtida numericamente com o software
MATLAB 7.9 e a representacao (6.50) nos planos coordenados zy, z e yz. Os pontos estao

associados com o resultado numérico e a linha continua com a aproximagcao (6.50).

Como € = e = 0.1774 € uma valor relativamente pequeno, a aproximacao na Figura

6.5 ¢ muito boa.
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Os casos degenerados estao associados aos valores de Kp > 0 que anulam o primeiro
coeficiente de Lyapunov (6.17), ou seja, aos valores de Kp que s@o raizes reais e positivas
(se existirem) do polindmio Kp — Q(Kp). Assim, se para Kp = Kpg > 0, Q(Kpy) = 0,
entao [1(&;) =0, com & = (K1o(Kpo), Kpo).

Se A # 0, o polinémio quadratico Kp — @Q(Kp) pode possuir nenhuma ou pelo menos

uma raiz positiva, dependendo do sinal do discriminante
A = 32 —4AC = 4m2a0a1bobl(bg - alblbo + Clob%). (654)

Neste caso, as condigoes para existéncia de pelo menos um valor positivo Kp = Kpg

que anula o primeiro coeficiente de Lyapunov (6.17) sdo

B C
A#0, — <0, —>0,A>0. 6.55
% Y A ) A ) — ( )
Além disto, o parametro positivo Kp = Kpy ainda deve satisfazer as desigualdades

Kro(Kpp) > 0 e wi(Kpo) > 0.

Quando A = 0 e B # 0, a tnica possibilidade para que o parametro Kp = Kpj seja
positivo é que CB < 0 e as desigualdades Ko(Kpg) > 0 e wi(Kpy) > 0 sejam verificadas.
Se A= B =0eC #0, o numerador do primeiro coeficiente de Lyapunov (6.17) tem sinal
fixo (fixados todos os pardmetros) e, portanto, o denominador determina o sinal de (6.17).

Devido ao nimero de parametros existentes, a expressao para o segundo coeficiente de
Lyapunov fica muito grande e de dificil analise. Assim, a idéia é estudar numericamente

um caso particular apresentado no exemplo (6.1.2).

Exemplo 6.1.2. Considere agora o sistema de controle em malha fechada (3.32), com
ag = 2, bg = 20, a; = 10 e by = 1 o0s wvalores para os parametros do sistema de controle

em malha aberta e a fungao saturagao tal como em (6.20). Procedendo como no exemplo

6.1.1,

—Kp 11
A€)=| =21 +5Kp) —10 10 |, (6.56)
~K; 0 0

e o polinomio caracteristico é dado por

P(A) =X+ (10 4+ Kp)A? + (2 + 20Kp + KA + 20K;. (6.57)
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Assim, pelo Teorema 8.2.1, o ponto de equilibrio (3.33) é localmente assintoticamente

estavel quando

20K > 0,

24+ 20Kp + K; >0,
(6.58)

10 + Kp > 0,
(Kp +10)(20Kp + K; +2) > 20K

Em (6.58), as trés primeiras desigualdades sao satisfeitas para K; e Kp positivos. Da

K 10)(20Kp + 2
ultima desigualdade, resulta que 0 < Kp < 10 e 0 < K; < (Kp + 10)( ) ou

10 — Kp
K 10)(20K 2
Kp >10 e K; > 0. Para K; = Kjo(Kp) = ( P+10)(K pt ), a matriz Jacobiana
— Kp

(6.56) possui autovalores N(&y), M&), com N(&) = iwo(Kp)

/10 + 100K

e X3(&) = —(10+ Kp). Se Kp € (0,10), entio Ko(Kp) € positivo e wy(Kp) € um nimero

real positivo.

Utilizando os resultados (6.5), (6.6) e (6.17), seque que

Or1(6r) = O (6.60)
KT = 5010 — Kp)(Kp + 10)2 + 4(100Kp + 10))’ '
J/5(10 — Kp) (K2 — 20Kp — 102)
8K177(£0> = \/§ 3 P) ) (661)
VIOKp + L(K3 + 10K% — 500K p — 1040)
Q(Kp) = 201K3% + 20K p — 100. (6.62)
10
O polinémio (6.62) possui uma unica raiz real positiva Kpy = ﬁ(\/ 202—1) = 0.6573.

Para Kp € (0,10), by — bi(a; + mbijKp) = 10 — Kp > 0 e, assim, Q(Kp) < 0 para
Kp € (0,Kpy) e Q(Kp) >0 para Kp € (Kpy, 10). Da expressao (6.17), se Kp € (0, Kpy)
o primeiro coeficiente de Lyapunov € negativo e se Kp € (Kpg, 10), o primeiro coeficiente

de Lyapunov é positivo. A Figura 6.7 exibe o grafico do primeiro coeficiente de Lyapunov

(3010K7% + 10501 K2 + 2020K p + 100)Q (K p)
25(10 — Kp)?(1040 + 500K p — 10K2 — K3)

(&) = (6.63)

para Kp € [0,1].
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Figura 6.7: Grafico do primeiro coeficiente de Lyapunov para Kp € [0, 1].

Se Kp € (0, Kpy), o ponto de equilibrio (3.33) é um atrator, pois l1(§) < 0 e A3(§) <0
e se Kp € (Kpg,10) o ponto de equilibrio (3.33) é um repulsor, ja que l1(&) > 0. Para
Kp = Kpo, Kio(Kpg) = 17.2784, wo(Kpy) = 5.6943 ¢ o primeiro coeficiente de Lyapunov
¢ nulo. O sequndo coeficiente de Lyapunov, 13(&1), com & = (K10(Kpo), Kpo), pode ser
calculado numericamente.

Da expressao (5.284),
hao(€1) = (—3.1159 + 8.98237, —57.7659 + 21.8284i, —9.0851 — 3.15151) (6.64)
e por (5.285),
ho1(&1) = (2.5431 + 5.8935¢, —51.7653 + 34.0375¢, 32.7908 + 7.71667). (6.65)

Os vetores complexos hyo(&1), hs1(§1) € ha2(&1) sao todos nulos. Portanto, da e-
pressio (5.300), Gs2(&) = —10.9207 + 162.53617 e o sequndo coeficiente de Lyapunov é
dado por

(&) = 5 Re(Gaal6r)) = ~0.9100. (6.66)

Como o sequndo coeficiente de Lyapunov € nao nulo, de acordo com a definicao 5.1.5,

o ponto de equilibrio (3.33) serd um ponto de Hopf transversal de codimensdio dois se
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a aplicagao & — ((&),11(€)) for regqular em & = (Ko(Kpo), Kpo). Calculos simples

mostram que

Ok, (&) Oxpoy(&1) 0.0320 —0.8410
Det — Det — —0.0317. (6.67)

O, L (61) Okpli(&1) —0.0625 0.6513

Assim, o ponto de equilibrio (3.33) é um ponto de Hopf transversal de codimensao dois e o
sistema de controle em malha fechada (3.32) possui o diagrama de bifurcag¢io equivalente ao
diagrama de bifurcagio apresentado no caso (a) da Figura 1.4, jd que o sequndo coeficiente
de Lyapunov é negativo.

Empregando o Teorema 5.3.4, resulta que a curva de orbitas periodicas nao hiper-

bélicas, no plano de parametros (Kr, Kp) € R?, tem a sequinte representagio local
[(e) = (17.2784 — 28.4443¢*,0.6574 + 2.7945¢%) + Or (e). (6.68)

A expressao para a representacio (5.354) € muito grande e serd omitida aqui, embora
(5.354) forneca uma aproximagio melhor. A Figura 6.8 exibe o diagrama de bifurca¢io do

sistema de controle em malha fechada (3.32).

1l

Figura 6.8: Diagrama de bifurcagao para (3.32) para (K7, Kp) = (Kro(Kpo), Kpo).

A representacao (0.68) é uma boa aproximagao em uma vizinhanga do ponto (Kr, Kp) =

(Kr0(Kpo), Kpo). Na Figura 6.8, a boa aproximagdo é representada qualitativamente pela
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parte continua da curva I'. Nao hd garantia de que, para (K;, Kp) € I' na parte tracejada,
as orbitas periodicas sejam nao hiperbolicas.

Na regiao I da Figura (6.68), o ponto de equilibrio (3.33) € localmente assintoticamente
estavel. Fsta € a regido de estabilidade, ou seja, a regiao limitada pelo eixo vertical, pela
curva Hg*(0) e pela curva Cnyr, que na Figura (6.68) é representada por T'. Na regido I11,
o ponto de equilibrio (3.33) é também localmente assintoticamente estdvel, embora existam
duas orbitas periodicas perto do ponto de equilibrio. Finalmente, na regiao II, o ponto de
equilibrio (3.33) € instdvel e hda uma drbita periddica estavel perto do ponto de equilibrio.
Note que para (K7, Kp) € Hg"(0)~, o primeiro coeficiente de Lyapunov é negativo e como
A3(Kp) < 0, o ponto de equilibrio (3.33) € localmente assintoticamente estdvel. Para
(K1, Kp) € H3'(0)", o primeiro coeficiente de Lyapunov é positivo e o ponto de equilibrio
(3.33) é instdvel.

Considere o ponto (Kr, Kp) = (K3, Kp3) = (26,1). Para Kps = 1, Kro(Kp3)) =
26.8889 e, portanto, o ponto (K3, Kp3) estd na regiao I11. Neste caso, o ponto de equilibrio
(8.33) € localmente assintoticamente e existem duas drbitas periddicas perto do ponto de

equilibrio instdavel. A mais proxima € instdavel. Procedendo como no exemplo 6.1, resulta

que para § = (KIO(KPS)a KP3);
q(fo) = (—z'6.9921, 22.0000 — ¢6.9921, 26.8889), (6.69)

(&) = (—0.0029 — i0.0669, 0.0029 — 70.0046, 0.0162 + 70.0038), (6.70)

hs0(&0) = (—13.1132 4924.9076, —193.7050 + ¢63.13544, —31.9285 — i16.8096), (6.71)

ha1(&) = (6.6451 4 ¢16.1788, —169.3190 + ¢131.7900, 129.4560 + i30.2529), (6.72)

Ok, q(&) = (0.0020 4 40.0801, —0.0249 — ¢0.2002, 0.2549 + i0.1096). (6.73)

As representagoes das fungoes (e, Kp3) — Ky = Kio(Kp3) + ¢(¢, Kps) e (¢, Kp3) +—
w(e, Kp3) sdo

K; = Ko(Kp3) + ¢(e, Kp3) = 26.8889 — 23.0617¢* + O, (¢*). (6.74)

w(e, Kps) = 6.9921 — 27.5311¢* + O, (€*). (6.75)

Para K; = K3 = 26, o valor aproximado do parametro € por (6.7}) é ¢ = e3 = 0.1963
e, assim, e a orbita periddica instdvel tem periodo aproximado T(e3, Kp3) = 1.0350 € a

sequinte representacao

u(s, €3, Kp3) = (u1(s, €3, Kp3), ua(s, €3, Kps), us(s, €3, Kp3)), (6.76)
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com

uy (s, €3, Kp3) = 0.0496co0s(s) — 0.0331cos(3s) + 2.6511sen(s)—

(6.77)
0.0628sen(3s) + Oy, (s)
us(s, €3, Kp3) = 7.3658cos(s) — 0.4886¢c0s(3s) + 1.6783sen(s)—
(6.78)
0.1593sen(3s) + O, (s),
us(s, €3, Kp3) = 11.4486¢c0s(s) — 0.0805cos(3s) — 0.1907sen(s)+
(6.79)

0.0424sen(3s) + Oy, ().
Obter por meio de simulagoes a orbita periodica instdvel citada, pode ser um tanto
dificil, contudo (6.76) fornece uma aproximagio para esta drbita que pode ser visualizada

na Figura 6.9.

Figura 6.9: Aproximagao para Orbita peridédica instavel obtida de (3.32) para (K, Kp) =
(K3, Kp3) = (26, 1). Foram utilizados (6.76) e o software MATLAB 7.9.

Conforme mencionado, os resultados obtidos no exemplo 6.1.1 sao qualitativamente
equivalentes aqueles resultados esperados e comentados no caso (a) da Figura 1.3. Ja os
resultados do exemplo 6.1.2 se enquadram no caso (a) da Figura 1.4. O caso (b) das
Figuras 1.3 e 1.4 pode ser estudado e entendido de modo anédlogo ao que foi feito nos

exemplos 6.1.1 e 6.1.2, respectivamente.
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A proxima secao trata das consequiéncias da saturag@o nos sistemas de controle reais
ou fisicos, ou seja, o que os resultados obtidos nos capitulos anteriores e neste capitulo

representam em um sistema de controle real.

6.2 Sistemas de Controle Reais

Os pontos de equilibrio de um sistema de controle em malha fechada sao modelos para
os pontos de operacao de um sistema de controle real. E desejado que os pontos de operacio
sejam estaveis, ou seja, que apds certo intervalo de tempo algumas grandezas fisicas de
interesse do sistema controle real, como velocidade, posicao, temperatura, pressao, entre
outras, apresentem valores aproximadamente constantes. Além disto, na presenca de
pequenas perturbagoes, tais grandezas fisicas devem retornar a valores constantes préximos
dos valores anteriores a perturbacao. Neste sentido, este trabalho apresenta uma teoria
que possibilita determinar a estabilidade de pontos de equilibrio para diferentes valores dos
parametros K; e Kp em um sistema de controle linear com saturacao regular na entrada
de controle e controlador do tipo PI.

Em engenharia, os sistemas de controle lineares sao modelos ideais ou boas aproxi-
magoes para os sistemas de controle reais, ja que em muitos casos nao é possivel modelar
todas as caracteristicas de um sistema fisico. Porém apresentam vantagens, pois sendo
equagoes diferenciais ordinarias lineares, toda teoria deste tipo de equagao diferencial pode
ser empregada. Assim, através da transformada de Laplace, o teorema de Routh-Hurwitz
pode ser utilizado na analise de estabilidade, bem como os métodos de resposta em fre-
quéncia e lugar das raizes.

Na presenca de nao linearidades os métodos de estabilidade citados s6 podem ser empre-
gados apds uma linearizagado em torno do ponto de equilibrio e nao fornecem informacoes
sobre oscilagoes. Este trabalho tenta tornar o modelo um pouco mais real verificando o
efeito que a limitacao dos componentes fisicos em engenharia tem sobre a estabilidade,
ou seja, o efeito de uma nao linearidade conhecida como saturacao. A desvantagem é
que a analise fica um pouco mais elaborada quando comparada com as analises classicas,
como teorema de Routh-Hurwitz, lugar das raizes e resposta em freqiiéncia. Contudo,
com a teoria desenvolvida no capitulo 5 é possivel determinar oscilagoes nao lineares nas
variaveis e até mesmo obter uma aproximacgao para estas oscilagdoes, mesmo no caso de

orbitas periddicas instaveis.
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Devido a complexidade da analise de sistemas de controle lineares com saturagoes na
entrada de controle e controlador do tipo PI, na aplicacao da teoria de aproximacao de
orbitas periddicas em engenharia, seria ideal desenvolver um software, por exemplo, um
toolbor para o MATLAB, no qual o usuario entraria com a aplicagao linear A : R — R",
o vetor B € R" e escolheria o tipo de saturacao segundo definicao 2.4.1. O software
retornaria ao usuario os pontos de equilibrio e a regiao de estabilidade. Além disto,
em ocorrendo bifurcagoes de Hopf transversais de codimensao dois, o software forneceria
o diagrama de bifurcagdao, contendo a curva de orbitas periédicas nao hiperbdlicas, a
estabilidade e aproximacao de uma 6rbita periddica para um dado ponto (K, Kp) € R
O software citado poderia ser implementado empregando as teorias deste trabalho e, por
exemplo, os métodos numéricos de [3].

Dependendo da equagao diferencial, as expressoes (5.353) e (5.354) podem nao fornecer
uma boa aproximacado para a curva de érbitas periddicas nao hiperbodlicas para grandes
valores dos parametros, contudo, na vizinhanca de um ponto de Hopf transversal de codi-
mensao dois, (5.353) e (5.354) representam bem tal curva. Visto que, em geral, sdo
utilizadas fungoes teste para encontrar a curva de orbitas periddicas, os algoritmos exis-
tentes poderiam ser melhorados através da representagao (5.353) ou (5.354) e empregando

(5.304) como aproximagao inicial.



Conclusoes e Trabalhos Futuros

Conclusoes

Este trabalho propoe uma definicao para a saturagao e um método de analise de esta-
bilidade de pontos de equilibrio de sistemas de controle lineares com saturagao na entrada
de controle e controlador do tipo PI. O objetivo é determinar a regiao de estabilidade no
plano de parametros (K, Kp) € R%

A teoria de aproximacao de orbitas periddicas desenvolvida pode ser aplicada tanto na
analise de pontos de Hopf transversais de codimensoes um e dois quanto na aproximacao
de érbitas periddicas hiperbdlicas (estaveis e instaveis) e nao hiperbdélicas. Diferentemente
da teoria da bifurcagdo de Hopf de [15] e [16], a teoria apresentada aqui fornece uma
aproximacao para curva de érbitas periddicas nao hiperbdlicas. Tal aproximagao pode ser
utilizada para melhorar os métodos numéricos ja existentes para obtencao deste tipo de
curva, visto que, em muitos casos sao utilizadas funcoes teste.

Embora aplicada aos sistemas de controle em R? com referéncia nula, as teorias do
capitulo 5 podem ser empregadas em qualquer sistema de controle em R™ com referéncia
nao nula e até mesmo a qualquer equagao diferencial em R™ (modelo de um sistema fisico)
que apresente pelo menos bifurcagoes de Hopf transversais de codimensao um. Para isto
basta seguir a metodologia utilizada nos exemplos 6.1.1 e 6.1.2 da secao 6.1. Contudo,
conforme comentado na secao 6.2, o ideal seria desenvolver um software que realizasse
todos os calculos a partir da aplicacao linear A : R — R” e do vetor B € R".

Apesar deste trabalho tratar apenas das saturacoes regulares, na analise de pontos de
Hopf transversais de codimensio um, a saturacio S € C¥(R,R) escolhida deve ser tal que
k > 3 e para os transversais de codimensao dois, k > 5. Para as saturacoes regulares,
este trabalho mostra que ha somente um ponto de equilibrio, porém se a saturagao nao é
regular, pode haver outros pontos de equilibrio e, portanto, cada ponto de equilibrio deve

ser analisado de maneira conveniente, conforme comentado na secao 3.2.

173



174

Finalizando, toda anéalise feita utilizando saturagao e controlador do tipo PI pode ser

realizada combinando nao linearidades do tipo saturagao e zona morta e controladores do

tipo PI, avango e atraso de fase e controladores com realimentacao de estados.

Trabalhos Futuros

Ha algumas questoes que nao foram respondidas neste trabalho e que talvez merecam

um estudo no futuro.

Q1. Como associar os resultados deste trabalho com alguma técnica de compensacao de

tal forma que seja possivel nao s6 determinar a estabilidade, mas também obter uma
saida que atenda certas especificagoes como maximo pico e tempo de acomodagao?
Em outras palavras, escolhidos niimeros reais M, > 0 (méximo pico), t, > 0 (tempo
de acomodagao) e € > 0, qual técnica de compensagao permite escolher valores de
K| e Kp na regiao de estabilidade para que max{y(t) : t > 0} < M, e |[y(t) — 7| < ¢

quando t > t,7

Q2. Suponha uma saturacio S € C¥(R,R) da forma

m

S(v) =4 Mo (mv), —— << — (6.80)
M m

M

M, v > —

m
com ¢(—1) = —1, ¢(0) =0, ¢(1) = 1 e k > 3. Procedendo como na demonstragao da
Proposicao 3.2.1, por (3.27), se r # 0 e agr/by = M, entao os pontos de equilibrio
sao da forma xo = (29,29, ..., 2, 2, ,,) € R*™ com 2) = r, 2§ = _Bj_lcg)(:" para

j=2...,nead,, € S (M). Como ha infinitos pontos de equilibrio, quais as

implicagoes fisicas nos sistemas de controle reais?

Q3. O estudo apresentado neste trabalho é apenas tedrico. Assim, seria interessante pro-

jetar um sistema de controle real, com controlador do tipo PI, por exemplo um con-
trole de velocidade de um motor de corrente continua, modelar o conversor CC-CC
classe E como uma saturacao na entrada de controle e verificar experimentalmente

a possibilidade de oscila¢oes na saida de controle.
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Na linha dos estudos propostos aqui, algumas questoes aparecem quando sao emprega-
dos outros controladores como PD, PID, avanco ou atraso de fase e como nao linearidade

a zona morta.

Q4. Um controlador do tipo PD

d
t— v(t) = Kpe(t) + KD%e(t), (6.81)
ou do tipo PID
d ¢
tu(t) = Kpe(t) + Kpe(t) + K / e(r)dr, (6.82)
0

com Kp > 0, ndo pode ser representado como uma realimentacao dinamica de saida,
tal como o que foi feito com um controlador do tipo PI na secdo 2.3. Neste caso
como obter um sistema de controle em malha fechada com estes controladores e
com linearidade do tipo saturagao como (2.56)7 Qual é a regiao de estabilidade
quando sao empregados estes tipos de controladores? Quais sdao as vantagens e
desvantagens em considerar a parcela derivativa destes controladores na presenca de

nao linearidades?

Q5. Qual a influéncia que uma zona morta, na entrada de controle, tem em um sistema

de controle em malha fechada considerando os controladores PD e PID?

Q6. Um controlador do tipo avango ou atraso de fase possui a seguinte fungao de trans-
feréncia

V(S) . K18+K0
E(s) s+ Ky’

Go(s) = (6.83)

com K, K; e Ky parametros positivos. Um controlador do tipo avanco ou atraso
de fase pode ser representado, como realimentacao dinamica de saida, da seguinte

forma

Z/ = —KQZ + (KO — K1K2>€,
(6.84)
v=2z+ Kie,
com z € R a varidvel dinamica e e = r — y a entrada. Com saturacao regular na
entrada de controle e controlador do tipo avango ou atraso de fase, os sistemas de

controle em malha fechada ainda possuem um tnico ponto de equilibrio? Como no

caso linear em malha fechada (sem nao linearidade na entrada de controle) quando
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a aplicacao linear A : R" — R"™ nao possui autovalores nulos (fungao de transferén-
cia sem poélos na origem), para um dos pontos de equilibrio a saida de controle é
aproximadamente igual a r? Ha possibilidade de ocorréncia de bifurcagoes de Hopf

ou outras bifurcagoes?

Além de tentar responder as questoes Q1 a QG6, outra proposta de trabalho seria
generalizar a teoria do capitulo 5 para casos mais degenerados, como bifurcagoes de Hopf
transversais de codimensoes trés e quatro. Exceto pela analise das orbitas periédicas nao
hiperbdlicas, os resultados obtidos deverao coincidir com aqueles de [6], [22] e [30] para

codimensao trés e [31] para codimensao quatro.
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