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Resumo

BRAGA, D. C. (2010), Bifurcação de Hopf de codimensão dois em sistemas de controle

lineares com controlador do tipo PI e não linearidade do tipo saturação, Itajubá 188 p.

Tese (Doutorado em Engenharia Elétrica) - Instituto de Sistemas Elétricos e Energia,

Universidade Federal de Itajubá.

Os controladores do tipo PI estão entre os mais utilizados na indústria e, devido a

limitação dos componentes em engenharia, a saturação é a mais comum das não lineari-

dades. Assim sendo, este trabalho analisa a influência de uma saturação, na entrada de

controle, em sistemas de controle lineares em malha fechada e com controlador do tipo PI.

Mais precisamente, o objetivo é mostrar a possibilidade de ocorrência de bifurcações de

Hopf de codimensões um e dois em um caso particular deste tipo de sistema de controle e

a existência de uma região no plano de parâmetros (KI , KP ) ∈ ℝ
2 no qual o único ponto

de equilíbrio é sempre assintoticamente estável.

Palavras–chave: Bifurcação de Hopf de codimensão dois, sistemas de controle, contro-

lador do tipo PI, saturação.
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Abstract

BRAGA, D. C. (2010), Codimension two Hopf bifurcation in linear control systems

with PI controller and nonlinearity of saturation type, Itajubá 188 p. Thesis - Instituto

de Sistemas Elétricos e Energia, Universidade Federal de Itajubá.

The PI controllers are among the most widely used in industry and due to limitations

of the components in engineering, the saturation is the most common nonlinearity. Thus,

this study examines the influence of a saturation in control input of linear control systems

with PI controller. More precisely, the goal is to show the possibility of Hopf bifurcations

of codimension one and two in a particular case of this type of control system and the

existence of a region in the parameter space (KI , KP ) ∈ ℝ
2 in which the only equilibrium

point is always asymptotically stable.

Keywords: Codimension two Hopf bifurcation, control system, PI controller, saturation.
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Capítulo 1

Introdução

A teoria de controle é, sem dúvida, uma das teorias de maior impacto no desenvolvi-

mento tecnológico das últimas décadas com aplicações em diversos ramos das ciências. De

fato, muitos processos biológicos podem ser explicados no contexto da teoria de controle,

como a temperatura corporal dos mamíferos e diversas tecnologias existentes atualmente

só são possíveis graças aos avanços desta teoria. Tais avanços foram alcançados principal-

mente a partir de 1950, devido às aplicações em aeronáutica, desenvolvimento de satélites

e, sobretudo, missões espaciais. Contudo, o interesse pela teoria de controle data de longo

tempo e remonta à Grécia antiga com a preocupação dos gregos em medir o tempo com

razoável precisão.

Atualmente é reconhecido que grande parte dos avanços em áreas relevantes, como

robótica, sistemas de manufatura e redes de comunicação, seriam quase impossíveis de

serem alcançados sem as metodologias da teoria de controle. Devido a esta importância

da teoria de controle, o objetivo deste trabalho é fornecer uma contribuição ao estudo de

certos sistemas de controle com não linearidades do tipo saturação. Assim, a finalidade

deste capítulo é apresentar uma revisão histórica sobre a teoria de controle não linear,

exibir o problema a ser abordado neste trabalho e uma revisão bibliográfica sobre o assunto

que será estudado.

1.1 História da Teoria de Controle Não Linear

Conforme [2], a história da teoria de controle, que compreende as aplicações de con-

trole automático nas mais diversas áreas do conhecimento e o desenvolvimento da teoria

matemática de controle, pode ser dividida em quatro períodos principais, o período de-
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nominado controle primitivo que vai desde os estudos na Grécia antiga até o ano de 1900,

o período pré-clássico entre os anos 1900 e 1940, o período clássico desenvolvido entre os

anos 1935 e 1960 e o período moderno a partir do ano de 1955.

Até o século XVIII houve pouco progresso da teoria de controle, com exceção de apli-

cações de controle do tipo liga e desliga e o controle de temperatura de incubadoras

proposto por René-Antoine Ferchault de Camur (1683-1757). A teoria de controle voltaria

a ganhar força durante a revolução industrial, período no qual foram introduzidas as

primeiras máquinas rotativas na Europa, sobretudo as máquinas a vapor. Tais máquinas

rotativas não podiam ser operadas de maneira adequada sem alguma forma de controle.

Isto exigiu o desenvolvimento de novos dispositivos de controle, principalmente os regu-

ladores de velocidade, sendo os mais conhecidos aqueles denominados genericamente de

reguladores de Watt, em homenagem a James Watt (1736-1819).

O regulador de velocidade proposto por Watt apresentava algumas limitações, visto que

podia operar somente com pequenas velocidades de rotação no eixo da máquina a vapor.

Este problema foi corrigido com o regulador de velocidade de Charles Porter (1826-1910)

patenteado em 1858 e que podia trabalhar com velocidades maiores de rotação e com os

reguladores de velocidade com mola de Thomas Pickering em 1862 e William Hartnell em

1872, que não só operavam com velocidades de rotação maiores, mas também possuíam

dimensões menores em relação aos reguladores de velocidade anteriores.

Mesmo com as melhorias nos reguladores de velocidade, no início do século XIX sur-

giram outros problemas, conhecidos como problemas de estabilidade dos reguladores de

velocidade. Na tentativa de investigar o problema de estabilidade, G. B. Airy (1801-1892)

publicou alguns artigos em 1840 e 1851 mostrando que a dinâmica de um regulador de Watt

podia ser modelada por equações diferenciais. Entretanto, Airy encontrou dificuldades na

análise das equações diferenciais e coube a James C. Maxwell (1831-1879) determinar as

condições de estabilidade em seu artigo On Governors de 1868. Neste artigo, Maxwell

analisou equações diferenciais ordinárias lineares, modelos para diferentes tipos de re-

guladores de velocidade e determinou as condições de estabilidade fornecendo condições

necessárias e suficientes para que certos polinômios analisados fossem estáveis, ou seja,

que apresentassem todas as raízes com partes reais negativas. Devido a este trabalho, o

ano de 1868 é considerado o marco do nascimento da teoria de controle.

O trabalho de Maxwell era limitado, visto que apresentava condições necessárias e

suficientes para estabilidade de polinômios de quarto grau no máximo. Uma extensão
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dos resultados de Maxwell foi feita por Edward I. Routh (1831-1907) em seu trabalho

intitulado Stability of Motion de 1877. Seu principal resultado é conhecido atualmente

como teorema de estabilidade de Routh-Hurwitz, já que em 1895 o matemático suíço

Adolf Hurwitz (1859-1919) obteve um resultado análogo de maneira independente.

Outra contribuição à teoria de controle foi dada pelo engenheiro russo Vyshnegradskii

em 1876 em seu artigo On the General Theory of Governors no qual analisou os modelos de

reguladores de velocidade, de maneira independente de Maxwell, e forneceu as condições de

estabilidade. Finalmente, destaca-se o trabalho de Aleksandr M. Lyapunov (1857-1918)

de 1892 intitulado A General Task About the Stability of Motion sobre estabilidade de

equações diferenciais ordinárias não lineares através da noção generalizada de energia. Os

trabalhos acerca da estabilidade de reguladores de velocidade e, principalmente, o trabalho

de Lyapunov são considerados os primeiros estudos relacionados com sistemas de controle

não lineares.

Antes de 1940, os estudos sobre sistemas de controle não lineares estavam associados

com os avanços na teoria de equações diferenciais ordinárias e, sobretudo, a teoria quali-

tativa das equações diferenciais ordinárias. O interesse na época era o entendimento de

certos modelos relacionados com vibrações mecânicas, osciladores eletrônicos e mecânica

celeste. Destacam-se nesta época os trabalhos do físico holândes Balthasar van der Pol

(1889-1959) em teoria de circuitos elétricos e, principalmente, os trabalhos do físico russo

Aleksandr A. Andronov (1901-1952) que contribuiu de maneira significativa com a teoria

de controle.

Segundo [1], em geral, grande parte dos sistemas físicos de interesse entre 1920 e 1940

podia ser modelada por equações diferenciais não lineares de segunda ordem da forma

x′′ + ω2
0x = ǫg(x, x′), (1.1)

com x ∈ ℝ, ω0 ∈ ℝ e ǫ ∈ ℝ suficientemente pequeno, onde ℝ denota o conjunto dos

números reais. O estudo desta particular equação diferencial envolvia técnicas de pertur-

bação, balanço harmônico e análises no plano de fase.

A técnica de perturbação consistia em procurar uma solução (t, ǫ) 7→ x(t, ǫ) de (1.1)

da forma

x(t, ǫ) =
∞∑

k=0

xk(t)ǫk. (1.2)

Havia particular interesse no entendimento das soluções periódicas de (1.1) via técnicas de

perturbação. Contudo, tal entendimento só foi alcançado com os trabalhos do matemático



4

sueco Anders Lindstedt (1854-1939) e do matemático francês Henri Poincaré (1854-1912)

nos quais a técnica de perturbação, conhecida atualmente como método de Poincaré-

Lindstedt, foi colocada de maneira rigorosa mediante a introdução de uma função ǫ 7→ ω(ǫ),

associada com o período da solução periódica, da substituição do tempo t por
τ

ω(ǫ)
e das

expansões em séries

x(τ, ǫ) =
∞∑

k=0

xk(τ)ǫk,

ω(ǫ) =
∞∑

k=0

ωkǫ
k.

(1.3)

Outros autores empregavam teoria da média no estudo das soluções periódicas de (1.1),

como van der Pol e os russos Nikolay M. Krylov (1879-1955) e Nikolay Bogolyubov (1909-

1992). O método desenvolvido por Krylov e seu aluno Bogolyubov consistia em aproximar

a solução periódica t 7→ x(t) de (1.1) por

x(t) = a(t)sen(ω0t+ φ(t)), (1.4)

com t 7→ a(t) e t 7→ φ(t) soluções de

a′(t) =
ǫ

2πω0

∫ 2π

0
g(a(t)sen(θ), ω0a(t)cos(θ))cos(θ)dθ,

φ′(t) =
ǫ

2πω0a(t)

∫ 2π

0
g(a(t)sen(θ), ω0a(t)cos(θ))sen(θ)dθ.

(1.5)

Outra técnica empregada nesta época é o balanço harmônico introduzido por Duffing

e cuja idéia era obter uma aproximação para a solução periódica t 7→ x(t) de (1.1) empre-

gando a série de Fourier

x(t) =
∞∑

k=−∞

xke
iωkt, (1.6)

a qual era substituída em (1.1) e os termos da seqüência {xk}k∈ℤ eram obtidos agrupando

os coeficientes de eiωkt para k ∈ ℤ = {0,±1,±2, . . .}, onde ℤ denota o conjunto dos

números inteiros.

Embora estes métodos fossem empregados na época, no entendimento dos sistemas de

controle não lineares, nenhum deles teve maior impacto no estudo de sistemas de controle

do que o método do plano de fase introduzido por Poincaré. Nesta época muito dos ser-

vomecanismos utilizados pela engenharia possuíam modelos que podiam ser aproximados

com razoável precisão por equações diferenciais ordinárias da forma (1.1). Com o método
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do plano de fase de Poincaré, (1.1) podia ser reescrita, fazendo y = x′, como

x′ = y,

y′ = −ω2
0x+ ǫg(x, y),

(1.7)

e as soluções de (1.1) podiam ser estudadas em um gráfico de x por y. Particularmente, a

estabilidade local dos pontos de equilíbrio de (1.7) e existência de ciclos limites (soluções

periódicas isoladas) foram um avanço no entendimento de sistemas de controle não lineares.

Durante a segunda guerra mundial outro método foi desenvolvido de maneira indepen-

dente por Goldfarb na Rússia, Dutilh na França, Oppelt na Alemanha, Kochenburguer

nos Estados Unidos e Daniell no Reino Unido. Tal método, denominado método da função

descritiva, é uma extensão do método da resposta em freqüência formulada por Hendrik

Bode (1905-1982) para sistemas de controle não lineares. A idéia era utilizar somente a

primeira aproximação fornecida pelo método do balanço harmônico e considerar uma única

não linearidade presente, como saturação, zona morta, atrito ou relé. Alguns trabalhos

desta época empregavam o método da função descritiva em conexão com o problema de

existência de ciclos limites em sistemas de controle não lineares.

Após 1960, os trabalhos sobre sistemas de controle não lineares multiplicaram-se graças

aos avanços em computação analógica e principalmente devido à computação digital. Di-

versas teorias foram desenvolvidas, dentre elas a teoria de controle adaptativo, teoria de

controle com lógica difusa, redes neurais e teoria geométrica de controle. Embora atual-

mente existam diversas teorias de controle não linear, o método do balanço harmônico e

o método da função descritiva ainda são empregados. De certa forma a proposta deste

trabalho para análise de sistemas de controle lineares com controlador do tipo PI e não

linearidade na entrada de controle do tipo saturação é uma generalização do método

de perturbação de Poincaré-Lindstedt associado com resultados da teoria qualitativa das

equações diferenciais ordinárias. A proposta deste trabalho é assunto da próxima seção.

1.2 Proposta do Trabalho

Conforme mencionado anteriormente, a finalidade deste trabalho é estudar um caso

particular de sistema de controle linear com controlador do tipo PI e não linearidade

na entrada de controle do tipo saturação. Os conceitos e resultados serão apresentados

de maneira informal nesta seção. Para a discussão, considere o seguinte diagrama es-
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quemático.

Controlador PI
Sistema de Controle

Linear
u= (v)X

r e uv y

Figura 1.1: Diagrama esquemático de um sistema de controle linear com controlador do tipo

PI e não linearidade na entrada de controle do tipo saturação.

O sistema de controle de interesse é da forma

n∑

k=0

ak
dk

dtk
y(t) =

l∑

k=0

bk
dk

dtk
u(t), (1.8)

com l, n ∈ ℕ ∪ {0}, l ≤ n, t 7→ u(t) ∈ ℝ a entrada de controle, t 7→ y(t) ∈ ℝ a saída de

controle e a0, a1, . . . , an, b0, b1, . . . , bl números reais com an = 1. O conjunto ℕ denota o

conjunto dos números naturais.

Suponha que a entrada de controle u ∈ ℝ é função de outra variável v ∈ ℝ, sendo que

a função v 7→ u = Ξ(v) pode ser linear ou saturação. Sendo e = r−y o erro, o controlador

do tipo PI é definido por

v(t) = KP e(t) +KI

∫ t

0
e(τ)dτ, (1.9)

com KP , KI ∈ ℝ parâmetros não negativos e t 7→ r(t) a referência ou valor desejado para

t ∈ ℝ suficientemente grande. É desejado em teoria de controle que e(t) → 0 quando

t→∞.

Através de uma mudança de coordenadas apropriada, o sistema de controle (1.8), com

a função v 7→ u = Ξ(v) e o controlador do tipo PI, pode ser descrito como uma equação

diferencial ordinária

x′ = Ax+BΞ(xn+1 +KP (r − y)),

x′n+1 = KI(r − y),
(1.10)

com y = x1, x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ ℝ
n, A : ℝn → ℝ

n um operador linear que depende dos

coeficientes a0, a1, . . . , an−1 e B ∈ ℝ
n um vetor dependendo dos coeficientes b0, b1, . . . , bn.
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Note que (1.10) pode ser linear ou não linear dependendo se a função v 7→ u = Ξ(v)

é linear ou saturação e pode ser autônoma ou não autônoma dependendo da referência

t 7→ r(t). Neste trabalho será considerada como referência somente a função de Heaviside

t ∈ ℝ 7→ r(t) =

{
r, t ≥ 0

0, t < 0,
(1.11)

com r ∈ ℝ, r ≥ 0. Assim, para existência e unicidade de soluções de problemas de valor

inicial envolvendo (1.10) considera-se que t ≥ 0.

Geralmente em teoria de controle é comum utilizar como não linearidades funções

lineares por partes, por exemplo

Ξ(v) =
Vm
2v0

(|v + v0| − |v − v0|) (1.12)

para a saturação e

Ξ(v) =
Vm
2v0

(2v + |v − v0| − |v + v0|) (1.13)

para a zona morta, sendo v0, Vm ∈ ℝ parâmetros ajustados de maneira conveniente. A

razão para isto é que as funções lineares por partes simplificam a análise e as simulações

numéricas, visto que, o estudo de (1.10) com estas funções se resume à análise de certo

número de equações diferenciais ordinárias lineares. Contudo, se é desejado tratar (1.10)

no contexto da teoria de bifurcações para aplicações suaves, tais funções apresentam pro-

blemas por não serem suficientemente diferenciáveis. Neste sentido, uma das propostas da

tese é fornecer uma definição para a saturação de modo que esta função seja suficiente-

mente diferenciável e que tenha como exemplos particulares, as funções lineares por partes

usualmente encontradas na literatura.

Pode-se mostrar que, sob certas hipóteses, a equação diferencial ordinária (1.10) pos-

sui um único ponto de equilíbrio x0 = (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n, x

0
n+1) ∈ ℝ

n+1, tal que x0
1 = r,

independentemente se a função v 7→ u = Ξ(v) é linear ou uma saturação suficientemente

diferenciável. O objetivo então é ajustar os parâmetros KI e KP do controlador PI de tal

forma que o único ponto de equilíbrio seja assintoticamente estável e que a coordenada

solução y = x1 ou saída de controle tenha certas características desejadas. Este trabalho

visa tratar somente da questão referente à estabilidade do único ponto de equilíbrio, de-

terminando regiões no plano de parâmetros (KI , KP ) ∈ ℝ
2 nas quais esta condição é

alcançada.
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Considerando (1.10) com a função linear v 7→ u = Ξ(v), suponha que aplicando o

teorema de Routh-Hurwitz (ver [24]), no plano de parâmetros (KI , KP ) ∈ ℝ
2 há uma

curva, conjunto de nível zero da função (KI , KP ) 7→ HL(KI , KP ) ∈ ℝ, tal que para todo

(KI , KP ) ∈ H−1
L (0), a matriz Jacobiana de (1.10), calculada no único ponto de equilíbrio,

possui um par complexo conjugado com parte real nula como autovalores e nenhum outro

autovalor com parte real nula. Neste caso há duas possibilidades ilustradas na Figura 1.2.

I II

KP

KI

H (0)L

-1

I II

KP

KI

H (0)L

-1

I II

KP

KI

H (0)L

-1

(a) (b)

Figura 1.2: Regiões de estabilidade no plano de parâmetros no caso em que a função v 7→ u =

Ξ(v) é linear. Os retratos de fase estão associados à restrição do fluxo de (1.10) ao autoespaço

central.

Observe que no caso (a) da Figura 1.2 basta escolher KI e KP na região I para que o

ponto de equilíbrio seja assintoticamente estável, enquanto que no caso (b) os parâmetros

KI e KP devem ser escolhidos na região II. Para (KI , KP ) ∈ H−1
L (0), o ponto de equilíbrio

é um centro, já que a equação diferencial ordinária (1.10) é linear. Portanto, com relação

à estabilidade, o problema é completamente resolvido no caso linear através do teorema

de Routh-Hurwitz.

Suponha agora que a função v 7→ u = Ξ(v) seja uma saturação suficientemente di-

ferenciável e que aplicando o teorema de Routh-Hurwitz exista uma curva no plano de

parâmetros, conjunto de nível zero da função (KI , KP ) 7→ HS(KI , KP ) ∈ ℝ, tal que para

quaisquer (KI , KP ) ∈ H−1
S (0) a parte linear de (1.10), calculada no ponto de equilíbrio,

possui um par de autovalores complexo conjugado com parte real nula e nenhum outro au-

tovalor com parte real nula. Como a equação diferencial ordinária (1.10) é não linear não

é possível decidir a estabilidade do ponto de equilíbrio para (KI , KP ) ∈ H−1
S (0). Se (1.10)
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apresenta uma bifurcação de Hopf transversal de codimensão um para (KI , KP ) ∈ H−1
S (0),

então a estabilidade do ponto de equilíbrio é dada pelo sinal do primeiro coeficiente de

Lyapunov, denotado por l1, desde que l1 6= 0. Resulta do teorema da bifurcação de Hopf

transversal de codimensão um, a existência de uma órbita periódica que pode ser atratora

ou repulsora dependendo do sinal de l1. A Figura 1.3 ilustra dois casos, nos quais para

KI e KP na região I e sob certas condições, o ponto de equilíbrio é sempre localmente

assintoticamente estável.

I II

KP

KI

H (0)S

-1

KP

KI

I

(a) (b)

I II

H (0)S

-1

I

Figura 1.3: Regiões de estabilidade no plano de parâmetros no caso em que a função v 7→ u =

Ξ(v) é uma saturação suave. (a) l1 < 0 e (b) l1 > 0. Os retratos de fase estão associados à

restrição do fluxo de (1.10) à variedade central e sua continuação.

Se o primeiro coeficiente de Lyapunov é negativo (ver Figura 1.3(a)), então os parâ-

metros KI e KP devem ser escolhidos na região I ou (KI , KP ) ∈ H−1
S (0) para garantir que

o ponto de equilíbrio seja localmente assintoticamente estável. Para pontos na região II

há uma órbita periódica estável no retrato de fase de (1.10) perto do ponto de equilíbrio

instável. Porém, se o primeiro coeficiente de Lyapunov é positivo (ver Figura 1.3(b)), há

uma órbita periódica instável no retrato de fase de (1.10) perto do ponto de equilíbrio

estável para pares (KI , KP ) na região I. Entretanto, neste último caso, há uma diminuição

na bacia de atração do ponto de equilíbrio devido à órbita periódica instável. Para pares

(KI , KP ) ∈ H−1
S (0), o ponto de equilíbrio é instável. Estes comentários com respeito ao

sistema de controle linear (1.8) com controlador do tipo PI e saturação na entrada de

controle e na hipótese de ocorrência de uma bifurcação de Hopf transversal de codimensão

um, mostram que os resultados são completamente diferentes quando comparados com o
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mesmo sistema de controle sem saturação (caso linear).

Suponha agora, no caso anterior, a existência de um par (K0
I , K

0
P ) ∈ H−1

S (0) que anula

o primeiro coeficiente de Lyapunov, ou seja, há a possibilidade de ocorrência de uma

bifurcação de Hopf transversal de codimensão dois. A estabilidade do ponto de equilíbrio

para (KI , KP ) = (K0
I , K

0
P ) é agora dada pelo segundo coeficiente de Lyapunov, denotado

por l2, desde que l2 6= 0. Então, ocorrem as seguintes modificações na Figura 1.3.

II

KP

KI

H (0)S

-1

KP

KI

I

(a) (b)

CNH
(K ,K )I P

0 0

III

II
H (0)S

-1

I

CNH

(K ,K )I P

0 0

III

Figura 1.4: Regiões de estabilidade no plano de parâmetros no caso em que a função v 7→ u =

Ξ(v) é uma saturação suave. (a) l2 < 0 e (b) l2 > 0. Os retratos de fase estão associados à

restrição do fluxo de (1.10) à variedade central e sua continuação.

Neste caso, pode-se mostrar que existe uma curva no plano de parâmetros (KI , Kp) ∈
ℝ

2, denotada por CNH , tal que se (KI , KP ) ∈ CNH , então existe uma órbita periódica

não hiperbólica no retrato de fase de (1.10). O caso (a) da Figura (1.4) é aquele em

que o segundo coeficiente de Lyapunov é negativo, enquanto que no caso (b), o segundo

coeficiente de Lyapunov é positivo. Pode-se mostrar que na região III há duas órbitas

periódicas. No caso (a) da Figura 1.4, dependendo da condição inicial, ainda é possível

que o ponto de equilíbrio seja localmente assintoticamente estável para valores de KI e

KP na região III ou em CNH . Quando o segundo coeficiente de Lyapunov é negativo,

os resultados diferem ainda mais daqueles obtidos quando a saturação não é levada em

consideração (caso linear). Um problema que ocorre, com relação à aplicação em teoria

de controle, é como obter a curva de órbitas periódicas não hiperbólicas CNH , já que o

teorema da bifurcação de Hopf transversal de codimensão dois garante somente a existência
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desta curva. Assim, outra proposta da tese é construir uma teoria para a bifurcação de

Hopf transversal de codimensão dois que forneça uma aproximação local para a curva de

órbitas periódicas não hiperbólicas.

Nas aplicações em engenharia, o controlador do tipo PI está entre os mais utilizados e

em geral a saturação, do ponto de vista físico, está sempre presente devido à limitação dos

componentes físicos. Contudo, normalmente a saturação não é levada em consideração, já

que é mais fácil estudar a equação diferencial ordinária (1.8) com as técnicas consagradas

da teoria de controle linear, como os métodos de resposta em freqüência e lugar das raízes.

O ajuste dos parâmetros KI e KP por estes métodos, quando da aplicação, poderiam

tornar o sistema físico instável ou com forte dependência do estado inicial do sistema,

visto que o sistema físico possui componentes limitados.

Em resumo, este trabalho possui os seguintes objetivos:

a) Definir a saturação como qualquer função satisfazendo certas hipóteses e estudar (1.10)

no caso em que tal função é suficientemente diferenciável;

b) Construir uma teoria de bifurcação de Hopf transversal de codimensão dois no qual seja

possível obter uma aproximação para a curva de órbitas periódicas não hiperbólicas;

c) Estudar a ocorrência de bifurcações de Hopf transversais de codimensões um e dois em

sistemas de controle lineares como (1.8) com controlador do tipo PI e não linearidade

do tipo saturação na entrada de controle;

d) Construir o diagrama de bifurcação parcial de (1.10) associado com os parâmetros KI

e KP , para o caso em que n = 2 e l = 1 em (1.8), e determinar as regiões para as

quais o único ponto de equilíbrio seja localmente assintoticamente estável.

A próxima seção apresenta uma breve revisão bibliográfica sobre os assuntos abordados

neste trabalho.

1.3 Revisão Bibliográfica

Há pouca literatura sobre sistemas de controle lineares com não linearidade na entrada

de controle, no que se refere à análise de estabilidade através de diagramas de bifurcação

associados com os parâmetros de um controlador. Em [18] é realizado um estudo de um
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sistema de controle linear com saturação linear por partes na entrada de controle e contro-

lador do tipo PI. Tal sistema de controle é modelo de um conjunto hidroturbina-gerador

e o objetivo é estudar a ocorrência de uma bifurcação de Hopf transversal de codimensão

um. Entretanto, o teorema da bifurcação de Hopf transversal de codimensão um que o

autor emprega não contempla o caso estudado e a análise é apenas superficial, limitada a

simulações numéricas. Apesar das limitações, a idéia por trás de [18] é interessante e mo-

tivou a proposta deste trabalho, ou seja, definir a saturação de tal forma que certas funções

suficientemente diferenciáveis sejam saturações e que o teorema clássico da bifurcação de

Hopf transversal de codimensão um possa ser aplicado.

O teorema da bifurcação de Hopf transversal de codimensão um para campos de vetores

em ℝ
n pode ser encontrado em [7], [11], [13], [15], [19] ou [21]. As abordagens de [11] e

[15] são essencialmente as mesmas, visto que, este teorema é demonstrado empregando o

método da projeção. A teoria apresentada em [7] e [19] é a mesma de [16]. Já em [13] o

teorema é demonstrado via teoria de perturbação e teoria de Floquet (ver [8]).

A teoria proposta em [21] no estudo de uma bifurcação de Hopf transversal de codi-

mensão um consiste em representar uma equação diferencial ordinária não linear como um

sistema de controle não linear. Tal teoria parece ser mais natural às aplicações em enge-

nharia, uma vez que o método trata de sistemas de controle não lineares, transformada de

Laplace, séries de Fourier (balanço harmônico) e diagramas de Nyquist.

Com relação à generalização dos resultados de [18], isto é, o estudo da bifurcação de

Hopf transversal de codimensão dois em sistemas de controle da forma (1.10), uma teoria

interessante é encontrada em [16], [20] e [32] e consiste em parametrizar a variedade central

por parâmetros associados ao autoespaço central e obter o primeiro e segundo coeficientes

de Lyapunov por meio de um procedimento recursivo. Outra possibilidade é empregar os

resultados de [29], que são uma extensão da teoria da bifurcação de Hopf transversal de

codimensão um apresentada em [21] para codimensão dois.

A existência de uma curva de órbitas periódicas não hiperbólicas relacionada com

um ponto de Hopf de codimensão dois pode ser demonstrada com as teorias de [15] e

[16]. Contudo estas teorias não permitem encontrar ou mesmo aproximar a curva de

órbitas periódicas não hiperbólicas, exceto em casos muito particulares. Uma possibilidade

é empregar os métodos numéricos de [3] ou um método numérico empregando balanço

harmônico tal como em [4]. O software MATCONT 2.5.1 [34] é um software muito

utilizado em análise de sistemas dinâmicos que é capaz de fornecer uma aproximação para
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a curva de órbitas periódicas não hiperbólicas. Uma alternativa analítica, proposta neste

trabalho, consiste em generalizar a teoria de [13], empregando certos resultados e notações

de [15] e [16], com objetivo de obter uma aproximação para a curva de órbitas periódicas

não hiperbólicas.

1.4 Conteúdo dos Capítulos

Este trabalho está dividido como segue. No capítulo 2 é apresentada a teoria necessária

ao estudo de sistemas de controle, a definição de saturação e a obtenção da equação

diferencial ordinária não linear (1.10).

O capítulo 3 trata de alguns conceitos relacionados com sistemas dinâmicos e estabili-

dade linear. A finalidade deste capítulo é familiarizar o leitor com as definições e teoremas

que serão utilizados posteriormente e indicar as principais referências nestes assuntos. A

análise do único ponto de equilíbrio de (1.10) para o caso em que n = 2 também é feita

neste capítulo.

No capítulo 4 é apresentada uma teoria simplificada de aproximação de órbitas periódi-

cas utilizando a forma normal de Poincaré-Hopf e uma construção de um homeomorfismo

considerando termos de ordem superior na forma normal de Bautin.

Algumas definições relacionadas com a teoria da bifurcação de Hopf e a generalização

da teoria simplificada do capítulo anterior, para campos de vetores em ℝ
2 e ℝ

n, estão no

capítulo 5.

O capítulo 6 consiste em aplicar a teoria de aproximação de órbitas periódicas em ℝ
n

aos sistemas de controle da forma (1.10) para o caso em que n = 2. Comentários sobre

aplicações em engenharia também estão neste capítulo.

Este trabalho é finalizado com as principais considerações na conclusão.

1.5 Notação

Não há uma notação padrão para os vetores, em alguns casos é utilizado o negrito e em

outros não. Contudo, tais objetos são facilmente identificados pelo contexto. A notação

para derivada parcial foi modificada de modo a simplificar sua representação em frações.



14

Assim, dada uma função (x, y) ∈ ℝ
2 7→ f(x, y) ∈ ℝ, a notação utilizada é

∂xf(x0, y0) =
∂

∂x
f(x, y)

∣∣∣∣∣
(x,y)=(x0,y0)

,

∂yf(x0, y0) =
∂

∂y
f(x, y)

∣∣∣∣∣
(x,y)=(x0,y0)

,

∂2
xf(x0, y0) =

∂2

∂x2
f(x, y)

∣∣∣∣∣
(x,y)=(x0,y0)

,

∂xyf(x0, y0) =
∂2

∂x∂y
f(x, y)

∣∣∣∣∣
(x,y)=(x0,y0)

,

∂2
yf(x0, y0) =

∂2

∂y2
f(x, y)

∣∣∣∣∣
(x,y)=(x0,y0)

,

∂2
xf(x0, y0)
∂yf(x0, y0)

=

∂2

∂x2
f(x0, y0)

∂

∂y
f(x0, y0)

,

e assim por diante. Esta notação aparece no texto a partir do capítulo 4.

Em

(x, y) ∈ ℝ
2 7→ f(x, y) = f(x0, y0) +

m−1∑

k=1

k∑

j=0

ak−j,jx
k−jyj +Of (‖(x, y)‖m),

com ak−j,j ∈ ℝ para k = 1, . . . ,m − 1 e j = 0, . . . , k, a notação (x, y) 7→ Of (‖(x, y)‖m)

representa uma função cuja a expansão em série de Taylor em torno (x, y) = (x0, y0)

inicia-se nos termos de ordem m no mínimo.

Algumas letras são empregadas para representar mais de um objeto. A letra s é

utilizada no capítulo 2 na transformada de Laplace, em funções de transferência ou como

uma saturação normal. Já a partir capítulo 4, a letra s é utilizada também na mudança

no tempo s = ω(ǫ, ν)t, sendo t o tempo. A letra r é empregada tanto para representar a

referência em sistemas de controle em malha fechada, como para denotar o módulo de um

número complexo z na mudança de coordenadas z = x + iy 7→ reiθ = rcos(θ) + irsen(θ).

Já a letra ǫ é utilizada como condição inicial em problemas de valor inicial no capítulo 4

ou como resultado de uma integral no capítulo 5, visto que em ambos os casos o objetivo

é o mesmo.

As demais notações são explicadas no próprio texto e não necessitam de um comentário

adicional.



Capítulo 2

Sistemas de Controle Lineares com

Não Linearidade na Entrada de

Controle

Para sistemas de controle lineares do tipo SISO (single input single output) há uma

variedade de técnicas na literatura que permitem impor uma dinâmica desejada em um

controle em malha fechada, como os métodos de resposta em freqüência e lugar das raízes,

empregados na teoria de controle clássico ou o método da alocação de pólos utilizado

em teoria de controle moderno. Na presença de não linearidades na entrada de controle,

como saturação, zona morta ou histerese, as técnicas citadas anteriormente não fornecem

resultados satisfatórios.

É comum na teoria de controle estudar estas não linearidades como funções lineares por

partes e empregar uma técnica de controle associada com funções descritivas [25]. Embora

tal método forneça bons resultados, funções lineares por partes são modelos ideais para

estas não linearidades. Neste sentido, a finalidade deste capítulo é propor uma definição

para a saturação e apresentar uma equação diferencial ordinária em ℝ
n+1 que representa,

em malha fechada, um caso particular de sistemas de controle lineares com esta não

linearidade na entrada de controle e controlador do tipo PI.

2.1 Sistemas de Controle

A teoria de controle é a área da matemática que tem por finalidade a análise de sistemas

de controle. Embora exista uma definição mais abrangente para sistemas de controle,

15
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este trabalho abordará um caso particular de sistemas de controle dado por equações

diferenciais ordinárias que, em um contexto mais amplo, é apenas um caso particular de

sistemas de controle. De um modo não rigoroso, um sistema de controle pode ser visto

como uma família de equações diferenciais ordinárias parametrizada por um parâmetro

que pode ser controlado. Entende-se por controlar um objeto, a ação de influenciar o seu

comportamento de tal forma a alcançar um objetivo desejado. Mais formalmente, neste

trabalho será empregada a seguinte definição de sistemas de controle.

Definição 2.1.1. Um sistema de controle é todo sistema dinâmico da forma

Σ :
x′ = f(x,u),

y = h(x,u),
(2.1)

com x ∈ E o vetor de estado, E o espaço de estados, u ∈ U a entrada de controle, U o

espaço das entradas de controle e y ∈ Y a saída de controle, sendo Y o espaço das saídas

de controle. As aplicações f : E × U → E e h : E × U → Y são suaves em E × U .

Por suave, deve-se entender que as aplicações f : E × U → E e h : E × U → Y são

suficientemente diferenciáveis em E×U . É comum chamar os elementos de U simplesmente

de entradas e os elementos de Y de saídas, ficando subentendido o termo controle neste

contexto.

Na definição 2.1.1, o espaço de estados E é uma variedade diferenciável n-dimensional,

n ∈ ℕ. Este trabalho trata de um caso particular em que E ⊂ ℝ
n, U ⊂ ℝ

m e Y ⊂ ℝ
k são

espaços com produto interno.

Note que, fixada uma entrada u ∈ U e uma condição inicial, o estudo do sistema de

controle Σ é reduzido ao estudo de um problema de valor inicial. Assim, o essencial em Σ é

a equação diferencial ordinária e um sistema de controle da forma (2.1) pode ser estudado

no contexto da teoria de sistemas dinâmicos. Contudo, este é assunto da seção 3.1 do

capítulo 3.

O objetivo no estudo de sistemas de controle é encontrar entradas u ∈ U de tal forma

que (2.1) apresente uma dinâmica desejada. Quando uma tal entrada depende do vetor

de estado x ∈ E ou da saída y ∈ Y , esta entrada é denominada uma realimentação, que

pode ser estática ou dinâmica. Para consulta basta ver [10].

Uma realimentação de particular interesse neste trabalho é a realimentação dinâmica

de saída com nova entrada de acordo com a definição 2.1.2.
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Definição 2.1.2. Uma realimentação dinâmica de saída com nova entrada para o sistema

de controle (2.1) é definida por

z′ := K(z,y,v),

u := L(z,y,v),
(2.2)

sendo K : Z × Y × U → Z e L : Z × Y × U → U aplicações suaves em Z × Y × U ,

z ∈ Z ⊂ ℝ
l o vetor dinâmico e v ∈ U a nova entrada.

Um exemplo de realimentação dinâmica de saída é o controlador do tipo PI.

Exemplo 2.1.1. Um controlador do tipo proporcional e integral ou simplesmente um

controlador do tipo PI pode ser representado como

z′ = −y + v,

u = KP (v − y) +KIz,

(2.3)

com KI , KP parâmetros reais não negativos, z ∈ Z ⊂ ℝ a variável dinâmica e v ∈ U ⊂ ℝ

a nova entrada que, no contexto do controlador do tipo PI, faz o papel de referência ou

o valor desejado para a saída de controle. As variáveis u ∈ U ⊂ ℝ e y ∈ Y ⊂ ℝ são,

respectivamente, a entrada e a saída de um sistema de controle.

O conceito de realimentação permite classificar os sistemas de controle da forma (2.1)

através da entrada u ∈ U .

Definição 2.1.3. Um controle em malha aberta de (2.1) é uma entrada u ∈ U que não

depende do vetor de estado x ∈ E ou da saída de controle y ∈ Y. Um sistema de controle

em malha aberta é um sistema de controle da forma (2.1) no qual é empregado um controle

em malha aberta.

Definição 2.1.4. Um controle em malha fechada de (2.1) é uma realimentação de estado

ou de saída u ∈ U que pode ser estática ou dinâmica. Um sistema de controle em malha

fechada é um sistema de controle da forma (2.1) no qual é empregado um controle em

malha fechada.

Quando a nova entrada de controle v ∈ U de uma realimentação de estado ou de

saída (estática ou dinâmica) é identicamente nula, o sistema de controle correspondente

em malha fechada é denominado um sistema de controle regulador.

Outra classificação pode ser feita considerando as dimensões do espaço das entradas U
e do espaço das saídas Y .
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Definição 2.1.5. Um sistema de controle da forma (2.1) é denominado do tipo SISO

(single input single output) se possuir uma única entrada e uma única saída, ou seja,

U ⊂ ℝ e Y ⊂ ℝ. Se possuir múltiplas entradas ou múltiplas saídas, o sistema de controle

da forma (2.1) é dito ser do tipo MIMO (multiple input multiple output).

Conforme mencionado, o objetivo deste trabalho não é estudar sistemas de controle

gerais como (2.1), mas um caso particular denominado sistema de controle linear. Tal

sistema de controle é assunto da próxima seção.

2.2 Sistemas de Controle Lineares

A idéia desta seção é apresentar um tipo especial de sistema de controle, de interesse

neste trabalho, que possui relação com as funções de transferência. Os sistemas de controle

lineares são casos particulares de (2.1), de acordo com a seguinte definição.

Definição 2.2.1. Um sistema de controle linear, invariante no tempo e do tipo SISO é

todo sistema de controle com uma única entrada de controle e uma única saída de controle

da forma

Σ :
x′ = Ax+Bu,

y = Cx+Du,

(2.4)

com x ∈ ℝ
n o vetor de estado, u ∈ ℝ a entrada de controle, y ∈ ℝ a saída de controle,

A : ℝn → ℝ
n um operador linear, B,C ∈ ℝ

n e D ∈ ℝ.

Um conceito importante no estudo de sistemas de controle lineares da forma (2.4) é o

de função de transferência. Tal conceito está relacionado com o conceito de transformada

de Laplace. Dada uma função t 7→ y(t), contínua por partes e de ordem exponencial, a

transformada de Laplace, denotada por Y (s) = L(y(t)), é definida por

L(y(t)) =
∫ ∞

0
e−sty(t)dt, (2.5)

com s ∈ ℂ.

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os membros de um sistema de controle

linear do tipo (2.4) e para x(0) = 0, obtém-se a função de transferência de (2.4).

Definição 2.2.2. A função racional complexa G : ℂ→ ℂ, com

G(s) =
Y (s)
U(s)

= C(sIn − A)−1B +D, (2.6)
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é denominada função de transferência de (2.4), sendo Y (s) = L(y(t)), U(s) = L(u(t)) e

In a matriz identidade n× n.

A definição 2.2.2 faz a conexão entre o controle linear clássico, baseado em funções

complexas obtidas via transformada de Laplace e o controle linear moderno, baseado em

variáveis de estado e sistemas de controle do tipo (2.4). O interesse neste trabalho está

nas funções de transferência da forma

GP (s) =
Y (s)
U(s)

=
b0 + b1s+ b2s

2 + · · ·+ bls
l

a0 + a1s+ a2s2 + · · ·+ ansn
, (2.7)

com l, n ∈ {0, 1, 2, . . .}, l ≤ n e os coeficientes ai, bj ∈ ℝ, i = 0, . . . , n e j = 0, . . . , l.

Aplicando a transformada de Laplace inversa em (2.7), resulta a seguinte equação

diferencial linear de ordem n, não homogênea e a coeficientes constantes

n∑

k=0

ak
dk

dtk
y(t) =

l∑

k=0

bk
dk

dtk
u(t), (2.8)

sendo l, n ∈ {0, 1, 2, . . .}, l ≤ n e an = 1.

Com uma mudança de variáveis apropriada, a equação diferencial ordinária linear (2.8)

pode ser escrita na forma de um sistema de controle do tipo (2.4). A demonstração pode

ser encontrada em [24].

Proposição 2.2.1. Através da mudança de variáveis

x1 = y −B0u,

x2 = y′ −B0u
′ −B1u = x′1 −B1u,

x3 = y′′ −B0u
′′ −B1u

′ −B2u = x′2 −B2u,

...

xn = y(n−1) −B0u
(n−1) − · · · −Bn−1u =

= x′n−1 −Bn−1u,

(2.9)

sendo

B0 = bn,

B1 = bn−1 − an−1B0,

B2 = bn−2 − an−1B1 − an−2B0,

...

Bn = b0 − an−1Bn−1 − · · · − a1B1 − a0B0.

(2.10)



20

e para o caso em que l = n, l, n ∈ {0, 1, 2, . . .}, a equação diferencial (2.8) pode ser escrita

na forma de um sistema de controle da forma (2.4), com

A =




0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 1

−a0 −a1 −a2 · · · −an−1




, (2.11)

B = (B1, B2, . . . , Bn), (2.12)

C = (1, 0, . . . , 0), (2.13)

D = B0. (2.14)

O sistema de controle linear, obtido através da Proposição 2.2.1 é justamente aquele

de interesse comentado no início desta seção.

2.3 Controlador do Tipo PI

Um controlador, no contexto da teoria de controle clássico, desempenha um papel aná-

logo ao de uma realimentação de saída, estática ou dinâmica. Nesta teoria, um controlador

do tipo PI possui a seguinte função de transferência

GC(s) =
V (s)
E(s)

= KP +
KI

s
(2.15)

ou utilizando a transformada de Laplace inversa

v(t) = KP e(t) +KI

∫ t

0
e(τ)dτ, (2.16)

sendo KI , KP ∈ ℝ parâmetros reais não negativos e a função t 7→ e(t), denominada função

erro, definida por

e(t) := r(t)− y(t), (2.17)

com t 7→ r(t) uma função denominada referência e t 7→ y(t) a saída de controle.

A idéia, neste trabalho, é tratar um controlador do tipo PI como uma realimentação

dinâmica de saída, linear e com nova entrada t 7→ e(t) ∈ U = ℝ, que no caso geral e para

sistemas de controle do tipo (2.4) é definida da seguinte forma.
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Definição 2.3.1. Uma realimentação dinâmica de saída, linear e com nova entrada para

o sistema de controle da forma (2.4) é qualquer realimentação da forma

z′ := Ez + Fe,

v := Gz +He,

(2.18)

com z ∈ ℝ
l o vetor dinâmico, e ∈ ℝ a nova entrada, v ∈ ℝ a saída de controle, E : ℝl → ℝ

l

um operador linear, F,G ∈ ℝ
l e H ∈ ℝ.

No caso de um controlador do tipo PI, de (2.16) resulta, definindo z := v −KP e, que

z′ = KIe. Logo, v = z +KP e e, portanto,

z′ = Ez + Fe = 0z +KIe,

v = Gz +He = z +KP e.

(2.19)

Note que a representação (2.19) de um controlador do tipo PI como realimentação

dinâmica de saída, linear e com nova entrada t 7→ e(t) ∈ U = ℝ não é única. Contudo,

V (s)
E(s)

= GC(s) = G(sI1 − E)−1F +H = KP +
KI

s
, (2.20)

tanto para (2.19) como no exemplo 2.1.1.

Neste trabalho, há a hipótese de que a variável v ∈ U = ℝ se relaciona com a entrada

de controle u ∈ U = ℝ do sistema de controle da forma (2.4) através de uma função

v 7→ u = Ξ(v), denominada não linearidade na entrada de controle. Esta não linearidade

é o assunto da seção seguinte.

2.4 Não Linearidades na Entrada de Controle

Conforme já foi comentado, é comum na teoria de controle linear considerar as não

linearidades na entrada de controle como sendo funções lineares por partes. Esta abor-

dagem possibilita uma análise simples do problema, sobretudo em simulações numéricas e

no estudo com funções descritivas.

O objetivo nesta seção é propor uma definição para a saturação, de tal forma que as

funções lineares por partes sejam casos particulares destas não linearidade. Esta definição

mais geral possibilita inserir os sistemas de controle lineares da forma (2.4), com esta não

linearidade e com controle em malha fechada, no contexto da teoria de bifurcações tal

como em [15].
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Definição 2.4.1. Uma saturação é uma função

S : ℝ −→ ℝ

v 7−→ u = S(v),
(2.21)

com S ∈ Ck(ℝ,ℝ), satisfazendo as seguintes exigências,

a) S(0) = 0;

b) lim
v→∞

S(v) = M , com M ∈ ℝ, M > 0;

c) lim
v→−∞

S(v) = −M ;

d) S ′(0) = m, com m ∈ ℝ, m > 0.

O conjunto Ck(ℝ,ℝ) denota a classe de todas as funções a valores reais e definidas em

ℝ que são k ∈ ℕ vezes diferenciáveis em ℝ e com derivada de ordem k contínua em ℝ. A

notação S ∈ C∞(ℝ,ℝ) significa que S ∈ Ck(ℝ,ℝ) para todo k ∈ ℕ. Se v 7→ S(v) é uma

função contínua, então S ∈ C0(ℝ,ℝ).

Exemplos de saturações, de acordo com a definição 2.4.1, são apresentados a seguir.

Exemplo 2.4.1. Os representantes da família de funções
{
S(v) =

m

2

(∣∣∣∣∣v +
M

m

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣v −

M

m

∣∣∣∣∣

)
: m,M ∈ ℝ, m,M > 0

}
, (2.22)

são saturações S ∈ C0(ℝ,ℝ). Os representantes desta família são exatamente as funções

lineares por partes usualmente utilizadas em teoria de controle linear. O gráfico qualitativo

de uma saturação linear por partes deste tipo é exibido na Figura 2.1.

Figura 2.1: Gráfico qualitativo de uma saturação linear por partes.
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Exemplo 2.4.2. Sejam o polinômio

p(x) = x+
1
2
x3 − 1

2
x5 (2.23)

e a família de funções




S(v) =





−M, v ≤ −M
m

Mp
(
m

M
v
)
, −M

m
< v <

M

m

M, v ≥ M

m

: m,M ∈ ℝ, m,M > 0





. (2.24)

Os representantes da família anterior são saturações S ∈ C1(ℝ,ℝ). A Figura 2.2 exibe o

gráfico qualitativo de um representante desta família e de sua derivada.

Figura 2.2: Gráfico de uma saturação S ∈ C1(ℝ,ℝ) para m = M = 1. (a) Gráfico se S. (b)

Gráfico de S′.

Exemplo 2.4.3. Cada representante da família de funções
{
S(v) = m

∫ v

0
e

(
−m

2π
4M2 ζ

2

)

dζ : m,M ∈ ℝ, m,M > 0

}
(2.25)

é uma saturação S ∈ C∞(ℝ,ℝ).

Um outro exemplo de saturação é a função

S(v) =
∫ v

0

sen(ζ)
ζ

dζ, (2.26)

com gráfico apresentado na Figura 2.3.
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Figura 2.3: Gráfico da função (2.26).

Saturações do tipo (2.26) não serão tratadas neste trabalho e para eliminar estes casos,

a seguinte definição é necessária.

Definição 2.4.2. Uma saturação S : ℝ→ ℝ é denominada regular, se S ∈ C∞(ℝ,ℝ) e a

derivada v 7→ S ′(v) é tal que S ′(v) > 0 para todo v ∈ ℝ.

Exemplo 2.4.4. Os representantes da família de funções (2.25) são exemplos de satura-

ções regulares. Outros exemplos são obtidos das família de funções

{
S(v) = M tanh

(
m

M
v
)

: m,M ∈ ℝ, m,M > 0
}
, (2.27)

{
S(v) =

2M
π

arctan
(
πm

2M
v
)

: m,M ∈ ℝ, m,M > 0
}
. (2.28)

A Figura 2.4 exibe o gráfico qualitativo de uma saturação regular.

Figura 2.4: Gráfico qualitativo de uma saturação regular.

Um caso particular de saturação, de interesse neste trabalho, ocorre quando m = M =

1.
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Definição 2.4.3. Uma saturação S : ℝ→ ℝ é denominada normal se m = M = 1. Uma

saturação regular normal é uma saturação regular para a qual m = M = 1.

Resulta da definição anterior que, se v 7→ s(v) é uma saturação normal, tal como na

definição 2.4.3, então a função definida por

v 7→ S(v) := Ms
(
m

M
v
)
, (2.29)

é uma saturação no sentido da definição 2.4.1.

Exemplo 2.4.5. As funções

S(v) = tanh(v), (2.30)

S(v) =
2
π

arctan
(
π

2
v
)
, (2.31)

S(v) =





−1, v ≤ −1

p(v), −1 < v < 1

1, v ≥ 1

(2.32)

com v 7→ p(v) o polinômio (2.23), são exemplos de saturações normais.

Os exemplos anteriores sugerem algumas propriedades das saturações, como limitação

e, no caso regular, injetividade. Algumas destas propriedades estão na Proposição 2.4.1.

Proposição 2.4.1. As saturações possuem as seguintes propriedades:

a) Se v 7→ S(v) é uma saturação, então existe um L ∈ ℝ, L > 0, tal que |S(v)| ≤ L,

para todo v ∈ ℝ;

b) Se v 7→ S(v) é uma saturação S ∈ C0(ℝ,ℝ) da forma

S(v) =





−M, v ≤ −M
m

Mφ
(
m

M
v
)
, −M

m
< v <

M

m

M, v ≥ M

m

(2.33)

com φ ∈ C0(ℝ,ℝ), φ(−1) = −1, φ(0) = 0 e φ(1) = 1 ou se S ∈ Ck(ℝ,ℝ) para

k ≥ 1, então

lim
v→∞

S ′(v) = 0,

lim
v→−∞

S ′(v) = 0;
(2.34)
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c) Se v 7→ S(v) é uma saturação regular, então v ∈ ℝ 7→ S(v) ∈ (−M,M) é uma

função bijetora.

d) Se v 7→ S(v) é uma saturação regular tal que v = 0 é ponto de máximo da função

v 7→ S ′(v), então S(3)(0) < 0.

Demonstração.

a) Sendo v 7→ S(v) uma saturação, da propriedade (b) da definição 2.4.1, dado ε = 1,

existe uma v0 ∈ ℝ, v0 > 0, tal que se v ∈ ℝ e v > v0, então |S(v) −M | < 1. Logo,

como ||S(v)| − |M || ≤ |S(v)−M | < 1, |S(v)| < M + 1 para todo v > v0. Por outro

lado, como S ∈ Ck(ℝ,ℝ) para algum k ∈ ℕ∪{0}, a restrição ao conjunto compacto

[0, v0] ⊂ ℝ garante que existe um M1 ∈ ℝ, sendo M1 = sup{S(v) : v ∈ [0, v0]}.
Seja L1 := max{M1,M + 1}. Então, L1 > 0 e S(v) ≤ L1 para todo v ≥ 0.

De modo análogo, da propriedade (c) da definição 2.4.1, é possível mostrar que

existe um L2 ∈ ℝ, L2 < 0, tal que S(v) ≥ L2 para todo v ≤ 0. Assim, definindo

L := max{L1, |L2|}, resulta que |S(v)| ≤ L para todo v ∈ ℝ.

b) O primeiro caso é simples de mostrar. Suponha, então, que v 7→ S(v) é uma sa-

turação S ∈ Ck(ℝ,ℝ) para algum k ≥ 1 e defina a seguinte função v 7→ g(v) :=

S(v+1)−S(v) ∈ ℝ. Resulta que g(v)→ 0 quando v →∞. De fato, da propriedade

(b) da definição 2.4.1, dado ε ∈ ℝ, ε > 0, existe um v0 ∈ ℝ, v0 > 0, tal que se v ∈ ℝ

e v > v0, então

|S(v)−M | < ε

2
. (2.35)

Logo, se v > v0

|g(v)| = |S(v + 1)− S(v)| ≤ |S(v + 1)−M |+ |S(v)−M | < ε

2
+
ε

2
= ε. (2.36)

Portanto, g(v)→ 0 quando v →∞.

Para cada v > 0, a função v 7→ S(v) é contínua em [v, v + 1] e diferenciável em

(v, v + 1). Pelo teorema do valor médio, existe um v ∈ (v, v + 1), tal que g(v) =

S(v + 1)− S(v) = S ′(v). Fazendo v →∞, como v ∈ (v, v + 1), segue que v →∞ e

S ′(v) → 0. Com argumentos semelhantes é possível mostrar que S ′(v) → 0 quando

v → −∞.
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c) Sendo a saturação v 7→ S(v) regular, S ′(v) > 0 para todo v ∈ ℝ. Logo, v 7→ S(v) é

uma função monótona, estritamente crescente e, portanto, injetora. Da propriedade

(a) da definição 2.4.1, isto é, S(0) = 0 e do item (a) deste teorema, o conjunto {S(v) :

v ≥ 0} ⊂ ℝ é não vazio e limitado superiormente e o conjunto {S(v) : v ≤ 0} ⊂ ℝ

é não vazio e limitado inferiormente. Assim, das propriedades (b) e (c) da definição

2.4.1 e do fato da função ser injetora é possível mostrar que sup{S(v) : v ≥ 0} = M

e inf{S(v) : v ≤ 0} = −M . Assim, a imagem de v 7→ S(v) está contida em

(−M,M) ⊂ ℝ. Logo, a função v ∈ ℝ 7→ S(v) ∈ (−M,M) é uma função sobrejetora.

d) Das hipóteses e das propriedades (b) e (c) da definição 2.4.1, resulta que S ′(0) = m é

o valor máximo global da função v 7→ S ′(v). Assim, existe uma vizinhança (−δ, δ) ⊂
ℝ de v = 0 tal que a função v 7→ S ′(v) é monótona crescente em (−δ, 0) ⊂ ℝ e

monótona decrescente em (0, δ) ⊂ ℝ v = 0, ou seja, S ′′(v) > 0 para v ∈ (−δ, 0) e

S ′′(v) < 0 para v ∈ (0, δ). Como

S ′′(h)− S ′′(0)
h

< 0, se h ∈ (−δ, 0) (2.37)

e

S ′′(h)− S ′′(0)
h

< 0, se h ∈ (0, δ), (2.38)

pela continuidade da função v 7→ S(3)(0), segue que S(3)(0) < 0.

■

Os representantes das famílias de funções (2.27) e (2.28) são exemplos de funções que

possuem a propriedade (d) da Proposição 2.4.1.

Outra não linearidade de interesse em engenharia é a zona morta. Embora o foco deste

trabalho seja a saturação, há uma relação entre a saturação e a zona morta. A definição

de zona morta é dada a seguir.

Definição 2.4.4. Uma zona morta é uma função

Z : ℝ −→ ℝ

v 7−→ u = Z(v)
(2.39)

com Z ∈ Ck(ℝ,ℝ), satisfazendo as seguintes exigências,

a) Z(0) = 0;
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b) lim
v→∞

Z(v)
mv −M = 1, com m,M ∈ ℝ, m,M > 0;

c) lim
v→−∞

Z(v)
mv +M

= 1;

d) Z ′(0) = 0.

Exemplo 2.4.6. Os representantes da família de funções lineares por partes
{
Z(v) =

m

2

(
2v +

∣∣∣∣∣v −
M

m

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣v +

M

m

∣∣∣∣∣

)
: m,M ∈ ℝ, m,M > 0

}
, (2.40)

satisfazem a definição 2.4.4. O gráfico qualitativo de um dos representantes da família

(2.40) é exibido na Figura 2.5.

Figura 2.5: Gráfico qualitativo de uma zona morta linear por partes.

Tal como comentado com as saturações, para evitar certos tipos de zonas mortas é

necessária uma definição de zona morta regular.

Definição 2.4.5. Uma zona morta Z : ℝ → ℝ é denominada regular, se Z ∈ C∞(ℝ,ℝ)

e a derivada v 7→ Z ′(v) satisfaz a condição Z ′(v) > 0, se v 6= 0.

Existem vários exemplos de zonas mortas regulares, já que as zonas mortas podem ser

construídas a partir das saturações. A Proposição 2.4.2 mostra a relação existente entre

saturações e zonas mortas.

Proposição 2.4.2. Se v 7→ S(v) é uma saturação, então a função definida por

Z : ℝ −→ ℝ

v 7−→ Z(v) := mv − S(v)
(2.41)

com m = S ′(0), é uma zona morta. Além disto, se v 7→ S(v) é uma saturação regular na

qual v = 0 é o único ponto crítico de v 7→ S ′′(v), então v 7→ Z(v) = mv − S(v) é uma

zona morta regular.
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Demonstração. Suponha que v 7→ S(v) é uma saturação. Basta mostrar que a função

v 7→ Z(v) = mv − S(v) cumpre com as exigências (a) a (d) da definição 2.4.4, pois por

construção, Z ∈ Ck(ℝ,ℝ) se S ∈ Ck(ℝ,ℝ) para algum k ∈ ℕ ∪ {0}.
A exigência (a) é trivialmente satisfeita, já que S(0) = 0. Se v 7→ Z(v) possuir uma

assíntota oblíqua v 7→ l(v) = av + b, com a, b ∈ ℝ e v > 0, então

lim
v→∞

(Z(v)− l(v)) = lim
v→∞

(Z(v)− (av + b)) = 0, (2.42)

ou seja, os seguintes limites existem

a = lim
v→∞

Z(v)− b
v

= lim
v→∞

Z(v)
v

,

b = lim
v→∞

(Z(v)−mv).
(2.43)

Como S(v)→ M quando v →∞, dado ε ∈ ℝ, ε > 0, existe um v0 ∈ ℝ, v0 > 1 tal que se

v ∈ ℝ e v > v0 > 1, então

|S(v)−M | < ε

2
,

∣∣∣∣
M

v

∣∣∣∣ <
ε

2
,

(2.44)

pois a função s 7→M/v é tal que M/v → 0 quando v →∞. Visto que

||S(v)| − |M || ≤ |S(v)−M | < ε

2
, (2.45)

rearranjando esta última expressão e dividindo por v, v > v0 > 1, resulta que
∣∣∣∣∣
S(v)
v

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
M

v

∣∣∣∣+
ε

2v
<
∣∣∣∣
M

v

∣∣∣∣+
ε

2
<
ε

2
+
ε

2
= ε, (2.46)

o que mostra que

lim
v→∞

S(v)
v

= 0. (2.47)

Portanto,

a = lim
v→∞

Z(v)
v

= m− lim
v→∞

S(v)
v

= m,

b = lim
v→∞

(Z(v)−mv) = lim
v→∞

(mv − S(v)−mv) = −M
(2.48)

e, assim,

lim
v→∞

Z(v)
l(v)

= lim
v→∞

Z(v)
mv −M = 1. (2.49)
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Logo, a função v 7→ Z(v) satisfaz a exigência (b) da definição 2.4.4 e de modo análogo,

pode-se mostrar que esta função cumpre com a exigência (c). Por último, Z ′(0) = 0, já

que Z ′(v) = m − S ′(v) e S ′(0) = m. Portanto, a função v 7→ Z(v) = mv − S(v) é uma

zona morta segundo a definição 2.4.4.

Se S ∈ C∞(ℝ,ℝ), então Z ∈ C∞(ℝ,ℝ). Como S ′(v) > 0 para todo v ∈ ℝ e v = 0 é

o único ponto crítico de S ′′(v), S ′(0) = m é o valor máximo ou mínimo local da função

v 7→ S ′(v). Resulta que, utilizando o item (b) da Proposição 2.4.1, S ′(0) = m é o

valor máximo global da função v 7→ S ′(v), ou seja, S ′(v) < m se v 6= 0. Portanto, de

Z ′(v) = m− S ′(v), segue que Z ′(v) > 0 se v 6= 0.

■

Exemplo 2.4.7. Da proposição anterior, os representantes das famílias

{
Z(v) = mv −M tanh

(
m

M
v
)

: m,M ∈ ℝ, m,M > 0
}
, (2.50)

{
Z(v) = mv − 2M

π
arctan

(
πm

2M
v
)

: m,M ∈ ℝ, m,M > 0
}
, (2.51)

são exemplos de zonas mortas regulares. Um gráfico qualitativo de uma zona morta regular

é exibido na Figura 2.6.

Figura 2.6: Gráfico qualitativo de uma zona regular.

Proposição 2.4.3. Se v 7→ S(v) é uma saturação, então existe uma única zona morta

v 7→ Z(v) tal que S(v) = mv − Z(v).

Demonstração. Sendo v 7→ S(v) uma saturação, da Proposição 2.4.2, a função v 7→
Z(v) = mv − S(v) é uma zona morta. Portanto, S(v) = mv − Z(v), sendo v 7→ Z(v)

uma zona morta. Se v 7→ Z1(v) e v 7→ Z2(v) são zonas mortas tais S(v) = mv − Z1(v) e
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S(v) = mv − Z2(v) para todo v ∈ ℝ, então mv − Z1(v) = mv − Z2(v) e Z1(v) = Z2(v)

para todo v ∈ ℝ.

■

A Proposição 2.4.2 mostra que também é possível construir uma saturação a partir

de uma zona morta.

Proposição 2.4.4. Se v 7→ Z(v) é uma zona morta, então a função definida por

S : ℝ −→ ℝ

v 7−→ S(v) := mv − Z(v)
(2.52)

com m ∈ ℝ e m > 0, é uma saturação. Além disto, se v 7→ Z(v) é uma zona morta regular

na qual v = 0 é o único ponto crítico de v 7→ Z ′′(v), então v 7→ S(v) = mv − Z(v) é uma

saturação regular.

Demonstração. Novamente, basta mostrar que a função v 7→ S(v) = mv−Z(v) cumpre

com as exigências (a) a (d) da definição 2.4.1, desde que a função v 7→ Z(v) seja uma zona

morta tal como na definição 2.4.4. Claramente S ∈ Ck(ℝ,ℝ) e as exigências (a) e (d) da

definição 2.4.1 são verificadas, já que, por hipótese, Z ∈ Ck(ℝ,ℝ), Z(0) = 0 e Z ′(0) = 0.

Como

lim
v→∞

(Z(v)− (mv −M)) = 0,

lim
v→−∞

(Z(v)− (mv +M)) = 0,
(2.53)

resulta imediatamente que

M = lim
v→∞

(mv − Z(v)) = lim
v→∞

S(v),

−M = lim
v→−∞

(mv − Z(v)) = lim
v→−∞

S(v),
(2.54)

o que mostra que a função v 7→ S(v) = mv − Z(v) satisfaz as exigências (b) e (c) da

definição 2.4.1. Logo, a função v 7→ S(v) = mv − Z(v) é uma saturação.

Se v 7→ Z(v) é uma zona morta regular para o qual v = 0 é o único ponto crítico de

v 7→ Z ′′(v) é fácil mostrar que v 7→ S(v) = mv − Z(v) é uma saturação regular.

■

A não linearidade de interesse nesta seção, a saturação, associada com um controle em

malha fechada com controlador do tipo PI, conduz ao estudo de uma equação diferencial

ordinária não linear. A obtenção desta equação diferencial é assunto da próxima seção.
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2.5 Controle em Malha Fechada

Suponha que a função v 7→ u = S(v) seja uma não linearidade na entrada de controle

do tipo saturação. Suponha também que o coeficiente B0, tal como na Proposição

2.2.1, seja nulo e que y = x1, ou seja, C = (1, . . . , 0) e D = 0. Com estas hipóteses,

a finalidade desta seção é apresentar um sistema de controle linear do tipo (2.4) com

controle em malha fechada empregando um controlador do tipo PI que é considerado uma

realimentação dinâmica de saída, linear e com nova entrada tal como em (2.19).

De alguns resultados das seções 2.2, 2.3 e 2.4, isto é,

x′ = Ax+Bu,

y = Cx,

u = S(v),

z′ = KIe,

v = z +KP e,

e = r − y,

(2.55)

com A : ℝn → ℝ
n e B,C ∈ ℝ

n como na Proposição 2.2.1 e fazendo xn+1 = z, resulta a

seguinte equação diferencial ordinária não linear,

x′ = Ax+ BS(KP (r − x1) + xn+1) + Cr, (2.56)

sendo x = (x1, x2, . . . , xn, xn+1) ∈ ℝ
n+1, A : ℝn+1 → ℝ

n+1 um operador linear da forma

A =




0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 0 1 0

−a0 −a1 −a2 · · · −an−1 0

−KI 0 0 · · · 0 0




, (2.57)

B = (B1, B2, . . . , Bn−1, Bn, 0) ∈ ℝ
n+1 e C = (0, 0, . . . , 0, 0, KI) ∈ ℝ

n+1.

O objetivo a partir deste ponto é estudar a estabilidade do único ponto de equilíbrio da

equação diferencial ordinária não linear (2.56) (para o qual y = r) no plano de parâmetros

(KI , KP ) ∈ ℝ
2. Isto será feito, conforme já foi dito, no contexto da teoria de sistemas

dinâmicos que é o assunto do próximo capítulo.



Capítulo 3

Estabilidade Linear

As propriedades de um sistema de controle com saturação na entrada e controlador do

tipo PI podem ser estudadas e compreendidas no contexto da teoria de sistemas dinâmicos.

Neste sentido, a proposta deste capítulo é apresentar as principais definições e teoremas

relacionados com a estabilidade linear e aplicar os teoremas ao caso em que n = 2 em

(2.56).

3.1 Sistemas Dinâmicos e Estabilidade Linear

Seja a equação diferencial

x′ = F (x), (3.1)

com F : W ⊂ ℝ
n → ℝ

n, W ⊂ ℝ
n um aberto em ℝ

n, F ∈ C∞(W,ℝn), ou simplesmente,

x 7→ F (x) é uma aplicação suave. O conjunto W ⊂ ℝ
n é denominado espaço de estados

de (3.1).

Com relação a notação, sendo (X, dX) e (Y, dY ) espaços métricos, com dX e dY métricas

nos conjuntos X e Y , respectivamente, o conjunto C∞(X,Y ) denota a classe de todas as

aplicações com domínio X e contradomínio Y que possuem derivadas parciais contínuas

de todas as ordens em X.

Para a equação diferencial (3.1), valem as definições e teoremas enunciados a seguir.

Definição 3.1.1. Uma solução do problema de valor inicial,

x′ = F (x),

x(0) = y,
(3.2)

33
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com y ∈ W uma condição inicial, é uma função t 7→ xs(t) que satisfaz (3.2), ou seja,

xs
′(t) = F (xs(t)),

xs(0) = y,
(3.3)

para todo t ∈ Jt ⊂ ℝ, 0 ∈ Jt.

Geometricamente, a solução t 7→ xs(t) de (3.2), pode ser vista como uma curva em

W ⊂ ℝ
n, passando por y ∈ W , tal que em cada ponto da curva, o vetor tangente é

calculado por (3.1). Uma solução de particular interesse no estudo de (3.1) é definida a

seguir.

Definição 3.1.2. Um ponto de equilíbrio de (3.1) é um ponto x0 ∈W , tal que F (x0) = 0.

Outro conceito importante é a noção de fluxo de (3.1).

Definição 3.1.3. Considere o conjunto,

Ω = {(t,x) : t ∈ J(x) e x ∈W}, (3.4)

com J(x) = (−α(x), β(x)), α(x) > 0, β(x) > 0, para todo x ∈ W , o intervalo maximal

de existência da solução de (3.1) com condição inicial x. O fluxo de (3.1) é uma aplicação

suave

φ : Ω −→ W

(t,x) 7−→ φ(t,x) = φt(x),
(3.5)

satisfazendo as propriedades:

a) φ0 = In, sendo In, a matriz identidade n× n;

b) φt+s = φt ◦ φs;

c) φt ◦ φ−t = φ0, para sistemas dinâmicos inversíveis;

Conforme [12], o fluxo da definição (3.1.3) é diferenciável e,

d

dt
φt(x) = F (φt(x)), (3.6)

para todo (t,x) ∈ Ω. Além disto, como F ∈ C∞(W,ℝn), a aplicação (t,x) 7→ φt(x) é

suave. Utilizando a definição de fluxo de uma equação diferencial, um ponto de equilíbrio

de (3.1) é um ponto x0 ∈W , tal que

φt(x0) = x0, (3.7)

para todo t ∈ J(x) = ℝ, ou seja, um ponto de equilíbrio é uma solução constante de (3.1).
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Exemplo 3.1.1. O fluxo da equação diferencial ordinária, no caso em que F (x) = Ax,

sendo A : ℝn → ℝ
n um operador linear, é da forma

φ : ℝ× ℝ
n −→ ℝ

n

(t,x) 7−→ φt(x) = etAx.
(3.8)

As propriedades (a) a (c) da definição 3.1.3, para (3.8), decorrem das propriedades do

operador linear etA, com t ∈ ℝ.

No item (c) da definição 3.1.3 é utilizado o conceito de sistema dinâmico. A própria

noção de fluxo de uma equação diferencial permite formalizar esta definição.

Definição 3.1.4. Um sistema dinâmico é uma terna {J,W, φt}, sendo J o conjunto dos

tempos, W ⊂ ℝ
n o espaço de estados e (t,x) 7→ φt(x) o fluxo definido em (3.1.3).

Conforme definição 3.1.4, a equação diferencial (3.1) é um sistema dinâmico.

Com relação aos pontos de equilíbrio de (3.1), estes podem ser classificados como

estável, assintoticamente estável ou instável. Estas definições são apresentadas a seguir.

Para consulta ver [12].

Definição 3.1.5. Um ponto equilíbrio x0 ∈ W de (3.1) é estável, se para toda vizinhança

U ⊂ W de x0, existir uma vizinhança D ⊂ U de x0, tal que φt(x) ∈ U , para todo x ∈ D
e para todo t ≥ 0.

De modo mais analítico, um ponto equilíbrio x0 ∈ W de (3.1) é estável, se dado

ε ∈ ℝ, ε > 0, existir um δ ∈ ℝ, δ > 0 (em geral dependendo de ε), tal que se x ∈ W e

‖x− x0‖ < δ, então ‖φt(x)− x0‖ ≤ ε, para todo t ≥ 0, com ‖ · ‖ a norma usual em ℝ
n.

Definição 3.1.6. Um ponto equilíbrio x0 ∈ W de (3.1) é assintoticamente estável, se for

estável e

lim
t→∞

φt(x) = x0, (3.9)

para todo x ∈ D.

Definição 3.1.7. Um ponto equilíbrio x0 ∈ W de (3.1) é instável, se não for estável, ou

seja, se existir uma vizinhança U ⊂ W de x0, tal que para toda vizinhança D ⊂ U de x0,

existem pontos x ∈ D e t ∈ J(x), tais que φt(x) /∈ U .
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Informações sobre a estabilidade de um ponto de equilíbrio de (3.1) podem ser extraídas

da seguinte definição.

Definição 3.1.8. Considere a parte linear da aplicação x 7→ F (x) = (F1(x), · · · , Fn(x)),

calculada em x0 ∈W ,

DF (x0) : ℝn −→ ℝ
n

x 7−→ DF (x0)x =
n∑

i=1

∂

∂xi
F (x0)xi,

(3.10)

com x = (x1, · · · , xn) ∈ ℝ
n. A matriz de (3.10) na base canônica do ℝ

n é denominada

matriz Jacobiana e é denotada por A = (DF (x0))n×n, com

(DF (x0))n×n =




∂

∂x1

F1(x0)
∂

∂x2

F1(x0) · · · ∂

∂xn
F1(x0)

∂

∂x1

F2(x0)
∂

∂x2

F2(x0) · · · ∂

∂xn
F2(x0)

...
... · · · ...

∂

∂x1

Fn(x0)
∂

∂x2

Fn(x0) · · · ∂

∂xn
Fn(x0)




. (3.11)

É usual omitir os parênteses em (3.11) e escrever simplesmente A = DF (x0) para

denotar a matriz Jacobiana.

As demonstrações dos teoremas enunciados a seguir podem ser encontradas em [12].

Teorema 3.1.1. Seja x0 ∈W um ponto de equilíbrio de (3.1). Se todos os autovalores de

DF (x0) têm partes reais negativas, então o ponto de equilíbrio x0 ∈W é assintoticamente

estável.

Teorema 3.1.2. Seja x0 ∈ W um ponto de equilíbrio de (3.1). Se pelo menos um auto-

valor de DF (x0) tem parte real positiva, então o ponto de equilíbrio x0 ∈W é instável.

Os pontos de equilíbrio possuem ainda a classificação da definição 3.1.9.

Definição 3.1.9. Um ponto de equilíbrio x0 ∈ W de (3.1) é chamado de hiperbólico,

se todos os autovalores de DF (x0) possuem partes reais não nulas. Em caso contrário,

x0 ∈ W é chamado um ponto de equilíbrio degenerado.

É possível mostrar que os pontos de equilíbrio hiperbólicos ou são assintoticamente

estáveis ou instáveis [12]. Estes pontos de equilíbrio podem ser atratores, repulsores ou do

tipo sela.
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Definição 3.1.10. Um ponto de equilíbrio hiperbólico x0 ∈ W de (3.1) é denominado

atrator, se todos os autovalores de DF (x0) têm partes reais negativas e um repulsor, se

todos os autovalores têm partes reais positivas. Se todos os autovalores de um atrator (ou

repulsor) forem reais, ele será chamado de um nó atrator (ou nó repulsor) e se todos os

autovalores forem complexos, de um foco atrator (ou foco repulsor).

Definição 3.1.11. Um ponto de equilíbrio hiperbólico x0 ∈ W de (3.1) é denominado

sela, se pelo menos dois autovalores de DF (x0) possuem partes reais de sinais opostos.

Associado a um ponto de equilíbrio assintoticamente estável, há um conjunto denomi-

nado bacia de atração.

Definição 3.1.12. Seja x0 ∈ W um ponto de equilíbrio assintoticamente estável de (3.1).

A bacia de atração de x0 ∈ W é o conjunto

B(x0) = {x ∈W : lim
t→∞

φt(x) = x0}. (3.12)

Outras definições, muito utilizadas neste trabalho, são os conceitos de órbita e órbita

periódica de uma equação diferencial.

Definição 3.1.13. Uma órbita de (3.1), iniciando no ponto y ∈ W , é um conjunto

ordenado

Orb(y) = {x ∈W : φt(y) = x, ∀t ∈ J(y) ⊂ ℝ}. (3.13)

Definição 3.1.14. Uma órbita periódica u ⊂ W é uma órbita de (3.1), tal que ∀y ∈ u,

φt+T (y) = φt(y), (3.14)

∀t ∈ J(y) = ℝ. O menor T ∈ ℝ, T > 0, para o qual (3.14) ocorre, é denominado período

da órbita periódica.

O retrato de fase de um sistema dinâmico é definido a seguir, a partir do conceito de

órbita.

Definição 3.1.15. O retrato de fase de um sistema dinâmico é uma partição do espaço

de estados em suas órbitas.

De modo análogo aos pontos de equilíbrio, as órbitas periódicas podem ser estáveis,

assintoticamente estáveis ou instáveis.
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Definição 3.1.16. Uma órbita periódica u ⊂ W é denominada estável, se dado ε ∈ ℝ,

ε > 0, existir uma vizinhança U ⊂ W de u ⊂ W tal que se x ∈ U , então d(φt(x), u) < ε,

∀t ≥ 0.

Na definição (3.1.16), se p ∈ W e y ∈ u,

d(p, u) = inf
y∈u
‖p− y‖, (3.15)

sendo ‖ · ‖ a norma usual em ℝ
n.

Definição 3.1.17. Uma órbita periódica u ⊂ W é denominada assintoticamente estável,

se for estável e

lim
t→∞

d(φt(x), u) = 0. (3.16)

Definição 3.1.18. Uma órbita periódica u ⊂ W é denominada instável, se não for estável.

Assim como ocorre para os pontos de equilíbrio, as órbitas periódicas podem ser hiper-

bólicas ou não hiperbólicas.

Definição 3.1.19. Uma órbita periódica u ⊂ W de período T > 0 é denominada hiper-

bólica, se todos os autovalores de eBT possuem módulo diferente de 1, sendo

eBT = Φ(0)−1Φ(T ) (3.17)

e t 7→ Φ(t) uma solução matricial fundamental do problema variacional

y′ = DF (u)y. (3.18)

Em caso contrário, u ⊂ W é chamada de órbita periódica não hiperbólica.

Embora as definições e teoremas tenham sido enunciados para a equação diferencial

(3.1), o sistema de controle em malha fechada (2.56) é um caso mais geral de (3.1) de

acordo com a definição 3.1.20.

Definição 3.1.20. A equação diferencial

x′ = f(x, ξ), (3.19)

com f : W × U → ℝ
n, W ⊂ ℝ

n um aberto em ℝ
n, f ∈ C∞(W × U,ℝn), ξ = (µ, ν) ∈ U o

vetor de parâmetros e

f(x, ξ0) = F (x), (3.20)

com ξ0 ∈ U fixo, é denominado perturbação de (3.1).
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Todos as definições e teoremas exibidos nesta seção se mantém para cada ξ ∈ U fixo,

conforme a definição 3.1.20. Estes conceitos serão utilizados neste e nos próximos capítulos.

Na próxima seção é iniciado o estudo de (2.56) ou, mais precisamente, do caso de

interesse que ocorre quando n = 2 em (2.56) e a saturação é regular.

3.2 Análise do Sistema de Controle em Malha Fechada

Conforme mencionado anteriormente, o objetivo desta seção é analisar os sistemas

de controle em malha fechada da forma (2.56) quando n = 2 e com não linearidade do

tipo saturação regular. Contudo, com relação aos pontos de equilíbrio de (2.56) há um

resultado válido para n qualquer.

Proposição 3.2.1. Suponha que o coeficiente b0 ∈ ℝ é não nulo, que a função v 7→ S(v)

é uma saturação regular e

∣∣∣∣
a0r

b0

∣∣∣∣ < M.

Então, o sistema de controle em malha fechada (2.56) possui um único ponto de equilíbrio

x0 = (x0
1, x

0
2, ..., x

0
n, x

0
n+1) ∈ ℝ

n+1. Além disto,

a) Se r 6= 0, então x0
1 = r, x0

j = −Bj−1
a0r

b0

, para j = 2, 3, · · · , n e x0
n+1 = S−1

(
a0r

b0

)
.

b) Se r = 0, então a origem é o único ponto de equilíbrio.

c) Se a0 = 0, então x0
1 = r, x0

j = 0, para j = 2, 3, · · · , n+ 1.

Demonstração. O sistema de controle em malha fechada (2.56) pode ser reescrito como





x′j = xj+1 +Bju, j = 1, 2, . . . , n− 1

x′n = −a0x1 −
n−1∑

i=1

aixi+1 +Bnu,

x′n+1 = KI(r − x1),

(3.21)

com u = S(KP (r − x1) + xn+1). De acordo com a definição 3.1.2, os pontos de equilíbrio
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de (2.56) são soluções do sistema de equações




0 = xj+1 +Bju, j = 1, 2, . . . , n− 1

0 = −a0x1 −
n−1∑

i=1

aixi+1 +Bnu,

0 = KI(r − x1).

(3.22)

Logo, de (3.22) resulta que x1 = r, u = S(xn+1) e

xj+1 = −BjS(xn+1), (3.23)

para j = 1, 2, . . . , n − 1. Multiplicando ambos os membros de (3.23) por aj e somando

segue que

n−1∑

j=1

ajxj+1 = −
n−1∑

j=1

ajBjS(xn+1) (3.24)

e por (3.22),

−a0x1 +



n−1∑

j=1

ajBj +Bn


S(xn+1) = 0. (3.25)

Como B0 = bn = 0, de (2.10),

Bn +
n−1∑

j=1

ajBj = b0. (3.26)

Portanto,

S(xn+1) =
a0r

b0

. (3.27)

A saturação v 7→ S(v) é regular e pelo item (c) da Proposição 2.4.1 admite inversa.

Logo, se

∣∣∣∣
a0r

b0

∣∣∣∣ < M, (3.28)

então

xn+1 = S−1
(
a0r

b0

)
. (3.29)

De (3.23) e (3.27)

xj+1 = −Bj

a0r

b0

, (3.30)

para j = 1, 2, . . . , n− 1.
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O item (c) da Proposição 2.4.1 e os resultados anteriores permitem concluir que

(x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n, x

0
n+1) ∈ ℝ

n é o único ponto de equilíbrio de (2.56), sendo que x0
1 = r,

x0
j = −Bj−1

a0r

b0

, para j = 2, 3, · · · , n e xn+1 = S−1

(
a0r

b0

)
. Os items (a), (b) e (c) são

facilmente verificados.

■

É sabido que, em malha fechada, os sistemas de controle lineares do tipo (2.4) com

controlador do tipo PI e na ausência de não linearidades na entrada de controle possuem

um único ponto de equilíbrio tal que y = r. Pela Proposição 3.2.1, para o único

equilíbrio, a saída de controle y = x1 é igual ao valor da referência r, independentemente

dos valores que os demais parâmetros assumem. Logo, o resultado que é valido para os

sistemas de controle lineares em malha fechada e com controlador do tipo PI, continua

válido quando há uma não linearidade do tipo saturação regular na entrada de controle.

Com relação a estabilidade, é difícil fazer uma análise do único ponto de equilíbrio

de (2.56), bem como a influência dos parâmetros KI e KP do controlador do tipo PI,

devido à quantidade de parâmetros. Assim sendo, o seguinte caso particular de (2.56) será

analisado

x′1 = x2 +B1S(KP (r − x1) + x3),

x′2 = −a0x1 − a1x2 +B2S(KP (r − x1) + x3),

x′3 = KI(r − x1),

(3.31)

sendo B1 = b1, B2 = b0− a1b1 e v 7→ S(v) uma saturação regular satisfazendo
∣∣∣∣
a0r

b0

∣∣∣∣ < M .

O conjunto de equações diferenciais (3.31) pode ser escrito na forma

x′ = f(x, ξ) =




x2 +B1S(KP (r − x1) + x3)

−a0x1 − a1x2 +B2S(KP (r − x1) + x3)

KI(r − x1)



, (3.32)

com x = (x1, x2, x3) ∈ ℝ
3 e os parâmetros KI e KP do controlador do tipo PI fazendo o

papel dos parâmetros µ e ν, respectivamente, ou seja, ξ = (KI , KP ).

Como v 7→ S(v) é uma saturação regular para o qual
∣∣∣∣
a0r

b0

∣∣∣∣ < M , pela Proposição

3.2.1, a equação diferencial (3.32) possui um único ponto de equilíbrio

(x0(ξ), ξ) =

((
r,−a0b1

b0

r, S−1
(
a0r

b0

))
, ξ

)
∈ ℝ

3 × ℝ
2. (3.33)
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Logo, pela definição 3.1.8, a parte linear de (3.32), calculada em (3.33), A(ξ) = Df(x0(ξ), ξ)

é da forma

A(ξ) =




−b1KPβ 1 b1β

−a0 − (b0 − a1b1)KPβ −a1 (b0 − a1b1)β

−KI 0 0



, (3.34)

com

β = S ′
(
S−1

(
a0r

b0

))
. (3.35)

O polinômio característico de (3.34) é P (λ) = p0λ
3 + p1λ

2 + p2λ+ p3, sendo

p0 = 1,

p1 = a1 + βb1KP ,

p2 = (a0 + βb0KP ) + βb1KP ,

p3 = βb0KI .

(3.36)

A estabilidade do único ponto de equilíbrio (3.33) poder ser analisada através do pró-

ximo teorema cuja demonstração pode ser encontrada em [28].

Teorema 3.2.1. O polinômio com coeficientes reais P (λ) = p0λ
3 + p1λ

2 + p2λ + p3 e

p0 > 0, possui todas as raízes com partes reais negativas se e, somente se, pi > 0 para

i = 1, 2, 3 e p1p2 > p0p3.

O teorema anterior decorre de maneira imediata do teorema de Routh-Hurwitz. Fixa-

dos os parâmetros a0, b0, a1, b1, m > 0, M > 0 e r > 0 e empregando os Teoremas 3.1.1

e 3.2.1, se os parâmetros KI e KP são positivos e satisfazem as seguintes desigualdades

p1 = a1 + βb1KP > 0, (3.37)

p2 = (a0 + βb0KP ) + βb1KI > 0, (3.38)

p3 = βb0KI > 0, (3.39)

(a1 + βb1KP )(a0 + βb0KP ) > β(b0 − b1(a1 + βb1KP ))KI , (3.40)

então o ponto de equilíbrio (3.33) é localmente assintoticamente estável.

Como v 7→ S(v) é uma saturação regular, S ′(v) > 0 para todo v ∈ ℝ. Logo, β > 0 e,

visto que, KI > 0, pela desigualdade (3.39) resulta que b0 > 0. Assim, para b0 > 0, há

três casos a serem estudados dependendo do sinal de b1, isto é, b1 = 0, b1 < 0 e b1 > 0.
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Caso 1: Se b1 = 0, então pela desigualdade (3.37), a1 > 0 e pela desigualdade (3.38),

a0+βb0KP > 0. Assim, da desigualdade (3.40), resulta que a1(a0+βb0KP ) > βb0KI ,

ou seja,

0 < KI <
a1(a0 + βb0KP )

βb0

. (3.41)

Portanto,

1.1) a0 > 0, b0 >
a0r

M
, a1 > 0, b1 = 0, KP > 0, 0 < KI <

a1(a0 + βb0KP )
βb0

;

1.2) a0 ≤ 0, b0 >
−a0r

M
, a1 > 0, b1 = 0, KP > −

a0

βb0

, 0 < KI <
a1(a0 + βb0KP )

βb0

.

Caso 2: Se b1 < 0, então as desigualdades (3.37), (3.38) e (3.40) são equivalentes a

a1 + βb1KP > 0, a0 + βb0KP > 0, 0 < KI <
a0 + βb0KP

−βb1

,

0 < KI <
(a1 + βb1KP )(a0 + βb0KP )
β(b0 − b1(a1 + βb1KP ))

.

(3.42)

Note que, como b1 < 0 e a1 + βb1KP > 0, b0 − b1(a1 + βb1KP ) > 0. Além disto,

a0 + βb0KP

β

(
b0

a1 + βb1KP

− b1

) <
a0 + βb0KP

−βb1

. (3.43)

Logo,

2.1) a0 > 0, b0 >
a0r

M
, a1 > 0, b1 < 0, 0 < KP <

a1

−βb1

,

0 < KI <
(a1 + βb1KP )(a0 + βb0KP )
β(b0 − b1(a1 + βb1KP ))

;

2.2) a0 ≤ 0, b0 >
−a0r

M
, 0 < a1 <

a0b1

b0

, b1 < 0,
−a0

βb0

< KP <
a1

−βb1

,

0 < KI <
(a1 + βb1KP )(a0 + βb0KP )
β(b0 − b1(a1 + βb1KP ))

.

Caso 3: Se b1 > 0, então há três possibilidades.

3.1) Se a0 + βb0KP = 0, então a desigualdade (3.38) é satisfeita para KP > 0. Da

desigualdade (3.37), a1 + βb1KP > 0 e pela desigualdade (3.40), b0 − b1(a1 +

βb1KP ) < 0. Assim,

a0 < 0, b0 >
−a0r

M
, a1 >

a0b
2
1 + b2

0

b0b1

, b1 > 0, KP =
−a0

βb0

, KI > 0.
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3.2) Se a0 + βb0KP < 0, então pela desigualdade (3.37), a1 + βb1KP > 0. Pelas

desigualdades (3.38) e (3.40),

KI >
−(a0 + βb0KP )

βb1

, 0 < b0 < b1(a1 + βb1KP ),

KI > −
(a1 + βb1KP )(a0 + βb0KP )
β(−b0 + b1(a1 + βb1KP ))

.

(3.44)

Observe que

−(a0 + βb0KP )

βb1 −
βb0

a1 + βb1KP

>
−(a0 + βb0KP )

βb1

. (3.45)

Portanto,

3.2.1) a0 < 0, b0 >
−a0r

M
, a1 > 0, b1 ≥

b0

a1

> 0, 0 < KP <
−a0

βb0

,

KI > −
(a1 + βb1KP )(a0 + βb0KP )
β(−b0 + b1(a1 + βb1KP ))

;

3.2.2) a0 <
b0(a1b1 − b0)

b2
1

< 0, b0 >
−a0r

M
, a1 ≤ 0, b1 > 0,

b0 − a1b1

βb2
1

< KP <
−a0

βb0

, KI > −
(a1 + βb1KP )(a0 + βb0KP )
β(−b0 + b1(a1 + βb1KP ))

;

3.2.3) a0 <
b0(a1b1 − b0)

b2
1

< 0, b0 >
−a0r

M
, 0 < a1

b0

b1

, b1 > 0,

b0 − a1b1

βb2
1

< KP <
−a0

βb0

, KI > −
(a1 + βb1KP )(a0 + βb0KP )
β(−b0 + b1(a1 + βb1KP ))

.

3.3) Se a0 + βb0KP > 0, então pela desigualdade (3.37), a1 + βb1KP > 0. Se

0 < b0 ≤ b1(a1 + βb1KP ), a desigualdade (3.40) é satisfeita, já que KI > 0.

Porém, se b0 > b1(a1 + βb1KP ), resulta que

0 < KI <
(a1 + βb1KP )(a0 + βb0KP )
β(b0 − b1(a1 + βb1KP ))

. (3.46)

Neste caso, tentar encontrar intervalos para os parâmetros KI e KP , tal como

nos casos 1 e 2, gera uma grande quantidade de possibilidades que serão omi-

tidas aqui. Assim, basta que as seguintes desigualdades sejam verificadas:

3.3.1) a1 + βb1KP > 0, b1 > 0, a0 + βb0KP > 0,
∣∣∣∣
a0r

b0

∣∣∣∣ < M ,

0 < b0 ≤ b1(a1 + βb1KP ), KP > 0, KI > 0;

3.3.1) a1 + βb1KP > 0, b1 > 0, a0 + βb0KP > 0,
∣∣∣∣
a0r

b0

∣∣∣∣ < M ,

b0 > b1(a1 + βb1KP ), KP > 0, 0 < KI <
(a1 + βb1KP )(a0 + βb0KP )
β(b0 − b1(a1 + βb1KP ))

.
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Assim, fixados os parâmetros a0, b0, a1, b1, m, M e r, com m > 0, M > 0, r > 0 e∣∣∣∣
a0r

b0

∣∣∣∣ < M , o ponto de equilíbrio (3.33) é assintoticamente estável quando um dos três

casos anteriores ocorrem.

Se a saturação não for regular pode haver mais de um ponto de equilíbrio. Para cada

ponto de equilíbrio uma análise semelhante àquela realizada para o ponto de equilíbrio

(3.33) deve ser feita. Neste caso, para um tempo suficientemente longo, a saída de con-

trole assumirá um valor aproximadamente constante, dependendo da condição inicial, ou

seja, se a condição inicial estiver na bacia de atração de um dos pontos de equilíbrio

assintoticamente estáveis.

Com os Teoremas 3.1.1 e 3.2.1 não é possível decidir sobre a estabilidade de (3.33)

quando

KI = KIC(KP ) =
(a1 + βb1KP )(a0 + βb0KP )
β(b0 − b1(a1 + βb1KP ))

. (3.47)

Quando o parâmetro KI assume o valor crítico KIC(KP ) (3.47), há possibilidade de

ocorrência de pontos de Hopf transversais de codimensões um e dois e o polinômio caracte-

rístico de (3.34) pode ser fatorado na forma P (λ) = (λ−λ3(ξ0))(λ−iω0(KP ))(λ+iω0(KP )),

com

λ3(ξ0) = −(a1 + βb1KP ), (3.48)

ξ0 = (KIC(KP ), KP ) e

ω0(KP ) =

√
b0(a0 + βb0KP )

√
b0 − b1(a1 + βb1KP )

. (3.49)

Observe que necessariamente KIC(KP ) e ω0(KP ) devem ser positivos para todo KP > 0.

Assim, o objetivo nos capítulos 4 e 5 é construir uma teoria que permita estudar a

estabilidade do ponto de equilíbrio (3.33) quando KI = KIC(KP ).



Capítulo 4

Estudo da Forma Normal de

Poincaré–Hopf

A forma normal de Poincaré–Hopf desempenha um papel fundamental no estudo e

entendimento da bifurcação de Hopf de codimensão maior ou igual a um. Assim, o objetivo

deste capítulo é estudar a forma normal de Poincaré-Hopf e obter alguns resultados sobre

aproximação de órbitas periódicas.

4.1 Aproximação de Órbitas Periódicas Para a Forma

Normal de Poincaré–Hopf

Esta seção é um resumo do próximo capítulo, no sentido de que, o próximo capítulo

consiste de generalizações dos resultados obtidos aqui. Assim, a compreensão dos resulta-

dos desta seção facilitará o entendimento das teorias propostas no capítulo 5.

Grande parte do material apresentado nesta seção pode ser encontrado em [11]. Parte

da notação e alguns pontos foram modificados de modo a compatibilizar a teoria apresen-

tada em [11] com as teorias do capítulo 5.

A forma normal de Poincaré–Hopf é amplamente utilizada no entendimento da bifur-

cação de Hopf de codimensão m e permite o entendimento de certas propriedades das

órbitas periódicas de (3.19) que surgem em decorrência de bifurcações de Hopf. Assim, o

objetivo desta seção é estudar a forma normal de Poincaré–Hopf apresentada aqui como

46
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um problema de valor inicial,


x′

y′


 = F(ξ)



x

y


+

m∑

k=2

1
k!(k − 1)!

(x2 + y2)k−1G(ξ)



x

y


 ,

(x(0), y(0)) = (ǫ, 0),

(4.1)

sendo ξ = (µ, ν) ∈ U ⊂ ℝ
2, 0 ∈ U , m ∈ ℕ, m ≥ 2, ǫ ∈ ℝ, ǫ ≥ 0 e

F(ξ) =



γ(ξ) −η(ξ)

η(ξ) γ(ξ)


 , (4.2)

G(ξ) =




Re(Gk,k−1(ξ)) −Im(Gk,k−1(ξ))

Im(Gk,k−1(ξ)) Re(Gk,k−1(ξ))


 . (4.3)

Em (4.1) a derivada é definida em relação ao parâmetro t e as funções ξ 7→ γ(ξ) e

ξ 7→ η(ξ) satisfazem as hipóteses,

γ(ξ0) = 0, ∂µγ(ξ0) 6= 0, η(ξ0) = ω0(ν) > 0, (4.4)

com ξ0 = (0, ν).

Os números reais da forma

lk−1(ξ0) =
1

k!(k − 1)!
Re(Gk,k−1(ξ0)), (4.5)

para k = 2, 3, . . ., desempenham um papel importante na estabilidade de órbitas perió-

dicas da forma normal de Poincaré–Hopf. No capítulo 5 os números l1(ξ0) e l2(ξ0) serão

chamados, respectivamente, de primeiro e segundo coeficientes de Lyapunov e um dos ob-

jetivos será encontrar expressões gerais para estes números em campos de vetores em ℝ
2

e ℝ
n.

Para simplificar este estudo, a seguinte mudança de variáveis z = x + iy é realizada

em (4.1), o que resulta no problema de valor inicial na variável z,

z′ = λ(ξ)z + z
m∑

k=2

1
k!(k − 1)!

Gk,k−1(ξ)(zz)k−1,

z(0) = ǫ,

(4.6)

com a barra denotando o complexo conjugado da variável z e

λ(ξ) = γ(ξ) + iη(ξ),

Gk,k−1(ξ) = Re(Gk,k−1(ξ)) + iIm(Gk,k−1(ξ)).
(4.7)
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Associado ao problema de valor inicial (4.6), está o problema de valor inicial conjugado,

z′ = λ(ξ)z + z
m∑

k=2

1
k!(k − 1)!

Gk,k−1(ξ)(zz)k−1,

z(0) = ǫ.

(4.8)

É conhecido na literatura que a equação diferencial em (4.1) ou em (4.6) apresenta

órbitas periódicas e que se t 7→ z(t) é uma órbita periódica de (4.6), então esta solução

periódica possui a propriedade |z| constante. Além disto, tal solução periódica é rota-

cionalmente invariante, ou seja, zeiφ também é solução de (4.6), para φ ∈ ℝ.

Uma forma de estudar as órbitas periódicas de (4.6) é computando a derivada de |z|2

ou, equivalentemente, de (zz). Assim, de (4.6) e (4.8), resulta que,

d

dt
(zz) = z′z + zz′

= z

(
λ(ξ)z + z

m∑

k=2

1
k!(k − 1)!

Gk,k−1(ξ)(zz)k−1

)
+

z

(
λ(ξ)z + z

m∑

k=2

1
k!(k − 1)!

Gk,k−1(ξ)(zz)k−1

)

= 2zz

(
γ(ξ) +

m∑

k=2

1
k!(k − 1)!

Re(Gk,k−1(ξ))(zz)k−1

)
.

(4.9)

Portanto, de (4.9), há duas possibilidades para (zz)′ = 0:

a) z = 0;

b) γ(ξ) +
m∑

k=2

1
k!(k − 1)!

Re(Gk,k−1(ξ))(zz)k−1 = 0.

O caso (a) é trivial. Para o caso (b), segue que zz = c2, com c ∈ ℝ uma constante e

como z(0) = ǫ, resulta que c = ǫ. Assim, as órbitas periódicas da equação diferencial em

(4.6) satisfazem |z| = ǫ. Escrevendo a equação diferencial em (4.6), como

z′ =

(
γ(ξ) +

m∑

k=2

1
k!(k − 1)!

Re(Gk,k−1(ξ))(zz)k−1

)
z+

i

(
η(ξ) +

m∑

k=2

1
k!(k − 1)!

Im(Gk,k−1(ξ))(zz)k−1

)
z,

(4.10)

decorre da condição (b) que a órbita periódica t 7→ z(t) de (4.6) satisfaz o problema de

valor inicial,

z′ = i

(
η(ξ) +

m∑

k=2

1
k!(k − 1)!

Im(Gk,k−1(ξ))(zz)k−1

)
z,

z(0) = ǫ,

(4.11)
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cuja solução é

z(t) = ǫe
i 2π

T̃ (ξ)
t
, (4.12)

sendo,

2π

T̃ (ξ)
= η(ξ) +

m∑

k=2

1
k!(k − 1)!

Im(Gk,k−1(ξ))(ǫ2)k−1. (4.13)

Propriedades interessantes acerca da estabilidade e do período das órbitas periódicas

da equação diferencial em (4.6), são obtidas considerando as funções (ǫ, ν) 7→ µ = φ(ǫ, ν)

e (ǫ, ν) 7→ ω(ǫ, ν), com

ω(ǫ, ν) =
2π

T (ǫ, ν)
, (4.14)

T : Uǫ −→ ℝ

(ǫ, ν) 7−→ T (ǫ, ν) = T̃ (φ(ǫ, ν), ν),
(4.15)

e utilizando a seguinte mudança de coordenadas e do tempo

z(t) = w(s, ǫ, ν), s = ω(ǫ, ν)t, ω(0, ν) = ω0(ν), (4.16)

sendo Uǫ = {(ǫ, ν) ∈ ℝ
2 : (φ(ǫ, ν), ν) ∈ U}. Note que a solução (4.12) de (4.6) é periódica

de período T (ǫ, ν). Com a mudança de coordenadas e do tempo (4.16), a solução periódica

de (4.6) é escrita como

w(s, ǫ, ν) = ǫeis (4.17)

a qual é periódica de período 2π.

Considere a aplicação suave (z, z, ξ) 7→ g(z, z, ξ) definida por

g(z, z, ξ) = λ(ξ)z + z
m∑

k=2

1
k!(k − 1)!

Gk,k−1(ξ)(zz)k−1, (4.18)

e as seguintes séries de potências formais



φ(ǫ, ν)

ω(ǫ, ν)− ω0(ν)


 =

∞∑

k=1

1
k!



µk(ν)

ωk(ν)


 ǫk. (4.19)

Por formal deve-se entender que não há preocupação com questões de convergência

associadas com (4.19).

Os termos da seqüência {µk(ν)}k∈ℕ são determinados por (b), ou seja, através do

coeficiente de cada termo da forma ǫk, obtido de

γ(φ(ǫ, ν), ν) +
m∑

k=2

1
k!(k − 1)!

Re(Gk,k−1(φ(ǫ, ν), ν))ǫ2(k−1) = 0, (4.20)
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para k = 1, 2, . . ..

Em (4.20), a composição (ǫ, ν) 7→ γ(φ(ǫ, ν), ν) possui expansão em série de Taylor na

variável ǫ, em torno da origem e até os termos de ordem 5, da forma

γ(φ(ǫ, ν), ν) = γ(ξ0) + µ1(ν)∂µγ(ξ0)ǫ+
1
2

(
µ2(ν)∂µγ(ξ0) + µ1(ν)2∂2

µγ(ξ0)
)
ǫ2+

1
6

(
µ3(ν)∂µγ(ξ0) + 3µ1(ν)µ2(ν)∂2

µγ(ξ0) + µ1(ν)3∂3
µγ(ξ0)

)
ǫ3+

1
24

(
µ4(ν)∂µγ(ξ0) + 3µ2(ν)2∂2

µγ(ξ0) + 4µ1(ν)µ2(ν)∂2
µγ(ξ0)+

6µ1(ν)2µ2(ν)∂3
µγ(ξ0) + µ1(ν)4∂4

µγ(ξ0)
)
ǫ4+

1
120

(
µ5(ν)∂µγ(ξ0) + (10µ2(ν)µ3(ν) + 5µ1(ν)µ4(ν))∂2

µγ(ξ0)+

(15µ1(ν)µ2(ν)2 + 10µ1(ν)2µ3(ν))∂3
µγ(ξ0) + 10µ1(ν)3µ2(ν)∂4

µγ(ξ0)+

µ1(ν)5∂5
µγ(ξ0)

)
ǫ5 +Oγ(ǫ6, ν).

(4.21)

Mediante a definição da função (ǫ, ν) 7→ ω(ǫ, ν) e de (4.13) é possível determinar, os

termos da seqüência {ωk(ν)}k∈ℕ, pois

ω(ǫ, ν) = η(φ(ǫ, ν), ν) +
m∑

k=2

1
k!(k − 1)!

Im(Gk,k−1(φ(ǫ, ν), ν))ǫ2(k−1). (4.22)

Tomando as expansões em série de Taylor na variável ǫ, em torno da origem e até os

termos de ordem 5 da composição (ǫ, ν) 7→ η(φ(ǫ, ν), ν), como feito em (4.21), por (4.20)

e (4.22), resultam os termos µi(ν) e ωi(ν), para i = 1, 2, 3, 4, 5. Assim, para o termo em ǫ,

µ1(ν)∂µγ(ξ0) = 0,

ω1(ν)− µ1(ν)∂µη(ξ0) = 0.
(4.23)

Logo, de (4.23), µ1(ν) = 0 e ω1(ν) = 0. O termo em ǫ2 fornece as equações

µ2(ν)∂µγ(ξ0) + Re(G2,1(ξ0)) = 0,

ω2(ν)− µ2(ν)∂µη(ξ0)− Im(G2,1(ξ0)) = 0.
(4.24)

A solução de (4.24), para µ2(ν) e ω2(ν), é dada por

µ2(ν) = −Re(G2,1(ξ0))
∂µγ(ξ0)

, (4.25)

ω2(ν) = µ2(ν)∂µη(ξ0) + Im(G2,1(ξ0)). (4.26)

Do coeficiente do termo em ǫ3, as seguintes equações são obtidas

µ3(ν)∂µγ(ξ0) = 0,

ω3(ν)− µ3(ν)∂µη(ξ0) = 0,
(4.27)
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cujas soluções são µ3(ν) = 0 e ω3(ν) = 0. Para o termo em ǫ4, seguem as equações

µ4(ν)∂µγ(ξ0) + 3µ2(ν)2∂2
µγ(ξ0) + 6µ2(ν)Re(∂µG2,1(ξ0)) + 2Re(G3,2(ξ0)) = 0,

ω4(ν)− µ4(ν)∂µη(ξ0)− 3µ2(ν)2∂2
µη(ξ0)− 6µ2(ν)Im(∂µG2,1(ξ0))−

2Im(G3,2(ξ0)) = 0.

(4.28)

Portanto, de (4.28),

µ4(ν) = −2Re(G3,2(ξ0)) + 6µ2(ν)Re(∂µG2,1(ξ0)) + 3µ2(ν)2∂2
µγ(ξ0)

∂µγ(ξ0)
, (4.29)

ω4(ν) = 2Im(G3,2(ξ0)) + µ4(ν)∂µη(ξ0) + 6µ2(ν)Im(∂µG2,1(ξ0)) + 3µ2(ν)2∂2
µη(ξ0). (4.30)

O termo em ǫ5 fornece as equações

µ5(ν)∂µγ(ξ0) = 0,

ω5(ν)− µ5(ν)∂µη(ξ0) = 0.
(4.31)

Assim, as soluções de (4.31) são µ5(ν) = 0 e ω5(ν) = 0.

Considerando a série de potências formal da função período (ǫ, ν) 7→ T (ǫ, ν),

T (ǫ, ν) =
2π
ω0(ν)

+
∞∑

k=1

1
k!
τk(ν)ǫk, (4.32)

e levando em conta os resultados anteriores, os coeficientes τi(ν), i = 1, . . . , 5 são dados

por,

τ1(ν) = 0,

τ2(ν) = −2πω2(ν)
ω0(ν)2

,

τ3(ν) = 0,

τ4(ν) =
3τ2(ν)2ω0(ν)3 − 2π2ω4(ν)

πω0(ν)2
,

τ5(ν) = 0

(4.33)

e, portanto, é possível obter uma aproximação para o período de uma órbita periódica da

equação diferencial em (4.6).

Os termos da seqüência {µk(ν)}k∈ℕ são essenciais no estudo da estabilidade das órbitas

periódicas da equação diferencial de (4.6). De acordo com os resultados de [8] e [13], a

análise da estabilidade das órbitas periódicas da equação diferencial de (4.6) pode ser rea-

lizada através da função (ǫ, ν) 7→ χ(ǫ, ν), denominada expoente característico ou expoente

de Floquet, o qual é definido na variável z por

χ(ǫ, ν) :=
1

T (ǫ, ν)

∫ T (ǫ,ν)

0
H(t, ǫ, ν)dt, (4.34)
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com a aplicação (z, z, ξ) 7→ g(z, z, ξ) dada em (4.18), t 7→ z(t) tal como em (4.12) e

H(t, ǫ, ν) :=
∂

∂z
g(z(t), z(t), φ(ǫ, ν), ν) +

∂

∂z
g(z(t), z(t), φ(ǫ, ν), ν). (4.35)

Enunciado de modo não rigoroso, há o seguinte resultado associado ao expoente ca-

racterístico [8]:

c) Se Re(χ(ǫ, ν)) < 0, então a órbita periódica é estável;

d) Se Re(χ(ǫ, ν)) > 0, então a órbita periódica é instável;

e) Se Re(χ(ǫ, ν)) = 0, nada se pode concluir.

Assim, decidir a estabilidade de uma solução periódica da forma normal de Poincaré–

Hopf implica em calcular (4.34). Levando em conta que zz = ǫ2, de (4.18), segue que

∂

∂z
g(z, z, ξ) = λ(ξ) +

m∑

k=2

1
k!(k − 1)!

Gk,k−1(ξ)(zz)k−1,

∂

∂z
g(z, z, ξ) = λ(ξ) +

m∑

k=2

1
k!(k − 1)!

Gk,k−1(ξ)(zz)k−1,

(4.36)

e, portanto,

∂

∂z
g(z, z, ξ) +

∂

∂z
g(z, z, ξ) = 2

(
γ(ξ) +

m∑

k=2

1
k!(k − 1)!

Re(Gk,k−1(ξ))ǫ2(k−1)

)
. (4.37)

Logo, o expoente característico é dado por

χ(ǫ, ν) =
1

T (ǫ, ν)

∫ T (ǫ,ν)

0
H(t, ǫ, ν)dt

= 2

(
γ(φ(ǫ, ν), ν) +

m∑

k=2

1
k!(k − 1)!

Re(Gk,k−1(φ(ǫ, ν), ν))ǫ2(k−1)

)
.

(4.38)

Decorre, tomando a série de potência do membro direito de (4.38) e através dos resul-

tados para µi(ν), i = 1, · · · , 5, que

χ(ǫ, ν) =
∞∑

k=1

1
k!
χk(ν)ǫk, (4.39)

sendo

χ1(ν) = 0,

χ2(ν) = 2Re(G2,1(ξ0)),

χ3(ν) = 0,

χ4(ν) = 8Re(G3,2(ξ0)) + 12µ2(ν)Re(∂µG2,1(ξ0)),

χ5(ν) = 0.

(4.40)
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Escrevendo o expoente característico como

χ(ǫ, ν) =
1
2
χ2(ν)ǫ2 +

1
24
χ4(ν)ǫ4 +Oχ(ǫ6, |ν|),

= Re(G2,1(ξ0))ǫ2 +
1
6

(2Re(G3,2(ξ0)) + 3µ2(ν)Re(∂µG2,1(ξ0)))ǫ4+

Oχ(ǫ6, |ν|),

(4.41)

as seguintes conclusões são obtidas:

f) Para ǫ ∈ ℝ, suficientemente pequeno e Re(G2,1(ξ0)) 6= 0, a estabilidade da órbita

periódica da forma normal de Poincaré–Hopf é dada pelo sinal de Re(G2,1(ξ0)). Se

Re(G2,1(ξ0)) < 0, a órbita periódica é estável. Como

µ = φ(ǫ, ν) = −1
2

Re(G2,1(ξ0))
∂µγ(ξ0)

ǫ2 +Oµ(ǫ4, |ν|), (4.42)

se ∂µγ(ξ0) > 0, a órbita periódica no retrato de fase da equação diferencial em (4.81)

ocorre para µ > 0 e se ∂µγ(ξ0) < 0, a órbita periódica no retrato de fase ocorre para

µ < 0. Se Re(G2,1(ξ0)) > 0, a órbita periódica é instável.

g) Suponha que, sendo ξ1 = (0, 0), então Re(G2,1(ξ1)) = 0 e Re(G3,2(ξ1)) 6= 0. Neste caso,

para ǫ ∈ ℝ, suficientemente pequeno, a estabilidade é dada pelo sinal de Re(G3,2(ξ1)).

Se Re(G3,2(ξ1)) < 0, a órbita periódica é estável. Como

µ = φ(ǫ, ν) = − 1
12

Re(G3,2(ξ1))
∂µγ(ξ1)

ǫ4 +Oµ(ǫ6, |ν|), (4.43)

se ∂µγ(ξ1) > 0, a órbita periódica no retrato de fase da equação diferencial em (4.81)

existe para µ > 0 e se ∂µγ(ξ1) < 0, a órbita periódica no retrato de fase existe para

µ < 0. Se Re(G3,2(ξ1)) > 0, a órbita periódica é instável.

Os próximos exemplos apresentam aplicações referentes às conclusões (f) e (g).

Exemplo 4.1.1. Com as escolhas γ(µ, ν) = µ, η(µ, ν) = 1 e G2,1(µ, ν) = 2s, a forma

normal de Poincaré–Hopf pode ser reescrita, no caso em que m = 2, como

x′ = f(x, µ) =



µ −1

1 µ






x

y


+ s(x2 + y2)



x

y


 , (4.44)

sendo s = ±1. Esta equação diferencial é conhecida como forma normal da bifurcação de

Hopf de codimensão um.
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A equação diferencial (4.44) possui um único ponto de equilíbrio (0, 0) ∈ ℝ
2 e a parte

linear da aplicação f : ℝ2 × ℝ 7→ ℝ
2 calculada em (0, 0) é da forma

A(µ) =



µ −1

1 µ


 . (4.45)

A matriz (4.45) possui autovalores λ e λ, com λ(µ) = µ + i. Portanto, o único ponto

de equilíbrio de (4.44) é um foco atrator quando µ < 0 e um foco repulsor quando µ > 0

(ver definição 3.1.10). Em µ = 0, há uma mudança na estabilidade do ponto de equilíbrio

e, assim, µ = 0 é o valor de bifurcação para (4.44). Como para (4.44), Re(G2,1(ξ0)) = 2s,

pode-se mostrar que a origem é um foco fraco, atrator ou repulsor, dependendo do sinal

de s, ou seja, se µ = 0 e s = 1, então a origem é um foco repulsor fraco e se µ = 0 e

s = −1, a origem é um foco atrator fraco. Um foco fraco é um equilíbrio não hiperbólico

topologicamente equivalente a um foco.

Outras propriedades de (4.44) são obtidas fazendo a mudança de coordenadas polares

r2 = x2 + y2,

θ = arctan
(
y

x

)
,

(4.46)

com r ≥ 0 e θ ∈ [0, 2π]. Aplicando esta mudança de coordenadas a (4.44), resulta

r′ = r(µ+ sr2),

θ′ = 1.
(4.47)

Da primeira equação de (4.47), r = 0 é ponto de equilíbrio para qualquer valor do

parâmetro µ ∈ ℝ. Por (4.46), r = 0 corresponde ao ponto de equilíbrio (0, 0) ∈ ℝ
2

de (4.44). Note que (4.47) possui outro ponto de equilíbrio r(µ) =
√−sµ, que ocorre

quando µ < 0 e s = 1 ou µ > 0 e s = −1. Pela conclusão (f), como ∂µγ(ξ0) = 1 e

Re(G2,1(ξ0)) = 2s, se s = −1, então para µ > 0 a origem de (4.44) está isolada por uma

órbita periódica estável dada por x2 + y2 = −sµ. Todas as órbitas externas ou internas,

com exceção da origem, tendem à órbita periódica quando t→∞ e µ > 0.

Resumindo, se s = −1, então para µ < 0 a origem é um foco atrator e para µ = 0 a

origem é um foco atrator fraco, já que por (4.47)

r′ = −r3,

θ′ = 1.
(4.48)

Para µ > 0, há uma órbita periódica estável perto da origem, que agora é um ponto de

equilíbrio instável. Este fenômeno de mudança na estabilidade de um foco e o surgimento
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de uma órbita periódica, a partir da mudança de um parâmetro, corresponde ao caso típico

de uma bifurcação de Andronov–Poincaré–Hopf. O caso s = 1 pode ser tratado de maneira

similar.

A Figura 4.1.1 mostra o retrato de fase qualitativo de (4.44) para s = −1.

m = 0 m > 0m < 0

Figura 4.1: Retrato de fase qualitativo de (4.44) para s = −1.

Uma generalização do exemplo anterior é estudada no exemplo 4.1.2.

Exemplo 4.1.2. Considere agora na forma normal de Poincaré–Hopf, para o caso em

que m = 3, as escolhas

γ(µ, ν) = µ,

η(µ, ν) = 1,

G2,1(µ, ν) = 2ν,

G3,2(µ, ν) = 12s.

(4.49)

Com esta escolha, a equação diferencial em (4.1) é reescrita como

x′ = f(x, ξ) =



µ −1

1 µ






x

y


+ ν(x2 + y2)



x

y


+ s(x2 + y2)2



x

y


 , (4.50)

com s = ±1. A equação diferencial (4.50) é conhecida na literatura com forma normal da

bifurcação de Hopf de codimensão dois ou forma normal de Bautin.

Em coordenadas complexas z = x+ iy, a forma normal de Bautin é escrita como

z′ = (µ+ i)z + νz2z + sz3z2. (4.51)
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A forma normal de Bautin apresenta um único ponto de equilíbrio (0, 0) ∈ ℝ
2, o qual

é um foco atrator para µ < 0 e um foco repulsor para µ > 0. Para µ = 0, ∂µγ(ξ0) = 1 e

Re(G2,1(ξ0)) = 2ν e, assim, é possível mostrar que o único ponto de equilíbrio é um foco

atrator fraco se ν < 0 ou foco repulsor fraco se ν > 0. Em outras palavras, se ν 6= 0,

então a análise é exatamente igual àquela realizada no exemplo 4.1.1 e os termos de ordem

superior a 3, da expansão em série de Taylor, não alteram o resultado. Quando ν = 0,

a forma normal de Bautin apresenta uma bifurcação de Hopf de codimensão dois, pois

Re(G2,1(ξ1)) = 0 e Re(G3,2(ξ1)) = 12s 6= 0.

Outras propriedades da forma normal de Bautin, que são genéricas para qualquer

equação diferencial que apresenta uma bifurcação de Hopf de codimensão dois, são obtidas

aplicando a mudança de coordenadas z = x + iy 7→ reiθ em (4.51), com r ∈ ℝ, r ≥ 0 e

θ ∈ [0, 2π]. Fazendo isto, resulta a equação diferencial em coordenadas polares

r′ = r(µ+ νr2 + sr4),

θ′ = 1.
(4.52)

O ponto de equilíbrio r = 0, da primeira equação de (4.52), corresponde ao ponto de

equilíbrio (0, 0) ∈ ℝ
2 de (4.50). Os demais pontos de equilíbrio, são obtidos da equação

µ+ νr2 + sr4 = 0. (4.53)

A equação (4.53) pode apresentar nenhuma, uma ou duas raízes, de acordo com os

sinais dos parâmetros µ e ν e do discriminante

∆(µ, ν) = ν2 − 4sµ. (4.54)

Considere o caso em que s = −1. Então há as seguintes possibilidades:

a) Para todo (µ, ν) ∈ R1, sendo

R1 = {(µ, ν) ∈ ℝ
2 : ∆(µ, ν) < 0}, (4.55)

a equação (4.53) não apresenta raízes reais;

b) Para todo (µ, ν) ∈ Ri, sendo

Ri = {(µ, ν) ∈ ℝ
2 : ∆(µ, ν) > 0 e µ > 0}, (4.56)

para i = 2, 3, a equação (4.53) apresenta duas raízes reais, sendo uma positiva e a

outra negativa;
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c) Para todo (µ, ν) ∈ R4, sendo

R4 = {(µ, ν) ∈ ℝ
2 : ∆(µ, ν) > 0, µ < 0 e ν > 0}, (4.57)

a equação (4.53) possui duas raízes reais positivas e distintas.

d) Para todo (µ, ν) ∈ CNH , com

CNH = {(µ, ν) ∈ ℝ
2 : ∆(µ, ν) = 0 e ν > 0}, (4.58)

a equação (4.53) possui um única raiz real e positiva;

A Figura (4.2) exibe estas regiões no diagrama de bifurcação da forma normal de Bautin

e para o caso em que s = −1.

m

n

0
R1

R4

CNH

R2

R3

H
+

H
-

Figura 4.2: Diagrama de bifurcação da forma normal de Bautin para o caso s = −1.

Ao longo do eixo ν, a parte linear de (4.50), calculada em (0, 0) e em (0, ν) apresenta

autovalores λ e λ, com λ(0, ν) = i. O ponto de equilíbrio (0, 0) ∈ ℝ
2 é assintoticamente

estável se µ < 0 e instável se µ > 0. Como l1(µ, ν) = ν, a bifurcação de Bautin ocorre

quando (µ, ν) = (0, 0). Assim, o eixo µ corresponde ao conjunto l−1
1 (0) e

H+ = {(µ, ν) ∈ ℝ
2 : l1(µ, ν) = ν > 0}, (4.59)

H− = {(µ, ν) ∈ ℝ
2 : l1(µ, ν) = ν < 0}. (4.60)
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De acordo com o exemplo 4.1.1, uma órbita periódica estável bifurca do ponto de equi-

líbrio (0, 0) ∈ ℝ
2, quando se cruza o ramo H− da esquerda para a direita e há o surgimento

de uma órbita periódica instável quando se cruza o ramo H+ da direita para a esquerda.

Por (c), na região R4 há duas órbitas periódicas, a interna instável e a externa estável.

Ao longo da curva CNH ocorre uma bifurcação sela-nó de órbitas periódicas, resultando

em uma única órbita periódica não hiperbólica (ver definição 3.1.19).

Em resumo, na região R1, o único ponto de equilíbrio é assintoticamente estável ou

foco atrator. Ao cruzar o ramo H− da esquerda para a direita o ponto de equilíbrio torna-

se um foco repulsor e há o surgimento de uma única órbita periódica estável, que existe

para valores dos parâmetros nas regiões R2, R3 e R4. Na região R3, ao cruzar o ramo

H+ da direita para a esquerda, o ponto de equilíbrio passa de foco repulsor para foco

atrator com o aparecimento de uma órbita periódica instável. Assim, na região R4 há duas

órbitas periódicas, perto do ponto de equilíbrio instável, uma interna instável e uma externa

estável. Estas órbitas periódicas colapsam em uma única órbita periódica não hiperbólica

ao longo da curva CNH , de tal forma que na região R1 não há órbitas periódicas.

O caso s = 1 é tratado de maneira similar ou pode ser reduzido ao estudo para s = −1,

através da aplicação (z, µ, ν, t) 7→ (z,−µ,−ν,−t).
Para a forma normal de Bautin, a curva de órbitas periódicas não hiperbólicas CNH

pode ser representada como o gráfico de função

µ = Λ(ν) =
1
4s
ν2, (4.61)

com ν ≥ 0 ou como uma curva parametrizada por ǫ = r,

Γ(ǫ) = (φ(ǫ, ψ(ǫ)), ψ(ǫ)) = (sǫ4,−2sǫ2), (4.62)

obtida como solução do sistema




µ+ νǫ2 + sǫ4 = 0,

µ− 1
4s
ν2 = 0.

(4.63)

Embora a teoria desta seção possa ser desenvolvida da mesma forma com um vetor de

parâmetros ξ ∈ ℝ
k, com k ∈ ℕ, a escolha de ξ = (µ, ν) ∈ ℝ

2 possibilita a análise, de uma

maneira simples, das órbitas periódicas não hiperbólicas da forma normal de Poincaré–

Hopf, ou seja, aquelas órbitas periódicas tais que χ(ǫ, ν) = 0, para pontos (ǫ, ν) ∈ Uǫ ⊂ ℝ
2.
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Para esta análise, considere o expoente característico (ǫ, ν) 7→ χ(ǫ, ν) escrito na forma

χ(ǫ, ν) = ǫ2

(1
2
χ2(ν) +

1
24
χ4(ν)ǫ2 +Oχ(ǫ4, |ν|)

)
,

= ǫ2Ψ(ǫ, ν),

(4.64)

com

Ψ(ǫ, ν) =
1
2
χ2(ν) +

1
24
χ4(ν)ǫ2 +Oχ(ǫ4, |ν|). (4.65)

Pode-se notar em (4.64), que estudar as órbitas periódicas não hiperbólicas da forma

normal de Poincaré–Hopf é equivalente a estudar o conjunto χ−1(0), ou ainda, de forma

equivalente o conjunto Ψ−1(0). Se a função (ǫ, ν) 7→ Ψ(ǫ, ν) possuir certas propriedades,

então será possível escrever o parâmetro ν como uma função do parâmetro ǫ utilizando

o Teorema da Função Implícita [17]. Colocado de outra forma, se for possível obter

a função ǫ 7→ ν = ψ(ǫ), quando χ(ǫ, ν) = 0, então a curva das órbitas periódicas não

hiperbólicas pode ser parametrizada por ǫ,

Γ(ǫ) = (φ(ǫ, ψ(ǫ)), ψ(ǫ)), (4.66)

ou pode ser representada localmente como o gráfico de uma função

µ = Λ(ν). (4.67)

Por hipótese ∂µγ(ξ0) 6= 0, para todo ξ0 = (0, ν) ∈ U e se Re(∂νG2,1(ξ1)) 6= 0, então

Ψ(0, 0) = 0,

∂ǫΨ(0, 0) = 0,

∂2
ǫΨ(0, 0) 6= 0,

∂νΨ(0, 0) 6= 0.

(4.68)

Logo, resulta que a função ǫ 7→ ν = ψ(ǫ), possui expansão em série de Taylor na variável

ǫ, em torno da origem e e até os termos de ordem 2, da seguinte forma

ψ(ǫ) =
1
2!
ψ2ǫ

2 +Oψ(ǫ3), (4.69)

com

ψ2 = −∂
2
ǫΨ(0, 0)
∂νΨ(0, 0)

. (4.70)
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Assim, a curva das órbitas periódicas não hiperbólicas CNH têm as seguintes representações

locais,

Γ(ǫ) =

(
Re(G3,2(ξ1))
12∂µγ(ξ1)

ǫ4,− Re(G3,2(ξ1))
3Re(∂νG2,1(ξ1))

ǫ2

)
+OΓ(ǫ), (4.71)

µ = Λ(ν) =
µ2(ν)
ψ2

ν +
1
6
µ4(ν)
ψ2

2

ν2 +OΛ(|ν|). (4.72)

Estas representações locais serão obtidas para o caso geral no capítulo 5 e, por isso, os

detalhes da obtenção de (4.71) e (4.72) foram omitidos aqui.

Exemplo 4.1.3. De acordo com o exemplo 4.1.2, a forma normal de Bautin apresenta

uma bifurcação de Hopf de codimensão dois, para ξ = ξ1 = (0, 0). Utilizando (4.49),

(4.71) e (4.72), resultam as seguintes representações para a curva de órbitas periódicas

não hiperbólicas

Γ(ǫ) = (sǫ4,−2sǫ2) +OΓ(ǫ), (4.73)

e

µ = Λ(ν) =
1
4s
ν2 +OΛ(ν), (4.74)

que concordam com os resultados apresentados no final do exemplo 4.1.2.

Todos os resultados desta seção, particularmente as representações (4.71) e (4.72) para

a curva de órbitas periódicas não hiperbólicas CNH , são preservados para equação diferen-

cial


x′

y′


 = F(ξ)



x

y


+

3∑

k=2

1
k!(k − 1)!

(x2 +y2)k−1G(ξ)



x

y


+O(‖(x, y)‖6, ‖ξ‖), (4.75)

com as funções ξ 7→ F(ξ) e ξ 7→ G(ξ) dadas em (4.2) e (4.3), respectivamente. Este é o

assunto da próxima seção.

4.2 Construção de um Homeomorfismo

Os resultados da seção 4.1 e o exemplo 4.1.2 sugerem que, para m = 3, a forma

normal de Poincaré–Hopf é equivalente a forma normal de Bautin, no sentido de que

ambas as formas apresentam as mesmas propriedades. O objetivo agora é mostrar que a
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forma normal de Bautin é localmente topologicamente equivalente (ver definição 4.2.2) à

equação diferencial

x′ = f(x, ξ) =



µ −1

1 µ






x

y


+ ν(x2 + y2)



x

y


+ s(x2 + y2)2



x

y


+

O(‖x‖6, ‖ξ‖).

(4.76)

Em outras palavras, os termos de ordem superior não afetam a equação diferencial

(4.76) do ponto de vista da bifurcação de Hopf e, conseqüentemente, todos resultados

exibidos no exemplo 4.1.2 são preservados pela equação diferencial (4.76). Como (4.76)

pode ser obtida de (4.75) por reparametrização do tempo e uma mudança de variáveis,

os resultados da seção 4.1 são preservados para (4.75). Antes de obter este resultado é

necessário introduzir os conceitos de homeomorfismo e equivalência topológica.

Definição 4.2.1. Sejam W0 ⊂ ℝ
n e W1 ⊂ ℝ

n dois subconjuntos abertos de ℝ
n. A

aplicação h : W0 → W1 é um homeomorfismo quando:

a) A aplicação h : W0 → W1 é contínua;

b) A aplicação h : W0 → W1 é bijetora;

c) A aplicação inversa h−1 : W1 → W0 é contínua.

Segue o conceito de equivalência topológica definida localmente.

Definição 4.2.2. Duas equações diferenciais

x′ = f(x, ξ), (4.77)

y′ = g(y, ζ), (4.78)

com x,y ∈ ℝ
n, ξ, ζ ∈ ℝ

2, f(0, ξ) = 0 e g(0, ζ) = 0, são localmente topologicamente

equivalentes em torno da origem, se existir uma aplicação

(x, ξ) ∈W0 × U0 7→ (y, ζ) = (hξ(x), k(ξ)) ∈ W1 × U1, (4.79)

com (0,0) ∈W0 × U0 ⊂ ℝ
n × ℝ

2, satisfazendo

a) Os conjuntos W0 × U0 ⊂ ℝ
n × ℝ

2 e W1 × U1 ⊂ ℝ
n × ℝ

2 são vizinhanças de (0,0) ∈
ℝ
n × ℝ

2;

b) A aplicação k : U0 → U1 é um homeomorfismo tal que k(0) = 0 ∈ U1;
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c) A aplicação hξ : W0 → W1 é um homeomorfismo para cada ξ ∈ U0 tal que hξ(0) = 0 ∈
W1 e leva órbitas de (4.77) em W0 ⊂ ℝ

n em órbitas de (4.78) em W1 = hξ(W0) ⊂ ℝ
n

preservando a orientação das mesmas.

Para demonstrar a equivalência topológica local, em torno da origem, entre a forma

normal de Bautin e (4.76) será utilizada a teoria de [5]. Considere a mudança de coor-

denadas z = x + iy 7→ reiθ, com r ∈ ℝ, r ≥ 0 e θ ∈ [0, 2π]. Com esta mudança de

coordenadas a equação diferencial (4.76) é escrita como

r′ = µr + νr3 + sr5 +Kr(r, θ),

θ′ = 1 +Kθ(r, θ),
(4.80)

com (r, θ) 7→ Kr(r, θ) = O(r6, θ) e (r, θ) 7→ Kθ(r, θ) = O(r5, θ). Associado com (4.80) há

o seguinte problema de valor inicial

d

dθ
r(θ, ξ) = R(r, θ, ξ) =

µr + νr3 + sr5 +Kr(r, θ)
1 +Kθ(r, θ)

,

r(0, ξ) = ǫ,

(4.81)

com ǫ ∈ ℝ, ǫ ≥ 0 suficientemente pequeno.

Seja (θ, ǫ, ξ) 7→ ρ(θ, ǫ, ξ) a solução de (4.81) satisfazendo ρ(0, ǫ, ξ) = ǫ e considere a

série formal

ρ(θ, ǫ, ξ) =
∞∑

k=1

1
k!
ρk(θ, ξ)ǫk. (4.82)

Os termos da seqüência {ρk(θ, ξ)}k∈ℕ são obtidos através de um procedimento recursivo

envolvendo a expansão em série de Taylor da função (r, θ, ξ) 7→ R(r, θ, ξ) em torno de r = 0

e substituindo (4.82) em (4.81). Fazendo isto resulta que

R(r, θ, ξ) =
∞∑

k=1

1
k!
Rk(θ, ξ)rk, (4.83)

com

R1(θ, ξ) = µ,

R2(θ, ξ) = 0,

R3(θ, ξ) = 6ν,

R4(θ, ξ) = 0,

R5(θ, ξ) = 120s,

(4.84)
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e assim por diante. Para k = 1, 2, 3, 4, 5, as funções (θ, ξ) 7→ ρk(θ, ξ) são soluções dos

problemas de valor inicial

d

dθ
ρ1(θ, ξ) = R1(θ, ξ)ρ1(θ, ξ),

ρ1(0, ξ) = 1,
(4.85)

d

dθ
ρ2(θ, ξ) = R1(θ, ξ)ρ2(θ, ξ) +R2(θ, ξ)ρ1(θ, ξ)2,

ρ2(0, ξ) = 0,
(4.86)

d

dθ
ρ3(θ, ξ) = R1(θ, ξ)ρ3(θ, ξ) + 3R2(θ, ξ)ρ1(θ, ξ)ρ2(θ, ξ)+

R3(θ, ξ)ρ1(θ, ξ)3,

ρ3(0, ξ) = 0,

(4.87)

d

dθ
ρ4(θ, ξ) = R1(θ, ξ)ρ4(θ, ξ) +R2(θ, ξ)(4ρ1(θ, ξ)ρ3(θ, ξ)+

3ρ2(θ, ξ)2) + 6R3(θ, ξ)ρ1(θ, ξ)2ρ2(θ, ξ)+

R4(θ, ξ)ρ1(θ, ξ)4,

ρ4(0, ξ) = 0,

(4.88)

d

dθ
ρ5(θ, ξ) = R1(θ, ξ)ρ5(θ, ξ) + 5R2(θ, ξ)(ρ1(θ, ξ)ρ4(θ, ξ)+

2ρ2(θ, ξ)ρ3(θ, ξ)) + 5R3(θ, ξ)(2ρ1(θ, ξ)ρ3(θ, ξ)+

3ρ2(θ, ξ)2)ρ1(θ, ξ)) + 10R4(θ, ξ)ρ1(θ, ξ)3ρ2(θ, ξ)+

R5(θ, ξ)ρ1(θ, ξ)5,

ρ5(0, ξ) = 0.

(4.89)

As soluções de (4.81) permitem definir a transformação de Poincaré (ou transformação

de primeiro retorno) associada com (4.80) da seguinte forma

P(ǫ, ξ) = δ(ǫ, ξ) + ǫ, (4.90)

onde a função definida por

(ǫ, ξ) 7→ δ(ǫ, ξ) = ρ(2π, ǫ, ξ)− ǫ (4.91)

é denominada função separação e pode ser representada pela série formal

δ(ǫ, ξ) =
∞∑

k=1

1
k!
δk(ξ)ǫk, (4.92)

com δ1(ξ) = ρ1(2π, ξ)− 1 e δk(ξ) = ρk(2π, ξ) for k ≥ 2.
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Com o objetivo de aplicar o Teorema da Função Implícita é mais conveniente

escrever a função separação (4.91) como (ǫ, ξ) 7→ δ(ǫ, ξ) = ǫ∆(ǫ, ξ), onde a função (ǫ, ξ) 7→
∆(ǫ, ξ) está definida no domínio de definição de (4.91) e

∆(ǫ, ξ) =
∞∑

k=1

1
k!
δk(ξ)ǫk−1. (4.93)

Na realidade, para o estudo desta seção, são necessários somente os cinco primeiros

termos de (4.93), ou seja,

∆(ǫ, ξ) = δ1(ξ) +
1
2!
δ2(ξ)ǫ+

1
3!
δ3(ξ)ǫ2 +

1
4!
δ4(ξ)ǫ3 +

1
5!
δ5(ξ)ǫ4 +O∆(ǫ5, ‖ξ‖). (4.94)

As propriedades da função (ǫ, ξ) 7→ ∆(ǫ, ξ) são obtidas por meio das soluções dos

problemas de valor inicial (4.85) a (4.89). Levando em conta a dependência contínua das

soluções de uma equação diferencial em relação aos parâmetros segue que

∆(0, ξ0) = ρ1(2π, ξ0)− 1 = 0, (4.95)

∂ǫ∆(0, ξ0) =
1
2
ρ2(2π, ξ0) = 0, (4.96)

∂µ∆(0, ξ0) =
∂

∂µ
ρ1(2π, ξ0) = 2π, (4.97)

∂2
ǫ∆(0, ξ0) =

1
3
ρ3(2π, ξ0) = 4πν, (4.98)

∂2
ǫµ∆(0, ξ0) =

1
2
∂

∂µ
ρ2(2π, ξ0) = 0, (4.99)

∂2
µ∆(0, ξ0) =

∂2

∂µ2
ρ1(2π, ξ0) = 4π2, (4.100)

∂3
ǫ∆(0, ξ0) =

1
4
ρ4(2π, ξ0) = 0, (4.101)

∂3
ǫǫµ∆(0, ξ0) =

1
3
∂

∂µ
ρ3(2π, ξ0) = 16π2ν, (4.102)

∂3
ǫµµ∆(0, ξ0) =

1
2
∂2

∂µ2
ρ2(2π, ξ0) = 0, (4.103)

∂3
µ∆(0, ξ0) =

∂3

∂µ3
ρ1(2π, ξ0) = 8π3, (4.104)

∂4
ǫ∆(0, ξ0) =

1
5
ρ5(2π, ξ0) = 48π(3πν2 + s), (4.105)

onde a notação utilizada é

∂ǫ∆(0, ξ0) =
∂

∂ǫ
∆(ǫ, ξ)

∣∣∣∣∣
(ǫ,ξ)=(0,ξ0)

,
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∂µ∆(0, ξ0) =
∂

∂µ
∆(ǫ, ξ)

∣∣∣∣∣
(ǫ,ξ)=(0,ξ0)

,

∂2
ǫ∆(0, ξ0) =

∂2

∂ǫ2
∆(ǫ, ξ)

∣∣∣∣∣
(ǫ,ξ)=(0,ξ0)

,

∂2
ǫµ∆(0, ξ0) =

∂2

∂ǫ∂µ
∆(ǫ, ξ)

∣∣∣∣∣
(ǫ,ξ)=(0,ξ0)

,

e assim por diante.

O próximo lema permite, a partir de (4.95) a (4.105), definir a função

(ǫ, ν) 7→ ξ = Φ(ǫ, ν) = (φ(ǫ, ν), ν), (4.106)

sendo (ǫ, ν) 7→ µ = φ(ǫ, ν).

Lema 4.2.1. Seja

B : ℝ× ℝ
2 −→ ℝ

(x, y) 7−→ B(x, y),
(4.107)

uma função suave, onde y = (y1, y2). Suponha que para (0, y0) ∈ ℝ × ℝ
2, y0 = (0, y2), a

função (4.107) satisfaz as seguintes exigências:

A1. B(0, y0) = 0;

A2. ∂xB(0, y0) = 0;

A3. ∂y1B(0, y0) 6= 0;

A4. ∂2
xB(0, y0) 6= 0.

Então, existe uma única função suave

(x, y2) 7→ y1 = φ(x, y2), (4.108)

tal que y = Φ(x, y2) = (φ(x, y2), y2) e B(x,Φ(x, y2)) ≡ 0. Além disto, a função (x, y2) 7→
y1 = φ(x, y2) possui a seguinte representação

φ(x, y2) =
1
2!
φ2(y2)x2 +Oφ(|x|3, |y2|), (4.109)

onde

φ2(y2) = − ∂
2
xB(0, y0)

∂y1B(0, y0)
. (4.110)
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Demonstração. O item A3 e o Teorema da Função Implícita garantem a existência

de uma única função (x, y2) 7→ y1 = φ(x, y2) tal que

B(x, φ(x, y2), y2) ≡ 0. (4.111)

Logo, a função (x, y2) 7→ y = Φ(x, y2) = (φ(x, y2), y2) está bem definida. Além disto, a

função (4.108) é suave e cálculos simples mostram que

∂xB(0, y0) + ∂y1B(0, y0)∂xφ(0, y0) = 0,

∂2
xB(0, y0) + 2∂2

xy1
B(0, y0)∂xφ(0, y0) + ∂2

y1
B(0, y0)∂xφ(0, y0)2+

∂y1B(0, y0)∂2
xφ(0, y0) = 0.

(4.112)

Portanto, a representação (4.109) segue das hipóteses e da expansão em série de Taylor da

função (4.108), em torno de x = 0 e até os termos de ordem 2, onde φ2(y2) = ∂2
xφ(0, y2).

■

A próxima proposição decorre das propriedades da função (ǫ, ξ) 7→ ∆(ǫ, ξ) e do lema

anterior.

Proposição 4.2.1. Existe uma única função (ǫ, ν) 7→ µ = φ(ǫ, ν) tal que ξ = Φ(ǫ, ν) =

(φ(ǫ, ν), ν) e

µ = φ(ǫ, ν) =
1
2!
φ2(ν)ǫ2 +Oφ(ǫ3, |ν|), (4.113)

com

φ2(ν) = −2ν. (4.114)

Demonstração. A demonstração segue das propriedades (4.95) a (4.105) e do Lema

4.2.1 tomando B = ∆ and (x, y) = (ǫ, ξ).

■

Analisando a transformação de Poincaré como um sistema dinâmico discreto e visto

que P(ǫ,Φ(ǫ, ν)) ≡ 0, de (4.113) e pelo Teorema da Função Implícita, o valor de ǫ > 0

(ponto fixo da transformação de Poincaré) associado com a solução periódica de (4.81) é

representado por

ǫ =

√
−µ
ν

+Oǫ(|µ|2, |ν|), (4.115)
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para todo ν > 0.

A estabilidade do ponto fixo (4.115) é obtida através da derivada em relação a ǫ da

transformação de Poincaré calculada em ξ = Φ(ǫ, ν)

∂ǫP(ǫ,Φ(ǫ, ν)) = 1 + ∆(ǫ,Φ(ǫ, ν)) + ǫ∂ǫ∆(ǫ,Φ(ǫ, ν)). (4.116)

Como ∆(ǫ,Φ(ǫ, ν)) ≡ 0, o resultado anterior é reescrito como

∂ǫP(ǫ,Φ(ǫ, ν)) = 1− ǫ∂µ1∆(ǫ,Φ(ǫ, ν))∂ǫφ(ǫ, ν), (4.117)

e por (4.113),

∂ǫP(ǫ,Φ(ǫ, ν)) = 1 + 4πνǫ2 +OP(ǫ3, |ν|). (4.118)

Proposição 4.2.2. Considere a equação diferencial (4.76). Se ν < 0 então localmente

existe uma única órbita periódica estável no retrato de fase de (4.76) perto do ponto de

equilíbrio (x, y) = (0, 0) e se ν > 0 então existe única órbita periódica instável no retrato

de fase de (4.76) perto do ponto de equilíbrio (x, y) = (0, 0).

Demonstração. Pela Proposição 4.2.1 existe uma única função (ǫ, ν) 7→ Φ(ǫ, ν) tal

que P(ǫ,Φ(ǫ, ν)) = ǫ para todo ν ∈ ℝ. Portanto, existe uma órbita periódica de (4.76) o

qual é única devido a (4.115), para ν 6= 0. If ν < 0, então por (4.118), |∂ǫP(ǫ,Φ(ǫ, ν))| <
1, o que mostra que a órbita periódica é estável. De modo análogo, se ν > 0, então

|∂ǫP(ǫ,Φ(ǫ, ν))| > 1 e a órbita periódica é instável.

■

É fácil ver a partir de (4.113) que para ν < 0 a órbita periódica existe para µ > 0

e para ν > 0 a órbita periódica existe para µ < 0. Estas informações e a Proposição

4.2.2 permitem concluir que (4.76) possui as mesmas propriedades da equação diferencial

do exemplo 4.1.2 e, portanto, os termos de ordem superior não afetam os resultados. Para

verificar a influência dos termos de ordem superior quando ν = 0 é necessário utilizar o

Lema 4.2.2.

Lema 4.2.2. Suponha que a função suave (4.107) satisfaz as exigências A1 a A4 para

y0 = (0, y2) e também

A5. ∂2
xy1
B(0, y0) = 0;
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A6. ∂3
xB(0, y0) = 0.

Então a única função suave (x, y2) 7→ y1 = φ(x, y2) tal que y = Φ(x, y2) = (φ(x, y2), y2) e

B(x,Φ(x, y2)) ≡ 0 possui a seguinte representação

φ(x, y2) =
1
2!
φ2(y2)x2 +

1
4!
φ4(y2)x4 +Oφ(|x|5, |y2|), (4.119)

onde φ2(y2) é tal como em (4.110) e

φ4(y2) = −3∂2
y1
B(0, y0)∂2

xB(0, y0)2

∂y1B(0, y0)3
+

6∂2
xB(0, y0)∂3

xxy1
B(0, y0)

∂y1B(0, y0)2

− ∂
4
xB(0, y0)

∂y1B(0, y0)
.

(4.120)

Demonstração. A demonstração é semelhante aquela do Lema 4.2.1 e, portanto, será

omitida.

■

É possível obter uma aproximação melhor para a função (ǫ, ν) 7→ µ = φ(ǫ, ν) empre-

gando o Lema 4.2.2 e as propriedades da função (ǫ, µ) 7→ ∆(ǫ, µ).

Proposição 4.2.3. A função (ǫ, ν) 7→ µ = φ(ǫ, ν) possui a seguinte representação

µ = φ(ǫ, ν) =
1
2!
φ2(ν)ǫ2 +

1
4!
φ4(ν)ǫ4 +Oφ(ǫ5, |ν|), (4.121)

onde φ2(ν) é dado em (4.114) e

φ4(ν) = −24s. (4.122)

Demonstração. A demonstração segue diretamente do Lema 4.2.2 e de (4.95) a (4.105).

■

Para ν = 0, a estabilidade da órbita periódica é dada pelo parâmetro s = ±1.

Proposição 4.2.4. Considere a equação diferencial (4.76) para ν = 0. Se s = −1 então

em uma vizinhança do ponto de equilíbrio (x, y) = (0, 0) existe uma única órbita periódica

estável no retrato de fase de (4.76) e se s = 1 a órbita periódica é instável.

Demonstração. Empregando (4.121), a derivada da transformação de Poincaré é dada

por

∂ǫP(ǫ,Φ(ǫ, ν)) = 1 + 4πνǫ2 + 8π(πν2 + s)ǫ4 +OP(ǫ5, |ν|). (4.123)

Para ν = 0, ∂ǫP(ǫ,Φ(ǫ, 0)) = 1 + 8πsǫ4 + OP(ǫ5, 0). Portanto, s = −1 implica que

|∂ǫP(ǫ,Φ(ǫ, 0))| < 1 e s = 1 implica que |∂ǫP(ǫ,Φ(ǫ, 0))| > 1.

■
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O Teorema da Função Implícita e (4.121) permitem concluir que a equação diferen-

cial (4.76) apresenta um diagrama de bifurcação como o da Figura 4.2. A curva de órbitas

periódicas não hiperbólicas CNH é obtida de |∂ǫP(ǫ,Φ(ǫ, ν))| = 1 ou, equivalentemente,

por (4.2)

ǫ∂µ∆(ǫ,Φ(ǫ, ν))∂ǫφ(ǫ, ν) = 4πǫ2Ψ(ǫ, ν) ≡ 0, (4.124)

onde

Ψ(ǫ, ν) = ν + 2(πν2 + s)ǫ2 +OP(ǫ3, |ν|). (4.125)

Portanto, é suficiente estudar as propriedades do conjunto Ψ−1(0), o que resulta na

Proposição 4.2.5.

Proposição 4.2.5. A curva de órbitas periódicas não hiperbólicas de (4.76) possui as

seguintes representações

Γ(ǫ) =
(
sǫ4,−2sǫ2

)
+OΓ(ǫ5), (4.126)

como curva parametrizada por ǫ ou localmente como gráfico de função

µ = Λ(ν) =
1
4s
ν2 +OΛ(|ν|3), (4.127)

com s = ±1.

Demonstração. Basta mostrar a existência de uma curva ǫ 7→ Γ(ǫ) no plano de parâme-

tros (µ, ν) ∈ ℝ
2 tal que:

C1. P(ǫ,Γ(ǫ)) = ǫ;

C2. ∂ǫP(ǫ,Γ(ǫ)) = 1;

C3. ∂2
ǫP(ǫ,Γ(ǫ)) 6= 0;

C4. ∂µP(ǫ,Γ(ǫ)) 6= 0;

C5. A curva ǫ 7→ Γ(ǫ) pode ser representada localmente em torno do ponto (µ, ν) = (0, 0)

como (4.126) ou (4.127).

Se a transformação de Poincaré (ǫ, ξ) 7→ P(ǫ, ξ) = ǫ(1 + ∆(ǫ, ξ)) é vista como um

sistema dinâmico discreto, então os itens C1, C2, C3 e C4 garantem a ocorrência de uma

bifurcação sela-nó genérica para ξ = Γ(ǫ).

A função (4.125) possui as seguintes propriedades:
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B1. Ψ(0, 0) = 0;

B2. ∂ǫΨ(0, 0) = 0;

B3. ∂νΨ(0, 0) = 1;

B4. ∂2
ǫΨ(0, 0) = 4s 6= 0, visto que s = ±1.

Portanto, pelo Lema 4.2.1 existe uma função suave ǫ 7→ ν = ψ(ǫ) tal que

Ψ(ǫ, ψ(ǫ)) ≡ 0 (4.128)

e, portanto, a função ǫ 7→ Γ(ǫ) está bem definida, onde

Γ(ǫ) = Φ(ǫ, ψ(ǫ)) = (φ(ǫ, ψ(ǫ)), ψ(ǫ)). (4.129)

Além disto, P(ǫ,Γ(ǫ)) = ǫ por (4.129) e ∂ǫP(ǫ,Γ(ǫ)) = 1 por (4.128). Logo, os itens C1 e

C2 estão demonstrados.

Ainda pelo Lema 4.2.1, a função ǫ 7→ ν = ψ(ǫ) admite a representação

ν = ψ(ǫ) =
1
2!
ψ2ǫ

2 +Oψ(ǫ3), (4.130)

onde

ψ2 = −∂
2
ǫΨ(0, 0)
∂νΨ(0, 0)

= −4s. (4.131)

De (4.121) e (4.130) segue que

µ = φ(ǫ, 0) = sǫ4 +Oφ(ǫ6) (4.132)

e

ν = ψ(ǫ) = −2sǫ2 +Oψ(ǫ3). (4.133)

Assim, a curva ǫ 7→ Γ(ǫ) pode ser parametrizada por ǫ com em (4.126) e o item C5 é

verificado. Aplicando o Teorema da Função Implícita à função (ǫ, ν) 7→ K(ǫ, ν) =

ν − ψ(ǫ) é possível mostrar que

ǫ2 = − 1
2s
ν +Oǫ(|ν|2) (4.134)

e por (4.121), a curva ǫ 7→ Γ(ǫ) pode ser localmente representada como gráfico de função

tal como em (4.127).
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Para demonstrar os itens C3 e C4 é necessário obter a derivada segunda com relação

a ǫ da transformação de Poincaré calculada em ξ = Γ(ǫ),

∂2
ǫP(ǫ,Γ(ǫ)) = 2∂ǫ∆(ǫ,Γ(ǫ)) + ǫ∂2

ǫ∆(ǫ,Γ(ǫ)), (4.135)

e a derivada em relação a µ da transformação de Poincaré calculada em ξ = Γ(ǫ)

∂µP(ǫ,Γ(ǫ)) = ǫ∂µ∆(ǫ,Γ(ǫ)). (4.136)

Levando em conta (4.94) e tomando a expansão em Taylor da função (θ, ξ) 7→ ρk(θ, ξ) (e

suas derivadas com relação a µ) em torno de ξ = Γ(ǫ) and for k = 1, 2, 3, 4, 5, segue que

∂2
ǫP(ǫ,Γ(ǫ)) = χ0 + χ1ǫ+

1
2!
χ2ǫ

2 +
1
3!
χ3ǫ

3 +Oχ(ǫ4), (4.137)

e

∂µP(ǫ,Γ(ǫ)) = ζ1ǫ+Oζ(ǫ2), (4.138)

sendo

χ0 = ρ2(2π, ξ1) = 0, (4.139)

χ1 = ρ3(2π, ξ1) = 0, (4.140)

χ2 = ρ4(2π, ξ1)− 4s∂νρ2(2π, ξ1)− ν∂µρ2(2π, ξ1), (4.141)

χ3 = ρ5(2π, ξ1)− 12s∂νρ3(2π, ξ1)− 6ν∂µρ3(2π, ξ1), (4.142)

ζ1 = ∂µρ1(2π, ξ1) (4.143)

e ξ1 = (0, 0). Utilizando (4.85) a (4.89) e a dependência contínua das soluções com relação

aos parâmetros, resulta que

∂µρ1(2π, ξ1) = 2π, (4.144)

ρ2(2π, ξ1) = 0, (4.145)

∂µρ2(2π, ξ1) = 0, (4.146)

∂νρ2(2π, ξ1) = 0, (4.147)

ρ3(2π, ξ1) = 0, (4.148)

∂µρ3(2π, ξ1) = 0, (4.149)
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∂νρ3(2π, ξ1) = 12π, (4.150)

ρ5(2π, ξ1) = 240πs. (4.151)

Portanto,

∂2
ǫP(ǫ,Γ(ǫ)) = 16πsǫ3 +Oχ(ǫ4), (4.152)

∂µP(ǫ,Γ(ǫ)) = 2πǫ+Oζ(ǫ2). (4.153)

Para ǫ > 0 suficientemente pequeno, ∂2
ǫP(ǫ,Γ(ǫ)) 6= 0 and ∂µP(ǫ,Γ(ǫ)) 6= 0 e a proposição

está demonstrada.

■

Os resultados anteriores mostram que (4.76) e (4.50) possuem as mesmas propriedades.

Resta agora construir o homeomorfismo.

Tome um par (µ, ν) ∈ ℝ
2, com µ > 0 podendo variar e ν > 0 fixo, ou seja, o par

pertence a região R3 da Figura 4.2. Neste caso, (4.50) e (4.76) possuem uma única órbita

periódica estável em uma vizinhança da origem. Considere uma reparametrização do

tempo nas equações diferenciais ordinárias em (4.80), de tal forma que a equação diferencial

ordinária (4.81) torna-se

d

dθ
r(θ, ξ) = R̃(r, θ, ξ) = µr + νr3 + sr5 + K̃r(r6, θ). (4.154)

Assim, (4.154) possui um tempo de retorno constante e igual a 2π ao conjunto {(r, θ) : r ≥
0, θ = 0}. Além disto, através de uma transformação linear nas coordenadas de (4.76),

o ponto de interseção da órbita periódica estável com o conjunto {(x, y) ∈ ℝ
2 : y = 0}

passa a ser x =
√
µ. O homeomorfismo entre (4.50) e (4.76) é construído de acordo com

a Figura 4.3.

( ,0)e

( , )u  v1 1

T0

( ,0)e( ,0)e

( , )x  y1 1

T0

x

y

u

v

Figura 4.3: Construção do homeomorfismo entre (4.50) e (4.76).
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Considere a aplicação (x, y) ∈ UB 7→ h(x, y) = (u, v) ∈ UBM , com h(0, 0) = (0, 0),

sendo UB uma vizinhança da origem de (4.50) e UBM uma vizinhança da origem de (4.76)

após a reparametrização do tempo e transformação linear nas coordenadas.

Tome um ponto (x1, y1) ∈ UB e encontre um par (ǫ, T0), sendo T0 o tempo mínimo

necessário para a órbita de (4.50) partindo do ponto (ǫ, 0) alcançar o ponto (x1, y1). En-

contre a solução da equação diferencial (4.76), com condição inicial (ǫ, 0), no intervalo

[0, T0] e denote por (u1, v1) o ponto da órbita obtida para τ = T0.

A aplicação, assim construída, é um homeomorfismo que para µ > 0, leva órbitas de

(4.50) em UB em órbitas de (4.76) em UBM , preservando a orientação do tempo. Para

as demais regiões da Figura 4.2, o homeomorfismo pode ser construído de modo análogo,

exceto que não é necessária a transformação linear de coordenadas para pontos na região

R1.

Os resultados anteriores demonstram o seguinte teorema.

Teorema 4.2.1. A equação diferencial (4.76) é localmente topologicamente equivalente,

em uma vizinhança da origem, à equação diferencial (4.50).

A teoria apresentada neste capítulo, mais precisamente na seção 4.1, embora útil no

estudo de soluções periódicas da forma normal de Poincaré–Hopf é de difícil aplicação

a outras equações diferenciais em ℝ
2, mesmo empregando o teorema da forma normal

(ver [26]). Contudo, analisando tal teoria, é possível extrair os aspectos essenciais para a

construção de uma teoria de aproximação de órbitas periódicas para equações diferenciais

arbitrárias em ℝ
n, ou seja,

1) Definição apropriada para o parâmetro ǫ em equações diferenciais em ℝ
n;

2) Obtenção de uma aproximação para órbitas periódicas de equações diferenciais em ℝ
n,

em termos do parâmetro ǫ e nas hipóteses de uma bifurcação de Hopf;

3) Análise da estabilidade da órbita periódica, mediante a teoria de Floquet e a solução

aproximada.

Neste sentido, o próximo capítulo aborda uma teoria de aproximação de soluções pe-

riódicas de equações diferenciais arbitrárias em ℝ
n, que quando aplicada à forma normal

de Poincaré–Hopf, recupera os resultados da seção 4.1.



Capítulo 5

Aproximação de Órbitas Periódicas

em Campos de Vetores

No capítulo anterior o parâmetro ǫ foi definido como sendo a primeira coordenada

de uma condição inicial de um problema de valor inicial associado a forma normal de

Poincaré–Hopf. Esta definição e o estudo da forma normal de Poincaré–Hopf, em coor-

denadas complexas, permitiu a obtenção de uma expressão exata para a órbita periódica

deste problema e uma forma de análise de sua estabilidade. A construção de uma teo-

ria de aproximação de órbitas periódicas, aplicável a uma classe mais ampla de equações

diferenciais em ℝ
n, requer uma nova definição para o parâmetro ǫ e o estudo de uma

equação diferencial complexa apropriada. Tal teoria é encontrada em [13] e é generalizada

nesta seção com uma notação compatível com aquela utilizada em [15]. Esta é uma das

contribuições deste trabalho.

5.1 Introdução à Bifurcação de Hopf

Se para o sistema dinâmico (3.1) é permitido que certos parâmetros que eram con-

siderados fixos variem, então as órbitas das definições 3.1.13 e 3.1.14 podem modificar e,

conseqüentemente, podem ocorrer mudanças nos retratos de fase para determinados valo-

res dos parâmetros. A perda de equivalência topológica devido à variação dos parâmetros

é a essência da teoria das bifurcações. Assim, o interesse na teoria de bifurcações é a

equação diferencial (3.19) de acordo com a definição 3.1.20.

Se x0 ∈ W é um ponto de equilíbrio de (3.19), para ξ = ξ0, tal que Df(x0, ξ0) não

possui autovalores com partes reais nulas, então, pelo Teorema da Função Implícita,

74
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existe uma vizinhança V ⊂ W de x0 ∈ W tal que f(x(ξ), ξ) = 0, para ‖ξ − ξ0‖ suficien-

temente pequeno. Portanto, para (3.19) há uma dependência do ponto de equilíbrio em

relação ao vetor de parâmetros. Contudo, todas as definições e teoremas da seção 3.1 se

mantém para cada ξ ∈ U fixo, conforme a definição 3.1.20.

Do que foi discutido, se x0 ∈ W é um ponto de equilíbrio hiperbólico de (3.19) para

ξ = ξ0, então, pelo Teorema da Função Implícita e pela continuidade, x(ξ) ∈ W é um

ponto de equilíbrio hiperbólico para ‖ξ− ξ0‖ suficientemente pequeno. Os retratos de fase

na vizinhança de x(ξ0), para ‖ξ− ξ0‖ suficientemente pequeno, são topologicamente equi-

valentes. Entretanto, grandes variações de ξ ∈ U podem originar mudanças significativas

no retrato de fase de (3.19), como mudança na estabilidade local de pontos de equilíbrio,

surgimento ou desaparecimento de pontos de equilíbrio e órbitas periódicas e o apareci-

mento de fenômenos globais como laços homoclínicos e heteroclínicos. Isto leva a uma

perda de equivalência topológica entre os retratos de fase que é denominada bifurcação.

As bifurcações tratadas neste trabalho são locais, isto é, aquelas que podem ser estu-

dadas através de pontos de equilíbrio de (3.19) e autovalores da parte linear da aplicação

associada à equação diferencial e cuja análise envolve a expansão em série de Taylor de

(3.19). O foco é o estudo da bifurcação de Hopf de codimensão um e codimensão dois. O

leitor interessado pode encontrar a definição de codimensão de uma bifurcação em [33].

A bifurcação de Hopf, por ser uma bifurcação local, pode ser entendida com o auxílio

de dois teoremas: o teorema da variedade central e o teorema da forma normal que podem

ser encontrados em [26] e [33]. Estes teoremas desempenham um papel importante no

estudo de bifurcações.

Definição 5.1.1. Um ponto ξ0 ∈ U é denominado um ponto de bifurcação de (3.19), se

para toda vizinhança Uξ ⊂ U de ξ0 ∈ U , existirem ξ1, ξ2 ∈ Uξ, tais que x′ = f(x, ξ1) e

x′ = f(x, ξ2) não são topologicamente equivalentes.

Para o estudo da bifurcação de Hopf, suponha que (x0(ξ), ξ) ∈ W × U é um ponto de

equilíbrio de (3.19), ou seja, f(x0(ξ), ξ) = 0.

Definição 5.1.2. Um ponto de equilíbrio (x0(ξ0), ξ0) ∈ W × U , com ξ0 = (µ0, ν), é

chamado um ponto de Hopf de codimensão um, se a parte linear da aplicação (x, ξ) 7→
f(x, ξ), calculada em (x0(ξ0), ξ0) ∈ W ×U e denotada por A(ξ0) = Df(x0(ξ0), ξ0), possui

autovalores λ e λ, com λ(ξ0) = γ(ξ0) + iη(ξ0), γ(ξ0) = 0, η(ξ0) = ω0(ν) > 0 e nenhum
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outro autovalor com parte real nula e o primeiro coeficiente de Lyapunov, l1(ξ0) ∈ ℝ, é

não nulo.

O primeiro e segundo coeficientes de Lyapunov serão definidos em um momento opor-

tuno. Neste capítulo, a transversalidade desempenha um papel importante.

Definição 5.1.3. Um ponto de Hopf transversal de codimensão um é um ponto de Hopf

de codimensão um, (x0(ξ0), ξ0) ∈W × U , tal que

∂µγ(ξ0) 6= 0, (5.1)

para todo ξ0 ∈ U .

Quando l1(ξ1) = 0, para ξ1 = (µ0, ν0) ∈ U , há a possibilidade de ocorrência de bifur-

cações de Hopf de codimensão dois.

Definição 5.1.4. Um ponto de Hopf de codimensão dois é um ponto de equilíbrio

(x0(ξ1), ξ1) ∈ W × U , sendo ξ1 = (µ0, ν0), que satisfaz a definição de um ponto de Hopf

de codimensão um, exceto que l1(ξ1) = 0. Além disto, satisfaz uma condição adicional, o

segundo coeficiente de Lyapunov l2(ξ1) é não nulo.

Definição 5.1.5. Um ponto de Hopf de codimensão dois é transversal se os conjuntos

γ−1(0) e l−1
1 (0) se interceptam transversalmente ou, equivalentemente, se a aplicação ξ 7→

(γ(ξ), l1(ξ)) é regular em ξ = ξ1.

A condição de transversalidade tal como na definição 5.1.5 é equivalente a

Det



∂µγ(ξ1) ∂νγ(ξ1)

∂µl1(ξ1) ∂νl1(ξ1)


 6= 0. (5.2)

Devido aos resultados da seção 4.1, o estudo da bifurcação de Hopf de codimensões um

e dois requer a expansão em série de Taylor na variável x, em torno de x = x0 e até os

termos de ordem 5, da aplicação (x, ξ) 7→ f(x, ξ). Através da translação x = x− x0(ξ) e

mantendo a notação anterior, ou seja, x = x, defina

F (x, ξ) = f(x+ x0(ξ), ξ), (5.3)

Agora a aplicação (x, ξ) 7→ F (x, ξ) possui expansão em série de Taylor na variável x,

em torno da origem e até os termos de ordem 5, da forma

F (x, ξ) = f(x0(ξ), ξ) +
5∑

k=1

1
k!
Dkf(x0(ξ), ξ)(x1, . . . ,xk) +OF (‖x‖6, ‖ξ‖), (5.4)
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com xj = (xj1, x
j
2, . . . , x

j
n) ∈ ℝ

n, para j = 1, . . . , k e

Dkf(x0(ξ), ξ)(x1, . . . ,xk) =
∂k

∂t1 . . . ∂tk
f

(
x0(ξ) +

k∑

i=1

tix
i, ξ

)∣∣∣∣∣
t=0

, (5.5)

sendo t = (t1, . . . , tk) ∈ ℝ
k.

A aplicação linear Df(x0(ξ), ξ) : ℝ
n → ℝ

n da definição 3.1.8 é obtida empregando

(5.5) com k = 1, ou seja,

D1f(x0(ξ), ξ) =
∂

∂t1
f
(
x0(ξ) + t1x

1, ξ
)∣∣∣∣∣
t1=0

= A(ξ)x1. (5.6)

Utilizando (5.5) e a notação de [15], segue que

F (x, ξ) = A(ξ)x+
1
2
B(x,x, ξ) +

1
6
C(x,x,x, ξ) +

1
24
D(x,x,x,x, ξ)+

1
120

E(x,x,x,x,x, ξ) +OF (‖x‖6, ξ),
(5.7)

com

Bi(x,y, ξ) =
n∑

j,k=1

∂2

∂ηj∂ηk
Fi(η, ξ)

∣∣∣∣∣
η=0

xjyk, (5.8)

Ci(x,y,u, ξ) =
n∑

j,k,l=1

∂3

∂ηj∂ηk∂ηl
Fi(η, ξ)

∣∣∣∣∣
η=0

xjykul, (5.9)

Di(x,y,u,v, ξ) =
n∑

j,k,l,r=1

∂4

∂ηj∂ηk∂ηl∂ηr
Fi(η, ξ)

∣∣∣∣∣
η=0

xjykulvr, (5.10)

Ei(x,y,u,v,w, ξ) =
n∑

j,k,l,r,p=1

∂5

∂ηj∂ηk∂ηl∂ηr∂ηp
Fi(η, ξ)

∣∣∣∣∣
η=0

xjykulvrwp, (5.11)

as componentes das funções multilineares simétricas B = D2f , C = D3f , D = D4f e

E = D5f para i = 1, . . . , n. Em (5.8) a (5.11), x = x1, y = x2, u = x3, v = x4 e

w = x5.

As próximas seções tratam da generalização dos resultados da seção 4.1 para ℝ
2 e ℝ

n,

utilizando as definições e conceitos desta seção.

5.2 Aproximação de Órbitas Periódicas em ℝ
2

A teoria desenvolvida ao longo desta seção aproxima órbitas periódicas que surgem

em decorrência de uma bifurcação de Hopf. Assim, alguns resultados da teoria sobre

bifurcação de Hopf em ℝ
2, apresentados em [15], serão empregados nesta seção.
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Considere a equação diferencial

x′ = f(x, ξ), (5.12)

com f : W×U → ℝ
2, W ⊂ ℝ

2 um aberto em ℝ
2, f ∈ C∞(W×U,ℝ2) e ξ = (µ, ν) ∈ U ⊂ ℝ

2

o vetor de parâmetros. Seja (x0(ξ), ξ) ∈ W ×U , um ponto de equilíbrio de (5.12), ou seja,

f(x0(ξ), ξ) = 0, para todo ξ ∈ U . Sendo A(ξ) = Df(x0(ξ), ξ), a parte linear da aplicação

f : W × U → ℝ
2 calculada em (x0(ξ), ξ), então (5.12) pode ser reescrita como

x′ = A(ξ)x+G(x, ξ), (5.13)

com (x, ξ) 7→ G(x, ξ), uma aplicação suave com expansão em série de Taylor na variável

x e em torno da origem, iniciando nos termos de ordem 2 no mínimo.

Suponha que A(ξ) = Df(x0(ξ), ξ) possui autovalores λ e λ, com λ(ξ) = γ(ξ) + iη(ξ).

Em termos das componentes da matriz A(ξ), se

A(ξ) =



a1,1(ξ) a1,2(ξ)

a2,1(ξ) a2,2(ξ)


 , (5.14)

então resulta do polinômio característico de (5.14),

P (λ) = λ2 − Tr(A(ξ))λ+ Det(A(ξ)), (5.15)

que

γ(ξ) =
1
2

Tr(A(ξ)) =
1
2

(a1,1(ξ) + a2,2(ξ)),

η(ξ) =
1
2

√
4Det(A(ξ))− (Tr(A(ξ)))2,

=
1
2

√
4(a1,1(ξ)a2,2(ξ)− a1,2(ξ)a2,1(ξ))− (a1,1(ξ) + a2,2(ξ))2.

(5.16)

Visto que a órbita periódica (ou mais precisamente a família de órbitas periódicas) a ser

aproximada, por hipótese, surge a partir de uma bifurcação de Hopf, suponha também que

para ξ0 = (µ0, ν) ∈ U (ponto de bifurcação), γ(ξ0) = 0, ∂µγ(ξ0) 6= 0 e η(ξ0) = ω0(ν) > 0.

Não há perda de generalidade em considerar que x0(ξ) = 0, para todo ξ ∈ U , (0, 0) ∈ U e

µ0 = 0. Basta efetuar uma translação do ponto de equilíbrio e do parâmetro crítico para

as respectivas origens e ajustar de maneira conveniente os conjuntos W ⊂ ℝ
2 e U ⊂ ℝ

2.

Seja q(ξ) ∈ ℂ
2, o autovetor associado ao autovalor λ(ξ) e seja p(ξ) ∈ ℂ

2, o autovetor

adjunto associado ao autovalor λ(ξ), satisfazendo

A(ξ)q(ξ) = λ(ξ)q(ξ), (5.17)
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A(ξ)Tp(ξ) = λ(ξ)p(ξ), (5.18)

e a normalização,

〈p(ξ), q(ξ)〉 =
n∑

i=1

pi(ξ)qi(ξ) = 1, (5.19)

sendo 〈·, ·〉, o produto interno em ℂ
2.

Decorre das definições de q(ξ) e p(ξ) que

〈p(ξ), q(ξ)〉 =

〈
p(ξ),

1
λ(ξ)

A(ξ)q(ξ)

〉
=

1
λ(ξ)
〈p(ξ), A(ξ)q(ξ)〉

=
1

λ(ξ)
〈A(ξ)Tp(ξ), q(ξ)〉 =

1
λ(ξ)
〈λ(ξ)p(ξ), q(ξ)〉

=
λ(ξ)
λ(ξ)
〈p(ξ), q(ξ)〉.

(5.20)

Portanto,
(

1− λ(ξ)
λ(ξ)

)
〈p(ξ), q(ξ)〉 = 0, (5.21)

e já que, para ‖ξ − ξ0‖ suficientemente pequeno, η(ξ) > 0 e λ(ξ) 6= λ(ξ), a única possibili-

dade é 〈p(ξ), q(ξ)〉 = 0.

Da análise anterior resulta que o conjunto {q(ξ), q(ξ)} é uma base de ℂ
2. O subespaço

de ℂ
2, definido por

ℝ
2
0 = {(x,y) ∈ ℂ

2 : x,y ∈ ℝ
2, y = 0}, (5.22)

é isomorfo ao espaço vetorial ℝ2. Tendo em conta o isomorfismo existente entre ℝ
2 e ℝ

2
0,

se (x,0) ∈ ℝ
2
0, então a notação utilizada é x ∈ ℝ

2. Assim, todo vetor x ∈ ℝ
2 pode ser

representado de maneira única como combinação linear dos elementos de {q(ξ), q(ξ)}, ou

seja, existe um z ∈ ℂ tal que

x = zq(ξ) + zq(ξ). (5.23)

É fácil ver, a partir de 〈p(ξ), q(ξ)〉 = 0, que

z = 〈p(ξ),x〉. (5.24)

Os resultados (5.23) e (5.24) permitem escrever (5.12) como uma equação diferencial

complexa.
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Proposição 5.2.1. A equação diferencial (5.12) pode ser escrita, para ‖ξ − ξ0‖ suficien-

temente pequeno, como

z′ = g(z, z, ξ), (5.25)

sendo g ∈ C∞(ℂ× ℂ× U,ℂ) e

g(z, z, ξ) = λ(ξ)z + 〈p(ξ), G(zq(ξ) + zq(ξ), ξ)〉. (5.26)

Demonstração. Basta diferenciar (5.24) em relação a t e utilizar (5.13), pois

z′ = 〈p(ξ),x′〉
= 〈p(ξ), A(ξ)x+G(x, ξ)〉
= 〈p(ξ), A(ξ)(zq(ξ) + zq(ξ)) +G(zq(ξ) + zq(ξ), ξ)〉
= 〈p(ξ), zA(ξ)q(ξ) + zA(ξ)q(ξ) +G(zq(ξ) + zq(ξ), ξ)〉
= 〈p(ξ), zλ(ξ)q(ξ) + zλ(ξ)q(ξ) +G(zq(ξ) + zq(ξ), ξ)〉
= λ(ξ)z〈p(ξ), q(ξ)〉+ λ(ξ)z〈p(ξ), q(ξ)〉+ 〈p(ξ), G(zq(ξ) + zq(ξ), ξ)〉.

(5.27)

Logo, de 〈p(ξ), q(ξ)〉 = 1 e 〈p(ξ), q(ξ)〉 = 0,

z′ = g(z, z, ξ) = λ(ξ)z + 〈p(ξ), G(zq(ξ) + zq(ξ), ξ)〉. (5.28)

■

A aplicação (z, z, ξ) 7→ g(z, z, ξ) possui série de Taylor formal,

g(z, z, ξ) = λ(ξ)z +
∞∑

k=2

k∑

j=0

1
(k − j)!j!gk−j,j(ξ)z

k−jzj, (5.29)

com

gk−j,j(ξ) =
∂k

∂zk−j∂zj
〈p(ξ), G(zq(ξ) + zq(ξ), ξ)〉

∣∣∣∣∣
z=0

, (5.30)

k = 2, 3, . . . e j = 0, . . . , k.

Os coeficientes gk−j,j(ξ), k = 2, 3, . . . e j = 0, . . . , k são essenciais no método de apro-

ximação de órbitas periódicas. Uma maneira mais simples de calcular estes coeficientes,

alternativa a (5.30), é através das funções multilineares simétricas apresentadas seção 5.1.

É fácil mostrar de (5.28) e

B(zq(ξ) + zq(ξ), zq(ξ) + zq(ξ), ξ) = B(q(ξ), q(ξ), ξ)z2 + 2B(q(ξ), q(ξ), ξ)zz+

= B(q(ξ), q(ξ), ξ)z2,
(5.31)
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que,

g2,0(ξ) = 〈p(ξ), B(q(ξ), q(ξ), ξ)〉,
g1,1(ξ) = 〈p(ξ), B(q(ξ), q(ξ), ξ)〉,
g0,2(ξ) = 〈p(ξ), B(q(ξ), q(ξ)〉, ξ).

(5.32)

De modo análogo, para a função multilinear simétrica (x,y,u, ξ) 7→ C(x,y,u, ξ),

g3,0(ξ) = 〈p(ξ), C(q(ξ), q(ξ), q(ξ), ξ)〉,
g2,1(ξ) = 〈p(ξ), C(q(ξ), q(ξ), q(ξ), ξ)〉,
g1,2(ξ) = 〈p(ξ), C(q(ξ), q(ξ), q(ξ), ξ)〉,
g0,3(ξ) = 〈p(ξ), C(q(ξ), q(ξ), q(ξ), ξ)〉

(5.33)

e, assim por diante, para as demais funções multilineares simétricas.

Essencialmente a teoria de aproximação de órbitas periódicas de [13], consiste em

construir uma aproximação para a órbita periódica da equação diferencial complexa (5.25),

a partir da solução da equação diferencial linear,

z′ = λ(ξ)z (5.34)

e para ξ = ξ0. Esta equação diferencial linear possui solução,

z(t) = z0e
λ(ξ)t, (5.35)

com z0 ∈ ℂ. Para ξ = ξ0, segue que

z(t) = z0e
iω0(ν)t (5.36)

e fazendo a mudança no tempo s = ω0(ν)t, esta solução é periódica de período 2π na

variável s. Para formalizar o método considere, como na seção anterior, as funções (ǫ, ν) 7→
µ = φ(ǫ, ν) e (ǫ, ν) 7→ ω(ǫ, ν) e a mudança de coordenadas e do tempo

z(t) = w(s, ǫ, ν), s = ω(ǫ, ν)t, ω(ξ0) = ω0(ν), (5.37)

com

ǫ =
1

2π

∫ 2π

0
e−isw(s, ǫ, ν)ds. (5.38)

Embora possa parecer estranha, a definição (5.38) mostra que o parâmetro ǫ pode ser

visto como o primeiro coeficiente da série de Fourier da função (s, ǫ, ν) 7→ w(s, ǫ, ν), a qual

é periódica de período 2π na variável s. Métodos, como o balanço harmônico, utilizam
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séries de Fourier no entendimento de soluções periódicas de equações diferenciais, sendo o

primeiro coeficiente ou primeira amplitude da série de Fourier, um parâmetro importante

em tais estudos. O leitor interessado na teoria de balanço harmônico poder recorrer a [14],

[23] ou [27].

Note que parâmetro ǫ, tal como definido em (5.38), é um número complexo, ou mais

precisamente, uma função complexa cuja variável independente é ν. Contudo é possível,

através de uma mudança de variáveis, considerar o parâmetro ǫ como um número real.

Como,

ǫ = εeiφ =
1

2π

∫ 2π

0
e−isw(s, ǫ, ν)ds, (5.39)

segue que

ε = |ǫ| = e−iφ

2π

∫ 2π

0
e−isw(s, ǫ, ν)ds =

1
2π

∫ 2π

0
e−i(s+φ)w(s, ǫ, ν)ds. (5.40)

Assim, fazendo a mudança de variáveis u = s+ φ em (5.40) e definindo

(u, ǫ, ν) 7→ w̃(u, ǫ, ν) := w(u− φ, ǫ, ν) (5.41)

resulta que

ε = |ǫ| = 1
2π

∫ 2π+φ

φ
e−iuw(u− φ, ǫ, ν)du =

1
2π

∫ 2π

0
e−iuw̃(u, ǫ, ν)du, (5.42)

já que a função (u, ǫ, ν) 7→ e−iuw̃(u, ǫ, ν) é periódica de período 2π. Portanto, por (5.42),

o parâmetro ǫ tal como definido em (5.38) será considerado real.

A mudança no tempo s = ω(ǫ, ν)t é fundamental, já que o período da órbita periódica

de (5.25) é desconhecido e, assim, a mudança no tempo serve justamente para fornecer

uma aproximação, de período conhecido 2π, para a órbita periódica de (5.25). Se (ǫ, ν) 7→
T (ǫ, ν) denota o período da órbita periódica t 7→ z(t), então

ω(ǫ, ν) =
2π

T (ǫ, ν)
. (5.43)

Em outras palavras, o conhecimento da função (ǫ, ν) 7→ ω(ǫ, ν) determina completamente

o período da órbita periódica de (5.25).

Mediante a mudança de coordenadas e no tempo (5.37) e aplicando a regra da cadeia,

a equação diferencial complexa (5.25) é reescrita na forma

ω(ǫ, ν)
d

ds
w(s, ǫ, ν) = g(w(s, ǫ, ν),w(s, ǫ, ν), φ(ǫ, ν), ν). (5.44)
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Aproximações para as funções (s, ǫ, ν) 7→ w(s, ǫ, ν), (ǫ, ν) 7→ µ = φ(ǫ, ν) e (ǫ, ν) 7→
ω(ǫ, ν) são obtidas através de (5.44) e das séries de potências formais




w(s, ǫ, ν)

φ(ǫ, ν)

ω(ǫ, ν)− ω0(ν)




=
∞∑

k=1

1
k!




wk(s, ν)

µk(ν)

ωk(ν)



ǫk. (5.45)

Uma propriedade dos termos da seqüência {wk(s, ν)}k∈ℕ, muito utilizada nesta teoria de

aproximação de órbitas periódicas em ℝ
2, é obtida na Proposição 5.2.2. Tal propriedade

está associada a possibilidade de interpretar a definição (5.38) do parâmetro ǫ como uma

aplicação linear

[ ] : W −→ ℝ

w 7−→ [w] =
1

2π

∫ 2π

0
e−isw(s, ǫ, ν)ds,

(5.46)

com

W = {w : ℝ× ℝ× ℝ→ ℂ : w ∈ C∞(ℝ× ℝ× ℝ,ℂ)}. (5.47)

A aplicação linear (5.46) decorre de um produto interno em um espaço vetorial de

funções apropriado. Isto ficará claro na próxima seção.

Proposição 5.2.2. Cada termo da seqüência {wk(s, ν)}k∈ℕ satisfaz

[wk] =
1

2π

∫ 2π

0
e−iswk(s, ν)ds =

{
1, k = 1

0, k = 2, 3, . . . .
(5.48)

Demonstração. A demonstração é conseqüência imediata da definição da aplicação linear

w 7→ [w] e da série de potência formal na variável ǫ da função (s, ǫ, ν) 7→ w(s, ǫ, ν), pois

ǫ =
1

2π

∫ 2π

0
e−isw(s, ǫ, ν)ds

=
1

2π

∫ 2π

0
e−is

(
∞∑

k=1

1
k!

wk(s, ν)ǫk
)
ds

=
∞∑

k=1

1
k!

( 1
2π

∫ 2π

0
e−iswk(s, ν)ds

)
ǫk

=
∞∑

k=1

1
k!

[wk]ǫk.

(5.49)

■
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Os termos das seqüências {wk(s, ν)}k∈ℕ, {µk(ν)}k∈ℕ e {ωk(ν)}k∈ℕ são determinados

por meio de um processo que envolve a análise das potências em ǫ obtidas em virtude

da substituição de (5.45) na equação diferencial (5.44). Observe que, para k = 2, 3, . . . e

j = 0, . . . , k, a obtenção dos coeficientes das potências em ǫ requer a expansão em série de

Taylor na variável ǫ e em torno da origem da composição (ǫ, ν) 7→ gk−j,j(φ(ǫ, ν), ν). Tal

como na seção 3.2, a expansão em série de Taylor na variável ǫ, em torno da origem e até

os termos de ordem 5, é da forma

gk−j,j(φ(ǫ, ν), ν) = gk−j,j(ξ0) + µ1(ν)∂µgk−j,j(ξ0)ǫ+
1
2

(
µ2(ν)∂µgk−j,j(ξ0)+

µ1(ν)2∂2
µgk−j,j(ξ0)

)
ǫ2 +

1
6

(
µ3(ν)∂µgk−j,j(ξ0)+

3µ1(ν)µ2(ν)∂2
µgk−j,j(ξ0) + µ1(ν)3∂3

µgk−j,j(ξ0)
)
ǫ3+

1
24

(
µ4(ν)∂µgk−j,j(ξ0) + 3µ2(ν)2∂2

µgk−j,j(ξ0)+

4µ1(ν)µ2(ν)∂µgk−j,j(ξ0) + 6µ1(ν)2µ2(ν)∂3
µgk−j,j(ξ0)+

µ1(ν)4∂4
µgk−j,j(ξ0)

)
ǫ4 +

1
120

(
µ5(ν)∂µgk−j,j(ξ0)+

(10µ2(ν)µ3(ν) + 5µ1(ν)µ4(ν))∂2
µgk−j,j(ξ0)+

(15µ1(ν)µ2(ν)2 + 10µ1(ν)2µ3(ν))∂3
µgk−j,j(ξ0)+

10µ1(ν)3µ2(ν)∂4
µgk−j,j(ξ0) + µ1(ν)5∂5

µgk−j,j(ξ0)
)
ǫ5 +Og(ǫ6, ν),

(5.50)

o mesmo valendo para a composição (ǫ, ν) 7→ λ(φ(ǫ, ν), ν) = γ(φ(ǫ, ν), ν) + iη(φ(ǫ, ν), ν).

O coeficiente do termo em ǫ conduz ao problema de contorno,

w ′1(s, ν)− iw1(s, ν) = 0,

w1(s, ν) = w1(s+ 2π, ν).
(5.51)

A solução da equação diferencial em (5.51) é

w1(s, ν) = C1e
is, (5.52)

e como pelo Proposição 5.2.2, [w1] = 1, decorre que

1 = [w1] = [C1e
is] = C1[eis] = C1 (5.53)

Logo,

w1(s, ν) = eis, (5.54)
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que é uma função periódica de período 2π na variável s.

Na realidade, os termos da seqüência {wk(s, ν)}k∈ℕ são soluções de certos problemas

de contorno, que aparecem quando da substituição de (5.45) na equação diferencial (5.44)

e que envolvem os termos de {µk(ν)}k∈ℕ e {ωk(ν)}k∈ℕ. Para k = 1, 2, . . ., este problema

de contorno é da forma,

w ′k+1(s, ν)− iwk+1(s, ν) = Hk+1(s, µk(ν), ωk(ν)),

wk+1(s, ν) = wk+1(s+ 2π, ν),
(5.55)

sendo que Hk+1(s, µk(ν), ωk(ν)) = Hk+1(s+ 2π, µk(ν), ωk(ν)).

O teorema a seguir garante a existência de soluções para o problema de contorno (5.55).

Teorema 5.2.1. Para cada k = 1, 2, . . ., o problema de contorno (5.55) admite única

solução se, e somente se, [Hk+1] = 0.

Demonstração. Para k = 1, 2, . . . fixo, suponha que (s, ν) 7→ ϕk+1(s, ν) é solução de

(5.55). Logo,

1
2π

∫ 2π

0
e−is

(
ϕ′k+1(s, ν)− iϕk+1(s, ν)

)
ds =

1
2π

∫ 2π

0
e−isHk+1(s, µk(ν), ωk(ν))ds (5.56)

e integrando por partes o membro esquerdo de (5.56) segue que [Hk+1] = 0.

Suponha agora que [Hk+1] = 0 para k = 1, 2, . . . fixo. A solução geral (s, ν) 7→
ϕk+1(s, ν) da equação diferencial em (5.55) é da forma

ϕk+1(s, ν) = eisϕk+1
0 + eis

∫ s

0
e−iζHk+1(ζ, µk(ν), ωk(ν))dζ (5.57)

com ϕk+1
0 = ϕk+1(0, ν). Esta solução será periódica de período 2π se ϕk+1(0, ν) = ϕk+1

0 =

ϕk+1(2π, ν), ou seja, se

ϕk+1(0, ν) = ϕk+1(2π, ν) = ϕk+1
0 +

∫ 2π

0
e−iζHk+1(ζ, µk(ν), ωk(ν))dζ

= ϕk+1
0 + 2π[Hk+1].

(5.58)

Assim, utilizando a hipótese [Hk+1] = 0, resulta que ϕk+1(s, ν) = ϕk+1(s + 2π, ν) e,

portanto, para cada k = 1, 2, . . . fixo, a função (s, ν) 7→ ϕk+1(s, ν) é solução do problema

de contorno (5.55).

■
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O teorema anterior permite concluir que, para k = 1, 2, . . ., a solução do problema de

valor inicial (5.55) é da forma

wk+1(s, ν) = eiswk+1
0 + eis

∫ s

0
e−iζHk+1(ζ, µk(ν), ωk(ν))dζ, (5.59)

com as condições [Hk+1] = 0 e [wk+1] = 0.

Continuando o processo e utilizando o resultado (5.54), o coeficiente do termo em ǫ2

fornece o problema de contorno,

w ′2(s, ν)− iw2(s, ν) = H2(s, µ1(ν), ω1(ν)),

w2(s, ν) = w2(s+ 2π, ν),
(5.60)

com

H2(s, µ1(ν), ω1(ν)) =
1

ω0(ν)

(
e2isg2,0(ξ0) + 2g1,1(ξ0) + e−2isg0,2(ξ0)+

2eis(µ1(ν)∂µλ(ξ0)− iω1(ν))
)
.

(5.61)

Aplicando o Teorema 5.2.1 à função (s, µ1(ν), ω1(ν)) 7→ H2(s, µ1(ν), ω1(ν)), resulta que

[H2] = µ1(ν)(∂µγ(ξ0) + i∂µη(ξ0))− iω1(ν) = 0 (5.62)

e separando as partes real e imaginária de (5.62), segue que µ1(ν) = 0 e ω1(ν) = 0. Nestas

condições, o Teorema 5.2.1 garante a existência de solução para o problema de contorno

(5.60), a qual é dada por

w2(s, ν) =
1

3iω0(ν)

(
3e2isg2,0(ξ0)− 6g1,1(ξ0)− e−2isg0,2(ξ0)

)
. (5.63)

Para o coeficiente do termo em ǫ3, resulta o problema de contorno,

w ′3(s, ν)− iw3(s, ν) = H3(s, µ2(ν), ω2(ν)),

w3(s, ν) = w3(s+ 2π, ν),
(5.64)

com

H3(s, µ2(ν), ω2(ν)) =
3

ω0(ν)

(
H3

3 (ξ0)e3is+H1
3 (ξ0)eis+H−1

3 (ξ0)e−is+H−3
3 (ξ0)e−3is

)
, (5.65)

sendo

H3
3 (ξ0) =

1
3
g3,0(ξ0)−

ig2,0(ξ0)2

ω0(ν)
− ig1,1(ξ0)g0,2(ξ0)

ω0(ν)
, (5.66)

H1
3 (ξ0) = µ2(ν)∂µλ(ξ0)− iω2(ν) +G2,1(ξ0), (5.67)
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H−1
3 (ξ0) =

2ig1,1(ξ0)2

ω0(ν)
+
ig2,0(ξ0) g1,1(ξ0)

ω0(ν)
+ g1,2(ξ0) +

ig2,0(ξ0)g0,2(ξ0)
3ω0(ν)

−

2i g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)

,

(5.68)

H−3
3 (ξ0) =

1
3
g0,3(ξ0) +

ig1,1(ξ0)g0,2(ξ0)
3ω0(ν)

+
ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)

ω0(ν)
(5.69)

e o coeficiente G2,1(ξ0) definido como

G2,1(ξ0) =
ig2,0(ξ0) g1,1(ξ0) + ω0(ν)g2,1(ξ0)

ω0(ν)
− 2i|g1,1(ξ0)|2

ω0(ν)
− i|g0,2(ξ0)|2

3ω0(ν)
. (5.70)

Compare a notação de (5.70) com (4.6). Pode-se mostrar que para toda equação

diferencial em ℝ
2, na forma normal, o coeficiente G2,1(ξ0) é calculado como em (5.70).

Basta ver [15].

Definição 5.2.1. O número real

l1(ξ0) =
1
2

Re(G2,1(ξ0)) =
1

2ω0(ν)
Re(ig2,0(ξ0) g1,1(ξ0) + ω0(ν)g2,1(ξ0)) (5.71)

é chamado primeiro coeficiente de Lyapunov.

Computando [H3], segue que

[H3] = µ2(ν)(∂µγ(ξ0) + i∂µη(ξ0))− iω2(ν) +G2,1(ξ0) = 0, (5.72)

e separando as partes real e imaginária, resultam

µ2(ν) = −Re(G2,1(ξ0))
∂µγ(ξ0)

, (5.73)

ω2(ν) = Im(G2,1(ξ0)) + µ2(ν)∂µη(ξ0). (5.74)

Uma vez determinados os coeficientes µ2(ν) e ω2(ν), a solução do problema de contorno

(5.64) é da forma

w3(s, ν) =
1

4ω0(ν)2
(w3

3(ξ0)e3is + w−1
3 (ξ0)e−is + w−3

3 (ξ0)e−3is), (5.75)

com

w3
3(ξ0) = −6g2,0(ξ0)2 − 2iω0(ν)g3,0(ξ0)− 2g1,1(ξ0)g0,2(ξ0), (5.76)

w−1
3 (ξ0) = −12g1,1(ξ0)2 − 6g2,0(ξ0)g1,1(ξ0) + 6iω0(ν)g1,2(ξ0)−

2g0,2(ξ0)g2,0(ξ0) + 12g0,2(ξ0)g1,1(ξ0),
(5.77)
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w−3
3 (ξ0) = iω0(ν)g0,3(ξ0)− g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)− 3g0,2(ξ0)g2,0(ξ0). (5.78)

O problema de contorno,

w ′4(s, ν)− iw4(s, ν) = H4(s, µ3(ν), ω3(ν)),

w4(s, ν) = w4(s+ 2π, ν),
(5.79)

com

H4(s, µ3(ν), ω3(ν)) =
4

ω0(ν)

(
H4

4 (ξ0)e4is +H2
4 (ξ0)e2is +H1

4 (ξ0)eis +H0
4 (ξ0)+

H−2
4 (ξ0)e−2is +H−4

4 (ξ0)e−4is

)
,

(5.80)

está associado ao coeficiente do termo em ǫ4. Os coeficientes H4
4 (ξ0), H2

4 (ξ0), H1
4 (ξ0),

H0
4 (ξ0), H−2

4 (ξ0) e H−4
4 (ξ0) são dados por,

H4
4 (ξ0) = −9g2,0(ξ0)3

4ω0(ν)2
− 2ig3,0(ξ0)g2,0(ξ0)

ω0(ν)
− 7g1,1(ξ0)g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)

4ω0(ν)2
−

g0,2(ξ0)g0,2(ξ0)2

12ω0(ν)2
+

1
4
g4,0(ξ0)−

ig2,1(ξ0)g0,2(ξ0)
2ω0(ν)

− ig1,1(ξ0)g0,3(ξ0)
4ω0(ν)

−

g1,1(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)
4ω0(ν)2

,

(5.81)

H2
4 (ξ0) =

7g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)2

2ω0(ν)2
− 3g2,0(ξ0)2g1,1(ξ0)

2ω0(ν)2
− 3g1,1(ξ0)2g1,1(ξ0)

ω0(ν)2
+

5ig3,0(ξ0)g1,1(0)
2ω0(ν)

+
3g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)g1,1(ξ0)

2ω0(ν)2
− 3ig1,2(ξ0)g1,1(ξ0)

2ω0(ν)
−

g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)
2ω0(ν)2

+ g3,1(ξ0)−
ig1,2(ξ0)g0,2(ξ0)

ω0(ν)
+

g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g0,2(ξ0)
4ω0(ν)2

− ig0,2(ξ0)g0,3(ξ0)
4ω0(ν)

− 3ig2,1(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)

−

5g0,2(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)
4ω0(ν)2

+
3iµ2(ν)g2,0(ξ0)∂µγ(ξ0)

2ω0(ν)
−

3µ2(ν)g2,0(ξ0)∂µη(ξ0)
2ω0(ν)

+
3
2
µ2(ν)∂µg2,0(ξ0),

(5.82)

H1
4 (ξ0) = µ3(ν)∂µλ(ξ0)− iω3(ν), (5.83)
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H0
4 (ξ0) = −6g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)2
+

6g1,1(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)2
+

6ig2,1(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)

+

19g0,2(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)
6ω0(ν)2

+
3iµ2(ν)g1,1(ξ0)∂µγ(ξ0)

ω0(ν)
−

3µ2(ν)g1,1(ξ0)∂µη(ξ0)
ω0(ν)

− 6g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)2
+

3
2
g2,2(ξ0)+

ig0,2(ξ0)g3,0(ξ0)
2ω0(ν)

− ig0,3(ξ0)g0,2(ξ0)
2ω0(ν)

−

6ig1,2(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)

+
3g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)

2ω0(ν)2
− 3ig0,2(ξ0)g1,2(ξ0)

2ω0(ν)
+

3ig2,1(ξ0)g2,0(ξ0)
2ω0(ν)

+ 3µ2(ν)∂µg1,1(ξ0),

(5.84)

H−2
4 (ξ0) = −3g1,1(ξ0)3

ω0(ν)2
− 9g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)2

2ω0(ν)2
− 3g2,0(ξ0)2g1,1(ξ0)

2ω0(ν)2
+

9ig1,2(ξ0)g1,1(ξ0)
2ω0(ν)

− 11g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)
4ω0(ν)2

+

11g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g1,1(ξ0)
2ω0(ν)2

+
ig3,0(ξ0)g1,1(ξ0)

2ω0(ν)
+ g1,3(ξ0)+

ig0,3(ξ0)g2,0(ξ0)
4ω0(ν)

+
2ig0,2(ξ0)g2,1(ξ0)

ω0(ν)
+

g0,2(ξ0)2g0,2(ξ0)
3ω0(ν)2

− 3ig0,3(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)

+
3ig1,2(ξ0)g2,0(ξ0)

ω0(ν)
−

3g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g2,0(ξ0)
4ω0(ν)2

+
3g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g2,0(ξ0)

ω0(ν)2
+

3iµ2(ν)g0,2(ξ0)∂µγ(ξ0)
2ω0(ν)

− 3µ2(ν)g0,2(ξ0)∂µη(ξ0)
2ω0(ν)

+

3
2
µ2(ν)∂µg0,2(ξ0),

(5.85)

H−4
4 (ξ0) = −g2,0(ξ0)g0,2(ξ0)2

12ω0(ν)2
− g1,1(ξ0)g0,2(ξ0)2

2ω0(ν)2
− g1,1(ξ0)2g0,2(ξ0)

4ω0(ν)2
−

9g2,0(ξ0)2g0,2(ξ0)
4ω0(ν)2

+
ig1,2(ξ0)g0,2(ξ0)

2ω0(ν)
− 5g1,1(ξ0)g2,0(ξ0)g0,2(ξ0)

4ω0(ν)2
+

ig3,0(ξ0)g0,2(ξ0)
2ω0(ν)

+
1
4
g0,4(ξ0) +

ig0,3(ξ0)g1,1(ξ0)
4ω0(ν)

+

3ig0,3(ξ0)g2,0(ξ0)
2ω0(ν)

.

(5.86)

De [H4], resulta que

[H4] = µ3(ν)(∂µγ(ξ0) + i∂µη(ξ0))− iω3(ν) = 0, (5.87)

cujas partes real e imaginária, fornecem µ3(ν) = 0 e ω3(ν) = 0.
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De posse dos coeficientes µ3(ν) e ω3(ν), a solução do problema de contorno (5.79) é

w4(s, ν) =
1

45ω0(ν)3

(
w4

4(ξ0)e4is + w2
4(ξ0)e2is + w0

4(ξ0) + w−2
4 (ξ0)e−2is+

w−4
4 (ξ0)e−4is

)
,

(5.88)

sendo

w4
4(ξ0) = 135ig2,0(ξ0)3 − 120ω0(ν)g3,0(ξ0)g2,0(ξ0)+

105ig1,1(ξ0)g0,2(ξ0)g2,0(ξ0) + 5ig0,2(ξ0)g0,2(ξ0)2−

15iω0(ν)2g4,0(ξ0)− 30ω0(ν)g2,1(ξ0)g0,2(ξ0)−

15ω0(ν)g1,1(ξ0)g0,3(ξ0) + 15ig1,1(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0),

(5.89)

w2
4(ξ0) = −180ig3,1(ξ0)ω0(ν)2 − 270iµ2(ν)∂µg2,0(ξ0)ω0(ν)2+

450g1,1(ξ0)g3,0(ξ0)ω0(ν)− 180g1,2(ξ0)g0,2(ξ0)ω0(ν)−

45g0,2(ξ0)g0,3(ξ0)ω0(ν)− 540g2,1(ξ0)g1,1(ξ0)ω0(ν)−

270g1,1(ξ0)g1,2(ξ0)ω0(ν) + 270µ2(ν)g2,0(ξ0)∂µγ(ξ0)ω0(ν)+

270iµ2(ν)g2,0(ξ0)∂µη(ξ0)ω0(ν) + 270ig1,1(ξ0)g2,0(ξ0)2+

540ig1,1(ξ0)g1,1(ξ0)2 − 630ig1,1(ξ0)2g0,2(ξ0)−

45ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g0,2(ξ0)− 270ig1,1(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)+

225ig0,2(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0) + 90ig1,1(ξ0)g0,2(ξ0)g2,0(ξ0),

(5.90)

w0
4(ξ0) = 270ig2,2(ξ0)ω0(ν)2 + 540iµ2(ν)∂µg1,1(ξ0)ω0(ν)2−

1080g1,1(ξ0)g2,1(ξ0)ω0(ν)− 90g0,2(ξ0)g3,0(ξ0)ω0(ν)+

90g0,3(ξ0)g0,2(ξ0)ω0(ν) + 1080g1,2(ξ0)g1,1(ξ0)ω0(ν)+

270g0,2(ξ0)g1,2(ξ0)ω0(ν)− 270g2,1(ξ0)g2,0(ξ0)ω0(ν)−

540µ2(ν)g1,1(ξ0)∂µγ(ξ0)ω0(ν)− 540iµ2(ν)g1,1(ξ0)∂µη(ξ0)ω0(ν)−

1080ig0,2(ξ0)g1,1(ξ0)2 − 1080ig1,1(ξ0)2g2,0(ξ0)+

570ig0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g0,2(ξ0) + 1080ig1,1(ξ0)2g1,1(ξ0)+

270ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0),

(5.91)
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w−2
4 (ξ0) = −180ig1,1(ξ0)3 − 270ig2,0(ξ0)g1,1(ξ0)2 − 90ig2,0(ξ0)2g1,1(ξ0)−

270ω0(ν)g1,2(ξ0)g1,1(ξ0)− 165ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)+

330ig0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g1,1(ξ0)− 30ω0(ν)g3,0(ξ0)g1,1(ξ0)+

60iω0(ν)2g1,3(ξ0)− 15ω0(ν)g0,3(ξ0)g2,0(ξ0)−

120ω0(ν)g0,2(ξ0)g2,1(ξ0) + 20ig0,2(ξ0)2g0,2(ξ0)+

180ω0(ν)g0,3(ξ0)g1,1(ξ0)− 180ω0(ν)g1,2(ξ0)g2,0(ξ0)−

45ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g2,0(ξ0) + 180ig0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g2,0(ξ0)−

90µ2(ν)ω0(ν)g0,2(ξ0)∂µγ(ξ0)− 90iµ2(ν)ω0(ν)g0,2(ξ0)∂µη(ξ0)+

90iµ2(ν)ω0(ν)2∂µg0,2(ξ0),

(5.92)

w−4
4 (ξ0) = 9ig0,4(ξ0)ω0(ν)2 − 9g0,3(ξ0)g1,1(ξ0)ω0(ν)− 18g0,2(ξ0)g1,2(ξ0)ω0(ν)−

54g0,3(ξ0)g2,0(ξ0)ω0(ν)− 18g0,2(ξ0)g3,0(ξ0)ω0 − 9ig0,2(ξ0)g1,1(ξ0)2−

81ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)2 − 3ig0,2(ξ0)2g2,0(ξ0)− 18ig0,2(ξ0)2g1,1(ξ0)−

45ig0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g2,0(ξ0).

(5.93)

Para o coeficiente do termo em ǫ5, tem-se o problema de contorno,

w ′5(s, ν)− iw5(s, ν) = H5(s, µ4(ν), ω4(ν)),

w5(s, ν) = w5(s+ 2π, ν).
(5.94)

Neste caso, a função (s, µ4(ν), ω4(ν)) 7→ H5(s, µ4(ν), ω4(ν)) é da forma

H5(s, µ4(ν), ω4(ν)) =
5

ω0(ν)

(
H5

5 (ξ0)e5is +H3
5 (ξ0)e3is +H1

5 (ξ0)eis+

H−1
5 (ξ0)e−is +H−3

5 (ξ0)e−3is +H−5
5 (ξ0)e−5is

)
,

(5.95)

sendo

H5
5 (ξ0) =

6ig2,0(ξ0)4

ω0(ν)3
− 29g3,0(ξ0)g2,0(ξ0)2

3ω0(ν)2
+

229ig1,1(ξ0)g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)2

30ω0(ν)3
+

11ig0,2(ξ0)g0,2(ξ0)2g2,0(ξ0)
18ω0(ν)3

− 7ig4,0(ξ0)g2,0(ξ0)
3ω0(ν)

−

25g2,1(ξ0)g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)
6ω0(ν)2

− 61g1,1(ξ0)g0,3(ξ0)g2,0(ξ0)
30ω0(ν)2

+
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11ig1,1(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g2,0(ξ0)
6ω0(ν)3

− ig3,0(ξ0)2

ω0(ν)
+

11ig1,1(ξ0)2g0,2(ξ0)2

15ω0(ν)3
− g1,2(ξ0)g0,2(ξ0)2

3ω0(ν)2
+
ig1,1(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)2

5ω0(ν)3
+

1
5
g5,0(ξ0)−

26g1,1(ξ0)g3,0(ξ0)g0,2(ξ0)
15ω0(ν)2

− 2ig3,1(ξ0)g0,2(ξ0)
3ω0(ν)

−

ig2,1(ξ0)g0,3(ξ0)
2ω0(ν)

− g0,2(ξ0)g0,2(ξ0)g0,3(ξ0)
6ω0(ν)2

− ig1,1(ξ0)g0,4(ξ0)
5ω0(ν)

+

ig0,2(ξ0)g0,2(ξ0)2g1,1(ξ0)
6ω0(ν)3

− g2,1(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)
2ω0(ν)2

−

g1,1(ξ0)g0,3(ξ0)g1,1(ξ0)
5ω0(ν)2

− 2g1,1(ξ0)g0,2(ξ0)g1,2(ξ0)
5ω0(ν)2

+

ig1,1(ξ0)g0,2(ξ0)2g2,0(ξ0)
15ω0(ν)3

,

(5.96)

H3
5 (ξ0) =

12ig1,1(ξ0)g2,0(ξ0)3

ω0(ν)3
− 11ig0,2(ξ0)g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)2

5ω0(ν)3
−

13ig1,1(ξ0)g1,1(ξ0)g2,0(ξ0)2

ω0(ν)3
+

12µ2(ν)g2,0(ξ0)2∂µγ(ξ0)
ω0(ν)2

+

12iµ2(ν)g2,0(ξ0)2∂µη(ξ0)
ω0(ν)2

+
24ig1,1(ξ0)g1,1(ξ0)2g2,0(ξ0)

ω0(ν)3
+

55g1,1(ξ0)g3,0(ξ0)g2,0(ξ0)
3ω0(ν)2

− 10ig3,1(ξ0)g2,0(ξ0)
ω0(ν)

−

67ig1,1(ξ0)2g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)
3ω0(ν)3

− 9g1,2(ξ0)g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)
ω0(ν)2

−

11g0,2(ξ0)g0,3(ξ0)g2,0(ξ0)
5ω0(ν)2

− 27g2,1(ξ0)g1,1(ξ0)g2,0(ξ0)
ω0(ν)2

+

10ig0,2(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g2,0(ξ0)
ω0(ν)3

− 13g1,1(ξ0)g1,2(ξ0)g2,0(ξ0)
ω0(ν)2

+

4ig1,1(ξ0)g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g2,0(ξ0)
ω0(ν)3

− 12iµ2(ν)∂µg2,0(ξ0)g2,0(ξ0)
ω0(ν)

+

4ig1,1(ξ0)g1,1(ξ0)3

ω0(ν)3
− g0,3(ξ0)g0,2(ξ0)2

3ω0(ν)2
−

44ig0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g0,2(ξ0)2

15ω0(ν)3
− 6g2,1(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)2
+

16ig0,2(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)2

5ω0(ν)3
+
ig2,1(ξ0)g3,0(ξ0)

ω0(ν)
+

11ig1,1(ξ0)g4,0(ξ0)
3ω0(ν)

+ g4,1(ξ0) +
35g1,1(ξ0)g2,1(ξ0)g0,2(ξ0)

3ω0(ν)2
−

(5.97)
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2ig2,2(ξ0)g0,2(ξ0)
ω0(ν)

+
3g0,2(ξ0)g3,0(ξ0)g0,2(ξ0)

5ω0(ν)2
+

14g1,1(ξ0)2g0,3(ξ0)
3ω0(ν)2

− ig1,2(ξ0)g0,3(ξ0)
ω0(ν)

−

ig0,2(ξ0)g0,4(ξ0)
5ω0(ν)

+
10g1,1(ξ0)g3,0(ξ0)g1,1(ξ0)

3ω0(ν)2
−

4ig3,1(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)

− 12ig1,1(ξ0)2g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)3

−

5g1,2(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)2

− 6g0,2(ξ0)g0,3(ξ0)g1,1(ξ0)
5ω0(ν)2

−

3ig2,1(ξ0)g1,2(ξ0)
ω0(ν)

− 7g0,2(ξ0)g0,2(ξ0)g1,2(ξ0)
5ω0(ν)2

−

6g1,1(ξ0)g1,1(ξ0)g1,2(ξ0)
ω0(ν)2

− 4ig1,1(ξ0)g1,3(ξ0)
3ω0(ν)

+

2ig0,2(ξ0)g0,2(ξ0)2g2,0(ξ0)
5ω0(ν)3

− g2,1(ξ0)g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)
ω0(ν)2

−

g1,1(ξ0)g0,3(ξ0)g2,0(ξ0)
3ω0(ν)2

+
7ig1,1(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g2,0(ξ0)

3ω0(ν)3
−

4g1,1(ξ0)g0,2(ξ0)g2,1(ξ0)
3ω0(ν)2

+
2iµ2(ν)g3,0(ξ0)∂µγ(ξ0)

ω0(ν)
+

8µ2(ν)g1,1(ξ0)g0,2(ξ0)∂µγ(ξ0)
3ω0(ν)2

− 2µ2(ν)g3,0(ξ0)∂µη(ξ0)
ω0(ν)

+

4iµ2(ν)g1,1(ξ0)g0,2(ξ0)∂µη(ξ0)
ω0(ν)2

− 2iµ2(ν)g0,2(ξ0)∂µg1,1(ξ0)
ω0(ν)

+

2µ2(ν)∂µg3,0(ξ0)−
2iµ2(ν)g1,1(ξ0)∂µg0,2(ξ0)

ω0(ν)
,

H1
5 (ξ0) =

24ig0,2(ξ0)g1,1(ξ0)3

ω0(ν)3
− 12ig2,0(ξ0)2g1,1(ξ0)2

ω0(ν)3
−

24ig1,1(ξ0)2g1,1(ξ0)2

ω0(ν)3
− 8g3,0(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)2
+

12ig2,0(ξ0)g1,1(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)3
+

24g1,2(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)2
−

6ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)3
− 12g2,0(ξ0)g2,1(ξ0)g1,1(ξ0)

ω0(ν)2
+

8ig3,1(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)

+
18g1,2(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)

ω0(ν)2
+

17ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)
2ω0(ν)3

+
31g0,2(ξ0)g0,3(ξ0)g1,1(ξ0)

6ω0(ν)2
+
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12g2,1(ξ0)g1,1(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)2

− 175ig0,2(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g1,1(ξ0)
6ω0(ν)3

+

24ig1,1(ξ0)2g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)3

− 2g3,0(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)2

−

6g2,0(ξ0)g2,1(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)2

− 24g1,1(ξ0)g2,1(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)2

−

6ig2,2(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)

− 2g0,2(ξ0)g3,0(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)2

−

6µ2(ν)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)∂µγ(ξ0)
ω0(ν)2

− 12µ2(ν)g1,1(ξ0)g1,1(ξ0)∂µγ(ξ0)
ω0(ν)2

−

6iµ2(ν)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)∂µη(ξ0)
ω0(ν)2

+
12iµ2(ν)g1,1(ξ0)g1,1(ξ0)∂µη(ξ0)

ω0(ν)2
+

6iµ2(ν)g1,1(ξ0)∂µg2,0(ξ0)
ω0(ν)

− 12iµ2(ν)g1,1(ξ0)∂µg1,1(ξ0)
ω0(ν)

+

16ig0,2(ξ0)g1,1(ξ0)3

ω0(ν)3
− 4ig0,2(ξ0)2g0,2(ξ0)2

9ω0(ν)3
−

24g1,2(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)2
− 12ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)3
−

iω4(ν) +
2ig1,2(ξ0)g3,0(ξ0)

ω0(ν)
− 2g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g3,0(ξ0)

3ω0(ν)2
+

2g3,2(ξ0) +
2ig0,2(ξ0)g4,0(ξ0)

3ω0(ν)
− 2ig1,3(ξ0)g0,2(ξ0)

ω0(ν)
+

g0,3(ξ0)g2,0(ξ0)g0,2(ξ0)
2ω0(ν)2

+
2g0,2(ξ0)g2,1(ξ0)g0,2(ξ0)

ω0(ν)2
−

ig0,3(ξ0)g0,3(ξ0)
2ω0(ν)

+
2ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)2g1,1(ξ0)

ω0(ν)3
+

6g1,2(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)2

− 12ig2,2(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)

+

16g0,2(ξ0)g3,0(ξ0)g1,1(ξ0)
3ω0(ν)2

− 9g0,3(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)
2ω0(ν)2

−

6ig1,2(ξ0)g1,2(ξ0)
ω0(ν)

+
2g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g1,2(ξ0)

ω0(ν)2
−

12g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g1,2(ξ0)
ω0(ν)2

− 4ig0,2(ξ0)g1,3(ξ0)
3ω0(ν)

+

2ig3,1(ξ0)g2,0(ξ0)
ω0(ν)

− ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)
2ω0(ν)3

+

g0,2(ξ0)g0,3(ξ0)g2,0(ξ0)
6ω0(ν)2

+
23ig0,2(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g2,0(ξ0)

6ω0(ν)3
−

(5.98)
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4g0,2(ξ0)g0,2(ξ0)g2,1(ξ0)
3ω0(ν)2

+ µ4(ν)∂µγ(ξ0)+

2µ2(ν)g0,2(ξ0)g0,2(ξ0)∂µγ(ξ0)
3ω0(ν)2

+ iµ4(ν)∂µη(ξ0)+

2iµ2(ν)g0,2(ξ0)g0,2(ξ0)∂µη(ξ0)
ω0(ν)2

− 2iµ2(ν)g0,2(ξ0)∂µg0,2(ξ0)
ω0(ν)

+

6iµ2(ν)g2,0(ξ0)∂µg1,1(ξ0)
ω0(ν)

− 12iµ2(ν)g1,1(ξ0)∂µg1,1(ξ0)
ω0(ν)

+

6µ2(ν)∂µg2,1(ξ0)−
2iµ2(ν)g0,2(ξ0)∂µg0,2(ξ0)

ω0(ν)
+

3µ2(ν)2∂2
µγ(ξ0) + 3iµ2(ν)2∂2

µη(ξ0),

H−1
5 (ξ0) = −46ig2,0(ξ0)g1,1(ξ0)3

ω0(ν)3
+

36ig1,1(ξ0)g1,1(ξ0)3

ω0(ν)3
−

54g2,1(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)2
+

215ig0,2(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)2

6ω0(ν)3
−

27ig2,0(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)3
+

18ig1,1(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)3
−

12g2,1(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)2
− 24µ2(ν)g1,1(ξ0)2∂µγ(ξ0)

ω0(ν)2
−

24iµ2(ν)g1,1(ξ0)2∂µη(ξ0)
ω0(ν)2

− 37ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)2g1,1(ξ0)
6ω0(ν)3

−

60ig0,2(ξ0)g1,1(ξ0)2g1,1(ξ0)
ω0(ν)3

+
ig2,0(ξ0)g2,0(ξ0)2g1,1(ξ0)

ω0(ν)3
+

6ig1,1(ξ0)g2,0(ξ0)2g1,1(ξ0)
ω0(ν)3

− 15g1,2(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)2

+

18ig2,2(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)

− 13g0,2(ξ0)g3,0(ξ0)g1,1(ξ0)
2ω0(ν)2

+

43g0,3(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)
6ω0(ν)2

+
54g1,2(ξ0)g1,1(ξ0)g1,1(ξ0)

ω0(ν)2
+

100ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)g1,1(ξ0)
3ω0(ν)3

+
27g0,2(ξ0)g1,2(ξ0)g1,1(ξ0)

ω0(ν)2
−

39g2,1(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)2

+
13ig0,2(ξ0)g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)

6ω0(ν)3
−

12g2,0(ξ0)g2,1(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)2

+
g2,0(ξ0)g3,0(ξ0)g1,1(ξ0)

3ω0(ν)2
+

10g1,1(ξ0)g3,0(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)2

+
4ig3,1(ξ0)g1,1(ξ0)

ω0(ν)
−

24µ2(ν)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)∂µγ(ξ0)
ω0(ν)2

− 12iµ2(ν)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)∂µη(ξ0)
ω0(ν)2

+
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24iµ2(ν)g1,1(ξ0)∂µg1,1(ξ0)
ω0(ν)

+
6iµ2(ν)g1,1(ξ0)∂µg2,0(ξ0)

ω0(ν)
+

g0,3(ξ0)g2,0(ξ0)2

6ω0(ν)2
− 18g0,3(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)2
−

3g2,1(ξ0)g2,0(ξ0)2

ω0(ν)2
− 2ig1,3(ξ0)g2,0(ξ0)

3ω0(ν)
+

9ig1,2(ξ0)g2,1(ξ0)
ω0(ν)

− 11g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g2,1(ξ0)
3ω0(ν)2

+

2g2,3(ξ0) +
ig0,3(ξ0)g3,0(ξ0)

2ω0(ν)
+

2ig0,2(ξ0)g3,1(ξ0)
ω0(ν)

−

2ig0,4(ξ0)g0,2(ξ0)
3ω0(ν)

+
23g0,2(ξ0)g1,2(ξ0)g0,2(ξ0)

3ω0(ν)2
+

7ig0,2(ξ0)2g2,0(ξ0)g0,2(ξ0)
9ω0(ν)3

+
2g0,2(ξ0)2g0,3(ξ0)

ω0(ν)2
−

12ig1,3(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)

+
g0,3(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)

ω0(ν)2
+

21g0,2(ξ0)g2,1(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)2

− 43ig0,2(ξ0)2g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)
3ω0(ν)3

−

3ig0,3(ξ0)g1,2(ξ0)
ω0(ν)

+
ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)2g2,0(ξ0)

2ω0(ν)3
+

18ig0,2(ξ0)g1,1(ξ0)2g2,0(ξ0)
ω0(ν)3

+
2g1,2(ξ0)g2,0(ξ0)g2,0(ξ0)

ω0(ν)2
+

6ig2,2(ξ0)g2,0(ξ0)
ω0(ν)

− 3g0,2(ξ0)g3,0(ξ0)g2,0(ξ0)
2ω0(ν)2

+

g0,3(ξ0)g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)
ω0(ν)2

+
12g1,2(ξ0)g1,1(ξ0)g2,0(ξ0)

ω0(ν)2
+

ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)g2,0(ξ0)
ω0(ν)3

+
3g0,2(ξ0)g1,2(ξ0)g2,0(ξ0)

ω0(ν)2
−

6g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g2,1(ξ0)
ω0(ν)2

− 24g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g2,1(ξ0)
ω0(ν)2

−

6ig0,2(ξ0)g2,2(ξ0)
ω0(ν)

+
ig2,1(ξ0)g3,0(ξ0)

ω0(ν)
−

5g0,2(ξ0)g0,2(ξ0)g3,0(ξ0)
3ω0(ν)2

+
6iµ2(ν)g1,2(ξ0)∂µγ(ξ0)

ω0(ν)
−

4µ2(ν)g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)∂µγ(ξ0)
ω0(ν)2

− 6µ2(ν)g1,2(ξ0)∂µη(ξ0)
ω0(ν)

−

4iµ2(ν)g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)∂µη(ξ0)
ω0(ν)2

+
24iµ2(ν)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)∂µη(ξ0)

ω0(ν)2
+

2iµ2(ν)g2,0(ξ0)∂µg0,2(ξ0)
ω0(ν)

− 12iµ2(ν)g1,1(ξ0)∂µg0,2(ξ0)
ω0(ν)

+

(5.99)
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6iµ2(ν)g2,0(ξ0)∂µg1,1(ξ0)
ω0(ν)

+ 6µ2(ν)∂µg1,2(ξ0)+

2iµ2(ν)g0,2(ξ0)∂µg2,0(ξ0)
ω0(ν)

− 12iµ2(ν)g0,2(ξ0)∂µg1,1(ξ0)
ω0(ν)

,

H−3
5 ξ0) = −4ig1,1(ξ0)4

ω0(ν)3
− 12ig2,0(ξ0)g1,1(ξ0)3

ω0(ν)3
− 11ig2,0(ξ0)2g1,1(ξ0)2

ω0(ν)3
−

12g1,2(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)2
− 251ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)2

30ω0(ν)3
−

3ig0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)3
− 8g3,0(ξ0)g1,1(ξ0)2

3ω0(ν)2
−

3ig2,0(ξ0)3g1,1(ξ0)
ω0(ν)3

+
16ig1,3(ξ0)g1,1(ξ0)

3ω0(ν)
−

91g0,3(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)
30ω0(ν)2

− 55g0,2(ξ0)g2,1(ξ0)g1,1(ξ0)
6ω0(ν)2

−

25ig0,2(ξ0)2g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)
6ω0(ν)3

+
23g0,3(ξ0)g1,1(ξ0)g1,1(ξ0)

3ω0(ν)2
−

22g1,2(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)2

− 47ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)
2ω0(ν)3

+

77ig0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)
3ω0(ν)3

− 38g0,2(ξ0)g2,1(ξ0)g1,1(ξ0)
3ω0(ν)2

−

8g2,0(ξ0)g3,0(ξ0)g1,1(ξ0)
3ω0(ν)2

+
ig4,0(ξ0)g1,1(ξ0)

3ω0(ν)
−

4µ2(ν)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)∂µγ(ξ0)
ω0(ν)2

− 4iµ2(ν)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)∂µη(ξ0)
ω0(ν)2

+

2iµ2(ν)g1,1(ξ0)∂µg0,2(ξ0)
ω0(ν)

+
3ig1,2(ξ0)2

ω0(ν)
− 2ig0,2(ξ0)2g2,0(ξ0)2

5ω0(ν)3
+

16ig0,2(ξ0)2g1,1(ξ0)2

ω0(ν)3
− 9g1,2(ξ0)g2,0(ξ0)2

ω0(ν)2
−

9ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g2,0(ξ0)2

5ω0(ν)3
+

12ig0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g2,0(ξ0)2

ω0(ν)3
+

g1,4(ξ0) +
ig0,4(ξ0)g2,0(ξ0)

5ω0(ν)
− 12g0,2(ξ0)g1,2(ξ0)g2,0(ξ0)

5ω0(ν)2
+

5ig0,3(ξ0)g2,1(ξ0)
2ω0(ν)

+
2ig0,2(ξ0)g2,2(ξ0)

ω0(ν)
− g0,2(ξ0)2g3,0(ξ0)

3ω0(ν)2
−

g0,2(ξ0)g0,3(ξ0)g0,2(ξ0)
2ω0(ν)2

− 4ig0,4(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)

+

2g0,2(ξ0)g1,2(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)2

− 2ig0,2(ξ0)2g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)
5ω0(ν)3

−

(5.100)
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4g0,2(ξ0)2g1,2(ξ0)
ω0(ν)2

+
6ig1,3(ξ0)g2,0(ξ0)

ω0(ν)
−

6g0,3(ξ0)g2,0(ξ0)g2,0(ξ0)
5ω0(ν)2

− 43g0,2(ξ0)g2,1(ξ0)g2,0(ξ0)
2ω0(ν)2

+

5ig0,2(ξ0)2g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)
2ω0(ν)3

+
12g0,3(ξ0)g1,1(ξ0)g2,0(ξ0)

ω0(ν)2
−

12g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g2,1(ξ0)
ω0(ν)2

+
2ig1,2(ξ0)g3,0(ξ0)

ω0(ν)
−

2g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g3,0(ξ0)
5ω0(ν)2

+
12g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g3,0(ξ0)

ω0(ν)2
+

4ig0,2(ξ0)g3,1(ξ0)
ω0(ν)

+
2iµ2(ν)g0,3(ξ0)∂µγ(ξ0)

ω0(ν)
−

24µ2(ν)g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)∂µγ(ξ0)
ω0(ν)2

− 2µ2(ν)g0,3(ξ0)∂µη(ξ0)
ω0(ν)

−

12iµ2(ν)g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)∂µη(ξ0)
ω0(ν)2

+
6iµ2(ν)g2,0(ξ0)∂µg0,2(ξ0)

ω0(ν)
+

2µ2(ν)∂µg0,3(ξ0) +
2iµ2(ν)g0,2(ξ0)∂µg1,1(ξ0)

ω0(ν)
+

6iµ2(ν)g0,2(ξ0)∂µg2,0(ξ0)
ω0(ν)

,

H−5
5 (ξ0) = −ig0,2(ξ0)g0,2(ξ0)3

9ω0(ν)3
− 7ig1,1(ξ0)g2,0(ξ0)g0,2(ξ0)2

30ω0(ν)3
−

g2,1(ξ0)g0,2(ξ0)2

3ω0(ν)2
− 16ig1,1(ξ0)g1,1(ξ0)g0,2(ξ0)2

15ω0(ν)3
−

ig2,0(ξ0)g2,0(ξ0)g0,2(ξ0)2

2ω0(ν)3
− 10ig1,1(ξ0)g2,0(ξ0)g0,2(ξ0)2

3ω0(ν)3
−

2g2,1(ξ0)g0,2(ξ0)2

3ω0(ν)2
− ig1,1(ξ0)3g0,2(ξ0)

5ω0(ν)3
−

6ig2,0(ξ0)3g0,2(ξ0)
ω0(ν)3

− 43ig1,1(ξ0)g2,0(ξ0)2g0,2(ξ0)
10ω0(ν)3

−

9g1,1(ξ0)g1,2(ξ0)g0,2(ξ0)
10ω0(ν)2

+
2ig1,3(ξ0)g0,2(ξ0)

3ω0(ν)
−

g0,3(ξ0)g2,0(ξ0)g0,2(ξ0)
6ω0(ν)2

− 4g0,3(ξ0)g1,1(ξ0)g0,2(ξ0)
3ω0(ν)2

−

3ig1,1(ξ0)2g2,0(ξ0)g0,2(ξ0)
2ω0(ν)3

− 7g1,2(ξ0)g2,0(ξ0)g0,2(ξ0)
2ω0(ν)2

−

11g1,1(ξ0)g3,0(ξ0)g0,2(ξ0)
15ω0(ν)2

− 11g2,0(ξ0)g3,0(ξ0)g0,2(ξ0)
3ω0(ν)2

+

ig4,0(ξ0)g0,2(ξ0)
3ω0(ν)

− g0,3(ξ0)g1,1(ξ0)2

5ω0(ν)2
−

(5.101)
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6g0,3(ξ0)g2,0(ξ0)2

ω0(ν)2
+

1
5
g0,5(ξ0) +

ig0,4(ξ0)g1,1(ξ0)
5ω0(ν)

+

ig0,3(ξ0)g1,2(ξ0)
2ω0(ν)

+
2ig0,4(ξ0)g2,0(ξ0)

ω0(ν)
−

17g0,3(ξ0)g1,1(ξ0)g2,0(ξ0)
10ω0(ν)2

+
ig0,3(ξ0)g3,0(ξ0)

ω0(ν)
.

Do coeficiente H1
5 , segue que

[H5] = µ4(ν)(∂µγ(ξ0) + i∂µη(ξ0))− iω4(ν) + 2G3,2(ξ0) + 6µ2(ν)∂µG2,1(ξ0)+

3µ2(ν)2(∂2
µγ(ξ0) + i∂2

µη(ξ0)) = 0,
(5.102)

com

∂µG2,1(ξ0) =
3g1,1(ξ0)g2,0(ξ0)∂µγ(ξ0)

ω0(ν)2
+
g0,2(ξ0)g0,2(ξ0)∂µγ(ξ0)

9ω0(ν)2
+

2g1,1(ξ0)g1,1(ξ0)∂µγ(ξ0)
ω0(ν)2

− ig1,1(ξ0)g2,0(ξ0)∂µη(ξ0)
ω0(ν)2

+

ig0,2(ξ0)g0,2(ξ0)∂µη(ξ0)
3ω0(ν)2

+
2ig1,1(ξ0)g1,1(ξ0)∂µη(ξ0)

ω0(ν)2
−

ig0,2(ξ0)∂µg0,2(ξ0)
3ω0(ν)

+
ig2,0(ξ0)∂µg1,1(ξ0)

ω0(ν)
−

2ig1,1(ξ0)∂µg1,1(ξ0)
ω0(ν)

+
ig1,1(ξ0)∂µg2,0(ξ0)

ω0(ν)
+ ∂µg2,1(ξ0)−

ig0,2(ξ0)∂µg0,2(ξ0)
3ω0(ν)

− 2ig1,1(ξ0)∂µg1,1(ξ0)
ω0(ν)

(5.103)

e

G3,2(ξ0) =
12ig0,2(ξ0)g1,1(ξ0)3

ω0(ν)3
− 12ig1,1(ξ0)2g1,1(ξ0)2

ω0(ν)3
−

4g3,0(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)2
+

12ig2,0(ξ0)g1,1(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)3
+

12g1,2(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)2
− 3ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)3
+

4ig3,1(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)

+
9g1,2(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)

ω0(ν)2
+

17ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)
4ω0(ν)3

+
31g0,2(ξ0)g0,3(ξ0)g1,1(ξ0)

12ω0(ν)2
+

(5.104)
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12g2,1(ξ0)g1,1(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)2

− 175ig0,2(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g1,1(ξ0)
12ω0(ν)3

+

6ig1,1(ξ0)2g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)3

− g3,0(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)2

−

6ig2,0(ξ0)g1,1(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)3

+
3g2,0(ξ0)g2,1(ξ0)g1,1(ξ0)

ω0(ν)2
−

6g1,1(ξ0)g2,1(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)2

− 3ig2,2(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)

−

g0,2(ξ0)g3,0(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)2

+
8ig0,2(ξ0)g1,1(ξ0)3

ω0(ν)3
−

2ig0,2(ξ0)2g0,2(ξ0)2

9ω0(ν)3
− 12g1,2(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)2
−

6ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)2

ω0(ν)3
+
ig1,2(ξ0)g3,0(ξ0)

ω0(ν)
−

g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g3,0(ξ0)
3ω0(ν)2

+ g3,2(ξ0) +
ig0,2(ξ0)g4,0(ξ0)

3ω0(ν)
−

ig1,3(ξ0)g0,2(ξ0)
ω0(ν)

+
g0,3(ξ0)g2,0(ξ0)g0,2(ξ0)

4ω0(ν)2
+

g0,2(ξ0)g2,1(ξ0)g0,2(ξ0)
ω0(ν)2

− ig0,3(ξ0)g0,3(ξ0)
4ω0(ν)

+

ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)2g1,1(ξ0)
ω0(ν)3

+
3g1,2(ξ0)g2,0(ξ0)g1,1(ξ0)

ω0(ν)2
−

6ig2,2(ξ0)g1,1(ξ0)
ω0(ν)

+
8g0,2(ξ0)g3,0(ξ0)g1,1(ξ0)

3ω0(ν)2
−

9g0,3(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)
4ω0(ν)2

− 3ig1,2(ξ0)g1,2(ξ0)
ω0(ν)

+

g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g1,2(ξ0)
ω0(ν)2

− 6g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g1,2(ξ0)
ω0(ν)2

−

2ig0,2(ξ0)g1,3(ξ0)
3ω0(ν)

+
ig3,1(ξ0)g2,0(ξ0)

ω0(ν)
−

ig0,2(ξ0)g2,0(ξ0)g0,2(ξ0)g2,0(ξ0)
4ω0(ν)3

+
g0,2(ξ0)g0,3(ξ0)g2,0(ξ0)

12ω0(ν)2
+

23ig0,2(ξ0)g0,2(ξ0)g1,1(ξ0)g2,0(ξ0)
12ω0(ν)3

− 2g0,2(ξ0)g0,2(ξ0)g2,1(ξ0)
3ω0(ν)2

.

Portanto,

µ4(ν) = −2Re(G3,2(ξ0)) + 6µ2(ν)Re(∂µG2,1(ξ0)) + 3µ2(ν)2∂2
µγ(ξ0)

∂µγ(ξ0)
, (5.105)

ω4(ν) = 2Im(G3,2(ξ0)) + µ4(ν)∂µη(ξ0) + 6µ2(ν)Im(∂µG2,1(ξ0))+

3µ2(ν)2∂2
µη(ξ0).

(5.106)



101

Escrevendo o coeficiente G3,2(ξ0) de maneira conveniente, a expressão (5.104) é exata-

mente aquela exibida em [15].

Definição 5.2.2. O número real

l2(ξ0) =
1
12

Re(G3,2(ξ0)), (5.107)

com G3,2(ξ0) dado em (5.104), é chamado segundo coeficiente de Lyapunov.

A função (s, ν) 7→ w5(s, ν) não será exibida aqui, por ser uma expressão longa e

porque não será necessária neste trabalho. Em muitos resultados obtidos nesta seção

e, particularmente em (5.103), aparecem as expressões ∂µγ(ξ0), ∂µη(ξ0), ∂2
µγ(ξ0), ∂2

µη(ξ0),

∂µg2,0(ξ0), ∂µg1,1(ξ0), ∂µg0,2(ξ0) e ∂µg2,1(ξ0). Estas grandezas são calculadas de acordo com

as Proposições 5.2.3 e 5.2.4.

Proposição 5.2.3. Considere a equação diferencial (5.12) com um ponto de equilíbrio

0 ∈ W , tal que a parte linear da aplicação (x, ξ) 7→ f(x, ξ), calculada em (0, ξ0), A(ξ0) =

Df(0, ξ0), possui autovalores λ e λ, com λ(ξ0) = γ(ξ0) + iη(ξ0), γ(ξ0) = 0 e η(ξ0) =

ω0(ν) > 0. Sejam ainda o autovetor q(ξ) ∈ ℂ
2 associado ao autovalor λ(ξ) e o autovetor

adjunto p(ξ) ∈ ℂ
2 associado ao autovalor λ(ξ), satisfazendo

A(ξ)q(ξ) = λ(ξ)q(ξ), (5.108)

A(ξ)Tp(ξ) = λ(ξ)p(ξ), (5.109)

〈p(ξ), q(ξ)〉 = 1. (5.110)

Então,

a) O vetor ∂µq(ξ0) ∈ ℂ
2 é solução do sistema de dimensão 3



iω0(ν)I2 − A(ξ0) q(ξ0)

p(ξ0) 0






∂µq(ξ0)

s


 =



R2(ξ0)

0


 , (5.111)

com a condição 〈p(ξ0), ∂µq(ξ0)〉 = 0, sendo

R2(ξ0) = (∂µA(ξ0)− ∂µλ(ξ0)I2)q(ξ0). (5.112)

b) O vetor ∂µp(ξ0) ∈ ℂ
2 é solução do sistema de dimensão 3



−(iω0(ν)I2 + AT (ξ0)) p(ξ0)

q(ξ0) 0






∂µp(ξ0)

s


 =



R2(ξ0)

0


 , (5.113)

com a condição 〈q(ξ0), ∂µp(ξ0)〉 = 0, sendo

R2(ξ0) = (∂µAT (ξ0)− ∂µλ(ξ0)I2)p(ξ0). (5.114)
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c) A derivada parcial em relação a µ e calculada em ξ0 da parte real do autovalor λ(ξ) é

dada por

∂µγ(ξ0) = Re (〈p(ξ0), ∂µA(ξ0)q(ξ0)〉) . (5.115)

d) A derivada parcial em relação a µ e calculada em ξ0 da parte imaginária do autovalor

λ(ξ) é dada por

∂µη(ξ0) = Im (〈p(ξ0), ∂µA(ξ0)q(ξ0)〉) . (5.116)

e) A derivada parcial segunda em relação a µ e calculada em ξ0 da parte real do autovalor

λ(ξ) é dada por

∂2
µγ(ξ0) = Re

(
〈p(ξ0), ∂2

µA(ξ0)q(ξ0) + 2(∂µA(ξ0)− ∂µλ(ξ0)I2)∂µq(ξ0)〉
)
. (5.117)

f) A derivada parcial segunda em relação a µ e calculada em ξ0 da parte imaginária do

autovalor λ(ξ) é dada por

∂2
µη(ξ0) = Im

(
〈p(ξ0), ∂2

µA(ξ0)q(ξ0) + 2(∂µA(ξ0)− ∂µλ(ξ0)I2)∂µq(ξ0)〉
)
. (5.118)

Demonstração. Diferenciando (5.108) em relação ao parâmetro µ e calculando em ξ = ξ0

segue que

∂µA(ξ0)q(ξ0) + A(ξ0)∂µq(ξ0) = ∂µλ(ξ0)q(ξ0) + λ(ξ0)∂µq(ξ0) (5.119)

e empregando as hipóteses, a equação anterior é reescrita como

(iω0(ν)I2 − A(ξ0))∂µq(ξ0) = (∂µA(ξ0)− ∂µλ(ξ0))q(ξ0). (5.120)

Tomando o produto interno de p(ξ0) ∈ ℂ
n em ambos os membros da equação anterior e

utilizando (5.110), resulta que

0 = 〈p(ξ0), (iω0(ν)I2 − A(ξ0))∂µq(ξ0)〉 = 〈p(ξ0), ∂µA(ξ0)q(ξ0)〉 − ∂µλ(ξ0). (5.121)

Os itens (a), (c) e (d) seguem da equação anterior, da alternativa Fredholm (ver [15]) e dos

resultados de [30]. A demonstração do item (b) é igual a anterior, ou seja, basta diferenciar

(5.109) em relação ao parâmetro µ e calcular em ξ = ξ0. A demonstração dos itens (e)

e (f) consiste em computar a derivada segunda de (5.108) em relação ao parâmetro µ,

calculada em ξ = ξ0 e empregar a alternativa Fredholm.

■
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Proposição 5.2.4. Sejam os coeficientes da série de Taylor formal da aplicação (z, z, ξ) 7→
g(z, z, ξ),

g2,0(ξ) = 〈p(ξ), B(q(ξ), q(ξ), ξ)〉,
g1,1(ξ) = 〈p(ξ), B(q(ξ), q(ξ), ξ)〉,
g0,2(ξ) = 〈p(ξ), B(q(ξ), q(ξ), ξ)〉,
g2,1(ξ) = 〈p(ξ), C(q(ξ), q(ξ), q(ξ), ξ)〉.

(5.122)

Então,

a) A derivada parcial em relação a µ do coeficiente g2,0(ξ), calculada em ξ = ξ0, é dada

por

∂µg2,0(ξ0) = 〈∂µp(ξ0), B(q(ξ0), q(ξ0), ξ0)〉+

〈p(ξ0), 2B(q(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0) + ∂µB(q(ξ0), q(ξ0), ξ0)〉.
(5.123)

b) A derivada parcial em relação a µ do coeficiente g1,1(ξ), calculada em ξ = ξ0, é dada

por

∂µg1,1(ξ0) = 〈∂µp(ξ0), B(q(ξ0), q(ξ0), ξ0)〉+

〈p(ξ0), B(∂µq(ξ0), q(ξ0), ξ0) +B(q(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0)+

∂µB(q(ξ0), q(ξ0), ξ0)〉.

(5.124)

b) A derivada parcial em relação a µ do coeficiente g0,2(ξ), calculada em ξ = ξ0, é dada

por

∂µg0,2(ξ0) = 〈∂µp(ξ0), B(q(ξ0), q(ξ0), ξ0)〉+

〈p(ξ0), 2B(q(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0) + ∂µB(q(ξ0), q(ξ0), ξ0)〉.
(5.125)

d) A derivada parcial em relação a µ do coeficiente g2,1(ξ), calculada em ξ = ξ0, é dada

por

∂µg2,1(ξ0) = 〈∂µp(ξ0), C(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)〉+

〈p(ξ0), 2C(q(ξ0), ∂µq(ξ0), q(ξ0), ξ0)+

C(q(ξ0), q(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0)+

∂µC(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)〉.

(5.126)
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Demonstração. Observando como as funções multilineares simétricas são definidas, a

demonstração dos itens (a) a (d) consiste em diferenciar cada uma das expressões em

(5.122) em relação ao parâmetro µ e calcular em ξ = ξ0.

■

Mediante simples comparação, fica clara a relação entre os resultados desta seção com

aqueles da seção 4.1. Os coeficientes µi(ν) e ωi(ν), i = 1, . . . , 4, na notação utilizada,

coincidem com os coeficientes da seção 3.2, obtidos para a forma normal de Poincaré–

Hopf. Contudo, os resultados desta seção são mais gerais, pois permitem computar os

coeficientes µi(ν) e ωi(ν), i = 1, . . . , 4, para equações diferenciais arbitrárias em ℝ
2, em

termos da expansão em série de Taylor da aplicação associada à equação diferencial e de

certos autovalores e autovetores.

A teoria, exibida até este ponto, aproxima órbitas periódicas da equação diferencial

complexa (5.25). Nas hipóteses da bifurcação de Hopf, se (ω(ǫ, ν)t, ǫ, ν) 7→ w(ω(ǫ, ν)t, ǫ, ν)

é uma órbita periódica de (5.25), então (ω(ǫ, ν)t, ǫ, ν) 7→ u(ω(ǫ, ν)t, ǫ, ν) é a órbita perió-

dica associada com a equação diferencial (5.12), com

u(ω(ǫ, ν)t, ǫ, ν) = w(ω(ǫ, ν)t, ǫ, ν)q(φ(ǫ, ν), ν) + w(ω(ǫ, ν)t, ǫ, ν)q(φ(ǫ, ν), ν) (5.127)

ou, em uma forma mais simples,

u(s, ǫ, ν) = w(s, ǫ, ν)q(φ(ǫ, ν), ν) + w(s, ǫ, ν)q(φ(ǫ, ν), ν). (5.128)

A órbita periódica (s, ǫ, ν) 7→ u(s, ǫ, ν) possui série de Taylor formal na variável ǫ e em

torno da origem, da forma

u(s, ǫ, ν) =
∞∑

k=1

1
k!
uk(s, ν)ǫk (5.129)

e a teoria desenvolvida anteriormente e a expansão em série de Taylor na variável ǫ e em

torno da origem de (5.128), permitem concluir que

u1(s, ν) = q(ξ0)w1(s, ν) + q(ξ0)w1(s, ν), (5.130)

u2(s, ν) = q(ξ0)w2(s, ν) + q(ξ0)w2(s, ν), (5.131)

u3(s, ν) = q(ξ0)w3(s, ν) + q(ξ0)w3(s, ν)+

3µ2(ν)(w1(s, ν)∂µq(ξ0) + w1(s, ν)∂µq(ξ0)),
(5.132)
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u4(s, ν) = q(ξ0)w4(s, ν) + q(ξ0)w4(s, ν)+

6µ2(ν)(w2(s, ν)∂µq(ξ0) + w2(s, ν)∂µq(ξ0)).
(5.133)

De acordo com a teoria de Floquet (ver [8]), a estabilidade de uma órbita periódica

pode ser decidida através do expoente característico que, neste contexto e para equações

diferenciais em ℝ
2 é uma função (ǫ, ν) 7→ χ(ǫ, ν) tal que

χ(ǫ, ν) =
1

T (ǫ, ν)

∫ T (ǫ,ν)

0
Tr(M(ω(ǫ, ν)t, ǫ, ν))dt, (5.134)

com M(ω(ǫ, ν)t, ǫ, ν) := Df(u(ω(ǫ, ν)t, ǫ, ν), φ(ǫ, ν), ν). A próxima proposição fornece

uma maneira mais simples de computar (5.134), em termos da aplicação (z, z, ξ) 7→
g(z, z, ξ).

Proposição 5.2.5. Através da mudança no tempo s = ω(ǫ, ν)t, o expoente característico

associado à equação diferencial z′ = g(z, z, ξ) é da forma

χ(ǫ, ν) =
1

2π

∫ 2π

0
H(s, ǫ, ν)ds, (5.135)

com

H(s, ǫ, ν) =
∂

∂w
g(w(s, ǫ, ν),w(s, ǫ, ν), φ(ǫ, ν), ν)+

∂

∂w
g(w(s, ǫ, ν),w(s, ǫ, ν), φ(ǫ, ν), ν).

(5.136)

Demonstração. Pela Proposição 5.2.1, a equação diferencial (5.12) pode ser escrita

como z′ = g(z, z, ξ), com (z, z, ξ) 7→ g(z, z, ξ) = g1(z1, z2, ξ) + ig2(z1, z2, ξ),

g1(w1, w2, ξ) =
1
2

(g(w,w, ξ) + g(w,w, ξ)) , (5.137)

g2(w1, w2, ξ) = − i
2

(g(w,w, ξ)− g(w,w, ξ)) , (5.138)

e z = z1 + iz2. Logo, através das mudanças z(t) = w(s, ǫ, ν) e s = ω(ǫ, ν)t, o expoente

característico (5.134) pode ser reescrito como

χ(ǫ, ν) =
1

2π

∫ 2π

0

(
∂

∂w1

g1(w1, w2, ξ) +
∂

∂w2

g2(w1, w2, ξ)

)
ds, (5.139)

sendo

∂

∂w1

g1(w1, w2, ξ) =
1
2

(
∂

∂w
g(w,w, ξ)

∂w

∂w1

+
∂

∂w
g(w,w, ξ)

∂w

∂w1

)
+

1
2

(
∂

∂w
g(w,w, ξ)

∂w

∂w1

+
∂

∂w
g(w,w, ξ)

∂w

∂w1

) (5.140)
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e

∂

∂w2

g2(w1, w2, ξ) = − i
2

(
∂

∂w
g(w,w, ξ)

∂w

∂w2

+
∂

∂w
g(w,w, ξ)

∂w

∂w2

)
+

i

2

(
∂

∂w
g(w,w, ξ)

∂w

∂w2

+
∂

∂w
g(w,w, ξ)

∂w

∂w2

)
.

(5.141)

Adicionando as equações (5.140) e (5.141) e levando em conta que w = w1 + iw2, resulta

que

∂

∂w1

g1(w1, w2, ξ) +
∂

∂w2

g2(w1, w2, ξ) =
∂

∂w
g(w,w, ξ) +

∂

∂w
g(w,w, ξ). (5.142)

Portanto, H(s, ǫ, ν) = K(w,w, ξ), com

K(w,w, ξ) :=
∂

∂w
g(w,w, ξ) +

∂

∂w
g(w,w, ξ). (5.143)

■

Escrevendo a série de Taylor formal na variável ǫ da função (ǫ, ν) 7→ χ(ǫ, ν),

χ(ǫ, ν) =
∞∑

k=1

1
k!
χk(ν)ǫk, (5.144)

a teoria de aproximação de órbitas periódicas, desenvolvida nesta seção, e o lema anterior

permitem obter os termos da seqüência {χk(ν)}k∈ℕ. Para k = 1, . . . , 4, o próximo teorema

fornece estes termos.

Teorema 5.2.2. Seja

χ(ǫ, ν) =
∞∑

k=1

1
k!
χk(ν)ǫk, (5.145)

a série de Taylor formal do expoente característico (ǫ, ν) 7→ χ(ǫ, ν) associado à equação

diferencial z′ = g(z, z, ξ). Então,

χ1(ν) = 0,

χ2(ν) = 2Re(G2,1(ξ0)),

χ3(ν) = 0,

χ4(ν) = 8Re(G3,2(ξ0)) + 12µ2(ν)Re(∂µG2,1(ξ0)),

χ5(ν) = 0,

(5.146)

com G2,1(ξ0), ∂µG2,1(ξ0) e G3,2(ξ0) dados em (5.70), (5.103) e (5.104), respectivamente.
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Demonstração. De (5.29) e (5.30),

∂

∂w
g(w,w, ξ) = λ(ξ) +

∞∑

k=2

k∑

j=0

k − j
(k − j)!j!gk−j,j(ξ)w

k−j−1wj, (5.147)

∂

∂w
g(w,w, ξ) = λ(ξ) +

∞∑

k=2

k∑

j=0

k − j
(k − j)!j!gk−j,j(ξ)w

k−j−1wj. (5.148)

Logo, formalmente, a aplicação (w,w, ξ) 7→ K(w,w, ξ) possui série de Taylor

K(w,w, ξ) = λ(ξ) + λ(ξ) +
∞∑

k=2

k∑

j=0

k − j
(k − j)!j! (gk−j,j(ξ) + gk−j,j(ξ))w

k−j−1wj. (5.149)

Fazendo a expansão em série de Taylor da aplicação

(s, ǫ, ν) 7→ H(s, ǫ, ν) = K(w(s, ǫ, ν), w(s, ǫ, ν), φ(ǫ, ν), ν), (5.150)

em torno de ǫ = 0 e até as termos de ordem 4 e levando em conta que µ1(ν) = µ3(ν) = 0,

resulta que

H(s, ǫ, ν) = H1(s, ν)ǫ+
1
2
H2(s, ν)ǫ2 +

1
6
H3(s, ν)ǫ3 +

1
24
H4(s, ν)ǫ4 +OH(s, ǫ5, |ν|), (5.151)

com

H1(s, ν) = w1(s, ν)g1,1(ξ0) + w1(s, ν)g2,0(ξ0) + w1(s, ν)g1,1(ξ0)+

w1(s, ν)g2,0(ξ0),
(5.152)

H2(s, ν) = w1(s, ν)2g3,0(ξ0) + w1(s, ν)2g1,2(ξ0) + 2w1(s, ν)w1(s, ν)g2,1(ξ0)+

2w1(s, ν)w1(s, ν)g2,1(ξ0) + w2(s, ν)g1,1(ξ0) + w1(s, ν)2g1,2(ξ0)+

w2(s, ν)g2,0(ξ0) + w2(s, ν)g1,1(ξ0) + w2(s, ν)g2,0(ξ0)+

w1(s, ν)2g3,0(ξ0) + 2µ2(ν)∂µγ(ξ0),

(5.153)

H3(s, ν) = w1(s, ν)3g4,0(ξ0) + w1(s, ν)3g1,3(ξ0) + 3w1(s, ν)2w1(s, ν)g3,1(ξ0)+

3w1(s, ν)2w1(s, ν)g2,2(ξ0) + 3w1(s, ν)w2(s, ν)g2,1(ξ0)+

3w1(s, ν)w1(s, ν)2g2,2(ξ0) + 3w1(s, ν)w2(s, ν)g3,0(ξ0)+

3w1(s, ν)w2(s, ν)g1,2(ξ0) + 3w1(s, ν)w2(s, ν)g2,1(ξ0)+

3w1(s, ν)w1(s, ν)2g3,1(ξ0) + 3µ2(ν)w1(s, ν)∂µg2,0(ξ0)+
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3µ2(ν)∂µg1,1(ξ0)w1(s, ν) + w3(s, ν)g1,1(ξ0)+

3w1(s, ν)w2(s, ν)g1,2(ξ0) + w1(s, ν)3g1,3(ξ0) + w3(s, ν)g2,0(ξ0)+

3w2(s, ν)w1(s, ν)g2,1(ξ0) + w3(s, ν)g1,1(ξ0) + w3(s, ν)g2,0(ξ0)+

3w2(s, ν)w1(s, ν)g2,1(ξ0) + 3w1(s, ν)w2(s, ν)g3,0(ξ0)+

w1(s, ν)3g4,0(ξ0) + 3µ2(ν)w1(s, ν)∂µg1,1(ξ0)+

3µ2(ν)w1(s, ν)∂µg2,0(ξ0),

(5.154)

H4(s, ν) = w1(s, ν)4g5,0(ξ0) + w1(s, ν)4g1,4(ξ0) + 4w1(s, ν)3w1(s, ν)g4,1(ξ0)+

4w1(s, ν)3w1(s, ν)g2,3(ξ0) + 6w1(s, ν)2w2(s, ν)g3,1(ξ0)+

6w1(s, ν)2w1(s, ν)2g3,2(ξ0) + 6w1(s, ν)2w2(s, ν)g4,0(ξ0)+

6w1(s, ν)2w2(s, ν)g1,3(ξ0) + 6w1(s, ν)2w2(s, ν)g2,2(ξ0)+

6w1(s, ν)2w1(s, ν)2g3,2(ξ0) + 6µ2(ν)w1(s, ν)2∂µg3,0(ξ0)+

6µ2(ν)w1(s, ν)2∂µg1,2(ξ0) + 4w1(s, ν)w3(s, ν)g2,1(ξ0)+

12w1(s, ν)w1(s, ν)w2(s, ν)g2,2(ξ0) + 4w1(s, ν)w1(s, ν)3g2,3(ξ0)+

4w1(s, ν)w3(s, ν)g3,0(ξ0) + 12w1(s, ν)w1(s, ν)w2(s, ν)g3,1(ξ0)+

4w1(s, ν)w3(s, ν)g1,2(ξ0) + 4w1(s, ν)w3(s, ν)g2,1(ξ0)+

12w1(s, ν)w1(s, ν)w2(s, ν)g2,2(ξ0)+

12w1(s, ν)w1(s, ν)w2(s, ν)g3,1(ξ0) + 4w1(s, ν)w1(s, ν)3g4,1(ξ0)+

12µ2(ν)w1(s, ν)w1(s, ν)∂µg2,1(ξ0)+

12µ2(ν)w1(s, ν)w1(s, ν)∂µg2,1(ξ0) + w4(s, ν)g1,1(ξ0)+

3w2(s, ν)2g1,2(ξ0) + 4w1(s, ν)w3(s, ν)g1,2(ξ0)+

6w1(s, ν)2w2(s, ν)g1,3(ξ0) + w1(s, ν)4g1,4(ξ0) + w4(s, ν)g2,0(ξ0)+

4w1(s, ν)w3(s, ν)g2,1(ξ0) + 6w2(s, ν)w2(s, ν)g2,1(ξ0)+

6w1(s, ν)2w2(s, ν)g2,2(ξ0) + 3w2(s, ν)2g3,0(ξ0) + w4(s, ν)g1,1(ξ0)+

3w2(s, ν)2g1,2(ξ0) + w4(s, ν)g2,0(ξ0) + 4w1(s, ν)w3(s, ν)g2,1(ξ0)+

6w2(s, ν)w2(s, ν)g2,1(ξ0) + 3w2(s, ν)2g3,0(ξ0)+

(5.155)
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4w1(s, ν)w3(s, ν)g3,0(ξ0) + 6w1(s, ν)2w2(s, ν)g3,1(ξ0)+

6w1(s, ν)2w2(s, ν)g4,0(ξ0) + w1(s, ν)4g5,0(ξ0)+

2µ4(ν)∂µγ(ξ0) + 6µ2(ν)w2(s, ν)∂µg1,1(ξ0)+

6µ2(ν)w1(s, ν)2∂µg1,2(ξ0) + 6µ2(ν)w2(s, ν)∂µg2,0(ξ0)+

6µ2(ν)w2(s, ν)∂µg1,1(ξ0) + 6µ2(ν)w2(s, ν)∂µg2,0(ξ0)+

6µ2(ν)w1(s, ν)2∂µg3,0(ξ0) + 6µ2(ν)2∂2
µγ(ξ0),

sendo que para k = 1, 2, 3, 4, (s, ν) 7→ wk(s, ν) são tais como em (5.54), (5.63), (5.75) e

(5.88), µ2(ν) e µ4(ν) dados por (5.73) e (5.105), respectivamente. Portanto, de (5.144),

(5.151) e pela Proposição 5.2.5,
4∑

k=1

1
k!

(
χk(ǫ, ν)− 1

2π

∫ 2π

0
Hk(s, ν)ds

)
ǫk +OHI (ǫ

5, |ν|) = 0. (5.156)

Computando as integrais,

1
2π

∫ 2π

0
H1(s, ν)ds =

1
2π

∫ 2π

0
H3(s, ν)ds = 0, (5.157)

1
2π

∫ 2π

0
H2(s, ν)ds = 2Re(G2,1(ξ0)), (5.158)

1
2π

∫ 2π

0
H4(s, ν)ds = 8Re(G3,2(ξ0)) + 12µ2(ν)Re(∂µG2,1(ξ0)), (5.159)

o que demonstra o teorema.

■

Decorre do Teorema 5.2.2, um corolário que trata da estabilidade de uma órbita

periódica no retrato de fase da equação diferencial (5.12) e que existe em decorrência de

uma bifurcação de Hopf.

Corolário 5.2.1. Seja

χ(ǫ, ν) =
1
2
χ2(ν)ǫ2 +

1
24
χ4(ν)ǫ4 +Oχ(ǫ5, |ν|), (5.160)

a expansão em série de Taylor na variável ǫ, em torno da origem e até os termos de ordem

4, do expoente característico (ǫ, ν) 7→ χ(ǫ, ν) associado à equação diferencial z′ = g(z, z, ξ)

e seja

µ = φ(ǫ, ν) =
1
2
µ2(ν)ǫ2 +

1
24
µ4(ν)ǫ4 +Oχ(ǫ5, |ν|), (5.161)

a expansão em série de Taylor na variável ǫ, em torno da origem e até os termos de ordem

4, da função (ǫ, ν) 7→ µ = φ(ǫ, ν). Então,
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a) Para ǫ ∈ ℝ, suficientemente pequeno e Re(G2,1(ξ0)) 6= 0, a estabilidade da órbita

periódica da equação diferencial (5.12) é dada pelo sinal de Re(G2,1(ξ0)). Quando

Re(G2,1(ξ0)) < 0 para ξ0 ∈ U , a órbita periódica no retrato de fase da equação

diferencial (5.12) é estável. Como para ǫ ∈ ℝ, suficientemente pequeno,

µ = φ(ǫ, ν) = −1
2

Re(G2,1(ξ0))
∂µγ(ξ0)

ǫ2 +Oµ(ǫ4, |ν|), (5.162)

se ∂µγ(ξ0) > 0, a órbita periódica no retrato de fase de (5.12) ocorre para µ > 0

e se ∂µγ(ξ0) < 0, a órbita periódica no retrato de fase ocorre para µ < 0. Se

Re(G2,1(ξ0)) > 0, a órbita periódica no retrato de fase da equação diferencial (5.12)

é instável.

b) Suponha que para ξ1 = (0, 0), Re(G2,1(ξ1)) = 0 e Re(G3,2(ξ1)) 6= 0. Então para ǫ ∈ ℝ,

suficientemente pequeno, a estabilidade é dada pelo sinal de Re(G3,2(ξ1)). Quando

Re(G3,2(ξ1)) < 0, a órbita periódica no retrato de fase da equação diferencial (5.12)

é estável. Como, neste caso,

µ = φ(ǫ, ν) = − 1
12

Re(G3,2(ξ1))
∂µγ(ξ1)

ǫ4 +Oµ(ǫ5, |ν|), (5.163)

se ∂µγ(ξ1) > 0, a órbita periódica no retrato de fase da equação diferencial (5.12)

ocorre para µ > 0 e se ∂µγ(ξ1) < 0, a órbita periódica no retrato de fase da equação

diferencial (5.12) ocorre para µ < 0. Se Re(G3,2(ξ1)) > 0, a órbita periódica no

retrato de fase da equação diferencial (5.12) é instável.

Demonstração. Sabendo que o sinal do expoente de Floquet fornece a estabilidade de

uma órbita periódica, por (5.160) e (5.161) a demonstração é imediata.

■

O próximo exemplo, retirado de [12], mostra uma aplicação da teoria de aproximação

de órbitas periódicas em ℝ
2 a um modelo do circuito elétrico de van der Pol.

Exemplo 5.2.1. Um dos pioneiros em circuitos elétricos não lineares foi sem dúvida

Balthasar van der Pol entre 1920 e 1930, através de estudos com triodos (válvulas eletrôni-

cas). Balthasar van der Pol mostrou que em circuitos elétricos com triodos, as grandezas

elétricas podem apresentar oscilações não lineares sob certas condições. Atualmente, sabe-

se que o modelo deste circuito elétrico com triodo apresenta uma bifurcação de Hopf. Em

uma forma simples e teórica, o circuito elétrico de van der Pol é constituído de um triodo,
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um capacitor de capacitância C e um indutor de indutância L, segundo o diagrama da

Figura 5.1.

X( ) C

L

Figura 5.1: Diagrama de um circuito elétrico de van der Pol.

Sejam vC, iC e vL, iL modelos da tensão e corrente no capacitor e no indutor, respec-

tivamente. O triodo de van der Pol, por hipótese, satisfaz a lei de Ohm generalizada

vR = X(iR), (5.164)

com vR e iR, modelos da tensão e corrente do triodo de van der Pol, respectivamente.

Aplicando as leis de Kirchhoff ao modelo do circuito elétrico de van der Pol e utilizando

as equações do capacitor e do indutor, resulta que

iR = iL = −iC ,

vr + vL − vC = 0,

vL = L
d

dt
iL,

iC = C
d

dt
vC .

(5.165)

Portanto, o modelo deste circuito elétrico de van der Pol, é da forma

L
d

dt
iL = vc −X(iL),

C
d

dt
vc = −iL.

(5.166)

O estudo da equação diferencial (5.166) é simplificado pela mudança de coordenadas e

no tempo,

x =
L√
LC

iL, y = vC , τ =
1√
LC

t, (5.167)
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o que implica na equação diferencial

x′ =
d

dτ
x = y −X (x),

y′ =
d

dτ
y = −x,

(5.168)

com X (x) = X

(
C√
LC

x

)
.

Suponha agora que

X (x) = (−µx+ x3). (5.169)

A equação diferencial (5.168), com a função x 7→ X (x) dada em (5.169), será chamada

simplesmente de equação de van der Pol neste trabalho.

Na notação (5.12), para equação de van der Pol, a aplicação (x, µ) 7→ f(x, µ) é escrita

como

f(x, µ) = (µx+ y − x3,−x), (5.170)

com x = (x, y) ∈ ℝ
2 e µ ∈ ℝ.

A equação de van der Pol possui um único ponto de equilíbrio (0, µ) ∈ ℝ
2×ℝ e a parte

linear do campo de vetores, calculada em (0, µ),

A(µ) =




µ 1

−1 0


 , (5.171)

possui autovalores λ e λ, com

λ(µ) = γ(µ) + iη(µ) =
1
2
µ+ i

1
2

√
4− µ2, (5.172)

e µ ∈ (−2, 2). Quando µ = 0, γ(0) = 0 e η(0) = 1, o que indica a ocorrência de uma

bifurcação de Hopf. Escolhendo autovetores q(0) e p(0), e normalizando o autovetor q(0)

em relação a p(0), resultam

q(0) =
(
− i

2
,
1
2

)
,

p(0) = (−i, 1).
(5.173)

Como as funções multilineares simétricas B e C são tais que

B(x,y, µ) = (0, 0),

C(x,y,u, µ) = (6x1y1u1, 0),
(5.174)
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cálculos simples mostram que

g2,0(0) = 0,

g1,1(0) = 0,

g0,2(0) = 0,

g3,0(0) =
3
4
,

g2,1(0) = −3
4
,

g1,2(0) =
3
4
,

g0,3(0) = −3
4
.

(5.175)

Assim, por (5.70) e da definição (5.2.1) do primeiro coeficiente de Lyapunov,

l1(0) =
1
2

Re(G2,1(0)) = −3
4
. (5.176)

Visto que,

γ′(0) =
1
2
, (5.177)

a equação de van der Pol apresenta uma bifurcação de Hopf transversal de codimensão um

para µ = 0. O sinal do primeiro coeficiente de Lyapunov (5.176) mostra que para µ = 0,

a origem é um ponto de equilíbrio localmente assintoticamente estável da equação de van

der Pol, ou mais precisamente, um foco atrator fraco. Pelo item (a) do Corolário 5.2.1,

há uma órbita periódica no retrato de fase da equação de van der Pol para µ > 0. Esta

órbita periódica tem a seguinte aproximação em ǫ,

u(s, ǫ) = (sen(s), cos(s))ǫ+
(
− 3

32
cos(3s),

1
32

sen(3s)
)
ǫ3 +Ou(ǫ4). (5.178)

De fato, dos resultados de (5.175) e de (5.54), (5.63), (5.75) e (5.88),

w1(s) = eis,

w1(s) = e−is,

(5.179)

w2(s) = 0,

w2(s) = 0,
(5.180)

w3(s) =
3
16
i(6e−is − e−3is − 2e3is),

w3(s) = − 3
16
i(6eis − e3is − 2e−3is).

(5.181)
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Aplicando a Proposição 5.2.3, segue que

q′(0) =
(
−1

8
,
i

8

)
, (5.182)

e as expressões (5.130), (5.131), (5.132) e (5.133) permitem concluir (5.178). A Figura

5.2 exibe uma comparação entre a aproximação da órbita periódica da equação de van

der Pol, dada em (5.178) e a órbita periódica obtida através de simulações numéricas de

(5.168), para x 7→ X (x) tal como em (5.169).

Figura 5.2: Comparação entre a órbita periódica aproximada por ǫ (linha cheia) e órbita perió-

dica obtida numericamente a partir da equação de van der Pol. (a) Parâmetro ǫ = 0.4, parâmetro

µ = 0.12, condições iniciais (0, 0.05) e (−0.5, 0.6). (b) Parâmetro ǫ = 0.6, parâmetro µ = 0.27,

condições iniciais (0, 0.05) e (−0.5, 0.8). (c) Parâmetro ǫ = 0.8, parâmetro µ = 0.48, condições

iniciais (0, 0.05) e (−0.5, 1.0). (d) Parâmetro ǫ = 1.0, parâmetro µ = 0.75, condições iniciais

(0, 0.05) e (−0.5, 1.2).
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O Corolário 5.2.1 não trata do caso em que χ(ǫ, ν) = 0 para um conjunto de pontos

(ǫ, ν) ∈ Uǫ. A teoria desenvolvida até este ponto, possibilita o estudo da curva de órbitas

periódicas não hiperbólicas CNH no plano de parâmetros, associada a uma bifurcação de

Hopf transversal de codimensão dois. Tal curva é o conjunto

χ−1(0) = {(ǫ, ν) ∈ Uǫ : χ(ǫ, ν) = 0}. (5.183)

Tal como na seção 4.2 é possível obter, a partir do conjunto χ−1(0), o parâmetro ν

como função do parâmetro ǫ. Logo, a curva CNH resulta das funções ǫ 7→ ν = ψ(ǫ) e

(ǫ, ν) 7→ µ = φ(ǫ, ν), ou seja, a curva CNH pode ser representada localmente como uma

curva parametrizada por ǫ,

Γ(ǫ) = (φ(ǫ, ψ(ǫ)), ψ(ǫ)), (5.184)

ou ser representada localmente como o gráfico de uma função

µ = Λ(ν). (5.185)

De fato, a expansão em série de Taylor na variável ǫ do expoente característico é tal

como em (5.144),

χ(ǫ, ν) = ǫ2Ψ(ǫ, ν), (5.186)

sendo que a função (ǫ, ν) 7→ Ψ(ǫ, ν) possui expansão em série de Taylor na variável ǫ, em

torno da origem e até os termos de ordem 3 da forma

Ψ(ǫ, ν) =
1
2
χ2(ν) +

1
24
χ4(ν)ǫ2 +Oχ(ǫ3, |ν|). (5.187)

É fácil ver que Ψ−1(0) = {(ǫ, ν) ∈ Uǫ : Ψ(ǫ, ν) = 0} ⊂ χ−1(0). Assim, o estudo da curva

de órbitas periódicas não hiperbólicas no plano de parâmetros associada com a equação

diferencial (5.12) e nas hipóteses de uma bifurcação de Hopf, resume-se ao estudo do

conjunto Ψ−1(0).

O seguinte teorema pode ser enunciado agora.

Teorema 5.2.3. Seja (0, ξ1) ∈ W × U , um ponto de Hopf de codimensão dois de (5.12)

para o qual Re(∂νG2,1(ξ1)) 6= 0. Então, a curva de órbitas periódicas não hiperbólicas,

no plano de parâmetros (µ, ν) ∈ ℝ
2, associada com a equação diferencial (5.12) possui as

seguintes representações locais

Γ(ǫ) =

(
Re(G3,2(ξ1))
12∂µγ(ξ1)

ǫ4,− Re(G3,2(ξ1))
3Re(∂νG2,1(ξ1))

ǫ2

)
+OΓ(ǫ), (5.188)
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µ = Λ(ν) =
µ2(ν)
ψ2

ν +
1
6
µ4(ν)
ψ2

2

ν2 +OΛ(|ν|), (5.189)

com

ψ2 = −∂
2
ǫΨ(0, 0)
∂νΨ(0, 0)

= − 2Re(G3,2(ξ1))
3∂νRe(G2,1(ξ1))

. (5.190)

Demonstração. Como

Ψ(0, 0) = 0,

∂ǫΨ(0, 0) = 0,

∂2
ǫΨ(0, 0) =

1
12
χ4(0) =

2
3

Re(G3,2(ξ1)) 6= 0,

∂νΨ(0, 0) =
1
2
χ′2(0) = ∂νRe(G2,1(ξ1)) 6= 0,

(5.191)

o Lema 4.2.1 garante a existência de uma função suave ǫ 7→ ν = ψ(ǫ) tal que Ψ(ǫ, ψ(ǫ) ≡
0, ou ainda, χ(ǫ, ψ(ǫ)) ≡ 0. Além disto, a função ǫ 7→ ν = ψ(ǫ) possui expansão em série

de Taylor na variável ǫ, em torno de ǫ = 0 e e até os termos de ordem 2, da forma

ν = ψ(ǫ) =
1
2!
ψ2ǫ

2 +Oψ(ǫ3), (5.192)

com

ψ2 = −∂
2
ǫΨ(0, 0)
∂νΨ(0, 0)

= − 2Re(G3,2(ξ1))
3∂νRe(G2,1(ξ1))

. (5.193)

Logo,

ν = ψ(ǫ) = − Re(G3,2(ξ1))
3∂νRe(G2,1(ξ1))

ǫ2 +Oψ(ǫ3) (5.194)

e substituindo na função (ǫ, ν) 7→ µ = φ(ǫ, ν), resulta a seguinte expansão em série de

Taylor

µ = φ(ǫ, ψ(ǫ)) =
Re(G3,2(ξ1))
12∂µγ(ξ1)

ǫ4 +Oφ(ǫ5). (5.195)

Portanto, existe uma curva no plano de parâmetros, ǫ 7→ Γ(ǫ) = (φ(ǫ, ψ(ǫ)), ψ(ǫ)), que

pode ser parametrizada por ǫ e representada como em (5.188). Outra representação para

esta curva é obtida aplicando do Teorema da Função Implícita a função (ǫ, ν) 7→
K(ǫ, ν) = ν − ψ(ǫ), o que resulta em

ǫ2 =
2
ψ2

ν +Oǫ(|ν|2). (5.196)
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Substituindo (5.196) em (5.105), a curva ǫ 7→ Γ(ǫ) pode também ser representada local-

mente como

µ = Λ(ν) =
1
2
µ2(ν)

(
2
ψ2

ν

)
+

1
24
µ4(ν)

(
2
ψ2

ν

)2

+OΛ(|ν|)

=
µ2(ν)
ψ2

ν +
1
6
µ4(ν)
ψ2

2

ν2 +OΛ(|ν|).
(5.197)

Portanto, existe uma curva Γ no plano de parâmetros que localmente possui as repre-

sentações (5.188) e (5.189). Pelas hipóteses da bifurcação de Hopf de codimensão dois,

Re(G3,2(ξ1)) 6= 0 e a equação z′ = g(z, z, ξ) é localmente topologicamente equivalente em

torno de z = 0 à equação diferencial

z′ = (µ+ i)z + νz2z + sz3z2 +Oz(|z|6, ‖ξ‖), (5.198)

com s = sinal(Re(G3,2(ξ1))). Pelo Teorema 4.2.1, a curva de órbitas periódicas não

hiperbólicas possui as representações (5.188) e (5.189).

■

O próximo exemplo é uma extensão da equação de van der Pol, denominada equação

de Lienard, e mostra como as representações locais da curva CNH são obtidas.

Exemplo 5.2.2. A equação de van der Pol

x′ =
d

dτ
x = y −X (x),

y′ =
d

dτ
y = −x,

(5.199)

com

X (x) =
(
−µx+ νx3 +

1
5
x5
)
, (5.200)

é conhecida na literatura como uma equação de Lienard.

Por ser uma generalização da equação de van der Pol, a equação de Lienard possui um

único ponto de equilíbrio e a análise da parte linear da aplicação

f(x, ξ) =
(
y + µx− νx3 − 1

5
x5,−x

)
, (5.201)

sendo x = (x, y) ∈ ℝ
2 e ξ = (µ, ν) ∈ ℝ

2, é exatamente igual àquela realizada para a

equação de van der Pol. Mais precisamente, a parte linear da aplicação (5.201), calculada

em (0, ξ) ∈ ℝ
2 × ℝ

2 é

A(ξ) =




µ 1

−1 0


 , (5.202)
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e possui autovalores λ e λ, sendo

λ(ξ) = γ(ξ) + iη(ξ) =
1
2
µ+ i

1
2

√
4− µ2, (5.203)

e ξ ∈ (−2, 2) × ℝ. Para ξ0 = (0, ν), γ(ξ0) = 0 e η(ξ0) = 1, o que indica a ocorrência de

uma bifurcação de Hopf. Os autovetores q(ξ0) e p(ξ0), com a normalização do autovetor

q(ξ0) em relação ao autovetor adjunto p(ξ0), são escolhidos como

q(ξ0) =
(
− i

2
,
1
2

)
,

p(ξ0) = (−i, 1).
(5.204)

No caso da equação de Lienard, resultam as funções multilineares simétricas

B(x,y, ξ) = (0, 0),

C(x,y,u, ξ) = (6νx1y1u1, 0),

D(x,y,u,v, ξ) = (0, 0),

E(x,y,u,v,w, ξ) = (24x1y1u1v1w1, 0).

(5.205)

Para k = 2, 3, . . . e j = 0, 1, . . . , k, os únicos coeficientes gk−j,j(ξ) não nulos são

g3,0(ξ0) =
3
4
ν,

g2,1(ξ0) = −3
4
ν,

g1,2(ξ0) =
3
4
ν,

g0,3(ξ0) = −3
4
ν,

g5,0(ξ0) = −3
4
,

g4,1(ξ0) =
3
4
,

g3,2(ξ0) = −3
4
,

g2,3(ξ0) =
3
4
,

g1,4(ξ0) = −3
4
,

g0,5(ξ0) =
3
4
.

(5.206)

Os vetores ∂µq(ξ0) e ∂µp(ξ0) e os coeficientes ∂µg2,0(ξ0), ∂µg1,1(ξ0), ∂µg0,2(ξ0) e ∂µg2,1(ξ0),
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calculados através das Proposições 5.2.3 e 5.2.4, são tais que

∂µq(ξ0) =
(
−1

8
,
i

8

)
,

∂µp(ξ0) =
(1

4
,− i

4

)
,

∂µg2,0(ξ0) = 0,

∂µg1,2(ξ0) = 0,

∂µg0,2(ξ0) = 0,

∂µg2,1(ξ0) =
3
8
iν.

(5.207)

Logo, dos resultados anteriores e por (5.70), (5.103) e (5.104), resultam

G2,1(ξ0) = −3
4
ν,

∂µG2,1(ξ0) =
3
8
iν,

G3,2(ξ0) = −3
4
− 81

64
iν2.

(5.208)

Portanto, primeiro coeficiente de Lyapunov é dado por

l1(ξ0) = Re(G2,1(ξ0)) = −3
4
ν. (5.209)

Como no caso da equação de van der Pol,

∂µγ(ξ0) =
1
2
, (5.210)

a equação de de Lienard apresenta uma bifurcação de Hopf transversal de codimensão um

para µ = 0 e ν 6= 0. A análise do primeiro coeficiente de Lyapunov (5.209) revela que para

µ = 0, a origem é um ponto de equilíbrio instável da equação de Lienard (foco repulsor

fraco), se ν < 0 e um ponto de equilíbrio localmente assintoticamente estável (foco atrator

fraco), se ν > 0. Para ν = 0, ocorre uma bifurcação de Hopf transversal de codimensão

dois, pois

Det



∂µγ(ξ1) ∂νγ(ξ1)

∂µl1(ξ1) ∂νl1(ξ1)


 =




1
2

0

0 −3
4


 = −3

8
(5.211)

e o segundo coeficiente de Lyapunov é não nulo

l2(ξ1) = Re(G3,2(ξ1)) = −3
4
. (5.212)
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Devido a ocorrência de uma bifurcação de Bautin transversal, a equação de Lienard

apresenta um diagrama de bifurcação semelhante àquele do exemplo 4.1.2 da seção 4.1,

que trata da forma normal de Bautin. Empregando os resultados em (5.208), o Teo-

rema 5.2.3 garante as seguintes representações para a curva de órbitas periódicas não

hiperbólicas associada com a equação de Lienard,

Γ(ǫ) = (µ(ǫ, ν(ǫ)), ν(ǫ)) =
(
−1

8
ǫ4,−1

3
ǫ2
)

+OΓ(ǫ), (5.213)

como curva parametrizada por ǫ ou como gráfico de função,

µ = Λ(ν) = −9
8
ν2 +Oν(ν3), (5.214)

para ν ≤ 0. O diagrama de bifurcação da equação de Lienard é exibido na Figura 5.2.2.

m

n

0
R1 R2

R3

R4

CNH

Figura 5.3: Diagrama de Bifurcação da equação de Lienard.

Para pares ordenados (µ, ν) tomados em cada uma das regiões R1, R2, R3 ou R4 e na

curva de órbitas periódicas não hiperbólicas CNH do diagrama de bifurcação da equação

de Lienard, a Figura 5.4 mostra os respectivos retratos de fases para condições iniciais

apropriadas.
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Figura 5.4: Retratos de fase da equação de Lienard. (a) Região R1: parâmetros (µ, ν) =

(−0.1, 0.1), condições iniciais (−0.1,−1.2) e (0.1, 1.2). (b) Região R2: parâmetros (µ, ν) =

(0.1, 0.1), condições iniciais (0, 0.05) e (0, 1.2). (c) Região R3: parâmetros (µ, ν) = (0.1,−0.1),

condições iniciais (0, 0.05) e (0, 1.5). (d) Região R4: parâmetros (µ, ν) = (−0.3,−0.6), condições

iniciais (0, 0.942), (0, 0.98) e (0, 2.2). (e) Curva CNH : parâmetros (µ, ν) = (−0.405,−0.6),

condições iniciais (0, 1.25) e (0, 1.8).
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Se outros pares ordenados (µ, ν) e condições iniciais são escolhidos, os retratos de fase

são topologicamente equivalentes àqueles apresentados na Figura 5.4.

Em geral, os resultados (5.213) ou (5.214) são apenas aproximações locais. Contudo,

no caso da equação de Lienard, estes resultados parecem ser a expressão exata da curva

de órbitas periódicas não hiperbólicas. A Figura 5.5 exibe uma comparação entre o gráfico

de (5.214) e a curva de órbitas periódicas não hiperbólicas da equação de Lienard, obtida

numericamente através do software MATCONT 2.5.1. Este software é um pacote com-

putacional com interface gráfica que possibilita análise numérica de sistemas dinâmicos

contínuos ou discretos. Desenvolvido para o software MATLAB [35], suporta versão 6.0

ou posterior e pode ser copiado gratuitamente em [34]. Utilizando métodos numéricos de

continuação, este toolbox permite computar curvas de equilíbrio, de pontos limite, cur-

vas de Hopf, entre outras. É capaz de detectar todas as bifurcações de codimensão um,

codimensão dois e laços homoclínicos, para condições iniciais adequadas.

µ

ν

Figura 5.5: Comparação entre o gráfico da representação (5.214) e a curva de órbitas periódicas

não hiperbólicas da equação de Lienard, obtida numericamente através do software MATCONT

2.5.1. A linha contínua está associada com a aproximação (5.214) e os pontos com o resultado

numérico.

Simulações numéricas, como da Figura 5.5, motivam a seguinte conjectura para a

equação de Lienard.
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Conjectura 5.2.1. No plano de parâmetros, a curva de órbitas periódicas não hiperbólicas

da equação de Lienard (5.199) é o conjunto

Γ =

{
(µ, ν) ∈ ℝ

2 : µ = −9
8
ν2, ν ≤ 0

}
. (5.215)

Finalizando, para cada par ordenado (ǫ, ν) ∈ Uǫ, as órbitas periódicas no retrato de

fase da equação de Lienard são aproximadas por

u(s, ǫ, ν) = (sen(s), cos(s))ǫ+
(
− 3

32
νcos(3s),

1
32
νsen(3s)

)
ǫ3 +Ou(ǫ4, |ν|), (5.216)

já que,

w1(s) = eis,

w1(s) = e−is,

(5.217)

w2(s) = 0,

w2(s) = 0,
(5.218)

w3(s) =
3
16
iν(6e−is − e−3is − 2e3is),

w3(s) = − 3
16
i(6eis − e3is − 2e−3is).

(5.219)

A teoria desta seção, embora formulada para equações diferenciais em ℝ
2, pode ser

aplicada a qualquer equação diferencial em ℝ
n que apresente um bifurcação de Hopf.

Basta para isto, empregar o teorema da variedade central, ou mais precisamente, fazer

uma restrição da equação diferencial em ℝ
n à variedade central. Contudo, do ponto de

vista das aplicações, restrições à variedade central, em geral, demandam muito trabalho.

Assim sendo, o objetivo da próxima seção é exibir uma teoria de aproximação de órbitas

periódicas para equações diferenciais em ℝ
n e nas hipóteses de uma bifurcação de Hopf.

5.3 Aproximação de órbitas periódicas em ℝ
n

Aproximações de órbitas periódicas de equações diferenciais em ℝ
n podem ser obtidas,

conforme discutido no final da seção anterior, ou mediante uma adaptação conveniente do

método da projeção. Estas não serão as abordagens desta seção. A finalidade é apresentar

uma teoria de aproximação de órbitas periódicas de equações diferenciais em ℝ
n tal como

em [13]. A idéia do método é essencialmente a mesma da seção anterior, ou seja, o
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objetivo é dar uma definição para o parâmetro ǫ, construir funções do parâmetro ǫ e obter

as aproximações desejadas através de séries de Taylor formais na variável ǫ (em torno da

origem destas funções) e da equação diferencial em ℝ
n. Para isto, seja a equação diferencial

x′ = f(x, ξ), (5.220)

com f : W × U → ℝ
n, W ⊂ ℝ

n um aberto em ℝ
n, f ∈ C∞(W × U,ℝn) e ξ = (µ, ν) ∈

U ⊂ ℝ
2, o vetor de parâmetros.

Suponha que (x0(ξ), ξ) ∈ W × U é ponto de equilíbrio de (5.220) e que, para ξ0 =

(µ0, ν), a parte linear da aplicação (x, ξ) 7→ f(x, ξ), calculada em (x0(ξ0), ξ0) ∈ W × U e

denotada por A(ξ) = Df(x0(ξ), ξ), possui autovalores λ e λ, com λ(ξ0) = γ(ξ0) + iη(ξ0),

γ(ξ0) = 0, ∂µγ(ξ0) 6= 0 e η(ξ0) = ω0(ν) > 0 e nenhum outro autovalor com parte real nula.

Para simplificar a análise, suponha ainda que x0(ξ) = 0, para todo ξ ∈ U , 0 ∈ U e µ0 = 0.

Com estas hipóteses, existem q(ξ) ∈ ℂ
n, autovetor correspondente ao autovalor λ(ξ) e

p(ξ) ∈ ℂ
n autovetor adjunto correspondente ao autovalor λ(ξ), sujeitos à normalização

〈p(ξ), q(ξ)〉 = 1, onde 〈·, ·〉 é o produto interno usual em ℂ
n.

Linearizando (5.220), em torno do ponto de equilíbrio (0, ξ) ∈ W × U , resulta o pro-

blema variacional

x′ = A(ξ)x, (5.221)

cuja solução é

x(t) = etA(ξ)x0, (5.222)

sendo x(0) = x0. Quando ξ = ξ0,

etA(ξ0)q(ξ0) = eiω0(ν)tq(ξ0),

etA(ξ0)q(ξ0) = e−iω0(ν)tq(ξ0)
(5.223)

e (5.221) possui duas soluções periódicas independentes para ξ = ξ0,

z(t) = eiω0(ν)tq(ξ0),

z(t) = e−iω0(ν)tq(ξ0).
(5.224)

Na variável s = ω0(ν)t, as soluções (5.224) são periódicas de período 2π. A finalidade do

método de aproximação, apresentado nesta seção, é construir uma aproximação para uma

família de órbitas periódicas de (5.220), a partir das soluções periódicas de (5.221) e para

ξ = ξ0.
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Considere, o seguinte conjunto de funções periódicas de período 2π,

P2π = {v : ℝ×Uǫ → ℂ
n : v(s, ǫ, ν) = v(s+2π, ǫ, ν), v ∈ C∞(ℝ×ℝ2,ℂn)}∪{0}, (5.225)

com

Uǫ = {(ǫ, ν) ∈ ℝ
2 : ǫ ≥ 0, ǫ suficientemente pequeno}. (5.226)

Munido com as operações de adição de funções periódicas, ou seja, se u, v ∈ P2π, u+ v ∈
P2π e multiplicação por escalar, isto é, se v ∈ P2π e c ∈ ℂ, então cv ∈ P2π, a terna

(P2π,+, ·) é um espaço vetorial sobre o corpo ℂ, denotado simplesmente por P2π.

Seja agora o produto interno sobre P2π, definido por

[·, ·] : P2π × P2π −→ ℂ

(u, v) 7−→ [u, v] :=
1

2π

∫ 2π

0
〈u(s, ǫ, ν), v(s, ǫ, ν)〉ds,

(5.227)

com 〈·, ·〉 o produto interno usual em ℂ
n. Logo, o par (P2π, [·, ·]) é um espaço com produto

interno.

Neste espaço com produto interno é possível definir a classe de operadores indexada

por ν ∈ ℝ, {Jν : P2π → P2π : ν ∈ ℝ}, sendo

Jν : P2π −→ P2π

v 7−→ Jνv :=

(
−ω0(ν)

d

ds
+ A(ξ0)

)
v.

(5.228)

Esta classe de operadores desempenha um papel importante na aproximação de uma

família de órbitas periódicas de (5.220). As Proposições 5.3.1 e 5.3.2 fornecem algumas

propriedades dos membros da classe {Jν : P2π → P2π : ν ∈ ℝ}.

Proposição 5.3.1. Para cada ν ∈ ℝ, o operador Jν : P2π → P2π é linear e contínuo.

Demonstração. A linearidade do operador Jν : P2π → P2π é imediata. Com relação à

continuidade, basta mostrar que o operador Jν : P2π → P2π é limitado com relação ao

espaço normado (P2π, ‖ · ‖2π), sendo

‖ · ‖2π : P2π −→ ℝ

v 7−→ ‖v‖2π =
√

[v, v],
(5.229)

a norma induzida pelo produto interno (5.227). Em outras palavras, basta mostrar que

existe c ∈ ℝ, c > 0, tal que para todo v ∈ P2π,

‖Jνv‖2π ≤ c‖v‖2π. (5.230)
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Tome v ∈ P2π com ‖v‖2π = 1. Então,

‖Jνv‖2π =

∥∥∥∥∥−ω0(ν)
d

ds
v + A(ξ0)v

∥∥∥∥∥
2π

≤
∥∥∥∥∥−ω0(ν)

d

ds
v

∥∥∥∥∥
2π

+ ‖A(ξ0)v‖2π

= ω0(ν)

∥∥∥∥∥
d

ds
v

∥∥∥∥∥
2π

+ ‖A(ξ0)v‖2π .

(5.231)

Por outro lado, fixado o par (ǫ, ν) ∈ Uǫ, das propriedades da função v ∈ P2π, existe um

L(ν) ∈ ℝ, L(ν) > 0, tal que
∥∥∥∥∥
d

ds
v

∥∥∥∥∥
2π

≤ L(ν) (5.232)

e por (5.229),

‖A(ξ0)v‖2π ≤ ‖A(ξ0)‖M‖v‖2π = ‖A(ξ0)‖M , (5.233)

sendo

‖A(ξ0)‖M = sup
‖u‖=1

‖A(ξ0)u‖
‖u‖ , (5.234)

com ‖ · ‖ : ℂn → ℝ a norma induzida pelo produto interno em ℂ
n. Portanto, (5.230) é

verificado aqui com c = ω0(ν)L(ν)+‖A(ξ0)‖M . Para v ∈ P2π, v = 0, (5.230) é trivialmente

satisfeita.

■

Proposição 5.3.2. Para cada ν ∈ ℝ, o núcleo do operador linear Jν : P2π → P2π,

denotado por N (Jν), possui dimensão 2 e o conjunto Bq = {eisq(ξ0), e−isq(ξ0)} é uma

base para o núcleo.

Demonstração. Fixado ν ∈ ℝ, o núcleo de (5.228) é o conjunto

N (Jν) = {v ∈ P2π : Jνv = 0}. (5.235)

Seja S(Bq), o subespaço vetorial de P2π gerado por Bq. Se v ∈ S(Bq), então v(s, ǫ, ν) =

C1e
isq(ξ0) + C2e

−isq(ξ0) com C1, C2 ∈ ℂ e, assim, Jνv = 0. Logo, S(Bq) ⊂ N (Jν).
Por outro lado, cada elemento do núcleo satisfaz o problema de contorno

ω0(ν)
d

ds
v = A(ξ0)v,

v(s, ǫ, ν) = v(s+ 2π, ǫ, ν)
(5.236)
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ou, equivalentemente,

d

ds
v = Aω0(ξ0)v,

v(s, ǫ, ν) = v(s+ 2π, ǫ, ν),
(5.237)

sendo Aω0(ξ0) := ω0(ν)−1A(ξ0). Da teoria de equações diferenciais ordinárias, o espaço de

soluções da equação diferencial ordinária em (5.237) possui dimensão finita. Portanto, o

núcleo N (Jν) possui dimensão finita.

Note que a aplicação linear A(ξ0) : ℝ
n → ℝ

n possui autovalores λ1(ξ0) = iω0(ν),

λ2(ξ0) = −iω0(ν), λ3(ξ0), . . . , λn(ξ0), com λ3(ξ0), . . . , λn(ξ0) simétricos em relação ao eixo

real do plano complexo e Re(λj(ξ0)) 6= 0 para j = 3, . . . , n. Logo, a aplicação linear

Aω0(ξ0) : ℝn → ℝ
n possui autovalores

λ1(ξ0) = i, λ2(ξ0) = −i, ω0(ν)−1λ3(ξ0), . . . , ω0(ν)−1λn(ξ0). (5.238)

Além disto, os autovetores associados aos autovalores de A(ξ0) : ℝn → ℝ
n são também

autovetores associados aos autovalores de Aω0(ξ0) : ℝn → ℝ
n.

Sendo Q1(ξ0) = q(ξ0), Q2(ξ0) = q(ξ0), Q3(ξ0), . . . , Qn(ξ0) autovetores de Aω0(ξ0) :

ℝ
n → ℝ

n associados, respectivamente, aos autovalores (5.238), resulta que

{eisq(ξ0), e−isq(ξ0), q3(s), . . . , qn(s)} (5.239)

é uma base para o espaço de soluções, sendo s 7→ qi(s) = smi−1eλi(ξ0)sQi(ξ0) e mi a multi-

plicidade de λi(ξ0), i = 3, . . . , n. Das propriedades da aplicação linear Aω0(ξ0) : ℝn → ℝ
n,

as únicas funções que são periódicas de período 2π são s 7→ eisq(ξ0) e s 7→ e−isq(ξ0).

Logo, toda solução do problema de contorno (5.237) é da forma v(s, ǫ, ν) = C1e
isq(ξ0) +

C2e
−isq(ξ0), com C1, C2 ∈ ℂ, C2 = C1, o que mostra que N (Jν) ⊂ S(Bq). Portanto,

Bq = {eisq(ξ0), e−isq(ξ0)} é uma base para o núcleo do operador linear (5.228).

■

Outra classe importante de operadores, neste contexto de aproximação de uma família

de órbitas periódicas de (5.220), é a classe dos operadores adjuntos.

Definição 5.3.1. No espaço com produto interno (P2π, [·, ·]), para cada ν ∈ ℝ, o operador

J T
ν : P2π → P2π que satisfaz a seguinte propriedade

[Jνu, v] = [u,J T
ν v], (5.240)

para todo u, v ∈ P2π, é denominado operador adjunto do operador linear Jν : P2π → P2π.
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Proposição 5.3.3. Para cada ν ∈ ℝ, o operador adjunto de Jν : P2π → P2π, J T
ν : P2π →

P2π, é dado por

J T
ν = ω0(ν)

d

ds
+ AT (ξ0). (5.241)

Além disto, J T
ν : P2π → P2π é linear e contínuo.

Demonstração. Da definição do operador linear Jν : P2π → P2π e para u, v ∈ P2π,

[Jνu, v] = −ω0(ν)

[
d

ds
u, v

]
+ [A(ξ0)u, v]. (5.242)

Mas,
[
d

ds
u, v

]
=

1
2π

∫ 2π

0

〈
d

ds
u, v

〉
ds

= 〈u, v〉
∣∣∣
2π

0
− 1

2π

∫ 2π

0

〈
u,

d

ds
v

〉
ds

=

[
u,

d

ds
v

]
(5.243)

e

[A(ξ0)u, v] =
1

2π

∫ 2π

0
〈A(ξ0)u, v〉ds =

1
2π

∫ 2π

0
〈u,AT (ξ0)v〉ds = [u,ATv]. (5.244)

Logo, de (5.242), (5.243), (5.244) e pela definição 5.3.1,

[Jνu, v] =

[
u, ω0(ν)

d

ds
v

]
+ [u,AT (ξ0)v]

=

[
u, ω0(ν)

d

ds
v + AT (ξ0)v

]

= [u,J T
ν v].

(5.245)

A demonstração de que JTν : P2π → P2π é linear e contínuo é idêntica àquela feita para o

operador Jν : P2π → P2π e, portanto, será omitida.

■

Como na Proposição 5.3.2 é possível mostrar que Bp = {eisp(ξ0), e−isp(ξ0)} é uma

base para o núcleo do operador linear adjunto J T
ν : P2π → P2π. Utilizando as notações

q(s, ν) = eisq(ξ0) e p(s, ν) = eisp(ξ0), decorre da definição do produto interno sobre P2π

que

∂µλ(ξ0) = 〈p(ξ0), ∂µA(ξ0)q(ξ0)〉 = [p(s, ν), ∂µA(ξ0)q(s, ν)] (5.246)
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e, assim, neste contexto

∂µγ(ξ0) = Re([p(s, ν), ∂µA(ξ0)q(s, ν)]),

∂µη(ξ0) = Im([p(s, ν), ∂µA(ξ0)q(s, ν)]).
(5.247)

Por um abuso de notação, suponha que t 7→ x(t) é uma órbita periódica de (5.220) e

defina as funções (ǫ, ν) 7→ µ = φ(ǫ, ν) e (ǫ, ν) 7→ ω(ǫ, ν), com

T (ǫ, ν) =
2π

ω(ǫ, ν)
, (5.248)

o período da órbita periódica de (5.220). Como na teoria de aproximação de órbitas

periódicas em ℝ
2, a mudança de variáveis

x(t) = u(s, ǫ, ν), s = ω(ǫ, ν)t, ω(0, ν) = ω0(ν), (5.249)

simplifica a análise, pois permite que as órbitas periódicas de (5.220) sejam elementos de

P2π. Note que o conjunto P2π, consiste de funções periódicas de período 2π que assumem

valores em ℂ
n, ou seja, os elementos de P2π são funções da forma v = (v1, v2), com vi,

i = 1, 2, funções periódicas de período 2π que assumem valores em ℝ
n. Neste sentido, como

o estudo é realizado com equações diferenciais em ℝ
n, o interesse está em um subconjunto

P0
2π ⊂ P2π definido por

P0
2π = {v ∈ P2π : v = (v1, v2), vi : ℝ× Uǫ → ℝ

n, i = 1, 2, v2 ≡ 0}. (5.250)

É possível mostrar que o conjunto P0
2π é isomorfo ao conjunto das funções periódicas de

período 2π definidas em ℝ×Uǫ e assumindo valores em ℝ
n e, assim, a seguinte identificação

é feita: se (u,0) ∈ P0
2π, então a notação utilizada é u ∈ P0

2π.

A função s 7→ p(s, ν) e o produto interno [·, ·] : P2π × P2π → ℝ sobre P2π permitem

definir o parâmetro ǫ da seguinte forma

ǫ = [p, u], (5.251)

com u ∈ P0
2π uma órbita periódica de (5.220) que se deseja aproximar. Outras definições

para o parâmetro ǫ são possíveis dependendo da aplicação (ver [13]).

Observe que a aplicação linear (5.46) da seção 5.2 é obtida empregando (5.251) no caso

em que n = 2 e levando em conta que em ℝ
2 a órbita periódica é dada por (5.128).

Com a mudança de variáveis anterior a equação diferencial (5.220) pode ser reescrita

como

ω(ǫ, ν)
d

ds
u(s, ǫ, ν) = f(u(s, ǫ, ν), φ(ǫ, ν), ν). (5.252)
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Considere agora as séries formais na variável ǫ,



u(s, ǫ, ν)

φ(ǫ, ν)

ω(ǫ, ν)− ω0(ν)




=
∞∑

k=1

1
k!




uk(s, ν)

µk(ν)

ωk(ν)



ǫk. (5.253)

Como na seção anterior, há a seguinte propriedade envolvendo os termos da seqüência

{uk(s, ν)}k∈ℕ.

Proposição 5.3.4. Os termos da seqüência {uk(s, ν)}k∈ℕ possuem a seguinte propriedade:

[p, uk] =

{
1, k = 1

0, k = 2, 3, . . . .
(5.254)

Demonstração. A demonstração é conseqüência da definição 5.227 e da série formal em

ǫ da função (s, ǫ, ν) 7→ u(s, ǫ, ν), pois

ǫ = [p, u]

=
1

2π

∫ 2π

0
〈p, u(s, ǫ, ν)〉ds

=
1

2π

∫ 2π

0

〈
p,
∞∑

k=1

1
k!
uk(s, ν)ǫk

〉
ds

=
∞∑

k=1

1
k!

( 1
2π

∫ 2π

0
〈p, uk(s, ν)〉ds

)
ǫk

=
∞∑

k=1

1
k!

[p, uk]ǫk.

(5.255)

■

Os termos das seqüências {ωk(ν)}k∈ℕ, {µk(ν)}k∈ℕ e {uk(s, ν)}k∈ℕ são obtidos através

de um procedimento recursivo. Assim, substituindo (5.253) em (5.252) e agrupando os

termos com as potências ǫk, para k = 1, 2, . . ., obtém-se para o coeficiente do termo em ǫ,

(Jνu1)(s, ν) = 0 (5.256)

e, assim, u1 ∈ N (Jν) e a Proposição 5.3.2 garante que

u1(s, ν) = C1q(s, ν) + C1q(s, ν) = C1e
isq(ξ0) + C1e

−isq(ξ0), (5.257)

com C1 ∈ ℂ. Como a origem, na variável s, de uma órbita periódica de (5.220) é indefinida,

ou seja, (s, ǫ, ν) 7→ u(s, ǫ, ν) e (s̃, ǫ, ν) 7→ ũ(s̃, ǫ, ν), com s̃ = s + s0, representam a mesma

órbita periódica de (5.220), qualquer que seja o valor de s0 ∈ ℝ (u e ũ são equivalentes),
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é possível escolher uma origem s0 ∈ ℝ tal que Im(C1e
is0) = 0. Para este s0 ∈ ℝ e

preservando a notação, isto é, fazendo s = s̃, a função (s, ν) 7→ u1(s, ν) é reescrita como

u1(s, ν) = C2(eisq(ξ0) + e−isq(ξ0)), (5.258)

com C2 ∈ ℝ. Além disto, pela Proposição 5.3.4, C2 = 1.

Os coeficientes dos termos em ǫ2, ǫ3, ǫ4 e ǫ5 fornecem os seguintes resultados

(Jνu2)(s, ν) = −2µ1(ν)∂µA(ξ0)u1(s, ν) + 2ω1(ν)u′1(s, ν)−

B(u1(s, ν), u1(s, ν), ξ0),
(5.259)

(Jνu3)(s, ν) = −3µ1(ν)∂µA(ξ0)u2(s, ν) + 3ω1(ν)u′2(s, ν)−

3µ2(ν)∂µA(ξ0)u1(s, ν) + 3ω2(ν)u′1(s, ν)−

3µ1(ν)2∂2
µA(ξ0)u1(s, ν)− 3B(u1(s, ν), u2(s, ν), ξ0)−

3µ1(ν)∂µB(u1(s, ν), u1(s, ν), ξ0)−

C(u1(s, ν), u1(s, ν), u1(s, ν), ξ0),

(5.260)

(Jνu4)(s, ν) = −4µ1(ν)∂µA(ξ0)u3(s, ν) + 4ω1(ν)u′3(s, ν)−

6µ2(ν)∂µA(ξ0)u2(s, ν) + 6ω2(ν)u′2(s, ν)−

4µ3(ν)∂µA(ξ0)u1(s, ν) + 4ω3(ν)u′1(s, ν)−

12µ1(ν)µ2(ν)∂2
µA(ξ0)u1(s, ν)− 6µ1(ν)2∂2

µA(ξ0)u2(s, ν)−

4µ1(ν)3∂3
µA(ξ0)u1(s, ν)− 4B(u1(s, ν), u3(s, ν), ξ0)−

3B(u2(s, ν), u2(s, ν), ξ0)− 12µ1(ν)∂µB(u1(s, ν), u2(s, ν), ξ0)−

6µ2(ν)∂µB(u1(s, ν), u1(s, ν), ξ0)−

6µ1(ν)2∂2
µB(u1(s, ν), u1(s, ν), ξ0)−

6C(u1(s, ν), u1(s, ν), u2(s, ν), ξ0)−

4µ1(ν)∂µC(u1(s, ν), u1(s, ν), u1(s, ν), ξ0)−

D(u1(s, ν), u1(s, ν), u1(s, ν), u1(s, ν), ξ0),

(5.261)
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(Jνu5)(s, ν) = −5µ1(ν)∂µA(ξ0)u4(s, ν) + 5ω1(ν)u′4(s, ν)+

10ω2(ν)u′3(s, ν)− 10µ2(ν)∂µA(ξ0)u3(s, ν)−

10µ3(ν)∂µA(ξ0)u2(s, ν) + 10ω3(ν)u′2(s, ν)−

5µ4(ν)∂µA(ξ0)u1(s, ν) + 5ω4(ν)u′1(s, ν)−

10µ1(ν)2∂2
µA(ξ0)u3(s, ν)− 30µ1(ν)µ2(ν)∂2

µA(ξ0)u2(s, ν)−

20µ1(ν)µ3(ν)∂2
µA(ξ0)u1(s, ν)− 15µ2(ν)2∂2

µA(ξ0)u1(s, ν)−

10µ1(ν)3∂3
µA(ξ0)u2(s, ν)− 30µ1(ν)2µ2(ν)∂3

µA(ξ0)u1(s, ν)−

5µ1(ν)4∂µA(ξ0)u1(s, ν)− 5B(u1(s, ν), u4(s, ν), ξ0)−

10B(u2(s, ν), u3(s, ν), ξ0)− 20µ1(ν)∂2
µB(u1(s, ν), u3(s, ν), ξ0)−

15µ1(ν)∂µB(u2(s, ν), u2(s, ν), ξ0)−

30µ2(ν)∂µB(u1(s, ν), u2(s, ν), ξ0)−

10µ3(ν)∂µB(u1(s, ν), u1(s, ν), ξ0)−

30µ1(ν)2∂2
µB(u1(s, ν), u2(s, ν), ξ0)−

10µ1(ν)3∂3
µB(u1(s, ν), u1(s, ν), ξ0)−

10C(u1(s, ν), u1(s, ν), u3(s, ν), ξ0)−

15C(u1(s, ν), u2(s, ν), u2(s, ν), ξ0)−

30µ1(ν)∂µC(u1(s, ν), u1(s, ν), u2(s, ν), ξ0)−

10µ2(ν)∂µC(u1(s, ν), u1(s, ν), u1(s, ν), ξ0)−

10µ1(ν)2∂2
µC(u1(s, ν), u1(s, ν), u1(s, ν), ξ0)−

10D(u1(s, ν), u1(s, ν), u1(s, ν), u2(s, ν), ξ0)−

5µ1(ν)∂µD(u1(s, ν), u1(s, ν), u1(s, ν), u1(s, ν), ξ0)−

E(u1(s, ν), u1(s, ν), u1(s, ν), u1(s, ν), u1(s, ν), ξ0).

(5.262)

Como pode ser observado nos resultados de (5.259) a (5.262), determinar os termos da

seqüência {uk(s, ν)}k∈ℕ é equivalente a estudar, para cada k = 1, 2, . . ., o problema com

operador linear

(Jνuk+1)(s, ν) = Hk+1(s, µk(ν), ωk(ν)),

uk+1(s, ν) = uk+1(s+ 2π, ν),
(5.263)
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sendo a função (s, µk(ν), ωk(ν)) 7→ Hk+1(s, µk(ν), ωk(ν)), periódica de período 2π na va-

riável s. O próximo teorema fornece um método de obtenção dos termos das seqüências

{uk(s, ν)}k∈ℕ, {µk(ν)}k∈ℕ e {ωk(ν)}k∈ℕ, através de (5.263) e de maneira recursiva.

Teorema 5.3.1. Para k = 1, 2, . . . e para cada ν ∈ ℝ, o problema com operador linear

(5.263) admite solução se, e somente se,

[p, Hk+1] = 0. (5.264)

Demonstração. Suponha, para k = 1, 2, . . . e para cada ν ∈ ℝ, que (s, ν) 7→ uk+1(s, ν) é

solução do problema de contorno (5.263), ou seja, Jνuk+1(s, ν) = Hk+1(s, µk(ν), ωk(ν)) e

uk+1(s, ν) = uk+1(s+ 2π, ν). Logo, como p ∈ N (J T
ν ),

[p, Hk+1] = [p,Jνuk+1] = [J T
ν p, uk+1] = 0. (5.265)

Suponha agora que [p, Hk+1] = 0. O problema com operador linear (5.263) é equiva-

lente ao problema de contorno

d

ds
uk+1(s, ν) = Aω0(ξ0)uk+1 −Hω0

k+1(s, µk(ν), ωk(ν)),

uk+1(s, ν) = uk+1(s+ 2π, ν),
(5.266)

sendo Aω0(ξ0) = ω0(ν)−1A(ξ0) e Hω0
k+1 = ω0(ν)−1Hk+1 para k = 1, 2, . . .. A solução de um

problema de valor inicial envolvendo a equação diferencial ordinária em (5.266) é da forma

uk+1(s, ν) = esA
ω0 (ξ0)u0

k+1 − esA
ω0 (ξ0)

∫ s

0
e−ζA

ω0 (ξ0)Hω0
k+1(ζ, µk(ν), ωk(ν))dζ, (5.267)

com u0
k+1 = uk+1(0) arbitrário. Esta solução será periódica, se uk+1(0, ν) = u0

k+1 =

uk+1(2π, ν) ou, equivalentemente, se

(In − e2πAω0 (ξ0))u0
k+1 = −

∫ 2π

0
e(2π−ζ)Aω0 (ξ0)Hω0

k+1(ζ, µk(ν), ωk(ν))dζ, (5.268)

sendo In a matriz identidade n× n. Como u0
k+1 ∈ ℝ é arbitrário, a existência de soluções

periódicas de período 2π de (5.266) está relacionada com a existência de u0
k+1 ∈ ℝ satis-

fazendo (5.268). Note que (5.268) é um sistema linear da forma Ãu0
k+1 = B̃ com

Ã = In − e2πAω0 (ξ0) (5.269)

e

B̃ = −
∫ 2π

0
e(2π−ζ)Aω0 (ξ0)Hω0

k+1(ζ, µk(ν), ωk(ν))dζ. (5.270)
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Pela alternativa Fredholm (ver [15]), o sistema linear Ãu0
k+1 = B̃ possui solução se e,

somente se, a imagem da aplicação linear Ã : ℂn → ℂ
n for igual ao complemento ortogonal

do núcleo do operador adjunto de Ã : ℂn → ℂ
n. Das hipóteses sobre a aplicação linear

A : ℝn → ℝ
n, resulta que o conjunto {p(ξ0), p(ξ0)} é uma base para o núcleo do operador

adjunto de Ã : ℂn → ℂ
n, ÃT = In − e2π(Aω0 )T (ξ0) : ℂn → ℂ

n. Logo,

〈
p(ξ0), B̃

〉
=
〈
p(ξ0),−

∫ 2π

0
e(2π−ζ)Aω0 (ξ0)Hω0

k+1(ζ, µk(ν), ωk(ν))dζ
〉

= −
∫ 2π

0

〈
p(ξ0), e(2π−ζ)Aω0 (ξ0)Hω0

k+1(ζ, µk(ν), ωk(ν))
〉
dζ

= −
∫ 2π

0

〈
e(2π−ζ)(Aω0 )T (ξ0)p(ξ0), H

ω0
k+1(ζ, µk(ν), ωk(ν))

〉
dζ

= −
∫ 2π

0

〈
e−i(2π−ζ)p(ξ0), H

ω0
k+1(ζ, µk(ν), ωk(ν))

〉
dζ

= −
∫ 2π

0

〈
eiζp(ξ0), H

ω0
k+1(ζ, µk(ν), ωk(ν))

〉
dζ

= − 2π
ω0(ν)

1
2π

∫ 2π

0

〈
eiζp(ξ0), Hk+1(ζ, µk(ν), ωk(ν))

〉
dζ

= − 2π
ω0(ν)

[p, Hk+1].

(5.271)

A hipótese [p, Hk+1] = 0 implica que 〈p(ξ0), B̃〉 = 0 e, portanto, existem u0
k+1 ∈ ℂ

n para

os quais (5.266) possui soluções periódicas de período 2π.

■

Pela Proposição 5.3.4 e pelo Teorema 5.3.1, a solução do problema com operador

(5.263), para cada k = 1, 2, . . ., é obtido através de (5.267), com as condições [p, Hk+1] = 0

e [p, uk+1] = 0.

Substituindo (5.258) em (5.259), resulta o problema com operador linear

(Jνu2)(s, ν) = H2(s, ν, µ1, ω1),

u2(s, ν) = u2(s+ 2π, ν),
(5.272)

sendo

H2(s, ν, µ2, ω2) = 2
(
− µ1(ν)∂µA(ξ0)q(ξ0) + iω1(ν)q(ξ0)

)
eis−

2
(
µ1(ν)∂µA(ξ0)q(ξ0) + iω1(ν)q(ξ0)

)
e−is−

B(q(ξ0), q(ξ0), ξ0)e2is − 2B(q(ξ0), q(ξ0), ξ0)−

B(q(ξ0), q(ξ0), ξ0)e−2is.

(5.273)
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O Teorema 5.3.1 garante que o problema com operador linear (5.273) admite solução

se, e somente se, [p, H2] = 0. Isto ocorre se µ1(ν) = 0 e ω1(ν) = 0. Nestas condições, a

solução de (5.273) é

u2(s, ν) = h2,0(ξ0)e2is + 2h1,1(ξ0) + h2,0(ξ0)e−2is, (5.274)

com

h2,0(ξ0) = (2iω0(ν)In − A(ξ0))−1B(q(ξ0), q(ξ0), ξ0), (5.275)

h1,1(ξ0) = −A(ξ0)−1B(q(ξ0), q(ξ0), ξ0). (5.276)

A expressão (5.260) e os resultados anteriores conduzem ao problema com operador

linear

(Jνu3)(s, ν) = H3(s, ν, µ2, ω2),

u3(s, ν) = u3(s+ 2π, ν),
(5.277)

onde

H3(s, ν, µ2, ω2) =
(
3B(q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0) + C(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)

)
e3is−

3
(
− µ2(ν)∂µA(ξ0)q(ξ0) + iω2(ν)q(ξ0)

)
eis−

3
(
2B(q(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0) +B(q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

C(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0))eis − 3(µ2(ν)∂µA(ξ0)q(ξ0)+

iω2(ν)q(ξ0)
)
e−is − 3

(
B(q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

2B(q(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0) + C(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)
)
e−is−

3
(
B(q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0) + C(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)

)
e−3is.

(5.278)

Aplicando o Teorema 5.3.1 a (5.278), ou seja, calculando [p, H3] = 0, os coeficientes

µ2(ν) e ω2(ν) são da forma

µ2(ν) = −Re(G2,1(ξ0))
∂µγ(ξ0)

, (5.279)

ω2(ν) = µ2(ν)∂µη(ξ0) + Im(G2,1(ξ0)), (5.280)

com

G2,1(ξ0) =
〈
p(ξ0), 2B(q(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0) +B(q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

C(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)
〉
.

(5.281)
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Definição 5.3.2. O primeiro coeficiente de Lyapunov é definido por

l1(ξ0) =
1
2

Re(G2,1(ξ0)), (5.282)

com o número complexo G2,1(ξ0) calculado de acordo com (5.281).

Uma vez determinados os coeficientes µ2(ν) e ω2(ν), a solução (s, ǫ, ν) 7→ u3(s, ǫ, ν) é

u3(s, ν) = h3,0(ξ0)e3is + h3,0(ξ0)e−3is + 3h2,1(ξ0)eis + 3h2,1(ξ0)e−is+

3µ2(ν)∂µq(ξ0)eis + 3µ2(ν)∂µq(ξ0)e−is,
(5.283)

com

h3,0(ξ0) = (3iω0(ν)In − A(ξ0))−1(3B(q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

C(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)),
(5.284)

h2,1(ξ0) = (iω0(ν)In − A(ξ0))INVR2,1(ξ0) (5.285)

e ∂µq(ξ0) calculado tal como no Proposição 5.2.3. A notação em (5.285), significa que o

vetor complexo h2,1(ξ0) ∈ ℂ
n é solução do sistema de equações lineares de dimensão n+ 1

(ver [30]),


iω0(ν)In − A(ξ0) q(ξ0)

p(ξ0) 0






h2,1(ξ0)

s


 =



R2,1(ξ0)

0


 , (5.286)

com

R2,1(ξ0) = 2B(q(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0) +B(q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

C(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)−G2,1(ξ0)q(ξ0).
(5.287)

Pelos resultados anteriores, o problema com operador linear (5.261) pode ser escrito

como

(Jνu4)(s, ν) = H4(s, ν, µ3, ω3),

u4(s, ν) = u4(s+ 2π, ν),
(5.288)

sendo

H4(s, ν, µ4, ω4) = −
(
4B(q(ξ0), h3,0(ξ0), ξ0) + 3B(h2,0(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

6C(q(ξ0), q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+
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D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)
)
e4is−

2
(
6B(q(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0) + 3µ2(ν)(2B(q(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0)+

∂µA(ξ0)h2,0(ξ0)− 2(∂µγ(ξ0) + i∂µη(ξ0))h2,0(ξ0)+

∂µB(q(ξ0), q(ξ0), ξ0)) + 2(B(q(ξ0), h3,0(ξ0), ξ0)+

3B(h1,1(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0) + 3C(q(ξ0), q(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0)+

3C(q(ξ0), q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)− 3G2,1(ξ0)h2,0(ξ0))
)
e2is+

4
(
− µ3(ν)∂µA(ξ0)q(ξ0) + iω3(ν)q(ξ0)

)
eis−

(
12B(q(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0)− 12B(q(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0)−

12B(h1,1(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0)− 6B(h2,0(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)−

6C(q(ξ0), q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)−

24C(q(ξ0), q(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0)− 6C(q(ξ0), q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)−

6D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)−

12µ2(ν)(B(q(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0) +B(q(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0)+

∂µA(ξ0)h1,1(ξ0) + ∂µB(q(ξ0), q(ξ0), ξ0))
)
−

4
(
µ3(ν)∂µA(ξ0)q(ξ0) + iω3(ν)q(ξ0)

)
e−is−

2
(
6B(q(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0) + 3µ2(ν)(2B(q(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0)+

∂µA(ξ0)h2,0(ξ0)− 2(∂µγ(ξ0)− i∂µη(ξ0))h2,0(ξ0)+

∂µB(q(ξ0), q(ξ0), ξ0)) + 2(B(q(ξ0), h3,0(ξ0), ξ0)+

3B(h1,1(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0) + 3C(q(ξ0), q(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0)+

3C(q(ξ0), q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)− 3G2,1(ξ0)h2,0(ξ0))
)
e−2is−

(
4B(q(ξ0), h3,0(ξ0), ξ0) + 3B(h2,0(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

6C(q(ξ0), q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)
)
e−4is.

(5.289)
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com µ3(ν) = 0 e ω3(ν) = 0, pelo Teorema 5.3.1. Portanto,

u4(s, ν) = h4,0(ξ0)e4is + h4,0(ξ0)e−4is + 4h3,1(ξ0)e2is + 6h2,2(ξ0)+

4h3,1(ξ0)e−2is + 6µ2(ν)∂µh2,0(ξ0)e2is + 12µ2(ν)∂µh1,1(ξ0)+

6µ2(ν)∂µh2,0(ξ0)e−2is.

(5.290)

Em (5.290), os vetores complexos h4,0(ξ0), h3,1(ξ0), h2,2(ξ0), ∂µh2,0(ξ0) e ∂µh1,1(ξ0) são

dados por

h4,0(ξ0) = (4ω0(ν)In − A(ξ0))−1(3B(h2,0(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

4B(q(ξ0), h3,0(ξ0), ξ0) + 6C(q(ξ0), q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)),

(5.291)

h3,1(ξ0) = (3ω0(ν)In − A(ξ0))−1(B(q(ξ0), h3,0(ξ0), ξ0) + 3B(q(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0)+

3B(h1,1(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0) + 3C(q(ξ0), q(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0)+

3C(q(ξ0), q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0) +D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)−

3G2,1(ξ0)h2,0(ξ0)),

(5.292)

h2,2(ξ0) = −A(ξ0)−1(2B(q(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0) + 2B(q(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0)+

2B(h1,1(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0) +B(h2,0(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

C(q(ξ0), q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0) + 4C(q(ξ0), q(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0)+

C(q(ξ0), q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0) +D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)−

2(G2,1(ξ0) +G2,1(ξ0))h1,1(ξ0)),

(5.293)

∂µh2,0(ξ0) = (2iω0(ν)In − A(ξ0))−1
(
2B(q(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0)+

∂µB(q(ξ0), q(ξ0), ξ0)− (2∂µλ(ξ0)In − ∂µA(ξ0))h2,0(ξ0)
)
,

(5.294)

∂µh1,1(ξ0) = −A(ξ0)−1 (B(∂µq(ξ0), q(ξ0), ξ0) +B(q(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0) +

∂µB(q(ξ0), q(ξ0), ξ0)− ((∂µλ(ξ0) + ∂µλ(ξ0))In − ∂µA(ξ0))h1,1(ξ0)
)
.

(5.295)

Por último, tem-se o seguinte problema com operador linear, obtido de (5.262)

(Jνu5)(s, ν) = H5(s, ν, µ4, ω4),

u5(s, ν) = u5(s+ 2π, ν),
(5.296)
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com

H5(s, ν, µ4, ω4) = −
(
5B(q(ξ0), h4,0(ξ0), ξ0) + 10B(h2,0(ξ0), h3,0(ξ0), ξ0)+

10C(q(ξ0), q(ξ0), h3,0(ξ0), ξ0)+

15C(q(ξ0), h2,0(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

10D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

E(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)
)
e5is−

5
(
4B(q(ξ0), h3,1(ξ0), ξ0) +B(q(ξ0), h4,0(ξ0), ξ0)+

4B(h1,1(ξ0), h3,0(ξ0), ξ0) + 6B(h2,0(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0)+

6C(q(ξ0), q(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0) + 4C(q(ξ0), q(ξ0), h3,0(ξ0), ξ0)+

12C(q(ξ0), h1,1(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

3C(q(ξ0), h2,0(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

4D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0)+

6D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

E(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)−

6G2,1(ξ0)h3,0(ξ0) + 2µ2(3B(q(ξ0), ∂µh2,0(ξ0), ξ0)+

3B(h2,0(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0) + 3C(q(ξ0), q(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0)+

∂µA(ξ0)h3,0(ξ0)− 3∂µγ(ξ0)h3,0(ξ0)−

3i∂µη(ξ0)h3,0(ξ0) + 3∂µB(q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

∂µC(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0))
)
e3is−

5
(
µ4(ν)∂µA(ξ0)q(xi0)− iω4(ν)q(xi0)+

2(3B(q(ξ0), h2,2(ξ0), ξ0) + 2B(q(ξ0), h3,1(ξ0), ξ0)+

6B(h1,1(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0) + 3B(h2,0(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0)+

B(h3,0(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0) + 3C(q(ξ0), q(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0)+

6C(q(ξ0), q(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0)+

6C(q(ξ0), h1,1(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0)+

(5.297)
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3C(q(ξ0), h2,0(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

C(q(ξ0), q(ξ0), h3,0(ξ0), ξ0)+

6C(q(ξ0), h1,1(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

6D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0)+

3D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

E(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)−

3G2,1(ξ0)h2,1(ξ0)) + 6µ2(ν)(2B(q(ξ0), ∂µh1,1(ξ0), ξ0)+

B(q(ξ0), ∂µh2,0(ξ0), ξ0) + 2B(h1,1(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0)+

B(h2,0(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0) + C(q(ξ0), q(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0)+

2C(q(ξ0), q(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0)−G2,1(ξ0)∂µq(ξ0)+

∂µA(ξ0)h2,1(ξ0)− ∂µγ(ξ0)h2,1(ξ0)−

i∂µη(ξ0)h2,1(ξ0) + 2∂µB(q(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0)+

∂µB(q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0) + ∂µC(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0))+

3µ2(ν)2(∂2
µA(ξ0)q(xi0) + 2(∂µA(ξ0)−

(∂µγ(ξ0) + i∂µη(ξ0))In)∂µq(ξ0))
)
eis−

5
(
µ4(ν)∂µA(ξ0)q(xi0) + iω4(ν)q(xi0)+

2(3B(q(ξ0), h2,2(ξ0), ξ0) + 2B(q(ξ0), h3,1(ξ0), ξ0)+

6B(h1,1(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0) + 3B(h2,0(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0)+

B(h3,0(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0) + 3C(q(ξ0), q(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0)+

6C(q(ξ0), q(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0)+

6C(q(ξ0), h1,1(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0)+

3C(q(ξ0), h2,0(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

C(q(ξ0), q(ξ0), h3,0(ξ0), ξ0)+

6C(q(ξ0), h1,1(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+
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D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

6D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0)+

3D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

E(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)−

3G2,1(ξ0)h2,1(ξ0)) + 6µ2(ν)(2B(q(ξ0), ∂µh1,1(ξ0), ξ0)+

B(q(ξ0), ∂µh2,0(ξ0), ξ0) + 2B(h1,1(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0)+

B(h2,0(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0) + C(q(ξ0), q(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0)+

2C(q(ξ0), q(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0)−G2,1(ξ0)∂µq(ξ0)+

∂µA(ξ0)h2,1(ξ0)− ∂µγ(ξ0)h2,1(ξ0)+

i∂µη(ξ0)h2,1(ξ0) + 2∂µB(q(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0)+

∂µB(q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0) + ∂µC(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0))+

3µ2(ν)2(∂2
µA(ξ0)q(xi0) + 2(∂µA(ξ0)− (∂µγ(ξ0)−

i∂µη(ξ0))In)∂µq(ξ0))
)
e−is−

5
(
4B(q(ξ0), h3,1(ξ0), ξ0) +B(q(ξ0), h4,0(ξ0), ξ0)+

4B(h1,1(ξ0), h3,0(ξ0), ξ0) + 6B(h2,0(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0)+

6C(q(ξ0), q(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0)+

4C(q(ξ0), q(ξ0), h3,0(ξ0), ξ0)+

12C(q(ξ0), h1,1(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

3C(q(ξ0), h2,0(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

4D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0)+

6D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

E(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)−

6G2,1(ξ0)h3,0(ξ0) + 2µ2(ν)(3B(q(ξ0), ∂µh2,0(ξ0), ξ0)+

3B(h2,0(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0) + 3C(q(ξ0), q(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0)+

∂µA(ξ0)h3,0(ξ0)− 3∂µγ(ξ0)h3,0(ξ0)+
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3i∂µη(ξ0)h3,0(ξ0) + 3∂µB(q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

∂µC(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0))
)
e−3is−

(
5B(q(ξ0), h4,0(ξ0), ξ0) + 10B(h2,0(ξ0), h3,0(ξ0), ξ0)+

10C(q(ξ0), q(ξ0), h3,0(ξ0), ξ0)+

15C(q(ξ0), h2,0(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

10D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

E(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)
)
e−5is.

Computando [p, H5], segue que

[H5] = µ4(ν)(∂µγ(ξ0) + i∂µη(ξ0))− iω4(ν) + 2G3,2(ξ0) + 6µ2(ν)∂µG2,1(ξ0)+

3µ2(ν)2(∂2
µγ(ξ0) + i∂2

µη(ξ0)) = 0,
(5.298)

com

∂µG2,1(ξ0) = 〈p(ξ0), 2B(∂µq(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0) + 2B(q(ξ0), ∂µh1,1(ξ0), ξ0)+

2∂µB(q(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0) +B(∂µq(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

B(q(ξ0), ∂µh2,0(ξ0), ξ0) + ∂µB(q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

2C(∂µq(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0) + C(q(ξ0), q(ξ0), ∂µq(ξ0), ξ0)+

∂µC(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)−G2,1(ξ0)∂µq(ξ0)+

(∂µA(ξ0)− (∂µγ(ξ0) + i∂µη(ξ0))In)h2,1(ξ0)〉,

(5.299)
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G3,2(ξ0) = 〈p(ξ0), 3B(q(ξ0), h2,2(ξ0), ξ0) + 2B(q(ξ0), h3,1(ξ0), ξ0)+

6B(h1,1(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0) + 3B(h2,0(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0)+

B(h3,0(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0) + 3C(q(ξ0), q(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0)+

6C(q(ξ0), q(ξ0), h2,1(ξ0), ξ0) + 6C(q(ξ0), h1,1(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0)+

3C(q(ξ0), h2,0(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0) + C(q(ξ0), q(ξ0), h3,0(ξ0), ξ0)+

6C(q(ξ0), h1,1(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

6D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), h1,1(ξ0), ξ0)+

3D(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), h2,0(ξ0), ξ0)+

E(q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), q(ξ0), ξ0)〉.

(5.300)

Portanto,

µ4(ν) = −2Re(G3,2(ξ0)) + 6µ2(ν)Re(∂µG2,1(ξ0)) + 3µ2(ν)2∂2
µγ(ξ0)

∂µγ(ξ0)
, (5.301)

ω4(ν) = 2Im(G3,2(ξ0)) + µ4(ν)∂µη(ξ0) + 6µ2(ν)Im(∂µG2,1(ξ0))+

3µ2(ν)2∂2
µη(ξ0).

(5.302)

Definição 5.3.3. O segundo coeficiente de Lyapunov é definido por

l2(ξ0) =
1
2

Re(G3,2(ξ0)), (5.303)

com o número complexo G3,2(ξ0) calculado de acordo com (5.300).

A função (s, ǫ, ν) 7→ u5(s, ǫ, ν) não será exibida aqui por ser muito extensa. Pelos

resultados anteriores, uma órbita periódica de (5.220), (s, ǫ, ν) 7→ u(s, ǫ, ν), que surge em

decorrência de bifurcações de Hopf, possui a seguinte a aproximação

u(s, ǫ, ν) =
4∑

k=1

1
k!
uk(s, ν)ǫk +Ou(s, ǫ, ν), (5.304)

com a função (s, ǫ, ν) 7→ Ou(s, ǫ, ν) dependendo dos termos ordem superior e as funções

(s, ν) 7→ uk(s, ν) para k = 1, 2, 3, 4, dadas em (5.258), (5.274), (5.283) e (5.290). Note que

para k = 1, 2, 3, 4, a função (s, ν) 7→ uk(s, ν) assume valores em ℝ
n.

A aproximação (5.304) é válida independentemente se a órbita periódica é hiperbólica

(estável ou instável) ou não hiperbólica. Se é desejado determinar a estabilidade de (5.304),
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então é necessário empregar outra teoria, como por exemplo, a teoria de Floquet que pode

ser encontrada em [8]. A idéia nesta teoria é linearizar (5.220) em torno de (5.304) e

estudar o seguinte problema variacional

d

dt
y =M(ω(ǫ, ν)t, ǫ, ν)y, (5.305)

sendoM(ω(ǫ, ν)t, ǫ, ν) := Df(u(ω(ǫ, ν)t, ǫ, ν), φ(ǫ, ν), ν) e y = y(ω(ǫ, ν)t, ǫ, ν) ∈ ℝ
n. Com

a mudança no tempo, s = ω(ǫ, ν)t, o problema variacional pode ser reescrito como

ω(ǫ, ν)
d

ds
y(s, ǫ, ν) =M(s, ǫ, ν)y(s, ǫ, ν). (5.306)

Pela teoria de Floquet, o problema variacional (5.306) possui possivelmente uma solução

não trivial da forma

y(s, ǫ, ν) = es
χ(ǫ,ν)
ω(ǫ,ν)x(s, ǫ, ν), (5.307)

sendo (s, ǫ, ν) 7→ x(s, ǫ, ν) ∈ ℝ
n uma função periódica de período 2π na variável s e

(ǫ, ν) 7→ χ(ǫ, ν) o expoente de Floquet. Substituindo (5.307) em (5.306), obtém-se

χ(ǫ, ν)es
χ(ǫ,ν)
ω(ǫ,ν)x(s, ǫ, ν) + ω(ǫ, ν)es

χ(ǫ,ν)
ω(ǫ,ν)

d

ds
x(s, ǫ, ν) =M(s, ǫ, ν)es

χ(ǫ,ν)
ω(ǫ,ν)x(s, ǫ, ν), (5.308)

ou ainda,

−ω(ǫ, ν)
d

ds
x(s, ǫ, ν) +M(s, ǫ, ν)x(s, ǫ, ν) = χ(ǫ, ν)x(s, ǫ, ν). (5.309)

Logo, para cada (ǫ, ν) ∈ Uǫ, há o seguinte problema de autovalores e autovetores

T x(s, ǫ, ν) = χ(ǫ, ν)x(s, ǫ, ν), (5.310)

sendo {T : ℂn → ℂ
n : (ǫ, ν) ∈ Uǫ}, uma classe de operadores onde cada membro da classe

é definido por

T x(s, ǫ, ν) :=

(
−ω(ǫ, ν)

d

ds
+M(s, ǫ, ν)

)
x(s, ǫ, ν). (5.311)

Em geral não é possível determinar explicitamente o autovetor (s, ǫ, ν) 7→ x(s, ǫ, ν)

associado ao autovalor (ǫ, ν) 7→ χ(ǫ, ν). Contudo é possível obter aproximações para

(s, ǫ, ν) 7→ x(s, ǫ, ν) e (ǫ, ν) 7→ χ(ǫ, ν) de modo semelhante ao que foi feito para órbitas

periódicas. Para isto basta utilizar o teorema de fatoração enunciado a seguir e que pode

ser encontrado em [13].
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Teorema 5.3.2. A função (s, ǫ, ν) 7→ x(s, ǫ, ν) e o expoente de Floquet (ǫ, ν) 7→ χ(ǫ, ν)

são dados por

x(s, ǫ, ν) = c(ǫ, ν)

(
τ(ǫ, ν)
χ(ǫ, ν)

d

ds
u(s, ǫ, ν) + ∂ǫu(s, ǫ, ν) + ǫ∂ǫφ(ǫ, ν)v(s, ǫ, ν)

)
, (5.312)

χ(ǫ, ν) = ∂ǫφ(ǫ, ν)α(ǫ, ν), (5.313)

τ(ǫ, ν) = ∂ǫω(ǫ, ν) + ∂ǫφ(ǫ, ν)β(ǫ, ν), (5.314)

com (s, ǫ, ν) 7→ u(s, ǫ, ν) a aproximação de uma órbita periódica de (5.220), (ǫ, ν) 7→ c(ǫ, ν)

uma função arbitrária e (s, ǫ, ν) 7→ v(s, ǫ, ν) uma função periódica de período 2π na variável

s. As funções (ǫ, ν) 7→ α(ǫ, ν), (ǫ, ν) 7→ β(ǫ, ν) e (s, ǫ, ν) 7→ v(s, ǫ, ν) satisfazem a equação

ǫ (T v(s, ǫ, ν)− χ(ǫ, ν)v(s, ǫ, ν)) = β(ǫ, ν)
d

ds
u(s, ǫ, ν) + α(ǫ, ν)∂ǫu(s, ǫ, ν)+

∂µf(u(s, ǫ, ν), φ(ǫ, ν), ν)
(5.315)

e possuem as seguintes séries formais na variável ǫ,



v(s, ǫ, ν)− v0(s, ν)
α(ǫ, ν)
ǫ
− α0(ν)

β(ǫ, ν)− β0(ν)




=
∞∑

k=1

1
k!




vk(s, ν)

αk(ν)

βk(ν)



ǫk. (5.316)

No Teorema 5.3.2, aproximações para as funções (ǫ, ν) 7→ α(ǫ, ν), (ǫ, ν) 7→ β(ǫ, ν)

e (s, ǫ, ν) 7→ v(s, ǫ, ν) são obtidas substituindo (5.316) em (5.315). Contudo este pro-

cedimento de substituição depende de algumas expansões em série de Taylor na variável

ǫ e em torno de ǫ = 0 de duas aplicações, (s, ǫ, ν) 7→ M(s, ǫ, ν)v(s, ǫ, ν) e (s, ǫ, ν) 7→
∂µf(u(s, ǫ, ν), φ(ǫ, ν), ν). Como por (5.313),

χ(ǫ, ν) = ∂ǫφ(ǫ, ν)α(ǫ, ν)

=
(
µ2(ν)ǫ+

1
3!
µ4(ν)ǫ3

)(
α0(ν)ǫ+ α1(ν)ǫ2 +

1
2!
α2(ν)ǫ3

)
+Oχ(ǫ5, |ν|)

=
1
2!

2α0(ν)µ2(ν)ǫ2 +
1
3!

6α1(ν)µ2(ν)ǫ3+

1
4!

(4α0(ν)µ4(ν) + 12α2(ν)µ2(ν))ǫ4 +Oχ(ǫ5, |ν|),

(5.317)

resulta que

χ1(ν) = 0,

χ2(ν) = 2α0(ν)µ2(ν),

χ3(ν) = 6α1(ν)µ2(ν),

χ4(ν) = 4α0(ν)µ4(ν) + 12α2(ν)µ2(ν).

(5.318)
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Além disto, a expansão na variável ǫ da função (ǫ, ν) 7→ α(ǫ, ν) em (5.317) e (5.315) mostra

que é suficiente obter as expansões em série de Taylor na variável ǫ e em torno de ǫ = 0

até os termos de ordem 2 para a aplicação (s, ǫ, ν) 7→ M(s, ǫ, ν)v(s, ǫ, ν) e até os termos

de ordem 3 para aplicação (s, ǫ, ν) 7→ ∂µf(u(s, ǫ, ν), φ(ǫ, ν), ν).

A expansão em série de Taylor da aplicação (s, ǫ, ν) 7→ M(s, ǫ, ν)v(s, ǫ, ν) pode ser

feita por etapas, primeiro através da expansão em série de Taylor na variável u, em torno

de u = 0 e até os termos de ordem 2, da aplicação

(u,v, ξ) 7→ h(u,v, ξ) := Df(u, ξ)v, (5.319)

com v ∈ ℝ
n fixo. Para i = 1, 2, . . . , n, cada componente da aplicação (5.319) é da forma

(u,v, ξ) 7→ hi(u,v, ξ) =
n∑

j=1

∂

∂uj
fi(u, ξ)vj, (5.320)

sendo (x, ξ) 7→ fi(x, ξ) as componentes da aplicação (x, ξ) 7→ f(x, ξ), u = (u1, u2, . . . , un)

e v = (v1, v2, . . . , vn). Assim,

h(u,v, ξ) = A(ξ)v +B(u,v, ξ) +
1
2!
C(u,u,v, ξ) +Oh(‖u‖4, ‖v‖, ‖ξ‖). (5.321)

De fato, empregando (5.5) e sendo y = (y1, y2, . . . , yn) e z = (z1, z2, . . . , zn) vetores de ℝ
n,

segue que

h(0,v, ξ) =
n∑

i=1




n∑

j=1

∂

∂uj
fi(0, ξ)vj


 ei = A(ξ)v, (5.322)

D1h(0,v, ξ) =
∂

∂t1
h(0 + t1y,v, ξ)

∣∣∣∣∣
t1=0

=
∂

∂t1

(
n∑

i=1

hi(0 + t1y,v, ξ)ei

)∣∣∣∣∣
t1=0

=
n∑

i=1

∂

∂t1
hi(0 + t1y,v, ξ)

∣∣∣∣∣
t1=0

ei

=
n∑

i=1

∂

∂t1




n∑

j=1

∂

∂uj
fi(0 + t1y, ξ)vj



∣∣∣∣∣∣
t1=0

ei

=
n∑

i=1

n∑

j=1

∂

∂t1

(
∂

∂uj
fi(0 + t1y, ξ)vj

)∣∣∣∣∣∣
t1=0

ei

=
n∑

i=1




n∑

j,k=1

∂2

∂uj∂uk
fi(0, ξ)vjyk


 ei

=
n∑

i=1

Bi(y,v, ξ)ei = B(y,v, ξ),

(5.323)
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D2h(0,v, ξ) =
∂2

∂t1∂t2
h(0 + t1y + t2z,v, ξ)

∣∣∣∣∣
(t1,t2)=(0,0)

=
∂2

∂t1∂t2

(
n∑

i=1

hi(0 + t1y + t2z,v, ξ)ei

)∣∣∣∣∣
(t1,t2)=(0,0)

=
n∑

i=1

∂2

∂t1∂t2
hi(0 + t1y + t2z,v, ξ)

∣∣∣∣∣
(t1,t2)=(0,0)

ei

=
n∑

i=1

∂2

∂t1∂t2




n∑

j=1

∂

∂uj
fi(0 + t1y + t2z, ξ)vj



∣∣∣∣∣∣
(t1,t2)=(0,0)

ei

=
n∑

i=1

n∑

j=1

∂2

∂t1∂t2

(
∂

∂uj
fi(0 + t1y + t2z, ξ)vj

)∣∣∣∣∣∣
(t1,t2)=(0,0)

ei

=
n∑

i=1




n∑

j,k,l=1

∂3

∂uj∂uk∂ul
fi(0, ξ)vjykzl


 ei

=
n∑

i=1

Ci(y,z,v, ξ)ei = C(y,z,v, ξ).

(5.324)

O próximo passo é obter a expansão em série de Taylor na variável ǫ, em torno de ǫ = 0

e até os termos de ordem 3, da aplicação linear e das funções multilineares simétricas

que aparecem em (5.321). Tal desenvolvimento está associado com a função (ǫ, ν) 7→ µ =

φ(ǫ, ν). Assim, tomando u = u(s, ǫ, ν) e v = v(s, ǫ, ν) e levando em conta (5.316) é possível

mostrar que

M(s, ǫ, ν)v(s, ǫ, ν) = m0(s, ν) +m1(s, ν)ǫ+
1
2
m2(s, ν)ǫ2 +OMv(s, ǫ3, |ν|), (5.325)

sendo

m0(s, ν) = A(ξ0)v0(s, ν), (5.326)

m1(s, ν) = A(ξ0)v1(s, ν) +B(u1(s, ν), v0(s, ν), ξ0), (5.327)

m2(s, ν) = A(ξ0)v2(s, ν) + µ2(ν)∂µA(ξ0)v0(s, ν)+

2B(u1(s, ν), v1(s, ν), ξ0) +B(u2(s, ν), v0(s, ν), ξ0)+

C(u1(s, ν), u1(s, ν), v0(s, ν), ξ0).

(5.328)

Resultado semelhante a (5.325) poderia ser obtido considerando (5.316) e a expansão

em série de Taylor na variável ǫ, em torno de ǫ = 0 e até os termos de ordem 2, da matriz

M(s, ǫ, ν) =

(
∂

∂xj
fi(u(s, ǫ, ν), φ(ǫ, ν), ν)

)n,n

i,j=1

, (5.329)

ou seja,

M(s, ǫ, ν) = M0(s, ν) +M1(s, ν)ǫ+
1
2!
M2(s, ν)ǫ2 +OM(s, ǫ3, |ν|), (5.330)
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com as matrizes em (5.330) dadas por

M0(s, ν) =

(
∂

∂xj
fi(0, 0, ν)

)n,n

i,j=1

, (5.331)

M1(s, ν) =

(
n∑

k=1

∂2

∂xj∂xk
fi(0, 0, ν)u1,k(s, ν)

)n,n

i,j=1

, (5.332)

M2(s, ν) = µ2(ν)

(
∂

∂µ

(
∂

∂xj
fi(0, 0, ν)

))n,n

i,j=1

+

(
n∑

k=1

∂2

∂xj∂xk
fi(0, 0, ν)u2,k(s, ν)

)n,n

i,j=1

+




n∑

k,l=1

∂3

∂xj∂xk∂xl
fi(0, 0, ν)u1,k(s, ν)u1,l(s, ν)



n,n

i,j=1

.

(5.333)

Em (5.331), (5.332) e (5.333), para k = 1, 2, (s, ν) 7→ uk,l(s, ν) são as componentes da

função (s, ν) 7→ uk(s, ν) com l = 1, 2, . . . , n. Note que, utilizando (5.330), a expansão em

série de Taylor deM(s, ǫ, ν)v(s, ǫ, ν) na variável ǫ, em torno de ǫ = 0 e até os termos de

ordem 2, é exatamente igual a (5.325).

A expansão em série de Taylor na variável ǫ, em torno de ǫ = 0 e até os termos de ordem

3 para aplicação (s, ǫ, ν) 7→ ∂µf(u(s, ǫ, ν), φ(ǫ, ν), ν) consiste em substituir u = u(s, ǫ, ν) e

ξ = (φ(ǫ, ν), ν) em

∂µf(u, ξ) = ∂µA(ξ)u+ ∂µB(u,u, ξ) +
1
2!
∂µC(u,u,u, ξ) +Odµf (‖u‖4, ‖ξ‖), (5.334)

utilizar a linearidade da aplicação linear e das funções multilineares simétricas em (5.334)

e expandir a aplicação linear e as funções multilineares simétricas em (5.334) na variável

ǫ, empregando a função (ǫ, ν) 7→ µ = φ(ǫ, ν). Assim,

∂µf(u(s, ǫ, ν), φ(ǫ, ν), ν) = f1(s, ν)ǫ+
1
2!
f2(s, ν)ǫ2 +

1
3!
f3(s, ν)ǫ2 +Odµf (s, ǫ3, |ν|), (5.335)

com

f1(s, ν) = ∂µA(ξ0)u1(s, ν), (5.336)

f2(s, ν) = ∂µA(ξ0)u2(s, ν) + ∂µB(u1(s, ν), u1(s, ν), ξ0), (5.337)

f3(s, ν) = ∂µA(ξ0)u3(s, ν) + 3µ2(ν)∂2
µA(ξ0)u1(s, ν)+

3∂µB(u1(s, ν), u2(s, ν), ξ0) + ∂µC(u1(s, ν), u1(s, ν), u1(s, ν), ξ0).
(5.338)

Conforme mencionado, os termos das seqüências {vk(s, ν)}k∈ℕ∪{0}, {αk(ν)}k∈ℕ∪{0},
{βk(ν)}k∈ℕ∪{0} e {χk(ν)}k∈ℕ são obtidos de maneira recursiva substituindo (5.316), (5.325)
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e (5.335) em (5.315), empregando (5.304), µk(ν) e ωk(ν) para k = 1, 2 e agrupando os ter-

mos associados com as potências em ǫ. Fazendo isto, resultam os seguintes problemas com

operadores lineares

(Jνv0)(s, ν) = α0(ν)u1(s, ν) + ∂µA(ξ0)u1(s, ν) + β0(ν)
d

ds
u1(s, ν)

v0(s, ν) = v0(s+ 2π, ν),
(5.339)

(Jνv1)(s, ν) = α1(ν)u1(s, ν) + α0(ν)u2(s, ν) +
1
2
∂µA(ξ0)u2(s, ν)−

B(u1(s, ν), q0(s, ν), ξ0) +
1
2
∂µB(u1(s, ν), u1(s, ν), ξ0)+

β1(ν)
d

ds
u1(s, ν) +

1
2
β0(ν)

d

ds
u2(s, ν)

v1(s, ν) = v1(s+ 2π, ν),

(5.340)

(Jνv2)(s, ν) = α0(ν)u3(s, ν) + 2α1(ν)u2(s, ν) + α2(ν)u1(s, ν)+

2µ2(ν)α0(ν)q0(s, ν)− µ2(ν)∂µA(ξ0)q0(s, ν) +
1
3
∂µA(ξ0)u3(s, ν)+

µ2(ν)∂2
µA(ξ0)u1(s, ν)− 2B(u1(s, ν), q1(s, ν), ξ0)−

B(u2(s, ν), q0(s, ν), ξ0)− C(u1(s, ν), u1(s, ν), q0(s, ν), ξ0)+

∂µB(u1(s, ν), u2(s, ν), ξ0) +
1
3
∂µC(u1(s, ν), u1(s, ν), u1(s, ν), ξ0)+

β2(ν)
d

ds
u1(s, ν) + β1(ν)

d

ds
u2(s, ν) +

1
3
β0(ν)

d

ds
u3(s, ν)+

ω2(ν)
d

ds
q0(s, ν)

v3(s, ν) = v3(s+ 2π, ν).

(5.341)

De (5.339) e do Teorema 5.3.1, segue que [p,Jνv0] = (α0(ν) + iβ0(ν)) + ∂µλ(ξ0) = 0,

ou seja, α0(ν) = −∂µγ(ξ0) e β0(ν) = −∂µη(ξ0). Logo, por Proposição 5.3.4,

v0(s, ν) = −
(
eis∂µq(ξ0) + e−is∂µq(ξ0)

)
. (5.342)

Os demais problemas com operador linear, (5.340) e (5.341), são resolvidos de forma

análoga empregando Teorema 5.3.1 e Proposição 5.3.4. Assim, de (5.340), α1(ν) = 0,

β1(ν) = 0 e

v1(s, ν) = −1
2

(
e2is∂µh2,0(ξ0) + 2∂µh1,1(ξ0) + e−2is∂µh2,0(ξ0)

)
. (5.343)

Não é necessário encontrar a função (s, ν) 7→ v2(s, ν) em (5.341). Como o objetivo é obter

uma aproximação para o expoente de Floquet, basta empregar Proposição 5.3.4, o que
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resulta em α2(ν) = 0 e β2(ν) = 0. Portanto, de (5.318)

χ1(ν) = 0,

χ2(ν) = 2α0(ν)µ2(ν) = 2Re(G2,1(ξ0)),

χ3(ν) = 6α1(ν)µ2(ν) = 0,

χ4(ν) = 4α0(ν)µ4(ν) + 12α2(ν)µ2(ν) = 8Re(G3,2(ξ0)) + 12µ2(ν)Re(∂µG2,1(ξ0)).

(5.344)

Com os resultados anteriores, o seguinte teorema foi demonstrado.

Teorema 5.3.3. Seja

χ(ǫ, ν) =
∞∑

k=1

1
k!
χk(ν)ǫk, (5.345)

a série de Taylor formal do expoente característico (ǫ, ν) 7→ χ(ǫ, ν) associado à equação

diferencial (5.220). Então,

χ1(ν) = 0,

χ2(ν) = 2Re(G2,1(ξ0)),

χ3(ν) = 0,

χ4(ν) = 8Re(G3,2(ξ0)) + 12µ2(ν)Re(∂µG2,1(ξ0)),

(5.346)

com G2,1(ξ0), ∂µG2,1(ξ0) e G3,2(ξ0) dados em (5.281), (5.299) e (5.300), respectivamente.

Decorre do Teorema 5.3.3, o seguinte corolário cuja demonstração é idêntica àquela

do Corolário 5.2.1.

Corolário 5.3.1. Seja

χ(ǫ, ν) =
1
2
χ2(ν)ǫ2 +

1
24
χ4(ν)ǫ4 +Oχ(ǫ5, |ν|), (5.347)

a expansão em série de Taylor na variável ǫ, em torno da origem e até os termos de ordem

4, do expoente característico (ǫ, ν) 7→ χ(ǫ, ν) associado à equação diferencial x′ = f(x, ξ)

e seja

µ = φ(ǫ, ν) =
1
2
µ2(ν)ǫ2 +

1
24
µ4(ν)ǫ4 +Oχ(ǫ5, |ν|), (5.348)

a expansão em série de Taylor na variável ǫ, em torno da origem e até os termos de ordem

4, da função (ǫ, ν) 7→ µ = φ(ǫ, ν). Então,
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a) Para ǫ ∈ ℝ, suficientemente pequeno e Re(G2,1(ξ0)) 6= 0, a estabilidade da órbita

periódica da equação diferencial (5.220) é dada pelo sinal de Re(G2,1(ξ0)). Quando

Re(G2,1(ξ0)) < 0 para ξ0 ∈ U , a órbita periódica no retrato de fase da equação

diferencial (5.220) é estável. Como para ǫ ∈ ℝ, suficientemente pequeno,

µ = φ(ǫ, ν) = −1
2

Re(G2,1(ξ0))
∂µγ(ξ0)

ǫ2 +Oµ(ǫ4, |ν|), (5.349)

se ∂µγ(ξ0) > 0, a órbita periódica no retrato de fase de (5.220) ocorre para µ > 0

e se ∂µγ(ξ0) < 0, a órbita periódica no retrato de fase ocorre para µ < 0. Se

Re(G2,1(ξ0)) > 0, a órbita periódica no retrato de fase da equação diferencial (5.220)

é instável.

b) Suponha que para ξ1 = (0, 0), Re(G2,1(ξ1)) = 0 e Re(G3,2(ξ1)) 6= 0. Então para ǫ ∈ ℝ,

suficientemente pequeno, a estabilidade é dada pelo sinal de Re(G3,2(ξ1)). Quando

Re(G3,2(ξ1)) < 0, a órbita periódica no retrato de fase da equação diferencial (5.220)

é estável. Como, neste caso,

µ = φ(ǫ, ν) = − 1
12

Re(G3,2(ξ1))
∂µγ(ξ1)

ǫ4 +Oµ(ǫ5, |ν|), (5.350)

se ∂µγ(ξ1) > 0, a órbita periódica no retrato de fase da equação diferencial (5.220)

ocorre para µ > 0 e se ∂µγ(ξ1) < 0, a órbita periódica no retrato de fase da equação

diferencial (5.220) ocorre para µ < 0. Se Re(G3,2(ξ1)) > 0, a órbita periódica no

retrato de fase da equação diferencial (5.220) é instável.

Não é possível decidir a partir do Corolário 5.3.1 a estabilidade de uma órbita perió-

dica, que existe em decorrência de uma bifurcação de Hopf, para pontos (ǫ, ν) ∈ Uǫ tais que

χ(ǫ, ν) ≡ 0. Contudo, o estudo do conjunto χ−1(0) permite obter uma aproximação para

a curva de órbitas periódicas não hiperbólicas CNH no plano de parâmetros (µ, ν) ∈ ℝ
2.

Tal curva existe para um ponto de Hopf transversal de codimensão dois, (0, ξ1) ∈ W × U
(ver definição 5.1.4). Esta afirmação será demonstrada no Teorema 5.3.4.

Procedendo como na seção anterior, do Teorema 5.3.3, o expoente característico pode

ser escrito como

χ(ǫ, ν) = ǫ2Ψ(ǫ, ν), (5.351)

com a função (ǫ, ν) 7→ Ψ(ǫ, ν) possuindo expansão em série de Taylor na variável ǫ, em

torno da origem e até os termos de ordem 3 da forma

Ψ(ǫ, ν) =
1
2
χ2(ν) +

1
24
χ4(ν)ǫ2 +Oχ(ǫ3, |ν|). (5.352)
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Logo, basta estudar o conjunto Ψ−1(0), o que resulta no Teorema 5.3.4.

Teorema 5.3.4. Seja (0, ξ1) ∈ W × U , um ponto de Hopf de codimensão dois de (5.220)

para o qual Re(∂νG2,1(ξ1)) 6= 0. Então, a curva de órbitas periódicas não hiperbólicas, no

plano de parâmetros (µ, ν) ∈ ℝ
2, associada com a equação diferencial (5.220) possui as

seguintes representações locais

Γ(ǫ) =

(
Re(G3,2(ξ1))
12∂µγ(ξ1)

ǫ4,− Re(G3,2(ξ1))
3Re(∂νG2,1(ξ1))

ǫ2

)
+OΓ(ǫ), (5.353)

µ = Λ(ν) =
µ2(ν)
ψ2

ν +
1
6
µ4(ν)
ψ2

2

ν2 +OΛ(|ν|), (5.354)

com

ψ2 = − 2Re(G3,2(ξ1))
3Re(∂νG2,1(ξ1))

. (5.355)

Demonstração. Se (0, ξ1) ∈ W × U é um ponto de Hopf de codimensão dois de (5.220)

para o qual Re(∂νG2,1(ξ1)) 6= 0, então a equação diferencial (5.220) restrita à variedade

central é localmente topologicamente equivalente à equação diferencial (4.76). Pelo Teo-

rema 4.2.1, existe a curva de órbitas periódicas não hiperbólicas CNH de (5.220) no plano

de parâmetros (µ, ν) ∈ ℝ
2. As representações locais (5.353) e (5.354) podem ser obtidas

de maneira idêntica ao que foi feito na demonstração do Teorema 5.2.3.

■

No próximo capítulo, todos os resultados obtidos nesta seção, serão aplicados ao sistema

de controle em malha fechada (3.31).



Capítulo 6

Aplicação da Teoria de Aproximação

de Órbitas Periódicas em ℝ
n

A finalidade deste capítulo é empregar a teoria de aproximações de órbitas periódicas

em campos de vetores em ℝ
n, do capítulo 5, ao sistema de controle em malha fechada e

em ℝ
3 do capítulo 3, porém com referência nula. Mais precisamente, a idéia é mostrar

que este sistema de controle apresenta bifurcações de Hopf de codimensões um e dois e,

assim, existem regiões no plano de parâmetros (KI , KP ) ∈ ℝ
2 nas quais a escolha de KI

e KP garantem que o único ponto de equilíbrio é localmente assintoticamente estável.

6.1 Bifurcação de Hopf no Sistema de Controle em

Malha Fechada em ℝ
3

De acordo com a Proposição 3.2.1, para referência nula, o único ponto de equilíbrio

é a origem. Além disto, quando r = 0, todos os resultados da seção 3.2 são preservados

com a substituição β = m. Assim, as regiões no plano de parâmetros (KI , KP ) ∈ ℝ
2 nos

quais a origem é localmente assintoticamente estável são as mesmas do ponto de equilíbrio

(3.33) fazendo r = 0.

Agora, com a teoria da seção 5.3 é possível analisar a estabilidade da origem quando

ξ = ξ0 = (KI0(KP ), KP ), sendo

KI0(KP ) =
(a1 +mb1KP )(a0 +mb0KP )
m(b0 − b1(a1 +mb1KP ))

. (6.1)

Para ξ = ξ0, os autovalores da matriz Jacobiana (3.34) são da forma λ(ξ0), λ(ξ0) e

153
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λ3(ξ0), com λ(ξ0) = iω0(KP ),

ω0(KP ) =

√
b0(a0 +mb0KP )

√
b0 − b1(a1 +mb1KP )

(6.2)

e λ3(ξ0) tal como em (3.48).

Um autovetor q(ξ0) ∈ ℂ
3 associado ao autovalor λ(ξ0) = iω0(KP ) é da forma

q(ξ0) = (−iω0(KP ), a0 +mKP (b0 − ib1ω0(KP )), KI0(KP )) (6.3)

e um autovetor adjunto p(ξ0) ∈ ℂ
3, associado ao autovalor λ(ξ0) = −iω0(KP ) e normali-

zado em relação ao autovetor q(ξ0), é p(ξ0) = (p1(KP ), p2(KP ), p3(KP )), com

p1(KP ) =
a1 − iω0(KP )

2ω0(KP )(ω0(KP ) + i(a1 +mb1KP ))
,

p2(KP ) =
1

2ω0(KP )(ω0(KP ) + i(a1 +mb1KP ))
,

p3(KP ) =
m(b1ω0(KP ) + ib0)

2ω2
0(KP )(ω0(KP ) + i(a1 +mb1KP ))

.

(6.4)

Teorema 6.1.1. A derivada do autovalor λ(ξ), em relação ao parâmetro KI e calculada

em ξ = ξ0 = (KI0(KP ), KP ), é dada por ∂KIλ(ξ0) = ∂KIγ(ξ0) + i∂KIη(ξ0), com

∂KIγ(ξ0) =
m(b0 − b1(a1 +mb1KP ))

2((a1 +mb1KP )2 + ω2
0(KP ))

, (6.5)

∂KIη(ξ0) =
m(a1b0 + b1(mb0KP + ω2

0(KP )))
2ω0(KP )((a1 +mb1KP )2 + ω2

0(KP ))
. (6.6)

Demonstração. A demonstração consiste de um cálculo simples utilizando os autovetores

q(ξ0) e p(ξ0),

∂KIA(ξ0) =




0 0 0

0 0 0

−1 0 0



, (6.7)

e os itens (c) e (d) da Proposição 5.2.3.

■

As funções multilineares simétricas B, C, D e E associadas com (3.32) são

B(x,y, ξ0) = (0, 0, 0), (6.8)

C(x,y,u, ξ0) = (C1(x,y,u, ξ0), C2(x,y,u, ξ0), 0), (6.9)



155

sendo

C1(x,y,u, ξ0) = b1(x3 − x1KP )(y3 − y1KP )(u3 − u1KP )S(3)(0), (6.10)

C2(x,y,u, ξ0) = (b0 − a1b1)(x3 − x1KP )(y3 − y1KP )(u3 − u1KP )S(3)(0), (6.11)

D(x,y,u,v, ξ0) = (0, 0, 0), (6.12)

E(x,y,u,v,w, ξ0) = (E1(x,y,u,v,w, ξ0), E2(x,y,u,v,w, ξ0), 0). (6.13)

Em (6.13),

E1(x,y,u,v,w, ξ0) = b1(x3 − x1KP )(y3 − y1KP )(u3 − u1KP )(v3 − v1KP )

(w3 − w1KP )S(5)(0),
(6.14)

E2(x,y,u,v,w, ξ0) = (b0 − a1b1)(x3 − x1KP )(y3 − y1KP )(u3 − u1KP )

(v3 − v1KP )(w3 − w1KP )S(5)(0).
(6.15)

Como a função multilinear simétrica B é identicamente nula, das expressões (5.275) e

(5.276), resulta que h2,0(ξ0) = 0 e h1,1(ξ0) = 0. Assim, empregando os autovetores q(ξ0) e

p(ξ0) e a expressão (5.281), o número complexo G2,1(ξ0) é dado por

G2,1(ξ0) =
i(b0 + ib1ω0(KP ))(K2

I0(KP ) +K2
Pω

2
0(KP ))2S(3)(0)

2(a1 +mb1KP + iω0(KP ))(KI0(KP )− iKPω0(KP ))ω0(KP )
. (6.16)

Portanto, da definição 5.3.2 para o primeiro coeficiente de Lyapunov,

l1(ξ0) = − (K2
I0(KP ) +K2

Pω
2
0(KP ))Q(KP )S(3)(0)

4m(b0 − b1(a1 +mb1KP ))((a1 +mb1KP )2 + ω2
0(KP ))

(6.17)

sendo a função KP 7→ Q(KP ) = AK2
P + BKP + C um polinômio (fixados os demais

parâmetros) tal que

A = m2b1(b2
0 + a0b

2
1),

B = 2ma0a1b
2
1,

C = a0a1(a1b1 − b0).

(6.18)

Suponha a partir deste ponto que a saturação v 7→ u = S(v) é tal como no item (d)

da Proposição 2.4.1. Assim, S(3)(0) < 0 e o sinal do primeiro coeficiente de Lyapunov

é dado pelo sinal do polinômio Q e pelo sinal de um termo do denominador de (6.17). O

primeiro coeficiente de Lyapunov (6.17) é não nulo para todo KP > 0 tal que Q(KP ) 6= 0.
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Teorema 6.1.2. Considere todos os valores de KP > 0 tais que KI0(KP ) > 0 e Q(KP ) 6=
0. Se r = 0 e ξ = ξ0 = (KI0(KP ), KP ), então o ponto de equilíbrio (3.33) de (3.32) é um

ponto de Hopf transversal de codimensão um.

Demonstração. Nas hipóteses do teorema, para r = 0 e ξ = ξ0 = (KI0(KP ), KP ), a

matriz Jacobiana (3.34) possui autovalores λ(ξ0), λ(ξ0) e λ3(ξ0), com λ(ξ0) = iω0(KP ) e

ω0(KP ) > 0. Além disto, o primeiro coeficiente de Lyapunov (6.17) é não nulo. Portanto,

pela definição 5.1.2, o ponto de equilíbrio (3.33) é um ponto de Hopf de codimensão um

de (3.32). Como por (6.1) e (6.2), b0 − b1(a1 + mb1KP ) 6= 0, a transversalidade (6.1.1) é

não nula e o teorema está demonstrado, de acordo com a definição (5.1.3).

■

Visto que

−1
2

Re(G2,1(ξ0))
∂KIγ(ξ0)

= − l1(ξ0)
∂KIγ(ξ0)

=
(K2

I0(KP ) +K2
Pω

2
0(KP ))Q(KP )S(3)(0)

2m2(b0 − b1(a1 +mb1KP ))2
, (6.19)

e S(3)(0) < 0, nas hipóteses do Teorema 6.1.2 e de acordo com o item (a) do Corolário

5.3.1, resulta que a região de estabilidade no plano de parâmetros (KI , KP ) ∈ ℝ
2 para o

sistema de controle em malha fechada (3.32) pode ser uma das seguintes:

a)

{
(KI , KP ) ∈ ℝ

2 : KI <
(a1 +mb1KP )(a0 +mb0KP )
m(b0 − b1(a1 +mb1KP ))

, KP > 0, Q(KP ) < 0

}
;

b)

{
(KI , KP ) ∈ ℝ

2 : KI >
(a1 +mb1KP )(a0 +mb0KP )
m(b0 − b1(a1 +mb1KP ))

, KP > 0, Q(KP ) > 0

}
.

Exemplo 6.1.1. Considere o sistema de controle em malha fechada (3.32) com a seguinte

escolha para os valores dos parâmetros do sistema de controle em malha aberta, a0 = 12,

b0 = 1, a1 = 12 e b1 = −2 e a função saturação da forma

v 7→ u = S(v) = 10 tanh
( 1

10
v
)
, (6.20)

ou seja, m = 1 e M = 10. Note que a saturação (6.20) satisfaz o item (d) da Proposição

2.4.1.

Com estes valores, a matriz Jacobiana (3.34) é dada por

A(ξ) =




2KP 1 −2

12− 25KP −12 25

−KI 0 0



, (6.21)
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com polinômio característico

P (λ) = λ3 + 2(6−KP )λ2 + (12 +KP − 2KI)λ+KI . (6.22)

Assim, pelo Teorema 3.2.1, o ponto de equilíbrio (3.33) é localmente assintoticamente

estável se as seguintes condições são satisfeitas

KI > 0,

KI <
12 +KP

2
,

KP < 6,

KI <
2(6−KP )(12 +KP )

25− 4KP

.

(6.23)

Como

2(6−KP )(12 +KP )
25− 4KP

<
12 +KP

2
, (6.24)

resulta que se 0 < KI <
2(6−KP )(12 +KP )

25− 4KP

e 0 < KP < 6, o ponto de equilíbrio (3.33)

é localmente assintoticamente estável.

Para KI = KI0(KP ), ou seja, para ξ = ξ0 = (KI0(KP ), KP ) com

KI0(KP ) =
2(6−KP )(12 +KP )

25− 4KP

, (6.25)

a matriz Jacobiana possui autovalores λ(ξ0), λ(ξ0), com λ(ξ0) = iω0(KP ) e λ3(ξ0) =

−2(6−KP ). Dos resultados (6.2), (6.5), (6.6) e (6.16) segue que

ω0(KP ) =

√
12 +KP

25− 4KP

, (6.26)

∂KIγ(ξ0) =
(25− 4KP )2

2((25− 4KP )(12− 2KP )2 +KP + 12)
, (6.27)

∂KIη(ξ0) =
2
√

(KP + 12)(25− 4KP )(2K2
P − 25KP + 69)

(KP + 12)(3612− 1775KP + 292K2
P − 16K3

P )
, (6.28)

G2,1(ξ0) =
(2ω0(KP ) + i)(KI0(KP ) + iKPω0(KP ))2(KPω0(KP ) + iKI0(KP ))

100ω0(KP )(ω0(KP ) + i(2KP − 12))
. (6.29)

Note que para KP ∈ (0, 6), (6.25) e (6.26) são positivos. O primeiro coeficiente de

Lyapunov, obtido a partir de (6.29)

l1(ξ0) =
(KP + 12)(25K2

P − 432KP + 1728)(−98K2
P + 1152KP − 3600)

100(25− 4KP )2(3612− 1775KP + 292K2
P − 16K3

P )
, (6.30)
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é negativo para KP ∈ (0, 6), pois o polinômio KP 7→ Q(KP ) = −98K2
P + 1152KP − 3600

possui concavidade negativa e o seu discriminante é ∆ = −84096. Visto que a transver-

salidade (6.27) é não nula para KP ∈ (0, 6), pelo Teorema 6.1.2, o ponto de equilíbrio

(3.33) é um ponto de Hopf transversal de codimensão um e a região de estabilidade é a

região (a), isto é,
{

(KI , KP ) ∈ ℝ
2 : 0 < KI <

2(6−KP )(12 +KP )
25− 4KP

, 0 < KP < 6

}
. (6.31)

A Figura 6.1 mostra a região de estabilidade no plano de parâmetros (KI , KP ) ∈ ℝ
2

para (3.32) com a0 = 12, b0 = 1, a1 = 12 e b1 = −2 e a função saturação (6.20).

KP

KI

I

II

H (0)S

-1

Figura 6.1: Região de estabilidade no plano de parâmetros (KI ,KP ) ∈ ℝ
2 quando a0 = 12,

b0 = 1, a1 = 12 e b1 = −2 e para a função saturação (6.20).

Na região I da Figura 6.1, o ponto de equilíbrio (3.33) é localmente assintoticamente

estável, enquanto que na região II o ponto de equilíbrio (3.33) é instável. Visto que o

primeiro coeficiente de Lyapunov (6.30) é negativo para KP ∈ (0, 6), pelo Corolário

5.3.1 há uma órbita periódica estável perto do ponto de equilíbrio instável (3.33). Note

que para KI = KI0(KP ) e KP ∈ (0, 6), ou seja, para (KI , KP ) ∈ H−1
S (0) com (KI , KP ) 7→

HS(KI , KP ) = KI − KI0(KP ), o ponto de equilíbrio é um atrator, já que l1(KP ) < 0 e

λ3(ξ0) = −2(6 −KP ) < 0. Assim, para este exemplo, os resultados são análogos aqueles

comentados no caso (a) da Figura 1.3.

Com o objetivo de realizar algumas simulações, considere que KP = 3. De (6.25),

segue que KI0(3) = 6.9231 e, assim, o ponto (KI1, KP1) = (6, 3) pertence à região I
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da Figura 6.1 e o ponto (KI2, KP2) = (7, 3) pertence à região II da Figura 6.1. Para

(KI , KP ) = (KI1, KP1) e para a condição inicial (x0
1, x

0
2, x

0
3) = (1, 1, 1), os resultados

são mostrados nas Figuras 6.2 e 6.3. As simulações foram realizadas com o software

MATLAB 7.9.

t

t

t

x1

x2

x3

Figura 6.2: Gráficos das componentes t 7→ x1(t), t 7→ x2(t) e t 7→ x3(t) para (KI ,KP ) = (6, 3)

e para a condição inicial (x0
1, x

0
2, x

0
3) = (1, 1, 1).

x1

x2

x3

(x  ,x  ,x  )=(1,1,1)1 2 3

0 0 0

Figura 6.3: Órbita de (3.32) iniciando no ponto (x0
1, x

0
2, x

0
3) = (1, 1, 1) e para (KI ,KP ) = (6, 3).

Conforme mencionado, para o ponto (KI , KP ) = (KI2, KP2) na região II, há uma ór-
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bita periódica estável perto do ponto de equilíbrio instável (3.33). Esta órbita periódica pode

ser aproximada com a teoria da seção 5.3. Como para ξ0 = (KI0(KP2), KP2), h2,0(ξ0) =

h1,1(ξ0) = 0, empregando (5.258), (5.274) e (5.283), a órbita periódica (s, ǫ,KP ) 7→
u(s, ǫ,KP ) pode ser aproximada até o termo ǫ3 por

u(s, ǫ,KP2) = u1(s,KP2)ǫ+
1
6
u3(s,KP2)ǫ3 +Ou(s, ǫ4). (6.32)

Para KP = KP2 = 3, de (6.3) e (6.4),

q(ξ0) = (−i1.0742, 15.0000 + i6.4450, 6.9231),

p(ξ0) = (0.0807− i0.9165, 0.0135− i0.0752, 0.0431 + i0.1629)
(6.33)

e por (5.258)

u1(s,KP2) = 2Re(eisq(ξ0))

= (2.1483sen(s), 30.0000cos(s)− 12.8901sen(s), 13.8462cos(s)).
(6.34)

Por (5.284) e (5.285),

h3,0(ξ0) = (1.6881 + i2.4527,−33.2161− i19.2189,−5.2692 + i3.6266), (6.35)

h2,1(ξ0) = (2.1723 + i0.6421,−25.9664 + i4.3287, 2.5065 + i6.0170). (6.36)

Como comentado na seção 5.3, o vetor complexo (6.36) é solução do sistema de equações

lineares de dimensão 4


iω0(KP2)In − A(ξ0) q(ξ0)

p(ξ0) 0






h2,1(ξ0)

s


 =



R2,1(ξ0)

0


 , (6.37)

com

iω0(KP2)In − A(ξ0) =




6.0000 1.0000 −2.0000

−87.0000 −12.0000 25.0000

−6.9231 0 0



, (6.38)

R2,1(ξ0) = (17.2559 + i6.1861,−189.9190− i70.5096, 8.5757 + i7.1378). (6.39)

Assim, utilizando o item (a) da Proposição 5.2.3

∂KIq(ξ0) = (−0.0766 + i0.0838i, 0.7425 + i0.4944, 0.1616 + i0.6338) (6.40)
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e por (5.283),

u3(s,KP2) = 2Re(e3ish3,0(ξ0)) + 6Re(eish2,1(ξ0)) + 6µ2(KP2)Re(eis∂KIq(ξ0))

= (u31(s,KP2), u32(s,KP2), u33(s,KP2)),
(6.41)

com

u31(s,KP2) = 9.7793cos(s) + 3.3761cos(3s)− 7.4138sen(s)− 4.9054sen(3s),

u32(s,KP2) = −124.2550cos(s)− 66.4323cos(3s)− 46.9779sen(s)+

38.4378sen(3s),

u33(s,KP2) = 21.9045cos(s)− 10.5385cos(3s)− 63.0279sen(s)− 7.2531sen(3s).

(6.42)

Com os resultados anteriores, a representação (6.32) assume a forma

u(s, ǫ,KP2) = (u1(s, ǫ,KP2), u2(s, ǫ,KP2), u3(s, ǫ,KP2)), (6.43)

sendo

u1(s, ǫ,KP2) = 2.1483sen(s)ǫ+ (1.6299cos(s) + 0.5627cos(3s)−

1.2356sen(s)− 0.8176sen(3s)) ǫ3 +Ou1(s, ǫ4),
(6.44)

u2(s, ǫ,KP2) = (30.000cos(s)− 12.8901sen(s))ǫ+ (−20.7091cos(s)−

11.0720cos(3s)− 7.8297sen(s) + 6.4063sen(3s)) ǫ3 +Ou2(s, ǫ4),
(6.45)

u3(s, ǫ,KP2) = 13.8462cos(s)ǫ+ (3.6508cos(s)− 1.7564cos(3s)−

10.5047sen(s)− 1.2089sen(3s)) ǫ3 +Ou3(s, ǫ4).
(6.46)

A aproximação (6.43) vale para ǫ suficientemente pequeno. Dado o valor do parâmetro

KI , o valor correspondente do parâmetro ǫ que aparece em (6.43) pode ser aproximado

empregando a função (ǫ,KP ) 7→ KI = KI0(KP )+φ(ǫ,KP ). Assim, substituindo KP = KP2

nos resultados (6.26), (6.27) e (6.29), resulta em ω0(KP2) = 1.0742, ∂KIγ(KP2) = 0.1749

e G2,1(KI0(KP2), KP2) = −1.2387 − i1.0310. Portanto, por (5.279), µ2(KP2) = 7.0805 e

a função (ǫ,KP ) 7→ KI = KI0(KP ) + φ(ǫ,KP ) pode ser representada até o termo ǫ2 por

KI = KI0(KP2) + φ(ǫ,KP2) = 6.9231 + 3.5402ǫ2 +OKI (ǫ
4). (6.47)

O período da aproximação (6.43) é 2π, contudo o período T (ǫ,KP ) da órbita periódica

pode ser aproximado empregando a função (ǫ,KP ) 7→ ω(ǫ,KP ). Novamente, substituindo
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KP = KP2 em (6.28) e empregando os resultados anteriores segue que ω2(KP2) = −0.7035

e a função (ǫ,KP ) 7→ ω(ǫ,KP ) possui a seguinte representação até o termo ǫ2

ω(ǫ,KP2) = 1.07417− 0.351741ǫ2 +Oω(ǫ4). (6.48)

Logo, o período da órbita periódica, por (4.33), possui a seguinte representação

T (ǫ,KP2) =
2π

ω(ǫ,KP2)
= 5.8493 + 1.9154ǫ2 +OT (ǫ4). (6.49)

Para KI = KI2 = 7, de (6.47), o valor aproximado do parâmetro ǫ é ǫ = ǫ2 = 0.1774.

Substituindo este resultado em (6.43), resulta em

u(s, ǫ2, KP2) = (u1(s, ǫ2, KP2), u2(s, ǫ2, KP2), u3(s, ǫ2, KP2)), (6.50)

com

u1(s, ǫ2, KP2) = 0.0052cos(s) + 0.0018cos(3s) + 0.3127sen(s)−

0.0026sen(3s) +Ou1(s)
(6.51)

u2(s, ǫ2, KP2) = 4.3558cos(s)− 0.0355cos(3s)− 1.9251sen(s)+

0.0205sen(3s) +Ou2(s),
(6.52)

u3(s, ǫ2, KP2) = 2.0527cos(s)− 0.0056cos(3s)− 0.0336sen(s)−

0.0039sen(3s) +Ou3(s).
(6.53)

Com a mudança no tempo s = ω(ǫ2, KP2)t, a representação (6.50) é periódica de

período aproximado T (ǫ2, KP2) = 5.8910. Para (KI , KP ) = (KI2, KP2) e para a condição

inicial (x0
1, x

0
2, x

0
3) = (1, 0, 0), a Figura 6.4 exibe uma comparação entre as componentes da

solução numérica de (3.32), obtidas com o software MATLAB 7.9, e (6.51), (6.52) e

(6.53).
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t

t

t

x1

x2

x3

Figura 6.4: Comparação dos gráficos das componentes t 7→ x1(t), t 7→ x2(t) e t 7→ x3(t), obtidas

numericamente, com (6.51), (6.52) e (6.53). Os valores dos parâmetros são KI = 7 e KP = 3

e condição inicial é (x0
1, x

0
2, x

0
3) = (1, 0, 0). As linhas tracejadas estão associadas com a solução

numérica de (3.32) e a linha contínua com (6.51), (6.52) e (6.53).

Já na Figura 6.5 há uma comparação entre a órbita periódica de (3.32), obtida numeri-

camente com o software MATLAB 7.9 e a representação (6.50). A Figura 6.6 mostra

projeções da órbita periódica obtida numericamente e a representação (6.50) nos planos

coordenados xy, xz e yz.
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x2

x3

x1

Figura 6.5: Comparação entre a órbita periódica de (3.32), obtida numericamente com o software

MATLAB 7.9 e a representação (6.50). Os pontos estão associados com o resultado numérico

e a linha contínua com a aproximação (6.50).

x1

x2 x3

x1 x2

x3

Figura 6.6: Projeções da órbita periódica de (3.32), obtida numericamente com o software

MATLAB 7.9 e a representação (6.50) nos planos coordenados xy, xz e yz. Os pontos estão

associados com o resultado numérico e a linha contínua com a aproximação (6.50).

Como ǫ = ǫ2 = 0.1774 é uma valor relativamente pequeno, a aproximação na Figura

6.5 é muito boa.
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Os casos degenerados estão associados aos valores de KP > 0 que anulam o primeiro

coeficiente de Lyapunov (6.17), ou seja, aos valores de KP que são raízes reais e positivas

(se existirem) do polinômio KP 7→ Q(KP ). Assim, se para KP = KP0 > 0, Q(KP0) = 0,

então l1(ξ1) = 0, com ξ1 = (KI0(KP0), KP0).

Se A 6= 0, o polinômio quadrático KP 7→ Q(KP ) pode possuir nenhuma ou pelo menos

uma raiz positiva, dependendo do sinal do discriminante

∆ = B2 − 4AC = 4m2a0a1b0b1(b2
0 − a1b1b0 + a0b

2
1). (6.54)

Neste caso, as condições para existência de pelo menos um valor positivo KP = KP0

que anula o primeiro coeficiente de Lyapunov (6.17) são

A 6= 0,
B

A
< 0,

C

A
> 0, ∆ ≥ 0. (6.55)

Além disto, o parâmetro positivo KP = KP0 ainda deve satisfazer as desigualdades

KI0(KP0) > 0 e ω2
0(KP0) > 0.

Quando A = 0 e B 6= 0, a única possibilidade para que o parâmetro KP = KP0 seja

positivo é que CB < 0 e as desigualdades KI0(KP0) > 0 e ω2
0(KP0) > 0 sejam verificadas.

Se A = B = 0 e C 6= 0, o numerador do primeiro coeficiente de Lyapunov (6.17) tem sinal

fixo (fixados todos os parâmetros) e, portanto, o denominador determina o sinal de (6.17).

Devido ao número de parâmetros existentes, a expressão para o segundo coeficiente de

Lyapunov fica muito grande e de difícil análise. Assim, a idéia é estudar numericamente

um caso particular apresentado no exemplo (6.1.2).

Exemplo 6.1.2. Considere agora o sistema de controle em malha fechada (3.32), com

a0 = 2, b0 = 20, a1 = 10 e b1 = 1 os valores para os parâmetros do sistema de controle

em malha aberta e a função saturação tal como em (6.20). Procedendo como no exemplo

6.1.1,

A(ξ) =




−KP 1 1

−2(1 + 5KP ) −10 10

−KI 0 0



, (6.56)

e o polinômio característico é dado por

P (λ) = λ3 + (10 +KP )λ2 + (2 + 20KP +KI)λ+ 20KI . (6.57)
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Assim, pelo Teorema 3.2.1, o ponto de equilíbrio (3.33) é localmente assintoticamente

estável quando

20KI > 0,

2 + 20KP +KI > 0,

10 +KP > 0,

(KP + 10)(20KP +KI + 2) > 20KI

(6.58)

Em (6.58), as três primeiras desigualdades são satisfeitas para KI e KP positivos. Da

última desigualdade, resulta que 0 < KP < 10 e 0 < KI <
(KP + 10)(20KP + 2)

10−KP

ou

KP ≥ 10 e KI > 0. Para KI = KI0(KP ) =
(KP + 10)(20KP + 2)

10−KP

, a matriz Jacobiana

(6.56) possui autovalores λ(ξ0), λ(ξ0), com λ(ξ0) = iω0(KP )

ω0(KP ) = 2

√
10 + 100KP

10−KP

(6.59)

e λ3(ξ0) = −(10+KP ). Se KP ∈ (0, 10), então KI0(KP ) é positivo e ω0(KP ) é um número

real positivo.

Utilizando os resultados (6.5), (6.6) e (6.17), segue que

∂KIγ(ξ0) =
(10−KP )2

2((10−KP )(KP + 10)2 + 4(100KP + 10))
, (6.60)

∂KIη(ξ0) =

√
5(10−KP )(K2

P − 20KP − 102)
√

2
√

10KP + 1(K3
P + 10K2

P − 500KP − 1040)
, (6.61)

Q(KP ) = 201K2
P + 20KP − 100. (6.62)

O polinômio (6.62) possui uma única raiz real positiva KP0 =
10
201

(
√

202−1) = 0.6573.

Para KP ∈ (0, 10), b0 − b1(a1 + mb1KP ) = 10 − KP > 0 e, assim, Q(KP ) < 0 para

KP ∈ (0, KP0) e Q(KP ) > 0 para KP ∈ (KP0, 10). Da expressão (6.17), se KP ∈ (0, KP0)

o primeiro coeficiente de Lyapunov é negativo e se KP ∈ (KP0, 10), o primeiro coeficiente

de Lyapunov é positivo. A Figura 6.7 exibe o gráfico do primeiro coeficiente de Lyapunov

l1(ξ0) =
(3010K3

P + 10501K2
P + 2020KP + 100)Q(KP )

25(10−KP )2(1040 + 500KP − 10K2
P −K3

P )
, (6.63)

para KP ∈ [0, 1].
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KP

l1

Figura 6.7: Gráfico do primeiro coeficiente de Lyapunov para KP ∈ [0, 1].

Se KP ∈ (0, KP0), o ponto de equilíbrio (3.33) é um atrator, pois l1(ξ0) < 0 e λ3(ξ0) < 0

e se KP ∈ (KP0, 10) o ponto de equilíbrio (3.33) é um repulsor, já que l1(ξ0) > 0. Para

KP = KP0, KI0(KP0) = 17.2784, ω0(KP0) = 5.6943 e o primeiro coeficiente de Lyapunov

é nulo. O segundo coeficiente de Lyapunov, l2(ξ1), com ξ1 = (KI0(KP0), KP0), pode ser

calculado numericamente.

Da expressão (5.284),

h3,0(ξ1) = (−3.1159 + 8.9823i,−57.7659 + 21.8284i,−9.0851− 3.1515i) (6.64)

e por (5.285),

h2,1(ξ1) = (2.5431 + 5.8935i,−51.7653 + 34.0375i, 32.7908 + 7.7166i). (6.65)

Os vetores complexos h4,0(ξ1), h3,1(ξ1) e h2,2(ξ1) são todos nulos. Portanto, da ex-

pressão (5.300), G3,2(ξ1) = −10.9207 + 162.5361i e o segundo coeficiente de Lyapunov é

dado por

l2(ξ1) =
1
12

Re(G3,2(ξ1)) = −0.9100. (6.66)

Como o segundo coeficiente de Lyapunov é não nulo, de acordo com a definição 5.1.5,

o ponto de equilíbrio (3.33) será um ponto de Hopf transversal de codimensão dois se
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a aplicação ξ 7→ (γ(ξ), l1(ξ)) for regular em ξ1 = (KI0(KP0), KP0). Cálculos simples

mostram que

Det



∂KIγ(ξ1) ∂KP γ(ξ1)

∂KI l1(ξ1) ∂KP l1(ξ1)


 = Det




0.0320 −0.8410

−0.0625 0.6513


 = −0.0317. (6.67)

Assim, o ponto de equilíbrio (3.33) é um ponto de Hopf transversal de codimensão dois e o

sistema de controle em malha fechada (3.32) possui o diagrama de bifurcação equivalente ao

diagrama de bifurcação apresentado no caso (a) da Figura 1.4, já que o segundo coeficiente

de Lyapunov é negativo.

Empregando o Teorema 5.3.4, resulta que a curva de órbitas periódicas não hiper-

bólicas, no plano de parâmetros (KI , KP ) ∈ ℝ
2, tem a seguinte representação local

Γ(ǫ) = (17.2784− 28.4443ǫ4, 0.6574 + 2.7945ǫ2) +OΓ(ǫ). (6.68)

A expressão para a representação (5.354) é muito grande e será omitida aqui, embora

(5.354) forneça uma aproximação melhor. A Figura 6.8 exibe o diagrama de bifurcação do

sistema de controle em malha fechada (3.32).

KI

KP

I

III

G

H (0)S

-1 +

H (0)S

-1 -

II

Figura 6.8: Diagrama de bifurcação para (3.32) para (KI ,KP ) = (KI0(KP0),KP0).

A representação (6.68) é uma boa aproximação em uma vizinhança do ponto (KI , KP ) =

(KI0(KP0), KP0). Na Figura 6.8, a boa aproximação é representada qualitativamente pela
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parte contínua da curva Γ. Não há garantia de que, para (KI , KP ) ∈ Γ na parte tracejada,

as órbitas periódicas sejam não hiperbólicas.

Na região I da Figura (6.68), o ponto de equilíbrio (3.33) é localmente assintoticamente

estável. Esta é a região de estabilidade, ou seja, a região limitada pelo eixo vertical, pela

curva H−1
S (0) e pela curva CNH , que na Figura (6.68) é representada por Γ. Na região III,

o ponto de equilíbrio (3.33) é também localmente assintoticamente estável, embora existam

duas órbitas periódicas perto do ponto de equilíbrio. Finalmente, na região II, o ponto de

equilíbrio (3.33) é instável e há uma órbita periódica estável perto do ponto de equilíbrio.

Note que para (KI , KP ) ∈ H−1
S (0)−, o primeiro coeficiente de Lyapunov é negativo e como

λ3(KP ) < 0, o ponto de equilíbrio (3.33) é localmente assintoticamente estável. Para

(KI , KP ) ∈ H−1
S (0)+, o primeiro coeficiente de Lyapunov é positivo e o ponto de equilíbrio

(3.33) é instável.

Considere o ponto (KI , KP ) = (KI3, KP3) = (26, 1). Para KP3 = 1, KI0(KP3)) =

26.8889 e, portanto, o ponto (KI3, KP3) está na região III. Neste caso, o ponto de equilíbrio

(3.33) é localmente assintoticamente e existem duas órbitas periódicas perto do ponto de

equilíbrio instável. A mais próxima é instável. Procedendo como no exemplo 6.1, resulta

que para ξ0 = (KI0(KP3), KP3),

q(ξ0) = (−i6.9921, 22.0000− i6.9921, 26.8889), (6.69)

p(ξ0) = (−0.0029− i0.0669, 0.0029− i0.0046, 0.0162 + i0.0038), (6.70)

h3,0(ξ0) = (−13.1132 + i24.9076,−193.7050 + i63.1354i,−31.9285− i16.8096), (6.71)

h2,1(ξ0) = (6.6451 + i16.1788,−169.3190 + i131.7900, 129.4560 + i30.2529), (6.72)

∂KIq(ξ0) = (0.0020 + i0.0801,−0.0249− i0.2002, 0.2549 + i0.1096). (6.73)

As representações das funções (ǫ,KP3) 7→ KI = KI0(KP3) + φ(ǫ,KP3) e (ǫ,KP3) 7→
ω(ǫ,KP3) são

KI = KI0(KP3) + φ(ǫ,KP3) = 26.8889− 23.0617ǫ2 +OKI (ǫ
4). (6.74)

ω(ǫ,KP3) = 6.9921− 27.5311ǫ2 +Oω(ǫ4). (6.75)

Para KI = KI3 = 26, o valor aproximado do parâmetro ǫ por (6.74) é ǫ = ǫ3 = 0.1963

e, assim, e a órbita periódica instável tem período aproximado T (ǫ3, KP3) = 1.0350 e a

seguinte representação

u(s, ǫ3, KP3) = (u1(s, ǫ3, KP3), u2(s, ǫ3, KP3), u3(s, ǫ3, KP3)), (6.76)
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com

u1(s, ǫ3, KP3) = 0.0496cos(s)− 0.0331cos(3s) + 2.6511sen(s)−

0.0628sen(3s) +Ou1(s)
(6.77)

u2(s, ǫ3, KP3) = 7.3658cos(s)− 0.4886cos(3s) + 1.6783sen(s)−

0.1593sen(3s) +Ou2(s),
(6.78)

u3(s, ǫ3, KP3) = 11.4486cos(s)− 0.0805cos(3s)− 0.1907sen(s)+

0.0424sen(3s) +Ou3(s).
(6.79)

Obter por meio de simulações a órbita periódica instável citada, pode ser um tanto

difícil, contudo (6.76) fornece uma aproximação para esta órbita que pode ser visualizada

na Figura 6.9.

x1

x2

x3

Figura 6.9: Aproximação para órbita periódica instável obtida de (3.32) para (KI ,KP ) =

(KI3,KP3) = (26, 1). Foram utilizados (6.76) e o software MATLAB 7.9.

Conforme mencionado, os resultados obtidos no exemplo 6.1.1 são qualitativamente

equivalentes aqueles resultados esperados e comentados no caso (a) da Figura 1.3. Já os

resultados do exemplo 6.1.2 se enquadram no caso (a) da Figura 1.4. O caso (b) das

Figuras 1.3 e 1.4 pode ser estudado e entendido de modo análogo ao que foi feito nos

exemplos 6.1.1 e 6.1.2, respectivamente.
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A próxima seção trata das conseqüências da saturação nos sistemas de controle reais

ou físicos, ou seja, o que os resultados obtidos nos capítulos anteriores e neste capítulo

representam em um sistema de controle real.

6.2 Sistemas de Controle Reais

Os pontos de equilíbrio de um sistema de controle em malha fechada são modelos para

os pontos de operação de um sistema de controle real. É desejado que os pontos de operação

sejam estáveis, ou seja, que após certo intervalo de tempo algumas grandezas físicas de

interesse do sistema controle real, como velocidade, posição, temperatura, pressão, entre

outras, apresentem valores aproximadamente constantes. Além disto, na presença de

pequenas perturbações, tais grandezas físicas devem retornar a valores constantes próximos

dos valores anteriores à perturbação. Neste sentido, este trabalho apresenta uma teoria

que possibilita determinar a estabilidade de pontos de equilíbrio para diferentes valores dos

parâmetros KI e KP em um sistema de controle linear com saturação regular na entrada

de controle e controlador do tipo PI.

Em engenharia, os sistemas de controle lineares são modelos ideais ou boas aproxi-

mações para os sistemas de controle reais, já que em muitos casos não é possível modelar

todas as características de um sistema físico. Porém apresentam vantagens, pois sendo

equações diferenciais ordinárias lineares, toda teoria deste tipo de equação diferencial pode

ser empregada. Assim, através da transformada de Laplace, o teorema de Routh-Hurwitz

pode ser utilizado na análise de estabilidade, bem como os métodos de resposta em fre-

qüência e lugar das raízes.

Na presença de não linearidades os métodos de estabilidade citados só podem ser empre-

gados após uma linearização em torno do ponto de equilíbrio e não fornecem informações

sobre oscilações. Este trabalho tenta tornar o modelo um pouco mais real verificando o

efeito que a limitação dos componentes físicos em engenharia tem sobre a estabilidade,

ou seja, o efeito de uma não linearidade conhecida como saturação. A desvantagem é

que a análise fica um pouco mais elaborada quando comparada com as análises clássicas,

como teorema de Routh-Hurwitz, lugar das raízes e resposta em freqüência. Contudo,

com a teoria desenvolvida no capítulo 5 é possível determinar oscilações não lineares nas

variáveis e até mesmo obter uma aproximação para estas oscilações, mesmo no caso de

órbitas periódicas instáveis.
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Devido a complexidade da análise de sistemas de controle lineares com saturações na

entrada de controle e controlador do tipo PI, na aplicação da teoria de aproximação de

órbitas periódicas em engenharia, seria ideal desenvolver um software, por exemplo, um

toolbox para o MATLAB, no qual o usuário entraria com a aplicação linear A : ℝn → ℝ
n,

o vetor B ∈ ℝ
n e escolheria o tipo de saturação segundo definição 2.4.1. O software

retornaria ao usuário os pontos de equilíbrio e a região de estabilidade. Além disto,

em ocorrendo bifurcações de Hopf transversais de codimensão dois, o software forneceria

o diagrama de bifurcação, contendo a curva de órbitas periódicas não hiperbólicas, a

estabilidade e aproximação de uma órbita periódica para um dado ponto (KI , KP ) ∈ ℝ
2.

O software citado poderia ser implementado empregando as teorias deste trabalho e, por

exemplo, os métodos numéricos de [3].

Dependendo da equação diferencial, as expressões (5.353) e (5.354) podem não fornecer

uma boa aproximação para a curva de órbitas periódicas não hiperbólicas para grandes

valores dos parâmetros, contudo, na vizinhança de um ponto de Hopf transversal de codi-

mensão dois, (5.353) e (5.354) representam bem tal curva. Visto que, em geral, são

utilizadas funções teste para encontrar a curva de órbitas periódicas, os algoritmos exis-

tentes poderiam ser melhorados através da representação (5.353) ou (5.354) e empregando

(5.304) como aproximação inicial.



Conclusões e Trabalhos Futuros

Conclusões

Este trabalho propõe uma definição para a saturação e um método de análise de esta-

bilidade de pontos de equilíbrio de sistemas de controle lineares com saturação na entrada

de controle e controlador do tipo PI. O objetivo é determinar a região de estabilidade no

plano de parâmetros (KI , KP ) ∈ ℝ
2.

A teoria de aproximação de órbitas periódicas desenvolvida pode ser aplicada tanto na

análise de pontos de Hopf transversais de codimensões um e dois quanto na aproximação

de órbitas periódicas hiperbólicas (estáveis e instáveis) e não hiperbólicas. Diferentemente

da teoria da bifurcação de Hopf de [15] e [16], a teoria apresentada aqui fornece uma

aproximação para curva de órbitas periódicas não hiperbólicas. Tal aproximação pode ser

utilizada para melhorar os métodos numéricos já existentes para obtenção deste tipo de

curva, visto que, em muitos casos são utilizadas funções teste.

Embora aplicada aos sistemas de controle em ℝ
3 com referência nula, as teorias do

capítulo 5 podem ser empregadas em qualquer sistema de controle em ℝ
n com referência

não nula e até mesmo a qualquer equação diferencial em ℝ
n (modelo de um sistema físico)

que apresente pelo menos bifurcações de Hopf transversais de codimensão um. Para isto

basta seguir a metodologia utilizada nos exemplos 6.1.1 e 6.1.2 da seção 6.1. Contudo,

conforme comentado na seção 6.2, o ideal seria desenvolver um software que realizasse

todos os cálculos a partir da aplicação linear A : ℝn → ℝ
n e do vetor B ∈ ℝ

n.

Apesar deste trabalho tratar apenas das saturações regulares, na análise de pontos de

Hopf transversais de codimensão um, a saturação S ∈ Ck(ℝ,ℝ) escolhida deve ser tal que

k ≥ 3 e para os transversais de codimensão dois, k ≥ 5. Para as saturações regulares,

este trabalho mostra que há somente um ponto de equilíbrio, porém se a saturação não é

regular, pode haver outros pontos de equilíbrio e, portanto, cada ponto de equilíbrio deve

ser analisado de maneira conveniente, conforme comentado na seção 3.2.
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Finalizando, toda análise feita utilizando saturação e controlador do tipo PI pode ser

realizada combinando não linearidades do tipo saturação e zona morta e controladores do

tipo PI, avanço e atraso de fase e controladores com realimentação de estados.

Trabalhos Futuros

Há algumas questões que não foram respondidas neste trabalho e que talvez mereçam

um estudo no futuro.

Q1. Como associar os resultados deste trabalho com alguma técnica de compensação de

tal forma que seja possível não só determinar a estabilidade, mas também obter uma

saída que atenda certas especificações como máximo pico e tempo de acomodação?

Em outras palavras, escolhidos números reais Mp > 0 (máximo pico), ts > 0 (tempo

de acomodação) e ε > 0, qual técnica de compensação permite escolher valores de

KI e KP na região de estabilidade para que max{y(t) : t ≥ 0} ≤Mp e |y(t)− r| ≤ ε
quando t ≥ ts?

Q2. Suponha uma saturação S ∈ Ck(ℝ,ℝ) da forma

S(v) =





−M, v ≤ −M
m

Mφ
(
m

M
v
)
, −M

m
< v <

M

m

M, v ≥ M

m

(6.80)

com φ(−1) = −1, φ(0) = 0, φ(1) = 1 e k ≥ 3. Procedendo como na demonstração da

Proposição 3.2.1, por (3.27), se r 6= 0 e a0r/b0 = M , então os pontos de equilíbrio

são da forma x0 = (x0
1, x

0
2, ..., x

0
n, x

0
n+1) ∈ ℝ

n+1, com x0
1 = r, x0

j = −Bj−1
a0r

b0

, para

j = 2, . . . , n e x0
n+1 ∈ S−1(M). Como há infinitos pontos de equilíbrio, quais as

implicações físicas nos sistemas de controle reais?

Q3. O estudo apresentado neste trabalho é apenas teórico. Assim, seria interessante pro-

jetar um sistema de controle real, com controlador do tipo PI, por exemplo um con-

trole de velocidade de um motor de corrente contínua, modelar o conversor CC–CC

classe E como uma saturação na entrada de controle e verificar experimentalmente

a possibilidade de oscilações na saída de controle.
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Na linha dos estudos propostos aqui, algumas questões aparecem quando são emprega-

dos outros controladores como PD, PID, avanço ou atraso de fase e como não linearidade

a zona morta.

Q4. Um controlador do tipo PD

t 7→ v(t) = KP e(t) +KD

d

dt
e(t), (6.81)

ou do tipo PID

t 7→ v(t) = KP e(t) +KD

d

dt
e(t) +KI

∫ t

0
e(τ)dτ, (6.82)

com KD > 0, não pode ser representado como uma realimentação dinâmica de saída,

tal como o que foi feito com um controlador do tipo PI na seção 2.3. Neste caso

como obter um sistema de controle em malha fechada com estes controladores e

com linearidade do tipo saturação como (2.56)? Qual é a região de estabilidade

quando são empregados estes tipos de controladores? Quais são as vantagens e

desvantagens em considerar a parcela derivativa destes controladores na presença de

não linearidades?

Q5. Qual a influência que uma zona morta, na entrada de controle, tem em um sistema

de controle em malha fechada considerando os controladores PD e PID?

Q6. Um controlador do tipo avanço ou atraso de fase possui a seguinte função de trans-

ferência

GC(s) =
V (s)
E(s)

=
K1s+K0

s+K2

, (6.83)

com K0, K1 e K2 parâmetros positivos. Um controlador do tipo avanço ou atraso

de fase pode ser representado, como realimentação dinâmica de saída, da seguinte

forma

z′ = −K2z + (K0 −K1K2)e,

v = z +K1e,

(6.84)

com z ∈ ℝ a variável dinâmica e e = r − y a entrada. Com saturação regular na

entrada de controle e controlador do tipo avanço ou atraso de fase, os sistemas de

controle em malha fechada ainda possuem um único ponto de equilíbrio? Como no

caso linear em malha fechada (sem não linearidade na entrada de controle) quando
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a aplicação linear A : ℝn → ℝ
n não possui autovalores nulos (função de transferên-

cia sem pólos na origem), para um dos pontos de equilíbrio a saída de controle é

aproximadamente igual a r? Há possibilidade de ocorrência de bifurcações de Hopf

ou outras bifurcações?

Além de tentar responder as questões Q1 a Q6, outra proposta de trabalho seria

generalizar a teoria do capítulo 5 para casos mais degenerados, como bifurcações de Hopf

transversais de codimensões três e quatro. Exceto pela análise das órbitas periódicas não

hiperbólicas, os resultados obtidos deverão coincidir com aqueles de [6], [22] e [30] para

codimensão três e [31] para codimensão quatro.
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