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Resumo

Silva, R.G.D. (2018), Andlise de Técnicas Lineares e ndo-Lineares para Solugdo de
Problemas Inversos em Condugdo de Calor Tridimensional, Itajubd, 91p. Dissertacdo
de Mestrado do Programa de P6s-graduacdo em Engenharia Mecanica, Universidade
Federal de Itajuba.

Problemas inversos em transferéncia de calor séo aqueles em que se deseja determinar
algum parametro desconhecido de algum modelo fisico, através da observacdo das
informacBes de temperatura. Apresenta-se neste trabalho uma comparacdo de técnicas
lineares e ndo-lineares para solugdo de problemas inversos em conducdo de calor
tridimensional visando a estimacéo do fluxo de calor. Como problema direto, a equagéo
da difusdo do calor tridimensional foi discretizada através do método dos elementos
finitos (MEF) em um algoritmo escrito no programa comercial Matlab®. Para solucionar
o0 problema inverso, utilizou-se: 0 Método da Funcdo Especificada Sequencial baseado
no teorema de Duhamel para solucdo de problemas de conducgéo de calor lineares; o
método da Funcdo Especificada iterativo para problemas ndo-lineares; e 0 método da
Secdo Aurea com Regularizacdo de Viagem no Tempo (Time Traveling Regularization).
A metodologia implementada foi validada atraves de dois experimentos realizados no
Laboratdrio de Transferéncia de Calor (LabTC) da Universidade Federal de Itajuba
(UNIFEI). O primeiro experimento foi elaborado em uma amostra de ago inoxidavel AlSI
304, cujo fluxo de calor desconhecido foi estimado utilizando as técnicas propostas,
considerando o problema linear e isolado termicamente. No segundo experimento foi
utilizada uma amostra de carboneto de tungsténio (WC) submetida a aquecimento e
conveccao natural. Nesse caso, realizou-se um estudo de estimacéo de fluxo de calor com
as técnicas de problemas inversos iterativas, ja que o problema pode ser considerado nédo-
linear. Os valores do fluxo de calor estimados foram comparados com os medidos
experimentalmente e avaliada a importancia de se considerar a convec¢do natural no

estudo do problema.

Palavras-chave: Problemas Inversos, Método dos Elementos Finitos, Regularizacéo de

Viagem no Tempo, Problema Ndo Linear, Método da Funcdo Especificada.



Abstract

Silva, R.G.D. (2018), Analysis of Linear and Nonlinear Inverse Problem Techniques for
the Solution of Three-dimensional Heat Conduction Problems, Itajuba, 91p.
Dissertacdo de Mestrado do Programa de Pds-graduacdo em Engenharia Mecanica,
Universidade Federal de Itajuba

Inverse Heat Conduction Problems are those in which is desired to determine some
unknown parameter of a physical model, by observing the temperature data. This work
presents a comparison of linear and nonlinear inverse problem techniques to estimate the
heat flux in three-dimensional heat conduction problems. As direct problem, the three-
dimensional heat diffusion equation was discretized by the Finite Element Method (FEM)
in an algorithm written into the commercial software Matlab®. The techniques used to
solve the inverse problem were: the Sequencial Function Specification Method based on
Duhamel’s theorem; the iterative Function Specification Method to solve nonlinear
problems; and the Golden Section Method with Time Traveling Regularization (TTR).
The methodology was validated through two experiments carried out at the Heat Transfer
Laboratory (LabTC) at the Federal University of Itajubd (UNIFEI). The first experiment
was done in a sample of stainlees steel AISI 304, the unknown heat flux was estimated
using the proposed techniques, considering a linear and insulated problem. In the second
experiment, a sample of tungsten carbide (WC) submitted to heating and free convection
was used. In this case, a heat flux estimation study was performed considering the
nonlinear problem. The estimated heat flux values were compared with the measured heat
flux values and it was evaluated the importance of considering free convection in the

problem.

Keywords: Inverse Problems, Finite Element Method, Time Traveling Regularization,

Nonlinear Problem, Function Specification Method.
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CAPITULO 1 - INTRODUCAO

Durante toda sua existéncia, 0 homem buscou entender e modelar os fenémenos da
natureza que estavam presentes ao seu redor, seja simplesmente pelo prazer em explicar
0 desconhecido ou de melhorar a sociedade com novas descobertas. Conforme o passar
dos anos, maiores se tornavam as complexidades dos problemas estudados e muitos
pesquisadores e matematicos desenvolveram técnicas para resolver os mais diversos
problemas. E sabido que quase todo problema da natureza pode ter seu comportamento
modelado por equacgdes diferenciais. Essas equacOes, muitas vezes ndo podem ter
solucdes analiticas utilizando as técnicas matematicas existentes, principalmente em
problemas com geometrias e condi¢Ges de contorno complexas.

Para vencer essas dificuldades observou-se a necessidade do desenvolvimento de
técnicas alternativas, nas quais fosse possivel encontrar solugdes aproximadas para tais
problemas. Os métodos numeéricos sdo ferramentas poderosas para a obtencdo de solucbes
aproximadas para diversos problemas encontrados na natureza, como por exemplo o
estudo da conducéo de calor em corpos.

Ao longo dos séculos surgiram diversas metodologias numéricas que buscavam
solucdes aproximadas para os problemas diferenciais. Uma das mais antigas € o método
das Diferencas Finitas (MDF), proposto por Euler no século XVIII. Também pode-se
citar o método dos Volumes Finitos (MVF) e o método dos Elementos Finitos (MEF).

Entre os métodos citados, atualmente pode-se dizer que o MEF é a ferramenta mais
poderosa para solucdo de problemas diferenciais devido a sua facilidade de estudar
geometrias complexas. Embora o MEF seja conhecido desde o inicio do século XX,
apenas depois da década de 1950, com o advento dos computadores, que ele comecou a
ser mais utilizado, principalmente para calculos estruturais. Hoje em dia, 0 MEF pode ser
encontrado em diversos estudos de problemas fisicos como: transferéncia de calor,
elastodindmica, acustica, mecéanica dos fluidos, eletromagnetismo, entre outros.
Justamente pela generalidade e pela capacidade de se aplicar a qualquer tipo de dominio,
0 MEF foi escolhido como técnica de solucao para as equacdes diferencias de conducéo

de calor desse trabalho.
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A maioria dos problemas estudados na natureza envolvem uma analise direta e de
simples solucdo matematica. As leis fisicas permitem que dada uma completa descricéo
de um problema seja possivel fazer previsdes de como ira se comportar uma determinavel
variavel ao longo do tempo. No caso da transferéncia de calor, ao ser fornecido o modelo
fisico e as condicGes iniciais e de contorno de um problema é possivel simular o
comportamento do campo de temperaturas ao longo do tempo no dominio de interesse.
Durante muito tempo, esse tipo de estudo direto de um problema fisico foi feito a partir
de experimentos, uma vez que ndo havia a existéncia de recursos computacionais
avancados como nos dias atuais.

Ao passar dos anos, 0 homem passou a perceber que existiam problemas no quais
ndo eram possiveis obter solucdes devido a falta de informacdes essenciais. Essas
informacBes podem ser condicGes iniciais, de contorno ou parametros do problema.
Surgiu entdo a necessidade de determinar essas informacdes desconhecidas para que,
desse modo, fosse possivel prever o comportamento da variavel de estudo em todo o
dominio analisado. Essas informacdes sdo um tipo de situacdo que sdo denominadas de
problemas inversos e vém sendo muito estudadas nas Gltimas décadas, por causa de suas
grandes aplicaces cientificas, industriais e medicinais.

Os problemas inversos sdo sempre mais dificeis de serem obtidas solugdes do que os
problemas diretos. Nota-se que ndo € possivel resolver um problema inverso de maneira
experimental, ao contrario do exemplo citado anteriormente. Para obter uma solucédo é
necessario o uso de técnicas de otimizacdo mescladas com métodos de regularizacéo.

Esse trabalho é dedicado ao estudo de problemas inversos tridimensionais em
conducéo de calor. Como muitas das aplicacfes em casos reais apresentam situacées ndo
lineares, sdo apresentadas metodologias para solucionar esses tipos de problemas. A
proposta principal é a implementacdo do Método da Funcdo Especificada Sequencial
(BECK; BLACKWELL; CLAIR, 1985) proposto por James V. Beck em problemas
inversos tridimensionais nao lineares utilizando a aproximacdo por elementos finitos
como técnica de solucdo da equacdo da difusdo. Além disso, foram implementadas outras
duas técnicas: a Fungdo Especificada Sequencial tradicional, cujas temperaturas séo
calculadas através do teorema de Duhamel e 0 método da Sec&o Aurea com Regularizagéo
de Viagem no Tempo (Time Traveling Regularization).

Para validar a aplicacdo dos programas computacionais desenvolvidos nesse trabalho,
foi feito a estimativa do fluxo de calor em duas placas de metais diferentes, uma de ago
inoxidavel AISI 304 e uma de carboneto de tungsténio. O carboneto de tungsténio, ou
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metal duro, € um material muito utilizado em ferramentas de corte na usinagem, dai a
importancia do estudo de seu comportamento térmico.

No Capitulo 2, apresenta-se uma revisao bibliogréafica sobre problemas inversos.
Nesse capitulo é definido matematicamente o conceito de problemas inversos através dos
critérios de Hadamard (1902). Também é apresentada ao leitor a importancia do estudo
de problemas inversos e suas aplica¢fes, ndo s6 no ramo da Engenharia Mecanica, mas
também em outros campos da ciéncia. Por fim, sdo citadas algumas técnicas para a
obtencdo de solucdes de problemas inversos que foram desenvolvidas nas ultimas
décadas.

O Capitulo 3 faz a apresentacdo de toda a teoria necessaria para a elaboragdo dos
programas computacionais desenvolvidos nesse trabalho para estimacdo do fluxo de
calor. Primeiramente é mostrada a equacdo da difusdo do calor e como resolvé-la através
do Método dos Elementos Finitos. Em seguida as equacGes dos modelos térmicos que
foram estudados nesse trabalho sdo apresentadas.

Apresenta-se no Capitulo 4 as técnicas de problemas inversos usadas neste trabalho.

Jano Capitulo 5 é realizado um detalhamento do procedimento experimental realizado
no aco inoxidavel AISI 304 e no carboneto de tungsténio para a aplicacdo das técnicas de
problemas inversos.

No Capitulo 6 sdo apresentados os resultados obtidos experimentalmente e
numericamente. Nesse capitulo, valida-se o programa para o calculo das temperaturas
numéricas. Essas temperaturas sdo comparadas com as obtidas experimentalmente e com
os resultados do programa comercial COMSOL®. Também sdo apresentados o0s
resultados dos fluxos estimados para os problemas lineares e ndo lineares. Apresentam-
se resultados da estimacdo de fluxo para problemas com condi¢Ges de contorno que
envolvem conveccéo.

Finalmente, no Capitulo 7 sdo apresentadas as conclusdes desse trabalho e feitas

sugestdes para trabalhos futuros.
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CAPITULO 2 - PROBLEMAS INVERSOS

2.1 Introducéo aos Problemas Inversos

Para definir o que sdo problemas inversos, primeiramente é necessario obter o
conceito do que € um problema bem-posto (well-posed problem). Esse termo foi
estabelecido pelo matematico francés Jacques-Salomon Hadamard, o qual, em 1902,
estabeleceu alguns critérios em que acreditava que qualquer modelo matemético de um
fendmeno fisico deveria satisfazer. De acordo com Hadamard, para um problema ser

considerado bem-posto ele deve satisfazer as seguintes condigdes:

i. Deve existir uma solucéo;
ii.  Asolucdo deve ser Unica;
iii. A solucdo depende continuamente dos dados de entrada ou condicdes iniciais

e de contorno.

Um exemplo classico de um problema bem-posto é a determinagdo do campo de
temperaturas através da equacdo da difusdo do calor, uma vez conhecidas as condi¢des
iniciais e de contorno.

Dessa maneira, qualquer problema fisico que ndo satisfaga os trés critérios de
Hadamard é considerado um problema mal-posto (ill-posed problem). Segundo o
pesquisador Nuuti HyvOnen da universidade de Aalto, especialista em problemas inversos
aplicados a tomografia por impedancia elétrica, os problemas mal-postos sdo o
complemento dos problemas bem-postos no espago de todos os problemas que podem ser
considerados.

Problemas inversos, por sua vez, é uma classe de problemas mal-postos. Nesse tipo
de problema, geralmente, o terceiro critério de Hadamard ndo é atendido. Como exemplo,
pode ser considerado um caso classico de sistema linear de equacGes algebricas. Seja A
uma matriz quadrada nxn cujo seu nimero de condicao seja muito elevado e g um vetor
de tamanho n. Nesse caso, um problema algébrico direto e bem-posto € a determinagéo

de um vetor f, tal que Aq= f . Nota-se que, nesse caso, a solucéo € unica e o valor de f

varia continuamente com g. Em outras palavras, ao realizar uma pequena perturbacgao nos
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valores das componentes de ¢, também havera pequenas oscilagdes em f, como mostrado

a seguir. Sendo as matrizes A e q dadas por:

120
015
A=|0 0 1
0 00O
0 00
2
1
g=43
9)
1
tem-se,
4
16
Ag=f =438
16
1

O r N O O

Dada uma perturbacao

Alg+e)=1"=

(1.1)

(1.2)

(1.3)

£ =0,1 ao vetor g, a nova solucédo para o sistema é dada por:

4,3
16,6
38,8
17,2

11

(1.4)

Nota-se que uma pequena variagcdo no vetor ¢ também produz uma pequena

variagdo nos valores de saida f. Em contrapartida, o problema inverso pode ser

considerado como a determinacdo dos valores de q a partir de um vetor de observagoes
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f , sujeito a pequenos erros, e do operador A™. Sendo f =f +&, o novo vetor de

parametros, q obtido é dado pela Eq. (1.5).

729
~34,4
=A*f =4 101 (1.5)
4,0
11

Dessa forma, é notavel que os valores de ¢ n#o representam adequadamente o

vetor g apds pequenas perturbacBes nos valores observados f, mostrando que o problema
inverso é mal-posto e ndo segue o terceiro critério de Hadamard. Em problemas inversos
aplicados a transferéncia de calor, o fenbmeno descrito anteriormente € o principal
empecilho ao buscar solugdes que representam fielmente a realidade.

Para Alifanov (1994), em transferéncia de calor, todas as interacdes entre um corpo
solido ou um sistema com um ambiente, podem ser relacionadas a situacdes de causa e
efeito. Nesse contexto, em um modelo fisico as causas consideradas sdo as condicdes
iniciais e de contorno de um sistema, as propriedades termofisicas de um corpo, as fontes
internas de geracdo de calor e as caracteristicas geométricas do problema. Ja o efeito é o
campo de temperaturas a ser determinado ao longo do tempo naquele sistema. Portanto,
pode-se dizer que um problema direto é aquele no qual sdo conhecidas as causas e deseja-
se obter os seus efeitos. Ao contrario, um problema inverso € aquele nos quais os efeitos
s&o monitorados ao longo do tempo e sdo utilizados para a determinagdo de uma ou mais
causas.

Woodbury (2003) comentou que os problemas inversos podem ser separados em
dois tipos: estimacao de parametros e estimacdo de funcdes. A estimacdo de parametros
se da a classe de problemas, nos quais frequentemente deseja-se obter propriedades
termofisicas a uma determinada temperatura como, por exemplo, a condutividade
térmica. Em estimacéo de funcGes, geralmente deseja-se obter uma condicéo de contorno
que muda com o tempo, como por exemplo o fluxo de calor incidente em uma superficie.

Em transferéncia de calor, os problemas inversos mais comumente estudados sao
aqueles nos quais o histérico de temperaturas em algum ponto do dominio é conhecido e

deseja-se estimar o fluxo de calor em suas fronteiras ou algum parametro fisico como,
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por exemplo, a condutividade térmica, a difusividade térmica ou até mesmo o coeficiente
de conveccdo. O histérico de temperaturas fornecido como dados para a solu¢do do
problema inverso em transferéncia de calor possui erros aleatorios inerentes dos
instrumentos de medicdo. Desse modo, é importante ressaltar que os valores obtidos para
0s parametros desejados sao fortemente afetados por esses erros, uma vez que o problema
é mal-posto. Portanto, os resultados encontrados sdo estimativas e o objetivo maior é
aproximar os valores estimados 0 méximo possivel dos valores reais €, para isso, além do
uso de técnicas poderosas de otimizacao e regularizacdo, o procedimento experimental
deve ser realizado de maneira controlada, ou seja, a temperatura do ambiente deve
permanecer estavel, o termopar deve estar bem fixado a amostra e deve-se garantir que
ndo haja ruidos provenientes da rede elétrica durante o experimento. Assim, é possivel

evitar perturbac@es nos dados experimentais.

2.2 Aplicactes de Problemas Inversos

Uma das maiores perguntas quando se trata de problemas inversos € qual a
motivacao para o estudo desse tipo de problema que, por sinal, € muito mais dificil de
obter solugdo que um problema normal. O fato é que os problemas inversos sdo muito
mais recorrentes no dia a dia do que se pode imaginar. Desde crianca 0 ser humano se
depara com problemas inversos e formas de tentar resolvé-los sem mesmo saber que estédo
lidando com essa categoria de problemas. Como exemplo, pode ser citado o problema
inverso simbolico da caixa de presente, enfrentado por muitas criancas antes do natal. Ao
ver uma caixa de presente fechada e ndo poder abri-la, uma crian¢a tenta buscar o maximo
de informagfes necessarias como: o tamanho da caixa, o formato, o peso, o som feito ao
balancar o objeto, para tentar estimar qual é o presente. Do mesmo modo, na ciéncia é
recorrente se deparar com situaces em que existem informagdes desconhecidas e que se
podem estimar realizando uma série de observacdes a respeito do problema.

Devido a necessidade de aplicacdes na industria e na ciéncia em geral, o campo dos
problemas inversos obteve um grande crescimento nas ultimas décadas. A partir de
meados da década de 50, com 0s avan¢os matematicos e computacionais houve um
grande interesse nos estudos dessa categoria de problemas. Nos dias atuais podem ser
citadas inUmeras areas da ciéncia nas quais sdo aplicados os problemas inversos, por
exemplo: geofisica, acuUstica, radioastronomia, engenharia biomédica, tratamentos e

reconstrucdo de imagem e engenharia mecanica.
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No ramo da geofisica podem ser citados, Backus e Gilbert (1967) que foram os
primeiros a desenvolver métodos matematicos para estimar os perfis de densidade no
interior da Terra a partir de dados sismicos. Outro problema inverso geofisico € a
determinacédo da atividade vulcanica através dos dados de campos magnéticos gerados
nas areas ao redor do vulcdo (CURRENTI; DEL NEGRO; NUNNARI, 2005). Esse tipo
de estudo geomagnético vem sendo muito pesquisado pelas universidades italianas
Universita degli Studi di Messina e Universita degli Studi di Napoli.

Os problemas inversos foram muito importantes para o estudo astrondémico em
termos de tratamento de imagens. No inicio dos anos 1990, quando o telescopio Hubble
foi enviado pela NASA para o espaco, foi designado que ele enviasse imagens para as
estacOes terrestres. Logo ao ser langado, foi descoberto um problema de fabricagéo nas
lentes do telescopio. Dessa maneira, o telescopio produzia imagens borradas e como néao
era possivel realizar a manutencdo das lentes Opticas, houve a motivacao para o estudo de
tratamento de imagens, o qual € um problema mal-posto estudado por Adorf (1990).

Um dos maiores avancos para a humanidade através do estudo de problemas
inversos foi, sem ddvida, na engenharia biomédica com o estudo da tomografia
computadorizada. A tomografia computadorizada consiste em determinar uma estrutura
interna de algo que ndo seja possivel o acesso direto como, por exemplo, os 6rgdos do
corpo humano, sendo assim capaz de determinar problemas de salde, tais como tumores
ou outras enfermidades. De maneira simples, a tomografia computadorizada € baseada no
bombardeamento de radiacdo através de um objeto e na observacdo de como ela é
atenuada ao atravessar o dominio. Analisando a atenuagdo da radiacdo é possivel
determinar as densidades que compdem o0 objeto e, assim, reconstruir uma imagem
detalhada da estrutura interna. A fim de evitar o uso de radiagdo para a reconstrucdo de
imagens, novos estudos de problemas inversos aplicados a tomografia sugerem o uso de
medicdes de corrente e tensdo na superficie de contorno de um corpo para estimar as
condutividades elétricas em seu interior. Sabe-se que a condutividade elétrica varia
consideravelmente ao longo dos tecidos bioldgicos, sendo possivel criar uma imagem
interna através da tomografia por impedancia elétrica (LIONHEART, 2004).

Uma aplicagdo importante de problemas inversos € a estimacdo da quantidade de
material radioativo que foi liberado em uma tragédia nuclear, para que entdo seja possivel
prever sua dispersdo atraves de simulacGes numeéricas. As plantas nucleares embora
fornegam uma boa quantidade de energia de maneira relativamente barata, também séo

suscetiveis a desastres, remotos, mas que podem causar grandes estragos para a natureza
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e consequentemente para a humanidade como foi o caso de Fukushima em marco de 2011.
Nessa situacdo o espalhamento do material radioativo pela atmosfera deve ser
constantemente monitorado, pois pode alcancar areas muito extensas e causar diversos
tipos de doencas aos seres humanos. O maior problema desse tipo de controle é que as
medicdes dos niveis e contaminacdo podem ser realizadas apenas em alguns lugares
devido ao seu alto custo. Desse modo, Martinez-Camara et. al (2013) decidiram realizar
0 estudo do problema inverso de Fukushima, o qual consiste em analisar os dados
coletados nos pontos de pesquisa ao longo do tempo e, através de um modelo matematico,
recuperar a variacdo do material radioativo ao longo do tempo, sendo possivel simular o
comportamento da poluicéo radioativa com os valores obtidos.

Existem inimeros exemplos de problemas inversos aplicados a engenharia
mecanica. Como exemplo, pode ser citada a determinacdo do formato geométrico da
secdo transversal de uma asa que produz uma distribuicdo de pressao especifica.
Basicamente, é admitida, temporaria e erroneamente, uma geometria arbitraria para a qual
sdo calculados os coeficientes de pressdo em sua superficie através das equacfes de
Navier-Stokes. Entdo, resolvendo o problema inverso sdo determinadas correcdes de
forma que geram um novo perfil geométrico para a iteracdo seguinte (MATSUSHIMA;
IWAMIYA, 1998).

Os problemas inversos em conducéo de calor (Inverse Heat Conduction Problems
— IHCP) comecaram a ser estudados com mais atencdo durante o programa espacial que
se iniciou em meados da década de 50. Um dos intuitos principais era projetar uma
protecdo térmica para capsulas de reentrada na atmosfera que sofrem dos problemas de
aquecimento devido ao grande atrito com os gases atmosféricos (ALIFANOV, 1974).
Para isso era necessario medigdes de temperatura na superficie da capsula, o que era algo
invidvel. Em contrapartida, as aquisicdes de temperatura podiam ser feitas em pontos
acessiveis na parte interna e utilizadas para resolver o problema inverso. Esse caso
continua sendo estudado recentemente, como mostrou Nakamura et al. (2014) que
utilizou o Método da Funcédo Especificada e o0 Método dos Elementos Finitos para fazer
a estimativa do fluxo de calor em uma cépsula de reentrada na atmosfera com uma
abordagem bidimensional.

A determinacdo da espessura do revestimento interno de uma fornalha siderdrgica
foi um dos problemas industriais de determinacdo de parametros de dificil acesso
estudados por Radmoser e Wincor (1998). Devido as condicGes severas de trabalho na
fornalha, a escéria formada pode-se aderir a parede aumentando a sua espessura. Ao
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mesmo tempo, os tijolos que revestem a parede do alto-forno sofrem desgaste por eroséo,
diminuindo sua espessura. Desse modo, a integridade da parede do forno deve ser
averiguada em intervalos de tempo para que seja possivel evitar a ruptura de sua estrutura,
0 que pode trazer sérios danos aos trabalhadores e para o processo industrial. Como as
temperaturas internas de 1500 °C impediam a andlise direta do problema, Radmoser e
Wincor modelaram um problema inverso, no qual consideraram uma parede composta de
materiais diferentes e calcularam suas espessuras de maneira numeérica.

Os IHCP podem também ser aplicados em problemas de processo de fabricagédo
como no caso da soldagem ou da usinagem. Magalhdes et al. (2016) estudaram o
problema inverso de conducéo de calor no processo de soldagem GTA do aluminio 6065
T5. O problema inverso foi resolvido através da técnica de otimizacdo Broydon-Fletcher-
Goldfarb-Shanno (BFGS). Uma vez estimado o fluxo de calor, o problema direto pode
ser resolvido para determinar a distribui¢do de temperatura na chapa durante o processo.
Assim, foi possivel determinar as microestruturas formadas depois do resfriamento e
consequentemente estimar o perfil da Zona Termicamente Afetada (ZTA).

No processo de usinagem um dos parametros mais importantes a ser considerado é
a vida de uso de uma ferramenta de corte. O estudo do campo de temperatura na superficie
de corte de uma ferramenta € de suma importancia para o desenvolvimento de novas
tecnologias que visam aumentar sua vida Util e, consequentemente, reduzir os custos de
producdo. Como as temperaturas sdo dificeis de se medir proximo da zona de corte, é
necessaria uma abordagem inversa do problema. Santos et al. (2014) elaboraram um
modelo matematico e experimental para estimar o fluxo de calor na superficie de corte da
ferramenta, que foi utilizado para determinar o campo de temperaturas através da solucéo
do problema direto.

Por fim, uma das aplicagdes importantes de problemas inversos em transferéncia de
calor é a estimativa de propriedades termofisicas. Ao realizar um projeto é importante
escolher corretamente os materiais que serdo empregados de acordo com a funcéo de cada
um, ou seja, é preciso conhecer suas propriedades fisicas. Experimentos para medir a
condutividade térmica e a capacidade de calor volumétrica de um material sdo custosos e
demandam tempo. Carollo, Limae Silva e Lima e Silva (2012) utilizaram o método BFGS
como tecnica de otimizacgéo para resolver o problema inverso de estimacao simultanea de
parametros e determinar as condutividades térmicas e a capacidade de calor volumétrica

nos acos inoxidaveis AlISI 304, 316 e no Titanio.
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2.3 Técnicas de Problemas Inversos

Um dos pioneiros nos estudos de problemas inversos em transferéncia de calor foi
Stoltz (1960). Em seu trabalho, foi proposto um método para determinar o fluxo de calor
na superficie de esferas durante o processo de témpera a partir de temperaturas medidas
em seu interior. O Método de Stolz é de facil implementacdo, mas é muito sensivel aos
ruidos nos dados de temperatura experimental. Essa sensibilidade gera grandes erros nos
valores de fluxo de calor calculados, ndo representando adequadamente a realidade do
problema.

A fim de minimizar esse problema de sensibilidade aos ruidos dos dados de entradas,
Beck et al. (1985) aprimoraram o método de Stoltz utilizando informacdes dos tempos
futuros para estimar o fluxo de calor no tempo presente (Método Sequencial da Funcéo
Especificada). Além disso, aprimoraram o método para o uso de multiplos sensores de
temperaturas, 0 que aumenta a precisao da solugdo com resultados mais estaveis. Embora
0 Método da Funcdo Especificada seja direto e de facil implementagdo computacional,
ele ndo pode ser utilizado para resolver problemas ndo-lineares, uma vez que o calculo
das temperaturas estimadas é feito através de uma aproximacao do teorema de Duhamel.

Alifanov (1974) utilizou a técnica do gradiente conjungado com equacdo adjunta para
estimar funcbes em problemas inversos de conducao de calor. O método é baseado num
processo de otimizacdo com regularizacgdo iterativa. Essa técnica pode ser utilizada para
resolver problemas lineares e ndo lineares de estimacéo de funcbes ou parametros.

Tikhonov e Arsenin (1977) propuseram um meétodo que ficou conhecido como
Regularizacdo de Tikhonov, no qual utiliza o teorema de Duhamel e uma otimizagao por
minimos quadrados como 0s métodos de Stolz e Beck, mas acrescenta um fator linear,
cuja funcdo é regularizar os ruidos presentes nas temperaturas experimentais. A
Regularizacdo de Tikhonov é uma técnica facil para se implementar computacionalmente,
mas necessita de inversdo de matrizes, o que pode gerar um custo computacional maior
gue os métodos citados anteriormente.

Um método utilizado em problemas de otimizacdo € o de Broyden-Fletcher-Golfarb-
Shanno, conhecido simplesmente por BFGS, ele faz parte da categoria de métodos quasi-

Newton e também pode ser utilizado para resolver problemas inversos ndo lineares em
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conducédo de calor (AVRIEL, 2003). Essa tecnica é baseada no método de Newton e
possui elevada taxa de convergéncia, aléem de possuir a vantagem de nédo precisar de
derivadas segundas.

O método da Secdo Aurea (VANDERPLAATS, 2005) é uma técnica de otimizagéo
que possui suas vantagens para a solucdo de problemas inversos. A ideia do método é
dividir o dominio em intervalos pequenos com a maior taxa de possivel de convergéncia.
Em cada iteracdo os intervalos sdo reduzidos numa propor¢do que é denominada de
nimero aureo. O método da Secao Aurea é muito simples e possui a caracteristica de ndo
apresentar o0 uso de derivadas em sua formulacdo. Apesar disso, € uma técnica que
apresenta muitos ruidos ao se estimar fungdes com dados experimentais. Desse modo, é
necessario utilizar a 0 método da Secdo Aurea mesclado com alguma técnica de
regularizacdo como, por exemplo, a regularizacdo por tempos futuros (LEITE et al.,
2017).

Apos a andlise de todos os trabalhos citados anteriormente, notou-se as vantagens
e desvantagens de cada método e aplicacdo. Desta forma, verificou-se que era possivel o
desenvolvimento de um programa computacional para utilizar o método da Funcéo
Especificada Sequencial para solucionar problemas tridimensionais nao lineares com
condicdo de contorno de conveccdo. Esse estudo foi feito visando a aplicagdo em areas
da engenharia mecanica como a soldagem e a usinagem. Por fim, a presente revisdo
contribui com dados e informacBes importantes para ressaltar a relevancia do trabalho

desenvolvido.
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CAPITULO 3 - FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesse capitulo, apresenta-se a equacdo da difusdo do calor e suas condigdes de
contorno usuais que serdo utilizadas na modelagem dos problemas estudados nesse
trabalho. O primeiro modelo é de um aco inoxidavel AlSI 304 sujeito & um fluxo de calor
e com condicao de isolamento. Ja o segundo se refere ao carboneto de tungsténio com
condicdes de fluxo de calor, isolamento ou convecgdo. Também é apresentada uma

discretizacdo em Método dos Elementos Finitos para a solucdo das equacgdes diferenciais.

3.1 A Equacéo da Difusdo do Calor

Neste capitulo serda desenvolvida a Equacdo da Difusdo do Calor, a qual serad
utilizada futuramente para determinar a distribuicdo de temperaturas nos problemas
inversos de conducdo de calor propostos neste trabalho.

De acordo com Ozisik (1985) a equacdo diferencial da equag&o de difusdo do calor
pode ser determinada através de um balanco de energia, dado pela Eq. (3.1), em um
volume de controle V mostrado na Fig. 3.1.

E,+E, =E, (3.1)

=>

&

Figura 3.1 — VVolume de controle arbitrério.
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Na Eq. (3.1), o termo Eq representa a taxa de calor que entra no volume de controle

através de suas fronteiras, a parcela Eg é a taxa de energia gerada no interior de V e E,

¢ a taxa de energia armazenada no volume de controle.
Considerando que A seja a area da regido de contorno sujeita ao fluxo de calor e fi
o0 vetor normal unitario que aponta para fora da superficie, o valor da taxa de energia que

atravessa a fronteira é dado por:

E, =—jq-ﬁdA=—jv-qdv (3.2)
A \%

nota-se na Eq. (3.2) que foi utilizado o teorema da divergéncia para transformar a integral
de &rea em uma integral de volume. O termo de geracédo interna no volume de controle

pode ser escrito como é mostrado na Eq. (3.3).

E, = j g(F,t)dv (3.3)

Finalmente, o termo de energia armazenada é dado por:

ot (7,1)
ot

E, = J',ocp dv (3.4)
\%

sendo p a massa especifica e ¢, 0 calor especifico a pressdo constante do material.

Substituindo as Egs. (3.2-3.4) na Eq. (3.1), resulta na integral de volume:

ot (r,t)

[ [—v.q(ﬂmg(r,t)—pcp }dv=0 (3.5)

A Eq. (3.5) pode ser escrita em sua forma diferencial fazendo V — 0, como mostra
a Eq. (3.6).
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oT(r,t)

o (3.6)

—Vd(f,t)+g(?,t) =:0Cp

De acordo com a lei de Fourier, um gradiente de temperatura em um sistema gera,
de maneira natural, um fluxo de calor. Para um meio sélido homogéneo e cuja
condutividade térmica, k, seja independente da direcdo no material, a lei de Fourier €

descrita pela Eq. (3.7):

Uma vez que o vetor de fluxo de calor possui sentido apontando para o decréscimo
de temperatura, nota-se que o sinal negativo do lado direito da Eq. (3.7) € propositalmente
colocado para que os valores de fluxo sejam positivos.

Substituindo a Eg. (3.7) na Eq. (3.6), obtém-se a equacdo da difusdo do calor na sua

forma diferencial

oT (1)
ot

V- [-kVT (T, 0)]+g(F,t) = pc, (3.8)

Uma vez que F=ix+ jy+kz, a Eq. (3.8) pode ser facilmente escrita em

coordenadas cartesianas

o(, T o(, ol o(, T oT
G e IRt o9

Para problemas lineares, nos quais a condutividade térmica é considerada constante
devido as baixas variagdes de temperatura, a Eqg. (3.9) pode ser reescrita da seguinte

maneira

2 2 2
8'£+8'2+8'£+g=£8_T (3.10)
ox~ oy° o0z° k aot

sendo « a difusividade térmica do material definida por:
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o= (3.11)

A difusividade térmica é uma propriedade do material que estd associada com a
velocidade da propagagao do fluxo de calor por conducgio no meio. E trivial observar que
quanto maior a difusividade térmica de um material, mais rapida é a sua conducéo do
calor. Por exemplo, o concreto, que é um mau condutor, possui a ~4x10'm?/s, jao
cobre possui o ~1153x107'm?/s, desse modo, o concreto apresenta uma inércia térmica
muito maior que o cobre, retardando as variagdes de temperatura em seu meio.

Como a Eqg. (3.9) é uma equacéo diferencial parcial de segunda ordem, para garantir
que a Eg. (3.8) tenha solucdo Unica, € necessario especificar as condicGes iniciais e de
contorno do sistema. A condic&o inicial define a distribuicdo de temperaturas do sistema
no tempo zero (t=0) e em qualquer posicdo do dominio. As condi¢bes de contorno
variam conforme o problema estudado e geralmente sdo de temperatura prescrita na
superficie do sistema, fluxo de calor prescrito e troca de calor por conveccdo ou radiacdo
com 0 meio externo.

A condigdo de temperatura prescrita, chamada de condicdo de Dirichlet, ou

condicdo de primeira espécie € representada pela Eg. (3.12).
T =T(F,0) 3.12)

A condicdo de Neumann, ou de segunda espécie, corresponde a um fluxo de calor

prescrito na fronteira A, = A determinado pela Eq. (3.13)

—ki:q(F,t) (3.13)
on

sendo N o vetor normal a superficie A, e apontando para fora do sistema. Note que a
condicéo de isolamento é um caso particular para q(r,t) =0.
A condicéo de terceiro tipo, ou condicdo de Robin, corresponde a trocas convectivas

na fronteira A, c A do sistema
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aT .
—k%=h[T(r,t)—Tw] (3.14)

sendo h, o coeficiente de troca de calor por convecgdo e T a temperatura ambiente.
Finalmente, a condicéo de contorno por radiagéo na fronteira A — A é dada pela

Eq. (15)
—k%qaﬁ(?,t)“ —T¢] (3.15)

sendo ¢ a emissividade térmica da superficie do sistema, o a constante de Stefan-

Boltzmann (o =5,6697x10°W /(m*-K*)) e T, a temperatura do ambiente.

3.2 Modelagem Teorica

Para a aplicacdo e comparacdo dos métodos de solucdo de problemas inversos em
casos lineares, foi utilizada uma amostra de aco inoxidavel AISI 304 como mostrada na
Figura 3.2. A chapa de aco é submetida a um fluxo de calor transiente, q(t), gerado por
um aquecedor resistivo plano localizado na face superior da chapa e todas as superficies

sdo isoladas de modo a evitar perdas de calor para o ambiente.

S1

S2

Figura 3.2 — Modelo térmico tridimensional para o aco AlISI 304.

Assumindo que o material tenha condutividade térmica k, massa especifica p, calor
especifico a presséo constante cp e esteja inicialmente a temperatura To, 0 problema pode
ser modelado pelas Egs. (3.16):
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2 2 2
k[a T(x,Y,2,1) N o0°T(x,y,z1t) N 0T (X, y,z,t)J -, oT (x,y,z,t) (3.16a)

ox? oy? oz? ot
— kM =q(t) (3.16b)
on s1
aT (Xl y1 Z1t) — 0 (3 16c)
on o '
T(x,y,2,0)=T, (3.16d)

vetor normal a superficie.

sendo S; a regido da superficie submetida ao fluxo de calor, S a superficie isoladae no

Para a implementacdo da técnica iterativa do Método da Funcao Especificada para

S3

problemas ndo lineares foi considerado um modelo tridimensional de uma chapa de
Carboneto de Tungsténio (WC) submetida a um fluxo de calor em fungédo do tempo, q(t),
na superficie S1, como mostra a Figura 3.3. A superficie inferior, Sy, € mantida isolada,
enquanto todas as superficies restantes, Ss, estdo sujeitas a conveccao.

St Ak
S2

Figura 3.3 — Modelo térmico tridimensional do WC.
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Neste caso, sera considerado que exista uma grande variagdo de temperatura,
portanto as propriedades térmicas do material serdo funcbes dessa propriedade. Assim,
sendo h o coeficiente de transferéncia de calor por convecc¢do e T_ a temperatura do
ambiente, as equagdes matematicas que regem o problema fisico sdo dadas pelas Egs.
(3.17).

( (T)aT(x Y, Z, t)j (k(l’)aT(X’ y,z,t)jJr

» o (3.17a)
(k(l’)aT(X Y, 2, t)j (e (T)aT(xéi/,z,t)
_k(l_)aT(xéy,z,t) _q(t) (3.17h)
n S1
oT(x,Y,z,t) 0 (3.170)
on s '
_ k(r)a—T(X’ y.z.Y) =h(T-T,) (3.17d)
on s3
T(xy,2,0)=T, (3.17.¢)

3.3 Método de Elementos Finitos Aplicado a Problemas Tridimensionais

de Conducéo de Calor

Neste capitulo, sera apresentada a formulagdo matematica utilizando o Método dos
Elementos Finitos (MEF) para resolver as equacdes de transferéncia de calor
tridimensionais, ndo-lineares e em regime ndo permanente.

O MEF é um método numérico poderoso para solucionar problemas térmicos e
mecanicos, que se popularizou pela sua capacidade de modelar casos que possuem
geometrias e condigdes de contorno complexas, nos quais ndo podem ser obtidas solugdes
analiticas de maneira simples. Basicamente, 0 MEF realiza uma discretizacdo do meio

continuo em um namero finito de partes (elementos), nas quais sdo resolvidas, de maneira
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aproximada, as equacOes que regem o problema fisico em cada elemento individual.

Dessa maneira, a solugdo do sistema completo é uma juncdo das solucdes de cada

elemento.

Os passos principais para a aplicacdo do método dos elementos finitos séo:

I.  Formulagéo integral do problema;
ii.  Discretizacdo do problema;

iii.  Resolucdo do sistema de equacdes resultante.

Nesse trabalho, seré utilizado o método de Galerkin para a formulagéo integral da

equacéo da difuséo do calor.

Seja um dominio tridimensional Q e fronteira I', nos quais € valida a equacdo da

difusdo do calor. Deseja-se determinar a distribuicdo de temperatura T(x,y,z,t) em Q,

sendo x, y e z as coordenadas espaciais e t a variavel temporal. Seja, também, o problema

submetido a condicéo de fluxo prescrito na fronteira I'q, conveccdo em I'n e temperatura

conhecida em I'r, sendo I',,T},I7 < I'. O primeiro passo € determinar as equacdes que

regem o fenémeno fisico:

2 2 2
ke STk, 0Tk, 9T i pe, T

XX aXZ yy ayZ 2z aZZ at
Para t >0 as condi¢Oes de contorno séo:
2 2 2
kxxg—-lz-nx+kwgy-£ ny+kzzg—1—nz+q:0 em Iy
X Z

2: 2 2
kxxg—-gnx+kyy gyz ny+kzzg—12-nz+h(T -T.)=0 em T},
X Z

T=T, em I’y

Para t =0 a condi¢do incial € dada por:

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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em Q (3.22)

sendo nx, Ny e n; 0s cossenos diretores das direcdes x, y e z, respectivamente.

Como abordado anteriormente o dominio deve ser divido em subdominios,

denotados por Q°, os quais sdo interligados por n6s, gerando uma malha tridimensional.
Os elementos mais comuns utilizados no método dos elementos finitos s&o os tetraédricos
(4 nos) e os hexaédricos (6 nos). Nesse trabalho, optou-se pela criagdo de malhas
utilizando apenas elementos tetraédricos, como exemplificado na Figura 3.4. Esse tipo de
elemento é de facil implementacdo computacional, além de se adequar bem a geometrias

complexas.

X y XYz

v __-,_(_)‘(‘n)ﬁazl)

> (Xjayj‘azj)

(XpYiZ))

Figura 3.4 — Elemento tetraédrico e suas coordenadas (esquerda). Dominio

composto por cinco elementos tetraétricos (direita).

Como mostrado na Figura 3.4, os nos das malhas de elementos finitos possuem uma
numeracgdo global utilizada para especificar a topologia do sistema. Assim, é possivel
definir a conectividade dos elementos, ou seja, identificar quais nds pertencem a cada
elemento, sendo Util posteriormente ao realizar a montagem do sistema global de
equacbes do sistema. Por exemplo, 0 elemento de ndimero 4 possui conectividade

(2,4,5,7) e 0 de nimero 1 possui conectividade (2,4,1,5).
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Considerando que a temperatura seja uma funcao linear no interior do elemento

tetraédrico, o valor de temperatura em um ponto (x,y,z) pode ser definida pela Eq. (3.23).

A
P,
} B
s,

T=B+BX+py+B2={ x y z (3.23)

sendo i, j, k e | os vértices do elemento tetraédrico, as temperaturas nos pontos (x;, y;, z;),

(xj,yj,zj), (xk,yk,zk), e (Xl,yl,Zl) sdo dadas por

T, =B+ 5% + By + B, Z, (3.24a)
Ty =B+ BoX; + By + Baz; (3.24b)
T, =B+ BoX + BV + B2, (3.24c)
T, =B+ 5% + By + Baz, (3.24d)

Escrevendo as Eqgs. (3.24) em sua forma matricial, tem-se:

{Ti=IMKs} (3.25)
sendo,
Ti 1 Xi yi Zi ﬂl
— T; _ 1 y z . ﬂz
R K e R 529
TI 1 XI yl ZI ﬂ4

Assim, é possivel determinar os valores dos coeficientes , como mostra a Eq. (3.27).
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Br=IMI{T} (3.27)
Substituindo a Eq. (3.27) na Eq. (3.25), fica

T={ x y z[MK} (3.28)

As funcBes de forma N;, N;, N, e N, para o elemento tetraédrico sdo definidas por

T=NT,+N;T,; +N, T, +NT, =[NKT} (3.29)
sendo,
N, :i(ai +bx+cy+dz) (3.30a)
6V
N == (a +b d ) (3.300)
=gy @ +bx+cy+d;z :
1
N, :&(ak +b,x+c,y+d,z) (3.30c)
1
N, =67(aI +bx+cy+dz) (3.30d)

em que V é o volume do elemento tetraédrico, dado por

1 X .z
1 11 ))((I. ;,/I_ ZI_ (Xj_Xi) (yj_yi) (ZJ-—Zi)
V=oM[==f T =06 -x) (v (5c-2) (3.31)
6 61 X, Vi Z
1 x vy z x=-x) i-v) (z-12)

Substituindo as Egs. (3.30) na Eq. (3.29), resulta
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a a; a  a
1|b b b, b
T =[N =1 — . 3.32
INKTy=B oy e o o (332)
d d;, d. d
Comparando as Egs. (3.29) e (3.32), tem-se
a a; a
b. b. b b
N BN L (3.33)
G C ¢ ¢
d d, d d

Uma vez determinados os coeficientes a;,a;,...,d,,d, , as funcdes de forma podem

ser obtidas, como mostrado na Eq. (3.34).

Na=(aa+bax+cay+daz), a=i jkl. (3.34)

6V

O proximo passo da solucdo é obter as matrizes dos elementos, para isso sera

aplicado o Método de Galerkin, multiplicando as Fun¢des de Forma na equacdo integral
da difuséo do calor (Eq. (3.5)).

T | o | o T
—I[N]T(kxx = Ky V. s +Q—pCpEJdQ:O (3.35)
Q

Da diferenciagédo do produto, tem-se

OX

TazT ([ I aTj O[NT @
ox? OX OX

([ i GT) O[N] aT LN ]TaT
(3.36a)
=[N]

INT" asz :i([N]T aT) oIN]" o1 (3.36b)
oy oy oy oy o
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OT 2y ) AN
[N]'— az([N] azj % o (3.360)
Substituindo as Eqgs. (3.36) em (3.35), resulta
0 oT oT oT
— |k, —|[NT dQ— |k, —|[N] dQ— |k, —|[N]
Jio 2180 T Jao- i, £ (17 T o, 2 iny T Jes
a[N] aT O[N] oT O[N] oT
[ oX X kwwaﬂsz oz oz )dQ I[N] Qe+ (3.37)

[NT' pcp—dQ 0

g
g

Aplicando o teorema de Green para transformar as integrais de volume em integrais

de area, resulta

L, oT coT L oT
j [[N] JdQ jk —([N] de jku ([N] azj

Q
NT —kXX—nX—kyyﬁny —kzzgnZ r
OX oy oz

Substituindo as condig¢Ges de contorno dadas pelas Egs. (3.19) e (3.20) na Eg.

(3.38)

I
] C—y
—

(3.38), vem que

I[N]T(—kxx Z—Tnx —k,, ﬂny —k,, aa—Tnzjdr = [o[N]"dr +
" X % z F (3.39)

+ [h(T =T, )IN]" dr

Substituindo a Eqg. (3.39) na Eq. (3.37), tem-se
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I(kxx O[NT a S[NT a OINT' ot

" . JdQ th[N] dr =
oX OX oy oy oz oz

@ (3.40)
- [QINT e [ e, INT T - J.q[N] dr + th [N]'dr
Da Eg. (3.29), tem-se:

% _ a[;(] o (3.41.3)
%T - a[gly]T 0 (3.41b)
% _ANT py (34L.0)
oT _oINT

T a {T} (3.41.d)

Nota-se que como {T} sdo os valores de temperatura nos vértices do elemento tetraédrico,
{T} nédo varia com a posi¢do, embora seja uma fungdo do tempo. Combinando as Egs.
(3.29), (3.40) e (3.41), resulta:

i GINT' |, @IN], 2INT", aINI_ aINT , aIN]
jpc [N] dQ j( ~ K., x oy Kk, v @ k., ]dgz{r}Jr
+ [hINT [N]dF{T}=IQ[N]TdQ—Jq[N]TdF+thw[N]TdF

(3.42)

Para simplificar a Eq. (3.42), ela sera escrita da seguinte forma

RIS U (343)

sendo,



[C°1=[ pe,INT dO2

[K°]= [[BI'[DI[BldQ+

{fe}=jQ[N]T dQ—Iq[N]T dF+IhTw[N]TdF

q

em que,
k, 0 O
[D]=| 0 k, O
0 0 Kk,
'ON, ON; N, oN, |
oX  OX oX  OX
[B] = ON, ON; ©ON, ON, _
a oy oy oy
ON, ON; ©ON, ON,
| Oz oz oz oz |

Ih[N]T[N]dF

Iy
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(3.44a)

(3.44b)

(3.44c)

(3.45q)

(3.45D)

A matriz de condutividade do elemento, pode ser calculada como é mostrado a seguir:

[[BI"[DI[B]dQ = [B] [D][B][ dC2 =

=~ -
o
=

1o
o

bb

Kk b.b

XX I
bb,

dd.
d,d,
36V | d,d|
d,d

d;
dJ
dy
dy
bb,
bibi
b,b,
bb,
dd,
dd,
ded,
dd,

did,
d;d,
d.d,
dd,

bib
b/b,
bb
bib
didl
dd,
dkdl
did,

CiCi
k,, | CiC:

36V | ¢,
CC;

CiCI
c,C
Ck CI

GG

(3.46)
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Para o caso particular em que a condutividade térmica nao é funcdo da posicgéo, a

Eq. (3.46) pode ser escrita como:

i S Sw S

T _ L é/ji gjj gjk é,jl
JeroeHe =22 2 2 (3:47)

Si G Sk S

sendo ¢;; =bb; +c;c; +d,d;. Os outros coeficientes sdo obtidos de maneira semelhante.

A matriz de conveccdo é calculada como mostra o procedimento a seguir:

NN, NN, NN NN,

PNy ngar =h | Nt T R R
P i N.N; NN, NN NN,

NN, NN, NN NN,

dr (3.48)

A integracdo na Eqg. (3.48) depende do elemento da superficie do dominio. Nesse
caso, o0 elemento € triangular formado pelos vértices j, k, e . Dessa maneira, para o

elemento de superficie, tem-se:

0

hA.. |0

A[NT [N1dl" = — X dr 3.49

[RINT'INJdr = =2 - (3.49)
0

Iy

= = N O
= N = O
N P = O

Sendo A, aarea do elemento que contém os nés j, k, e . Tal area pode ser calculada a

partir dos comprimentos dos lados do triangulo, que séo dados por
) 1
e =0 =X+ (= )7 + (2 - 2k (3.508)

ly = [(Xk =X+ (Y - ¥)* + (2 - Z.)ZF (3.50b)



L :[(X,- - %) +(y; -y,)? +(z; —zl)z]%

Em seguida deve ser calculado o semi perimetro, S, do triangulo,

1
S, ZE(Ijk +1y +15)
Por fim, a area do triangulo ¢é dada por

Aja = [Sp(sp =S, = 1S, —Ijl)]%
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(3.50¢)

(3.51)

(3.52)

Caso a geracdo interna seja constante no elemento, o vetor de geracdo pode ser

facilmente calculado através da Eq. (3.53).

1
To. QV )L
£Q[N] dQ = ]
1

(3.53)

O vetor de fluxo de calor € calculado pela Eq. (3.54) em relacdo a superficie do

elemento sujeita ao fluxo.

0
A, |1
J.q[N]T dr = e , (fluxo na superficie jkI)
P 3 |1
1
1
0
J.q[N]TdF:% N (fluxo na superficie ikl)
Fq

1

(3.54a)

(3.54b)
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% , (fluxo na superficie ijl) (3.54¢)

JaINT dr =

q

R O Rk

J.q[N]T dar = % , (fluxo na superficie ijk) (3.54d)
I

q

o R Rk R

O vetor de conveccdo é obtido de maneira andloga ao vetor fluxo de calor. Para a

superficie jkl, é dado por

hT_A,
J.hTw[N]T dr = ”T”" , (conveccdo na superficie jkI) (3.55)

Iy

R P P O

Para as outras superficies, o vetor conveccdo do elemento é obtido de maneira analoga.

Finalmente, a matriz capacitancia, [Ce], do elemento tetraedrico € calculada como,

2111
Vil 211
Ctl= NTdQ= p 3.56
[CT=[re,INTd="25 ) ) (3.56)
1112

Apos calcular as matrizes [Ke], [Ce] e {f°} de cada elemento, é necessério realizar

a montagem das matrizes globais [K] e {F}. Tais matrizes sdo obtidas realizando a
somatoria de maneira adequada das matrizes dos elementos. Finalmente, é obtido o

sistema matricial global, como mostrado na Eg. (3.57):

AP}

[Cl=75 + KKy ={F} (3.57)
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em que {O}={T,,T,,..., Ty}, sendo NN o ndmero de nés da malha e,

[€1=(C (3.580)
K]=[K*] (3.580)
F1=2) (3.580)

onde NE é o nimero de elementos do dominio discretizado.

Pode-se dizer que a Eq. (3.57) é semidiscretizada, uma vez que foi discretizada
apenas no espaco. A discretizacdo no tempo pode ser realizada de diversas maneiras, mas
sdo comumente utilizados os métodos numéricos de elementos finitos ou de diferencas
finitas. Neste trabalho serd optada a discretizacdo temporal através do método de

diferencas finitas. Considerando que as temperaturas variam linearmente durante um

intervalo de tempo At=t , —t , conforme a Figura 3.5, o valor de {®},, , no instante

n+p4

t., =t, +aAt, éobtido por geometria basica como mostrado a seguir.

o4 P

n+1

t

n+o n+1

N /

A
\ 4

Figura 3.5 — Variacéo linear de temperatura no intervalo At.
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Sendo {®}=at+b a equacdo da reta no intervalo At, os coeficientes a e b séo

dados por:

g - 19}, {0}, (3.59a)
At

b—{d}, —%tn (3.59h)
Logo,
@}, - {0}, +ant Pt (3.60)

Como as temperaturas variam linearmente no intervalo At , entdo a derivada de {®}

é constante nesse intervalo. Assim, o termo de derivada da temperatura em relagdo ao

tempo na Eq. (3.57) pode ser aproximado por:

oD}, _ {9}, —{P}, (3.61)
ot At

Substituindo as Egs. (3.61) e (3.60) na Eq. (3.57), resulta

1 1
([ (G @ =P+ (CHO, @52)

A formula de recorréncia dada pela Eq. (3.62) pode ser escrita de maneira compacta

como:

K)..40%,.. ={F}.. (3.63)

sendo,
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2 1
[K]Ha = [K]n+a + E[C]HJMX (3.64a)
Hm —{F},.. + —[CH®} (3.64b)
o n+a aAt n

Uma vez resolvido o sistema de equacdes lineares dados para{®}. . , é necessario

nN+a?

calcular as temperaturas finais, {®},.,, ap6s o passo de tempo. Da Equagdo (3.60),

obtém-se

{q)}n+1 — {q)}n+a + (1_ a){q)}n (365)

(24

O algoritmo dado pela Eq. (3.63) possui 0 mesmo critério de estabilidade para
problemas lineares ou ndo-lineares. Quando 0 <« <1/2, o sistema é condicionalmente
estavel, ou seja, para haver convergéncia o intervalo de tempo deve ser menor que um

intervalo de tempo critico, como mostra a Eq. (3.66),

2
At<At, = 3.66
cr (ﬂ, - (2'—'261) ( )

n+a)

onde (4,,, ) €O termo de maior valor da matriz [C].} [K],.. -

O sistema da Eq. (3.63) é incondicionalmente estavel para 1/2<«a <1 e quanto

mais « se aproxima de 1, mais estavel é a solugdo. Os esquemas de integra¢do no tempo
mais utilizados sdo para « :% (Crank-Nicolson), « = % (Galerkin) e a=1 (Euler

Backward), sendo preferido na literatura o esquema de integracio de Galerkin. E sabido
gue em cada problema diferente existe um comportamento de estabilidade e convergéncia
distinto, assim, ndo é possivel dizer com clareza qual valor de « ser& mais eficiente na

solucgéo dos sistemas.

3.4 Algoritmo para problemas de conducéao de calor néo lineares
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Os problemas de transferéncia de calor, nos quais as propriedades termofisicas séo
funcbes da temperatura séo ditos nédo lineares. Dessa maneira, a Eq. (3.57) pode ser

reescrita da seguinte forma:

[C](T,t)%()}+[K](T,t){d>}={F}(T,t) (3.67)

Existem varios métodos para resolver a Eg. (3.67), por exemplo o método de
Newton-Raphson (OWEN; DAMJANIC, 1983) e o método iterativo simples. Nesse
trabalho é utilizado o método de solucdo iterativo para resolver a Eq. (3.63), cujo
algoritmo sera desenvolvido a seguir.

No método iterativo as temperaturas sdo recalculadas varias vezes em um mesmo

instante de tempo até que um critério de convergéncia seja atingido. Para cada iteracdo as

matrizes [K],., e {F},., devem ser obtidas através das temperaturas calculadas na

iteracdo anterior. Desse modo, pode-se escrever que:

@y =K1 (Y. (3.68)

77 =i i
sendo LN e {Fh. avaliados em {CD}M.
A metodologia utilizada para o calculo das temperaturas {®}

(VILA REAL, 1988):

é descrita a seguir

n+l

1. Determinar a condigdo inicial {®}, ={d},;
2. Calcular o valor de [K],,, =[K], e [C].., =[C], com base em{®}. ;

3. Calcular [K],, =[K],;
4. Obter o vetor das forgas [F],,, =[F],., + LM[C]{CD}n ;
(04

5. Resolver o sistema:

{@},.., =[K],: {F}... (3.69)

6. Inicio do processo iterativo:
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i
n+oa

6.1. Recalcular as matrizes [K]., e {F}., com as temperaturas calculadas

{},..;
6.2. Resolver o sistema:
i+ 2 i 1qi
@y, =K1, ) FY.. (3.70)
6.3. Verificar a convergéncia:

KoY, —{@}...,
Koy,

< Tolerancia (3.71)

Nesse trabalho admitiu-se uma tolerancia de 103 para os calculos
computacionais.

6.4.Se a convergéncia foi atingida, ir para o passo 7, caso contrario voltar ao
passo 5.

7. Calcular o valor de {®}, ., conforme a Eq. (3.65).

n+1

8. Awvangar para o proximo intervalo de tempo e voltar ao passo 1.
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CAPITULO 4 - TECNICAS DE PROBLEMAS INVERSOS

Nesse capitulo sdo apresentadas as técnicas de problemas inversos que serdo
analisadas nesse trabalho. Primeiramente é deduzido o algoritimo para 0 método da
Funcdo Especificada Sequencial com base no teorema de Duhamel. Em seguida,
apresenta-se 0 método da Funcdo Especificada iterativo para problemas néo lineares. Na
terceira parte, 0 método da Secdo Aurea com Regularizacdo de Viagem no Tempo é

apresentado.
4.1 Método da Funcéo Especificada Sequencial

O método da Funcgdo Especificada é utilizado para resolver problemas inversos de
conducdo em transferéncia de calor. Através dele € possivel estimar uma propriedade
térmica ou condicdo de contorno desconhecida do sistema, utilizando as temperaturas
medidas pelos sensores de temperatura em um ponto do meio ao longo do tempo. Nesta
secdo é mostrado o algoritmo do método sequencial para um Unico sensor de temperatura

Para resolver o problema inverso, deve-se determinar uma funcdo objetivo de
minimos quadrados envolvendo a diferenca entre as temperaturas medidas

experimentalmente, Y,,, e as temperaturas calculadas teoricamente (T,,) para cada

instante de tempo m. Sendo r o numero de tempos futuros, a funcdo objetivo pode ser

escrita como mostrado na Eq. (4.1):

S = Zr:(YM NIy +i—1)2 (4.1)

Neste problema, para determinar o valor do fluxo num instante de tempo M séo
utilizadas informacdes de temperaturas de r passos de tempo futuros, o que garante uma
regularizacdo nos dados de saida.

Para tornar a solugdo mais simples sera adotada uma forma funcional constante para

o fluxo de calor, ou seja, a partir do tempo t,,, sendo G,,4,,...,q,,_, fluxos conhecidos,

os valores de fluxo de calor serdo considerados constantes até o tempo t,,, . Para
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garantir estabilidade no método, os fluxos futuros possuem valores iguais a §,, ,, COMo

mostrado na Eq. (4.2).

Qv :qM+1:"'ZQM+r—1:C1M—1 (4-2)

Utilizando uma aproximacéo numérica do teorema de Duhamel e a forma funcional

constante dada pela Eq. (4.2), as temperaturas de uma determinada coordenada podem

ser calculadas apenas conhecendo a temperatura inicial, os fluxos de calor, q,, e 0s

coeficientes de sensibilidade térmica, y,;, dos instantes de tempo anteriores. Na Equagao

(4.3) mostra-se 0 uso da aproximagdo da integral de Duhamel para o célculo da

temperatura T,, :
k
To=To+ anAZk—n (4.3)
n=1

sendok eN" e Ay; definido pela Eq. (4.4)

AYi=Xia— X (4.4)

Para estimar as temperaturas T,,T,,.,,..., Ty.,,_1 € CONveniente escrever a Eq. (4.3)
de outra forma. Sendo {T}={T,T,.....T,, .} as temperaturas calculadas por fluxos

conhecidos do tempo t, ao t a Eq. (4.3) pode ser reescrita na forma matricial:

M1t
Tu Ay, 0 0 Ju

Ty _ Ay, Ay : Om 1 "
: : . 0 :

Tuira Ay 0 A Axo | Oumara (4.5)
Axva Ayw, - An o Ty
A A A 0| T

+ ).(M M -1 . X2 qz AL

Advira Mmirs Axo [Gw Ty
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A Equacdo (4.5) pode ser representada em sua forma compacta como,

{T}=[XKag}+{T} (4.6)
sendo,
Axva Aym, - An G, Ty
N A A A 4 T
{T}z 7:(M YAV ) X2 q:z + :0 4.7)
Afvics Muirs Axo [ Gw Ty

Para simplificar o desenvolvimento do método, convém definir a variavél ¢ como,

9, = :_Z:Ali (4.8)
Combinando as Egs. (4.2) e (4.8), na Eq. (4.6), tem-se:

T =T + 0z =Ty +0udh (4.9)

T =Tus + QuAZ + G iA% =T + Gy (4.10)

Tuera = Tyaraa T AuA Y 4 Oy DX o+ Oy A +

A

+ 0w 1D % = Twra HAu

(4.11)

Desse modo, a Eq. (4.6) pode ser reescrita em uma forma matricial simplificada,

como mostrado na Eq. (4.12).

Ty ¢ 0 - 0 Ty,

T, 0 : [

=l 7 ol T (4.12)
TM+r—l o - 0 ¢r fM+r—1
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Escrevendo a fungéo objetivo em sua forma matricial, a Eq. (4.1) fica:

S={Y}-{I})' Q¥3-{H) (4.13)

Substituindo a Eqg. (4.6) na Eq. (4.13), resulta:

S =({Y}-[XKay) @V3-[XHa}) (4.14)

Desse modo, para obter os valores 6timos do fluxo de calor na Eq. (4.14), é

necessario que a derivada da funcdo objetivo em relacdo ao fluxo seja nula. Assim,

8‘%=%[({Y}—[X]{q}—{f}f({Y}—[X]{q}—{f})}=0 (4.15)

Para resolver a Eq. (4.15) sera utilizada a seguinte proposi¢do do calculo matricial.

Se 77 é um escalar definido por 17 ={x}' {y} e os vetores {x} e {y} funcdes de{z}, entdo:

o _ At AV} poar X
W a0
Portanto, a Eq. (4.16) resulta em:

0

a{q}[({Y}‘[X]{q}‘{f } (3 -Dx Ky -7y -0

2403~ [XHap-{TY %({Y}—[X]{q}_{f}): 0

XY I-[X K —£T3 =0

XYY -[XIIXT{a} ~[XH{T} =0
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[XIIX TG = [XHYY — XY
@ =[x N x iy —y)

@ =(XTIX) IXT ky3-113) (4.17)

A Equacdo. (4.17) representa a forma geral para o célculo estimado do fluxo de
calor. Como foi mostrado na Eq. (4.12), a matriz das sensibilidades térmicas, [X], é
composta apenas pela sua diagonal principal, dessa maneira, o produto [X ' [X] pode ser

escrito como um somatorio do quadrado dos coeficientes de sensibilidade térmica, ou

seja,
XTTXT= Yo .19)

Finalmente, unindo as Egs. (4.17) e (4.18), obtém-se o algoritmo para estimar o

fluxo de calor §,, ,

r

Z ¢| (YM N -I:M +i—1)

Gy = = (4.19)

A

Qu = Z;: Ki (YM RISV +i—l) (4.20)

sendo K; o coeficiente de ganho, dado por,
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Il (4.21)

Na Equacéo (4.20) estima-se o fluxo de calor sequencialmente, ou seja, € necessario
estimar o valor do fluxo de calor no instante de tempo atual para que seja possivel estimar
o fluxo no tempo seguinte. Nota-se que, mesmo com N observagdes experimentais, N —r

apenas valores de fluxo de calor seréo estimados, uma vez que a partir do tempo t,_, ndo

haverd informacGes de tempos futuros suficientes. Quanto maior o nimero de tempos
futuros, r, melhor serd a estabilidade do método. Deve-se ressaltar que se r for
excessivamente grande, pode acontecer o efeito de super regularizacao da curva de fluxo,
ou seja, ela sera muito suavizada, de modo que perdera as caracteristicas da curva de fluxo
de calor real. A escolha de r depende do nivel de ruido dos dados de temperaturas
experimentais, geralmente, para 0s casos reais os valores de r utilizados para a estimacgéo
do fluxo de calor variam de 30 a 60 para obter uma curva com boa regularizacdo, embora
esse valor varie de acordo com o tamanho do intervalo de tempo e com 0s ruidos nos

dados de medicao.
Uma vez que as temperaturas T,,,; , sdo calculadas através do principio da

superposicao, a Eqg. (4.20) deve ser utilizada apenas para resolver problemas inversos
lineares. A principal vantagem do Método da Funcdo Especificada para resolver
problemas lineares, é que o valor do fluxo de calor é obtido imediatamente em cada passo
de tempo, enquanto outros métodos de otimizacgdo sao iterativos, necessitando de maior
trabalho computacional e programacdo mais complexa. Para problemas inversos nao-
lineares, deve-se utilizar o método de maneira iterativa, o que sera abordado na secao 4.2.

O coeficiente de sensibilidade térmica, y;,, & definido como a derivada da
temperatura na posicdo X; e no tempo t; em relagdo ao fluxo de calor g, , como mostrado
na Eq. (4.22)

oT (x:,t)
jM( g i)_ :

_ ) (4.22)
Oy

para j=12,...0, i=12,...NeM =12,...N. Os coeficientes de sensibilidade térmica

podem ser calculados derivando a solucdo analitica da distribuicdo de temperatura do
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problema estudado. Em muitos casos essa solucdo nao existe ou € desconhecida, portanto
os coeficientes de sensibilidade devem ser calculados de maneiras alternativas. O modo

mais usual é resolver a propria equacdo da difusdo do calor na varidvel y. Como
exemplo, sera considerado um problema de conducdo de calor com temperatura inicial

T,, sem geragdo interna e com condi¢des de contorno de fluxo prescrito e isolamento.

Diferenciando a Eq. (3.9) e suas condig¢bes de contorno em relagéo a q,, , obtém-se:

2[;&’1}2 x +2(ka_lj=pcpa_l (4.23a)

ax\ox) oyl oy ) @\ ez ot

3 8_;5 _1 (4.23b)
onfr.

o (4.23c)
on r-T,

Z(F0)=0 (4.23d)

Assim, os coeficientes de sensibilidade térmica podem ser calculados utilizando a
mesma metodologia utilizada para o célculo da distribuicdo de temperatura.

Segundo Beck et al. (1985), para problemas nao-lineares, os coeficientes de
sensibilidade podem ser calculados pela diferenca das temperaturas em um mesmo

instante de tempo e posicdo para dois valores de fluxo de calor. Seja a distribuicdo de
temperaturas calculadas para os valores de fluxo de calor g e (1+&)q, sendo & um valor

muito pequeno na ordem de 10°°, o coeficiente de sensibilidade é dado por

{qMl}):T[xk,t,tM1,{%1},(1+82:]—T[xk,t,tM1,{%1},q*] w2

XXty
E importante ressaltar que na Eq. (4.24) o célculo da distribuicio de temperaturas é
realizado duas vezes a cada intervalo de tempo. Em problemas ndo-lineares, cuja solucao

é dada de maneira iterativa, isso pode levar a um custo computacional muito elevado, ou
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seja, € muito mais eficiente o calculo dos coeficientes de sensibilidade térmica a partir do

modelo proposto pelas Egs. (4.23).

4.2 Método da Funcdo Especificada para Problemas Inversos N&o-
Lineares

Em casos de problemas néo-lineares de conducdo de calor, a abordagem prévia
baseada no calculo das temperaturas atraves do teorema de Duhamel, ndo pode ser
utilizada. Nesse caso, sera apresentada uma técnica de resolucéo iterativa fundamentada
no Método de Minimizagdo de Gauss (BECK; ARNOLD, 1977).

Seja T um vetor de observacdes de tamanho n, cuja formulacdo dependa de um

vetor de pardmetros desconhecidos £ de comprimento p. Se T :ﬂs paraf =b, entdo o

valor de T em g=Db+Ab pode ser determinado, aproximadamente, por uma expans&o

em séries de Taylor de primeira ordem, como mostrado na Eq. (4.25):

o :T‘\,+£ Ab (4.25)
b+Ab b 9p .
O gradiente da Eq. (4.25) é uma matriz de tamanho nx p e representa 0s valores

dos coeficientes de sensibilidade da variavel T em relacdo a fi, com i=1,...,p,

pertencentes ao vetor . A matriz de sensibilidades, [y,], é dada pela Eg. (4.26):

oT, ot T, |
0B, op, B,
o7l |9 O Ol
[Xl=—2 =| 9B B, op, (4.26)
P | O
or, o1,
0B, OB, B, |

Uma vez que existam valores Y , medidos experimentalmente, que correspondam
a T, o objetivo do processo é determinar os valores de b que fagam T ser o mais

proximo possivel de Y . Desse modo, assume-se que exista um modelo numérico para o
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célculode T paracada valor atual de b estimado (nesse trabalho ser4 utilizado o método

dos elementos finitos).

O valor 6timo de b pode ser obtido pela minimizacéo da funcéo objetivo dada pela
Eq. (3.98):

s=(V-TJ(¥-T) (4.27)

Substituindo T por ﬂs ;na Eq. (4.27), tem-se:

S =(\7—ﬂ5 —[;(ﬂ]ABT(Y—ﬂB —[Zﬁ]AB) (4.28)

Dessa maneira, é necessario encontrar o valor do incremento Ab que torna S nulo,

logo, a derivada da Eq. (4.28) em relagdo a Ab deve ser levada a zero, obtendo-se:
e T -1 TN T
85 = (17,1 L, ) T, T T, ) (4.29)

Na Equagdo (4.29) calcula-se o incremento do parametro b para cada iteragdo no

tempo atual t. Uma vez que Ab se aproxima de zero, pode-se dizer que a convergéncia
foi atingida para aquele passo de tempo. A Equacdo (4.29) é utilizada para
progressivamente estimar os parametros desejados passo a passo ao longo do tempo.

No caso desse trabalho, o algoritimo Gaussiano descrito anteriormente sera
utilizado para a estimar o fluxo de calor desconhecido na regido de contorno do problema
de transferéncia de calor. Através desse método é possivel resolver problemas ndo
lineares uni, bi e tridimensionais.

No meétodo da Funcao Especificada Sequencial sera computado apenas um valor de
fluxo, q,,, por vez, que corresponde ao tempo atual, t,,. A regularizagdo do método é
realizada através do comportamento das temperaturas medidas nos tempos futuros. Para

isso, assume-se um valor (temporario) para o fluxo de calor de q,, até q,,,, ,. Como o

unico pardmetro desconhecido € o fluxo de calor, tem-se p=1, logo, a matriz de
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sensibilidades [,] se torna o vetor y,. Assim, o produto [;(q]T[;(q] é um escalar,

calculado pela Eq. (4.30).

n=1

2,7 [zﬁ]:i( ;T] >z (4.30)

Substituindo a Eq. (4.30) na Eq. (4.29), tem-se:

A, =2 (4.31)

D e
n=1

A Equacdo (4.31) possui a forma muito parecida com a Funcdo Especificada
Sequencial tradicional, proposta por Beck, utilizando a aproximacdo do teorema de

Duhamel para o célculo das temperaturas. A diferenca se deve ao modo de calcular os
vetores 7., T e o fluxo de calor g,, ndo é obtido de maneira instantanea.

A seguir é apresentado o algoritimo utilizado para estimar o fluxo de calor em

problemas ndo-lineares:
(1) Entrar com um valor inicial arbitrario para q,, ;

(2) Determinar uma tolerancia tol = 0,001;

(3) Resolver o modelo matematico necessario para determinar as temperaturas T a

partir do fluxo q,, ;

(4) Resolver as equagdes necessarias para determinar o valor de 7,;

(5) Utilizar a Eq. (4.28) para o calculo da correcéo Aq; ;

(6) Se Aqg,, <tol, entdo o processo convergiu. Se ndo, entao atualizar
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(i+) _
N =

. =q) +Aq)

(7) Retornar ao passo (3) até garantir a convergéncia no passo (6);
(8) Iniciar um novo passo de tempo e repetir o algoritimo.
A convergéncia do passo (6) pode ser dificil de ser atingida. Usualmente, costuma-

se admitir que a relacdo dada pela Eq. (4.32) seja o critério de parada (WOODBURY,
2003).

Ag®
% < 1ol (4.32)

(i+1) —
M

4.3 Método da Secdo Aurea Com Regularizagdo Em Tempos Futuros

(Time Traveling Regularization — TTR)

O método da Secdo Aurea é uma técnica para estimar pontos criticos e raizes de
funcGes de uma variavel. Possui a grande vantagem de ndo precisar do célculo de

derivadas e é facil de ser implementado computacionalmente.

Seja F(x) uma funcdo definida em um intervalo no qual X=X, seja o extremo
inferior, X = X, seja o extremo superior e x = X, um ponto de maximo ou minimo local,
tal que X, €[X,,X,]. O algoritmo se inicia calculado os valores de F(X,) e F(X,)e

dividindo o intervalo em mais dois pontos X, e X,, sendo X, < X,, como mostra a
Figura 4.1.

Nesse exemplo, como F(X,) > F(X,), entdo X, assume o novo limite inferior do
intervalo, ou seja, X, = X,;. A seguir um novo ponto X, é escolhido dentro do novo
intervalo [X,,X,]. Como F(X;)>F(X,), entdo X, é escolhido como o novo limite

superior, ou seja, X, = X,. Esse algoritmo é repetido até que o valor do intervalo seja tdo

pequeno quanto se queira, atingindo a convergéncia.
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O problema se resume em determinar a melhor escolha para os pontos X,, X,,...
de modo que a convergéncia seja a mais rapida possivel. Escolhendo X, e X, de modo

que sejam simétricos em relagdo do intervalo, tem-se:

=u= (4.33)

X X, X X X X
Figura 4.1 — Exempo gréafico da divisdo do intervalo no método da secdo aurea.

Fazendo X, =0 e X, =1, os valores de X, e X, se tornam frages do intervalo.

Assim, X, e dado pela Eq. (4.34).

X, = (4.34)

X} -3X,+1=0 (4.35)

o)
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Logo,
X, = 3+.5 (4.36)
2
Como 0< X, <1, entédo os valores finais de X, e X, séo dados pela Eq. (4.37):
X, =0,38197... (4.37a)
X, =1- X, =0,61803... (4.37h)

E observado na Eq. (4.38) que a razdo entre X, e X, é o nimero de ouro (Se¢do

Aurea).

% ~1,61803... (4.38)

1

Portanto, o niamero de ouro fornece a melhor razdo de divisao de intervalo para que
seja possivel a convergéncia com o nimero minimo de avaliagdes da funcéo F(x). Sendo
7 definido pela Eq. (4.39),

+
345 (4.39)
2
entdo os valores de X, e X, sdo calculados pela Eq. (4.40):
X, =1-7)X, —2X, (4.40a)

X, =X, - (1-7)X, (4.40b)



57

Admitindo que a tolerancia do intervalo final seja AX , o erro relativo, ¢, é calculado
pela Eq. (4.41).

(4.42)

Sendo N, o nimero de iteracdo necessarias para atingir o valor da toleréncia, o erro

relativo pode ser determinado por:

e=1-7)N73 (4.42)
Resolvendo a Eq. (4.42) para N,, tem-se:

N, =-2,078In &£ +3 (4.43)

O método apresentado ¢ utilizado para a determinacéo de pontos criticos locais de

uma fungdo de uma variavel. Se uma fungdo possui uma raiz real dentro do intervalo
[X,,X,], paradetermina-la basta minimizar a equagéo |F(X)| =0.

A técnica TTR é uma metodologia alternativa para estimacdo de parametros que
apresenta 6timos resultados como é mostrado nos trabalhos de Silva et al. (2018) e
Magalhées (2018). O método de resolucdo pode ser aplicado a problemas inversos com
qualquer tipo de condicdo de contorno e possui a vantagem computacional de nao precisar
do célculo de derivadas.

Para solucionar os problemas inversos em transferéncia de calor, geralmente a

funcdo objetiva minimizada é dada pela Eq. (4.44):

Fii — (Y i_T ,-,-)z (4.44)

obj

sendo jj o contador temporal, Y as temperaturas medidas experimentalmente e T as

temperaturas calculadas através do modelo fisico.
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Introduzindo uma analise temporal no problema através de r tempos futuros, ha
uma reducdo significativa na variacdo do fluxo de calor estimado. Desse modo, a nova

funcio objetivo, a ser minimizada pelo método da Secdo Aurea, se torna:

Fi = i(v e T e (4.45)

ITTR:jj

Na Figura 4.2 apresenta-se um diagrama da técnica TTR. Primeiramente deve ser
definido o modelo fisico a ser estudado, bem como a malha para o célculo das
temperaturas computacionais. Em seguida devem ser definidos os chutes iniciais do
intervalo proposto pela técnica da Secdo Aurea. De jj até jj+r o pardmetro a ser estimado
(nesse caso o fluxo de calor) é mantido constante e o modelo térmico é resolvido
numericamente. Em sequéncia é utilizado o método da Secdo Aurea para minimizar a
funcdo objetiva proposta na Eq. (4.45) até que o critério de tolerancia seja atingido. Uma
vez minimizada a funcdo objetivo, o programa segue para 0 préximo passo de tempo,

jj+1. O programa encerra quando o fluxo de calor for estimado para todo o dominio

temporal.
Inicio
] Sim " - .
Definir a malha do modelo A ﬁmg}aﬁ) O_b.l etivo foi
e as condicdes de contorno minimizada?
Definir as variaveis e fazer Nio )
os chutes iniciais do B <jima-r ? Nao
método de otimizagio
Reiniciar o modelo a partir
do contador jj e realizar o
- Si proximo passo do método
=0 4 m de otimizagdo
Fim
- Reiniciar os Para j* = jj atéjj+r
Para j* =jj até jj+ .
Jo = aeyTr chuites calcular o modelo térmico

calcular o modelo térmico .
nicais

Figura 4.2 — Algoritimo da técnica TTR (Magalhaes, 2018).
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CAPITULO 5-PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL

A fim de validar a metodologia proposta nesse trabalho, foram realizados
experimentos controlados de conducdo de calor tridimensionais em amostras de aco
inoxidavel AISI 304 e carboneto de tungsténio no Laboratério de Transferéncia de Calor
(LabTC) da Universidade Federal de Itajuba. Neste capitulo, detalha-se primeiramente o
procedimento experimental, bem como os equipamentos e a bancada de ensaio utilizado

neste trabalho.

5.1 Aco Inoxidavel AISI 304

Ensaiou-se uma amostra homogénea de aco inoxidavel AISI 304 de dimensdes

100,0x60,0x9,5 mm3, como mostrado na Fig. 5.1. A montagem experimental foi

realizada de maneira simétrica e esta representada na Figura 5.2. Duas amostras idénticas
sdo colocadas uma sobre a outra e o aquecedor é posicionado entre elas. Desse modo
garante-se que toda energia seja transferida para as amostras, evitando acimulo em um
dos lados do aquecedor. Para evitar as perdas de calor para 0 ambiente, 0 conjunto €
isolado em toda a sua periferia por placas de poliestireno expandido com 50 mm de

espessura.

9

S

= e =
%
\O\

100,0 \'d

Figura 5.1 — Dimens6es da amostra do aco AISI 304 em milimetros.
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Isolamento
Amostra
metalica
Aquecedor
resistivo
Amostra
/ nleta' lica
Isolamento
Termopares

Figura 5.2 — Montagem do conjunto amostra, aquecedor e isolamento (RIBEIRO,
2012).

O aquecimento é realizado por um aquecedor resistivo de Kapton de dimensdes

50,0x50,0x 0,2 mm3 e resisténcia de 15C2, posicionado entre as amostras. Na Figura 5.3

mostra-se 0 posiconamento do aquecedor na placa de ago AISI 304. O aquecedor é muito
fino, proporcionando um rapido aquecimento e pouca perda de calor. Além disso, ele é
maleavel, ou seja, se adequa as amostras diminuindo espacos vazios na montagem. A fim
de minimizar a resisténcia de contato entre aquecedor e amostra, foi utilizada uma pasta
térmica de prata, Arctic Silver 5 (Figura 5.4), que possui alta condutividade térmica e
elimina os intersticios de ar entre as superficies.

Os valores de temperatura foram medidos através de um termopar Cromel/Alumel

—30 AWG posicionado na coordenada (25, 0; 25,0; 9, 5) mm, como mostra a Figura 5.5.

O termopar foi calibrado utilizando o banho termostéatico Marconi MA 184 (Figura 5.6)

com resolucdo de +0,01 °C.
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100 mm

Aquecedor

Isolamento 60 mm
50 mm Resistivo

50 mm

Figura 5.3 — Posicionamento e dimensdes do aquecedor resistivo.

Figura 5.4 — Pasta térmica Arctic Silver 5 usada na montagem do aquecedor.

Termopar 2 (25,0 mm; 25,0 mm; 9,5 mm)

Figura 5.5 — Posicionamento do termopar na amostra de aco AISI 304 (SILVA,
2011).
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Figura 5.6 — Banho termostatico Marconi.

Para evitar qualquer problema de fixagdo do termopar, ele foi soldado na amostra
por meio de um dispositivo de descarga capacitiva do LabTC, mostrado na Figura 5.7.
Conectou-se o termopar ao equipamento de aquisi¢cdo de dados Agilent 34980 que, por
sua vez, € controlado por um computador (Figura 5.8). O intervalo de tempo entre as

aquisicoes de temperatura foi de 0,2 s.

Figura 5.7 — Dispositivo de descarga capacitiva.
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Figura 5.8 — Equipamento de aquisicdo de dados Agilent.

Para fornecer energia ao aquecedor foi utilizada a fonte de alimentacdo digital
Instrutemp ST 305DL-Il mostrada na Figura 5.9. Os valores de tenséo e corrente foram
ajustados de que o aquecedor fornecesse um fluxo de calor de aproximadamente 2000
W/mz,

Figura 5.9 — Fonte de alimentag&o Instrutemp.
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A Figura 5.10 apresenta um desenho esquematico geral da bancada experimental

utilizada para o aco inoxidavel AlISI 304.

Micro Computador Aquisicéo de
(a % '-‘ Dados
[
| B |
\,'7_?/ % [H] =] =]
Amostras
Isoladas

ARSI
'
e
TN
Multimetros Fonte de
alimentacéao
@
v I
A N

Figura 5.10 — Desenho esquematico da bancada experimental.

5.2 Carboneto de Tungsténio (WC)

Realizou-se, também, um experimento controlado em uma ferramenta de corte de
carboneto de tunsgténio (metal duro) utilizado em processos de usinagem por
torneamento. A amostra possui dimensdes de 12,7 x12,7 x 4,7 mm3 como mostra a Figura
5.11.

Para esse caso, 0 aquecedor resistivo utilizado possui area de aquecimento de
dimensdes 10,4 x10,4 mm?, Posicionou-se 0 aquecedor na face superior da ferramenta de
corte e um transdutor de fluxo de calor foi colocado entre 0 aquecedor e a pega metalica.
Utilizou-se pasta térmica entre a juncdo do transdutor com o aquecedor e do aquecedor
com a amostra para minimizar a resisténcia de contato. As superficies laterais e superior
do metal duro sofrem troca de calor por convecgdo para o ambiente, enquanto a superficie

inferior se mantém isolada.
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Figura 5.11 — Dimensdes da ferramenta de corte de metal duro.

Para medir as temperaturas utilizou-se um termopar do tipo K devidamente
calibrado e posicionado na coordenada (9,5; 3,5; 4,7) mm. O termopar foi soldado por
descarga capacitiva e conectado ao sistema de aquisi¢do de dados HP 75000 Series B
comandado por um computador. O fluxo de calor foi medido pelo transdutor de fluxo
conectado ao mesmo sistema de aquisi¢do de dados. A fonte de alimentagéo Instrutemp
foi configurada para fornecer energia ao aquecedor resistivo. Na Figura 5.12 mostra-se

um desenho esquematico da montagem da bancada experimental.

AQUECEDOR
TRANSDUTOR DE CALOR
FERRAMENTA
FONTE DE .
ALIMENTACAO 7
TERMOPAR
— B
HP PC

Figura 5.12 — Desenho esquematico da bancada experimental (SANTQOS, 2008).
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CAPITULO 6 - RESULTADOS

Neste capitulo é apresentada a validacdo do programa computacional para o
calculo do problema direto. Apresenta-se também os resultados dos fluxos estimados para
0s experimentos descritos no capitulo 5. Em uma Ultima etapa, apresenta-se uma

comparacao entre as técnicas de resolucdo de problemas inversos utilizadas.
6.1 Validacdo do Programa Computacional

A fim de validar o programa computacional de Método dos Elementos Finitos
criado nesse trabalho para solucionar problemas diretos em condugéo de calor, foram
utilizados os valores de fluxos medidos através do transdutor de fluxo para o caso do
Carboneto de Tungsténio. Os resultados de temperatura obtidos foram comparados as
temperaturas medidas experimentalmente em um ponto da superficie da amostra.

O fluxo de calor proposto, medido experimentalmente, é mostrado na Figura 6.1 e
0 ponto no qual foi analisado as temperaturas calculadas se encontra nas coordenadas
(0,0095; 0,0035; 0,0047) m.
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Figura 6.1 — Fluxo de calor medido.
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Na Figura 6.2 mostra-se uma comparacdo entre os valores de temperatura
calculados utilizando o programa em MEF e os dados medidos através de um termopar.
Visualmente é possivel notar que o comportamento de ambas as curvas € semelhante. Na
Figura 6.3 sdo encontrados os residuos de temperatura entre as curvas de temperatura
numérica e experimental. Observa-se que a média dos valores residuais foi de 0,13 °C e
o residuo méximo encontrado foi de 0,36 °C o que corresponde a apenas 1,2% do valor
da maxima variacéo de temperatura.

E possivel observar na Figura 6.3, que os picos de erro entre as duas curvas de
temperatura ocorrem em regides de brusca mudanca na direcdo da derivada do fluxo de
calor (e consequentemente da temperatura), 0 que é esperado em qualquer aproximagao
numérica. Enquanto o aquecedor resistivo esta ligado, existe um predominio do fluxo de
calor fornecido por ele por conducdo ao resto do dominio do que o fluxo de calor que
transmitido por conveccdo para o ambiente. Nessa fase, 0 erro entre as curvas de
temperatura experimental e numérica é baixo. Ja na segunda fase, quando o aquecedor é
desligado, o fluxo de calor por conveccdo adquire uma contribuicdo maior no sistema.
Como o coeficiente de troca de calor por conveccdo ndo possui um valor experimental
bem estabelecido, entdo o residuo nessa fase do problema é maior devido as dificuldades

da n&o obtencéo do seu valor com precisdo.
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Figura 6.2 — Comparacdo entre temperaturas calculada pelo programa em MEF e
medida.
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Figura 6.3 — Residuo entre as temperaturas calculada e as experimental.

O software comercial COMSOL também foi utilizado para validar o programa de
transferéncia de calor desenvolvido nesse trabalho. Foi proposto um fluxo de calor
parabdlico dado pela Eq. (6.1) e mostrado na Figura 6.4. O modelo utilizado foi o0 do aco
inoxidavel AISI 304 apresentado anteriormente. Para esse caso foi considerada a
condutividade térmica 14,61 W/m.K e a difusividade térmica de 3,74x10° m2/s
(CAROLLO; LIMA E SILVA; LIMA E SILVA, 2012). Inicialmente a amostra se
encontrava a temperatura de 19,5 °C.

q(t)=-0,16 t* +40 t (6.1a)

0<t<250 (6.1b)
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Figura 6.4 — Fluxo de calor simulado.
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Figura 6.5 — Comparagéo entre as temperaturas calculada pelo programa em MEF
desenvolvido nesse trabalho e pelo COMSOL.
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Na Figura 6.5 apresenta-se uma comparacdo entre as temperaturas calculada pelo
COMSOL e pelo programa desenvolvido nesse trabalho. Nota-se que as curvas
apresentam um comportamento idéntico, embora nos tempos finais de simulacdo as
temperaturas apresentadas pelo COMSOL sdo um pouco mais baixas. A maior diferenca
entre as duas curvas é de 0,16 °C, o que representa 2% da variacdo maxima de temperatura
na simulacdo, sendo a média dos residuos de 0,12 °C.

Nas Figuras 6.6 e 6.7 sdo mostrados os campos de temperaturas tridimensional e
suas isotermas obtidas pelo COMSOL e pelo programa desenvolvido nesse trabalho com
o0 auxilio do software de pds-processamento de dados Tecplot 360 EX. As temperaturas
da escala se encontram em graus Celsius e o frames foram obtidos para o instante de
tempot=170s.

A 28,5

v 19.9

Figura 6.6 — Distribuicdo tridimensional de temperaturas obtida pelo software

Comsol para o tempo de 170 s.
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Figura 6.7 — Distribuicdo tridimensional de temperatura obtida pelo programa

desenvolvido nesse trabalho para de tempo 170 s.

6.2 Estimacgéo do Fluxo de Calor Para o Aco Inoxidavel AISI 304

O experimento em uma chapa de ago inoxidavel AISI 304 foi utilizado para estimar
o fluxo de calor fornecido pelo aquecedor para o caso de um problema linear. Nessa
situacdo a linearidade pode ser considerada devido ao baixo gradiente de temperatura
ocorrido durante todo o experimento.

O gréafico apresentado na Figura 6.8 mostra as temperaturas medidas pelo termopar
no ponto de interesse. Nota-se que esses dados de temperatura apresentam muitos ruidos
ao longo do tempo que, provavelmente, sdo devidos as oscilacBes da rede elétrica
causadas por equipamentos proximos ao laboratorio, portanto, devido a natureza do

problema inverso, é esperado uma curva de fluxo de calor com muitas oscilagdes. Assim,
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nesse caso estudado é possivel perceber o efeito da regularizacdo em tempos futuros

utilizados pelos métodos apresentados.
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Figura 6.8 — Temperatura experimental do aco inoxidavel AlSI 304.

Para esse caso foi gerada uma malha tetraédrica com 20.078 elementos como
mostra a Figura 6.9. Foi realizado um refinamento da malha na regido de aquecimento
devido ao elevado gradiente de temperatura nessa regido. Em regides distantes do
aquecedor e do sensor de temperatura, a malha é mais grosseira para evitar esforcos
computacionais desnecessarios. Inicialmente a amostra se encontrava a temperatura de
19,5 °C. O experimento durou 220 s, sendo que a principio o aquecedor foi mantido
desligado por 30 s e entdo ligado numa poténcia de 2000 W/m?2 até o tempo de 190 s,
sendo desligado novamente.

O fluxo de calor foi estimado utilizando as técnicas da Secdo Aurea com
Regularizacdo de Viagem no Tempo (TTR) e as técnicas de Funcdo Especificada linear

(baseada no teorema de Duhamel) e iterativa (para problemas lineares e ndo-lineares). Na
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Figura 6.10 apresenta-se 0s resultados obtidos para a estimacdo do fluxo de calor

comparando com o seu valor tedrico.

Termopar

Aquecedor

Figura 6.9 — Malha tetraétrica para o aco inoxidavel AISI 304.

O fluxo de calor foi estimado utilizando uma analise de 55 tempos futuros para cada
uma das técnicas. Observa-se que o comportamento do fluxo estimado por todas as
técnicas é praticamente 0 mesmo e representa bem o aporte térmico gerado pelo
aquecedor resistivo. Nota-se que os valores do fluxo de calor estimados se encontram um
pouco abaixo do valor real. Isso pode ser explicado pela fato de ndo ser considerada a
resisténcia elétrica devido ao comprimento dos fios do aquecedor, uma vez que o fluxo
de calor foi medido através das informacdes de tensdo e corrente na fonte de alimentacao.
Apenas o fluxo de calor estimado pelo Método da Funcdo Especificada linear apresenta
uma pequena diferenca. E importante ressaltar que nesse método as sensibilidades

térmicas e as temperaturas sdo calculadas apenas uma vez e de maneira aproximada pelo
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teorema de Duhamel. Nos outros métodos as temperaturas sdo calculadas em cada

iteracdo dentro de um intervalo de tempo até a convergéncia do fluxo de calor ser atingida.
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Figura 6.10 — Comparacdo do fluxo estimado pelas técnicas de problemas inversos

para o aco inoxidavel 304.

E evidente que as descontinuidades apresentadas na curva do fluxo tedrico no
existem na realidade, pois 0 aquecedor possui um tempo no qual o fluxo aumenta
continuamente até chegar nas condicdes estabelecidas pela fonte de alimentacdo. As
curvas de fluxo de calor estimadas representam bem esse comportamento descrito, tanto
ao ligar quanto ao desligar o aquecedor.

Na Figura 6.11 apresentam-se os residuos entre os valores de fluxo obtidos pelas
técnicas e o fluxo de calor experimental. Nota-se que os residuos sdo muito baixos
comparados ao valor do fluxo de calor de 2000 W/mz2, sendo maiores em regides de maior
variacdo de fluxo, ou seja, ao ligar e desligar o aquecedor resistivo. Na regido em que o
aquecedor atinge a estabilidade, o residuo médio entre o fluxo experimental e o estimado
é de 95 W/m? para as técnicas inversas com um desvio padréo de apenas 43 W/m?. Ja na
Figura 6.12 sdo apresentados os residuos entre os valores de fluxo estimado pelos
métodos TTR e Funcdo Especificada iterativa. Na regido de interesse, onde o aquecedor
atinge o regime permanente de trabalho, a diferenca entre os fluxos € minima, obtendo

um valor médio de 1,63 W/m2.
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Os fluxos de calor estimados foram utilizados no programa para o célculo do
problema direto com a finalidade de comparar as temperaturas estimadas numericamente
com as temperaturas experimentais. Na Figura 6.13 mostra-se a comparagao entre as
temperaturas estimadas pelos fluxos obtidos e as medidas pelo termopar. Os valores de
temperatura obtidos pelo problema direto sdo muito préximos aos experimentais,
possuindo discrepéancias maiores em regides de maior derivada.

Na Figura 6.14 mostram-se 0s residuos entre as temperaturas experimentais e as
estimadas numericamente. E evidente que os picos de variagdo representam 0s erros
devido aos ruidos nas medicGes experimentais. As temperaturas calculadas pelo fluxo
estimado pela técnica da Funcdo Especificada linear apresentaram maiores erros
comparado com 0s outros dois métodos, com um residuo médio de 0,063 °C e um desvio
de 0,026 °C. De outro modo, a Funcdo Especificada iterativa apresentou 0s menores
valores de residuos com uma média de 0,002 °C e um desvio de 0,022 °C. O método da
Secdo Aurea com a TTR, também apresentou baixos valores residuais com média de
0,011 °C e desvio de 0,025 °C.
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Figura 6.13 — Comparacéo entre as temperaturas experimentais e as estimadas

numericamente.
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Figura 6.14 — Residuos entre as temperatura experimentais e as estimadas

numericamente.

6.3 Estimacao do Fluxo de Calor Para o Carboneto de Tungsténio

O experimento na amostra de Carboneto de Tungsténio (WC) foi realizado para
estudar o comportamento das técnicas do Método da Funcéo Especificada iterativa para
problemas n&o-lineares e o método da Secdo Aurea com regularizacdo de Viagem no
Tempo (TTR) em problemas com condi¢6es de contorno ndo-homogéneas e propriedades
termofisicas variando com a temperatura.

O fluxo de calor para esse experimento foi medido através de um transdutor de
fluxo e é mostrado novamente na Figura 6.15. Inicialmente o aquecedor se encontra
desligado até o tempo de 3 s, em seguida, ocorre 0 aquecimento da amostra de metal duro

até o tempo 65 s, quando o aquecedor é desligado.
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Figura 6.15 — Fluxo de calor experimental para o experimento do carboneto de

tungsténio.

Os valores de temperatura aquisitados pelo termopar sdo mostrados na Figura 6.16.
A malha tetraédrica utilizada no programa de elementos finitos € ndo estruturada
possuindo 30.524 elementos e os dados de temperatura experimental foram medidos na
coordenada (0,0095; 0,0035; 0,0047) m, como mostrado na Figura 6.17.

Calculando a distribuicdo de temperatura, através do fluxo de calor da Figura 6.15,
ao longo de todo o dominio estudado, nota-se que ha uma variacdo de temperatura na
faixa de 29 até 60 °C em alguns pontos da amostra metalica. Dessa maneira, o problema
estudado pode ser considerado néo linear. As propriedades térmicas para o carboneto de
tungsténio é um dado dificil de ser encontrado com exatiddo na literatura, principalmente
para elevadas temperaturas. Como o metal duro é um material cuja composicao varia
muito, cada autor apresenta dados de condutividade e difusividade térmica diferentes.
Nesse trabalho serdo realizados dois estudos para o carboneto de tungsténio. No primeiro
sera feita uma abordagem linear com os dados de condutividade térmica k = 43,1 W/mK
e difusividade térmica igual oz =14,8 x 10" m2/s (CARVALHO et al., 2006). No segundo
caso serd estudado o problema ndo linear com os dados das propriedades térmicas

retirados de Grzesik, Nieslony e Bartoszuk (2009).
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Figura 6.16 — Temperatura experimental para o carboneto de tungsténio.
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Figura 6.17 — Malha tetraédrica para o carboneto de tungsténio.

A seguir é discutida a influéncia da convec¢do no modelo térmico estudado.
Considerando o coeficiente de convecgédo nulo, o caso estudado se reduz a um problema
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de conducdo de calor totalmente isolado. As curvas de fluxo de calor estimado pelo
Método da Funcdo Especificada iterativa e 0 método TTR, bem como o fluxo de calor
medido experimentalmente sdo apresentados na Figura 6.18. As curvas estimadas
apresentam um resultado satisfatério, mas nota-se que para compensar a falta de
conveccao, o fluxo de calor atinge valores altos no inicio e apresenta uma taxa decaimento
ao longo do tempo. Essa curva de fluxo de calor estimado descrecente € caracteristica de

um sistema no qual est& sendo perdido calor para 0 ambiente.
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Figura 6.18 — Fluxos de calor experimental e estimados numericamente sem

convecgao.

Na Figura 6.19 compara-se o fluxo de calor estimado, considerando o modelo
térmico com convecgdo, em relacdo ao fluxo medido experimentalmente. Para esse caso
foi considerado o coeficiente de convecgdo h = 20 W/m2K (CARVALHO, 2006).
Claramente nota-se que esse modelo representa mais fielmente a natureza do problema,
uma vez que é eliminado o comportamento decrescente da curva de fluxo estimado. Além
disso, é visivel que a conveccao gera uma atenuacao no crescimento da curva de fluxo de
calor. Observa-se que a curva estimada pela TTR apresenta respostas mais rapidas que a
Funcéo Especificada, apresentando um melhor desempenho no caso com convecgdo. Na
regido de maior interesse, na qual o aquecedor atinge um regime praticamente estavel (15

s a 65 s) ha pouca diferenca entre os valores do fluxo, com um um residuo de fluxo de
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calor médio de 277 W/m?, representando 1,4% do valor médio experimental paraa TTR.
Ja para a Funcdo Especificada iterativa, a média do residuo de fluxo de calor foi de 834
W/mz, representando 3,49% do valor médio experimental (Figura 6.20).
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Figura 6.19 — Fluxos de calor experimental e estimado numericamente para 0 caso

com convecgao.
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Figura 6.20 — Diferenga entre o fluxos experimental e o estimado.
Na Figura 6.21 sdo mostrados os fluxos de calor estimados para o problema nao

linear. Nitidamente nota-se que hd uma influéncia, embora pouca, da variacdo das
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propriedades térmicas para esse caso. A condutividade térmica varia 0,7 W/mK e a
difusividade térmica sofreu uma variacéo de 43,1x10™" m#s. Também é observado que as

curvas das propriedades térmicas propostas no trabalho de Grzesik et al. (2009) ndo séo
adequadas para estimar o fluxo de calor nesse caso, uma vez que a curva de fluxo atinge

valores muito inferiores aos experimentais.
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Figura 6.21 — Fluxos de calor estimados para o experimento do metal duro.
Com a finalidade de expor as diferencas da estimagdo do fluxo em problemas néo
lineares, foi simulado um fluxo de calor no qual gerasse uma elevada variagdo de
temperatura na amostra de WC. Na Figura 6.22 apresenta-se a curva do fluxo, que € dada
pela Eqg. (6.2).

q(t)=-3,2t>+800 t (6.2a)

0<t<250 (6.2b)
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Figura 6.22 — Fluxo de calor simulado.

Para simular os ruidos das temperaturas experimentais, foram adicionados erros
aleatorios distribuidos normalmente no intervalo [-0,5;0,5] °C aos valores de temperatura
calculados no ponto onde se encontrava o termopar. Essas temperaturas perturbadas, sdo
representadas pela Figura 6.23, e sdo utilizadas para fazer a estimacédo do fluxo de calor.

Na Figura 6.24 estdo os fluxos de calor estimados pela Funcéo Especificada para
problemas ndo lineares e pela a Funcdo Especificada linear baseada no teorema de

Duhamel. Para esse caso foi feita uma analise considerando 15 passos de tempos futuros.
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Figura 6.23 — Temperaturas com erros aleatorios.
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Figura 6.24 — Comparacdo entre os fluxos estimados pelas técnicas da Funcao

Especificada e o fluxo de calor tedrico.
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Nota-se que o fluxo estimado usando a técnica SFSM linear ndo representa
fielmente a natureza do problema, apresentando grandes discrepancias em relacdo a curva
tedrica. Na Figura 6.25 é possivel ver as temperaturas calculadas utilizando ambos 0s
fluxos estimados. Mais uma vez, nota-se que a temperatura calculada pelo fluxo estimado
linear ndo representa a curva de temperatura teérica, com diferencas de até 30 °C.

Na Tabela 6.1 é realizada uma comparagdo entre as técncias utilizadas nesse
trabalho, analisando as suas vantagens e desvantagens em relagéo a cada caso, bem como
0 tempo computacional gasto na estimacdo do fluxo de calor. Analisando as vantagens e
desvantagens de cada técnica, percebe-se que é necessario conhecer o problema estudado

para decidir qual é a melhor técnica a ser utilizada.

Tabela 6.1 — Vantagens e desvantagens das técnicas de problemas inversos.

Técnica Vantagens Desvantagens

- Baixo custo computacional ) )
o o 5 - Né&o se aplica a problemas
SFSM - Os coeficientes de sensibilidade sdo o
) ndo lineares
calculados uma Unica vez

_ - Médio custo computacional
- Pode ser aplicada para resolver )
SFSM ) ) - Necessario o calculo dos
) _ problemas lineares e nédo lineares o o
iterativa . o coeficientes de sensibilidade a
- Répida convergéncia i 5
cada iteracao

- Pode ser aplicada para resolver

problemas lineares e ndo lineares )
] - Alto custo computacional
- N&o é necessario o calculo dos )
GS-TTR o o - Convergéncia lenta e
coeficientes de sensibilidade o
dependente do chute inicial
- Apresenta melhores resultados para

casos com COﬂVGCQéO
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CAPITULO 7 - CONCLUSOES

7.1 Conclusodes Gerais

Apresentou-se nesse trabalho uma metodologia para o uso da Funcéo Especificada
Sequencial na solucdo de problemas inversos de conducdo de calor ndo lineares
tridimensionais. Além disso, foi implementada uma técnica utilizando o método da Secéao
Aurea com Regularizagio de Viagem no Tempo para comparar os fluxos estimados entre
ambas as metodologias.

Para resolver o problema direto de conducéo de calor, foi elaborado um programa
computacional utilizando o método dos Elementos Finitos para discretizar a equacdo da
difuséo do calor. Esse programa foi utilizado como ferramenta para os outros softwares
desenvolvidos para solucionar os problemas inversos. Todos 0s programas
computacionais foram desenvolvidos na linguagem de programacao do Matlab®. Como
resultado desse trabalho, obteve-se um programa computacional completo para estimacao
do fluxo de calor em geometrias complexas arbitrarias, com condi¢do de contorno de
primeiro, segundo e terceiro tipo e propriedades termofisicas variando em func¢do da
temperatura.

O programa para o célculo do problema direto foi validado de duas maneiras
diferentes e em ambas foram obtidos resultados satisfatérios. Primeiramente, comparou-
se as temperaturas calculadas com as medidas experimentalmente para o caso do
carboneto de tungsténio, que obteve uma variagdo maxima de apenas 1,2%. Em seguida,
0 programa comercial COMSOL® foi utilizado para comparar as temperaturas em um
caso simulado. A diferenca maxima entre as temperaturas calculadas pelos dois
programas foi de 0,16 °C, o que representa 2% da variagéo total de temperatura.

Utilizou-se dados de um experimento controlado para estimar o fluxo de calor no
aco inoxidavel AISI 304. Nesse problema, observou-se que mesmo os dados de
temperatura apresentando altos niveis de ruido, a curva do fluxo de calor estimada obteve
um bom comportamento. Para esse caso, como o problema considerado foi linear e sem
conveccdo, foram comparadas as trés técnicas citadas nesse trabalho: Método da Fungéo
Especificada com base no teorema de Duhamel, Método da Func¢&o Especificada iterativo



87

e 0 Método da Secdo Aurea com Regularizaco de Viagem no Tempo (TTR). Observou-
se que os resultados apresentados foram muito similares para todas as técnicas. Apenas o
primeiro método citado obteve maiores residuos comparados com o fluxo de calor
experimental. As temperaturas calculadas utilizando os fluxos estimados também
obtiveram 6timos resultados comparados com a temperatura experimental. A maior
média residual foi de 0,063 °C dado pelo fluxo estimado pela técnica da Fungdo
Especificada direta e a menor foi de 0,002 °C calculada através do fluxo estimado pela
Funcéo Especificada iterativa. No caso da técnica TTR, a média residual de temperatura
foi de 0,011 °C.

No segundo problema estudado apresentou-se a importancia da condicdo de
contorno de convecgédo em situaces sem isolamento, como por exemplo no caso de uma
usinagem por torneamento. Para isso foi analisado o problema inverso de estimacéo de
fluxo de calor em uma amostra de metal duro. Conclui-se que ndo aplicando a condicéo
de conveccdo, a curva de fluxo de calor estimado ndo apresenta um comportamento real
do problema. Ela atinge valores de fluxo muito elevados e se torna decrescente, com um
comportamento tipico de um sistema que esta perdendo calor para o0 ambiente. Ja no caso
com conveccdo, o comportamento da curva de fluxo de calor estimado € mais consistente
com os dados experimentais, apresentando uma média de residuo médio de 1,4% para a
técnica TTR e de 3,49% para a Funcdo Especificada Sequencial em relacdo a média
experimental.

Por fim, salienta-se a importancia da consideracao da ndo linearidade em problemas
de estimacdo de fluxo de calor. Esse metodologia € essencial para estudos em processos
de alta variacdo de temperatura, como € o caso da soldagem e usinagem. Para isso, gerou-
se um alto gradiente de temperatura com erros aleatorios, simulando temperaturas
medidas. Notou-se claramente que considerando o problema linear, o fluxo de calor
estimado atingiu valores muito inferiores a curva de fluxo tedrica. As curvas de
temperatura calculadas com os fluxos de de calor obtidos para o problema linear e ndo
linear também apresentaram grandes discrepancias, atigindo diferencas de até 30 °C.

Em termos de esfor¢cos computacionais, 0 método da Funcdo Especificada linear
gera os resultados em questdo de minutos, sendo uma grande parte do tempo dedicada ao
calculo dos coeficientes de sensibilidade. Em contrapartida, é restrito a casos lineares e
as temperaturas estimadas sdo calculadas de maneira aproximada pela equacdo de
Duhamel em uma Unica iteracdo. J& as outras técnicas necessitam de maior esforco

computacional por serem iterativas. A Funcdo Especificada iterativa, para 0s casos
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estudados nesse trabalho, gerou os resultados num intervalo de tempo de 16 a 21 h. Jaa
TTR obteve resultados em um intervalo de tempo de 23 a 30 h.

E importante ressaltar que o tempo computacional é dependente dos chutes iniciais
e dos gradientes de temperatura nos casos nao lineares. Outro ponto relevante é que a
Funcdo Especificada apresenta certas dificuldades no céalculo do coeficiente de
sensibilidade, que depende de uma diferenciac¢do. Ja a TTR nédo envolve nenhum tipo de
derivadas em sua formulagé&o.

Finalmente conclui-se que € possivel o uso do método da Funcao Especificada para
a resolucao dos mais diversos problemas inversos de transferéncia de calor da engenharia
mecanica, incluindo condigdes de conveccdo e ndo linearidade em problemas

tridimensionais.

7.2 Sugestoes Para Trabalhos Futuros

A meta para trabalhos futuros é, primeiramente, otimizar os softwares
desenvolvidos de modo a conseguir uma maior eficiéncia computacional. Para tal, busca-
se aperfeicoar os métodos de solucdo dos sistemas lineares e fazer a parelizacdo do cédigo
computacional no Matlab®, a fim de conseguir utilizar multiplas threads para os
procedimentos de calculo. Em seguida sugere-se a solucdo para o problema de mudanca
de fase, aplicado a processos de soldagem, por exemplo. Uma outra possibilidade € o
desenvolvimento de um software para resolver os problemas gerais de transferéncia de
calor ndo lineares envolvendo deformacdes termoelastoplasticas. Uma vez feito isso, €
possivel aplicar as solugdes de problemas inversos nos casos mais complexos possiveis

de engenharia e mais proximos das condicdes reais.
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