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Resumo

Oliveira, F. S. de (2018). Andlise Dindmica Intervalar de Estruturas Utilizando o Método dos
Elementos Finitos. 103 p.. Dissertacdo (Mestrado em Projeto, Materiais e Processos) - Instituto

de Engenharia Mecanica, Universidade Federal de Itajub4, Itajuba.

No presente trabalho, o objetivo € estudar e quantificar incertezas paramétricas em sistemas
estruturais sujeitos as vibragdes mecanicas, utilizando a Andlise Intervalar e o Método dos
Elementos Finitos (MEF). Para isso, apresenta-se uma metodologia, juntamente com a propo-
sicdo de um novo método para solucionar o Problema do Autovalor Intervalar Generalizado.
Desenvolveu-se quatro programas, além de um foolbox com diversas funcdes, para obter os
autovalores, as frequéncias naturais e os modos de vibragdo incertos, que sdo utilizados para
solucionar os exemplos numéricos apresentados. Assim, € possivel verificar a viabilidade da
utilizagdo da andlise intervalar e do MEF para a quantificacdo de incertezas paramétricas em tais
sistemas. Quatro métodos de solucdo sdo utilizados para validar o método proposto, o Deif’s
Solution Theorem (DST), o Eigenvalue Inclusion Principle (EIP), o Parameter Vertex Solution
Theorem (PVST) e o método de Monte Carlo, que ¢ amplamente utilizado para validacao de
novos métodos. Em ordem decrescente, mostra-se que no DST, EIP e PVST os intervalos sdao
superestimados, em compara¢do com o método de Monte Carlo. Através dos resultados numé-
ricos, fica evidenciado que o método proposto retorna os resultados intervalares com excelente
precisdo para os problemas, em comparacdo com Monte Carlo. Sendo assim, demonstra-se,
que a forma mais indicada para resolver o problema do autovalor intervalar generalizado, é

utilizando o método proposto.

Palavras-Chave: Andlise dindmica intervalar. Vibragdes mecénicas. Problema do autovalor

intervalar. Quantificacio de incertezas. Método dos elementos finitos.



Abstract

Oliveira, F. S. de (2018). Dynamic Interval Analysis of Structures Using the Finite Element
Method. 103 p.. Dissertation (Master in Project, Materials and Processes) - Institute of Mecha-

nical Engineering, Federal University of Itajubd, Itajuba.

In the present work, the objective is to study and quantify parametric uncertainties in structural
systems subject to mechanical vibrations, using Interval Analysis and Finite Element Method
(FEM). For this, a methodology was presented, together with the proposition of a new method
to solve the Generalized Interval Eigenvalue Problem. We have developed four programs, as
well as a toolbox with several functions, to obtain the eigenvalues, the natural frequencies and
the uncertain vibration modes, which are used to solve the presented numerical examples. Thus,
it was possible to verify the feasibility of the use of the interval analysis and the FEM for the
quantification of parametric uncertainties in such systems. Four methods of solution are used
to validate the proposed method, the Deif’s Solution Theorem (DST), the Eigenvalue Inclusion
Principle (EIP), the Parameter Vertex Solution Theorem (PVST), and the Monte Carlo method,
which is widely used for validation of new methods. In decreasing order, it is shown that in
DST, EIP and PVST the intervals are overestimated, compared to the Monte Carlo method.
Through the numerical results, it is evidenced that the proposed method returns the interval
results with excellent precision for the problems, in comparison with Monte Carlo. Thus, it is
demonstrated that the most adequate way to solve the generalized interval eigenvalue problem

is to use the proposed method.

Keywords: Interval dynamic analysis. Mechanical vibrations. Interval eigenvalue problem.
Quantification of uncertainties. Finite element method.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

O homem, ao longo da histéria, vem tentando entender os fendmenos naturais que o cer-
cam, e para tornd-los mais palpaveis formulam teorias e leis, que se alicercam na matematica
e fisica. Porém, devido a complexidade de modelar tais fendmenos, fica dificil predizer com
exatidao o que ird acontecer com os sistemas em opera¢do com o passar do tempo. Um exem-
plo bastante didético € a taxa de corrosdo em sistemas vibratérios mecanicos, como no caso de
estruturas em aco. Sabendo-se que a frequéncia natural do sistema € funcdo da massa e rigidez,
e que a corrosdo acarreta na perda de massa e mudanga na rigidez, consequentemente, ocorrerd
mudangas nas frequéncias naturais do sistema devido a taxa de corrosdo. Outro exemplo sdo as
incertezas nos modelos e também nos paradmetros, acarretando como consequéncias, incertezas

na previsao das frequéncias naturais do sistema.

Os erros s@o inerentes a todos os processos conhecidos. Podem ser erros de medig¢ao, apro-
ximagdes, arredondamentos, entre outros. Dessa forma, o intuito de uma andlise intervalar,
¢ fornecer intervalo com limites inferior e superior onde o valor exato da varidvel em andlise

esteja contido, ou seja, intervalo no qual os erros presentes no sistema estejam computados.

A abordagem é importante tanto na fase de projeto como na reabilitacdo de estruturas, como
por exemplo treligas, vigas, porticos, pois as mesmas sao muito utilizadas em coberturas de
estadios, torres de transmissao, galpdes de aplicacdes gerais, e outros. As incertezas devem
ser quantificadas para garantir maior vida util da estrutura, evitando falhas repentinas, e assim

garantindo a seguranca das instalacdes e principalmente das pessoas.

Assim, deve-se, na fase de projeto, identificar tais incertezas e assegurar que na operacao
do sistema as frequéncias naturais ndo fiquem préximas ou iguais as frequéncias de excitacao
e ocorra o fendmeno da ressonancia, que pode levar o sistema a falhar. Pode-se para isso,

quantificar os intervalos em que as frequéncias naturais estardo contidas.

Para proporcionar robustez e agilidade na andlise estrutural, técnicas computacionais sao
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cada vez mais empregadas. Uma técnica amplamente utilizada é o Método dos Elementos Fi-
nitos, que permite boa implementacdo e maleabilidade na resolu¢do de problemas muitas vezes
complexos. Em conjunto com a andlise intervalar, o MEF pode ser aplicado para quantificar

incertezas em sistemas estruturais diversos.

Como ¢é de conhecimento, as incertezas ndo sdo tratadas pelos cdlculos que utilizam pa-
rametros médios, ou seja, através da matemdtica convencional. Desta forma, deve-se utilizar
alguma ferramenta matematica que possa levar em consideragdo as incertezas, seja de modelo,
seja de parametros. Entdo, decidiu-se utilizar a andlise intervalar e 0 MEF como uma forma de

quantificar as incertezas paramétricas presentes em sistemas sujeitos as vibragdes mecanicas.

Sendo assim, em detrimento de se trabalhar com valores carregados de erros, valores mé-

dios, utiliza-se um intervalo onde o valor 6timo da varidvel em questao esta contido.

1.1 Estado da Arte

Devido a importincia de quantificar incertezas em sistemas diversos, estudos utilizando
varios métodos de solucdo foram realizados ao longo dos anos para a solucdo do Problema do
Autovalor Intervalar. Foi apresentado em Rohn (1987, 1990) alguns teoremas € suas provas de

como calcular os autovalores de matriz simétrica intervalar.

Em Deif (1991) foi apresentado métodos para calcular os autovalores de matriz dinamica
intervalar simétrica e assimétrica, lembrando que para o caso assimétrico os autovalores podem
ser complexos. Apresentou ainda a propriedade de invariancia dos sinais dos autovetores dentro
do intervalo da matriz dindmica. Foram resolvidos exemplos numéricos para demonstrar a

utilizacdo dos métodos propostos.

Foi discutido em Chen et al. (1994b) um método para calcular os autovalores de matriz
dindmica intervalar simétrica utilizando perturbacdo com aproximacdo de primeira ordem. Foi
resolvido como exemplo numérico um sistema com cinco graus de liberdade, e os resultados
foram comparados com o método apresentado por Deif (1991). Em Chen et al. (1994a) foi
utilizado perturbac@o com aproximacao de segunda ordem, sendo realizadas comparacdes com

a aproximagdo de primeira ordem.

Para matriz de massa do sistema, definida positiva, e matriz de rigidez, semi-definida posi-
tiva, Qiu et al. (1995) apresentou o Problema do Autovalor Intervalar Generalizado, juntamente
com um método iterativo de solugao utilizando o quociente de Rayleigh. Na realidade, o que foi
feito, é a generalizacdo do problema apresentado por Deif (1991), aproveitando os resultados

da invariancia dos sinais dos autovetores.

Dimarogonas (1995) estudou um método para calcular autovalores relacionados a dindmica
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de rotores, com incertezas presentes na matriz de rigidez do sistema. Apresentou ainda, grafico
de resposta no tempo para o sistema com vibracdo for¢ada, assim como simula¢des utilizando

o método de Monte Carlo para os autovalores e autovetores.

Utilizando o Método dos Elementos Finitos, foi analisado em Dessombz et al. (2001) pro-
cedimento para encontrar os limites da funcdo transferéncia para sistemas mecanicos com pa-
rametros incertos. Um algoritmo iterativo foi introduzido, obtendo solucdo conservadora de

problemas lineares.

Um método para resolver o problema do autovalor de estruturas com pardmetros intervalares
foi apresentado em Chen et al. (2003). Utilizando o MEF, o método baseia-se na perturbacio
de matrizes, com incertezas nas matrizes de rigidez e massa do sistema. Foram apresentados
dois exemplos numéricos para demostrar a aplicabilidade do método, sendo o primeiro exemplo

uma viga engastada-livre e o outro um chassi de automével.

Para obter a resposta dindmica de estruturas com parametros intervalares, foi utilizado em
Chen e Wu (2004) um método de otimizagdo intervalar. O método combina a extensdo do
intervalo de funcdes com a teoria da perturbacido da resposta dindmica. Devido ao fato do
método ser baseado na expansdo da série de Taylor de primeira ordem, o mesmo deve ser
aplicado somente onde o intervalo de incerteza dos pardmetros € pequeno. Para intervalos

maiores, a série de Taylor de segunda ordem deve ser considerada.

Com incertezas nas matrizes de rigidez e massa do sistema, devido a incertezas nos para-
metros geométricos e do material, foi utilizado em Qiu et al. (2005) o MEF e a decomposi¢ao
ndo negativa de matrizes para resolver o problema do autovalor intervalar generalizado. Foram
apresentados dois métodos de solugdo, o Parameter vertex solution theorem e o Eigenvalue in-
clusion principle, que foram comparados com o método apresentado por Deif (1991) através de

exemplos numéricos.

O método de andlise modal intervalar para estimar pardmetros modais, Funcdo Resposta
em Frequéncia (FRF) e modos de vibragdo de estruturas foi apresentado em Sim et al. (2007).
Para calcular o limite inferior e superior dos autovalores, foi introduzida a suposi¢do referente
a nao mudanca dos sinais dos autovetores, apresentada em Deif (1991). Foi resolvido exemplo
numérico de estrutura com cinco graus de liberdade, sendo apresentado as frequéncias naturais,

os modos de vibracdo, a FRF e simulacdes de Monte Carlo.

Em Hladik et al. (2011) foram discutidos alguns métodos de solucdo para calcular os auto-
valores intervalares para matrizes simétricas. Foram mostrados alguns teoremas e algoritmos
para implementacdo computacional. Exemplos numéricos foram resolvidos para comparar os

resultados dos diferentes métodos.

Foi abordado em Muscolino e Sofi (2012) a analise estocastica de estruturas lineares, com

pequenas variacOes nos parametros estruturais, € submetidas a excitacdes aleatorias Gaussianas
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de média zero. A ideia chave do método € adotar uma aproximacado de primeira ordem da
resposta aleatéria derivada, melhorando adequadamente a andlise de intervalo ordindrio. Para
validar o procedimento, sdo analisadas duas estruturas com propriedades de rigidez incertas sob

excitacdo de ruido branco uniformemente modulado.

Algoritmos para implementagdo computacional, referentes a andlise estética e dinamica, fo-
ram apresentados em Séga et al. (2014) com o objetivo de solucionar modelos que utilizam o
MEEF em estruturas com parametros incertos. Foram resolvidos exemplos numéricos para com-
parar os resultados obtidos por meio dos diferentes métodos. Um dos algoritmos apresentados

utiliza o método de Monte Carlo.

A avaliacao dos limites inferior e superior das frequéncias naturais de estruturas com para-
metros incertos, mas limitados, foi abordada em Sofi et al. (2015). A solu¢@o do problema do
autovalor intervalar generalizado foi realizada levando em consideracao a variabilidade real e as
dependéncias de parametros estruturais incertos que afetam as matrizes de massa e rigidez. Para
este objetivo, as incertezas de intervalo foram tratadas aplicando a improved interval analysis
via extra unitary interval (EUI). A precisdo do método proposto foi demonstrada por meio de

exemplos numéricos.

Como mencionado anteriormente em Chen e Wu (2004), quando as incertezas nos parame-
tros de intervalo sdo grandes, deve-se usar a expansao da série de Taylor de segunda ordem em
detrimento da de primeira ordem. Foi o que fizeram em Li et al. (2017), onde o problema do au-
tovalor intervalar foi modelado como uma série de problemas de quadratic programming with
box constrains (QB) e resolvido utilizando difference of convex functions algorithm (DCA).
Utilizou-se ainda, o MEF para solucionar os exemplos numéricos, sendo uma trelica e uma

placa.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivos gerais

O objetivo geral desse trabalho € estudar e quantificar incertezas paramétricas em sistemas

estruturais sujeitos as vibragdes mecanicas, utilizando a anélise intervalar e o MEF.

1.2.2 Objetivos especificos

Os objetivos especificos sdo:

e Apresentar uma metodologia para quantificar incertezas na andlise dindmica de sistemas

4
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estruturais utilizando a analise intervalar e o MEF;

e Desenvolver um programa computacional que determine os autovalores, as frequéncias

naturais e modos de vibracdo incertos, isto €, dentro de uma faixa;

e Verificar a viabilidade da utilizacdo da andlise intervalar e do MEF para quantificar incer-

tezas em sistemas estruturais vibratorios.

1.3 Contribuicao do Trabalho

Ao longo dos anos muitos trabalhos vém sendo desenvolvidos nesta drea, com significativas
contribui¢des. Considera-se que o presente trabalho cumpriu seu papel no tocante a isso, sendo
feito detalhamento de como realizar uma andlise estrutural dindmica intervalar utilizando o
MEE. E proposto um método para solucionar o Problema do Autovalor Intervalar, juntamente
com diversos programas desenvolvidos para esse fim. E apresentado ainda, alguns exemplos e

resultados que ndo sdo encontrados na literatura.

1.4 Organizacao do Trabalho

Como foi visto, no Capitulo 1 faz-se uma breve introdu¢@o sobre o tema a ser abordado.
Busca-se ainda, apresentar o estado da arte em ordem cronolégica, com o intuito de demonstrar
o que j4 foi pesquisado na drea e a evolu¢do dos métodos propostos. Também sdo tracados os

objetivos a serem alcancados no presente trabalho, assim como suas contribuicdes.

No Capitulo 2 € demostrado como obter as matrizes de rigidez e massa para o elemento de
barra em duas e trés dimensdes, para o elemento de viga, e para o elemento de portico em duas
dimensdes, utilizando o MEF, realizando a transformac¢@o da coordenada local para a global

quando necessdrio..

No Capitulo 3, sdo apresentadas ferramentas para a anélise estrutural dinAmica na presenga
de incertezas paramétricas. Inicialmente, demonstra-se, como obter as matrizes de rigidez
e massa intervalares nas coordenadas globais do sistema, utilizando o MEF. Posteriormente,
analisa-se, algumas propriedades bésicas da aritmética intervalar, pois a mesma pode ser utili-
zada para quantificar incertezas em sistemas estruturais. Apresenta-se ainda, trés métodos de
solucdo para o Problema do Autovalor Intervalar Generalizado, incluindo um método proposto.

Por fim € abordado o método de Monte Carlo.

No Capitulo 4, com o intuito de validar o método proposto, juntamente com os programas

implementados computacionalmente, discuti-se trés exemplos numéricos apresentados em ou-
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tras literaturas da drea, com incertezas nas matrizes de massa e rigidez do sistema. O primeiro
exemplo trata-se de uma trelica plana com oito barras, onde os parametros incertos estdo pre-
sentes nas areas das secdes transversais das barras. No segundo exemplo € apresentado uma
viga escalonada com incertezas nas se¢oes transversais das areas e nos momentos de inércia de
area. Um portico plano com incertezas no médulo de Young, nas secdes transversais das dreas e
nos momentos de inercia de drea € apresentado no terceiro exemplo. Também, sdo apresentadas
simulacdes utilizando o método de Monte Carlo para comparar com os resultados obtidos pelos

outros métodos.

No Capitulo 5 sdo abordados outros exemplos numéricos para a aplicabilidade do método
proposto, com o objetivo de obter alguns resultados comumente utilizados em anélise dindmica
de sistemas estruturais, porém na presenca de incertezas paramétricas. E analisada uma trelica
plana com 24 barras, apresentando incertezas em algumas areas das barras. Analisa-se também
uma trelica espacial com 60 barras, que apresenta incertezas nas dreas das barras e no médulo
de Young. Por fim € analisado um pdrtico plano com 10 elementos, que apresenta incertezas no

modulo de Young, nas dreas das se¢des transversais € nos momentos de inércia de drea.

Finalmente, sdo apresentadas as conclusdes e as perspectivas futuras para o trabalho. Faz-se
comparacao entre os resultados intervalares obtidos com o método proposto e os outros métodos

apresentados. Por fim sdo apresentadas sugestdes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Neste capitulo € demostrado como obter as matrizes de rigidez e massa para o elemento de barra
em duas e trés dimensdes, para o elemento de viga, e para o elemento de portico em duas dimen-
soes, utilizando o MEF, realizando a transformacgdo da coordenada local para a global quando
necessario. Este desenvolvimento é importante para possibilitar um melhor entendimento de

como faze-lo na presenca de incertezas paramétricas.

2.1 Introducao

Segundo Hutton (2004), o Método dos Elementos Finitos (MEF), é uma técnica computaci-
onal usada para obter solu¢des aproximadas de problemas de valor de contorno em engenharia.
Esses problemas s@o as vezes chamados de problemas de campo, onde o campo € o dominio de
interesse, que representa, na maioria das vezes, uma estrutura fisica. Problemas de engenharia
que podem ser resolvidos utilizando o MEF estdo presentes nas dreas de Andlise Estrutural,

Transferéncia de Calor, Transferéncia de Massa, Escoamento de Fluido, entre outras.

De acordo com Chandrupatla e Belegundu (2014) o MEF tornou-se uma ferramenta pode-
rosa na solucdo numérica de uma grande variedade de problemas em engenharia. No MEF os
dominios podem ser geometricamente complexos e a probabilidade de se obter uma solu¢do
exata € baixa, mesmo assim, € uma técnica poderosa para a obtencdo de solu¢des aproximadas
com boa precisdao. Ainda segundo Chandrupatla e Belegundu (2014) problemas complexos po-
dem ser modelados com relativa facilidade devido aos avancgos na tecnologia da computagdo,

sendo o computador parte essencial da anélise.

Na aplicacao do MEF em analise estrutural, a estrutura ou dominio € discretizada em peque-
nos elementos ou subdominios, onde a unido da contribui¢do de cada elemento leva a resposta

total da estrutura. Alguns importantes elementos unidimensionais que sao vistos a seguir sao:
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elemento de barra, elemento de viga e elemento de portico.

2.2 Matriz de Rigidez do Elemento de Barra

Primeiramente, para a formulacio em elementos finitos de um elemento de barra, conforme

ilustrado por meio da Figura (2.1), sdo necessdrias algumas consideracoes:

1. Material € homogéneo, isotrépico e linear;
2. A barra € geometricamente reta, possuindo secdo transversal constante;

3. As forgas sdo aplicadas somente nas extremidades da barra no baricentro da secdo trans-

versal;

4. A barra suporta apenas carregamento axial.

—> U — Uj
i i+ fi +J' X
—>u(x)
>3 L >

Figura 2.1: Elemento de barra na coordenada local.

Utilizando a fun¢do de deslocamento linear,

u(x) =a-+bx (2.1)

com as seguintes condi¢des de contorno,

ux=0)=u; ulx=L)=u; (2.2)

para determinagdo das func¢des de interpolacdo, aplica-se as condi¢des de contorno da Equa-

¢a0 (2.2) para os deslocamentos nodais u(x) na Equagdo (2.1).

Realizando os devidos célculos, chega-se a Equacdo (2.3).

u(x) = (1 - %)w (%)u,- 23)
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Fazendo,
X X
N =1-= N == 24
1(%) 7 M=7 24
dessa forma,
u(x) = Ny (X)u; + No(x)u; (2.5)

Colocando na forma matricial a Equacao (2.5),

u() = [Ni(x) Nax)] {”"} 2.6)

u(x) = [N]{u}. 2.7

onde [N] é a matriz com as fungdes de interpolagdo e {u}, é o vetor com os deslocamentos

nodais.

As fungdes de interpolacdo possuem as seguintes caracteristicas:

N(0)=1 Ny(0)=0 (2.8)

ML) =0 Ny(L)=1 (2.9)

Os resultados apresentados nas Equacgdes (2.8) e (2.9), podem ser observados graficamente

por meio da Figura (2.2).

Figura 2.2: Func¢des de interpolagdo lineares.
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Utilizando a formulacdo direta para obter a matriz de rigidez, a deformagdo no elemento

discretizado é dada por

£ = 2.10
X = (2.10)
uj—u;
& = % (2.11)
A tensdo normal é dada por
o, =F¢, (2.12)
Dessa forma, substituindo a Equac¢ao (2.10) na Equagao (2.12), tem-se
d
o, = ) (2.13)
dx
Como a forga é dada por
fx)=Ac, (2.14)
Substituindo a Equacgdo (2.12) na Equagdo (2.14), vem
du(x)
=AE 2.15
f) = AEZE 2.15)
df(x) d du(x)
——— = —|AE—— 2.16
dx dx ( dx (2.16)

Considerando que nao existe variagdo de forca no elemento, ou seja, as forcas s@o aplicadas

10
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somente nos nds, segue que

< [at] <o (2.17)

Substituindo a Equacdo (2.11) na Equacao (2.15), tem-se

uj—u,-

f(x) =AE I

(2.18)

Observando a Equacao (2.18), nota-se que se a mesma tiver sinal positivo, implica que o
elemento estd sob tragdo, e dessa forma a forga f; tem sinal positivo. Sendo assim, por questao

de equilibrio, a forca f; tem sinal negativo. Dessa forma, tem-se

uj—ui
L

uj—ui

—fi=AE ,

(2.19)

fi=AE

Colocando na forma matricial, fica

-0
—1 1 Uj fj

A Equacdo (2.20) deve ser aplicada a cada elemento discretizado, dessa forma

AE

L

[kle{ute = {f}e (2.21)

Finalmente a matriz de rigidez do elemento na coordenada local é dada por

1 —1]
(2.22)

e o vetor de carga do elemento € dado por

i
{f}e= { f]} (2.23)

11
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Para a solu¢@o de problemas estruturais bidimensionais e tridimensionais, faz-se necessario

utilizar um sistema de coordenadas globais comum a todos os elementos.

ViFyy A%

uj, fi

Figura 2.3: Elemento de barra inclinado no plano.

Analisando a Figura (2.3), tem-se

u; = U;cos 0+ V;sen 0 (2.24)
uj="U;cos0+V;sen6 (2.25)
Fix = ficosH (2.26)
Fy = fisen0 2.27)
Fix = fjcos 6 (2.28)
Fjy = fjsen6 (2.29)

sendo que u;,u;j, f;, f; estdo nas coordenadas locais.

12



UNIFEI/IEM Capitulo 2. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Colocando as Equacdes (2.24) e (2.25) na forma matricial,

Ui
up | _ |cos@ sen6 0 0 Vi (2.30)
u;j B 0 0 cosO senb U, '
Vi
Ui
i Vi
{” } - [Rz} 2.31)
uj Uj
Vi
onde
cosO senb 0 0
[Rz} - (2.32)
0 0 cosO senb

€ conhecida como Matriz de Transformacao das coordenadas locais para as globais, para o caso

bidimensional.

Colocando também em forma matricial as Equagdes (2.26) a (2.29).

Fix cos 6 0

Fy _|sen 0 0 {fi } (2.33)
F; 0 cosO| | fj

F; 0 sen6

Substituindo a Equacgédo (2.31) na Equacao (2.20),

fi
= 2.34
A e

=
I

13
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Pré-multiplicando a Equacdo (2.34) por [R,]”,

U; cos 6 0
[R}TA—E 1 -1 [R] Vi _ senf 0 fi (2.35)
S N B 2 U; 0 cosO| | f; '
V; 0 sen6

U; Fix
T AE —1 Vi F
[Rz} A [RZ] =5 (2.36)
L |-1 1 U; Fix
Vi Fjy
fazendo,
[Ko]e = [Ra] [K]e[Ro)] (2.37)
4
U;
{d} _ VY (2.38)
2 e— U] .
Vi
)
Fix
F
{Fz} {0 (2.39)
e by
| F2r
chega-se a,
[Ka]e{da}te = {F2}e (2.40)

onde [K,|, é a matriz de rigidez do elemento nas coordenadas globais, {d>}. ¢ {F>}, sdo0 os
vetores de deslocamentos e carregamentos, respectivamente, também nas coordenadas globais

para duas dimensdes.

14
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Na aplicacao do MEF, os nés sdo definidos de forma a favorecer a conectividade entre os di-
versos elementos da estrutura em andlise. Sendo assim, observando mais uma vez a Figura (2.3),

e aplicando trigonometria bésica, chega-se aos seguintes resultados:

- 2.41
COS I ( )
Yi—Y
senf = L' (2.42)
L
L=/ (X~ Xi)2 + (¥~ %) (2.43)

Expandindo a andlise para os casos tridimensionais, deve-se considerar e utilizar como au-

xilio para a formulagdo, a Figura (2.4).

Figura 2.4: Elemento de barra no espaco tridimensional.

u; = U;cos Ox + V;cos By + W;cos 6, (2.44)

uj=U;jcos Ox +V;cos By +W;cos 6 (2.45)

15
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Colocando as Equacdes (2.44) e (2.45) na forma matricial.

wi | cosOy cosOy cosBy
I/tj B 0

\

cosBx cosBy cosby

&g\<\q.§~<g

(2.46)

(2.47)

onde [R3] é a Matriz de Transformagéo das coordenadas locais para as globais no espago tridi-

mensional.
Fix = ficos 0
Fiy = ficos 6y
Fiz = ficos 6z

ij = fj COS Ox

ij = fj COS Qy

FjZ = fj COS QZ

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)
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Colocando também as Equagdes (2.48) a (2.53) na forma matricial, leva a

Fj
Fj
F;

Substituindo a Equagdo (2.47) na Equagio (2.20) e pré-multiplicando por [R3]”.

cos By
cos By

cos 67

0

0

0
cos Bx

cos By

cos 6z

ES&SE=x&

ESSET&

[ {4

Fj
| Fiz

(2.54)

(2.55)

(2.56)

Sendo assim, as matrizes de rigidez, deslocamentos nodais e carregamentos do elemento

nas coordenadas globais em trés dimensoes, sdo respectivamente,

[K3]e = [Rs]" [K]e[Rs]

17

(2.57)
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\
7

(2.58)

Ve

——
S-
——
o
I
EFI&E&

{F3 } - (2.59)

assim

[K3le{ds}e = {F3}e (2.60)

A analise tridimensional é semelhante a bidimensional. Dessa forma, utilizando o conceito

de cossenos diretores, tem-se

cos Oy = % ZXi (2.61)
cos By = Y Z I (2.62)
cos Oy — Z Z (2.63)
L= /(X = X)2 + (¥; Y+ (2~ ) (2.64)

18
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2.3 Matriz de Massa do Elemento de Barra

Para a formulacdo da matriz de rigidez do elemento de barra, levou-se em consideracao
somente os deslocamentos axiais, devido ao fato de que as juntas sdo supostamente pinadas,
permitindo o livre movimento rotacional. Entretanto, para o caso da matriz de massa, deve-se
levar em consideracdao o deslocamento de massa transversal, pois 0 mesmo contribui para a
energia cinética do sistema como todo. Esse fato pode ser observado por meio da Figura (2.5),

onde o elemento discretizado se movimenta de tal forma no plano.

Figura 2.5: Elemento de barra em movimento no plano.

Considerando o elemento de volume diferencial dx apresentado na Figura (2.5), com deslo-

camentos axial e transversal, a energia cinética no elemento diferencial é dada por,

1 du(x,))\* [ v(x,1) 2}

dT = —pAdx | [ 2527 2.65
T 2p XK ot ) +< ot ) (2:65)
dT = %pAdx(uz(x,t) +v2(x,1)) (2.66)

A energia cinética total do elemento de barra é dada pela Equacdo (2.68).

T L
/ dT = %pA / (% (x,1) + 2 (x,1) )dx (2.67)
0 0
17 17
T=pA / i (x, 1)+ 5 pA / 72 (x, 1) dx (2.68)
0 0

19
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Utilizando as fun¢des de interpolacao da Equagao (2.4), tem-se

u(x,t) = Ny (x)u;(t) + No(x)uj(t) (2.69)

v(x,t) = Ni(x)vi(t) + Na(x)v;(t) (2.70)

Derivando as Equagdes (2.69) e (2.70) e colocando na forma matricial, vem

(1) = [Ni(x) Na()| {Z,(?)} = [ {a)} 2.71)
i) = [Ni(x) M) {:J((tt ))} = [V {v} 2.72)

Substituindo as Equagdes (2.71) e (2.72) na Equacao (2.68), leva a

— —pA / {i}TIN)T[N]{i}dx + = pA / (T NTIN){v}dx (2.73)
Fazendo
U
{dr} = Lv" 2.74)
vj
Entao
1. .
T = 5{dz}T[mz]e{dz} (2.75)

20
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sendo

N} 0 NN 0
L
0 N? 0 NN,
myl, = pA / 1 dx 2.76
mole=p Jwv, 0 N2 0 (2.76)

0 NN 0 N3

Resolvendo a integral da Equacdo (2.76), chega-se a Equacdo (2.77), que € a matriz de
massa do elemento de barra na coordenada local para o caso bidimensional.

2010
pAL [0 2 0 1
mole = —— 2.77
mle="g" 11 0 2 0 @77
010 2
Analisando mais uma vez a Figura (2.5), tem-se
u; = U;cos O +V;sen 6 (2.78)
vi=—U;sen8 +V;cos 6 (2.79)
uj="UjcosB+V;sen6 (2.80)
vi=-Ujsen0+V;cos 0 (2.81)
Colocando as Equagdes (2.78) a (2.81) na forma matricial.
u; cos@ senf 0 0 U; U;
; —sen 6 0 0 0 Vi Vi
vi| _ sen6 cos il _ Rop] ; (2.82)
uj 0 0 cos® sen6 Uj U;
v 0 0 —senB cosH Vi Vi

21
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onde [R;,,] é a Matriz de Transformacéo, que faz a transformagé@o das coordenadas locais para

as coordenadas globais. Processo realizado por meio da Equagao (2.83).

[Ma]e = [Ram]" [ma]e[Rom] (2.83)
Assim,
2(cos? 0 +sen’ ) 0 cos? 0 +sen’ 0 0
My], = PAL 0 2(cos? 6 +sen’ ) 0 cos? O +sen” O
276 cos’ 0 4 sen’ O 0 2(cos® 0 +sen’ 0) 0
0 cos® 0 +sen’ 6 0 2(cos? 0 +sen’ )
(2.84)

Como, cos® 8 +sen’ 6 = 1, tem-se na Equacgdo (2.85) a matriz de massa do elemento na

coordenada global para o caso bidimensional.

2010
AL [0 2 0 1
M), = P2= (2.85)
6 1 02 0
01 0 2

Observe que a Equacdo (2.85) € idéntica a Equagdo (2.77), esse fato mostra que a massa
nao depende das coordenadas do sistema, e consequentemente nao necessita de transformacgao
de coordenadas. Segundo Hutton (2004) isso ocorre porque a massa € uma propriedade escalar

absoluta.

Para o caso tridimensional a andlise € similar a feita para duas dimensdes. Na Figura (2.6)

pode-se observar a discretizacdo do elemento de barra em movimento no espago.

A energia cinética do elemento de volume diferencial dx é fornecida por meio da Equa-
cdo (2.87).

T = %PAdx Ka”‘g”)>2+ (avé’;’”)z + (aw(g’;’t))z} (2.86)

22
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u(x,r)

Figura 2.6: Elemento de barra em movimento no espaco tridimensional.

dT = %pAdx(uz (x,1) + V2 (x,1) +i?(x,1)) (2.87)

A energia cinética total € dada pela Equacgao (2.89).

L
/ dT = %pA / (82 (x,1) + 72 (x, 1) + W2 (x, 1) )dx (2.88)
0 0
17 17 17
T = EpA/(uz(x,t))dx—i— EpA/v'Z(x,r))der EpA/wz(x,z))dx (2.89)
0 0 0

Utilizando as funcdes de interpolacdo da Equagdo (2.4), tem-se

w(x,t) = Ni(x)w;(t) + Nao(x)w;(1) (2.90)

Derivando a Equacdo (2.90) e colocando na forma matricial, leva a
} S LGIREO) 2.91)
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Substituindo as Equacdes (2.71), (2.72) e (2.91) na Equagao (2.89), chega-se a

Fazendo

(o} -

J

Assim

T = (s} )

sendo

_le
0

A / 0
P NiN,

0
0

0
N?
0
0
N1N>
0

0
0
NP
0
0
NN,

3oA [ @ N N i)+ 3o / ey
0

N1N>
0
0
%
0
0

TN {9} dx+ = pA / (T[N

0
N1N>
0
0
N3
0

0
0
NiN;
0
0
Ny

[N]{w}dx

(2.92)

(2.93)

(2.94)

dx (2.95)

Resolvendo a integral da Equacgdo (2.95), chega-se na matriz de massa na coordenada local
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para o caso tridimensional, que € dada pela Equacao (2.96).

200100
020010
pAL |10 0 2 0 0 1
S 2.96
[m3]e 6 10020 0 ( )
010020
_0 0100 2_

Como foi mostrado anteriormente, a massa independe das coordenadas do sistema, dessa

forma

[M3]e = [mg]e (297)

onde [M3], é a matriz de massa do elemento na coordenada global para o caso tridimensional.

2.4 Matriz de Rigidez e Massa do Elemento de Viga

Para a formulacdo em elementos finitos, de um elemento de viga utilizando a teoria de

Euler-Bernoulli, algumas consideracdes sdo necessarias:

1. O material € linear eldstico, homogéneo e isotropico;

2. A deformacao por cisalhamento € muito pequena para ser considerada, sendo isso verdade

) [
—>10e - >10;
para - >10e, > 10;

3. Desconsidera-se também a inércia de rotagdo da viga.

Considerando uma viga de comprimento /, apresentada por meio da Figura (2.7a), e o di-
agrama de corpo livre de um elemento diferencial desta viga, apresentado por meio da Fi-
gura (2.7b), sendo M(x,t) o momento de flexdo, V(x,7) a forca de cisalhamento, e f(x,t) a

forca externa por unidade de comprimento da viga.

Aplicando a segunda Lei de Newton, tem-se

0%v(x,t
Y R = pA(x)%dx (2.98)
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fx1)

M(X,l) (x,[
\%4

)+ o x
(x,1)+ BV(x,l)dx

b dx ox
—
(a) (b)

BM(x,t)d

Figura 2.7: Viga com carregamento dependente do tempo.

2
Vrrs ava(i, 1) g — Vieerr— f(r1)dx = pA() %dx (2.99)

AV (x,1)
ox

9%v(x,t)
ot?

dx — f(x,t)dx = pA(x) dx (2.100)

sendo p e A(x) a massa especifica (kg/m>) e a 4rea da secdo transversal da viga (m?), respec-

tivamente, e v a deflexdo na direcao y em (m).

Realizando o somatério de momentos em torno do ponto Q, tem-se

ALY Mp=0 (2.101)

Mty + aﬂgjt Dax— ey + [V(x,t) - ava(i’t)dX] dx—|f (x”)dx]% =0 @10

OM (x,1)
ox

-I-V(x,t)] dx + {ava(i’t) - f(’;t)] (dx?) =0 (2.103)

Assumindo dx ser muito pequeno, implica em (a’x)2 ser quase zero, assim a Equacgdo (2.103)

torna-se

Vixt)=-— (2.104)
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Substituindo a Equagao (2.104) na Equagao (2.100), leva a

B 9>M(x,t)
ox?

9?v(x,1)

dx— f(x,t)dx = pA(x)T

dx (2.105)
Pela teoria de Euler-Bernoulli a relagdo entre o0 momento de flexdo M e a deflexdo v, pode

Ser expressa como

9%v(x,1)

M(x,t) = EL(x) 9.2

(2.106)

sendo E 0 médulo de Young (N/ m2) e I,(x) o momento de inércia de drea da secéo transversal

da viga em torno do eixo z (m*).

Substituindo a Equacgao (2.106) na Equagao (2.105) e dividindo por dx, tem-se

ok 9v(x,1) 9%v(x,1)
e {EQ(@W} —flot) = pA)—5 7 (2.107)

Para o caso de vibrago livre a for¢a externa aplicada f(x,#) = 0, e assumindo EI(x) e A(x)

sendo constantes ao longo do comprimento da viga, chega-se a

o*v(x,1) 4 pA 9%v(x,1)

El.—>3 92

—0 (2.108)

A Equacao (2.108) é conhecida como Equacao Dinamica da Viga, modelo de Euler-Bernoulli.

Por meio da Figura (2.8) € apresentado um elemento da viga discretizado, com desloca-

mento v e rotacao Y.

~
Y

Figura 2.8: Elemento de viga discretizado.
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Assumindo a funcdo de deslocamento ctibica para interpolar o elemento

v(x) =ap+ax+ arx* + azx’ (2.109)
sendo
d
\;’(x) =aj +2ayx+ 3a3x2 =V (2.110)
X

Aplicando as condi¢des de contorno x =0 e x =/, tem-se

v(0) = ap = v; (2.111)

MO _ o~y (2.112)
dx

v(L) —ay+aL+al®+al? =v; (2.113)

d:i(xL) =aj +2aL+3a3L* = y; (2.114)

Resolvendo as Equagdes (2.111) a (2.114) simultaneamente e substituindo os resultados na

Equacao (2.109), chega-se a

32 247 22 X 3x2 243 2 X
L Ul R a2 RO G R AN S 70 A

(2.115)

Fazendo
N() | 3x2 2x° N() 2)624_)63 N() 3x2 2x° N() x2+x3
x) = — = X)=x——+— X) = — — — X)=——+—
: 2 "3 P L 2 2 3t L 12
(2.116)
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tem-se

v(x) = N1 (x)vi +No(x) Wi + N3 (x)v; + Na(x) g (2.117)

Colocando na forma matricial, leva a

V) = M@ M) M) Na) ‘v” 2.118)
vj
v(x) = [N]{d} (2.119)

onde a matriz [N] contém as fung¢des de interpolagao.

Finalmente, para obter a matriz de rigidez do elemento de viga, aplica-se o método de
Galerkin, que pode ser visto em detalhes em Hutton (2004), no termo de quarta ordem da

Equacao (2.108), que € identificado como residuo, assim

L
4
EL / V()2 d‘;(f) dx =0 (2.120)

0

onde N;(x) sdo as fungdes de interpolagdo apresentadas na Equacao (2.116).

Resolvendo-se a Equagdo (2.120) e realizando algumas manipulacdes, observando a neces-

sidade de baixar a ordem do integrando, pois as funcdes de interpolagao sao cubicas, obtém-se

12 6L —12 6L
EL | 6L 41> —6L 2L?
L3 |12 —6L 12 —6L

6L 21> —6L 4L?

ke = (2.121)

onde [k,], é a matriz de rigidez do elemento de viga na coordenada local.

Para obten¢do da matriz de massa do elemento de viga na coordenada local, segue-se pro-

cedimento semelhante ao realizado para a matriz de rigidez. Entretanto, para este caso, os
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deslocamentos nodais sdo dependentes do tempo. Assim a Equacdo (2.117) torna-se

v(x,1) = N1 (x)vi(t) + N2 (x) yi(1) + N3 (x)v;(2) + Na(x) (1) (2.122)

Aplicando agora o método de Galerkin ao termo de segunda ordem da Equacgdo (2.108),

tem-se

L
2
pA / N,~(x)a gg’t) —0 (2.123)
0

Resolvendo-se a Equagdo (2.123) e realizando algumas manipulagdes, leva a

156 22L 54 —13L

_ pAL | 22L  41*  13L  -3L?
mle=%30 | sa 3L 156 2oL
—13L —3L> —22L 417

(2.124)

onde [m,], é a matriz de massa do elemento de viga na coordenada local.

2.5 Matriz de Rigidez e Massa do Elemento de Portico

Para a formulacao do elemento de viga com o objetivo de solucionar problemas que envol-
vem porticos, é necessario a inclusao do carregamento axial no elemento, conforme apresentado

por meio da Figura (2.9).

Vi

> 5
) TR

;‘
"

u;

Figura 2.9: Elemento de viga discretizado com carregamento axial.

Observe, que esse elemento, € a jungdo do elemento de barra apresentado por meio da
Figura (2.1) com o elemento de viga apresentado por meio da Figura (2.8). Sendo assim, para

chegar a matriz de rigidez desse elemento, basta realizar a juncdo da Equagdo (2.22) com a
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Equacgao (2.121), respeitando os graus de liberdade para cada elemento. A matriz de rigidez

para o elemento de portico na coordenada local é mostrada por meio da Equacao (2.125).

[ EA EA
EA 0 -E 9 0
0 12EI,  6EL 0 _I2EL  6EL
L3 L2 L3 L2
0 GEL 4EL 0  _OEL  2EL
kyle = L L Bt 2.125
L L
0 _I2EL _6EL 12EL, _ 6EL
L3 L2 L3 L?
0 6EI, 2EI 0 _SEL  4EL
! 2 L 2 L

Semelhantemente, para a matriz de massa, faz-se a jun¢ao da Equacgao (2.77) com a Equa-

¢do (2.124), chegando-se a

140 0 0 70 0 0
0 156 22 0 54 —13L

_pAL| O 22L 4 0 13L -3[?
mle=20170 0o o 140 o 0
0 54 13L 0 156 —22L
0 —13L —31*> 0 —22L 4I?

(2.126)

onde [m,], é a matriz de massa do elemento de pértico na coordenada local.

Como as vdrias vigas que compdem o portico podem estar em diversas orientacdes, € neces-
sério realizar a transformacgdo de coordenadas. Para isso, observa-se a Figura (2.10), que ilustra

a relacdo entre as coordenadas locais e globais.

Figura 2.10: Elemento de pértico no plano.
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Assim, tem-se que

u; = U;cos B +V;senf3

vi = —Ujsen 3 + V;cos 3

uj="Ujcos B +V;senf3

v;=—U;senf +V;cosf

Yi=Vi

Vi=VYj

Colocando na forma matricial, leva a

(u,-\ [ cosB senf8 0O
Vi —senf3 cosf 0
vil 0 0 1
wi[ ] 0 0 0
v 0 0 0

lv;] | o 0 0

0 0

0 0

0 0
cosfB senf
—senf3 cosf

0 0

32
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(2.128)

(2.129)

(2.130)

(2.131)

(2.132)

(2.133)
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Fazendo
[ cos® sen® 0 0 0 0
—sen6 cos6 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
[Rp] = (2.134)
0 0 O cos@ senf O
0 0O O —sen6 cosf O
0 0 0 0 0 1
onde [R,] é a Matriz de Transformagédo das coordenadas locais para as globais.
Dessa forma, finalmente chega-se a
[Kple = [Ry]" [kple[R)] (2.135)
[Mple = [R)" [mp)e[R)) (2.136)

onde [K,|. e [M,]. sdo respectivamente a matriz de rigidez e de massa do elemento de portico

na coordenada global.
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Capitulo 3

ANALISE ESTRUTURAL DINAMICA
INTERVALAR

Neste capitulo, sdo apresentadas ferramentas para a andlise estrutural dindmica na presencga de
incertezas paramétricas. Inicialmente, demonstra-se, como obter as matrizes de rigidez e massa
intervalares nas coordenadas globais do sistema, utilizando o MEF. Posteriormente, analisa-se,
algumas propriedades bdsicas da aritmética intervalar, pois a mesma pode ser utilizada para
quantificar incertezas em sistemas estruturais. Apresenta-se ainda, trés métodos de solugdo
para o Problema do Autovalor Intervalar Generalizado, incluindo um método proposto. Por fim
¢ abordado o método de Monte Carlo, pois os resultados obtidos com 0 mesmo serdo utilizados

para comparar com os resultados obtidos pelos outros métodos de solugdo.

3.1 Matrizes de Rigidez e Massa Intervalares

Com a aplicacdo do MEF, € possivel resolver problemas complexos envolvendo andlise
estrutural, com elevado nimero de elementos. Assim, € necessdrio realizar a montagem das
matrizes de rigidez e massa do sistema na coordenada global, que é a soma linear da contribui-
¢80 da matriz de rigidez [K], e massa [M], de cada elemento na coordenada global. Para realizar

a soma, usa-se os graus de liberdade entre as conectividades dos nés. Dessa forma,

K] = [Klo+ ¥ [Kle, G.1)
9=1

M) = Mo+ Y M., (3.2)
6=1
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sendo n o nimero de elementos, [K|o e [M]y sdo matrizes nulas m X m.

As matrizes de rigidez e massa sdo fungdes do vetor {a}, que contém os parimetros geomé-

tricos e estruturais, assim tem-se

K] = [K(a)] (3.3)

[M] = [M(a)] (3.4)
{a} <{a} <{a}, a{p:[g(p,%] ou ay<ay<ay 0=12,....n

sendo {a} = (a,) e {a} = (dy), respectivamente, o limite inferior e superior do pardmetro
estrutural {a}, com {a} € {a}’.

Assim, as Equagdes (3.1) e (3.2) podem ser reescritas em funcdo dos parametros geométri-
cos e/ou estruturais incertos.

n

K)" = [K,K] = [K]o +¢Z::1 al[Kle, (3.5)
M) = [M,M] = [M]o +¢Z; dy[M]e, (3.6)
- [K] = [K]o +¢ég¢ [Kle, (3.7)
K= Klo+ X (Kl 68
M] = Mo+ é ag Ml (3.9
[M] = [M]o+¢Z;ﬁ¢ M., (3.10)

As Equagdes (3.5) a (3.10) sdo conhecidas como a decomposi¢cdo niao negativa de matriz par,
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sendo [K]" = [K,K] e [M]" = [M,M] semi-definidas positivas e a}, = [a,a] positivos.

Sendo assim, com incertezas presentes nas matrizes de rigidez e massa do sistema, leva para

o Problema do Autovalor Intervalar Generalizado, representado por meio da Equacdo (3.11).

K] {x} = A [M]"{x} G.11)

A solugdo da Equacdo (3.11) fornece A/ = A ,I], que sao os limites inferior e superior para os

autovalores, e {x}! = [x,X], que sdo os limites inferior e superior para os autovetores associados.

Devido ao fato dos autovalores serem incertos, logicamente as frequéncias naturais tendem

para serem incertas, com A = ®2 e A = 0-.

3.2 Aritmética Intervalar

Segundo Hansen e Walster (2003), na matemdtica, existem nimeros reais e uma aritmética
real para combind-los, assim como uma andlise real para estudar as propriedades desses nu-
meros e sua aritmética. A matemadtica de intervalo é uma generalizacio em que os ndmeros
de intervalo substituem numeros reais, a aritmética de intervalo substitui a aritmética real e a

analise de intervalo substitui a analise real.

Com o intervalo fechado denotado por [b, c], sendo o conjunto de ndmeros reais dados por
[b,c] = {x € R:b <x<c}, algumas operacdes basicas da aritmética intervalar sdo descritas a
seguir. Segundo Moore et al. (2009), o ponto chave nessas defini¢des € que a computagdo com

intervalos € a computacdo com conjuntos.

Sendo B! = [b,b] e C' = [¢, ], tem-se

B'+C'= [b+c,b+7¢] (3.12)
B'—C'=[b—c,b—(] (3.13)
B' x C" = [min (bc,be, be,be) ,max (be, be, be, be)] (3.14)

36



UNIFEI/IEM Capitulo 3. ANALISE ESTRUTURAL DINAMICA INTERVALAR

Bl =l = B! x CL‘I = []z,ﬂ X E,ﬂ = {%lg] com|c,c| # 0. (3.15)
B =0 = |55 [ comin) 20 a.16

Essas operacdes podem ser utilizadas nas Equacdes (3.5) e (3.6) para a obtencdo das ma-
trizes [K]' e [M]" de forma direta, sem precisar utilizar a decomposi¢io ndo negativa de matriz
par. Observe que as operacdes tendem para obter sempre o maior intervalo possivel, onde re-
almente todos os erros estardo computados. Entretanto, deve-se realizar uma andlise minuciosa
dos resultados obtidos, para ndo ocorrer superestimagdo dos intervalos. Algumas propriedades
comuns € ndo comuns entre nimeros reais e intervalares, assim como cuidados que devem ser

tomados com a aritmética intervalar, podem ser vistos em Albuquerque (2015).

3.3 O Problema do Autovalor Intervalar

Aqui sdo apresentados alguns métodos de solugdo para a Equacgdo (3.11), entre eles um

método proposto pelo autor.

3.3.1 Deif’s solution theorem

O Deif’s Solution Theorem foi apresentado em Deif (1991) para o problema do autovalor
intervalar padrao. Mais tarde, em Qiu et al. (1995) foi feita a generalizacdo do método, ou seja,
introduziu-se a solug@o para o problema do autovalor intervalar generalizado. Caso a matriz
dindmica seja simétrica, o problema padrao e o generalizado apresentam os mesmos resultados

para os autovalores.
Sendo [K]! semi-definida positiva e [M]’ definida positiva, defini-se
K] — K]

AK] = S am =

_ [M]+[M]
2 Y

[M] — [M]

> (3.17)

onde [K| e [M] sdo matrizes centrais das matrizes de rigidez e massa intervalares, respec-
tivamente, e [AK] e [AM] sdo os respectivos raios matriciais das matrizes de rigidez e massa

intervalares.

Substituindo os dois primeiros termos da Equagdo (3.17) na Equacao (3.11), leva ao pro-
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blema do autovalor central, ou médio.

[K]{x} = A[M]{x} (3.18)

Denotando {x}{ como sendo os autovetores do problema central para A{, e assumindo que
os sinais dos autovetores associados nio mudam dentro do intervalo de [K]' = [K,K] e [M]! =
[M,M], pode-se definir

S = [diag(sgn({x}$))], xi;#0, i, j=1,2,....n, (3.19)
sendo [S]’ a matriz diagonal que contém os sinais dos autovetores centrais {x}¢.

Assim, utilizando a matriz de sinais, os autovalores e os autovetores associados podem ser

determinados por meio das Equacdes (3.20) e (3.21).

([K) — [S)AK[S) ) {x}i = Ay ([M]° + [S) [aM][S]) {x}s (3.20)

([K]® + [STTAK]ISI) (=} = Ai([M]° — [S) [AM][S) ) {x} (3.21)

3.3.2 Eigenvalue inclusion principle

Exposto aqui de uma forma que facilita o entendimento, o Eigenvalue Inclusion Principle
foi apresentado em Qiu et al. (2005), e basicamente resumi-se em resolver as Equacoes (3.22)
e (3.23).

[K]{x} = A[M]{x} (3.22)

[K]{x} = A [M]{x} (3.23)
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3.3.3 Meétodo proposto

Depois de estudar diversos métodos em muitos trabalhos, propdem-se aqui uma alternativa
para solucionar o problema do autovalor intervalar generalizado. Os limites inferior e superior

para os autovalores Al = A ,I] podem ser calculados por meio das Equagdes (3.24) e (3.25).
A = min ([K]{x} — A[M] {x} = 0, [K]{¥} - A[M){x} = 0) (3.24)

7 = max ([K]{x} — A[M] {x} =0, [K]{x} - A [¥}{x} = 0) (3.25)

Formas parecidas de solu¢do ja foram apresentadas em outros trabalhos. Entretanto, a busca
€ sempre para encontrar o maior intervalo, ou seja, o envoltorio para a solu¢do, como s3o os
casos dos métodos Deif’s solution theorem e eigenvalue inclusion principle, que trabalham com

combinagdes de minimos com maximos das matrizes de [K]’ e [M]".

O diferencial do método proposto, é que ele busca a solu¢ao mais precisa para os limites do
intervalo, resolvendo dois problemas deterministicos formulados por meio do MEF, utilizando

combinacdes de minimos com minimos e maximos com méximos das matrizes de [K]’ e [M]’.

3.4 Meétodo de Monte Carlo

Dimov (2008) define o método de Monte Carlo como um método de aproximacdo da solu-
cdo para problemas de matematica computacional, usando processos aleatérios para cada um
desses problemas, com os pardmetros do processo iguais a solucdo do problema. O método
pode garantir que o erro de aproximacao seja menor que um determinado valor com certa pro-
babilidade.

Segundo Dunn e Shultis (2012) o método de Monte Carlo é uma técnica de andlise, ou
seja, uma metodologia para usar meios de amostra para estimar meios populacionais. Ainda, de
acordo com Dunn e Shultis (2012), o termo Monte Carlo foi inventado quando os computadores
digitais foram utilizados pela primeira vez para implementar o procedimento que, até entdo,

tinha sido chamado de amostragem estatistica.

Este método numérico € amplamente utilizado, permitindo a estimativa das respostas para
uma grande variedade de problemas diretos e inversos, sendo altamente flexivel. Pode ser uti-
lizado em equagdes integrais e integro-diferenciais de alta dimensdo, problemas de valores de

contorno para equagdes diferenciais em dominios com limites complicados, simulagdo de fluxos
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turbulentos, estudo de estruturas cadticas, etc.

O nome dado ao método, Monte Carlo, surgiu devido a comparac¢des com os jogos de azar
bastante explorados na cidade de Monte Carlo, em Monaco, durante os esfor¢os para projetar e
testar a bomba de hidrogénio. Tornou-se uma técnica de andlise pritica em meados do século
XX, com o advento dos computadores digitais, podendo-se gerar nimeros pseudo-aleatdrios e
calcular longas somas. O programa nuclear, deu grande impulso ao método de Monte Carlo
como procedimento numérico. Uma abordagem bastante completa sobre a histéria do método

pode ser vista em Dunn e Shultis (2012).

O ponto central para a realizacdo de todos os célculos envolvendo o método de Monte
Carlo, € possuir algum mecanismo para produzir uma grande sequéncia de nimeros aleatorios,
estando uniformemente distribuidos ao longo do intervalo aberto (0,1). Outro fator, de maior
importancia, € a necessidade de uma sequéncia de nimeros aleatérios que deve ser a mesma
sempre que o programa € executado, para que os erros de cddigo possam ser encontrados e que
os mesmos resultados sejam produzidos quando o mesmo cddigo € executado em computadores

diferentes.

E informado em Fishman (1996) que a reprodutibilidade é uma caracteristica importante
ao projetar um experimento de Monte Carlo, pois ndo é incomum realizar uma execugdo pre-
liminar para identificar erros na légica do programa, sendo que esses erros levam geralmente
a mudangas no programa. Porém, essas mudancas ndo devem afetar a l6gica de geracao das
amostras, mantendo a capacidade de reproduzir exatamente a mesma variacdo de amostragem

em corridas sucessivas.

Entretanto, os computadores digitais, por serem maquinas deterministicas, sdo incapazes de
produzir resultados aleatérios por si s, ou seja, sem o auxilio de algum dispositivo externo
acoplado que produzisse sinais verdadeiramente aleatérios. Dessa forma, todo computador que
fosse executar o codigo teria que ter esse dispositivo auxiliar acoplado, sendo impraticavel.
Além disso, com a utilizacdo desses dispositivos, ndo haveria repetibilidade na geracdo dos
ndmeros, sendo impossivel depurar um cédigo de Monte Carlo se, em cada corrida, fosse usada

uma sequéncia diferente de nimeros aleatdrios.

Alternativamente, para produzir a mesma sequéncia de nimeros cada vez que um programa
€ executado, € usar um gerador de numeros pseudo-aleatdrios, que exibem muitas das quali-
dades de nimeros aleatorios verdadeiros. O gerador utiliza algoritmos adequados que podem
gerar sequéncias extremamente longas de nimeros que passam em muitos testes estatisticos
para aleatoriedade que, dado os nimeros anteriores, geralmente apenas o utltimo nimero, na

sequéncia, o proximo nimero pode ser calculado de forma eficiente.

Como exemplo de geradores de numeros pseudo-aleatdrios tem-se os baseados em con-
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gruéncia linear, que s@o amplamente utilizados, sendo sua forma geral
Xi+1 = (axi+¢) modm, i>0 (3.26)

onde o numero inteiro a > 1 € conhecido como multiplicador, o inteiro ¢ como incremento e
o inteiro m como médulo do gerador. Iniciando com um niimero inteiro xy, conhecido como
semente, a sequéncia de inteiros x; estard na faixa 0 < x; < m. A notacdo mod m significa que o

valor de ax; + ¢ é dividido por m, e o resto da divisdo € feito como x; .

Para x; estar compreendido no intervalo [0, 1) é necessdrio realizar a opera¢do por meio da
Equacao (3.27).

pi=" (3.27)
m

Sendo assim, p; sdo os nimeros pseudo-aleatérios no intervalo [0,1). Entretanto, devido a
aritmética modular, os valores dos inteiros x; ndo podem exceder m — 1, e para uma semente
diferente de zero, x; nunca pode ser zero, assim p; deve estar no intervalo aberto (0,1). Para
muitas simulacdes de Monte Carlo, é importante que o gerador de niimeros pseudo-aleatérios

nunca retorne um p; que seja exatamente 1 ou 0.

No Gerador Congruente Linear (GCL) mais frequentemente programado, € atribuido zero

ao incremento ¢ na Equacgdo (3.26), levando a
Xiy1 =ax; modm, i>0 (3.28)

conhecido como Gerador Congruente Linear Multiplicativo (GCLM).

Em Fishman (1996) foram apresentados diversos testes realizados para vérios multiplicado-
res a serem utilizados com o médulo m = 231 — 1, que € um primo de Mersenne. Selecionando
um dos multiplicadores que apresentaram melhores resultados, a = 62089911, com xy =1, é
possivel fazer comparagdo entre o GCLM e o gerador de ndmeros pseudo-aleatérios padrao
utilizado pelo Matlab. Os resultados gréificos para um nimero de amostras igual a 2,0 x 103 sdo

mostrados por meio da Figura (3.1).

Como pode ser observado, os resultados apresentados por meio da Figura (3.1a) utilizam o
GCLM e os da Figura (3.15) utilizam o método de Mersenne Twister (MT), o qual é o padrao
da funcdo rand do Matlab atualmente. Visualmente, € dificil fazer analise qualitativa entre os
gréficos, porém eles parecem ndo apresentar diferencas reprovdveis. Dados estatisticos para os
dois geradores podem ser observados por meio da Tabela (3.1), os quais os resultados estdo bem

proximos.

Alguns estudos informam que o gerador com o método MT possui vantagens com relacao
ao GCLM, e até mesmo com relac@o aos outros métodos de gerar, uma delas é o maior tamanho

de periodo atingido, entretanto é considerado dificil de programar. J4 o GCLM ¢€ considerado de
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Figura 3.1: Niumeros pseudo-aleatdrios.

Tabela 3.1: Dados estatisticos para 0o GCLM e func¢do rand (Matlab) com MT.

GCLM MT

Minimo 1,1254E-04  1,3254E-04

Média 0,5037 0,4932
Maximo 0,9991 0,9991
Variancia 0,0826 0,0825

Desvio padrio 0,2873 0,2873

facil implementacdo, e pode ser usado em diversos estudos. Segundo Moler (2004), o Matlab
utilizou 0 GCLM na fung@o rand até o ano de 1995, com os parametros a = 7 c=0em=2"—
1, depois passou a utilizar um algoritmo baseado no trabalho de Marsaglia e Zaman (1991), e a
partir de 2007 passou a utilizar o MT. Mais sobre o MT pode ser encontrado em Matsumoto e

Nishimura (1998), que foram seus idealizadores.

Para efeito de aplicabilidade, utilizando o GCLM com m = 231 1,a=62089911exy=1,
e o gerador com MT, € apresentado como exemplo a aproximagdo do nimero 7 utilizando o
método de Monte Carlo. Os cdlculos sdo baseados na relacdo existente entre um cubo € uma

esfera inscrita nesse cubo, conforme pode ser observado na Figura (3.2).

[ =2r

i
7

Figura 3.2: Esfera de raio r inscrita no cubo de lado 2r.
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A relacdo entre o volume do cubo e o volume da esfera é dada pela Equacdo (3.29).

Veubo o 13

6
P (3.29)

Ves fera % T
Assim, pode-se calcular a aproximagdo para o nimero 7, com um nimero total de amostras n,

utilizando a Equacdo (3.30),

Nde
n

T=206

(3.30)

sendo N;, o nimero total de amostras dentro da esfera.

Uma sequéncia légica para a aproximacdo do nimero 7 € apresentada por meio do algo-
ritmo (3.1).

Algoritmo 3.1: APROXIMACAO DO NUMERO T

Entrada:

n < numero total de amostras

N4, <+ numero de amostras dentro da esfera

Ny, < nimero de amostras fora da esfera

R + funcdo para gerar niimeros pseudo-aleatérios em (0,1)
Saida: Aproximagdo do nimero 7

1 inicio
2 Ny <0
3 Nfe +~0
4 x+2"'R(n,1)—1
5 y<+<2'R(n,1)—1
6 2+ 2'R(n,1)—1
7 rex? +y2 +22
8 para i < laté n faca
9 se r(i) < 1 entéio
10 | Nge 4 Nge+1
11 senao
12 | Npe s Npe+1
13 fim
14 fim
15 T+ 6*%
n
16 fim

17 retorna @

Os resultados graficos utilizando os geradores podem ser observados por meio da Figura (3.3).
Nota-se claramente a imagem de uma esfera de raio r inscrita em um cubo de lado 2r, neste caso
especifico com r =1 e /[ = 2. Para um total de 10,0 x 10° amostras, 0 GCLM obteve como re-
sultado 7 = 3,1482 e o gerador com MT obteve & = 3,1344. Os dois geradores apresentaram
aproximadamente o mesmo erro relativo, com o GCLM levando uma ligeira vantagem para esse

ndmero total de amostras utilizado.

Uma abordagem bastante ampla sobre diversos tipos de geradores de nimeros pseudo-

aleatdrios, assim como vérios testes empregados para analisar tais geradores, podem ser en-
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(b) Mersenne Twister

(a) GCLM

7 por Monte Carlo.

umero

2~

: Aproximagdo do n

Figura 3.3

contrados em Fishman (1996).

44



Capitulo 4

RESULTADOS E DISCUSSOES PARA
VALIDACAO

Neste capitulo, com o intuito de validar o método proposto, juntamente com os programas
implementados computacionalmente, discuti-se trés exemplos numéricos apresentados em ou-
tras literaturas da drea, com incertezas nas matrizes de massa e rigidez do sistema. O primeiro
exemplo trata-se de uma trelica plana com oito barras, onde os parametros incertos estao pre-
sentes nas dareas das secOes transversais das barras. No segundo exemplo € apresentado uma
viga escalonada com incertezas nas se¢Oes transversais das dreas e nos momentos de inércia de
area. Um portico plano com incertezas no moédulo de Young, nas dreas das segdes transversais €
nos momentos de inercia de drea € apresentado no terceiro exemplo. Também, sdo apresentadas
simulacdes utilizando o método de Monte Carlo para comparar com os resultados obtidos pelos

outros métodos.

4.1 Trelica Plana com 8 Barras

Por meio da Figura (4.1), apresentada em Qiu et al. (2005), pode-se observar uma trelica
plana com oito barras, onde todas as juntas sdo pinadas, que serd utilizada para comparar os
resultados obtidos através do método proposto, eigenvalue inclusion principle, Deif’s solution
theorem e o método de Monte Carlo. As éreas das secOes transversais das barras 1, 2, 3,
4 e 6 sdo consideradas com incertezas, de acordo com A,l = [A° — @A A + aA€], com i=I,
2, 3,4, 6, sendo A° = 2,0 x 1074 mz, e o o fator porcentual que vai fazer com que ocorra
variagdo do parametro incerto, com ¢ variando de 0 a 2%. As éareas das se¢des transversais das
barras 5, 7 e 8 s@o deterministicas, com A5 = A7 = Ag = 1,0 X 10~*m?. O médulo de Young é
E =200 x 10°N/m? e a massa especifica é p = 7,8 x 10°kg/m".

Por meio da Figura (4.2) € possivel observar os resultados graficos para os quatro primeiros
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Figura 4.1: Trelica com oito barras.

autovalores incertos obtidos através do método proposto, eigenvalue inclusion principle e do
método de Monte Carlo. Claramente, pode-se observar, que os resultados obtidos pelo método
proposto sdo idénticos aos obtidos pelo método de Monte Carlo para a precisdo utilizada. O
eigenvalue inclusion principle apresenta intervalos um pouco mais amplos, levando a entender
que existe uma superestimacao do intervalo, com base nos resultados obtidos pela simulagao de
Monte Carlo.
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Figura 4.2: Quatro primeiros autovalores intervalares da trelica com oito barras usando
Eigenvalue Inclusion Principle (esquerda), Monte Carlo (centro) e o Método
Proposto (direita).

S@o mostrados na Tabela (4.1) resultados para os autovalores intervalares com o fator per-
centual @ = 2% utilizando todos os métodos mencionados anteriormente, sendo que para a
simulacdo com método de Monte Carlo foram utilizadas 2,0 x 10 amostras. Pode-se obser-
var que os intervalos para os autovalores obtidos através do Deif’s solution theorem sao mais
superestimados do que os obtidos pelo eigenvalue inclusion principle. Ainda, o método de
Deif melhora a convergéncia com o aumento do valor numérico dos autovalores, ou seja, 0s
intervalos ficam menos superestimados com modos de vibrar maiores. Com relagao ao método
proposto, 0 mesmo converge até no minimo a quarta casa decimal para o método de Monte
Carlo.

Tabela 4.1: Autovalores intervalares para trelica com oito barras para o = 2%.

Deif’s solution theorem Método proposto Método de Monte Carlo Eigenvalue inclusion principle

Limite inferior =~ Limite superior ~ Limite inferior = Limite superior ~ Limite inferior ~ Limite superior =~ Limite inferior =~ Limite superior
A 2,986516x 10°  12,686709 x 10°  7,842575x 10°  7,957449 x 10°  7,842575 x 10°  7,957439 x 10°  7,668948 x 10°  8,137204 x 10°
A 5476102x10° 7706060 x 10°  6,563958 x 10°  6,573943 x 10°  6,563959 x 10° 6,573943 x 10°  6,396250 x 10°  6,746699 x 10°
A3 8459529x10° 9417213 x 10°  8,891796 x 10° 8,976180 x 10° 8,891796 x 10° 8976173 x 10°  8,687945 x 10°  9,184929 x 10°
A 2379583 x 107 2,571742x 107 2,461287 x 107 2,489588 x 107  2,461287 x 107 2,489586 x 107  2,411954 x 107 2,539569 x 107
As  4,945821 x 107 5228110x 107 5063619 x 107 5,124036 x 107  5,063623 x 107  5,124036 x 10"  4,970349 x 107  5,214413 x 107
As 5286607 x 107 5,651476 x 107 5461952 x 107 5462967 x 107 5461952 x 107 5462967 x 107  5,318431 x 107 5,614757 x 107
A7 6,282357x 107 6473694 x 107 6340755 x 107 6,406893 x 107  6,340760 x 107  6,406893 x 10’  6,306639 x 107  6,443709 x 107
A 8,302168 x 107  8,832854x 107  8,548862x 107 8563577 x 107  8,548862x 107  8,563575x 107  8,376413 x 107  8,744762 x 107

4.2 Viga Escalonada com 3 Elementos

Neste exemplo, a viga escalonada engastada-livre mostrada por meio da Figura (4.3), apre-
sentada por Qiu et al. (2005), € analizada, comparando os resultados obtidos através do mé-
todo proposto, parameter vertex solution theorem e simulagdes usando o método de Monte

Carlo. A massa especifica é p; = 7,8 x 10° kg/m3, L; = 0,4m e o médulo de Young € E; =
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200 x 10° N/ m?, parai=1,2,3. As dreas das se¢des transversais € 0s momentos de inércia de
drea sdo os parametros incertos, que causam incertezas na resposta dindmica da estrutura em

andlise, podendo ser observados por meio da Tabela (4.2).

By, Ay L Es, Az, I> B3, Az, I3

Figura 4.3: Viga escalonada com trés elementos.

Tabela 4.2: Areas das secOes transversais e momentos de inércia de drea incertos para a
viga escalonada com trés elementos.

Momentos de inércia de area
11 =10,19980 x 107%;0,20020 x 10~*] m*

B =10,09990 x 107+;0,10010 x 10~*] m*
5 =[0,04995 x 107#;0,05005 x 10~*] m*

Areas das secdes transversais
AL =11,426 x1072;1,454 x 1072] m?

AL =10,990 x 1072;1,010 x 1072] m?
Al =10,634 % 1072,0,646 x 1072] m?

E mostrado por meio da Tabela (4.3) o limite inferior e superior para os autovalores, cal-
culados pelos trés métodos mencionados acima. Pode-se observar que, em geral, as respostas
obtidas através do método proposto estdo mais préximas das respostas obtidas com o método
de Monte Carlo, com convergéncia de no minimo duas casas decimais. Apesar dos resultados
obtidos com o parameter vertex solution theorem estarem proximos dos obtidos com os outros

dois métodos, o intervalo ainda estd com algum grau de superestimacao.

Tabela 4.3: Autovalores Intervalares para viga escalonada com trés elementos.

Método proposto Método de Monte Carlo The parameter vertex solution theorem

Limite inferior

Limite superior

Limite inferior

Limite superior

Limite inferior

Limite superior

A 3,620026 x 10°  3,682185x10° 3,620083x 107  3,682178 x 10°  3,612794 x 10° 3,689557 x 10°
A 7271976 x 10°  7,400345 x 10°  7,272092 x 10°  7,400330 x 10®  7,257447 x 10° 7415161 x 10°
A3 4780474 x 107 4,864078 x 107 4,780550 x 107  4,864068 x 107  4,770923 x 10’ 4,873816 x 10’
Ay 2,558403 x 108 2603177 x 108 2,558444 x 108 2,603172 x 108 2,553292 x 108 2,608389 x 10
As  8,842340 x 10 8998542 x 10%  8,842482 x 10°  8,998524 x 10  8,824674 x 10® 9,016557 x 10®
Ao 2716636 x10° 2.763361x10° 2,716678 x 10°  2,763355 x 10°  2,711208 x 10° 2,768894 x 10°

Os resultados graficos para as simulacdes utilizando o método de Monte Carlo podem ser

vistos na Figura (4.4), para 2,0 x 10° amostras.
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Figura 4.4: Simulacdes com método de Monte Carlo para viga escalonada com trés ele-
mentos.

4.3 Portico Plano com 4 Elementos

Com o intuito de expandir a andlise a porticos, € resolvido neste exemplo o portico apresen-
tado por Arndt (2009), que pode ser vizualizado por meio da Figura (4.5). As frequéncias natu-
rais do sistema s@o obtidas através do método proposto, Deif’s solution theorem, eigenvalue in-
clusion principle e do método de Monte Carlo com a utilizacdo de 2,0 x 10 amostras. Os para-
metros incertos sao o modulo de Young, as dreas das se¢Oes transversais € os momentos de inér-
cia de drea, com Ef =[9,5 x 107;1,05 x 10%]N/m?, I = [9,5x 1073;1,05 x 107?]m* e A” =
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9,5 % 107%;1,05 x 1071 m?. A massa especifica vale p = 7,8 x 10°kg/m?>. Para a determina-
cdo das frequéncias naturais deterministicas, tem-se E€ = 1,0 x 10% N/ m?, I°=1,0x10?m*
eA°=1,0x10""m?2.

| (1) 2 (3) 4
S\ e o1
° I I
- . o
o 1 1
: ) @)
L 13 1s
7 77 07
6,0m 6,0m
’II' ’Ib ’II'

Figura 4.5: Pértico plano com quatro elementos.

Por meio da Figura (4.6) € possivel observar os resultados gréificos para as simulacdes utili-

zando o método de Monte Carlo, notando-se excelente uniformidade da resposta.
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Figura 4.6: Simulacdes com método de Monte Carlo para o pértico plano com quatro ele-

mentos.

A Tabela (4.4) traz comparagdes entre os métodos empregados nesse exemplo. Observa-se

que no Deif’s solution theorem e eigenvalue inclusion principle os intervalos estdo superesti-

mados, sendo a superestima¢do maior no método de Deif. Os resultados obtidos com o método

proposto convergem no minimo até a segunda casa decimal com o método de Monte Carlo.

Ainda € apresentado as frequéncias naturais deterministicas, devendo as mesmas estarem den-

tro do intervalo de incerteza.

Tabela 4.4: Frequéncias naturais do pértico plano com quatro elementos em rad/s.

Deif’s Solution Theorem

Limite inferior

Limite superior

Método Proposto

Limite inferior

Limite superior

Método de Monte Carlo

Eigenvalue Inclusion Principle

Limite inferior

Limite superior

Limite inferior

Deterministico

Limite superior

©, 8183855 15,583982 12,097947 12,718752 12,098018 12,718192 11,507442 13371415 12,412231
o, 12648138 16,394873 13,942527 14,657987 13,942610 14,657341 13,261989 15410162 14,304731
o,  17,383053 21222888 18,711675 19,671864 18,711786 19,670997 17,798353 20,681325 19,197773
o, 23443114 28,081854 25,410064 26,713980 25410214 26,712803 24,169791 28,084807 26,070175
o, 26564183 36,092048 30,251827 31,804 198 30,252006 31,802797 28,775227 33436230 31,037719
O 36020304 49422044 40,444629 42,520044 40,444868 42518170 38,470516 44701958 41495314
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RESULTADOS E DISCUSSOES DE
OUTROS EXEMPLOS NUMERICOS

Neste capitulo sdo abordados outros exemplos numéricos para a aplicabilidade do método
proposto, com o objetivo de obter alguns resultados comumente utilizados em anélise dindmica
de sistemas estruturais, porém na presenca de incertezas paramétricas. E analisada uma trelica
plana com 24 barras, apresentando incertezas em algumas areas das barras. Analisa-se também
uma trelica espacial com 60 barras, que apresenta incertezas nas areas das barras € no médulo
de Young. Por fim € analisado um pértico plano com 10 elementos, que apresenta incertezas no

modulo de Young, nas dreas das se¢des transversais € nos momentos de inércia de drea.

5.1 Trelica Plana com 24 Barras

Todas as juntas da trelica sdo pinadas, como pode ser observado por meio da Figura (5.1).
As areas das secOes transversais das barras 1, 2, 3, 6, 9, e 11 s@o consideradas incertas, de
acordo com A! = [A° — €A%, A + 0tA°], i = 1,2,3,6,9,11, sendo A = 7,0 x 10~*m? o valor
deterministico da drea da secdo transversal para todas as barras e o o fator percentual que vai
fazer com que ocorra variagido dos parametros incertos, com ¢ variando de 0 a 5%. O médulo
de Young do material é E =210 x 10° N/m2 e a massa especifica é p = 7,8 x 103 kg/m3.

Por meio da Figura (5.2) pode-se ver os limites inferior e superior para as quatro primeiras
frequéncias naturais do sistema, variando com o fator percentual &. Uma importante caracteris-
tica a ser observada é o comportamento monotdnico das frequéncias naturais, seja aumentando
ou diminuindo, partindo do valor deterministico. Esse fato ocasiona o aumento monotdnico do
intervalo de resposta a medida que o aumenta. Claramente, nota-se, que ha uma relacao linear
entre as frequéncias naturais e o fator percentual &, podendo-se extrapolar os resultados para

qualquer percentual de incerteza. Similar fato relatado para o comportamento monotdnico de
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autovalores pode ser visto em Modarreszadeh (2005) e Qiu et al. (2005).

2,4m

2,4m

2,4m

1,8m

1,8m

1,5m 1,5m 1,5m

1,5m

Figura 5.1: Trelica plana com 24 barras.

esse comportamento de inclusdo monotdnica em Moore (1979).
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Figura 5.2: Primeiras quatro frequéncias naturais da trelica com 24 barras.

E mostrado por meio da Tabela (5.1) as frequéncias naturais da trelica plana com 24 barras.

Observe que o valor deterministico estd compreendido no intervalo de resposta incerto.
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Tabela 5.1: Frequéncias naturais em Hz da trelica com 24 barras para o¢ = 5%.

Limite inferior

Limite superior

Deterministico

fay 15,1159661357025 15,5140754518841  15,3121322587221
Ju,  29,0261255977147  29,4754987827270 29,2485574767597
oy 59,8275690338500 59,9683197403261 59,908 1485031280
Jfn,  81,5697389115020 81,9376866832920 81,7569564213944
Jfus  115,463470360251  116,457568098466 115,969975969413
e 164,194974258221  164,612298118465  164,417910788779
fa;  200,646057344249  200,870111280913  200,768953 173350
Jfag  250,977269536217  251,125573664390  251,077856478191
Jng  332,653856794971  334,963833675238  333,786142357375
Juw  375971251624937  376,846284097194  376,432644067672
Suy, 414,213794278194  415,901681012625  415,101593023 140
S, 494,555132186945  495,259245846416  494,899660771 696
iz 563,159020751232  563,749087088644 563,498 747948 164
S, 585911655740569  587,878627873745  586,986051007551
s 598,270078870493  599,985662664958  599,085788493935
e 665,133736884290  670,083261382431  667,669431528397
Jny;  723,864449137198  727,112110807891  725,875258628739
Jug  728,373394143155  732,261946008741  729,627355764963
S 792,671953135157  792,821098585544  792,741023 844 546
Jny  954,525535207740  956,180234970587  955,396766702411
Jnyy  970,432595477226  970,651839983566  970,534280910250
Jnyy  1058,62075580532  1079,33933206175  1069,27975094039
Sy 1107,31365199122  1107,33762374965  1107,32447818503
oy 1328,29363287601  1328,29931705228  1328,29641416024

E apresentado por meio da Figura (5.3) os quatro primeiros modos de vibragio intervalares
da estrutura. Deve-se salientar que essa andlise € apenas qualitativa, indicando como a estrutura
ird se deformar quando excitada dinamicamente em suas frequéncias naturais, sendo bastante
util para obter a informagdo de qual regido que terd o maior deslocamento. Como 0s modos
de vibragdo sdo incertos, pois as frequéncias naturais também o sdo, a estrutura ird deformar
em um intervalo fechado, entre um valor de modo inferior e superior, sendo esse intervalo de

diferentes tamanhos.
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—— Geometria indeformada —— Geometria indeformada
Modo inferior Modo inferior
- - - Modo superior - - - Modo superior

(a) 1°modo de vibragao

—— Geometria indeformada —— Geometria indeformada
Modo inferior Modo inferior
- - - Modo superior - - - Modo superior
(¢) 32modo de vibragio (d) 4°modo de vibragio

Figura 5.3: Modos de vibragado da trelica com 24 barras para o = 5%.

5.2 Trelica Espacial com 60 barras

E apresentada por meio da Figura (5.4) uma trelica espacial com 60 barras, onde todas
as juntas sdo pinadas, com suportes fixos nos nds 1, 2, 3, e 4, que permitem somente rota-
¢do. Os parametros incertos sdo devidos as dreas das se¢des transversais, de acordo com All =
0,95 x 107%;1,05 x 1073 ]m? e a0 médulo de Young, com E! =[199,5 x 10”;220,5 x 10°]N/m?.
A massa especifica vale p = 7,8 x 103 kg/ m>. Os valores dos parametros deterministicos para
as dreas das secdes transversais e médulo de Young sdo, respectivamente, A€ = 1,0 x 10~ m?

e EC =210 x 10°N/m?.
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As primeiras quinze frequéncias naturais intervalares e deterministicas da estrutura sdo in-

20m - 20m- 20m- 20m

2,0m. .

Figura 5.4: Trelica espacial com 60 barras.

formadas por meio da Tabela (5.2).

Tabela 5.2: Primeiras 15 frequéncias naturais em Hz da trelica com 60 barras.

Limite inferior

Limite superior

Deterministico

fuy  15,0254029273269 15,7964309688143  15,4157381347935
fn, 16,0140436216535 16,8358037268327 16,4300620851649
oy 20,2543807695540  21,2937336316277  20,7805562044540
Ju,  42,8653930721680 45,0650292634872  43,9789653456653
s 487213829941327  51,2215191096366  49,9870842356297
g 50,8593340763775 53,4691790791388  52,1805757638305
fn; 51,8939730652137  54,5569105325876  53,242092968 599 6
Jng  73,8251491933142  77,6134842197018  75,7430049117969
Jng  92,4326278433021 97,1758050053681 94,8338751935713
S 97,6435908055875  102,654168355285  100,180210386394
o 100,627761713335  105,791471891927  103,241905136 665
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Continuagdo da Tabela 5.2 da pdgina anterior

Limite inferior Limite superior Deterministico
fn,  103,035900852417  108,323184609238  105,712603762173

Sy 144.375618555281  151,784248523603  148,126259206 622

Su,  144753527625160  152,181549984583  148,513985731375

s 149,989967771601  157,686697879495  153,886459963613

A resposta em frequéncia para as trés primeiras frequéncias naturais € apresentada por meio
da Figura (5.5). Nota-se que a frequéncia natural deterministica estd contida no intervalo de

incertezas.

T T
- - - Limite inferior
—— Valor central

=50 Limite superior |
=)
S _100
= N
T Y
~150 " .
i
I
i
—200 | | | |
0 5 10 15 20 25

Frequéncia (Hz)

Figura 5.5: Resposta em frequéncia dos 3 primeiros modos de vibracdo da trelica com 60
barras.

5.3 Portico Plano com 10 Elementos

Neste exemplo € analisado um pdrtico plano com 10 elementos apresentado por meio da
Figura (5.6), com carregamentos distribuidos Wy, W, e W3. As incertezas paramétricas estao
presentes no médulo de Young com E7 = [1,89 x 10'!;2,31 x 10'"'|N/m?, nas 4reas das secdes
transversais, de acordo com A’ = [9,0 x 1072;1,1 x 107! ] m? e nos momentos de inércia de drea
com I’ = 9,0 x 1073;1,1 x 10_2] m*. Os parametros deterministicos para a massa especifica, o
moédulo de Young, as dreas das se¢des transversais € os momentos de inércia de drea sao, respec-
tivamente, p = 7,8 x 10°kg/m®, E =210 x 10°N/m>, A=1,0x 10" 'm? e I = 1,0 x 10 2m*.
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Figura 5.6: Portico plano com 10 elementos.

=

4,0m

6,0m

E apresentado por meio da Tabela (5.3) todas as frequéncias naturais intervalares e determi-

nisticas do pdrtico, para o nimero de elementos utilizados.

Tabela 5.3: Frequéncias naturais em Hz do portico com 10 elementos.

Limite inferior Limite superior Deterministico
fay o 9,4899479794250  10,4915322425815 10,0032834971650
fn,  33,6061973038148 37,1530490291359  35,4240423256880
foy  38,7647674671814 42,8560629246721 40,8616527210300
oy 44,5310395936257 49,2309166188390  46,9398372303319
s 73,8280284741178 81,6199564867744  77,8215750459925
fns  86,0762036143035 95,1608235889593  90,7322852538721
Ju;  92,1693164539508  101,897013287095  97,1549901251063
fag  96,8960233402869  107,122584365750  102,137376656048
Sy 112,554922792081  124,434149069585  118,643305962458
o 122,559977986369  135,495153765002  129,189560 139008
Sy 148,679693270477  164,371585507767  156,722157516639
S, 171,604178698978  189,715557733869  180,886686897 107
S 192,499868006869  212,816611457242  202,912677394495
S 244,897943929806  270,744863981554  258,145099036798
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Continuagdo da Tabela 5.3 da pdgina anterior

Limite inferior

Limite superior

Deterministico

s 276,521795075635  305,706346873809  291,479565039113
e 311,460085706245  344,332080486516  328,307757020996
Jn;  361,562103323882  399,721945045675  381,119920701534
fmg  409,254599441757  452,447983358500  431,392225711943

Tem-se na Figura (5.7) as curvas de resposta em frequéncia para as quatro primeiras frequén-

cias naturais.

- - - Limite inferior
—— Valor central | |
Limite superior

—100

—150

IH(jo)! (dB)

—200

VA
0

v
1]
]
|
|
1
1

—250 | |

0 10 20 30 40 50 60
Frequéncia (Hz)

Figura 5.7: Resposta em frequéncia dos 4 primeiros modos de vibracao do pértico com 10
elementos.

Na Figura (5.8) pode-se observar os quatro primeiros modos de vibracao intervalares da
estrutura. A andlise indica que a deformacao da estrutura ocorrerd dentro do intervalo de limites

inferior e superior.
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Figura 5.8: Modos de vibracao do pértico com 10 elementos.
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CONCLUSOES E PERSPECTIVAS
FUTURAS

Conclui-se, a priori, que os objetivos propostos foram ndo somente alcangados como supera-
dos. Além de ter sido apresentado metodologia para a quantificacdo de incertezas paramétricas
em sistemas estruturais utilizando a anélise intervalar e o MEF, foi ainda proposto um novo
método para solucionar o problema do autovalor intervalar generalizado. Foram desenvolvi-
dos quatro programas, além de um foolbox com diversas func¢des, para obter os autovalores,
as frequéncias naturais e os modos de vibracdo incertos, que foram utilizados para solucionar
os exemplos apresentados. Dessa forma, foi possivel verificar a viabilidade da utilizacdo da

andlise intervalar e do MEF para a quantificagdo de incertezas paramétricas em tais sistemas.

Ao longo do tempo, nota-se constante evolucao na forma de resolver o problema do au-
tovalor intervalar, com publica¢des em conceituados periddicos internacionais, como pode ser
observado na Secdo 1.1. Observa-se que o intervalo de resposta estd cada vez menos supe-
restimado. Tratando-se especificamente dos métodos utilizados para comparar com o método
proposto, pode-se ver que ocorre um decrescimento da superestimacdo do intervalo, com o
Deif’s solution theorem sendo o que possui maior superestimacao, o eigenvalue inclusion prin-
ciple com resultados intermedidrios, € o parameter vertex solution theorem possuindo a menor

superestimacao entre esses trés métodos.

Através de simulac¢des utilizando o método de Monte Carlo, que € um método amplamente
utilizado para validagao de novos métodos, mostra-se que o método proposto ndo possui supe-
restimagdo dos intervalos, como ocorrido nos outros métodos analisados. Fica evidenciado que
o método proposto retorna os resultados intervalares mais precisos para os problemas, com uma
precisdo excelente. Sendo assim, demonstra-se, que a forma que apresenta maior precisdo na

solucdo do problema do autovalor intervalar generalizado € o método proposto.
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Perspectivas Futuras

Tendo em vista o desenvolvimento matemdtico apresentado e as simulagcdes numéricas rea-

lizadas nessa dissertacdo, algumas sugestdes para trabalhos futuros sdo:
e Expandir o método para a utilizacdo com elementos de pérticos espaciais, elementos de
placa e elementos de casca;
e Verificar a adequagdo do método em problemas ndo lineares;
e Verificar a adequagdo do método para problemas com amortecimento proporcional;
e Verificar a possibilidade de adaptacdo a problemas com excitacao externa;

e Desenvolver técnicas experimentais que possam representar de forma adequada as incer-

tezas paramétricas em estruturas;
e Estudar incerteza intervalar em otimizacao;

e Aplicar as teorias de Vlasov, Cisalhamento e Timoshenko para obten¢do do elemento de

viga.
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APENDICE A

O Problema do Autovalor

Segundo Chapra e Canale (2008), problemas de autovalores sdo uma classe especial de
problemas de contorno que sdo comuns em contextos de problemas em engenharia envolvendo
vibracdes, elasticidade e outros sistemas oscilantes. Sao usados ainda em uma grande variedade

de problemas de engenharia, além dos de contorno.

A equagdo diferencial de movimento, linear e com coeficientes constantes, para sistemas

mecanicos ndo amortecidos com m graus de liberdade é apresentada por meio da Equacdo (1),

(M]{ai(r)} + [K{u() } = {f (1)} (D)

onde [M] e [K] sdo as matrizes simétricas m X m de massa e rigidez globais do sistema, respec-
tivamente, {u(z)} é o vetor coluna de dimensdo m com as coordenadas generalizadas, e { f(¢)}

¢ a excitagdo externa.

Para os sistemas que nao estio sujeitos a excitagdo externa, a equacdo de movimento é dada

pela Equacdo homogénea (2).

(M]{ii(r)} + [K){u(t)} = {0} 2

Como o sistema € conservativo, espera-se que as solu¢des da Equacao (2) sejam periddicas,

do tipo da Equacdo (3),

{u(t)} = {x}e/™" 3)

onde {x} € um vetor coluna de constantes e ®, ¢ a frequéncia natural do sistema.
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Substituindo a Equagdo (3) na Equagido (2), leva a

(=A[M){x} + [K]{x}) /" = {0} €

com A = a),%, onde A sdo os autovalores do sistema. Como e’/®! # (0 para todo instante de

tempo, tem-se

(IK] = A[M]) {x} = {0} (5)

Para a solugdo nao trivial, € exigido que

det ([K] — 2 [M]) = {0} (6)

Para a determinagdo dos autovetores ou modos de vibrar {x}, associados aos autovalores,

deve ser utilizada a Equacdo (7), que € conhecida como o Problema do Autovalor Generalizado.

[K]{x} = A[M]{x} )

Como [M] é ndo singular, ou seja, possui inversa, pré-multiplicando ambos os lados da

Equacio (7) por [M] !, levaa

M)~ K] {x} = A{x} (8)
fazendo

[D] = [M] ™' [K] )
chega-se a

[D]{x} = A{x} (10)

A Equag@o (10) é conhecida como o Problema do Autovalor Padrdo, e [D] como matriz dina-

mica.
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Aplicando a Transformada de Fourier na Equacao (1), tem-se

{u()} 5> {U(jo)} (11)
{u()} 5 jo{U(jo)} (12)
{i(1)} % (jo) {U(jo)} (13)
()} L {F(jo)} (14)

e fazendo as devidas manipulagdes, leva a Equacao (15), que representa a Funcdo de Resposta

em Frequéncia (FRF) do sistema.

H(jo)] = (-0 (M) + k)" (15)
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Abstract. In this paper, the interval eigenvalue problem with uncertainties in the mass matrix and stiffness matrix of the
system is presented, and a method to solve this problem using the Interval Analysis and the Finite Element Method (FEM)
is proposed. In order to support the solution of the problems, the basic fundamentals of the eigenvalue problem and the
interval analysis were presented. Comparisons were made between the proposed method and two other methods, namely
the parameter vertex solution theorem and the eigenvalue inclusion principle. Numerical examples have been presented
to show the applicability and reliability of the proposed method. To compare the results, simulations were performed
using the Monte Carlo method, with results presented in the form of tables and graphs.

Keywords: Interval Analysis, Vibrating Systems, Eigenvalue Problem, Uncertainties.

1. INTRODUCTION

Errors are inherent in all known processes. They can be caused by measurement errors, approximations, rounding,
among others. Thus, the purpose of an interval analysis is to provide an interval with lower and upper limits where
the exact value of the variable under analysis is contained, that is, interval in which the errors present in the system are
computed. In (Moore et al., 2009) can be seen several examples of the use of interval mathematics in the treatment of
uncertainties.

The approach is important both in the design and in the rehabilitation of truss structures, as they are widely used in
stadium coverings, transmission towers and general application sheds. The uncertainties must be quantified to ensure a
longer life of the structure, avoiding sudden failures, and thus ensuring the safety of facilities and especially of people.

To ensure robustness and agility in structural analysis, computational techniques are increasingly employed. A widely
used technique is the Finite Element Method (FEM), which allows good implementation and malleability in solving often
complex problems. In conjunction with the interval analysis, FEM can be applied to quantify uncertainties in structural
systems. A fairly complete approach to FEM can be seen in (Hutton, 2004).

Parameters of great importance to be determined in a dynamic analysis of structures are the natural frequencies,
mainly in the design phase, whose objective is to move away the natural frequencies from those of excitation, thus
avoiding the unwanted phenomenon of resonance. Theoretical studies, showing the invariance of the eigenvector signals,
were performed by (Deif, 1991) in order to determine the eigenvalues for the standard interval eigenvalue problem for
symmetric and asymmetric dynamic matrices. Later, (Qiu et al., 1995) presented the generalized interval eigenvalue
problem, using the (Deif, 1991) method and iterative process with Rayleigh quotient. Another method of solution called
the inclusion principle using FEM was presented by (Qiu et al., 2005) with the solution of several numerical examples.
Modal analysis using the (Deif, 1991) method was used in (Sim et al., 2007) to solve the interval eigenvalue problem, being
performed simulations using the Monte Carlo method and presenting graphical results using the Frequency Response
Function. For the solution of the standard problem, in (Hladik et al., 2011) several algorithms were presented for the
case of symmetric matrices. Using the matrix perturbation theory and FEM, (Albuquerque, 2015) studied the interval
eigenvalue problem. Further, (Li et al., 2017) used the Taylor series of the second order to compute the eigenvalues of
space truss and plate, with uncertain parameters.

2. REVIEW OF THE EIGENVALUE PROBLEM

It was spoken by (Chapra and Canale, 2010) that, eigenvalue problems are a special class of boundary-value problems
that are common in engineering problem contexts involving vibrations, elasticity, and other oscillating systems. They are
also used in a wide variety of engineering problems, in addition to the boundary-value problems.

The linear differential equation of motion with constant coefficients for non-damped mechanical systems with n de-
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grees of freedom is presented by Eq. (1).

[M{a(0)} + [K{u(®)} = {£ ()} M

where [M] and [K] are the symmetric matrices n x n of global mass and stiffness of the system, respectively, {u(t)} is
the column vector of dimension n with the generalized coordinates, and { f(¢)} is the external excitation.
For systems that are not subject to external excitation, the equation of motion is given by Eq. (2).

[(M{a(0)} + [KHu(t)} = {0} @

As the system is conservative, the solutions of Eq. (2) are expected to be periodic, of the type of Eq. (3),

{u(t)} = ()" @

where {z} is a column vector of constants and wj, is the natural frequency of the system.
Substituting Eq. (3) into Eq. (2), leads to

(=AM{a} + [K]{z}) e = {0} (©)

2

with A = w;;, where A are the eigenvalues of the system.

As e?“nt 2 0 for every instant of time, arrives to

(K] = AlM]) {=} = {0} ®

For the non-trivial solution, it is required that

det ([K] — A[M]) = {0} ©)

For the determination of the eigenvectors or vibration modes {z}, associated with eigenvalues, one must use Eq. (7),
which is known as the Generalized Eigenvalue Problem.

[K){z} = AIM{x} ™
3. DYNAMIC STRUCTURAL ANALYSIS

With application of the FEM, it is possible to solve complex problems involving structures, with high number of bars.
Thus, it is necessary to assemble the global mass and stiffness matrices of the system in the global coordinate, which is

the linear sum of the contribution of the mass matrix [M]. and stiffness [K]. of each element in the global coordinate. To
perform the sum, use the degrees of freedom between the connectivities of the nodes. This way,

K] = [Klo + DI, ©
(0] = (M + 3 (M) o
i=1

where m is the number of elements, Ky and [M] are the null n x n matrices.
Mass and stiffness matrices are functions of the vector {a}, which contains the geometric and structural parameters,
in this way

(K] = [K(a)] (10)
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[M] = [M(a)] (1n

with

{a} <{a}<{a@}, o =[g@] ou g <a<z i=12.,m
where {a} = (g;) and {a} = (a@;) are, respectively, the lower and upper limits of the structural parameter {a}, with
{a} € {a}".

Thus, Eq. (8) and Eq. (9) can be rewritten as functions of the uncertain structural parameters.

(K)" = [K,K] = [Klo+ ) _ af[K]., (12)
=1
(M) = [M,M] = [M]o+ ia{w}m (13)
where

[K] = [K]O + Zgi[K]c, (14)
i=1

K] = [Klo+ Y _ @[K], (15)

(M] = [M]o+_ a,[M]., (16)
i=1

0] = Mo+ 3 @M., a7

i=1
Thus, with uncertainties present in the matrices of mass and stiffness of the system, it leads to the generalized interval

eigenvalue problem represented by Eq. (18).
(K] {w} = MM {r} (18)

The bounds for eigenvalues A/ = [, A] can be computed through Eq. (19) and Eq. (20).

A =min ([K{z} — AM]{z} = 0, [K]|{7} — A[M|{z} = 0) (19)

A = max ([K]{z} - AM}{z} = 0, [K|{z} - A[M]{z} = 0) (20)
where {z} is the lower bound and {Z} the upper bound for eigenvectors, with {z}/ = [z,7].
4. NUMERICAL EXAMPLES

Two examples are used to demonstrate the possibility of applying the proposed method. The first is a stepped beam
with uncertainties in the cross-sectional areas and moments of inertia of the area. The second is a flat truss with eight
bars, where the uncertain parameter is related to the areas of the cross sections of the bars. In both examples the uncertain
parameters affect the mass matrix and stiffness simultaneously. Also, simulations will be presented using the Monte Carlo
method for comparison of results.
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Figure 1: A three element stepped beam.

Table 1: Uncertain cross-sectional area and moment of inertia for stepped beam.

Cross-sectional area Moments of inertia
Al =[1.426 x 1072,1.454 x 1072]m?  I{ =[0.19980 x 107*,0.20020 x 10~*] m*
AL =10.990 x 1072,1.010 x 1072]m?® I = [0.09990 x 10~*,0.10010 x 10~*] m*
AL =10.634 x 1072,0.646 x 1072] m? I =1[0.04995 x 107*,0.05005 x 10~*] m*

4.1 A three element stepped beam

In this example, the fixed-free stepped beam shown by Fig. 1, presented by (Qiu et al., 2005), is analyzed, comparing
the results obtained using the proposed method, parameter vertex solution theorem and the simulations using the Monte
Carlo method. The specific mass is p; = 7.8 x 10% kg/ m?, L; = 0.4m and Young’s modulus is F; = 200 x 10° N/ m?,
for i = 1,2, 3. The areas of the cross sections and the moments of inertia of the area are the uncertain parameters that
cause uncertainties in the dynamic response of the structure under analysis, and can be observed by means of Tab. 1.

Table 2 shows the lower and upper bounds for the eigenvalues, calculated using the proposed method, the parameter
vertex solution theorem and the Monte Carlo method. It can be observed that, in general, the answers obtained through the
proposed method are closer to the answers obtained with the Monte Carlo method. The graphical results of the simulations
using the Monte Carlo method can be seen by means of Fig. 2 for 2,000 samples.

4.2 Eight bars truss

By means of Fig. 3, presented in (Qiu et al., 2005), it can be see a truss with eight bars, where all the joints are pinned,
which will be used to compare the results obtained by means of the proposed method, the eigenvalue inclusion principle
and the Monte Carlo method. The cross-sectional areas of bars 1, 2, 3, 4 and 6 are considered with uncertainties, according
to Al = [A¢ — BA®, A° + BAC), with i=1,2, 3, 4, 6, where A° = 2.0 x 10~ m?, and § is the percentage factor that will
cause variation of the uncertain parameter to occur, with 3 ranging from 0 to 2%. The areas of the cross sections of bars
5,7 and 8 are deterministic, with A5 = A7 = Ag = 1.0 x 107" m?. Young’s module is E = 200 x 10° N/ m? and the
specific mass is p = 7.8 x 103 kg/ m>.

By means of Fig. 3 it is possible to observe comparisons between the eigenvalues obtained through the proposed
method and the eigenvalue inclusion principle, the lower and upper bounds calculated through the proposed method are
more tight. Table 3 shows comparisons between the proposed method, the eigenvalue inclusion principle and the Monte
Carlo method for 8 = 2%. It can be noticed that the results obtained through the proposed method converge with those

Table 2: Interval eigenvalues for the three element stepped beam.

Proposed method Monte Carlo method The parameter vertex solution theorem
Lower bound Upper bound  Lower Bound  Upper bound Lower bound Upper bound
A1 3.620026E+05 3.682185E+05 3.615941E+05 3.685832E+05 3.612794E+05 3.689557E+05

A2 7.271976E+06  7.400345E+06  7.268218E+06 7.398023E+06  7.257447E+06 7.415161E+06
A3 4.7780474E+07 4.864078E+07 4.779937E+07 4.862997E+07 4.770923E+07 4.873816E+07
A4 2.558403E+08 2.603177E+08 2.557887E+08 2.602688E+08  2.553292E+08 2.608389E+08
A5 8.842340E+08 8.998542E+08  8.839731E+08 8.995773E+08  8.824674E+08 9.016557E+08
A6 2.716636E+09  2.763361E+09  2.713185E+09  2.764558E+09  2.711208E+09 2.768894E+09
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Figure 2: Simulations Monte Carlo method for three element stepped beam.
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Figure 3: The eight bars truss.

Table 3: The first four interval eigenvalues for eight bars truss for 3 = 2%.

Proposed method Monte Carlo method Eigenvalue inclusion principle

Lower bound Upper bound  Lower Bound  Upper bound Lower bound  Upper bound

A1 7.842575E+05  7.957449E+05 7.842597E+05 7.957429E+05 7.668948E+05  8.137204E+05
A2 6.563958E+06  6.573943E+06  6.563960E+06  6.573942E+06  6.396250E+06  6.746699E+06
Az 8.891796E+06 8.976180E+06 8.891812E+06 8.976165E+06 8.687945E+06 9.184929E+06
A4 2.461287E+07 2.489588E+07 2.461293E+07 2.489583E+07 2.411954E+07 2.539569E+07

obtained by the Monte Carlo method at least up to the fourth decimal place. The graphical results obtained through
simulations using the Monte Carlo method for 8 = 2% are shown by means of Fig. 5 for 2,000 samples.

5. CONCLUSIONS

In this paper, through the examples analyzed, it was demonstrated that the proposed method, together with the Finite
Element Method and the Interval Analysis are important tools for the quantification of parametric uncertainties in struc-
tures, being of great relevance to guarantee the structural reliability, avoiding failures. The comparisons made with the
other two methods show that the proposed method obtains better numerical results, and the results for the eight bars truss
are exact, because it is a reticulated structure. For this, a computer program was developed to solve the interval eigenvalue
problem, which demonstrated a rapid solution of the problems, and provided reliable solutions, with the possibility of
application in practical situations. The Monte Carlo method was used to compare the results, demonstrating the reliability
of the results obtained with the proposed method.
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and Finite Element Method (FEM). In order to support the solution of the problems, the basic
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Quantification of Uncertainties in Dynamic Structural Systems Using the Interval Analysis and the FEM

1 INTRODUCTION

Errors are inherent in all known processes. They can be caused by measurement errors,
approximations, rounding, among others. Thus, the purpose of an interval analysis is to provide
an interval with lower and upper limits where the exact value of the variable under analysis is
contained, that is, interval in which the errors present in the system are computed. In Moore
et al. (2009) can be seen several examples of the use of interval mathematics in the treatment of
uncertainties.

The approach is important both in the design and in the rehabilitation of truss structures, as
they are widely used in stadium coverings, transmission towers and general application sheds.
The uncertainties must be quantified to ensure a longer life of the structure, avoiding sudden
failures, and thus ensuring the safety of facilities and especially of people.

To ensure robustness and agility in structural analysis, computational techniques are in-
creasingly employed. A widely used technique is the Finite Element Method (FEM), which al-
lows good implementation and malleability in solving often complex problems. In conjunction
with the interval analysis, FEM can be applied to quantify uncertainties in structural systems.
A fairly complete approach to FEM can be seen in Hutton (2004).

Parameters of great importance to be determined in a dynamic analysis of structures are the
natural frequencies, mainly in the design phase, whose objective is to move away the natural
frequencies from those of excitation, thus avoiding the unwanted phenomenon of resonance.
Theoretical studies, showing the invariance of the eigenvector signals, were performed by Deif
(1991) in order to determine the eigenvalues for the standard interval eigenvalue problem for
symmetric and asymmetric dynamic matrices. Later, Qiu et al. (1995) presented the generalized
interval eigenvalue problem, using the Deif (1991) method and iterative process with Rayleigh
quotient. Another method of solution called the inclusion principle using FEM was presented
by Qiu et al. (2005) with the solution of several numerical examples. Modal analysis using the
Deif (1991) method was used in Sim et al. (2007) to solve the interval eigenvalue problem, being
performed simulations using the Monte Carlo method and presenting graphical results using the
Frequency Response Function (FRF). For the solution of the standard problem, in Hladik et al.
(2011) several algorithms were presented for the case of symmetric matrices. Using the matrix
perturbation theory and FEM, Albuquerque (2015) studied the interval eigenvalue problem.
Further, Li et al. (2017) used the Taylor series of the second order to compute the eigenvalues
of space truss and plate, with uncertain parameters.

2 REVIEW OF THE EIGENVALUE PROBLEM AND FRF

It was spoken by Chapra and Canale (2010) that, eigenvalue problems are a special class
of boundary-value problems that are common in engineering problem contexts involving vibra-
tions, elasticity, and other oscillating systems. They are also used in a wide variety of engineer-
ing problems, in addition to the boundary-value problems.

The linear differential equation of motion with constant coefficients for non-damped me-
chanical systems with n degrees of freedom is presented by Eq. (1).

[M{a()} + [K{u(®)} = {f (1)} (1
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where [M] and [K] are the symmetric matrices n x n of global mass and stiffness of the system,
respectively, u is the column vector of dimension n with the generalized coordinates, and f is
the external excitation.

For systems that are not subject to external excitation, the equation of motion is given by
Eq. (2).

[M{i(t)} + [K{u(®)} = {0} 2)

As the system is conservative, the solutions of Eq. (2) are expected to be periodic, of the
type of Eq. (3),

{u(t)} = {a}e/n! 3)
where {z} is a column vector of constants and w;, is the natural frequency of the system.

Substituting Eq. (3) into Eq. (2), leads to

(—wi[[hﬂ{x} + [K]{I}) ednt = {0} %)

As e/“n =£ 0 for every instant of time, arrives to

([K] = wi[M]) {z} = {0} )

For the non-trivial solution, it is required that

det ([K] — A[M]) = {0} (6)

with A = w?, where ) are the eigenvalues of the system.

For the determination of the eigenvectors or vibration modes {x}, associated with eigen-
values, one must use Eq. (7), which is known as the Generalized Eigenvalue Problem.

[Kl{z} = A[M|{z} ©)

Applying the Fourier Transform in Eq. (1), is found

{u(t)y 5 {U(jw)} ®)
{a()} 5 jwl{U(w)} )
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(i)} & (jw){Ujw)} (10)

{f(O)} 5 {F(jw)} (1)

and doing the proper manipulations, leads to Eq. (12), which represents the Frequency Response
Function (FRF) of the system.

[H(jw)] = (—w?[M] + [K]) (12)

3 DYNAMIC STRUCTURAL ANALYSIS OF TRUSSES

In practice, the interest in using the FEM, is to solve complex problems involving trusses,
with high number of bars. Thus, it is necessary to assemble the global mass and stiffness
matrices of the system in the global coordinate, which is the linear sum of the contribution of
the mass matrix [M], and stiffness [K]. of each element in the global coordinate. To perform
the sum, use the degrees of freedom between the connectivities of the nodes. This way,

K] = (Ko + Y K], 1%
=1

[M] = [M]o + i[M]% (14)
$=1

where m is the number of elements, K]y and [M], are the null n x n matrices.

Mass and stiffness matrices are functions of the vector {a}, which contains the geometric
and structural parameters, in this way

(K] = [K(a)] (15)

[M] = [M(a)] (16)
with
{a} < {a} < {a}, aé = [ay, Ty) ou gy <ay<Ty 0=1,2,...,m

where {a} = (a,) and {@} = (@) are, respectively, the lower and upper limits of the structural
parameter {a}, with {a} € {a}’.
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Thus, Eq. (13) and Eq. (14) can be rewritten as functions of the uncertain structural param-

eters.
[K)' = [K,K] = [Klo+ Y _ af[K], (17)
$=1
[M]" = [M, M) = [M]o+ Y _ af[M],, (18)
=1
where
(K] = [K]o+ Y _ ay[K]e, (19)
=1
(K] =[K]o+ ) _ay[K], (20)
»=1
[M] = Mo+ ay[M]., @21
$=1
(M) = Mo+ _ay[M]., (22)
o=1

Thus, with uncertainties present in the matrices of mass and stiffness of the system, it leads

to the generalized interval eigenvalue problem represented by Eq. (23).
(K] {z} = AM]"{} (23)
The exact bounds for eigenvalues A\’ = [\, \] can be computed through Eq. (24) and Eq.

(25).

A =min ([K{z} - AM]{z} = 0, [K]{z} - A[M]{z} = 0) 24

A = max ([K{z} — AM]{z} = 0, [K|{z} — A[M]{7} = 0) 25

where {x} is the lower bound and {Z} the upper bound for eigenvectors, with {z}! = [z, T].

Because the eigenvalues are uncertain, logically the natural frequency also tends to be
uncertain, with A = gfb and \ = wf,
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4 NUMERICAL EXAMPLES

Two examples are used to demonstrate the possibility of applying the proposed method.
The first is a particular case of a flat truss with 24 bars, and the second is a space truss with
60 bars. For both examples there are uncertainties present in the areas of the cross sections of
the bars, which makes the matrices of mass and stiffness of the structures have uncertainties.
Also, for the second example, simulations using the Monte Carlo method are performed for
comparison of results.

4.1 Flat truss with 24 bars

All joints are pinned, as can be seen by means of Fig. 1. The areas of the cross sections
of bars 1, 2, 3, 6, 9, e 11 are considered uncertain, according Aé = [A° — aA° A® + A,
6 =1,2,3,6,9,11, where A° = 7.0 x 10~*m? is the deterministic value of the area for all bars
and « is the percentage factor that will cause variation of the uncertain parameters to occur,
with « ranging from 0 a 5%. The Young’s modulus of the material is £ = 210 GPa and the
specific mass is p = 7.8 x 10%kg/ m>.

An important fact to be observed in Fig. 2 is the monotonic behavior of the structural
parameters, either increasing or the inverse, starting from the deterministic value. Similar fact,
related to this behavior of eigenvalues, can be seen in Modarreszadeh (2005) and Qiu et al.
(2005). One can see more about this monotonic inclusion behavior in Moore (1979).

4.2 Space truss with 60 bars

The Fig. 3, shows a space truss with 60 bars, where all joints are pinned, with fixed supports
on nodes 1, 2, 3, and 4, which allow only rotation. The uncertain parameters are due to the
cross-sectional area, according to Ai = [0.95 x 1072,1.05 x 10’3] m? and Young’s module,
with E} = [199.5,220.5] GPa. The specific mass is p = 7.8 x 10°kg/ m®.

By means of Fig. 4 the interval frequency response for the first 4 modes of vibration can be
observed. In order to assure the reliability of the obtained results are shown by means of Fig. 5
graphical results of simulations using the Monte Carlo method, with number of samples equal
to 2000. In table 1 it is possible to observe comparison between the results obtained through
the proposed method and the simulations with the Monte Carlo method. Note that the results
converge at least to the second decimal place.

5 CONCLUSIONS

In this paper, it was demonstrated, through the analyzed examples, that the Finite Ele-
ment Method, together with the interval analysis, are important tools for the quantification of
parametric uncertainties in structures, being of great relevance to guarantee structural reliabil-
ity, avoiding failures. For this, a computational program was developed to solve the interval
eigenvalue problem using the proposed method, which demonstrated a rapid solution of the
problems, and provided reliable solutions, with the possibility of application in practical situa-
tions. The Monte Carlo method was used to compare the results, demonstrating the reliability
of the obtained results.
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Figure 1: Flat truss with 24 bars.
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Figure 2: Eigenvalues of the truss with 24 bars.
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Figure 3: Space truss with 60 bars.
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Figure 4: Frequency response of the truss with 60 bars.
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Figure 5: Simulations Monte Carlo method for truss with 60 bars.

Table 1: Natural frequency truss with 60 bars.

Frequency (Hz)

Monte Carlo Method

Proposed Method

Lower bound Upper bound Lower Bound Upper bound

Modes

15.7964 15.0255 15.7963

15.0254

1

16.8358 16.0142 16.8357

16.0140

2

21.2936

20.2546

21.2937

20.2544

3

45.0650 42.8658 45.0647

42.8654

4
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Abstract. In this paper, a method was presented that uses the Interval Analysis and the Fi-
nite Element Method (FEM). The aim is to determine some uncertain structural parameters,
important both in the design phase and in the rehabilitation of structures. Examples of such
parameters that have been determined are: nodal displacements, internal forces in the bars,
internal stresses in the bars, the deformations of the bars and the support reactions. At first, to
support the solution of the proposed problems and make possible the understanding, the neces-
sary foundations of FEM and the Interval Arithmetic were presented. Subsequently, numerical
examples of flat and space trusses were presented, when there are uncertainties in the overall
stiffness matrix of the structure and in the vector of loads. A computational routine was imple-
mented to solve the proposed problems. For the validation of the proposed method, numerical
results and simulation graphs were presented using the Monte Carlo Method. The proposed
method proved to be efficient for the solution of the presented problems, being in compliance
with the Monte Carlo simulations.

Keywords: Interval Analysis, Static Structures, Uncertain Parameters, Finite Elements.
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1 INTRODUCTION

Errors are inherent in all known processes. They can be measurement errors, approxima-
tions, rounding, among others. Thus, the purpose of an interval analysis is to provide an interval
with lower and upper limits where the exact value of the variable under analysis is contained,
that is, interval in which the errors present in the system are computed. In Moore et al. (2009)
can be seen several examples of the use of interval mathematics in the treatment of uncertainties.

The approach is important both in the design and in the rehabilitation of truss structures, as
they are widely used in stadium coverings, transmission towers and general application sheds.
The uncertainties must be quantified to ensure a longer life of the structure, avoiding sudden
failures, and thus ensuring the safety of facilities and especially of people.

To ensure robustness and agility in structural analysis, computational techniques are in-
creasingly employed. A widely used technique and the Finite Element Method FEM, which al-
lows good implementation and malleability in solving often complex problems. In conjunction
with interval mathematics, FEM can be applied to quantify uncertainties in structural systems.
A fairly complete approach to FEM can be seen in Hutton (2004).

2 REVIEW OF FEM FOR BAR ELEMENT

The bar element is commonly used in solving structural problems involving trusses. Firstly,
for the finite element formulation of a bar element, with nodes i e j, according to the discretiza-
tion illustrated by means of Fig. 1, some considerations are necessary:

1. Material obeys Hooke’s Law;
2. The bar is geometrically straight;
3. The forces are applied only at the ends of the bar in your barycenter;

4. The bar only supports axial loading.

Yy
—> u; ‘_> u;

f— f—>p —

J
—>u(x) ‘

L

Figure 1: Bar element in local coordinate.

Using the direct approach and the linear interpolation functions N; e Ny, with the charac-
teristics presented by means of the Fig. 2, and with the aid of material resistance, is found in
Eq. (1) the stiffness matrix of the bar element in the local coordinate.

[k]e:A—E b (1)

where F is the Young’s modulus, A is the cross-sectional area and L is the length of the bar
member.

CILAMCE 2017
Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
R.H. Lopez, L.EF. Miguel, P.O. Farias (Editor), ABMEC, Floriandpolis, SC, Brazil, November 5-8, 2017

93



UNIFEI/TEM APENDICE C

E. S. Oliveira, J. J. Lima Junior

Figure 2: Linear shape functions.

2.1 Bar Element in Plane

For the solution of two-dimensional and three-dimensional problems it is necessary to carry
out the transformation of the local to global coordinate, common to all elements.

Y

Figure 3: Slope element in the plane.

Analyzing Fig. 3, which has 2 degrees of freedom per node, U and V, and performing some
substitutions, arrives at the matrix

cosf sinf 0 0
B @
0 0 cosf sinf

which is known as the Transformation Matrix of the local coordinates for the global coordinates,
for the two-dimensional case.

Where
X, —X;
cosf = ’T 3)
Y
sinf = ~2 7 “4)
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L= (X = X2+ (¥ = Vo2 )

Using Eq. (2) and Eq. (1), it leads to the stiffness matrix of element in the global coordinate.

[FO]e = [Ro] " [K]e[ e ©)

2.2 Bar element in space

For this case, coordinate transformation is also necessary. The same approach described
above is used for the three-dimensional case, however, here are 3 degrees of freedom per node,
namely U, V and V.

Figure 4: Bar element in three-dimensional space.

Analyzing Fig. 4 and realizing the necessary substitutions, is found in Eq. (7) the Matrix of
Transformation of the local coordinate to the global coordinate, in the three-dimensional case.

cosfy cosly cosfy 0 0 0
(7] = ™
0 0 0 cosfx cosby cosfy
where
X, —X;
cosfy = 2 7 8)
Y
cos by = 7 “
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10)

L= /(X = X2+ (¥ = Y + (2 - 2] an

Using Eq. (1) and Eq. (7), it leads to the stiffness matrix in the global coordinate for the
three-dimensional case.

[Ks)e = [Ra]" [K]e[Rs] (12)

3 STRUCTURAL ANALYSIS OF TRUSSES

In practice, the interest in using the FEM is to solve complex problems involving trusses,
with high number of bars. Thus, it is necessary to perform the assembly of the global stiffness
matrix of the system in the global coordinate, which is the linear sum of the contribution of the
stiffness matrix of each element. To perform the sum, use the degrees of freedom between the
connectivity of the nodes. This way,

m

(K] = Ko+ Y _[K]e, (13)
é=1

where m is the number of elements, [Ky is null matrix n x n and [K] is the matrix of stiffness
of the system.

With the load vector { F'}, already in the global coordinate, because it is transformed during
obtaining the stiffness matrix in the global coordinate, and [K], one can construct the equilib-
rium equation 14.

[K]{d} = {F} (14)
where {d} is the vector with the nodal displacements.

With calculated {d}, one can calculate other important structural parameters, like the inter-
nal force, the strain and stress in the element, as well as the support reactions.

Some basic definitions of Interval Mathematics are described below. Being B! = [b,b] e
C" = ¢, ¢, arithmetic operations are.

e B'+C'=[b+cb+7
e Bl-Cl'=[b-2b—
o Bl x (! = [min (@,j., b, EE) , Max (@&E,Egﬁﬁ)]
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e B'+(C'=B"x %: [b.b] x Eﬂ = Eﬂ with [c, ] # 0.

The key point in these definitions is that computing with intervals is computing with sets Moore
et al. (2009).

The global stiffness matrix is a function of the vector {a}, which contains the geometric
and structural parameters, in this way

(K] = [K(a)] (15)
with
{a} <{a} < {a}, aé = lay:Ty] ou  ay<ag<Ty 0=1,2,...m
where {a} = (a4) and {@} = (@) are, respectively, the lower and upper limits of the structural
parameter {a}, with {a} € {a}’.

Thus, a Eq. (13) can be rewritten as a function of the uncertain structural parameters.

K) = . = (Ko + 3 ab[K],, (16)
é=1
K= K)o+ aylK],, a7
p=1

(18)

In the situation where the load vector { F'} has uncertainties, thus Eq. (14) can be rewritten
as follows.

(K, K|{d,d} = {E,F} (19)

There are some methods to solve Eq. (19), which can be seen in Saga et al. (2014), in
Hansen and Walster (2003) and Deif (1986). In this paper, it is proposed to solve two determin-
istic problems, as follows

{d} = min[K'F, K 'F) (20)

{d} = max[K'E, K 'F) Q1)

The exact solutions to the proposed problems are given by Eq. (20) and Eq. (21).
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Figure 5: Flat truss with 24 bars.

4 NUMERICAL EXAMPLES

Two examples will be used to demonstrate the possibility of applying the proposed method.
The first is a particular case of a flat truss with 24 bars, presenting uncertainties in the cross-
sectional areas of some bars and loading. The second example is a space truss with 60 bars
where the uncertainties are present in the Young’s modulus.

4.1 Flat truss with 24 bars

All joints are pinned, as can be seen by means of Fig. 5. The areas of the cross sections
of bars 1, 2, 3, 6, 9, e 11 are considered uncertain, according Aé = [A° — aA° A° + A,
6 =1,2,3,6,9,11, where A° = 7.0 x 10~*m? is the deterministic value of the area for all bars
and « is the percentage factor that will cause variation of the uncertain parameters to occur, with
« ranging from 0 a 10%. Also, there are uncertainties in loading Ff = [F} — aFy, Fy + aFy),
where Fy; = 5kN, F, = F3 = 10kN and F; = 5kN. The Young’s modulus of the material is
E =210 x 10°N/m?>.

4.2 Space truss with 60 bars

The Fig. 6 shows a space truss with 60 bars, where all joints are pinned, with fixed supports
on nodes 1, 2, 3, e 4, which allow only rotation. In this example, the uncertain parameter will
be due to the property of the material, with Young’s modulus Eé = [199.5,220.5] GN/m?. The
cross-sectional area for all the bars is Ag = 1.0 x 107> m?, with loadings F = 15.0kN.

5 RESULTS AND DISCUSSIONS

5.1 Flat truss

For the Figures 7, 8 and 9 the dotted line refers to the upper bound and the solid line to the
lower bound. The displacements for node 1 in the x (d,) and y (d,) axis directions are shown
by Fig. 7. Results for the internal force, stress and strain for element 11, can be observed by
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Figure 8: Force, stress and strain for element 11 for truss with 24 bars.
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Figure 9: Reactions of support for nodes 13 (top) e 14 (bottom) for truss with 24 bars.
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Table 1: Displacements for node 21 for truss with 60 bars.

Nodal displacements (i)

Proposed Method Monte Carlo Method

Lower bound Upper bound Lower Bound Upper bound
d, 0.00923125 0.01020296  0.00923140  0.01020276

d, 0.00071351  0.00078861  0.00071352  0.00078860

d, -0.00172121 -0.00155729 -0.00172118 -0.00155731

means of Fig. 8, and Fig. 9 shows the results for the support reactions on nodes 13 and 14.
These structural parameters are of great importance in the structural design phase, and with the
computational implementation one can simulate several conditions and configurations for the
trusses.

An important fact to be observed in these figures is the monotonic behavior of the structural
parameters as a function of «, either increasing or the inverse, starting from the deterministic
value. Similar fact occurs with the symmetric matrix eigenvalues using FEM, which can be seen
in Modarreszadeh (2005), remembering that this is the case also of this paper, that is, symmetric
stiffness matrix. One can see more about this monotonic inclusion behavior in Moore (1979).

5.2 Space truss

Table 1 shows the nodal displacements for node 21 in the directions of the axes x (d,), y
(dy) and z (d.), using the proposed method and the Monte Carlo method. The simulations were
performed using the Monte Carlo method, which is a robust numerical method in stochastic
analysis, to guarantee the reliability of the results obtained with the proposed method. By means
of Fig. 10, the graphical results of the simulations with number of samples equal to 2,000 can
be observed. Note that the results converge to at least the sixth decimal place.

It should be emphasized the importance of implementing the method computationally for
the quantification of uncertainties, because in this case the truss has 60 bars arranged in the
three-dimensional space, being able to change important parameters easily and quickly during
the analysis. Of course the program solves problems involving trusses with any number of bars.

6 CONCLUSIONS

In this paper, through the examples analyzed, it can be demonstrated that the Finite Element
Method, together with the interval mathematics, is an important tool for the quantification of
parametric uncertainties in structures. This quantification is of great importance to guarantee
the structural reliability, avoiding failures. For this, a computer program was developed, which
demonstrated speed in the solution of problems, and provided reliable solutions, with possibility
of application in practical situations. The Monte Carlo method was used to compare the results,
demonstrating the reliability of the obtained results.
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Figure 10: Simulations Monte Carlo method for truss with 60 bars.
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