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Resumo

Este trabalho visa um estudo comparativo entre a formulagao eikonal da ()ptica e a
formulacao das ondas de choque empregada no contexto da eletrodinamica nao-linear.
Trabalhando com a teoria de Maxwell no limite da ()ptica Geométrica, derivamos a
equagao eikonal. Apresentamos as idéias fundamentais relacionadas as principais técnicas
empregadas para a andlise da propagacao de descontinuidades do campo eletromagnético
no interior da matéria. Em seguida, discutimos sobre a formal equivaléncia existente
entre as duas formulagoes acima mencionadas. Fazendo uso do formalismo eikonal, alguns
fenomenos tipicos de natureza éptica foram estudados. Por fim, descrevemos um modelo
tedrico original da eletrodinamica nao-linear para o qual, fazendo uso de duas técnicas
discutidas no contexto da formulacao das ondas de choque, derivamos a relagao de dispersao
que governa a propagacao de ondas eletromagnéticas neste modelo. Apresentamos ainda a
estrutura métrica efetiva (geometria éptica efetiva) associada ao modelo em questao. Por
fim, estudamos algumas questoes relacionadas ao principio da causalidade, descrevendo
deste modo, uma sutil diferenca entre os conceitos de vetor de propagagao e vetor de

onda.

Palavras chave: eikonal, ondas de choque, eletrodindmica nao-linear.



Abstract

This work aims a comparative study between the eikonal approach to optics and the
formulation of shock waves used in the context of nonlinear electrodynamics. Working
with the Maxwell theory in the limit of geometrical optics derive the eikonal equation. We
present the basic ideas related to the main techniques used to analyze the propagation of
discontinuities of the electromagnetic field within the area. We then discuss the formal
equivalence between the two formulations mentioned above. Using the eikonal formalism,
some typical optical phenomena were studied. Finally, we describe new a theoretical model
for nonlinear electrodynamics for which, by making use of the two techniques discussed
in the formulation of the shock waves, we derive the dispersion relation that governs
the propagation of electromagnetic waves in this model. The effective metric structure
(effective optical geometry) associated with the model is also presented. Finally, we studied
some issues related to the principle of causality, describing thus a subtle difference between

the concepts of propagation vector and of wave vector.

Keywords: eikonal, shock waves, nonlinear electrodynamics.
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Notacao

e As escalas de comprimento e de tempo aqui adotadas sao tais que a velocidade da luz
no vacuo apresenta o valor ¢ = 1, exceto quando explicitarmos o contrario.

e Grandezas vetoriais tri-dimensionais serao representadas por indices latinos mintsculos
(4,7, k,...), ou por uma flecha indicativa.

e Grandezas vetoriais quadri-dimensionais serao representadas por indices gregos mintisculos
(e, vy A, o).

e Grandezas tensoriais de forma geral serao representadas por indices gregos minusculos
(, v, A, ...), ou na forma matricial.

e Grandezas escalares

Freqiiéncia angular w.

Densidade volumétrica de carga elétrica p.

Indice de refracao n.

Funcao eikonal L.

e Grandezas tri-dimensionais

Vetor posicao x'.

Velocidade de fase v.

Vetor intensidade do campo elétrico E*.

Vetor intensidade do campo magnético B,

Vetor deslocamento elétrico D?.

Vetor inducao magnética H.

Vetor de onda ¢'.

Densidade superficial de corrente elétrica J.

Em todo o trabalho usamos letras caligraficas EeB para representar a amplitude dos
campos eletromagnéticos no limite da Optica Geométrica.

e Grandezas quadri-dimensionais

Vetor posicao z# = (t,z").

X



Vetor de onda K* = (w,q").
1

V1—12

Vetor intensidade do campo elétrico E* = (0, E*).

. dx* .
Vetor velocidade V# = - = v (1,7), v =

Vetor intensidade do campo magnético B* = (0, B).

Vetor deslocamento elétrico D* = (0, D*).

Vetor indugao magnética H* = (0, H').

Vetor densidade de corrente J* = ( o, J )

Vetor polarizacao do campo elétrico e*.

Vetor polarizacao do campo magnético b*.

e Grandezas de rank maior que 1

Tensor métrico g"”.

Tensor métrico de Minkowski n** com assinatura (+1,-1,-1,-1).

Tensor de Kronecker 6%,.

Projetor sobre o tri-espaco h*, := é*, — V*V,,.

Tensor intensidade do campo eletromagnético F* := VHEY — VVEF — p sV *BP.

Tensor de indugao do campo eletromagnético P** := VDY — VVDH — piv sVHP,

Pseudo-tensor dual do campo eletromagnético F*** := V#* BY — V¥ Bt 4 sV EP.

Tensor de Levi-Civita em um arbitrdrio sistema de coordenadas e**# = (— g)fl/ 2 s
onde g =det | g, | .

Pseudo-tensor de Levi-Civita em um sistema de coordenadas cartesianas n**?,
onde n% = +1.

Coeficientes de permissividade elétrica e*g.

Coeficientes de permeabilidade magnética p“g.

Conexao métrica ou simbolo de Christoffel I['*, 3 = %g’“’ (08 Gva + Oa Gug — Ou Gap)-

e Operagoes

Em todo o trabalho que se segue serda empregada a convencao da soma implicita de
Einstein:

3
XPY, =Y X'Y, =XV + X'V, + X* Y, + X7Y;.
pn=0

Dados dois vetores arbitrarios do tipo-espago X* = (0, X yeYHr = (0, Y ), definimos
seu produto escalar como

X1y, == (X 7).



xi

Definimos a norma de um vetor arbitrario V' = (v, ve, v3) como

| 1% | := V/(v1)2 + (v2)2 + (v3)?.

A operagao de diferenciacao parcial de um vetor contravariante (¥ pode ser denotada

pelos seguintes simbolos
ac”
=80, =( =
Ok I e |
Usaremos a notagao 07'¢” para representar a n-ésima derivada parcial do vetor contravariante
y .
(¥ com respeito a z.
A operacao de diferenciagao covariante de um vetor contravariante ¢ é definida por
D¢¥ a¢”
Dzr = Oxm

+ Pyuﬁ €ﬂ7
e pode ser denotada pelos seguintes simbolos

DCV 12 12 12 1%
Dk = D,¢" =V, ¢ :g;u: [| o
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Introducao

O referencial tedrico para a teoria ondulatoria da luz foi estabelecido no século XIX por
J. C. Maxwell com a teoria do eletromagnetismo [1].

Muitos esforcos foram feitos no passado para ligar a C)ptica Geométrica com a teoria
eletromagnética. Contudo, o argumento mais aceitdvel para associar as duas teorias
foi dado por Sommerfeld e Runge [2]. Seguindo uma sugestdo proposta de P. Debye,
Sommerfeld propos que uma funcao f, a qual pode representar alguma componente dos

campos eletromagnéticos, fosse dada pelo Ansatz

flz,y,2) = Ay, 2) expliq L(z,y, 2)], (1)

isto é, que f é determinada por uma funcao amplitude A e uma funcao fase L. Esta
tltima fungao também é chamada eikonal.! Deste modo, fazendo uso do limite (A — 0)
bem como da equacao de onda estaciondria, Sommerfeld derivou a equacao eikonal da

()ptica Geométrica
= 2 9
| VL =n" (2)

A assim chamada equagao eikonal constitui uma equacao diferencial parcial (E.D.P.) de
primeira ordem, cujas solugoes L = const. correspondem as frentes de onda da Optica
Geométrica [3].

O fato de que a equacao eikonal foi derivada a partir de uma equacao de onda em
considerando a aproximagao de pequenos comprimentos de onda, e o fato da equagao
assim obtida ser a base matematica da teoria da ()ptica Geométrica, no qual toda Optica
Geométrica pode ser derivada, produziu um forte argumento concluindo que a Optica
Geométrica pode ser derivada das equagoes de Maxwell do eletromagnetismo [1, 3, 4].

Entretanto, nem todos os fendmenos associados a propagacao luminosa podem ser
compreendidos através de uma linguagem puramente geométrica. Neste sentido, a teoria

da ()ptica se divide em Optica Geométrica e ()ptica Fisica.

LA palavra eikonal deriva do grego etk@v e significa imagem.



Em um de seus trabalhos [5], Keller estendeu a Optica Geométrica para incluir o
fenomeno da difracao ao introduzir o conceito de raios complexros. Contudo, o método de
introduzir raios complexos nao estava claro, e a direcao destes raios nao coincidia com a
diregao do vetor de Poynting. Em um esfor¢o mais recente [6, 7], Guo e Deng generalizaram
a equagcao eikonal ao considerarem termos de ordem superior no comprimento de onda da
luz. Segundo este novo formalismo, efeitos ondulatorios tais como auto-focalizagao, auto-
aprisionamento e difracao podem ser descritos de uma maneira unificada empregando-se
ferramentas da geometria diferencial. Seguindo esta mesma idéia, o formalismo eikonal
generalizado (F.E.G.) foi empregado na analise de outros fenémenos de natureza ondulatéria,
tais como dispersao e interferéncia [8 — 10].

A propagacao de ondas eletromagnéticas em teorias nao lineares do eletromagnetismo
tem, recentemente, despertado grande interesse na comunidade cientifica. Tal problema
pode ser investigado sob dois aspectos distintos. Pode-se analisar tal questao no regime
de campos intensos [11 — 13|, como também no contexto de meios materiais [14 — 20].
Em ambos os casos, as equagoes de campo que governam os fendmenos eletromagnéticos
sao nao lineares. No regime de campos intensos, a teoria ¢ construida analiticamente a
partir de uma densidade de lagrangeana nao linear, a qual é funcao dos dois invariantes
de Lorentz I, := FMF,, e I := F*"F; do campo eletromagnético [21]. No contexto
de meios materiais, as equacoes de campo de Maxwell devem ser complementadas com
relagoes constitutivas entre as intensidade dos campos E* e B* e suas respectivas indugoes
D" e H*

D* = D+ (E*, B*),
H* = HF (E* ) B").

(3)

Neste caso, a estrutura de propagacao das ondas serd dependente das caracteristicas do
meio sob a influéncia de campos externos, através de certas fungoes que, em geral, sao nao
lineares.

E bem conhecido que podemos impor condicoes iniciais aos campos eletromagnéticos
E* e B*, de modo que as solucoes das equagoes de Maxwell sao elas préprias continuas
e diferenciaveis no minimo em alguma regiao de interesse. Por outro lado, é possivel
impor muitas condic¢oes iniciais tais que as solucoes sao descontinuas. Conhecemos que
descontinuidades de qualquer forma, as quais ocorre na formulacao matematica de varias
situagoes fisicas, sao na realidade idealizagoes de quantidades que variam muito rapidamente

em um curto intervalo de espaco e tempo. Entao, uma mudanca descontinua é a descricao



do matematico para uma mudanga fisica repentina. Estas consideracoes sugerem que nos
limitemos a solugoes descontinuas que sejam limite de solugoes continuas. Tais campos
descontinuos, satisfazendo condicoes iniciais de descontinuidade apropriadas, sao presumivelmente
unicos. Neste trabalho, estamos interessados em analisar diversas situacoes onde as
descontinuidades ocorrem em vérias ordens de diferenciacao da intensidade do campo
eletromagnético.

Quando o campo eletromagnético apresenta descontinuidades de ordem 0 em suas
derivadas em algum dominio do espacgo-tempo, as equacoes de Maxwell, que constituem
E.D.P. de primeira ordem, nao estao bem definidas neste dominio [1, 3, 22]. Desta forma,
torna-se necessario substituir tais equagoes onde os campos apresentam descontinuidades.
Partindo diretamente das equacgoes de campo de Maxwell do eletromagnetismo, e fazendo
uso do teorema da divergencia, Luneburg e Kline utilizaram a assim chamada técnica da
integracao quadri-dimensional (I.Q.D.), e derivaram um conjunto de equagoes integrais
que representam as condigoes de compatibilidade que os campos devem satisfazer sobre
este dominio do espago-tempo.

Baseado em elementos da teoria das distribuigdes [23], Bremmer empregou a assim
denominada técnica das distribuigoes (T.D.), e considerando o campo eletromagnético
com descontinuidades de ordem 0 em suas derivadas, derivou as mesmas equagoes de
compatibilidade para os campos eletromagnéticos assim como fez Luneburg e Kline com
o uso da técnica 1.Q.D. . Bremmer demonstrou ainda que tal técnica pode ser também
empregada em equacoes diferenciais de ordem superior. Outros resultados referentes a
T.D. podem ser encontrados em [24 — 26].

Contudo, quando o campo eletromagnético é continuo, porém apresenta descontinuidades
em suas derivadas, emprega-se usualmente a técnica de Hadamard-Papapetrou (H.P.)
como ponto de partida para a descricao da progagacao de ondas. Uma revisao detalhada
sobre o assunto pode ser encontrada na literatura [12 — 20,27 — 36].

Neste trabalho, estamos interessados em analisar a equivaléncia formal existente entre
a formulacao eikonal da ()ptica e as varias técnicas empregadas no contexto da formulacao
das ondas de choque para a andlise da propagacao de descontinuidades em meios materiais.

O presente trabalho esta organizado como segue: No capitulo 1, serd apresentada uma
pequena revisao das principais alteracoes que determinados meios materiais sofrem quando
submetidos a campos eletromagnéticos externos. Com base nestes conceitos, derivamos as

relagbes constitutivas (relagoes materiais) e as equagoes de campo (equagoes de Maxwell)



que, unidas de forma complementar, descrevem a dinamica do campo eletromagnético no
interior da matéria.

No capitulo 2, sao discutidas as principais idéiais referentes a formulacao eikonal da
Optica, a partir das quais derivamos a equagao principal da Optica Geométrica.

No capitulo 3, apresentamos as principais técnicas atualmente empregadas para analise
da propagacao de descontinuidades do campo eletromagnético no interior de meios materiais
(1, 3, 22, 23, 25, 26, 29, 31]. Neste sentido, derivamos as condigoes de compatibilidade
que o campo eletromagnético deve satisfazer sobre uma hipersuperficie de descontinuidade
(frente de onda) diretamente das equagoes de Maxwell, para cada técnica em particular.
Em seguida, discutimos a respeito da formal equivaléncia existente, entre estas técnicas
no ambito das ondas de choque, e a técnica eikonal.

No capitulo 4, estudamos alguns fenomenos épticos bem conhecidos na literatura no
dominio da ()ptica Geométrica, fazendo uso da formulacao eikonal. Mostramos ainda
que, considerando termos de segunda ordem no comprimento de onda da luz no indice
de refracao do meio, pode-se definir uma nova quantidade, a saber, o indice de refracao
generalizado, a partir do qual a formulacao eikonal, introduzida no capitulo 2, torna-
se um caso particular [6 — 10]. Com base no formalismo eikonal generalizado (F.E.G.),
discutimos alguns fenomenos do dominio da ()ptica Fisica.

Como ja mencionado, muitos esforcos tém sido feitos no sentido de analisar a propagacgao
de ondas eletromagnéticas em teorias nao lineares do eletromagnetismo. Considerando o
campo eletromagnético com descontinuidades de ordem 0, em varios trabalhos tém se feito
uso das técnicas [.QQ.D. e T.D. para derivacao das condi¢oes de compatibilidade para os
campos sobre o conjunto de frentes de onda onde os mesmos apresentam descontinuidades.
Em outros trabalhos, porém, considera-se que os campos sejam continuos sendo as suas
derivadas primeiras descontinuas. Desta forma, emprega-se a técnica H.P. para o estudo
da propagacao de ondas eletromagnéticas diretamente das condicoes de compatibilidade
derivadas das equacgoes de Maxwell com uso desta técnica. Em geral, observa-se que
dependendo do grau de descontinuidade dos campos eletromagnéticos, emprega-se somente
uma das técnicas mencionadas acima para o estudo da propagacao de ondas. No capitulo
5, consideramos um modelo tedrico no qual um meio material é tal que seus parametros
dielétricos (permissividade elétrica e permeabilidade magnética) possuem uma dependéncia
funcional tanto nos valores das intensidades dos campos eletromagnéticos quanto nas

derivadas das intensidades dos campos. Desta forma, admitindo os campos como quantidades



continuas, porém sendo suas derivadas descontinuas, e observando as relagoes constitutivas
(3), temos um modelo onde os campos eletromagnéticos sdo continuos ao passo que o0s
campos de inducao eletromagnética apresentam descontinuidades. Como, nas equacoes de
campo, temos campos com descontinuidades de ordens diferentes, empregamos as técnicas
[.Q.D. e H.P. de forma complementar nas equacoes de campo, com o objetivo de obter a
relagao de dispersao que rege a propagacao de ondas eletromagnéticas no meio.

Em um trabalho recente [27], foi realizado um estudo sobre a propagacao de ondas
eletromagnéticas em meios materiais nao lineares. Neste trabalho, os parametros dielétricos
sao funcoes das intensidades dos campos externos aplicados. E importante mencionar que
o resultado apresentado no capitulo 5 do presente trabalho nao constitui uma generalizacao
dos resultados apresentados em [27], como ficara claro posteriormente.

Em todo o trabalho que se segue, admitimos o valor da velocidade da luz no vazio
como sendo igual a unidade, exceto quando explicitamos o contrario. Por motivos de
simplicidade, nas se¢oes onde tratamos a formulacao eikonal bem como as técnicas 1.Q.D.
e T.D., nao utilizamos uma formulacao quadri-dimensional tensorial. No capitulo 5,
utilizamos um formalismo quadri-dimensional tensorial [37, 38], onde o espago-tempo con-
siderado é o espaco-tempo de Minkowski em um sistema de coordenadas cartesiano. A

métrica de fundo é representada por n*¥, a qual é definida por diag(+1, -1, —1,—1).



Capitulo 1

Eletrodinamica em melos materiais

Neste capitulo, apresentamos um breve resumo das principais caracteristicas de meios
materiais quando submetidos a atuacao de campos eletromagnéticos externos. Neste
sentido, derivamos as relacoes constitutivas bem como as equacoes de campo, que, juntas,

descrevem a dinamica dos fenomenos eletromagnéticos dentro da matéria.

1.1 O campo eletromagnético em meios materiais

Quando um campo eletromagnético esta presente em um meio material, tal meio pode se
tornar polarizado [39 — 41]. A agao do campo elétrico externo sobre o meio pode provocar

o surgimento de dipolos elétricos p, definidos por
7= qd (1.1)

onde d é a distancia entre as duas cargas, e ¢ ¢ o valor algébrico das cargas. Do ponto
de vista microscopico, um dielétrico sob a acao de um campo elétrico externo esta sujeito a
uma combinagao de dois fatores: os momentos de dipolo elétrico intrinsecos dos constituintes
do dielétrico podem ser orientados na direcao do campo externo, ou entao, mesmo se o
material nao tem dipolos intrinsecos, o campo elétrico externo pode provocar o aparecimento
de dipolos elétricos induzidos.

Como conseqiiéncia do alinhamento dos vetores momento de dipolo elétrico na direcao
e sentido do campo elétrico aplicado, aparece, em cada elemento de volume V' do material,
onde V' é pequeno o suficiente para ser tratado como infinitesimal do ponto de vista
macroscopico, mas grande o suficiente para conter varios momentos de dipolo elétrico

microscépicos (V' é conhecido como volume mesoscépico), um momento de dipolo elétrico



microscépico resultante Ap, que é a soma dos momentos de dipolo elétrico individuais

existentes no interior de V', ou seja,
AP = pi (1.2)

Dividindo tal grandeza pelo volume V', obtemos uma outra grandeza que é independente do
tamanho deste volume, conhecida como polarizagao elétrica, ou simplesmente polarizacao

P, definida por
= EZ ;- L.

Com este conceito, definimos o vetor deslocamento elétrico D na forma

—

D := gE + P, (1.4)

onde ¢( representa a permissividade elétrica do vacuo. Em um grande niimero de materiais,
a saber, os materiais eletricamente lineares e isotropicos, a polarizacao P pode ser associada

ao campo elétrico E através de uma relacao linear
P =¢yx. E. (1.5)
Neste caso, podemos definir a permissividade elétrica do material através da relacao
e:=¢0 (1+ xe)- (1.6)

Deste modo, os vetores deslocamento elétrico D e campo elétrico F, dentro de um meio

material, estao relacionados por
D =c¢E. (1.7)

Quando o dielétrico nao é isotrépico, ele é dito anisotrépico, e desta forma as relagoes (1.5)

e (1.7) devem ser substituidas pelas relagoes

P = g0 (xe)"s Eﬂ, (1.8)

DY = "3 E”, (1.9)

para representar o fato de que os campos P, D, E podem ser nao paralelos entre si.
Em meios magnéticos em geral, quando um campo magnético externo B ¢é aplicado

ao material, ocorrem basicamente dois fendmenos: no primeiro, os elétrons que se movem



nas Orbitas eletronicas ou através dos atomos, moléculas, etc. que constituem o material
originam dipolos magnéticos induzidos m que se orientam de tal forma que produzem
um campo magnético no sentido oposto ao do campo externo. Isto é o que ocorre no
diamagnetismo. O segundo fenomeno que aparece consiste no alinhamento dos momentos
de dipolo magnético eletronicos intrinsecos no mesmo sentido que o do campo externo,
dando origem ao paramagnetismo. De qualquer forma, em um determinado volume V' do
material, podem surgir varios momentos de dipolo magnético, de modo que, podemos des-
crever o estado de polarizagao magnética do meio por uma quantidade vetorial macroscépica

M conhecida por polarizagao magnética ou magnetizacao definida por
. 1 .
M= & Z ;. (1.10)

A polarizacao magnética M desempenha no magnetismo um papel andlogo ao que a
polarizacao elétrica P desempenha na eletricidade.! Com este novo conceito, podemos

definir o vetor inducao magnética H por

— 1 — —
H: = —B—-M, (1.11)
Ko

onde g representa a permeabilidade magnética do vacuo. Existe, em uma extensa classe
de materiais, uma relagao aproximadamente linear entre M e B. Se o material for

magneticamente isotrépico e linear, teremos 2

— —

M = —xn.B. (1.12)
Ho
Uma combinacao linear entre MeB implica também uma relacao linear entre BeH

—

]_ —
H=-5, (1.13)
"

onde a permeabilidade magnética do material p é obtida da combinacao das Eqgs. (1.11)-

(1.12),

1
K= Ho m (1.14)

'E importante lembrar que, embora possamos construir uma analogia a respeito dos estados de pola-
rizagdo elétrica e magnética no interior da matéria com uso das respectivas expressoes (1.3) e (1.10), néo
existe uma defini¢ao andloga para o vetor momento de dipolo magnético m, assim como a Eq. (1.1) para

o vetor momento de dipolo elétrico p.

2E bem verdade que na grande maioria dos trabalhos encontrados na literatura, é comum expressar a
magnetizacao M em termos do campo de indugao H , da seguinte forma M = Xm H , onde Y, representa
a susceptibilidade magnética do material. No presente trabalho porém, consideramos a Eq. (1.12) a julgar

pela estrutura elétrica andloga.



No caso de meios materiais anisotrépicos, as Eqs. (1.12)-(1.13) devem ser substituidas

pelas equacoes matriciais

1

_Mo

M (xm)*s B’ (1.15)

H* = u*3 B°. (1.16)

Embora os resultados acima apresentados se referem a materiais lineares, as relacoes
(1.9) e (1.16) podem ainda ser empregadas na andlise de uma grande parte de materiais
nao lineares. Assim, identificamos as relagoes (1.9) e (1.16) como sendo as relagoes
constitutivas em um meio material. Nestas relagoes, os coeficientes €5 = e®g(E*, B*) e
s = p®g(E*, B*) representam quantidades dielétricas que concentram toda informacao

sobre as propriedades eletromagnéticas do meio material.*

1.2 As equacoes de campo

Nesta se¢ao, derivamos as equagoes de campo que descrevem a dinamica do campo eletromagnético
em um meio material. Definimos o tensor anti-simétrico F'*¥, denominado tensor intensidade

do campo eletromagnético, para representar as componentes dos campos de intensidade

EF e B*, bem como o tensor anti-simétrico P*, denominado tensor inducao do campo
eletromagnético, para representar as componentes dos campos de inducao D* e H*, da

seguinte forma:

W o= VIEY — VVEF — g sV B (1.17)

P™ .= VDY — VY DI — " s VO HP . (1.18)

VvV é dado por V# = 4, e representa a velocidade de um observador co-mével com o
laboratério onde estdao sendo medidos os campos. Nas expressoes acima, 7% é o pseudo-

tensor de Levi-Civita em um sistema de coordenadas cartesianas [37]. Trata-se de um

3Na Eq. (1.16), os coeficientes u®s tém como unidade de medida o inverso da unidade de medida da

permeabilidade magnética p dada na Eq. (1.14).
4Embora expressamos aqui que os parametros s e u*g sao funcoes das intensidades dos campos

eletromagnéticos, tais parametros podem, eventualmente, apresentar uma forma funcional mais complexa.
No capitulo 5, sera apresentado um modelo onde tais parametros dependem também das derivadas dos

campos.
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objeto totalmente anti-simétrico, o qual pode ser definido por n°23 := +1. Definimos

ainda o pseudo-tensor dual F**? do tensor intensidade do campo eletromagnético como

1
Frof = 577“/@#”}7“”. (1.19)
Deste modo, sabendo que
o, OH
0y 0%

podemos expressar o pseudo-tensor F** em termos das componentes dos campos da

seguinte forma
Fr? = yepl —vBpBY 4 B, Vi EY, (1.21)
Com as definicoes acima, podemos apresentar as equacoes de Maxwell na forma®

0, = Jm. (1.22)

8, F* = 0, (1.23)

onde J* = <p , J > é o vetor densidade de corrente, p é a densidade volumétrica de cargas
e J é a densidade superficial de corrente elétrica.

Podemos representar as Egs. (1.23) como
87Fa,g + 8aFg7 + 85Fm = 0. (1.24)

Assim, substituindo a Eq. (1.18) na Eq. (1.22) e também a Eq. (1.21) na Eq. (1.23),
encontramos as equagoes de Maxwell em termos das intensidades e das indugoes dos

campos eletromagnéticos

V#o,D" — V' 9,DF — PV, 0,Hs = J*, (1.25)

V*9,B" — V'9,B" + n*fV,0,E; = 0. (1.26)

Das Egs. (1.25), temos

— —

V-D = p, (1.27)

®Neste trabalho ¢ empregado um sistema de coordenadas cartesianas, portanto nas Egs. (1.22)-(1.23)
usa-se derivadas parciais. Contudo, para a descricao de fendomenos eletromagnéticos em um sistema de

coordenadas arbitrdrio, torna-se necessario substituir tais derivadas parciais por derivadas covariantes.
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VxH=J+0D, (1.28)

ao passo que das Egs. (1.26), temos
V.-B =0, (1.29)
VxE=-9B. (1.30)

Na auséncia de fontes, ou seja, para J* = 0, as Egs. (1.25)-(1.26) podem ser apresentadas

na forma

0,D" =0, (1.31)
VY 9,D" + n PV, 0,Hs = 0, (1.32)
0,B" =0, (1.33)
VY a,B" — PV, 0,Es = 0. (1.34)

Como dito anteriormente, dentro de um meio material as equacoes de Maxwell devem ser
complementadas por relagoes constitutivas. Assim, a teoria do eletromagnetismo se baseia
nas equagoes de campo (1.25) e (1.26), bem como nas relagoes constitutivas (1.9) e (1.16),

para descrever a dinamica do campo eletromagnético no interior da matéria.



Capitulo 2

O formalismo eikonal

Neste capitulo, apresentamos as principais idéias referentes a formulacao eikonal da Optica.
Em seguida, derivamos a equacao fundamental da ()ptica Geométrica (Equacao Eikonal),

tanto a partir das equagoes de Maxwell, quanto a partir da equacao de onda.

2.1 As equacoes de Maxwell e a equacao de onda

A teoria de Maxwell do eletromagnetismo prediz a existéncia de ondas eletromagnéticas
geradas a partir de oscilagoes do campo eletromagnético [1, 3, 42]. Apresentamos a seguir
a derivacao da equacao de onda para os campos eletromagnéticos a partir das equagoes de
Maxwell.

Considere um meio material sem fontes, isto é, J=0e p = 0, no qual os parametros
dielétricos € e p sejam quantidades escalares independentes do tempo. Reescrevendo as

equacoes de Maxwell (1.27)-(1.30) em termos dos campos fundamentais E ¢ B, temos

V-(E) =0, (2.1)

. 1 . .
V-B =0, (2.3)
V x E+ 9,B =0. (2.4)

Tomando o rotacional da Eq. (2.4), obtemos

= —

V x (ﬁx E) +V x (8,B) = 0. (2.5)

12
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Agora fazendo uso da identidade vetorial

V x <a5> = aV x b+ (6@) x b (2.6)
na Eq. (2.2), encontramos

V x B=—Vlegu x B—epd, E = 0. (2.7)

Derivando a Eq. (2.7) com respeito ao tempo, usando a Eq. (2.4), e substituindo a equagao

resultante na Eq. (2.5), encontramos
V x (V x E) 4+ e pd?E — (ﬁlogy) X (ﬁx E) = 0. (2.8)
Utilizando a identidade vetorial
ﬁx(ﬁxg):§<ﬁ-5)—§25, (2.9)
a Eq. (2.8) torna-se
V(V-E) - V2E + end?B — (ﬁ log,u> x (ﬁx E) — 0. (2.10)
Empregando a identidade vetorial
6-((15) =aV-b+1b-Va, (2.11)
encontramos da Eq. (2.1),
V-E = —Vloge - E. (2.12)
Substituindo o resultado acima na Eq. (2.10), podemos reescrever tal equagao na forma
V2E — cpdlE + (ﬁ logu> X <§ X E) +V <§10g5 : E) = 0. (2.13)
Em particular, se o meio é homogéneo, a equagao acima se reduz para
V2E — epndlE = 0, (2.14)

a qual é identificada como sendo a equacao de onda para o campo elétrico £. Podemos
obter expressoes similares para o campo magnético B.
Esta é a equacao padrao para o movimento ondulatorio, e sugere a existéncia de ondas

eletromagnéticas se propagando no material com velocidade dada por

| 7 Il = : (2.15)
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2.2 A equacao eikonal

O campo eletromagnético associado a propagacao da luz visivel pelo olho humano é carac-
terizado por oscilacoes muito rapidas (freqiiéncias da ordem de 10*Hz), ou equivalentemente,
por comprimentos de ondas da ordem de 10~"m [42, 43]. Desta forma, muitos problemas
da Optica podem ser ententidos considerando a aproximagao A — 0. O ramo da Optica
no qual tal consideracao é valida é conhecido como Optica Geométrica, desde que neste
limite as leis épticas possam ser formuladas em uma linguagem geométrica fazendo uso do
conceito de raio de luz.

Como apresentado na secao 2.1, a teoria ondulatoria de luz pode ser derivada da teoria
de Maxwell do eletromagnetismo. Nesta secao, partimos das equagoes de Maxwell e,
considerando a aproximacao A — 0, derivamos a equacao eikonal da ()ptica Geométrica.

Considere um campo eletromagnético harmonico no tempo

=,
!

t) = Eo(F) exp(—iwt),
t) = By(F) exp(—iwt),

(
(

(2.16)

o

!

onde Ey(7) e Bo(r) denotam fungoes vetoriais que, em geral, sdo complexas. Nas Eqs.
(2.16), entendemos os campos fisicos como sendo as partes reais de tais expressoes.
Em regioes livres de fontes, podemos escrever as equagoes de Maxwell para os campos

dados nas Eqs. (2.16) na forma
- 1 = ] -
V X (—Bo) + ZqUeEEQ = O,
H

6XE_10 —quéo = 0,

(2.17)
V- (€Eo) = O,
V- By =0,
- . ; w 21
onde usamos as relagoes constitutivas (1.7) e (1.13), e também ¢y = — = - Como
¢ 0

estamos considerando ¢ = 1, entao tem-se ¢y = w.

Um pulso finito consiste de um envelope de muitas amplitudes oscilando rapidamente.
Se a variacao do envelope ¢ muito lenta durante o periodo de uma oscilacao, a solugao
do pulso pode ser escrita como o produto de uma funcao variando lentamente com uma
funcao oscilando rapidamente. Em regioes suficientemente afastadas de fontes ou centros

de espalhamento, qualquer pequena porcao de um trem de onda pode ser considerada
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localmente como uma onda harmonica plana. Toda porcao do trem de onda tera uma
amplitude, freqiiéncia e nimero de onda caracteristicos, e o vetor campo elétrico sera
transverso a direcao de propagagao local. Portanto, podemos representar a solugao para
um pulso na forma

— —

Ey = E(7) exp(iqo L(7)),
) (2.18)
By = B(7) exp(iqo L(7)),

—

onde L(7), a fungdo fase, é uma fungao escalar da posigao, e E(7), g(F) sao funcoes
relacionadas a amplitude dos campos.

E importante mencionar que a forma funcional para o campo elétrico expressa na
equacao acima constitui um dos primeiros esforcos para se derivar uma teoria da luz
diretamente da teoria eletromagnética. Sommerfeld e Runge propuseram, que o campo
deveria ser escrito como o produto de uma fungao amplitude variando lentamente com
uma funcao fase oscilando rapidamente.

Deste modo, substituindo as Eqs. (2.18) nas Egs. (2.17), e fazendo uso das identidades
vetoriais (2.6) e (2.11), encontramos
VL x B+ eué =~ (¥ x B = Flogyux B).

- . 1 /> =
VLXE—Bz—,—(Vxé’),
L qo
o 1 - . o (2.19)
0

Como estamos interessados em solucoes das equagoes de Maxwell no limite da Optica
Geométrica (A\g — 0), podemos desprezar o lado direito das Eqs. (2.19) e obter o conjunto

de equagoes

(2.20)
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No sistema de equagoes acima, vemos que as duas iltimas equagoes podem ser obtidas das
duas primeiras multiplicando-as escalarmente por VL. Assim, substituindo B da segunda

equacao na primeira, obtemos
- 2 9
VL] =, (2.21)

onde n = ,/gj representa o indice de refragao do meio e || VL H2 — (VL) - (VL).

A fungao L(7) é chamada a funcao eikonal. A Eq. (2.21) é denominada equagao eikonal,
e constitui a equagao basica da Optica Geométrica [42]. Deste modo, as superficies
L(r) = const. sdo consideradas as superficies de onda geométricas, ou as frentes de
onda geométricas. Posteriormente, ao analizarmos as aplicagoes do formalismo eikonal,
obteremos uma extensao desta equagao, na forma da Eq. (4.22), a qual serd entendida
como eikonal generalizada.

Embora a equacao eikonal tenha sido derivada das equagoes de Maxwell de primeira
ordem, podemos deriva-la também da equacao de onda de segunda ordem. Substituindo
as expressoes (2.16) e (2.18) na Eq. (2.13), e depois de algumas manipulagoes algébricas
encontramos a expressao

K.(E, L, n) + iKz(E, L,n, p) — qug(g, e, ) =0, (2.22)
onde
[ Ki(€. Lion) = (02 = | VL|)E.
Ky(E, L,n, ) = (VL-Viegu — V2L)E —2(£-Viegn)VL —2(

<
h
5]/1
tny

— —,

Ks(& e, 1) = (VxE xViogu — V26 — V(E-Vloge).

(
Novamente, considerando o limite da Optica Geométrica na Eq. (2.22), vemos que sao
despreziveis as contribuicoes de Ko e K3. Assim teremos K; = 0, dando novamente a
equacao eikonal.
Para obtermos a equagao eikonal (2.21), foi utilizado o limite da Optica Geométrica
(Ao — 0). Porém, considerando termos de ordem O(q;'), ou seja, considerando a parte

imaginéria da Eq. (2.22), e definindo o operador
u = VL-V, (2.23)
onde u é um parametro o qual especifica a posi¢ao ao longo de um raio de luz, temos

L1 L L .
0u€ + 3 (V’L — d,logp) € + (€£-Vlegn)VL = 0. (2.24)
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Esta é a equacao de transporte para o campo éptico geométrico. Em particular, se o meio

¢ homogeneo tal equacao se reduz para

20, + (VL) € = 0. (2.25)



Capitulo 3

O formalismo das ondas de choque

Um importante aspecto a ser investigado no contexto da eletrodinamica nao-linear se
refere ao transporte de descontinuidades do campo eletromagnético no interior da matéria
23,44 — 48]. Em meios materiais nao-lineares em geral, o campo eletromagnético pode
apresentar descontinuidades em véarias ordens em suas derivadas. Apresentamos, agora,
um breve resumo das principais técnicas empregadas para a analise da propagacgao de ondas
eletromagnéticas no interior de meios materiais, ressaltando o campo de aplicabilidade de

cada técnica em particular.

3.1 A técnica da integracao quadri-dimensional (I.Q.D.)

As equacoes de Maxwell constituem um sistema de quatro E.D.P. de primeira ordem
acopladas, e devem valer nas vizinhancas de um dado ponto onde os campos sao continuos.
Contudo, se existe algum dominio do espago-tempo para o qual os campos sao descontinuos,
entao neste dominio tais equagoes nao estao bem definidas. Desta forma, torna-se necessario
substituir tal conjunto de equagoes diferenciais por um novo conjunto de equacoes que nos
forneca informagoes acerca da descontinuidade dos campos.

Nesta secao, derivamos condigoes de descontinuidade para os campos eletromagnéticos,
substituindo as equagdes diferenciais de Maxwell por equagoes integrais [1, 3, 49]. Tais
equagoes integrais nos fornecem informacgoes sobre as descontinuidades dos campos.

Considere um dominio limitado, aberto e conexo G do espaco-tempo, e seja [' uma
hipersuperficie, a qual é o contorno de GG, conforme podemos ver na Figura 3.1. Admitimos
que I' é continua e que tenha hiperplanos tangentes continuos por partes. Seja também

uma funcao f(z*), a qual é continua e que tenha derivadas parciais continuas em G e em

18
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[. Entao, se I' é definida por I' : ¢(2#) = 0, vale a identidade

Jo (0. f)dQ = [ fA(0,0) dS, (3.1)

onde

PR (3.2)

NGRS

Das Egs. (3.1)-(3.2), podemos definir o vetor n, por

n, = A (0, 0z0, Oy, 0.¢) = A0,0. (3.3)

n,, é o vetor unitario normal a hipersuperficie I'. Na Eq. (3.2), o sinal positivo é escolhido

para garantir que o vetor n, esteja orientado para fora de G.

t

7

X

Figura 3.1: Representacao de um dominio limitado GG do espago-tempo, o qual é envolvido

por uma hipersuperficie I'.

Na Eq. (3.1), A 0,¢ representa o cosseno diretor do angulo entre a normal n,, e o eixo z¥.
A demonstracao da Eq. (3.1) constitui parte da demonstracao do teorema da divergéncia,
e pode ser encontrada na literatura [3].

Considere, agora, um campo vetorial f(z#) = (fi(z"), fa(z"), f3(x*)) definido em G

eem I', e o campo vetorial M definido por

M = X(0,0, 8,0, 0.6) = AVo. (3.4)
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O vetor M é a projecao do vetor n, no tri-espaco (z,y, 2). Deste modo, fazendo uso da

Eq. (3.1) e da Eq. (3.4), obtemos as equagoes

fGﬁxfdQ:fFfodS,
(3.5)

—

[,V fdo =

—
=
2
QL
n

As Egs. (3.5) s@o as férmulas auxiliares que usamos para estabelecer a forma integral das
equacoes de Maxwell.

Considere, entao, um dominio GG do espago-tempo no qual os campos E , B , 5, H , bem
como p e J sdo continuos e tém derivadas parciais continuas. Integrando as equagoes de

Maxwell neste dominio e usando as Egs. (3.5), temos
Jo {M1x = DA @)} dS = [, T g,

S {01 < E+ Br@0)} ds = o,
(3.6)

—

er'

er'

-]l

s = [.. p dS,

o]}
Q.

S =0.

Se um campo eletromagnético é tal que os campos vetoriais E , B , 5, H , bem como p e J
sao continuos e tém derivadas parciais continuas em G, entao as Egs. (3.6) s@o inteiramente
equivalentes as equacoes de Maxwell, neste caso.

Entretanto, as Eqs. (3.6) valem ainda para campos descontinuos. Podemos, portanto,
considerar tais equagoes como uma generalizagao das equacoes de Maxwell, e considerar
campos que satisfazem estas equacoes integrais. Tais campos descontinuos sao chamados
de solugdes fracas das equagoes de Maxwell [1].

Considerando que I'y : ®(z#) = 0 é uma hipersuperficie na qual os campos eletromagnéticos
sao descontinuos, essa hipersuperficie ['y, constitui uma subvariedade continuamente diferenciavel
que divide um dominio limitado, conexo e aberto G do espaco-tempo em dois subdominios
abertos e disjuntos G7 e G5. O subdominio Gy é envolvido por I'y e 'y, enquanto o
subdominio G5 é envolvido por I'; e 'y, onde o contorno do dominio GG é a hipersuperficie

I' = I'y +T'y, conforme pode-se ver na Figura 3.2.
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X

Figura 3.2: Representacao de um dominio limitado G' do espago-tempo, o qual é dividido

por uma hipersuperficie I'y em dois subdominios G; e Gs.

Aplicando as Egs. (3.6) em todo o dominio G, temos

Joror, M- DdS = [, pdQ, (37)
Joiin, M-BdS =0
De forma andloga, aplicando tais equagdes ao domnio G, temos
Joo {81 < H = DA @i9) } dS + fy, {V® x Hi — (@) Dy} AdS = [, T do,
Jo, {M X B+ BX(@0) } S + f, {V®x By + (9,0) By} Ads = 0,
Jo, {31 D} as + [, {Ve D} xds = [, pdo. (3.8)

Jo, {31 B} as + [, {Ve-Bi} xds = o,

onde usamos a notagao (; para representar o valor limite que uma dada quantidade (,

definida e continua em (1, assume quando é aproximada da hipersuperficie I'y.
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Aplicando tais equacgoes ao dominio (G5, obtemos

Jr, {M x H - A(é’tcb)} ds — [i, {ﬁ@ x Hy — (0,) 52} NdS = [, JdQ,

Jr, { xE+B (8t¢)} s — [i, {% x Ey + (0,P) 532} AdS = 0,

Sy, {31 B} as ~ J, {Vo Do} xdS = [, p a2

Jr, {M-ﬁ} s — [, {%.B}} AdS = 0,

(3.9)

onde (, representa o valor limite que uma dada quantidade (, definida e continua em G,
assume quando é aproximada da hipersuperficie I'.

O sinal negativo nas integrais sobre I'g nas Eqs. (3.9) resulta do fato de escolhermos
n, dirigido de G para Gs.

Assim, somando a primeira expressao nas Egs. (3.8) com a primeira expressao nas Egs.
(3.9), e subtraindo da primeira expressao nas Egs. (3.7), e usado o mesmo raciocinio para

as demais trés expressoes em cada sistema, obtemos o seguinte conjunto de equagoes:

Jry, {VO x (Hi— 1) - (0.) (D= D)} ads =0,
fro {6(1) X (El _E2> + (0,P) (gl — gg)} AdS =0,

Je, {V@- (D= D3)} aas = o,
Ji, {V@- (B~ B:) } Ads = 0.

(3.10)

Desde que o dominio G possa ser tomado arbitrariamente pequeno, nas Egs. (3.10)

temos que os integrandos devem ser nulos. Assim, usando a notagao

[Jr, =G — ¢ (3.11)

para representar a descontinuidade de uma dada quantidade ( sobre a hipersuperficie Iy,

o A, ~ [ LO =0
d

V(I)X[

temos

o

o

+ (
i [a] (3.12)
vo.|B

0,
] 0.

Estas equacoes devem valer em qualquer hipersuperficie I'y onde os campos sao des-

o
To

continuos. Simbolicamente, um tal conjunto de equacoes pode ser obtido formalmente
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das equacoes de Maxwell substituindo os operadores diferenciais d,, por 9,®. As Egs.
(3.12) constituem as condi¢oes de compatibilidade que os campos eletromagnéticos devem

satisfazer sobre uma hipersuperficie de descontinuidade I'y.

3.2 A técnica de Hadamard-Papapetrou (H.P.)

A técnica utilizada no formalismo de Hadamard-Papapetrou (H.P.) consiste em analisar
a descontinuidade de uma funcao F' através de uma hipersuperficie orientavel em uma
variedade diferenciavel M [29, 31]. Neste trabalho, estamos interessados em analisar
a descontinuidade de uma funcao F' através de uma hipersuperficie do tipo-espaco, ou
possivelmente, do tipo-nulo no espago-tempo. Seja > esta hipersuperficie, definida por
¥ : @ (z") = 0. As duas regioes distintas do espago-tempo separadas por ¥ podem ser

definidas de forma consistente. Seja X~ = U passado (P), o conjunto dos pontos P~
Pex
do espaco-tempo no passado de P, para cada P € X, e seja X = U futuro (P), o

Pes
conjunto dos pontos P do espaco-tempo no futuro de P, para cada P € Y. Causalidade

do espaco-tempo garante que X e X~ sdo conjuntos disjuntos. Para cada ponto Py € 2
dado, toda vizinhanca Up, de Fy é particionada em tres regices disjuntas: Up C X7,
UIJEO C Xt e UIODO C ¥. Seja r o raio desta vizinhanga Up,, e sejam também P~ € Up
e Pt € U;SO dois pontos vizinhos quaisquer de F,. Consideremos uma funcao arbitraria
F(a2") (ou campo tensorial de rank arbitrario) definida em Up,. A descontinuidade de

F(z") em ¥ ¢, entdo, definida como

[F (Py)ly, == lim [F(P")—F(P7)]. (3.13)

r—0+
A descontinuidade definida pela Eq. (3.13) é a noc¢ao fundamental do formalismo
H.P.. Para uma tal fungdo F(z*), suas derivadas parciais 0F/0z* com respeito a cada
coordenada z* do espago-tempo serao denotadas por I ,.
Suponhamos que a fungao F'(z#) tenha descontinuidade nula através de ¥; isto é, que
[F(P)]y, = 0 em cada ponto P interior de ¥. Papapetrou demonstrou que, neste caso,

F ,, tem descontinuidade através de ¥ na forma
[F,u(P)ly = GK,, (3.14)

onde G é uma funcao definida no interior de >, de mesmo rank e com a mesma simetria
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algébrica de F(2*), e K, é o vetor normal a ¥, definido por
K, = 0,®. (3.15)

De forma mais geral, se a fungao F(z*) é tal que todas as suas derivadas F' ;. .
de ordem zero até ordem i apresentam descontinuidades nulas através de X, entao sua

derivada F ;.. pips,, de ordem (i 4+ 1) apresenta descontinuidade através de ¥ na forma

[F o = HE, Ky K K

Hit1s

(3.16)

) M1M2---uim+1]

onde H é uma funcao definida no interior de ¥, de mesmo rank e com a mesma simetria

algébrica de F(z*).

3.3 A técnica das distribuicoes (T.D.)

A técnica utilizada no formalismo das distribui¢oes consiste em expressar uma arbitraria
fungdo f, que apresente descontinuidade sobre uma subvariedade (hipersuperficie) do
espago-tempo, na forma de uma combinagao linear de distribuigoes [23, 25, 26].

Seja G um dominio limitado, aberto e conexo do espago-tempo, no qual uma fungao
f é regularmente continua, e seja > C G uma hipersuperficie regular definida por > :
® (z#) = 0, que divide G globalmente em dois subdominios abertos e disjuntos G e G,
assim como foi definido na secao 3.1. Uma funcao f é dita ser regularmente descontinua
em Y se existe um par de funcoes regulares f; e fo, tais que suas restricoes aos dois

subdominios GG; e G, respectivamente, coincidem com as correspondentes restricoes de f:

flen= file,  flen= folas -

Conforme discutido nas segoes anteriores 3.1 e 3.2, para uma dada fungao f definida
em um determinado elemento de volume limitado do espaco-tempo, podemos estender o
dominio de tal funcao até o contorno deste volume, através de um processo de limite.
Deste modo, se f é regularmente descontinua, suas restri¢oes tém um limite finito quando
® — 059, sendo o limite independente da trajetéria aproximando qualquer dado ponto
x € X. Assim, podemos definir a descontinuidade (salto) [f]y; e o valor médio aritmético

f da funcao f sobre ¥ como

[fls = lim (fi = fo), (3.17)

®—01,2
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f = @13&2 (fl;“—f” (3.18)

No caso particular em que f é continua sobre ¥, temos [f]y, = Oe f = f |s.
Como tal funcao f pode ser identificada por f; e fy nos subdominios G; e G5 respec-
tivamente, podemos representar de modo completo uma tal funcao descontinua sobre a

hipersuperficie de descontinuidade ¥ como®
f=hUEe) + LU-9), (3.19)

onde a funcao U é a funcao degrau de Heaviside, definida como tendo valor +1 para
argumento positivo, e valor 0 para argumento negativo. A forma de representagao da
funcao f dada pela Eq. (3.19) é a nogao fundamental deste método (T.D.).

Assim, sabendo que

= d0(x), e d(x) = 0(—x), (3.20)
onde 0(x) corresponde & fungao delta de Dirac, seguem as expressoes

Gf = O + /g (0:2)°6'(®) + {200:f]; (2:9) + [f]; (929)} 5(9), (3.22)
onde definimos ¢ := 0s0. Derivadas de ordem superior podem ser calculadas de forma
recursiva.

Portanto, vemos das equagoes acima que a n-ésima derivada de uma distribuicao é
a distribuicao da n-ésima derivada mais termos adicionais. Tais termos constituem o
que chamamos de condi¢oes de compatibilidade. Em outras palavras, as condicoes de
compatibilidade sao as expressoes que substituem o que seria(m) a(s) derivada(s) da funcao
sobre a hipersuperficie de descontinuidade.

Se estamos trabalhando em uma teoria que envolve equacoes diferenciais de primeira
ordem para funcoes que apresentem descontinuidade sobre um dado dominio, entao a
técnica 1.Q.D. e a técnica T.D. se tornam equivalentes ao se derivar as condigoes de
compatibilidade sobre um tal dominio. Porém, a técnica T.D. pode ainda ser empregada
na analise envolvendo equacoes diferenciais de ordem superior.

A literatura apresenta um estudo detalhado sobre a técnica das distribuigoes [26].

!Usaremos a notacao T quando uma distribuicdo T puder ser representada segundo a Eq. (3.19).
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3.4 Equivaléncia entre o formalismo eikonal e o for-

malismo das ondas de choque

Na secao 2.2, representamos o campo eletromagnético associado a propagacao da luz na
forma de um campo harmonico no tempo e, ao substituirmos tais expressoes nas equacoes
de Maxwell, derivamos o conjunto de Egs. (2.20), que indica quais condigdes o campo
optico geométrico deve satisfazer sobre a frente de onda. Neste mesmo sentido, na segao
3.1 apresentamos a técnica 1.Q.D., que nos permite obter as condi¢oes de compatibilidade
(3.12), que um campo eletromagnético com descontinuidade de ordem 0 deve satisfazer
em uma hipersuperficie de descontinuidade. Como mencionado na secao anterior, para
um campo com descontinuidade de ordem 0, podemos utilizar ainda a técnica T.D.. Tal
técnica é bastante util, uma vez que a mesma pode ser aplicada a equacoes diferenciais de
ordem superior.

Considere um dominio limitado, aberto e conexo G do espaco-tempo, dividido por uma
hipersuperficie ¥ : ®(2#) = 0 em dois subdominios abertos e disjuntos G; e G, assim como
foi definido nas secoes precedentes. Considere que sobre ¥ os campos eletromagnéticos
apresentem descontinuidades de ordem 0 em suas derivadas. Deste modo, o campo elétrico

pode ser representado na forma de uma distribuicao [23]
E = E\U(+®) + E,U(—®), (3.23)

onde na Eq. (3.23), E; representa um campo vetorial cujo dominio é G;. Entdo, as

seguintes igualdades sao satisfeitas:

™

|

5 (3.24)

—

+ Vo |
V-E=V-E+ V- [E 5(®),
OF = OF + |

Assim como para o campo elétrico, podemos obter expressoes similares para os demais
campos. Desta forma, substituindo a expressao para o campo elétrico (3.23), bem como
as demais expressoes para os outros campos nas equacoes de Maxwell, encontramos um
conjunto de equagoes diferenciais contendo termos com a fungao delta §(P) e termos
contendo as fungdes degrau U(£®). Os ultimos termos correspondem exatamente as

equagoes de Maxwell em ambos os lados da hipersuperficie de descontinuidade ¥, donde
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se anulam. Assim, igualando os coeficientes do conjunto de equagoes resultantes a zero,
encontramos as mesmas expressoes (condigoes de compatibilidade) obtidas na se¢ao 3.1
com uso da técnica I.QQ.D.. Desta forma, vemos que a técnica 1.Q.D. e a técnica T.D. se
tornam equivalentes quando empregadas para a andlise de funcoes com descontinuidade
de ordem 0 em sistemas de equacoes diferenciais de primeira ordem.

Neste mesmo sentido, substituindo uma funcao escalar f, representada pela Eq. (3.19)
na equagao de onda? escalar (2.14), e sabendo que a hipersuperficie de descontinuidade tem
a forma ®(x,y,2,t) = t — L(z,y,2), encontramos uma expressao resultante que, assim
como no caso anterior, apresenta termos contendo as fungoes degrau U(+®), e também
termos contendo as fungoes §(P) e §'(P). Os primeiros correspondem exatamente as
expressoes para a equacao de onda em ambos os lados da hipersuperficie de descontinuidade,

donde se anulam. Deste modo, os termos remanescentes sao

=

{2VL-V [fls + VEL[fly + 20204 ()5 } 0(@) + [f]5 {n® = | VL |} (@) = 0. (3.25)

Na expressao acima, o segundo termo constitui uma singularidade maior que o primeiro,
portanto, para que tal expressao seja satisfeita, ¢ necessario que seus respectivos coeficientes
sejam identicamente nulos. Em um trabalho recente [25], Gemelli mostrou que as distribuigoes
d(P) e §'(P) sao independentes. Assim, das consideragoes acima, temos que a Eq. (3.25)

implica

n?— | VL = o, (3.26)

VL -V [f]y + V2L [f]s + 20%0; [f] = 0. (3.27)

A primeira equacao acima corresponde a bem conhecida equacao eikonal, e a segunda
relacdo refere-se somente a descontinuidade [f]y sobre a frente de onda. Considerando o

salto da funcao f sobre as frentes de onda, ou seja,

fl(x7yazvt> - fg(x,y,z,t) = fl(CC,y,Z,L(.%,y,Z)) - fg(l’,y,Z,L(l',y,Z)), (328)

podemos calcular a derivada do salto da funcao f ao longo da direcao de um raio e obter

a expressao

Oulfly = VL-Vifly + (VL-VL) 0 [f],. (3.20)

2A funcao escalar f pode representar alguma componente dos campos eletromagnéticos.
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em termos da definigdo dada na Eq. (2.23). Portanto, considerando a equacao eikonal

(3.26), a Eq. (3.27) pode ser escrita na forma
V2L{fly + 20, [f]y = 0. (3.30)

A equacao acima corresponde & equacao de transporte para a descontinuidade da funcao
f. Como podemos ver, tal expressao é identica a equagao de transporte (2.25) para o
campo optico geométrico. Portanto, vemos que descontinuidades de ordem 0 do campo
eletromagnético se propagam da mesma forma que o campo éptico geométrico associado
a propagacao da luz.

Se o campo eletromagnético apresenta descontinuidade de ordem 1, podemos fazer uso
da técnica H.P., e encontrar as condig¢oes de compatibilidade para o campo eletromagnético
diretamente das equagoes de Maxwell. Considere as equagoes de Maxwell (1.27)-(1.30),
tomadas na ausencia de fontes. Aplicando a técnica H.P. em tais equacoes, temos

Vo - & =0,
Vo x b — ep(8,9) & = 0,

$o .5 =0, (3:81)
Vo x &+ (0,9)b = 0,
onde & e b obtidos de
K,&= [au E} ,
. (3.32)

K,b = [@5}2,

denotam os vetores descontinuidade das derivadas dos campos E e B sobre a hipersuperficie
X, e Vo = ¢ representa o vetor de onda ortogonal a esta hipersuperficie. No conjunto de
Egs. (3.31), vemos que as duas equagoes escalares podem ser obtidas das duas equagoes
vetoriais tomando o produto escalar destas tltimas por V®. Desta forma, vamos nos
concentrar somente nas duas equacoes vetoriais. Resolvendo a segunda equacao acima

para €, e substituindo este resultado na quarta equacao, encontramos
- 2
| VO || — ep(8,®)* = 0, d = 0. (3.33)

A Eq. (3.33) é conhecida na teoria das equagoes diferenciais parciais como a condigao
caracteristica do sistema de equagoes diferenciais de Maxwell, e as solugoes & = 0 sao as

caracteristicas [1, 50].
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Note que a Eq. (3.33) ndo é exatamente uma equacao diferencial parcial, porque
ela vale somente em ® = 0, isto é, somente sobre uma superficie onde z,y, z e t nao
sao independentes. Entretanto, desde que 0;® # 0, podemos resolver explicitamente

O(x,y,2,t) = 0 para t e escrever
O(x,y,2,t) =t — L(z,y,2) = 0. (3.34)
Para esta forma de @, a Eq. (3.33) torna-se
| VL | —cp = 0. (3.35)

Como se pode notar, partindo das Egs. (3.31), derivadas das equagoes de Maxwell com
uso da técnica H.P., encontramos a equacao eikonal da Optica Geométrica. Seguindo o
mesmo raciocinio acima empregado, pode-se também obter a equacao eikonal a partir das
condic¢oes de compatibilidade obtidas via técnica 1.Q.D. e técnica T.D..

Portanto, vemos que as trés técnicas empregadas aqui para andlise das condicoes de
compatibilidade sobre a frente de onda do campo eletromagnético, quando este campo
apresenta descontinuidades de diferentes ordens, sao tais que nos permitem obter a equacao
fundamental da ()ptica Geométrica. E interessante notar que, enquanto as equagoes de
Maxwell nos permitem obter a equacao eikonal, a equagao de onda nos permite obter tanto
a equacao eikonal, quanto a equagao de transporte para as descontinuidades.

Com isso, vemos que as descontinuidades do campo eletromagnético devem pertencer
as frentes de onda. Como a equacao de transporte para as descontinuidades do campo
eletromagnético possui a mesma forma que a equacao de transporte para o campo 6ptico
geométrico, vemos que tais descontinuidades se propagam ao longo de trajetorias ortogonais
as frentes de onda (bicaracteristicas ou raios), assim como é o campo eletromagnético no

limite de pequenos comprimentos de onda.



Capitulo 4

Aplicacoes do formalismo eikonal

Neste capitulo, utilizamos as idéias e métodos expostos no capitulo 2 para analisar alguns
efeitos do dominio da Optica Geométrica. Em seguida, apresentamos uma extensao de
tais idéias, introduzindo o assim chamado formalismo eikonal generalizado (F.E.G.), a
partir do qual analisamos alguns efeitos de natureza ondulatéria, extendendo assim tal

formalismo para o ambito da ()ptica Fisica.

4.1 Reflexao e Refracao

Em um dado meio material onde os parametros e(x, y, z) e u(z,y, z) sdo fungoes continuas
e possuem derivadas continuas, as frentes de onda do campo eletromagnético se propagam
de forma suave através do meio, e portanto, as equagoes de transporte (2.24) estao bem
definidas. Contudo, se existe alguma forma de descontinuidade no meio que pode ser
caracterizada pela descontinuidade das quantidades (z,y, z) e/ou u(x,y, z), entdo sobre
um tal dominio as frentes de onda se propagarao de forma abrupta [1]. Um exemplo de
uma tal descontinuidade ¢é a interface entre dois meios materiais distintos.

Seja II uma superficie de separacao entre dois meios, representados pelos indices 1 e 2.

Como II é independente do tempo, podemos representé-la por

= (x=f(n),y=9En),z=h(n)). (4.1)

Considere que, em um dado instante de tempo, uma frente de onda, representada por
' — t = 0, incida sobre a superficie II. Apés a incidéncia, teremos duas frentes de
onda, uma refletida e uma transmitida, as quais sao representadas respectivamente por

YY" —t =0ey! —t = 0. Como as trés superficies encontram-se em um dado ponto de

30
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IT no mesmo instante de tempo, devemos ter

Y (fEm),g&m),h(€n) =" (fF(En),9Emn),h(&n) =

(4.2)
Desta forma, representando a derivada de 1* com respeito a & como
&Dwiﬁgf + @W@gg + 8Z¢i8§h, (4.3)
teremos da Eq. (4.2)
(@;W - xwl) a&f + (ay¢r - 8yw2) afg + (azW - azwz> aéh = 0, ( )
4.4
(0:9" = 0u0") Opf + (00" — 9yY*) Oyg + (04" — 9:4)°) 9y = 0,
e
(0" = 0ut)") O f + (040" — Oy') Deg + (0:0" — D:4") Och = 0, 45
4.5

(08" — 0u0") Oy f + (040" — Oy¢") Oyg + (0:4)" — 0:4") Oyh = 0.

Introduzindo os vetores normais as trés frentes de onda por

q_'i = (axlf)l, 3y¢i7 az%“) ) CTT = (aocwra ayWa 8Z¢T) ’ CTt = (8:0,(/}’ ay,l?bt? azwt) ) (46)

e sendo N o vetor unitario normal a II, ou seja,

— 8511 x 0,11
N = 1 4.7
|| OcIl x 9,11 || (.7)

podemos entdo considerar as duas Eqgs. (4.4) como equagoes nas componentes de ¢7 — .
Essas equagoes, juntamente com as Egs. (4.5) mostram que os vetores ¢" — ¢ e ¢t — ¢°

sao paralelos a N em um ponto comum (£, 7) de II. Podemos portanto escrever

5T

= q_’l + 71]\77
(4.8)
Jt = q_’Z + 72N7

onde 7 e 7, sdo constantes. Tomando o produto vetorial das Egs. (4.8) com N , encontramos

§"x N=g'x N,
(4.9)
7' x N=¢q"x N.
Da equagao eikonal (2.21) e das Egs. (4.6), vemos que

I I =1gqll=m e [q[]= n (4.10)
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Assim, usando o resultado das Egs. (4.10) na Eq. (4.9), temos finalmente

sind” = sin ¢’, (4.11)

ng sin @' = ny sin @' (4.12)

A Eq. (4.11) corresponde a lei da reflexao, e a Eq. (4.12) corresponde a lei da refracao de
Snell-Descartes [3].

4.2 Dispersao

Em geral, a equacao de onda para o campo elétrico de uma onda plana polarizada em um

meio homogéneo, isotropico, livre de fontes e nao absorvente, é dada por
(82 —n?3?) E(x,t) = 0, (4.13)

onde n é o indice de refracao do meio para uma onda plana infinita. Aqui, n é independente
do tempo e sempre real, de forma que o meio nao apresenta propriedades dissipativas.

Assim, a solucao para o pulso pode ser escrita na forma

E(x,y,2,t) = E(x,y,2,1) exp [=igy L(x,y, 2, 1)]7, (4.14)
onde &(z,y,2,t) é a magnitude do campo e gy é o nimero de onda no vicuo. A fungao
E(z,y, z,t) é real mas variando lentamente e representa a amplitude de uma onda harmoénica
plana local. Enquanto L(z,y, z,t) também é uma fungao real e representa a fase da onda.

Como sabemos, o campo elétrico fisico (observével) constitui a parte real da Eq. (4.14).
Deste modo, ao substituir a expressao acima para o campo elétrico na equacao de onda
(4.13), devemos considerar somente a parte real de tal expressdo. Porém, ¢é interessante
observar que, considerando ainda a parte imaginaria de tal equacgao, novas informagoes
acerca da teoria podem ser obtidas. Por este motivo, consideramos ambas as partes real
e imaginaria da expressao resultante, ao substituir o campo elétrico na equacao de onda,
somente a titulo de andlise. Ao substituir a Eq. (4.14) para o campo na equacao de onda
(4.13), encontramos uma expressao identicamente nula. Deste modo, ambas as partes real

e imaginaria devem ser identicamente nulas. A parte imaginaria é dada por

V- (&29L) — na, (noL) = o, (4.15)
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e a parte real é

HﬁLHQ—(n&Lf——%%(V%?—n?fﬁ):(l (4.16)
Definindo o operador diferencial
0", = (n0y, 0y, 0y, 0.), (4.17)
podemos reescrever a Eq. (4.15) na forma
o, (E20""L) = 0. (4.18)

Como podemos ver, a expressao acima possui a forma de uma equacao da continuidade,
a qual representa a conservacao do fluxo éptico. Desde que a fase do campo éptico é

qo L(x,y, z,t) , podemos definir o vetor de onda e a freqiiéncia angular como sendo

(T = qo ﬁLa
4.19
w = qo O L. ( )
Para uma onda estaciondria plana infinita, a Eq. (4.16) se reduz a
| VL ||?= n® (8,L)°. (4.20)

Esta equacao é conhecida como a equacao eikonal classica no limite de pequenos comprimentos

de onda. O nimero de onda e a frequéncia angular estao relacionados por
171 = ne?, (4.21)

a qual é conhecida como a relacao de dispersao.
Substituindo as expressoes definidas nas Egs. (4.19) na Eq. (4.16) e rearranjando os
termos, encontramos
. 1
17| = |n? + g (V€ = n?07€) | w* = ng” W’ (4.22)
Tal equagao da a relagao entre o niimero de onda e a freqiiéncia angular, e é conhecida como
relagdo de dispersao. Comparando a Eq. (4.22) com a Eq. (4.21), podemos interpretar
a quantidade entre colchetes como sendo um indice de refragao generalizado ng. Esta
interpretacao é apropriada desde que ng se reduz a n no caso de uma onda plana infinita
estaciondria. Portanto, comparando com a Eq. (2.21), reconhecemos a Eq. (4.22) como

sendo uma equagao eikonal generalizada (E.E.G.).
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A E.E.G é uma E.D.P. e pode ser resolvida pelo método das caracteristicas [50].

Identificando a fun¢ao hamiltoniana como sendo

1
H= ]I~ |0+ g (@€ - n*07€)|w? =0,

encontraremos que as equacoes na forma hamiltoniana canonica sao dadas por

p

dx

&g H =2

7 = 9l [Kal®

dll gl B Lo 2 2
L~ 0. = 0, | (3% — n0pE)|,

dat_ —0,H = 2n*w,

du

d |
& _9H = -9, {E (926 — n? 035)} :

\

(4.23)

(4.24)

onde u ¢ um parametro variando ao longo da caracteristica. Estas equagoes podem ainda

ser reduzidas para o seguinte conjunto de equagoes:

4

de g _ 17|
dt 0. H n? w ’
dllq| — oH 1 Lo 2 42
da O,H 2n2wax £ G
du} . atH . 1 1 9 9 19
% = awH = 2n2w(9t |:E (315 n 8t5) .

\

(4.25)

Como se pode notar, a Eq. (4.23) constitui uma E.D.P. para as fungoes £ e L. Como

é bem conhecido na literatura, a equacao eikonal é uma E.D.P. para a funcao L e pode

ser colocada na forma hamiltoniana, uma vez que a mesma pode ser resolvida através do

método de Hamilton-Jacobi. Neste sentido, admitimos que a equacgao eikonal generalizada

(4.22) pode ser colocada na forma hamiltoniana desde que uma forma funcional para a

fungao € seja dada a priori, ou seja, desde que a Eq. (4.22) seja uma E.D.P. somente para

a funcao L. Na literatura [8], encontramos um exemplo no qual o campo éptico possui a

forma de um pulso gaussiano.
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Da primeira equagao acima, obtemos a velocidade de grupo. Contudo, das duas iltimas
expressoes vemos que o numero de onda e a freqiiéncia angular nao sao mais constantes
ao longo da trajetéria caracteristica. Tal dependéncia temporal é obtida porque o meio
nao é mais homogéneo sob a influéncia de um pulso finito. O indice de refragao torna-se
uma funcao de z e t.

Desde que 0%, L ¢é irrotacional, nao havera cruzamento entre os raios, e donde podemos
analisar tal problema por métodos puramente geométricos. Uma trajetoria caracteristica
pode ser escrita como =z = z(xg,t), onde Ty = = |—¢ serve como um parametro que

distingue as vdrias trajetérias. Assim, do sistema de Eqs. (4.25), encontramos

d*x 1 | 7| Lo 2 02
=F = 317 <82 + Tﬁt 5 ((918 -n 8t5) : (4.26)
O pulso esta se propagando com uma velocidade de grupo dada por
LIl _a
Ug n2 w na ( )

onde o parametro a ¢ a razao entre a velocidade de grupo do pulso e a velocidade de fase
de uma onda plana infinita para o nimero de onda ¢q.

O termo do lado direito da Eq. (4.26) é a aceleragao, a qual é determinada por dois
fatores: o fator dependente do meio e o fator dependente do perfil do pulso. O fator
dependente do meio serd determinado pelo parametro a, o qual d4 a disperssividade do
meio. O segundo fator depende do perfil do pulso, o qual é diretamente dependente da
forma espectral do pulso. Pequenos pulsos sao constituidos de uma grande faixa espectral,
resultando em grande dispersao.

A existéncia de uma aceleracao causara o espalhamento da velocidade; este fenomeno

¢ comumente conhecido como fenomeno de dispersao para um pulso finito [8].

4.3 Difracao
A equagao de onda estacionaria em um meio homogéneo é dada por
V2E + ¢?n’E = 0. (4.28)

Para ¢y grande e um campo polarizado na direcao transversa ao eixo de propagacao do

pulso, E pode ser escrito como

E = g([L‘,y, Z) exp[z' qo0 L([E,y,Z)] 727 (429)
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onde £(x,y, z) e L(x,y, z) sdo independentes de qp.

Como o campo fisico corresponde a parte real da Eq. (4.29), ao substituir a expressao
acima para o campo elétrico na equagao de onda (4.28) devemos considerar somente a
parte real da expressao resultante.

Contudo, considerando a parte imaginaria de tal expressao, encontramos uma equacao,
a saber, a equagao da continuidade, que pode ser obtida por outros métodos, e que possui
significado fisico. Portanto, consideraremos ambas as partes real e imaginaria de tal
expressao, apenas como forma de analise.

Para que a expressao resultante da equagao de onda (4.28) para o campo elétrico dado
pela Eq. (4.29) seja satisfeita, ambas as partes real e imaginaria devem ser identicamente
nulas.

A parte real leva a

IV = n? + V2, (4.30)

9025

e a parte imaginaria é dada por
V- (E2VL) = 0. (4.31)

Tomando o limite da Optica Geométrica (A — 0 ou gy — +00), teremos a equagao eikonal
clgssica. Contudo, considerando o termo de ordem O(gy~?) na Eq. (4.30), a equagao

eikonal torna-se generalizada na forma
I VL™ = ng", (4.32)

onde

2

ng® = n? + V2E (4.33)

@2
¢ o indice de refracao generalizado, e pode ser definido como um indice de refracao local,
o qual é diferente em cada ponto de um pulso finito.

A fim de estudarmos o efeito da difracao, consideramos o caso de um meio linear.
Considere um sistema de coordenadas circularmente simétrico (£, p) para as trajetorias
dos raios, onde é denota o versor unitdrio na direcao de propagacao do pulso. Entao,

temos

<
t~
I
3
Q
7225

(4.34)
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Usando a identidade vetorial

— - —

V(@-b) = (@ V)b + (b-V)a+ax(Vxb)+bx(Vxa),

obtemos
V(ng?) = 2ngde(ng€) = de(ne?) € + 2na® 8 (£). (4.35)

Por outro lado temos

~

V(ng?) = €8:(nc?) + pd,(na?). (4.36)

Da geometria, sabemos que

~

0 (€) = P, (437)
onde K é a curvatura do raio. Entao, comparando as Eqgs. (4.35)-(4.36), obtemos

1
K =

= o2 8,(ne). (4.38)

A expressao acima determina a curvatura dos raios de luz. Por definigdo, K > 0 representa
uma divergéncia entre os raios, ao passo que K < 0 denota convergeéncia.
Como um exemplo, consideremos um feixe gaussiano paraxial finito, escrito em um

sistema de coordenadas cilindricas, representado por
£ = C exp(—r?/0y?), (4.39)

onde o( é a largura do feixe, C' é uma constante e r é a coordenada radial. Entao, para
raios paraxiais (préximos ao eixo de simetria z no qual ocorre a propagacao), podemos ter

~

¢~z e p~r. Portanto
1 4 2
ng® = n® 4+ — — ( A 1> , (4.40)

onde n é o indice de refracao do meio para uma onda plana infinita. Assim, substituindo
a Eq. (4.40) na Eq. (4.38), obtemos
1 4

2,24
n= qo~0o

K ~ r, (4.41)

mostrando que os raios estao se afastando do eixo de simetria no qual ocorre a propagacao.
Isto é conhecido como efeito de difracao [9]. Esta relacao demonstra que o efeito de difracao
é uma conseqiiéncia natural da finitude dos raios, e é inevitavel para um feixe gaussiano

finito.
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4.4 Auto-focalizacao e Auto-aprisionamento

Na segao anterior, utilizamos a Eq. (4.38) para estudar o comportamento de um feixe
optico gaussiano em um meio linear. Segue uma analise similar, porém em um meio
nao-linear.

Em um meio nao-linear tipo-Kerr, o indice de refracao é uma funcao da amplitude do

campo [27, 28]. Assim, podemos representé-lo na forma
n=mng+ ngE + ngE + ... (4.42)
Para uma nao-linearidade fraca, temos
ng > N2 > ng > L. (4.43)

entao

n? ~ ng? + 2ngne £,

1 (4.44)
ng? ~ ng® + 2ngny E2 + 5 V2€E.
q*E
Portanto, para um feixe gaussiano, temos
) ) ) 1 4 (2
ng” =mng” + 2ngn2& + ——|— — 1/, (4.45)
do” 0o \ 0o

e substituindo a expressao acima na Eq. (4.38), encontramos

Ko L8 Snom
q020—04 2

Er. (4.46)

2]

Se &2 > 1/(qo® 00® nona), K < 0 e entao as frentes de onda assumirao uma forma concava,
resultando na aproximacao dos raios de luz com respeito ao eixo de simetria. Este fenomeno
¢ conhecido na literatura como auto-focalizagao dos raios de luz [9, 51, 52].

Por outro lado, se £2 < 1/(qo% 00> ngn2), temos K > 0 e portanto ocorre o espalha-
mento dos raios, resultando no efeito de difracao, assim como ocorre em um meio linear.

Contudo, se o segundo e terceiro termos na expressao de ng se comportam de tal forma
que ng nao dependa de coordenadas transversas ao eixo de simetria, temos K = 0, e as
frentes de onda sao paralelas a frente de onda original. Neste caso, os raios de luz se
propagam em trajetorias retilineas e o feixe de luz estd confinado em uma certa regiao.

Este fenomeno ¢é conhecido como auto-aprisionamento dos raios de luz [9, 53].
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4.5 Interferéncia

Como comentado nas segoes 4.2 e 4.3, ao representar o campo eletromagnético na forma
exponencial complexa, devemos considerar somente a parte real de tal expressao como
representando o campo fisico (observéavel), uma vez que a parte imagindria desta expressao
é desprovida de significado fisico. Assim, ao substituir a expressao para o campo na
equacao de onda (4.28), obterfamos somente a parte real da expressdo resultante, ou
seja, a E.E.G. (4.30). Porém, é interessante observar que, considerando ainda a parte
imaginaria da expressao resultante, encontramos uma equacao bem conhecida da teoria
eletromagnética, a equacao da continuidade.

Nesta secao, consideramos tanto a parte real da expressao resultante da equagao de
onda quanto a parte imaginéria. Desta forma, mostramos que, fazendo uso da E.E.G. bem
como da equacgao da continuidade, o principio da superposicao linear é satisfeito.

Considere duas fungdes ¥; = 11 exp(iqo L1) e Uy = 15 exp(iqo Lo), ambas satisfazendo

a E.E.G. e a equacao da continuidade, isto é

I VL |>=n*+ quozv%g, (4.47)
V- ((1n12)* VLis) = 0. (4.48)
Da Eq. (4.47), segue que
—”261021%,2 = V27?1,2 - QO2¢1,2 H 61—11,2 H2, (4-49)
e da Eq. (4.48) temos
IVi1o-VEig + 12V = 0. (4.50)
Seja a funcao V3=V, + V,. Entao, segue que
VA3 = V(U + Uy), (4.51)
ou ainda
V203 = V2 [y exp(iqo L1)] + V2 [thy exp(iqo Lo)] - (4.52)

Apés algumas manipulagoes algébricas encontramos

VAU = [V% + 2iqo Vi - VL1 +igoty V2L — qo®thn | VI ||2} exp(i go L1) +
+ [V2¢2 + 21qo 61&2 . 61)2 + 7 qo o V2L, — q02 Uy ” 61—12 ”2} exp(z' % Lg). (4.53)
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Das Egs. (4.49)-(4.50), vemos que a expressao acima se reduz a
V305 = —n®qo* ¢y exp(iqo L1) — n® o o exp(iqo Lo) = —n” g (U1 + ¥y). (4.54)
Assim, a equacao acima fica
V203 + n?q° U3 = 0. (4.55)

Portanto, W3 é, também, solugao da equacao de onda (4.28). Deste modo, existem fungoes

13 e Ly em W3 = 13 exp(iqo L3) tais que as seguintes equagoes sao satisfeitas

1
q02 V2¢37 (456)

VL |?= n?+
| VLs || ™

V- ((t3)* VL) = 0. (4.57)

Assim, a funcao W3 pode também ser expressada pelo F.E.G.

Desta forma, vemos que o principio da superposicao linear é consistente com o método
eikonal generalizado. Portanto, o F.E.G. se mostra 1til na anélise de fenémenos ondulatérios
tais como interferéncia.

Na literatura [10], encontram-se algumas simulagbes numéricas sobre a formagao de
franjas de interferéncia para diferentes feixes 6pticos. Um programa numérico foi desenvolvido
para estudar a superposicao de feixes 6pticos neste novo formalismo. Primeiro, o programa
foi usado para calcular o efeito de difracao de um pulso gaussiano. Em seguida, estudou-se
a superposicao de dois feixes gaussianos, para analisar o fenomeno da interferéncia. Para
ambos os casos, os célculos numéricos foram realizados tanto com o uso da integral de
Fresnel, quanto com o uso da E.E.G.. Observa-se que os resultados obtidos estao em boa
concordancia. Na referéncia [10], encontram-se tabelas comparando os resultados obtidos

numericamente com ambas as técnicas mencionadas acima.



Capitulo 5

Aplicacoes do formalismo das ondas

de choque

Existem na literatura varios trabalhos no contexto da eletrodinamica nao-linear. Em
alguns trabalhos, considera-se que os campos eletromagnéticos possuem descontinuidades
de ordem 0 [1, 3,22 — 26, 36, 48]. Nesses trabalhos, tais campos representam solugoes fracas
das equagoes de Maxwell, uma vez que admitida esta condicao, (descontinuidade sobre um
dado dominio do espago-tempo), tais equagoes nao estdo bem definidas em todo espago.
Em trabalhos desta natureza, utiliza-se usualmente a técnica 1.Q.D. ou a técnica T.D.
para se obter as condicoes de compatibilidade para os campos sobre a frente de onda onde
0s mesmos sao descontinuos.

Em outros trabalhos, porém, é admitido que os campos eletromagnéticos sao continuos,
sendo as derivadas primeiras destes campos descontinuas [12 — 21,27 — 36]. Neste caso,
emprega-se usualmente a técnica H.P. para a obtencao das condicoes de compatibilidade.
Em geral, em todos esses trabalhos mencionados acima, considera-se que os parametros
dielétricos €% 5 e u® 3 sejam funcoes continuas sobre a frente de onda dos campos eletromagnéticos.

Neste capitulo, apresentamos um modelo da eletrodinamica nao-linear no qual as
quantidades €% e u®g sao funcoes dos campos e de suas derivadas primeiras. Em tal mo-
delo, empregamos a técnica 1.Q.D. e a técnica H.P. de forma complementar no conjunto de
equacgoes diferenciais de Maxwell. Desta forma, encontramos a relacao de dispersao, que
fornece a magnitude da velocidade de fase de uma onda eletromagnética se propagando em
um material caracterizado pelos parametros mencionados acima. Em seguida, derivamos

a geometria Optica para os raios de luz neste material.

41



42

5.1 Equacao de Fresnel

Considere as equagoes de Maxwell (1.31)-(1.34) e as relagoes constitutivas (1.9) e (1.16).
Suponha que um dado meio material é tal que seus parametros dielétricos €g e g

possuam a forma funcional

éa@ = €aﬁ(0) + Eag (E“,B”) + € Os B h(S@ + €(B) 0s B* hé/g, (5.1)
1 = 1) + 1 (B, BY) + ny O5sE° s + sy 0sB* B, (5.2)
onde h#, = 0", — VHV, é o projetor sobre o espaco tri-dimensional. Nas Eqs. (5.1)-

(5.2), as grandezas €%8(0) € 1 B(g) correspondem aos valores da permissividade elétrica e da
permeabilidade magnética do meio na auséncia de campos externos. Como o meio material
pode reagir a acao de campos externos, representamos por €“g (E*, B*) e u®g (E*, B*) os
valores que sofrem os parametros devido aos campos aplicados. E, finalmente, denotamos
e € £(p) como sendo fungoes continuas dos campos E* e B* que carregam informacoes
sobre a dependéncia de €*g nas derivadas dos campos elétrico e magnético, respectiva-
mente. Ao passo que fi(g) € fi(p) carregam informacoes sobre a dependéncia de ;g com as
derivadas dos campos elétrico e magnético, respectivamente. E importante salientar que
tais quantidades nao necessariamente precisam ser constantes, apenas func¢oes continuas.

Seja Y : ®(x*) = 0 uma hipersuperficie no espago-tempo na qual os campos E* e B*
sao continuos, porém apresentem descontinuidades em suas derivadas. Deste modo, os
parametros dielétricos €%5 e u®g sao descontinuos sobre .

A fim de analisar a propagacao de ondas eletromagnéticas no meio, devemos tomar a
descontinuidade das equagoes de campo (1.31)-(1.34). Observando as relagoes contitutivas
(1.9) e (1.16), vemos que os campos de inducao D e H sao descontinuos sobre X, Portanto,
nao podemos utilizar uma unica técnica para tomar a descontinuidade das equacgoes de
Maxwell, uma vez que, nas Eqs. (1.33)-(1.34), os campos de intensidade E e B sdo
continuos, enquanto nas Eqgs. (1.31)-(1.32), os campos de indugao D e H sio descontinuos.

Quando o meio material ndo apresentar dependéncia nas derivadas dos campos, os
coeficientes da matriz de permissividade elétrica bem como os coeficientes da matriz de
permeabilidade magnética serao quantidades continuas sobre a hipersuperficie de descontinuidade
>.. Deste modo, pode-se empregar somente a técnica H.P. nas equacoes de Maxwell.
Um estudo detalhado sobre este caso pode ser encontrado na literatura recente [27, 28].

Deve-se mencionar que os resultados apresentados no presente trabalho nao constituem
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generalizagoes dos resultados ja publicados. Nestes [27, 28], tanto os campos de intensidade
quanto os campos de inducao sao quantidades continuas, de modo que foi empregado
somente a técnica H.P. para obtencao das condicoes de descontinuidades dos campos. No
presente trabalho, os campos de inducao sao quantidades descontinuas, sendo necessario o
uso de duas técnicas de forma complementar para a avaliacao das condicoes de descontinuidade
dos campos.

Consideremos as condigoes de descontinuidade para os campos diretamente a partir

das equagbes de Maxwell. Aplicando a técnica H.P. nas Eqs. (1.33)-(1.34), temos

WK, =0, (5.3)

VYW K, — " Ve K, = 0, (5.4)

onde e* e b* representam o valor das derivadas dos campos E* e B* sobre a hipersuperficie
¥, e K, é um vetor normal a esta hipersuperficie definido pela Eq. (3.15). De outro modo,
et e b* sao os vetores de polarizacao dos campos E* e B*, cujas frentes de onda sao
normais ao vetor K.

Da Eq. (5.4), obtemos
W= ;nwﬁ Vo K, e, (5.5)
onde w é definido por
w = K"V, (5.6)

e representa a freqiiéncia angular da onda eletromagnética, sendo w # 0.

Aplicando a técnica [.Q.D. na Eq. (1.31), encontramos
K, ")y E* = 0. (5.7)
Substituindo a Eq. (5.1) na Eq. (5.7), temos
em) € @ qu B + ey b’ ¢, g, E* = 0, (5.8)
onde ¢, = h*, K. Substituindo a Eq. (5.3) na Eq. (5.8), obtemos

em e @qEB" = 0. (5.9)
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Desde que estamos supondo €(g) , £(p) € ¢, E* como quantidades nao nulas, da Eq. (5.3)

e da Eq. (5.8) devemos ter
g, e’ = 0. (5.10)
Finalmente, aplicando esta tltima técnica na Eq. (1.32), temos
VYK, [DMy, + 7PV, K, [Hgly, = 0, (5.11)
ou, mais explicitamente,
w [e"\EMy + 0P Vo Ky [y By, = 0. (5.12)
Substituindo as Egs. (5.1)-(5.2) na Eq. (5.12), encontramos

WE(R) et K h‘s)\ E* + 7]’“/0‘5 V. K, E) €3 K h6>\ B+

(5.13)
+we(B) b K h(s)\ E* + 77“”&5 Vo K, (B) bﬁ K hé)\ B = 0.
Reescrevendo a equacao acima na forma tri-dimensional, resulta
wep) Vg B> + 0P Vo K, ey es gy B +
(5.14)
twep et g EY + PV, K, sy bs g B* = 0.
Substituindo a Eq. (5.5) na Eq. (5.14), obtemos
1
W E(B) dr E* ;ﬁ“mﬁ Vo Kyeg + PV, K, (E) €3 g B* +
(5.15)

1
tweee e ay B 4 0 Vo Ky sy ay BY —ng Ve Ky ey = 0.

Sabendo que K* = ¢* + wV*, vemos que na expressao acima podemos trocar o quadri-

vetor K* por ¢*, uma vez que ¢é nula a contribui¢ao de wV*. Deste modo, temos

? e A ?n‘mﬁ Vot esar B +
+em) € qn E* — % Vi qu g B ntves Nyérs VEgxer = 0. (516)
Tendo em vista que
oy oM M,
N neys = —det | v, e o, | (5.17)

5%, 6% 6%,
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a Eq. (5.16) torna-se

£®B)

ey EM W e + == g EA 5V, g, WP e +
w

(5.18)

+—Mff) OB Vo gy ho e + —Mﬁ) 0B 4, ¢ Woe” = 0.

A Eq. (5.18) pode ser escrita na forma
Z',e? =0, (5.19)

onde definimos a matriz Z*, como sendo

9
ZMU = g(E) aqx EA huo- + %Cb\ EA nleaa' Va Qv +

5.20
we) (5.20)

w

0 B, Vg, + S5y BA g g, .

- 2

A Eq. (5.19) constitui uma equagao de auto-valores. Portanto, para que a matriz Z*,
tenha nicleo nao trivial, ou seja, €7 # 0, ela deve ser nao invertivel [54]. Esta condigao

sera satisfeita se, e somente se,
det | 2", |= 0. (5.21)

Este resultado é conhecido na literatura como equacao generalizada de Fresnel, e resulta

na descrigao da propagacao de raios de luz em meios materiais.

5.2 Relacao de dispersao

Nesta se¢ao, apresentamos a solugao formal para o problema da propagacao de raios de
luz em meios materiais caracterizados por coeficientes dielétricos g e g dados pelas
Egs. (5.1)-(5.2).

Para encontrarmos solugoes para a equacao de auto-valores (5.19), podemos proceder
de duas maneiras diferentes, mas que conduzem a resultados idénticos. O primeiro método
consiste em expandir o vetor e’ em uma base conveniente de vetores do espago tri-
dimensional [12, 15, 27, 28]. Assim, considerando o conjunto de vetores {E", q°, n““f}”anﬁEy}

como sendo uma base do espaco tri-dimensional, podemos expandir e’ na forma
e = a1 B7 4 ayq° + azn”*q.V3E,. (5.22)

Desta forma, substituindo o Ansatz (5.22) na Eq. (5.19), encontra-se uma equagao

resultante identicamente nula. Como por hipdtese o conjunto de vetores {E", q°, g, VBEV}
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¢ linearmente independente, é necessario que os coeficientes desta equacao sejam identicamente
nulos. Deste modo, este conjunto de coeficientes identicamente nulos ird compor um
sistema de equacgoes algébricas cuja solucao resultara na equacao de dispersao. Esta
técnica, embora simples, pode nos levar a questionar se o conjunto de vetores escolhido é
efetivamente linearmente independente. Por esta razdo, nao fazemos uso da Eq. (5.22) no
presente trabalho.

O segundo método foca somente a estrutura algébrica da Eq. (5.19), e consiste em
utilizar as férmulas covariantes de trago para operadores lineares [55].

Segundo este ultimo método, temos que o determinante da matriz Z*, é dado por

1 1 1
det | ZV, |= —=23 + =22y — =5, 5.23
et | | 54 + 54142 = 348 (5.23)
onde
Zl = Z‘u'u,
Zy = M, 27, (5.24)
Zy = LM, Z°. 77,

Para a matriz Z#, dada pela Eq. (5.20), temos que os tracos Z1, Zy e Z3 sao dados’

por
Z, = 3X, (5.25)
Zy, =3X% - 2Y2, (5.26)
Zs = 3X3 - 6XY?, (5.27)
onde definimos
Y 171* /. A _ .
=we 5 (0 em (7 F), (5.28)
e
._ o B &3\ Il
Y = e |- F) +wp (7-B — (5.29)

Assim, substituindo as Eqs. (5.25)-(5.27) na Eq. (5.23), obtemos

det | 24, |= —X (X? + Y?). (5.30)

!Para detalhes destes resultados, ver Apéndice A.
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Da equacdo generalizada de Fresnel (5.21), vemos que a expressdo acima deve ser
identicamente nula. Com isso, temos duas solucoes: A primeira se reduz a

— (12
||

((j. g) — &) <q*. E) =0, (5.31)

e a segunda solugao corresponde a termos a Eq. (5.31) juntamente com

H(B)

[5(3) (J' E) + Hm (Cf' EH % = 0. (5.32)

Desta ultima equacao, encontramos que

7 (e B + mm B) = 0. (5.33)
A expressao acima ¢ tida como um vinculo, uma vez que nao impde nenhuma condi¢ao
a freqiiéncia angular w. Em um trabalho recente, Goulart e De Lorenci [28] estudaram
o efeito Jones eletro-magneto-6ptico, e concluiram que varias configuragdes com respeito
a dependéncia dos parametros € e p nos campos eletromagnéticos seriam possiveis para
se obter este efeito, sendo que a condigao € = ¢(B) e u = u(E) nao poderia produzir tal
efeito por questoes de simetria. Na equagao de vinculo (5.33), vemos que a dependéncia
de € nas derivadas do campo magnético e a dependéncia de p nas derivadas do campo
elétrico nao nos traz informacao alguma na relacao de dispersao.

Definindo a norma da velocidade de fase da onda eletromagnética como

S w
17 = TR (5.34)
encontramos, finalmente, da Eq. (5.31), que
— . B’
- KB (q )
| )P = =2 ——C (5.35)
£(B) ((j- E)

Deve-se notar que, o resultado apresentado na Eq. (5.35) foi obtido ao empregarmos
as técnicas [.Q.D. e H.P. de forma complementar no conjunto de equagoes de Maxwell.
Das expressoes (5.1) e (5.2), vemos que ao considerarmos os termos dependéntes das
derivadas dos campos eletromagnéticos iguais a zero, os campos de intensidade e inducao
sao todos continuos, e portanto, pode-se empregar somente a técnica H.P. no conjunto de
equagoes de campo. Deste modo, podemos analizar e resgatar a contribuicao dos demais
termos continuos dependéntes dos campos, uma vez que tais resultados podem ainda ser

analizados do ponto de vista experimental. Devido a natureza descontinua dos parametros
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dielétricos, a técnica 1.Q.D. nao considera a contribuicao da parte continua dependente
dos campos.

E interessante notar que o mesmo resultado encontrado na Eq. (5.30) pode, também,
ser obtido fixando o sistema de coordenadas. Para ver isto, suponha que o vetor de onda
qu € tal que ¢, = (0,0,q). Deste modo, a matriz Z*, definida na Eq. (5.20) pode ser

representada por

~X Y 0
Zt, = | -y =X 0 |, (5.36)
0 0 -X

de onde resulta imediatamente a Eq. (5.30). Em outros efeitos da eletrodinamica nao-
linear, como por exemplo o efeito Kerr eletro-éptico, o efeito Cotton-Mouton magneto-
éptico e o efeito Jones eletro-magneto-6ptico [27], pode-se ainda empregar esta tltima
técnica.

Para situagoes onde é possivel fixar a dire¢ao do vetor de onda g, bem como dos campos
E* e B*, pode-se usar tal técnica. Porém, em situagoes mais gerais, torna-se mais comodo
o uso do método covariante exposto nesta se¢ao.

Para analisar os modos de polarizacao permitidos para este sistema, considere a Eq.

(5.19) escrita na forma

~X Y 0 ¢! 0
Y -X 0 e |=10]. (5.37)
0 0 -X e3 0

Da condicao de compatibilidade derivada da lei de Gauss da eletricidade, obtemos como
resultado final ¢"e, = 0. Este resultado nos mostra que a proje¢ao do modo de polarizacao
sobre a direc@o definida pelo vetor g, é nula. Assim, se o vetor ¢, é tal que ¢, = (0,0, q),
entao o modo de polarizagao e = (0,0, ¢*) nao ¢ permitido. Com base nestes resultados,
apenas os outros dois modos de polarizagao restantes sao admissiveis. Contudo, para que
qualquer outro modo de polarizacao e* diferente do modo e* = (0,0, €3) seja possivel, a
matriz de Fresnel Z#, deve ser identicamente nula. Desta forma, teriamos, em principio,
trés modos de polariza¢do admissiveis. Porém, da Eq. (5.10) vemos que s@o dois os modos
de polarizacao permitidos, sendo que os mesmos devem ser transversais a dire¢ao do vetor

de onda g,.
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5.3 Geometria Efetiva

As condigbes para a propagacao de raios de luz dadas pela Eq. (5.31) podem ser apresentadas

na forma
9" Ky K, = 0, (5.38)

onde o tensor simétrico g representa a geometria optica efetiva, também conhecida como
métrica optica, associada com a propagacao de ondas eletromagnéticas no meio material
[18]. Tal objeto é responsavel pela caracterizagao da estrutura geométrica de um espago-
tempo efetivo, representado pelo meio material no qual a onda se propaga. Pode se mostrar

20] que, K, satisfaz a equacd@o geodésica
(DyK,) K* = 0, (5.39)

onde D, representa a derivada covariante na geometria gt”. Tal resultado garante que
KM= gt K, é um vetor geodésico na geometria efetiva éptica [56]. Como K, é um vetor

tipo-nulo na geometria gt”, segue que suas curvas integrais corresponderao a geodésicas

nulas nesta geometria efetiva.

Representando a Eq. (5.35) na forma
e (7 E) =117 o (7 B) =0, (5.40)
usando a Eq. (5.6), bem como o resultado K*K,, = w? — || 7 ||%, encontramos
KK, VAV &) (J- E) KK, ) (g’- é) — K K VPV ) (cj- E) — 0,(5.41)

ou ainda

2y

)
~— L Vv Y KK, = 0. (5.42)

| E® (
1) (g’- B

-

Comparando este resultado com a Eq. (5.38), podemos definir a geometria efetiva para os

raios de luz como sendo

E(EB) ( ' E)
/éw = ’IT“V - |1 - —=—< | VIVY, (543)

) (J - é)

=y
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5.4 Dinamica ondulatodria

Em todo o texto, ao analisarmos a propagacao de ondas eletromagnéticas, encontramos que
as descontinuidades associadas aos campos eletromagnéticos, ou as suas derivadas, devem
pertencer a frente de onda dos campos, que matematicamente, pode ser representada por
uma hipersuperficie do espago-tempo definida por ¥ : ®(z#) = 0.

Como apresentado na segao 3.2, se um campo tensorial de rank arbitrario F(x*),
definido sobre uma hipersuperficie ¥, é tal que todas as suas derivadas de ordem 0 até
ordem 7 apresentem descontinuidades nulas sobre ¥, entao, sua derivada de ordem (i + 1),
apresenta uma descontinuidade finita ou nula através de X, dada na forma representada
pela Eq. (3.16).

Para permitir as descontinuidades acima mencionadas, ® deve ser solucao de alguma

equagao caracteristica da forma [30],
T = G (0,®) (0,®)... (0\®) = 0. (5.44)

Quando o campo F(z*) é nao-linear, o tensor completamente simétrico G** pode
depender do campo F(x#), e de suas derivadas continuas.?

Como vimos, as descontinuidades se propagam ao longo dos raios:

de" oY dK, oY
i —— 5.45
du 0K,’ du oxH’ ( )

onde u representa algum parametro variando ao longo dos raios.

Segundo a Teoria da Relatividade, nao é possivel que qualquer forma de interagao
possa se propagar no espaco-tempo com uma velocidade superior a velocidade da luz no
vacuo, dada por ¢ = 1. Deste modo, o vetor Y /0K, deve ser um vetor do tipo-tempo,

ou possivelmente, do tipo-nulo, isto é

/ or oY
= —_— > .

onde g"” constitui um tensor métrico com assinatura lorentziana [56].

Se N # 0, podemos normalizar a velocidade do raio, e obter

a— %aa; . (5.47)
o

2No caso da teoria do eletromagnetismo, tal campo F(z*) é identificado com algum dos campos

eletromagnéticos.
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Para N = 0, define-se

oY
[ ) 5.48
- o (5.43)
Das relagoes (5.46)-(5.47) acima, segue que
vy, = 1. (5.49)

Observando a Eq. (5.44) e a Eq. (5.47), e fazendo uso do teorema de Euler para fungoes

homogéneas, encontramos que
VK, =0, (5.50)
o qual implica imediatamente em
9" K, K, < 0. (5.51)

No caso do sistema de E.D.P. de Maxwell, a equagao caracteristica (5.44) se reduz para

a Eq. (5.38), onde, neste caso, o tensor G*~* se identifica com o tensor métrico efetivo

"z

m.
Como, no presente trabalho, estamos adotando um sistema de coordenadas cartesianas,
devemos substituir o tensor g"” por n* nas relacoes acima. Assim, sabendo que K, =

(w, @), e observando a Eq. (5.34), encontramos o resultado
|7 <1, (5.52)

mostrando que toda interagao na natureza deve se propagar com velocidade menor ou
igual a velocidade da luz no vacuo.

Estes resultados, embora simples, mostram uma sutil diferenca entre os conceitos de
vetor de propagacao e vetor de onda. Como podemos ver, o vetor de propagacao é
identificado com o vetor velocidade v*, ao passo que o vetor de onda é dado por K,, = 0,P.

Quando se trata da propagacao de ondas eletromagnéticas no vazio, a igualdade na
relacao (5.52) é satisfeita, e portanto, os vetores v* e K, sao vetores tipo-nulo. Como
dois vetores tipo-nulo sao ortogonais se, e s6 se, eles sao paralelos, entao, neste caso,
os conceitos de vetor de propagacao e vetor de onda se confundem. Contudo, quando
a propagacao se desenvolve em um meio material no qual a velocidade de propagacao é
menor do que ¢ = 1, entao, neste caso, o vetor de propagacao v* serd tipo-tempo, e o vetor

de onda K, serd tipo-espaco.
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Da relacdo (5.46), vemos que o resultado expresso pelas relagoes (5.50)-(5.51) segue
diretamente. Entretanto, a reciproca nao é verdadeira. Como se pode observar, das
relagdes (5.46)-(5.47), o vetor de propagagao v* é nao tipo-espago, o que implica diretamente
que o vetor de onda K, é ndo tipo-tempo. Por outro lado, partindo da relacao (5.51),
vemos que o vetor de propagacao v* pode ser tanto tipo-tempo, tipo-nulo e tipo-espaco,
contrariando a condigao de que v* é nao tipo-espaco. Concluimos, entao, que a relagao
(5.46) constitui uma condic¢do suficiente, porém nao necessdria, para se ter as relagdes
(5.50)-(5.51).

Outro problema surge quando tentamos partir da relagao (5.51), e analisar as condigoes
que a hipersuperficie > deve satisfazer. Por definicao, o vetor K, ¢ ortogonal a 3,
entao, o resultado apresentado na relagao (5.51) nao exclui a possibilidade de ¥ ser uma
hipersuperficie do tipo-tempo. Para que a propagacao de ondas nao viole questoes acerca
do principio da causalidade, a hipersuperficie ¥ deve ser do tipo-espaco, ou possivelmente,
do tipo-nulo, contudo nao pode ser do tipo-tempo, pois deste modo, haveriam pontos
sobre ¥ que possuem conexao causal dinamica. Se, sobre uma hipersuperficie do espaco-
tempo, existem pontos que possuem conexao causal dinamica, entao, ao associar dados
iniciais sobre esta hipersuperficie, tais dados nao podem ser escolhidos de forma arbitraria,

independente.



Conclusao

Neste trabalho, foi feito um estudo comparativo entre a formulagao eikonal da ()ptica eo
formalismo das ondas de choque.

Empregando as técnicas [.Q.D.,; T.D. e H.P. diretamente nas equagoes de Maxwell,
derivamos condicoes de compatibilidade para os campos, a partir das quais obteve-se a
equagao eikonal da Optica Geométrica, demonstrando assim uma formal equivaléncia entre
a formulacao das ondas de choque e a formulacao eikonal.!

O método T.D. pode ser aplicado a equagoes diferenciais de ordem superior. Com base
neste resultado, ao aplicar tal método na equacao de onda de segunda ordem, obtivemos
tanto a equacao eikonal da ()ptica Geométrica quanto a equacao de transporte para as
descontinuidades do campo. Verificou-se, ainda, que esta equacao de transporte possui
a mesma forma que a equacao de transporte para o campo eletromagnético no limite de
pequenos comprimentos de onda.

Fenomenos épticos do ambito da Optica Geométrica, tais como reflexao e refracao,
podem ser estudados fazendo uso da equacao eikonal. Contudo, partindo da equagao
de onda e considerando no indice de refracao do meio termos de segunda ordem no
comprimento de onda da luz, pode-se definir um indice de refracao generalizado, ou
seja, uma nova quantidade que contém informacoes sobre as propriedades materiais do
meio e sobre o perfil de pulsos eletromagnéticos que se propagam no material. Com
esse formalismo F.E.G., efeitos de natureza ondulatoria tais como difracao, dispersao,
auto-focalizacao, auto-aprisionamento e interferéncia podem ser estudados, fazendo uso
da E.E.G..

No capitulo 5, apresentamos um modelo tedrico original, no arcabougo da eletrodinamica

'E importante lembrar que, nas condicdes de compatibilidade derivadas com uso das técnicas I.Q.D. e
T.D., os vetores de polarizagao estao relacionados ao préprio campo eletromagnético, ao passo que, nas
condigoes de compatibilidade derivadas com o auxilio da técnica H.P., os vetores de polarizacao estao

relacionados as derivadas dos campos.

23
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nao-linear, no qual as matrizes dielétricas €“3 e u®g apresentam dependéncia funcional nas
intensidades dos campos e também em suas derivadas. Usando as técnicas 1.Q.D. e H.P.
de forma complementar nas equacoes de Maxwell, a equacao de dispersao foi derivada. A
matriz de Fresnel Z%g resultante ¢ identicamente nula, permitindo em principio trés modos
de polarizagdo admissiveis. Porém, da Eq. (5.10) vemos que os dois modos de polarizac¢ao
permitidos correspondem aos modos de polarizagao transversais a direcao do vetor g,,.
Através da relagao de dispersao (5.31), derivamos a forma funcional para a geometria
Optica efetiva associada ao sistema em questao. Por fim, estudamos algumas questoes
acerca do principio da causalidade, mostrando que, no contexto de meios materiais, existe
uma sutil diferenga entre os conceitos de vetor de propagacao e vetor de onda.

Nas aplicacoes do F.E.G. apresentadas no capitulo 4, vemos que os efeitos de natureza
ondulatdria assim descritos se referem a casos simples, como, por exemplo, pulsos gaussi-
anos. Seria interessante empregar tais idéias a outros casos mais complexos, no sentido de
extrair mais informacoes da teoria e também de avaliar a credibilidade de tal formalismo.

Neste trabalho, nao levamos em conta o carater de simetria algébrica das matrizes
dielétricas e%3 e u®3. Como uma proposta de trabalho futuro, podemos simetrizar as Eqs.
(5.1)-(5.2), e seguir o mesmo procedimento realizado no capitulo 5, com o uso do célculo
covariante a fim de obter a relagao de dispersao para este novo sistema.

Como foi comentado no capitulo 5, os resultados obtidos referéntes a propagacao de
ondas eletromagnéticas em diferentes modelos da eletrodinamica nao-linear sao dependentes
da(s) técnica(s) empregada(s) para a analise das condigoes de descontinuidade associadas
aos campos eletromagnéticos. Um importante trabalho futuro a ser realizado consiste em
buscar (construir) uma determinada técnica que nos permita analizar a contribui¢do nos
parametros dielétricos tanto dos campos eletromagnéticos como também de suas derivadas.

Como vimos, as técnicas T.D. e H.P. podem ser aplicadas a equacoes diferenciais de
ordem superior. Um outro estudo interessante a ser feito consiste em buscar uma adequada
implementagao no formalismo 1.Q.D., de forma que este possa, também, ser aplicado a

equacoes de ordem superior, tais como a equacao de onda.



Apeéendice A

Neste apéndice, reproduzimos o calculo explicito dos tracos Z;, Z, e Z3 definidos pelas

Egs. (5.24), relativos & matriz Z*, .
Como a matriz Z#, é dada por
1
ZMO’ = &E) E)\h'ua + ;5(3) q/\E)\nw/agVocQV +
1 1
+ = H(E) X B 77’“/&0 Va @ + — K(B) dx B q" qv h“ou

w w?

temos
1
Zy = 2r, = emaop B, + —E5) O EA v Vo gy +
1 1
+ o ) dx BA v Vo qy + 3 HB) Ix B*q” q, h*,

— 12
q o — - —
HW2H <q . B> — 35(E) <q . E) .

Para o calculo de Z;, definimos a matriz Z,", dada por

= 3

Zot, = 21, 27,
Assim, resulta

1
Z'y = (e EMh'y + —£(8) Oy EX e Vo g, +
1 1
+ ; M(E) g BA TIWaa Va Gy + E H(B) gx B)\ qV Qv huo) X
1
< (em ay EVIT, + —emy g BTN, Vias +

1 1
+ — & BT, Vids + —5 s ¢y BT 4 45 h7 ).

%)

(A-1)

(A-2)

(A-3)
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Efetuando a multiplicacao de todos os termos de forma distributiva, temos:

€
Zt, = ey’ o EY gy EVhF, + ek )ﬂq EX qy BV XV, qs +

(B
+eE) — £E) o E* g BY % )V, g5 +5(E)LQ)\EAQ BY¢® qs h*, +
EB ra €B voo
+5<E)%qAEAq7E’W“ pVa Gy + iﬂ) &y BV Vo o VX0 Nosye +

& vao H(B va
+/~L(E) %(D\ EA Q~ B Va Qv VX 9577“ Nosxp + €(B) %Q)\ E)\ G~ B7 q6 qs Va qv T]M p+

H(E)

va ’uE vao A'5
e M2 gy By B, Vo + 2 ey 0y B gy B Vg VX s+ )

F‘(E) H(E)

+ o B¢, BY Vo g VXN srp + Hm 5 I B*qy, B" ¢° g5 Voo qu ™, +

B v H(B v
+€(E)%Q>\B)\QVE’YQ q, h*, + 6(3)%%1@7%3’\6] "X, Vi 45 +

KB H(B
+ W) ()q B*q, BY ¢" q, "% ) Vy 45 + ()

g B*q, B¢ ¢, ¢° g5 .

Substituindo a Eq. (5.17) na Eq. (A-5), obtemos

&B
Zt, = (E(E))2 q E*q, EY h*, + e %q,\ E*q, E7 n“5xp Vi gs +

+ e )MQAE/\CI BT XV, g5 + £ it )QAE)\QWB’YQ(sQJhM +

(B Vo (5 B )
+E&p) %CD EX gy EY 0 Vo gy + ;2) ax E* ¢y E7 g5 ¢° h* ,+

2
&(B
—(i))) o E*qy BV ¢ g, + ) St )QAE)\Q B q5q° h* ,+

E(B B vo
_M(E)%QAE/\QWB’YQMQ;)"" 6(3)%%?%3761 s Va @™, +

+€(E)%QABA%E”7“ o Vaqu + %5(B)QAB>\QVEV 4w q" W+

WE (r))?
- f%ﬁ) o BYay Eq"q, + (fuz)

a B*q, B q, ¢" h* .+

H(E)

q\ B*q, B ¢" q, + up) —5

(#(E))Q B)a. BY d° Hro
- B¢y B7q° ¢5 Vo g 1, +
w

B » (B v
+5(E)%Q>\ B*q, E7"q" q, ", + 5(3)%(]7 EVqx B q” qu "™, Vy g5 +

) (m ))

w5 nBray B¢ aun X Vi gs +

o B¢, B ¢ ¢, ¢° g5 h*,.
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Fazendo Z, = Z,",, resulta

1

-\ 2 — 7
2 = 3Cw (7-B) - 6cwnw (7-F) (7-5) LI+
|

w
_4e (quj) <~.g> I7I* 2 (1)’ <~,§>2 [ql”
(B) (E) \4 q 2 He))” |4 2 (A-T)
2 | g ll* 9 || 112
3 0um) (q'B> Hw4” - 2(em)’ <QE> ngH :
Manipulando a equacao acima encontramos
1R}
(A-8)
= — 2
- 9 (S(B) (cfE) Kl + (cj’ B) ||CI||)
w w
Das Egs. (5.24), temos
Zy = 29" 2P (A-9)

Assim, encontramos
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1 1
+(em)? ar E* gy EV 1, (; 1) 4 BY + — 1) 4y B“’) 7, Vo Ge +

£B)

1
+em) EX qy BT XV, qs (q B e B? + — s )qu“”qqu> hu+

e @ g B gy B Vs (L e a0 B + B ) 17 Vi, g +
(E) " ax 2% s Vx 4s o (B) Q¢ WM(E)QQO N> Ve ge

HE 1
e o By BT, Vs <6<E> Ge B2 + — 1m) 6o B2 ¢ qg) he,+

e 1 1 "
+&(m) % g E* gy BY "XV g5 <; 1) 4 BY + — 1) 4o B“”) 0, Vi ge +

H(B) 1

1B 1 1 w
Fe(m — )q E*q, BY ¢° g5 h*, <;€(B)CI¢E¢ + ;M(E)qch@) 0 Vi ge +

€ 1
+£m) %QA EXqy BT Vg, (6( B) gy BY + 3 HB) de B? ¢* q§) h*,

EB) B B e v 1 E 1 B | prtw v
+5(E)TQ)\ G BTN Va e | —EB) Do + o HE) e N>, Ve @e +

(63)2 1
+%qAEAq7E”q(sq5h“p £ 4o BY + —5 hm) 4 B9 ¢t q¢ | P, +
(em))? 1 1 y
+%QAEA%E7%C]%% ;6(3)%1*7“’ + ;M(E)%B“D 0, Vi ge +
(53)2 1
_%QAEAQVE’YQHQp € qp B? + 3 B B) 4o BY ¢¢ q¢ | h*\, +
(53)2 1 1 w
_%QAEAQWEVQMCM —ew) 4o BY + — w4, B n*, Vi qe +
E(B 1
+ 11(p) %qx E*q, BY qs¢° h*, <€(E> 4o E? + —5 nw) 4, B ¢ qg) h?,
£(B) A v s (1 @ 1 ¢\ pptw
_'_N(E)FQ)\E gy B qs5¢° h*, emB) G BY + — = ) o B? ) n Vi, qe +
£(B) A Y b @ 1 @ £ ’,
_N(E)FQ)\E ¢y B7q" q, o B? + _,U/B)qch ¢ q | h
<(B) A Y 1 o o 1 @) pptw
—u<E>7qAE B q¢"q, ;&?(B)q@E + ;mE)q@B N Vi ge +

fi(s va 1
+e) % By B¢ 45 Vo gy ™, (é?(E) a0 E¥ + —5 1um) g5 B ¢ %) he, +

H(B e 1 1 y
t+em) 5 03 BV 0y B ¢ g5 Va g " — &5 @p BY + — i) 40 B* e Vi, g+
w3 P

o8
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:“()

1
+em) —— B g, BT Vo gy ( B 4o BY + — 2 B de B¢ ¢ %) h?,

H(E)

+e(p) "

1 1
ax B gy BT, Vi qy (; €B) 9y B¥ + - ) e Bw) 0, Vi ge +

pe ’ !
e 0 B B g <€(E> 40 B2 + — w4, B2 ¢ qé) L

H(E 1 1 @
+:)) em) o B gy E7 g, ¢ 1, <a€(B)QwE<P+;M(E)qsoB@)”pgquqﬁJr

WE 1
- % ey B gy E7¢" q, <€<E> g E¥ + 2 M) e B? ¢ Q§) h?,, +

WE 1 1 ”
—%6( yax B gy E7 g% g, <56(3)q¢E@ + S e q@B“’) P, Vi ge +

+ (M(E))2
2
w

1
B, B q,q" b, (5(13) G BV + — 1) 40 B7 qf%) he .+

(,U(E))2
+ 2
w

1 1
o B q, B q, " h*, (; &) 4 B + —h(p) tp B*”) 7, Vo ge +
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Apos efetuarmos as devidas contracoes em todos os termos, a expressao acima pode

ser colocada na forma
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