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Itajubá – MG



Dedicatória
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Resumo

Este trabalho visa um estudo comparativo entre a formulação eikonal da Óptica e a

formulação das ondas de choque empregada no contexto da eletrodinâmica não-linear.

Trabalhando com a teoria de Maxwell no limite da Óptica Geométrica, derivamos a

equação eikonal. Apresentamos as idéias fundamentais relacionadas às principais técnicas

empregadas para a análise da propagação de descontinuidades do campo eletromagnético

no interior da matéria. Em seguida, discutimos sobre a formal equivalência existente

entre as duas formulações acima mencionadas. Fazendo uso do formalismo eikonal, alguns

fenômenos t́ıpicos de natureza óptica foram estudados. Por fim, descrevemos um modelo

teórico original da eletrodinâmica não-linear para o qual, fazendo uso de duas técnicas

discutidas no contexto da formulação das ondas de choque, derivamos a relação de dispersão

que governa a propagação de ondas eletromagnéticas neste modelo. Apresentamos ainda a

estrutura métrica efetiva (geometria óptica efetiva) associada ao modelo em questão. Por

fim, estudamos algumas questões relacionadas ao prinćıpio da causalidade, descrevendo

deste modo, uma sutil diferença entre os conceitos de vetor de propagação e vetor de

onda.

Palavras chave : eikonal, ondas de choque, eletrodinâmica não-linear.
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Abstract

This work aims a comparative study between the eikonal approach to optics and the

formulation of shock waves used in the context of nonlinear electrodynamics. Working

with the Maxwell theory in the limit of geometrical optics derive the eikonal equation. We

present the basic ideas related to the main techniques used to analyze the propagation of

discontinuities of the electromagnetic field within the area. We then discuss the formal

equivalence between the two formulations mentioned above. Using the eikonal formalism,

some typical optical phenomena were studied. Finally, we describe new a theoretical model

for nonlinear electrodynamics for which, by making use of the two techniques discussed

in the formulation of the shock waves, we derive the dispersion relation that governs

the propagation of electromagnetic waves in this model. The effective metric structure

(effective optical geometry) associated with the model is also presented. Finally, we studied

some issues related to the principle of causality, describing thus a subtle difference between

the concepts of propagation vector and of wave vector.

Keywords: eikonal, shock waves, nonlinear electrodynamics.
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3.1 A técnica da integração quadri-dimensional (I.Q.D.) . . . . . . . . . . . . . 18
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Notação

• As escalas de comprimento e de tempo aqui adotadas são tais que a velocidade da luz

no vácuo apresenta o valor c = 1, exceto quando explicitarmos o contrário.

•Grandezas vetoriais tri-dimensionais serão representadas por ı́ndices latinos minúsculos

(i, j, k, ...), ou por uma flecha indicativa.

•Grandezas vetoriais quadri-dimensionais serão representadas por ı́ndices gregos minúsculos

(µ, ν, λ, ...).

•Grandezas tensoriais de forma geral serão representadas por ı́ndices gregos minúsculos

(µ, ν, λ, ...), ou na forma matricial.

• Grandezas escalares

Freqüência angular ω.

Densidade volumétrica de carga elétrica ρ.

Índice de refração n.

Função eikonal L.

• Grandezas tri-dimensionais

Vetor posição xi.

Velocidade de fase ~v.

Vetor intensidade do campo elétrico Ei.

Vetor intensidade do campo magnético Bi.

Vetor deslocamento elétrico Di.

Vetor indução magnética H i.

Vetor de onda qi.

Densidade superficial de corrente elétrica ~J .

Em todo o trabalho usamos letras caligráficas ~E e ~B para representar a amplitude dos

campos eletromagnéticos no limite da Óptica Geométrica.

• Grandezas quadri-dimensionais

Vetor posição xµ = (t, xi).

ix



x

Vetor de onda Kµ = (ω, qi).

Vetor velocidade V µ =
dxµ

dτ
= γ (1, ~v), γ =

1√
1− v2

.

Vetor intensidade do campo elétrico Eµ = (0, Ei).

Vetor intensidade do campo magnético Bµ = (0, Bi).

Vetor deslocamento elétrico Dµ = (0, Di).

Vetor indução magnética Hµ = (0, H i).

Vetor densidade de corrente Jµ =
(

ρ , ~J
)
.

Vetor polarização do campo elétrico eµ.

Vetor polarização do campo magnético bµ.

• Grandezas de rank maior que 1

Tensor métrico gµν .

Tensor métrico de Minkowski ηµν com assinatura (+1, -1, -1, -1).

Tensor de Kronecker δµ
ν .

Projetor sobre o tri-espaço hµ
ν := δµ

ν − V µVν .

Tensor intensidade do campo eletromagnético F µν := V µEν − V νEµ − ηµν
αβV αBβ.

Tensor de indução do campo eletromagnético P µν := V µDν − V νDµ − ηµν
αβV αHβ.

Pseudo-tensor dual do campo eletromagnético F ∗µν := V µ Bν − V ν Bµ + ηµν
αβ V α Eβ.

Tensor de Levi-Civita em um arbitrário sistema de coordenadas εµναβ = (−g)−1/2 ηµναβ,

onde g = det | gµν | .
Pseudo-tensor de Levi-Civita em um sistema de coordenadas cartesianas ηµναβ,

onde η0123 := +1.

Coeficientes de permissividade elétrica εα
β.

Coeficientes de permeabilidade magnética µα
β.

Conexão métrica ou śımbolo de Christoffel Γµ
αβ =

1

2
gµν (∂β gνα + ∂α gνβ − ∂ν gαβ).

• Operações

Em todo o trabalho que se segue será empregada a convenção da soma impĺıcita de

Einstein:

Xµ Yµ :=
3∑

µ=0

Xµ Yµ = X0 Y0 + X1 Y1 + X2 Y2 + X3 Y3 .

Dados dois vetores arbitrários do tipo-espaço Xµ = ( 0, ~X ) e Y µ = ( 0, ~Y ), definimos

seu produto escalar como

XµYµ := −
(

~X · ~Y
)

.



xi

Definimos a norma de um vetor arbitrário ~V = (v1, v2, v3) como

‖ ~V ‖ :=
√

(v1)2 + (v2)2 + (v3)2 .

A operação de diferenciação parcial de um vetor contravariante ζν pode ser denotada

pelos seguintes śımbolos
∂ζν

∂xµ
= ∂µ ζν = ζν

, µ = ζν
|µ.

Usaremos a notação ∂n
z ζν para representar a n-ésima derivada parcial do vetor contravariante

ζν com respeito a z.

A operação de diferenciação covariante de um vetor contravariante ζν é definida por

Dζν

Dxµ
:=

∂ζν

∂xµ
+ Γν

µβ ζβ,

e pode ser denotada pelos seguintes śımbolos

Dζν

Dxµ
= Dµ ζν = ∇µ ζν = ζν

; µ = ζν
‖µ.
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Introdução

O referencial teórico para a teoria ondulatória da luz foi estabelecido no século XIX por

J. C. Maxwell com a teoria do eletromagnetismo [1].

Muitos esforços foram feitos no passado para ligar a Óptica Geométrica com a teoria

eletromagnética. Contudo, o argumento mais aceitável para associar as duas teorias

foi dado por Sommerfeld e Runge [2]. Seguindo uma sugestão proposta de P. Debye,

Sommerfeld propôs que uma função f , a qual pode representar alguma componente dos

campos eletromagnéticos, fosse dada pelo Ansatz

f(x, y, z) = A(x, y, z) exp[i q L(x, y, z)], (1)

isto é, que f é determinada por uma função amplitude A e uma função fase L. Esta

última função também é chamada eikonal.1 Deste modo, fazendo uso do limite (λ → 0)

bem como da equação de onda estacionária, Sommerfeld derivou a equação eikonal da

Óptica Geométrica

‖ ~∇L ‖2
= n2. (2)

A assim chamada equação eikonal constitui uma equação diferencial parcial (E.D.P.) de

primeira ordem, cujas soluções L = const. correspondem às frentes de onda da Óptica

Geométrica [3].

O fato de que a equação eikonal foi derivada a partir de uma equação de onda em

considerando a aproximação de pequenos comprimentos de onda, e o fato da equação

assim obtida ser a base matemática da teoria da Óptica Geométrica, no qual toda Óptica

Geométrica pode ser derivada, produziu um forte argumento concluindo que a Óptica

Geométrica pode ser derivada das equações de Maxwell do eletromagnetismo [1, 3, 4].

Entretanto, nem todos os fenômenos associados à propagação luminosa podem ser

compreendidos através de uma linguagem puramente geométrica. Neste sentido, a teoria

da Óptica se divide em Óptica Geométrica e Óptica F́ısica.

1A palavra eikonal deriva do grego εικω̃ν e significa imagem.
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Em um de seus trabalhos [5], Keller estendeu a Óptica Geométrica para incluir o

fenômeno da difração ao introduzir o conceito de raios complexos. Contudo, o método de

introduzir raios complexos não estava claro, e a direção destes raios não coincidia com a

direção do vetor de Poynting. Em um esforço mais recente [6, 7], Guo e Deng generalizaram

a equação eikonal ao considerarem termos de ordem superior no comprimento de onda da

luz. Segundo este novo formalismo, efeitos ondulatórios tais como auto-focalização, auto-

aprisionamento e difração podem ser descritos de uma maneira unificada empregando-se

ferramentas da geometria diferencial. Seguindo esta mesma idéia, o formalismo eikonal

generalizado (F.E.G.) foi empregado na análise de outros fenômenos de natureza ondulatória,

tais como dispersão e interferência [8− 10].

A propagação de ondas eletromagnéticas em teorias não lineares do eletromagnetismo

tem, recentemente, despertado grande interesse na comunidade cient́ıfica. Tal problema

pode ser investigado sob dois aspectos distintos. Pode-se analisar tal questão no regime

de campos intensos [11− 13], como também no contexto de meios materiais [14− 20].

Em ambos os casos, as equações de campo que governam os fenômenos eletromagnéticos

são não lineares. No regime de campos intensos, a teoria é constrúıda analiticamente a

partir de uma densidade de lagrangeana não linear, a qual é função dos dois invariantes

de Lorentz I1 := F µνFµν e I2 := F µνF ∗
µν do campo eletromagnético [21]. No contexto

de meios materiais, as equações de campo de Maxwell devem ser complementadas com

relações constitutivas entre as intensidade dos campos Eµ e Bµ e suas respectivas induções

Dµ e Hµ

Dµ = Dµ ( Eµ , Bµ ) ,

Hµ = Hµ ( Eµ , Bµ ) .
(3)

Neste caso, a estrutura de propagação das ondas será dependente das caracteŕısticas do

meio sob a influência de campos externos, através de certas funções que, em geral, são não

lineares.

É bem conhecido que podemos impor condições iniciais aos campos eletromagnéticos

Eµ e Bµ, de modo que as soluções das equações de Maxwell são elas próprias cont́ınuas

e diferenciáveis no mı́nimo em alguma região de interesse. Por outro lado, é posśıvel

impor muitas condições iniciais tais que as soluções são descont́ınuas. Conhecemos que

descontinuidades de qualquer forma, as quais ocorre na formulação matemática de várias

situações f́ısicas, são na realidade idealizações de quantidades que variam muito rapidamente

em um curto intervalo de espaço e tempo. Então, uma mudança descont́ınua é a descrição
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do matemático para uma mudança f́ısica repentina. Estas considerações sugerem que nos

limitemos a soluções descont́ınuas que sejam limite de soluções cont́ınuas. Tais campos

descont́ınuos, satisfazendo condições iniciais de descontinuidade apropriadas, são presumivelmente

únicos. Neste trabalho, estamos interessados em analisar diversas situações onde as

descontinuidades ocorrem em várias ordens de diferenciação da intensidade do campo

eletromagnético.

Quando o campo eletromagnético apresenta descontinuidades de ordem 0 em suas

derivadas em algum domı́nio do espaço-tempo, as equações de Maxwell, que constituem

E.D.P. de primeira ordem, não estão bem definidas neste domı́nio [1, 3, 22]. Desta forma,

torna-se necessário substituir tais equações onde os campos apresentam descontinuidades.

Partindo diretamente das equações de campo de Maxwell do eletromagnetismo, e fazendo

uso do teorema da divergência, Luneburg e Kline utilizaram a assim chamada técnica da

integração quadri-dimensional (I.Q.D.), e derivaram um conjunto de equações integrais

que representam as condições de compatibilidade que os campos devem satisfazer sobre

este domı́nio do espaço-tempo.

Baseado em elementos da teoria das distribuições [23], Bremmer empregou a assim

denominada técnica das distribuições (T.D.), e considerando o campo eletromagnético

com descontinuidades de ordem 0 em suas derivadas, derivou as mesmas equações de

compatibilidade para os campos eletromagnéticos assim como fez Luneburg e Kline com

o uso da técnica I.Q.D. . Bremmer demonstrou ainda que tal técnica pode ser também

empregada em equações diferenciais de ordem superior. Outros resultados referentes à

T.D. podem ser encontrados em [24− 26].

Contudo, quando o campo eletromagnético é cont́ınuo, porém apresenta descontinuidades

em suas derivadas, emprega-se usualmente a técnica de Hadamard-Papapetrou (H.P.)

como ponto de partida para a descrição da progagação de ondas. Uma revisão detalhada

sobre o assunto pode ser encontrada na literatura [12− 20, 27− 36].

Neste trabalho, estamos interessados em analisar a equivalência formal existente entre

a formulação eikonal da Óptica e as várias técnicas empregadas no contexto da formulação

das ondas de choque para a análise da propagação de descontinuidades em meios materiais.

O presente trabalho está organizado como segue: No caṕıtulo 1, será apresentada uma

pequena revisão das principais alterações que determinados meios materiais sofrem quando

submetidos a campos eletromagnéticos externos. Com base nestes conceitos, derivamos as

relações constitutivas (relações materiais) e as equações de campo (equações de Maxwell)
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que, unidas de forma complementar, descrevem a dinâmica do campo eletromagnético no

interior da matéria.

No caṕıtulo 2, são discutidas as principais idéiais referentes à formulação eikonal da

Óptica, a partir das quais derivamos a equação principal da Óptica Geométrica.

No caṕıtulo 3, apresentamos as principais técnicas atualmente empregadas para análise

da propagação de descontinuidades do campo eletromagnético no interior de meios materiais

[1, 3, 22, 23, 25, 26, 29, 31]. Neste sentido, derivamos as condições de compatibilidade

que o campo eletromagnético deve satisfazer sobre uma hipersuperf́ıcie de descontinuidade

(frente de onda) diretamente das equações de Maxwell, para cada técnica em particular.

Em seguida, discutimos a respeito da formal equivalência existente, entre estas técnicas

no âmbito das ondas de choque, e a técnica eikonal.

No caṕıtulo 4, estudamos alguns fenômenos ópticos bem conhecidos na literatura no

domı́nio da Óptica Geométrica, fazendo uso da formulação eikonal. Mostramos ainda

que, considerando termos de segunda ordem no comprimento de onda da luz no ı́ndice

de refração do meio, pode-se definir uma nova quantidade, a saber, o ı́ndice de refração

generalizado, a partir do qual a formulação eikonal, introduzida no caṕıtulo 2, torna-

se um caso particular [6− 10]. Com base no formalismo eikonal generalizado (F.E.G.),

discutimos alguns fenômenos do domı́nio da Óptica F́ısica.

Como já mencionado, muitos esforços têm sido feitos no sentido de analisar a propagação

de ondas eletromagnéticas em teorias não lineares do eletromagnetismo. Considerando o

campo eletromagnético com descontinuidades de ordem 0, em vários trabalhos têm se feito

uso das técnicas I.Q.D. e T.D. para derivação das condições de compatibilidade para os

campos sobre o conjunto de frentes de onda onde os mesmos apresentam descontinuidades.

Em outros trabalhos, porém, considera-se que os campos sejam cont́ınuos sendo as suas

derivadas primeiras descont́ınuas. Desta forma, emprega-se a técnica H.P. para o estudo

da propagação de ondas eletromagnéticas diretamente das condições de compatibilidade

derivadas das equações de Maxwell com uso desta técnica. Em geral, observa-se que

dependendo do grau de descontinuidade dos campos eletromagnéticos, emprega-se somente

uma das técnicas mencionadas acima para o estudo da propagação de ondas. No caṕıtulo

5, consideramos um modelo teórico no qual um meio material é tal que seus parâmetros

dielétricos (permissividade elétrica e permeabilidade magnética) possuem uma dependência

funcional tanto nos valores das intensidades dos campos eletromagnéticos quanto nas

derivadas das intensidades dos campos. Desta forma, admitindo os campos como quantidades
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cont́ınuas, porém sendo suas derivadas descont́ınuas, e observando as relações constitutivas

(3), temos um modelo onde os campos eletromagnéticos são cont́ınuos ao passo que os

campos de indução eletromagnética apresentam descontinuidades. Como, nas equações de

campo, temos campos com descontinuidades de ordens diferentes, empregamos as técnicas

I.Q.D. e H.P. de forma complementar nas equações de campo, com o objetivo de obter a

relação de dispersão que rege a propagação de ondas eletromagnéticas no meio.

Em um trabalho recente [27], foi realizado um estudo sobre a propagação de ondas

eletromagnéticas em meios materiais não lineares. Neste trabalho, os parâmetros dielétricos

são funções das intensidades dos campos externos aplicados. É importante mencionar que

o resultado apresentado no caṕıtulo 5 do presente trabalho não constitui uma generalização

dos resultados apresentados em [27], como ficará claro posteriormente.

Em todo o trabalho que se segue, admitimos o valor da velocidade da luz no vazio

como sendo igual a unidade, exceto quando explicitamos o contrário. Por motivos de

simplicidade, nas seções onde tratamos a formulação eikonal bem como as técnicas I.Q.D.

e T.D., não utilizamos uma formulação quadri-dimensional tensorial. No caṕıtulo 5,

utilizamos um formalismo quadri-dimensional tensorial [37, 38], onde o espaço-tempo con-

siderado é o espaço-tempo de Minkowski em um sistema de coordenadas cartesiano. A

métrica de fundo é representada por ηµν , a qual é definida por diag(+1,−1,−1,−1).



Caṕıtulo 1

Eletrodinâmica em meios materiais

Neste caṕıtulo, apresentamos um breve resumo das principais caracteŕısticas de meios

materiais quando submetidos à atuação de campos eletromagnéticos externos. Neste

sentido, derivamos as relações constitutivas bem como as equações de campo, que, juntas,

descrevem a dinâmica dos fenômenos eletromagnéticos dentro da matéria.

1.1 O campo eletromagnético em meios materiais

Quando um campo eletromagnético está presente em um meio material, tal meio pode se

tornar polarizado [39− 41]. A ação do campo elétrico externo sobre o meio pode provocar

o surgimento de dipolos elétricos ~p, definidos por

~p := q ~d, (1.1)

onde ~d é a distância entre as duas cargas, e q é o valor algébrico das cargas. Do ponto

de vista microscópico, um dielétrico sob a ação de um campo elétrico externo está sujeito a

uma combinação de dois fatores: os momentos de dipolo elétrico intŕınsecos dos constituintes

do dielétrico podem ser orientados na direção do campo externo, ou então, mesmo se o

material não tem dipolos intŕınsecos, o campo elétrico externo pode provocar o aparecimento

de dipolos elétricos induzidos.

Como conseqüência do alinhamento dos vetores momento de dipolo elétrico na direção

e sentido do campo elétrico aplicado, aparece, em cada elemento de volume V do material,

onde V é pequeno o suficiente para ser tratado como infinitesimal do ponto de vista

macroscópico, mas grande o suficiente para conter vários momentos de dipolo elétrico

microscópicos (V é conhecido como volume mesoscópico), um momento de dipolo elétrico

6
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microscópico resultante 4~p, que é a soma dos momentos de dipolo elétrico individuais

existentes no interior de V , ou seja,

4~p =
∑

i

~pi. (1.2)

Dividindo tal grandeza pelo volume V , obtemos uma outra grandeza que é independente do

tamanho deste volume, conhecida como polarização elétrica, ou simplesmente polarização

~P , definida por

~P :=
1

V

∑
i

~pi. (1.3)

Com este conceito, definimos o vetor deslocamento elétrico ~D na forma

~D := ε0
~E + ~P , (1.4)

onde ε0 representa a permissividade elétrica do vácuo. Em um grande número de materiais,

a saber, os materiais eletricamente lineares e isotrópicos, a polarização ~P pode ser associada

ao campo elétrico ~E através de uma relação linear

~P = ε0 χe
~E. (1.5)

Neste caso, podemos definir a permissividade elétrica do material através da relação

ε := ε0 ( 1 + χe ) . (1.6)

Deste modo, os vetores deslocamento elétrico ~D e campo elétrico ~E, dentro de um meio

material, estão relacionados por

~D = ε ~E. (1.7)

Quando o dielétrico não é isotrópico, ele é dito anisotrópico, e desta forma as relações (1.5)

e (1.7) devem ser substitúıdas pelas relações

Pα = ε0 (χe)
α

β Eβ, (1.8)

Dα = εα
β Eβ, (1.9)

para representar o fato de que os campos ~P , ~D, ~E podem ser não paralelos entre si.

Em meios magnéticos em geral, quando um campo magnético externo ~B é aplicado

ao material, ocorrem basicamente dois fenômenos: no primeiro, os elétrons que se movem
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nas órbitas eletrônicas ou através dos átomos, moléculas, etc. que constituem o material

originam dipolos magnéticos induzidos ~m que se orientam de tal forma que produzem

um campo magnético no sentido oposto ao do campo externo. Isto é o que ocorre no

diamagnetismo. O segundo fenômeno que aparece consiste no alinhamento dos momentos

de dipolo magnético eletrônicos intŕınsecos no mesmo sentido que o do campo externo,

dando origem ao paramagnetismo. De qualquer forma, em um determinado volume V do

material, podem surgir vários momentos de dipolo magnético, de modo que, podemos des-

crever o estado de polarização magnética do meio por uma quantidade vetorial macroscópica

~M conhecida por polarização magnética ou magnetização definida por

~M :=
1

V

∑
i

~mi. (1.10)

A polarização magnética ~M desempenha no magnetismo um papel análogo ao que a

polarização elétrica ~P desempenha na eletricidade.1 Com este novo conceito, podemos

definir o vetor indução magnética ~H por

~H :=
1

µ0

~B − ~M, (1.11)

onde µ0 representa a permeabilidade magnética do vácuo. Existe, em uma extensa classe

de materiais, uma relação aproximadamente linear entre ~M e ~B. Se o material for

magneticamente isotrópico e linear, teremos 2

~M =
1

µ0

χm
~B. (1.12)

Uma combinação linear entre ~M e ~B implica também uma relação linear entre ~B e ~H

~H =
1

µ
~B, (1.13)

onde a permeabilidade magnética do material µ é obtida da combinação das Eqs. (1.11)-

(1.12),

µ = µ0
1

(1 − χm)
. (1.14)

1É importante lembrar que, embora possamos construir uma analogia a respeito dos estados de pola-

rização elétrica e magnética no interior da matéria com uso das respectivas expressões (1.3) e (1.10), não

existe uma definição análoga para o vetor momento de dipolo magnético ~m, assim como a Eq. (1.1) para

o vetor momento de dipolo elétrico ~p.
2É bem verdade que na grande maioria dos trabalhos encontrados na literatura, é comum expressar a

magnetização ~M em termos do campo de indução ~H, da seguinte forma ~M = χm
~H, onde χm representa

a susceptibilidade magnética do material. No presente trabalho porém, consideramos a Eq. (1.12) a julgar

pela estrutura elétrica análoga.
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No caso de meios materiais anisotrópicos, as Eqs. (1.12)-(1.13) devem ser substituidas

pelas equações matriciais 3

Mα =
1

µ0

(χm)α
β Bβ, (1.15)

Hα = µα
β Bβ. (1.16)

Embora os resultados acima apresentados se referem a materiais lineares, as relações

(1.9) e (1.16) podem ainda ser empregadas na análise de uma grande parte de materiais

não lineares. Assim, identificamos as relações (1.9) e (1.16) como sendo as relações

constitutivas em um meio material. Nestas relações, os coeficientes εα
β = εα

β(Eµ, Bµ) e

µα
β = µα

β(Eµ, Bµ) representam quantidades dielétricas que concentram toda informação

sobre as propriedades eletromagnéticas do meio material.4

1.2 As equações de campo

Nesta seção, derivamos as equações de campo que descrevem a dinâmica do campo eletromagnético

em um meio material. Definimos o tensor anti-simétrico F µν , denominado tensor intensidade

do campo eletromagnético, para representar as componentes dos campos de intensidade

Eµ e Bµ, bem como o tensor anti-simétrico P µν , denominado tensor indução do campo

eletromagnético, para representar as componentes dos campos de indução Dµ e Hµ, da

seguinte forma:

F µν := V µ Eν − V ν Eµ − ηµν
αβ V α Bβ , (1.17)

P µν := V µ Dν − V ν Dµ − ηµν
αβ V α Hβ . (1.18)

V µ é dado por V µ = δµ
0 , e representa a velocidade de um observador co-móvel com o

laboratório onde estão sendo medidos os campos. Nas expressões acima, ηµναβ é o pseudo-

tensor de Levi-Civita em um sistema de coordenadas cartesianas [37]. Trata-se de um

3Na Eq. (1.16), os coeficientes µα
β têm como unidade de medida o inverso da unidade de medida da

permeabilidade magnética µ dada na Eq. (1.14).
4Embora expressamos aqui que os parâmetros εα

β e µα
β são funções das intensidades dos campos

eletromagnéticos, tais parâmetros podem, eventualmente, apresentar uma forma funcional mais complexa.

No caṕıtulo 5, será apresentado um modelo onde tais parâmetros dependem também das derivadas dos

campos.
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objeto totalmente anti-simétrico, o qual pode ser definido por η0123 := +1. Definimos

ainda o pseudo-tensor dual F ∗αβ do tensor intensidade do campo eletromagnético como

F ∗αβ :=
1

2
ηαβµνFµν . (1.19)

Deste modo, sabendo que

ηµναβ ηχξαβ = − 2 det


 δµ

χ δµ
ξ

δν
χ δν

ξ


 , (1.20)

podemos expressar o pseudo-tensor F ∗αβ em termos das componentes dos campos da

seguinte forma

F ∗αβ = V α Bβ − V β Bα + ηαβ
µν V µ Eν . (1.21)

Com as definições acima, podemos apresentar as equações de Maxwell na forma5

∂νP
µν = Jµ, (1.22)

∂νF
∗µν = 0, (1.23)

onde Jµ =
(

ρ , ~J
)

é o vetor densidade de corrente, ρ é a densidade volumétrica de cargas

e ~J é a densidade superficial de corrente elétrica.

Podemos representar as Eqs. (1.23) como

∂γFαβ + ∂αFβγ + ∂βFγα = 0. (1.24)

Assim, substituindo a Eq. (1.18) na Eq. (1.22) e também a Eq. (1.21) na Eq. (1.23),

encontramos as equações de Maxwell em termos das intensidades e das induções dos

campos eletromagnéticos

V µ ∂νD
ν − V ν ∂νD

µ − ηµναβ Vα ∂νHβ = Jµ , (1.25)

V µ ∂νB
ν − V ν ∂νB

µ + ηµναβ Vα ∂νEβ = 0. (1.26)

Das Eqs. (1.25), temos

~∇ · ~D = ρ , (1.27)

5Neste trabalho é empregado um sistema de coordenadas cartesianas, portanto nas Eqs. (1.22)-(1.23)

usa-se derivadas parciais. Contudo, para a descrição de fenômenos eletromagnéticos em um sistema de

coordenadas arbitrário, torna-se necessário substituir tais derivadas parciais por derivadas covariantes.
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~∇ × ~H = ~J + ∂t
~D , (1.28)

ao passo que das Eqs. (1.26), temos

~∇ · ~B = 0 , (1.29)

~∇ × ~E = − ∂t
~B . (1.30)

Na ausência de fontes, ou seja, para Jµ = 0, as Eqs. (1.25)-(1.26) podem ser apresentadas

na forma

∂µD
µ = 0 , (1.31)

V ν ∂νD
µ + ηµναβ Vα ∂νHβ = 0 , (1.32)

∂µB
µ = 0 , (1.33)

V ν ∂νB
µ − ηµναβ Vα ∂νEβ = 0 . (1.34)

Como dito anteriormente, dentro de um meio material as equações de Maxwell devem ser

complementadas por relações constitutivas. Assim, a teoria do eletromagnetismo se baseia

nas equações de campo (1.25) e (1.26), bem como nas relações constitutivas (1.9) e (1.16),

para descrever a dinâmica do campo eletromagnético no interior da matéria.



Caṕıtulo 2

O formalismo eikonal

Neste caṕıtulo, apresentamos as principais idéias referentes à formulação eikonal da Óptica.

Em seguida, derivamos a equação fundamental da Óptica Geométrica (Equação Eikonal),

tanto a partir das equações de Maxwell, quanto a partir da equação de onda.

2.1 As equações de Maxwell e a equação de onda

A teoria de Maxwell do eletromagnetismo prediz a existência de ondas eletromagnéticas

geradas a partir de oscilações do campo eletromagnético [1, 3, 42]. Apresentamos a seguir

a derivação da equação de onda para os campos eletromagnéticos a partir das equações de

Maxwell.

Considere um meio material sem fontes, isto é, ~J = 0 e ρ = 0, no qual os parâmetros

dielétricos ε e µ sejam quantidades escalares independentes do tempo. Reescrevendo as

equações de Maxwell (1.27)-(1.30) em termos dos campos fundamentais ~E e ~B, temos

~∇ · (ε ~E) = 0 , (2.1)

~∇ ×
(

1

µ
~B

)
− ∂t(ε ~E) = 0, (2.2)

~∇ · ~B = 0 , (2.3)

~∇ × ~E + ∂t
~B = 0. (2.4)

Tomando o rotacional da Eq. (2.4), obtemos

~∇ ×
(

~∇× ~E
)

+ ~∇ × (∂t
~B) = 0. (2.5)

12
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Agora fazendo uso da identidade vetorial

~∇ ×
(
a~b

)
= a ~∇ × ~b +

(
~∇ a

)
× ~b (2.6)

na Eq. (2.2), encontramos

~∇ × ~B − ~∇ log µ × ~B − ε µ ∂t
~E = 0. (2.7)

Derivando a Eq. (2.7) com respeito ao tempo, usando a Eq. (2.4), e substituindo a equação

resultante na Eq. (2.5), encontramos

~∇ × (~∇ × ~E) + ε µ ∂2
t
~E −

(
~∇ log µ

)
×

(
~∇× ~E

)
= 0. (2.8)

Utilizando a identidade vetorial

~∇ × (~∇ × ~b) = ~∇
(

~∇ ·~b
)
− ~∇2~b, (2.9)

a Eq. (2.8) torna-se

~∇(~∇ · ~E) − ~∇2 ~E + ε µ ∂2
t
~E −

(
~∇ log µ

)
×

(
~∇× ~E

)
= 0. (2.10)

Empregando a identidade vetorial

~∇ ·
(
a~b

)
= a ~∇ ·~b + ~b · ~∇a, (2.11)

encontramos da Eq. (2.1),

~∇ · ~E = − ~∇ log ε · ~E. (2.12)

Substituindo o resultado acima na Eq. (2.10), podemos reescrever tal equação na forma

~∇2 ~E − ε µ ∂2
t
~E +

(
~∇ log µ

)
×

(
~∇× ~E

)
+ ~∇

(
~∇ log ε · ~E

)
= 0. (2.13)

Em particular, se o meio é homogêneo, a equação acima se reduz para

~∇2 ~E − ε µ ∂2
t
~E = 0, (2.14)

a qual é identificada como sendo a equação de onda para o campo elétrico ~E. Podemos

obter expressões similares para o campo magnético ~B.

Esta é a equação padrão para o movimento ondulatório, e sugere a existência de ondas

eletromagnéticas se propagando no material com velocidade dada por

‖ ~v ‖ =
1√
ε µ

. (2.15)
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2.2 A equação eikonal

O campo eletromagnético associado à propagação da luz viśıvel pelo olho humano é carac-

terizado por oscilações muito rápidas (freqüências da ordem de 1014Hz), ou equivalentemente,

por comprimentos de ondas da ordem de 10−7m [42, 43]. Desta forma, muitos problemas

da Óptica podem ser ententidos considerando a aproximação λ → 0. O ramo da Óptica

no qual tal consideração é válida é conhecido como Óptica Geométrica, desde que neste

limite as leis ópticas possam ser formuladas em uma linguagem geométrica fazendo uso do

conceito de raio de luz.

Como apresentado na seção 2.1, a teoria ondulatória de luz pode ser derivada da teoria

de Maxwell do eletromagnetismo. Nesta seção, partimos das equações de Maxwell e,

considerando a aproximação λ → 0, derivamos a equação eikonal da Óptica Geométrica.

Considere um campo eletromagnético harmônico no tempo

~E(~r, t) = ~E0(~r) exp(−i ω t),

~B(~r, t) = ~B0(~r) exp(−i ω t),
(2.16)

onde ~E0(~r) e ~B0(~r) denotam funções vetoriais que, em geral, são complexas. Nas Eqs.

(2.16), entendemos os campos f́ısicos como sendo as partes reais de tais expressões.

Em regiões livres de fontes, podemos escrever as equações de Maxwell para os campos

dados nas Eqs. (2.16) na forma

~∇×
(

1

µ
~B0

)
+ i q0 ε ~E0 = 0,

~∇× ~E0 − i q0
~B0 = 0,

~∇ · (ε ~E0) = 0,

~∇ · ~B0 = 0,

(2.17)

onde usamos as relações constitutivas (1.7) e (1.13), e também q0 =
ω

c
=

2π

λ0

. Como

estamos considerando c = 1, então tem-se q0 = ω.

Um pulso finito consiste de um envelope de muitas amplitudes oscilando rapidamente.

Se a variação do envelope é muito lenta durante o peŕıodo de uma oscilação, a solução

do pulso pode ser escrita como o produto de uma função variando lentamente com uma

função oscilando rapidamente. Em regiões suficientemente afastadas de fontes ou centros

de espalhamento, qualquer pequena porção de um trem de onda pode ser considerada
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localmente como uma onda harmônica plana. Toda porção do trem de onda terá uma

amplitude, freqüência e número de onda caracteŕısticos, e o vetor campo elétrico será

transverso à direção de propagação local. Portanto, podemos representar a solução para

um pulso na forma

~E0 = ~E(~r) exp(i q0 L(~r)),

~B0 = ~B(~r) exp(i q0 L(~r)),
(2.18)

onde L(~r), a função fase, é uma função escalar da posição, e ~E(~r), ~B(~r) são funções

relacionadas à amplitude dos campos.

É importante mencionar que a forma funcional para o campo elétrico expressa na

equação acima constitui um dos primeiros esforços para se derivar uma teoria da luz

diretamente da teoria eletromagnética. Sommerfeld e Runge propuseram, que o campo

deveria ser escrito como o produto de uma função amplitude variando lentamente com

uma função fase oscilando rapidamente.

Deste modo, substituindo as Eqs. (2.18) nas Eqs. (2.17), e fazendo uso das identidades

vetoriais (2.6) e (2.11), encontramos

~∇L × ~B + εµ ~E = − 1

i q0

(
~∇ × ~B − ~∇ log µ× ~B

)
,

~∇L × ~E − ~B = − 1

i q0

(
~∇ × ~E

)
,

~E · ~∇L = − 1

i q0

(~E · ~∇ log ε + ~∇ · ~E),

~B · ~∇L = − 1

i q0

( ~∇ · ~B).

(2.19)

Como estamos interessados em soluções das equações de Maxwell no limite da Óptica

Geométrica (λ0 → 0), podemos desprezar o lado direito das Eqs. (2.19) e obter o conjunto

de equações

~∇L × ~B + εµ ~E = 0,

~∇L × ~E − ~B = 0,

~E · ~∇L = 0,

~B · ~∇L = 0.

(2.20)
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No sistema de equações acima, vemos que as duas últimas equações podem ser obtidas das

duas primeiras multiplicando-as escalarmente por ~∇L. Assim, substituindo ~B da segunda

equação na primeira, obtemos

‖ ~∇L ‖2
= n2, (2.21)

onde n =
√

εµ representa o ı́ndice de refração do meio e ‖ ~∇L ‖2
= (~∇L) · (~∇L).

A função L(~r) é chamada a função eikonal. A Eq. (2.21) é denominada equação eikonal,

e constitui a equação básica da Óptica Geométrica [42]. Deste modo, as superf́ıcies

L(~r) = const. são consideradas as superf́ıcies de onda geométricas, ou as frentes de

onda geométricas. Posteriormente, ao analizarmos as aplicações do formalismo eikonal,

obteremos uma extensão desta equação, na forma da Eq. (4.22), a qual será entendida

como eikonal generalizada.

Embora a equação eikonal tenha sido derivada das equações de Maxwell de primeira

ordem, podemos derivá-la também da equação de onda de segunda ordem. Substituindo

as expressões (2.16) e (2.18) na Eq. (2.13), e depois de algumas manipulações algébricas

encontramos a expressão

K1(~E , L, n) +
1

i q0

K2(~E , L, n, µ) − 1

q0
2
K3(~E , ε, µ) = 0, (2.22)

onde




K1(~E , L, n) = (n2 − ‖ ~∇L ‖2
)~E ,

K2(~E , L, n, µ) = (~∇L · ~∇ log µ − ∇2L)~E − 2 (~E · ~∇ log n)~∇L − 2 (~∇L · ~∇)~E ,

K3(~E , ε, µ) = (~∇× ~E)× ~∇ log µ − ~∇2~E − ~∇(~E · ~∇ log ε).

Novamente, considerando o limite da Óptica Geométrica na Eq. (2.22), vemos que são

despreźıveis as contribuições de K2 e K3. Assim teremos K1 = 0, dando novamente a

equação eikonal.

Para obtermos a equação eikonal (2.21), foi utilizado o limite da Óptica Geométrica

(λ0 → 0). Porém, considerando termos de ordem O(q−1
0 ), ou seja, considerando a parte

imaginária da Eq. (2.22), e definindo o operador

∂u := ~∇L · ~∇ , (2.23)

onde u é um parâmetro o qual especifica a posição ao longo de um raio de luz, temos

∂u
~E +

1

2

(∇2L − ∂u log µ
)

~E + (~E · ~∇ log n)~∇L = 0. (2.24)
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Esta é a equação de transporte para o campo óptico geométrico. Em particular, se o meio

é homogêneo tal equação se reduz para

2 ∂u
~E +

(∇2L
)

~E = 0. (2.25)



Caṕıtulo 3

O formalismo das ondas de choque

Um importante aspecto a ser investigado no contexto da eletrodinâmica não-linear se

refere ao transporte de descontinuidades do campo eletromagnético no interior da matéria

[23, 44− 48]. Em meios materiais não-lineares em geral, o campo eletromagnético pode

apresentar descontinuidades em várias ordens em suas derivadas. Apresentamos, agora,

um breve resumo das principais técnicas empregadas para a análise da propagação de ondas

eletromagnéticas no interior de meios materiais, ressaltando o campo de aplicabilidade de

cada técnica em particular.

3.1 A técnica da integração quadri-dimensional (I.Q.D.)

As equações de Maxwell constituem um sistema de quatro E.D.P. de primeira ordem

acopladas, e devem valer nas vizinhanças de um dado ponto onde os campos são cont́ınuos.

Contudo, se existe algum domı́nio do espaço-tempo para o qual os campos são descont́ınuos,

então neste domı́nio tais equações não estão bem definidas. Desta forma, torna-se necessário

substituir tal conjunto de equações diferenciais por um novo conjunto de equações que nos

forneça informações acerca da descontinuidade dos campos.

Nesta seção, derivamos condições de descontinuidade para os campos eletromagnéticos,

substituindo as equações diferenciais de Maxwell por equações integrais [1, 3, 49]. Tais

equações integrais nos fornecem informações sobre as descontinuidades dos campos.

Considere um domı́nio limitado, aberto e conexo G do espaço-tempo, e seja Γ uma

hipersuperf́ıcie, a qual é o contorno de G, conforme podemos ver na Figura 3.1. Admitimos

que Γ é cont́ınua e que tenha hiperplanos tangentes cont́ınuos por partes. Seja também

uma função f(xµ), a qual é cont́ınua e que tenha derivadas parciais cont́ınuas em G e em

18
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Γ. Então, se Γ é definida por Γ : φ(xµ) = 0, vale a identidade

∫
G

( ∂µ f ) dΩ =
∫

Γ
f λ ( ∂µ φ ) dS, (3.1)

onde

λ := ± 1√
∂µφ ∂µφ

. (3.2)

Das Eqs. (3.1)-(3.2), podemos definir o vetor nµ por

nµ := λ ( ∂tφ , ∂xφ , ∂yφ , ∂zφ ) = λ ∂µφ. (3.3)

nµ é o vetor unitário normal à hipersuperf́ıcie Γ. Na Eq. (3.2), o sinal positivo é escolhido

para garantir que o vetor nµ esteja orientado para fora de G.

x

y

t

o

G

n

Figura 3.1: Representação de um domı́nio limitado G do espaço-tempo, o qual é envolvido

por uma hipersuperf́ıcie Γ.

Na Eq. (3.1), λ ∂νφ representa o cosseno diretor do ângulo entre a normal nµ e o eixo xν .

A demonstração da Eq. (3.1) constitui parte da demonstração do teorema da divergência,

e pode ser encontrada na literatura [3].

Considere, agora, um campo vetorial ~f(xµ) = (f1(x
µ), f2(x

µ), f3(x
µ)) definido em G

e em Γ, e o campo vetorial ~M definido por

~M := λ ( ∂xφ , ∂yφ , ∂zφ ) = λ ~∇φ. (3.4)
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O vetor ~M é a projeção do vetor nµ no tri-espaço (x, y, z). Deste modo, fazendo uso da

Eq. (3.1) e da Eq. (3.4), obtemos as equações

∫
G

~∇× ~f dΩ =
∫

Γ
~M × ~f dS,

∫
G

~∇ · ~f dΩ =
∫

Γ
~M · ~f dS.

(3.5)

As Eqs. (3.5) são as fórmulas auxiliares que usamos para estabelecer a forma integral das

equações de Maxwell.

Considere, então, um domı́nio G do espaço-tempo no qual os campos ~E, ~B, ~D, ~H, bem

como ρ e ~J são cont́ınuos e têm derivadas parciais cont́ınuas. Integrando as equações de

Maxwell neste domı́nio e usando as Eqs. (3.5), temos

∫
Γ

{
~M × ~H − ~D λ (∂tφ)

}
dS =

∫
G

~J dΩ,

∫
Γ

{
~M × ~E + ~B λ (∂tφ)

}
dS = 0,

∫
Γ

~M · ~D dS =
∫

G
ρ dΩ,

∫
Γ

~M · ~B dS = 0.

(3.6)

Se um campo eletromagnético é tal que os campos vetoriais ~E, ~B, ~D, ~H, bem como ρ e ~J

são cont́ınuos e têm derivadas parciais cont́ınuas em G, então as Eqs. (3.6) são inteiramente

equivalentes às equações de Maxwell, neste caso.

Entretanto, as Eqs. (3.6) valem ainda para campos descont́ınuos. Podemos, portanto,

considerar tais equações como uma generalização das equações de Maxwell, e considerar

campos que satisfazem estas equações integrais. Tais campos descont́ınuos são chamados

de soluções fracas das equações de Maxwell [1].

Considerando que Γ0 : Φ(xµ) = 0 é uma hipersuperf́ıcie na qual os campos eletromagnéticos

são descont́ınuos, essa hipersuperf́ıcie Γ0, constitui uma subvariedade continuamente diferenciável

que divide um domı́nio limitado, conexo e aberto G do espaço-tempo em dois subdomı́nios

abertos e disjuntos G1 e G2. O subdomı́nio G1 é envolvido por Γ1 e Γ0, enquanto o

subdomı́nio G2 é envolvido por Γ2 e Γ0, onde o contorno do domı́nio G é a hipersuperf́ıcie

Γ = Γ1 + Γ2, conforme pode-se ver na Figura 3.2.
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x
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Figura 3.2: Representação de um domı́nio limitado G do espaço-tempo, o qual é dividido

por uma hipersuperf́ıcie Γ0 em dois subdomı́nios G1 e G2.

Aplicando as Eqs. (3.6) em todo o domı́nio G, temos

∫
Γ1+Γ2

{
~M × ~H − ~D λ (∂tφ)

}
dS =

∫
G

~J dΩ,
∫

Γ1+Γ2

{
~M × ~E + ~B λ (∂tφ)

}
dS = 0,

∫
Γ1+Γ2

~M · ~D dS =
∫

G
ρ dΩ,

∫
Γ1+Γ2

~M · ~B dS = 0.

(3.7)

De forma análoga, aplicando tais equações ao domı́nio G1, temos

∫
Γ1

{
~M × ~H − ~D λ (∂tφ)

}
dS +

∫
Γ0

{
~∇Φ× ~H1 − (∂tΦ) ~D1

}
λ dS =

∫
G1

~J dΩ,
∫
Γ1

{
~M × ~E + ~B λ (∂tφ)

}
dS +

∫
Γ0

{
~∇Φ× ~E1 + (∂tΦ) ~B1

}
λ dS = 0,

∫
Γ1

{
~M · ~D

}
dS +

∫
Γ0

{
~∇Φ · ~D1

}
λ dS =

∫
G1

ρ dΩ,

∫
Γ1

{
~M · ~B

}
dS +

∫
Γ0

{
~∇Φ · ~B1

}
λ dS = 0,

(3.8)

onde usamos a notação ζ1 para representar o valor limite que uma dada quantidade ζ,

definida e cont́ınua em G1, assume quando é aproximada da hipersuperf́ıcie Γ0.
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Aplicando tais equações ao domı́nio G2, obtemos

∫
Γ2

{
~M × ~H − ~D λ (∂tφ)

}
dS − ∫

Γ0

{
~∇Φ× ~H2 − (∂tΦ) ~D2

}
λ dS =

∫
G2

~J dΩ,
∫

Γ2

{
~M × ~E + ~B λ (∂tφ)

}
dS − ∫

Γ0

{
~∇Φ× ~E2 + (∂tΦ) ~B2

}
λ dS = 0,

∫
Γ2

{
~M · ~D

}
dS − ∫

Γ0

{
~∇Φ · ~D2

}
λ dS =

∫
G2

ρ dΩ,

∫
Γ2

{
~M · ~B

}
dS − ∫

Γ0

{
~∇Φ · ~B2

}
λ dS = 0,

(3.9)

onde ζ2 representa o valor limite que uma dada quantidade ζ, definida e cont́ınua em G2,

assume quando é aproximada da hipersuperf́ıcie Γ0.

O sinal negativo nas integrais sobre Γ0 nas Eqs. (3.9) resulta do fato de escolhermos

nµ dirigido de G1 para G2.

Assim, somando a primeira expressão nas Eqs. (3.8) com a primeira expressão nas Eqs.

(3.9), e subtraindo da primeira expressão nas Eqs. (3.7), e usado o mesmo racioćınio para

as demais três expressões em cada sistema, obtemos o seguinte conjunto de equações:

∫
Γ0

{
~∇Φ×

(
~H1 − ~H2

)
− (∂tΦ)

(
~D1 − ~D2

)}
λ dS = 0,

∫
Γ0

{
~∇Φ×

(
~E1 − ~E2

)
+ (∂tΦ)

(
~B1 − ~B2

)}
λ dS = 0,

∫
Γ0

{
~∇Φ ·

(
~D1 − ~D2

)}
λ dS = 0,

∫
Γ0

{
~∇Φ ·

(
~B1 − ~B2

)}
λ dS = 0.

(3.10)

Desde que o domı́nio G possa ser tomado arbitrariamente pequeno, nas Eqs. (3.10)

temos que os integrandos devem ser nulos. Assim, usando a notação

[ζ]Γ0
:= ζ1 − ζ2 (3.11)

para representar a descontinuidade de uma dada quantidade ζ sobre a hipersuperf́ıcie Γ0,

temos

~∇Φ×
[
~H

]
Γ0

− (∂tΦ)
[
~D

]
Γ0

= 0,

~∇Φ×
[
~E
]
Γ0

+ (∂tΦ)
[
~B
]

Γ0

= 0,

~∇Φ ·
[
~D

]
Γ0

= 0,

~∇Φ ·
[
~B
]
Γ0

= 0.

(3.12)

Estas equações devem valer em qualquer hipersuperf́ıcie Γ0 onde os campos são des-

cont́ınuos. Simbolicamente, um tal conjunto de equações pode ser obtido formalmente
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das equações de Maxwell substituindo os operadores diferenciais ∂µ por ∂µΦ. As Eqs.

(3.12) constituem as condições de compatibilidade que os campos eletromagnéticos devem

satisfazer sobre uma hipersuperf́ıcie de descontinuidade Γ0.

3.2 A técnica de Hadamard-Papapetrou (H.P.)

A técnica utilizada no formalismo de Hadamard-Papapetrou (H.P.) consiste em analisar

a descontinuidade de uma função F através de uma hipersuperf́ıcie orientável em uma

variedade diferenciável M [29, 31]. Neste trabalho, estamos interessados em analisar

a descontinuidade de uma função F através de uma hipersuperf́ıcie do tipo-espaço, ou

possivelmente, do tipo-nulo no espaço-tempo. Seja Σ esta hipersuperf́ıcie, definida por

Σ : Φ (xµ) = 0. As duas regiões distintas do espaço-tempo separadas por Σ podem ser

definidas de forma consistente. Seja X− =
⋃

P ∈Σ

passado (P ), o conjunto dos pontos P−

do espaço-tempo no passado de P , para cada P ∈ Σ, e seja X+ =
⋃

P ∈Σ

futuro (P ), o

conjunto dos pontos P+ do espaço-tempo no futuro de P , para cada P ∈ Σ. Causalidade

do espaço-tempo garante que X+ e X− são conjuntos disjuntos. Para cada ponto P0 ∈ Σ

dado, toda vizinhança UP0 de P0 é particionada em três regiões disjuntas: U−
P0
⊂ X−,

U+
P0
⊂ X+ e U0

P0
⊂ Σ. Seja r o raio desta vizinhança UP0 , e sejam também P− ∈ U−

P0

e P+ ∈ U+
P0

dois pontos vizinhos quaisquer de P0. Consideremos uma função arbitrária

F (xµ) (ou campo tensorial de rank arbitrário) definida em UP0 . A descontinuidade de

F (xµ) em Σ é, então, definida como

[F (P0)]Σ := lim
r→0+

[
F

(
P+

)− F
(
P−)]

. (3.13)

A descontinuidade definida pela Eq. (3.13) é a noção fundamental do formalismo

H.P.. Para uma tal função F (xµ), suas derivadas parciais ∂F/∂xµ com respeito a cada

coordenada xµ do espaço-tempo serão denotadas por F , µ.

Suponhamos que a função F (xµ) tenha descontinuidade nula através de Σ; isto é, que

[F (P )]Σ = 0 em cada ponto P interior de Σ. Papapetrou demonstrou que, neste caso,

F , µ tem descontinuidade através de Σ na forma

[F , µ (P )]Σ = GKµ, (3.14)

onde G é uma função definida no interior de Σ, de mesmo rank e com a mesma simetria
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algébrica de F (xµ), e Kµ é o vetor normal a Σ, definido por

Kµ := ∂µΦ. (3.15)

De forma mais geral, se a função F (xµ) é tal que todas as suas derivadas F , µ1µ2...µi

de ordem zero até ordem i apresentam descontinuidades nulas através de Σ, então sua

derivada F ,µ1µ2...µiµi+1
de ordem (i + 1) apresenta descontinuidade através de Σ na forma

[
F , µ1µ2...µiµi+1

]
Σ

= H Kµ1Kµ2 ...Kµi
Kµi+1

, (3.16)

onde H é uma função definida no interior de Σ, de mesmo rank e com a mesma simetria

algébrica de F (xµ).

3.3 A técnica das distribuições (T.D.)

A técnica utilizada no formalismo das distribuições consiste em expressar uma arbitrária

função f , que apresente descontinuidade sobre uma subvariedade (hipersuperf́ıcie) do

espaço-tempo, na forma de uma combinação linear de distribuições [23, 25, 26].

Seja G um domı́nio limitado, aberto e conexo do espaço-tempo, no qual uma função

f é regularmente cont́ınua, e seja Σ ⊂ G uma hipersuperf́ıcie regular definida por Σ :

Φ (xµ) = 0, que divide G globalmente em dois subdomı́nios abertos e disjuntos G1 e G2,

assim como foi definido na seção 3.1. Uma função f é dita ser regularmente descont́ınua

em Σ se existe um par de funções regulares f1 e f2, tais que suas restrições aos dois

subdomı́nios G1 e G2, respectivamente, coincidem com as correspondentes restrições de f :

f |G1 = f1 |G1 , f |G2 = f2 |G2 .

Conforme discutido nas seções anteriores 3.1 e 3.2, para uma dada função f definida

em um determinado elemento de volume limitado do espaço-tempo, podemos estender o

domı́nio de tal função até o contorno deste volume, através de um processo de limite.

Deste modo, se f é regularmente descont́ınua, suas restrições têm um limite finito quando

Φ → 01,2, sendo o limite independente da trajetória aproximando qualquer dado ponto

x ∈ Σ. Assim, podemos definir a descontinuidade (salto) [f ]Σ e o valor médio aritmético

f da função f sobre Σ como

[f ]Σ := lim
Φ→01,2

(f1 − f2) , (3.17)
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f := lim
Φ→01,2

( f1 + f2 )

2
. (3.18)

No caso particular em que f é cont́ınua sobre Σ, temos [f ]Σ = 0 e f = f |Σ.

Como tal função f pode ser identificada por f1 e f2 nos subdomı́nios G1 e G2 respec-

tivamente, podemos representar de modo completo uma tal função descont́ınua sobre a

hipersuperf́ıcie de descontinuidade Σ como1

f̃ = f1 U(+Φ) + f2 U(−Φ), (3.19)

onde a função U é a função degrau de Heaviside, definida como tendo valor +1 para

argumento positivo, e valor 0 para argumento negativo. A forma de representação da

função f dada pela Eq. (3.19) é a noção fundamental deste método (T.D.).

Assim, sabendo que

dU(x)

dx
= δ(x), e δ(x) = δ(−x), (3.20)

onde δ(x) corresponde à função delta de Dirac, seguem as expressões

∂xf̃ = ∂̃xf + [f ]Σ (∂xΦ) δ(Φ), (3.21)

∂2
xf̃ = ∂̃2

xf + [f ]Σ (∂xΦ)2δ′(Φ) +
{

2 [∂xf ]Σ (∂xΦ) + [f ]Σ
(
∂2

xΦ
)}

δ(Φ), (3.22)

onde definimos δ′ := ∂Φδ. Derivadas de ordem superior podem ser calculadas de forma

recursiva.

Portanto, vemos das equações acima que a n-ésima derivada de uma distribuição é

a distribuição da n-ésima derivada mais termos adicionais. Tais termos constituem o

que chamamos de condições de compatibilidade. Em outras palavras, as condições de

compatibilidade são as expressões que substituem o que seria(m) a(s) derivada(s) da função

sobre a hipersuperf́ıcie de descontinuidade.

Se estamos trabalhando em uma teoria que envolve equações diferenciais de primeira

ordem para funções que apresentem descontinuidade sobre um dado domı́nio, então a

técnica I.Q.D. e a técnica T.D. se tornam equivalentes ao se derivar as condições de

compatibilidade sobre um tal domı́nio. Porém, a técnica T.D. pode ainda ser empregada

na análise envolvendo equações diferenciais de ordem superior.

A literatura apresenta um estudo detalhado sobre a técnica das distribuições [26].

1Usaremos a notação T̃ quando uma distribuição T puder ser representada segundo a Eq. (3.19).
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3.4 Equivalência entre o formalismo eikonal e o for-

malismo das ondas de choque

Na seção 2.2, representamos o campo eletromagnético associado à propagação da luz na

forma de um campo harmônico no tempo e, ao substituirmos tais expressões nas equações

de Maxwell, derivamos o conjunto de Eqs. (2.20), que indica quais condições o campo

óptico geométrico deve satisfazer sobre a frente de onda. Neste mesmo sentido, na seção

3.1 apresentamos a técnica I.Q.D., que nos permite obter as condições de compatibilidade

(3.12), que um campo eletromagnético com descontinuidade de ordem 0 deve satisfazer

em uma hipersuperf́ıcie de descontinuidade. Como mencionado na seção anterior, para

um campo com descontinuidade de ordem 0, podemos utilizar ainda a técnica T.D.. Tal

técnica é bastante útil, uma vez que a mesma pode ser aplicada a equações diferenciais de

ordem superior.

Considere um domı́nio limitado, aberto e conexo G do espaço-tempo, dividido por uma

hipersuperf́ıcie Σ : Φ(xµ) = 0 em dois subdomı́nios abertos e disjuntos G1 e G2, assim como

foi definido nas seções precedentes. Considere que sobre Σ os campos eletromagnéticos

apresentem descontinuidades de ordem 0 em suas derivadas. Deste modo, o campo elétrico

pode ser representado na forma de uma distribuição [23]

~̃E = ~E1 U(+Φ) + ~E2 U(−Φ), (3.23)

onde na Eq. (3.23), ~E1 representa um campo vetorial cujo domı́nio é G1. Então, as

seguintes igualdades são satisfeitas:

~∇× ~̃E = ~̃∇× ~E + ~∇Φ×
[
~E
]

Σ
δ(Φ),

~∇ · ~̃E = ~̃∇ · ~E + ~∇Φ ·
[
~E
]
Σ

δ(Φ),

∂t
~̃E = ∂̃t

~E +
[
~E
]

Σ
(∂tΦ) δ(Φ).

(3.24)

Assim como para o campo elétrico, podemos obter expressões similares para os demais

campos. Desta forma, substituindo a expressão para o campo elétrico (3.23), bem como

as demais expressões para os outros campos nas equações de Maxwell, encontramos um

conjunto de equações diferenciais contendo termos com a função delta δ(Φ) e termos

contendo as funções degrau U(±Φ). Os últimos termos correspondem exatamente às

equações de Maxwell em ambos os lados da hipersuperf́ıcie de descontinuidade Σ, donde
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se anulam. Assim, igualando os coeficientes do conjunto de equações resultantes a zero,

encontramos as mesmas expressões (condições de compatibilidade) obtidas na seção 3.1

com uso da técnica I.Q.D.. Desta forma, vemos que a técnica I.Q.D. e a técnica T.D. se

tornam equivalentes quando empregadas para a análise de funções com descontinuidade

de ordem 0 em sistemas de equações diferenciais de primeira ordem.

Neste mesmo sentido, substituindo uma função escalar f , representada pela Eq. (3.19)

na equação de onda2 escalar (2.14), e sabendo que a hipersuperf́ıcie de descontinuidade tem

a forma Φ(x, y, z, t) = t − L(x, y, z), encontramos uma expressão resultante que, assim

como no caso anterior, apresenta termos contendo as funções degrau U(±Φ), e também

termos contendo as funções δ(Φ) e δ′(Φ). Os primeiros correspondem exatamente às

expressões para a equação de onda em ambos os lados da hipersuperf́ıcie de descontinuidade,

donde se anulam. Deste modo, os termos remanescentes são

{
2~∇L · ~∇ [f ]Σ +∇2L [f ]Σ + 2n2∂t [f ]Σ

}
δ(Φ) + [f ]Σ

{
n2 − ‖ ~∇L ‖2

}
δ′(Φ) = 0. (3.25)

Na expressão acima, o segundo termo constitui uma singularidade maior que o primeiro,

portanto, para que tal expressão seja satisfeita, é necessário que seus respectivos coeficientes

sejam identicamente nulos. Em um trabalho recente [25], Gemelli mostrou que as distribuições

δ(Φ) e δ′(Φ) são independentes. Assim, das considerações acima, temos que a Eq. (3.25)

implica

n2 − ‖ ~∇L ‖2
= 0, (3.26)

2~∇L · ~∇ [f ]Σ +∇2L [f ]Σ + 2n2∂t [f ]Σ = 0. (3.27)

A primeira equação acima corresponde à bem conhecida equação eikonal, e a segunda

relação refere-se somente à descontinuidade [f ]Σ sobre a frente de onda. Considerando o

salto da função f sobre as frentes de onda, ou seja,

f1(x, y, z, t)− f2(x, y, z, t) = f1(x, y, z, L(x, y, z))− f2(x, y, z, L(x, y, z)), (3.28)

podemos calcular a derivada do salto da função f ao longo da direção de um raio e obter

a expressão

∂u [f ]Σ = ~∇L · ~∇ [f ]Σ +
(

~∇L · ~∇L
)

∂t [f ]Σ, (3.29)

2A função escalar f pode representar alguma componente dos campos eletromagnéticos.
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em termos da definição dada na Eq. (2.23). Portanto, considerando a equação eikonal

(3.26), a Eq. (3.27) pode ser escrita na forma

∇2L [f ]Σ + 2 ∂u [f ]Σ = 0. (3.30)

A equação acima corresponde à equação de transporte para a descontinuidade da função

f . Como podemos ver, tal expressão é identica à equação de transporte (2.25) para o

campo óptico geométrico. Portanto, vemos que descontinuidades de ordem 0 do campo

eletromagnético se propagam da mesma forma que o campo óptico geométrico associado

à propagação da luz.

Se o campo eletromagnético apresenta descontinuidade de ordem 1, podemos fazer uso

da técnica H.P., e encontrar as condições de compatibilidade para o campo eletromagnético

diretamente das equações de Maxwell. Considere as equações de Maxwell (1.27)-(1.30),

tomadas na ausência de fontes. Aplicando a técnica H.P. em tais equações, temos

~∇Φ · ~e = 0,

~∇Φ × ~b − εµ (∂tΦ)~e = 0,

~∇Φ · ~b = 0,

~∇Φ × ~e + (∂tΦ)~b = 0,

(3.31)

onde ~e e ~b obtidos de

Kµ ~e =
[
∂µ

~E
]

Σ
,

Kµ
~b =

[
∂µ

~B
]

Σ
,

(3.32)

denotam os vetores descontinuidade das derivadas dos campos ~E e ~B sobre a hipersuperf́ıcie

Σ, e ~∇Φ = ~q representa o vetor de onda ortogonal à esta hipersuperf́ıcie. No conjunto de

Eqs. (3.31), vemos que as duas equações escalares podem ser obtidas das duas equações

vetoriais tomando o produto escalar destas últimas por ~∇Φ. Desta forma, vamos nos

concentrar somente nas duas equações vetoriais. Resolvendo a segunda equação acima

para ~e, e substituindo este resultado na quarta equação, encontramos

‖ ~∇Φ ‖2 − ε µ (∂t Φ)2 = 0, Φ = 0. (3.33)

A Eq. (3.33) é conhecida na teoria das equações diferenciais parciais como a condição

caracteŕıstica do sistema de equações diferenciais de Maxwell, e as soluções Φ = 0 são as

caracteŕısticas [1, 50].
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Note que a Eq. (3.33) não é exatamente uma equação diferencial parcial, porque

ela vale somente em Φ = 0, isto é, somente sobre uma superf́ıcie onde x, y, z e t não

são independentes. Entretanto, desde que ∂t Φ 6= 0, podemos resolver explicitamente

Φ(x, y, z, t) = 0 para t e escrever

Φ(x, y, z, t) = t − L(x, y, z) = 0. (3.34)

Para esta forma de Φ, a Eq. (3.33) torna-se

‖ ~∇L ‖2 − ε µ = 0. (3.35)

Como se pode notar, partindo das Eqs. (3.31), derivadas das equações de Maxwell com

uso da técnica H.P., encontramos a equação eikonal da Óptica Geométrica. Seguindo o

mesmo racioćınio acima empregado, pode-se também obter a equação eikonal a partir das

condições de compatibilidade obtidas via técnica I.Q.D. e técnica T.D..

Portanto, vemos que as três técnicas empregadas aqui para análise das condições de

compatibilidade sobre a frente de onda do campo eletromagnético, quando este campo

apresenta descontinuidades de diferentes ordens, são tais que nos permitem obter a equação

fundamental da Óptica Geométrica. É interessante notar que, enquanto as equações de

Maxwell nos permitem obter a equação eikonal, a equação de onda nos permite obter tanto

a equação eikonal, quanto a equação de transporte para as descontinuidades.

Com isso, vemos que as descontinuidades do campo eletromagnético devem pertencer

às frentes de onda. Como a equação de transporte para as descontinuidades do campo

eletromagnético possui a mesma forma que a equação de transporte para o campo óptico

geométrico, vemos que tais descontinuidades se propagam ao longo de trajetórias ortogonais

às frentes de onda (bicaracteŕısticas ou raios), assim como é o campo eletromagnético no

limite de pequenos comprimentos de onda.



Caṕıtulo 4

Aplicações do formalismo eikonal

Neste caṕıtulo, utilizamos as idéias e métodos expostos no caṕıtulo 2 para analisar alguns

efeitos do domı́nio da Óptica Geométrica. Em seguida, apresentamos uma extensão de

tais idéias, introduzindo o assim chamado formalismo eikonal generalizado (F.E.G.), a

partir do qual analisamos alguns efeitos de natureza ondulatória, extendendo assim tal

formalismo para o âmbito da Óptica F́ısica.

4.1 Reflexão e Refração

Em um dado meio material onde os parâmetros ε(x, y, z) e µ(x, y, z) são funções cont́ınuas

e possuem derivadas cont́ınuas, as frentes de onda do campo eletromagnético se propagam

de forma suave através do meio, e portanto, as equações de transporte (2.24) estão bem

definidas. Contudo, se existe alguma forma de descontinuidade no meio que pode ser

caracterizada pela descontinuidade das quantidades ε(x, y, z) e/ou µ(x, y, z), então sobre

um tal domı́nio as frentes de onda se propagarão de forma abrupta [1]. Um exemplo de

uma tal descontinuidade é a interface entre dois meios materiais distintos.

Seja Π uma superf́ıcie de separação entre dois meios, representados pelos ı́ndices 1 e 2.

Como Π é independente do tempo, podemos representá-la por

Π = (x = f (ξ, η) , y = g (ξ, η) , z = h (ξ, η)) . (4.1)

Considere que, em um dado instante de tempo, uma frente de onda, representada por

ψi − t = 0, incida sobre a superf́ıcie Π. Após a incidência, teremos duas frentes de

onda, uma refletida e uma transmitida, as quais são representadas respectivamente por

ψr − t = 0 e ψt − t = 0. Como as três superf́ıcies encontram-se em um dado ponto de

30
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Π no mesmo instante de tempo, devemos ter

ψi (f (ξ, η) , g (ξ, η) , h (ξ, η)) = ψr (f (ξ, η) , g (ξ, η) , h (ξ, η)) =

= ψt (f (ξ, η) , g (ξ, η) , h (ξ, η)) .
(4.2)

Desta forma, representando a derivada de ψi com respeito a ξ como

∂xψ
i∂ξf + ∂yψ

i∂ξg + ∂zψ
i∂ξh, (4.3)

teremos da Eq. (4.2)

(∂xψ
r − ∂xψ

i) ∂ξf + (∂yψ
r − ∂yψ

i) ∂ξg + (∂zψ
r − ∂zψ

i) ∂ξh = 0,

(∂xψ
r − ∂xψ

i) ∂ηf + (∂yψ
r − ∂yψ

i) ∂ηg + (∂zψ
r − ∂zψ

i) ∂ηh = 0,

(4.4)

e

(∂xψ
t − ∂xψ

i) ∂ξf + (∂yψ
t − ∂yψ

i) ∂ξg + (∂zψ
t − ∂zψ

i) ∂ξh = 0,

(∂xψ
t − ∂xψ

i) ∂ηf + (∂yψ
t − ∂yψ

i) ∂ηg + (∂zψ
t − ∂zψ

i) ∂ηh = 0.

(4.5)

Introduzindo os vetores normais às três frentes de onda por

~q i =
(
∂xψ

i, ∂yψ
i, ∂zψ

i
)
, ~q r = (∂xψ

r, ∂yψ
r, ∂zψ

r) , ~q t =
(
∂xψ

t, ∂yψ
t, ∂zψ

t
)
, (4.6)

e sendo ~N o vetor unitário normal a Π, ou seja,

~N :=
∂ξΠ× ∂ηΠ

‖ ∂ξΠ× ∂ηΠ ‖ , (4.7)

podemos então considerar as duas Eqs. (4.4) como equações nas componentes de ~q r − ~q i.

Essas equações, juntamente com as Eqs. (4.5) mostram que os vetores ~q r − ~q i e ~q t − ~q i

são paralelos a ~N em um ponto comum (ξ, η) de Π. Podemos portanto escrever

~q r = ~q i + γ1
~N,

~q t = ~q i + γ2
~N,

(4.8)

onde γ1 e γ2 são constantes. Tomando o produto vetorial das Eqs. (4.8) com ~N , encontramos

~q r × ~N = ~q i × ~N,

~q t × ~N = ~q i × ~N.

(4.9)

Da equação eikonal (2.21) e das Eqs. (4.6), vemos que

‖ ~q i ‖ = ‖ ~q r ‖ = n1 e ‖ ~q t ‖ = n2. (4.10)
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Assim, usando o resultado das Eqs. (4.10) na Eq. (4.9), temos finalmente

sin θr = sin θi, (4.11)

n2 sin θt = n1 sin θi. (4.12)

A Eq. (4.11) corresponde à lei da reflexão, e a Eq. (4.12) corresponde à lei da refração de

Snell-Descartes [3].

4.2 Dispersão

Em geral, a equação de onda para o campo elétrico de uma onda plana polarizada em um

meio homogêneo, isotrópico, livre de fontes e não absorvente, é dada por

(
∂2

x − n2 ∂2
t

)
~E(x, t) = 0, (4.13)

onde n é o ı́ndice de refração do meio para uma onda plana infinita. Aqui, n é independente

do tempo e sempre real, de forma que o meio não apresenta propriedades dissipativas.

Assim, a solução para o pulso pode ser escrita na forma

~E(x, y, z, t) = E(x, y, z, t) exp [−i q0 L(x, y, z, t)] r̂, (4.14)

onde E(x, y, z, t) é a magnitude do campo e q0 é o número de onda no vácuo. A função

E(x, y, z, t) é real mas variando lentamente e representa a amplitude de uma onda harmônica

plana local. Enquanto L(x, y, z, t) também é uma função real e representa a fase da onda.

Como sabemos, o campo elétrico f́ısico (observável) constitui a parte real da Eq. (4.14).

Deste modo, ao substituir a expressão acima para o campo elétrico na equação de onda

(4.13), devemos considerar somente a parte real de tal expressão. Porém, é interessante

observar que, considerando ainda a parte imaginária de tal equação, novas informações

acerca da teoria podem ser obtidas. Por este motivo, consideramos ambas as partes real

e imaginária da expressão resultante, ao substituir o campo elétrico na equação de onda,

somente a t́ıtulo de análise. Ao substituir a Eq. (4.14) para o campo na equação de onda

(4.13), encontramos uma expressão identicamente nula. Deste modo, ambas as partes real

e imaginária devem ser identicamente nulas. A parte imaginária é dada por

~∇ ·
(
E2~∇L

)
− n ∂t

(E2 n ∂tL
)

= 0, (4.15)
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e a parte real é

‖ ~∇L ‖2 − (n ∂tL)2 − 1

q2
0E

(∇2E − n2 ∂2
t E

)
= 0. (4.16)

Definindo o operador diferencial

∂∗µ := (n ∂t, ∂x, ∂y, ∂z) , (4.17)

podemos reescrever a Eq. (4.15) na forma

∂∗µ
(E2 ∂∗µL

)
= 0. (4.18)

Como podemos ver, a expressão acima possui a forma de uma equação da continuidade,

a qual representa a conservação do fluxo óptico. Desde que a fase do campo óptico é

q0 L(x, y, z, t) , podemos definir o vetor de onda e a freqüência angular como sendo

~q := q0
~∇L,

ω := q0 ∂tL.
(4.19)

Para uma onda estacionária plana infinita, a Eq. (4.16) se reduz à

‖ ~∇L ‖2 = n2 (∂tL)2 . (4.20)

Esta equação é conhecida como a equação eikonal clássica no limite de pequenos comprimentos

de onda. O número de onda e a frequência angular estão relacionados por

‖ ~q ‖2 = n2ω2, (4.21)

a qual é conhecida como a relação de dispersão.

Substituindo as expressões definidas nas Eqs. (4.19) na Eq. (4.16) e rearranjando os

termos, encontramos

‖ ~q ‖2 =

[
n2 +

1

ω2 E
(∇2E − n2 ∂2

t E
)]

ω2 = nG
2 ω2. (4.22)

Tal equação dá a relação entre o número de onda e a freqüência angular, e é conhecida como

relação de dispersão. Comparando a Eq. (4.22) com a Eq. (4.21), podemos interpretar

a quantidade entre colchetes como sendo um ı́ndice de refração generalizado nG. Esta

interpretação é apropriada desde que nG se reduz à n no caso de uma onda plana infinita

estacionária. Portanto, comparando com a Eq. (2.21), reconhecemos a Eq. (4.22) como

sendo uma equação eikonal generalizada (E.E.G.).
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A E.E.G é uma E.D.P. e pode ser resolvida pelo método das caracteŕısticas [50].

Identificando a função hamiltoniana como sendo

H ≡ ‖ ~q ‖2 −
[
n2 +

1

ω2 E
(
∂2

xE − n2 ∂2
t E

)]
ω2 = 0, (4.23)

encontraremos que as equações na forma hamiltoniana canônica são dadas por




dx

du
= ∂‖~q‖H = 2 ‖ ~q ‖,

d ‖ ~q ‖
du

= −∂xH = ∂x

[
1

E (∂2
xE − n2 ∂2

t E)

]
,

dt

du
= −∂ωH = 2 n2 ω,

dω

du
= ∂tH = −∂t

[
1

E (∂2
xE − n2 ∂2

t E)

]
,

(4.24)

onde u é um parâmetro variando ao longo da caracteŕıstica. Estas equações podem ainda

ser reduzidas para o seguinte conjunto de equações:




dx

dt
= −∂‖~q‖H

∂ωH
=

1

n2

‖ ~q ‖
ω

,

d ‖ ~q ‖
dt

= +
∂xH

∂ωH
=

1

2n2ω
∂x

[
1

E (∂2
xE − n2 ∂2

t E)

]
,

dω

dt
= − ∂tH

∂ωH
= − 1

2n2ω
∂t

[
1

E (∂2
xE − n2 ∂2

t E)

]
.

(4.25)

Como se pode notar, a Eq. (4.23) constitui uma E.D.P. para as funções E e L. Como

é bem conhecido na literatura, a equação eikonal é uma E.D.P. para a função L e pode

ser colocada na forma hamiltoniana, uma vez que a mesma pode ser resolvida através do

método de Hamilton-Jacobi. Neste sentido, admitimos que a equação eikonal generalizada

(4.22) pode ser colocada na forma hamiltoniana desde que uma forma funcional para a

função E seja dada a priori, ou seja, desde que a Eq. (4.22) seja uma E.D.P. somente para

a função L. Na literatura [8], encontramos um exemplo no qual o campo óptico possui a

forma de um pulso gaussiano.
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Da primeira equação acima, obtemos a velocidade de grupo. Contudo, das duas últimas

expressões vemos que o número de onda e a freqüência angular não são mais constantes

ao longo da trajetória caracteŕıstica. Tal dependência temporal é obtida porque o meio

não é mais homogêneo sob a influência de um pulso finito. O ı́ndice de refração torna-se

uma função de x e t.

Desde que ∂∗µL é irrotacional, não haverá cruzamento entre os raios, e donde podemos

analisar tal problema por métodos puramente geométricos. Uma trajetória caracteŕıstica

pode ser escrita como x = x(x0, t), onde x0 = x |t=0 serve como um parâmetro que

distingue as várias trajetórias. Assim, do sistema de Eqs. (4.25), encontramos

d2x

dt2
=

1

2n4ω2

(
∂x +

‖ ~q ‖
ω

∂t

) [
1

E
(
∂2

xE − n2 ∂2
t E

)]
. (4.26)

O pulso está se propagando com uma velocidade de grupo dada por

vg =
1

n2

‖ ~q ‖
ω

=
a

n
, (4.27)

onde o parâmetro a é a razão entre a velocidade de grupo do pulso e a velocidade de fase

de uma onda plana infinita para o número de onda q0.

O termo do lado direito da Eq. (4.26) é a aceleração, a qual é determinada por dois

fatores: o fator dependente do meio e o fator dependente do perfil do pulso. O fator

dependente do meio será determinado pelo parâmetro a, o qual dá a disperssividade do

meio. O segundo fator depende do perfil do pulso, o qual é diretamente dependente da

forma espectral do pulso. Pequenos pulsos são constitúıdos de uma grande faixa espectral,

resultando em grande dispersão.

A existência de uma aceleração causará o espalhamento da velocidade; este fenômeno

é comumente conhecido como fenômeno de dispersão para um pulso finito [8].

4.3 Difração

A equação de onda estacionária em um meio homogêneo é dada por

~∇2 ~E + q0
2 n2 ~E = 0. (4.28)

Para q0 grande e um campo polarizado na direção transversa ao eixo de propagação do

pulso, ~E pode ser escrito como

~E = E(x, y, z) exp[i q0 L(x, y, z)] r̂, (4.29)
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onde E(x, y, z) e L(x, y, z) são independentes de q0.

Como o campo f́ısico corresponde à parte real da Eq. (4.29), ao substituir a expressão

acima para o campo elétrico na equação de onda (4.28) devemos considerar somente a

parte real da expressão resultante.

Contudo, considerando a parte imaginária de tal expressão, encontramos uma equação,

a saber, a equação da continuidade, que pode ser obtida por outros métodos, e que possui

significado f́ısico. Portanto, consideraremos ambas as partes real e imaginária de tal

expressão, apenas como forma de análise.

Para que a expressão resultante da equação de onda (4.28) para o campo elétrico dado

pela Eq. (4.29) seja satisfeita, ambas as partes real e imaginária devem ser identicamente

nulas.

A parte real leva a

‖ ~∇L ‖2
= n2 +

1

q0
2E∇

2E , (4.30)

e a parte imaginária é dada por

~∇ · (E2 ~∇L) = 0. (4.31)

Tomando o limite da Óptica Geométrica (λ → 0 ou q0 → +∞), teremos a equação eikonal

clássica. Contudo, considerando o termo de ordem O(q0
−2) na Eq. (4.30), a equação

eikonal torna-se generalizada na forma

‖ ~∇L ‖2
= nG

2, (4.32)

onde

nG
2 := n2 +

1

q0
2E∇

2E (4.33)

é o ı́ndice de refração generalizado, e pode ser definido como um ı́ndice de refração local,

o qual é diferente em cada ponto de um pulso finito.

A fim de estudarmos o efeito da difração, consideramos o caso de um meio linear.

Considere um sistema de coordenadas circularmente simétrico (ξ, ρ) para as trajetórias

dos raios, onde ξ̂ denota o versor unitário na direção de propagação do pulso. Então,

temos

~∇L = nG ξ̂. (4.34)
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Usando a identidade vetorial

~∇(~a ·~b) = (~a · ~∇)~b + (~b · ~∇)~a + ~a× (~∇×~b) + ~b× (~∇× ~a),

obtemos

~∇(nG
2) = 2 nG ∂ξ(nG ξ̂) = ∂ξ(nG

2) ξ̂ + 2 nG
2 ∂ξ (ξ̂). (4.35)

Por outro lado temos

~∇(nG
2) = ξ̂ ∂ξ(nG

2) + ρ̂ ∂ρ(nG
2). (4.36)

Da geometria, sabemos que

∂ξ (ξ̂) = ρ̂ K, (4.37)

onde K é a curvatura do raio. Então, comparando as Eqs. (4.35)-(4.36), obtemos

K =
1

2nG
2
∂ρ(nG

2). (4.38)

A expressão acima determina a curvatura dos raios de luz. Por definição, K > 0 representa

uma divergência entre os raios, ao passo que K < 0 denota convergência.

Como um exemplo, consideremos um feixe gaussiano paraxial finito, escrito em um

sistema de coordenadas ciĺındricas, representado por

E = C exp(−r2/σ0
2), (4.39)

onde σ0 é a largura do feixe, C é uma constante e r é a coordenada radial. Então, para

raios paraxiais (próximos ao eixo de simetria z no qual ocorre a propagação), podemos ter

ξ̂ ≈ ẑ e ρ̂ ≈ r̂. Portanto

nG
2 = n2 +

1

q0
2

4

σ0
2

(
r2

σ0
2
− 1

)
, (4.40)

onde n é o ı́ndice de refração do meio para uma onda plana infinita. Assim, substituindo

a Eq. (4.40) na Eq. (4.38), obtemos

K ≈ 1

n2

4

q0
2σ0

4
r, (4.41)

mostrando que os raios estão se afastando do eixo de simetria no qual ocorre a propagação.

Isto é conhecido como efeito de difração [9]. Esta relação demonstra que o efeito de difração

é uma conseqüência natural da finitude dos raios, e é inevitável para um feixe gaussiano

finito.
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4.4 Auto-focalização e Auto-aprisionamento

Na seção anterior, utilizamos a Eq. (4.38) para estudar o comportamento de um feixe

óptico gaussiano em um meio linear. Segue uma análise similar, porém em um meio

não-linear.

Em um meio não-linear tipo-Kerr, o ı́ndice de refração é uma função da amplitude do

campo [27, 28]. Assim, podemos representá-lo na forma

n = n0 + n2 E2 + n4 E4 + . . . (4.42)

Para uma não-linearidade fraca, temos

n0 À n2 E2 À n4 E4 À . . . (4.43)

então

n2 ≈ n0
2 + 2 n0 n2 E2,

nG
2 ≈ n0

2 + 2 n0 n2 E2 +
1

q0
2E∇

2E .
(4.44)

Portanto, para um feixe gaussiano, temos

nG
2 = n0

2 + 2 n0 n2 E2 +
1

q0
2

4

σ0
2

(
r2

σ0
2
− 1

)
, (4.45)

e substituindo a expressão acima na Eq. (4.38), encontramos

K ∝ 1

q0
2

8

σ0
4
r − 8 n0 n2

σ0
2
E2 r. (4.46)

Se E2 > 1/(q0
2 σ0

2 n0 n2), K < 0 e então as frentes de onda assumirão uma forma côncava,

resultando na aproximação dos raios de luz com respeito ao eixo de simetria. Este fenômeno

é conhecido na literatura como auto-focalização dos raios de luz [9, 51, 52].

Por outro lado, se E2 < 1/(q0
2 σ0

2 n0 n2), temos K > 0 e portanto ocorre o espalha-

mento dos raios, resultando no efeito de difração, assim como ocorre em um meio linear.

Contudo, se o segundo e terceiro termos na expressão de nG se comportam de tal forma

que nG não dependa de coordenadas transversas ao eixo de simetria, temos K = 0, e as

frentes de onda são paralelas à frente de onda original. Neste caso, os raios de luz se

propagam em trajetórias retiĺıneas e o feixe de luz está confinado em uma certa região.

Este fenômeno é conhecido como auto-aprisionamento dos raios de luz [9, 53].
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4.5 Interferência

Como comentado nas seções 4.2 e 4.3, ao representar o campo eletromagnético na forma

exponencial complexa, devemos considerar somente a parte real de tal expressão como

representando o campo f́ısico (observável), uma vez que a parte imaginária desta expressão

é desprovida de significado f́ısico. Assim, ao substituir a expressão para o campo na

equação de onda (4.28), obteŕıamos somente a parte real da expressão resultante, ou

seja, a E.E.G. (4.30). Porém, é interessante observar que, considerando ainda a parte

imaginária da expressão resultante, encontramos uma equação bem conhecida da teoria

eletromagnética, a equação da continuidade.

Nesta seção, consideramos tanto a parte real da expressão resultante da equação de

onda quanto a parte imaginária. Desta forma, mostramos que, fazendo uso da E.E.G. bem

como da equação da continuidade, o prinćıpio da superposição linear é satisfeito.

Considere duas funções Ψ1 = ψ1 exp(i q0 L1) e Ψ2 = ψ2 exp(i q0 L2), ambas satisfazendo

a E.E.G. e a equação da continuidade, isto é

‖ ~∇L1,2 ‖2 = n2 +
1

ψ1,2 q0
2
∇2ψ1,2, (4.47)

~∇ · ((ψ1,2)
2 ~∇L1,2) = 0. (4.48)

Da Eq. (4.47), segue que

−n2q0
2ψ1,2 = ∇2ψ1,2 − q0

2ψ1,2 ‖ ~∇L1,2 ‖2, (4.49)

e da Eq. (4.48) temos

2 ~∇ψ1,2 · ~∇L1,2 + ψ1,2∇2L1,2 = 0. (4.50)

Seja a função Ψ3 =Ψ1 +Ψ2. Então, segue que

∇2Ψ3 = ∇2(Ψ1 + Ψ2), (4.51)

ou ainda

∇2Ψ3 = ∇2 [ψ1 exp(i q0 L1)] + ∇2 [ψ2 exp(i q0 L2)] . (4.52)

Após algumas manipulações algébricas encontramos

∇2Ψ3 =
[
∇2ψ1 + 2 i q0

~∇ψ1 · ~∇L1 + i q0 ψ1∇2L1 − q0
2 ψ1 ‖ ~∇L1 ‖2

]
exp(i q0 L1) +

+
[
∇2ψ2 + 2 i q0

~∇ψ2 · ~∇L2 + i q0 ψ2∇2L2 − q0
2 ψ2 ‖ ~∇L2 ‖2

]
exp(i q0 L2).

(4.53)
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Das Eqs. (4.49)-(4.50), vemos que a expressão acima se reduz a

∇2Ψ3 = −n2 q0
2 ψ1 exp(i q0 L1) − n2 q0

2 ψ2 exp(i q0 L2) = −n2 q0
2 (Ψ1 + Ψ2) . (4.54)

Assim, a equação acima fica

∇2Ψ3 + n2 q0
2 Ψ3 = 0. (4.55)

Portanto, Ψ3 é, também, solução da equação de onda (4.28). Deste modo, existem funções

ψ3 e L3 em Ψ3 = ψ3 exp(i q0 L3) tais que as seguintes equações são satisfeitas

‖ ~∇L3 ‖2 = n2 +
1

ψ3 q0
2
∇2ψ3, (4.56)

~∇ · ((ψ3)
2 ~∇L3) = 0. (4.57)

Assim, a função Ψ3 pode também ser expressada pelo F.E.G.

Desta forma, vemos que o prinćıpio da superposição linear é consistente com o método

eikonal generalizado. Portanto, o F.E.G. se mostra útil na análise de fenômenos ondulatórios

tais como interferência.

Na literatura [10], encontram-se algumas simulações numéricas sobre a formação de

franjas de interferência para diferentes feixes ópticos. Um programa numérico foi desenvolvido

para estudar a superposição de feixes ópticos neste novo formalismo. Primeiro, o programa

foi usado para calcular o efeito de difração de um pulso gaussiano. Em seguida, estudou-se

a superposição de dois feixes gaussianos, para analisar o fenômeno da interferência. Para

ambos os casos, os cálculos numéricos foram realizados tanto com o uso da integral de

Fresnel, quanto com o uso da E.E.G.. Observa-se que os resultados obtidos estão em boa

concordância. Na referência [10], encontram-se tabelas comparando os resultados obtidos

numericamente com ambas as técnicas mencionadas acima.



Caṕıtulo 5

Aplicações do formalismo das ondas

de choque

Existem na literatura vários trabalhos no contexto da eletrodinâmica não-linear. Em

alguns trabalhos, considera-se que os campos eletromagnéticos possuem descontinuidades

de ordem 0 [1, 3, 22− 26, 36, 48]. Nesses trabalhos, tais campos representam soluções fracas

das equações de Maxwell, uma vez que admitida esta condição, (descontinuidade sobre um

dado domı́nio do espaço-tempo), tais equações não estão bem definidas em todo espaço.

Em trabalhos desta natureza, utiliza-se usualmente a técnica I.Q.D. ou a técnica T.D.

para se obter as condições de compatibilidade para os campos sobre a frente de onda onde

os mesmos são descont́ınuos.

Em outros trabalhos, porém, é admitido que os campos eletromagnéticos são cont́ınuos,

sendo as derivadas primeiras destes campos descont́ınuas [12− 21, 27− 36]. Neste caso,

emprega-se usualmente a técnica H.P. para a obtenção das condições de compatibilidade.

Em geral, em todos esses trabalhos mencionados acima, considera-se que os parâmetros

dielétricos εα
β e µα

β sejam funções cont́ınuas sobre a frente de onda dos campos eletromagnéticos.

Neste caṕıtulo, apresentamos um modelo da eletrodinâmica não-linear no qual as

quantidades εα
β e µα

β são funções dos campos e de suas derivadas primeiras. Em tal mo-

delo, empregamos a técnica I.Q.D. e a técnica H.P. de forma complementar no conjunto de

equações diferenciais de Maxwell. Desta forma, encontramos a relação de dispersão, que

fornece a magnitude da velocidade de fase de uma onda eletromagnética se propagando em

um material caracterizado pelos parâmetros mencionados acima. Em seguida, derivamos

a geometria óptica para os raios de luz neste material.

41
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5.1 Equação de Fresnel

Considere as equações de Maxwell (1.31)-(1.34) e as relações constitutivas (1.9) e (1.16).

Suponha que um dado meio material é tal que seus parâmetros dielétricos εα
β e µα

β

possuam a forma funcional

εα
β = εα

β(0) + εα
β (Eµ, Bµ) + ε(E) ∂δE

α hδ
β + ε(B) ∂δB

α hδ
β, (5.1)

µα
β = µα

β(0) + µα
β (Eµ, Bµ) + µ(E) ∂δE

α hδ
β + µ(B) ∂δB

α hδ
β, (5.2)

onde hµ
ν := δµ

ν − V µVν é o projetor sobre o espaço tri-dimensional. Nas Eqs. (5.1)-

(5.2), as grandezas εα
β(0) e µα

β(0) correspondem aos valores da permissividade elétrica e da

permeabilidade magnética do meio na ausência de campos externos. Como o meio material

pode reagir à ação de campos externos, representamos por εα
β (Eµ, Bµ) e µα

β (Eµ, Bµ) os

valores que sofrem os parâmetros devido aos campos aplicados. E, finalmente, denotamos

ε(E) e ε(B) como sendo funções cont́ınuas dos campos Eµ e Bµ que carregam informações

sobre a dependência de εα
β nas derivadas dos campos elétrico e magnético, respectiva-

mente. Ao passo que µ(E) e µ(B) carregam informações sobre a dependência de µα
β com as

derivadas dos campos elétrico e magnético, respectivamente. É importante salientar que

tais quantidades não necessariamente precisam ser constantes, apenas funções cont́ınuas.

Seja Σ : Φ(xµ) = 0 uma hipersuperf́ıcie no espaço-tempo na qual os campos Eµ e Bµ

são cont́ınuos, porém apresentem descontinuidades em suas derivadas. Deste modo, os

parâmetros dielétricos εα
β e µα

β são descont́ınuos sobre Σ.

A fim de analisar a propagação de ondas eletromagnéticas no meio, devemos tomar a

descontinuidade das equações de campo (1.31)-(1.34). Observando as relações contitutivas

(1.9) e (1.16), vemos que os campos de indução ~D e ~H são descont́ınuos sobre Σ. Portanto,

não podemos utilizar uma única técnica para tomar a descontinuidade das equações de

Maxwell, uma vez que, nas Eqs. (1.33)-(1.34), os campos de intensidade ~E e ~B são

cont́ınuos, enquanto nas Eqs. (1.31)-(1.32), os campos de indução ~D e ~H são descont́ınuos.

Quando o meio material não apresentar dependência nas derivadas dos campos, os

coeficientes da matriz de permissividade elétrica bem como os coeficientes da matriz de

permeabilidade magnética serão quantidades cont́ınuas sobre a hipersuperf́ıcie de descontinuidade

Σ. Deste modo, pode-se empregar somente a técnica H.P. nas equações de Maxwell.

Um estudo detalhado sobre este caso pode ser encontrado na literatura recente [27, 28].

Deve-se mencionar que os resultados apresentados no presente trabalho não constituem
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generalizações dos resultados já publicados. Nestes [27, 28], tanto os campos de intensidade

quanto os campos de indução são quantidades cont́ınuas, de modo que foi empregado

somente a técnica H.P. para obtenção das condições de descontinuidades dos campos. No

presente trabalho, os campos de indução são quantidades descont́ınuas, sendo necessário o

uso de duas técnicas de forma complementar para a avaliação das condições de descontinuidade

dos campos.

Consideremos as condições de descontinuidade para os campos diretamente a partir

das equações de Maxwell. Aplicando a técnica H.P. nas Eqs. (1.33)-(1.34), temos

bν Kν = 0, (5.3)

V ν bµ Kν − ηµναβ Vα eβ Kν = 0, (5.4)

onde eµ e bµ representam o valor das derivadas dos campos Eµ e Bµ sobre a hipersuperf́ıcie

Σ, e Kµ é um vetor normal a esta hipersuperf́ıcie definido pela Eq. (3.15). De outro modo,

eµ e bµ são os vetores de polarização dos campos Eµ e Bµ, cujas frentes de onda são

normais ao vetor Kµ.

Da Eq. (5.4), obtemos

bµ =
1

ω
ηµναβ Vα Kν eβ, (5.5)

onde ω é definido por

ω := KµVµ, (5.6)

e representa a freqüência angular da onda eletromagnética, sendo ω 6= 0.

Aplicando a técnica I.Q.D. na Eq. (1.31), encontramos

Kν [εν
µ]Σ Eµ = 0. (5.7)

Substituindo a Eq. (5.1) na Eq. (5.7), temos

ε(E) eν qν qµ Eµ + ε(B) bν qν qµ Eµ = 0, (5.8)

onde qν = hµ
νKµ. Substituindo a Eq. (5.3) na Eq. (5.8), obtemos

ε(E) eν qν qµ Eµ = 0. (5.9)
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Desde que estamos supondo ε(E) , ε(B) e qµ Eµ como quantidades não nulas, da Eq. (5.3)

e da Eq. (5.8) devemos ter

qν eν = 0. (5.10)

Finalmente, aplicando esta última técnica na Eq. (1.32), temos

V ν Kν [Dµ]Σ + ηµναβ Vα Kν [Hβ]Σ = 0, (5.11)

ou, mais explicitamente,

ω
[
εµ

λE
λ
]
Σ

+ ηµναβ Vα Kν

[
µβλ Bλ

]
Σ

= 0. (5.12)

Substituindo as Eqs. (5.1)-(5.2) na Eq. (5.12), encontramos

ω ε(E) eµ Kδ hδ
λ Eλ + ηµναβ Vα Kν µ(E) eβ Kδ hδ

λ Bλ +

+ω ε(B) bµ Kδ hδ
λ Eλ + ηµναβ Vα Kν µ(B) bβ Kδ hδ

λ Bλ = 0.

(5.13)

Reescrevendo a equação acima na forma tri-dimensional, resulta

ω ε(B) bµ qλ Eλ + ηµναβ Vα Kν µ(E) eβ qλ Bλ +

+ω ε(E) eµ qλ Eλ + ηµναβ Vα Kν µ(B) bβ qλ Bλ = 0.
(5.14)

Substituindo a Eq. (5.5) na Eq. (5.14), obtemos

ω ε(B) qλ Eλ 1

ω
ηµναβ Vα Kν eβ + ηµναβ Vα Kν µ(E) eβ qλ Bλ +

+ω ε(E) eµ qλ Eλ + ηµναβ Vα Kν µ(B) qλ Bλ 1

ω
ηβ

χξγ Vξ Kχ eγ = 0.
(5.15)

Sabendo que Kµ = qµ + ω V µ, vemos que na expressão acima podemos trocar o quadri-

vetor Kµ por qµ, uma vez que é nula a contribuição de ωV µ. Deste modo, temos

ε(B)

ω
qλ Eλ ηµναβ Vα qν eβ +

µ(E)

ω
ηµναβ Vα qν eβ qλ Bλ +

+ ε(E) eµ qλ Eλ − µ(B)

ω2
Vα qν qλ Bλ ηµναβ ηχξγβ V ξ qχ eγ = 0.

(5.16)

Tendo em vista que

ηµναβ ηχξγβ = − det




δµ
χ δµ

ξ δµ
γ

δν
χ δν

ξ δν
γ

δα
χ δα

ξ δα
γ


 , (5.17)
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a Eq. (5.16) torna-se

ε(E) qλ Eλ hµ
σ eσ +

ε(B)

ω
qλ Eλ ηµνα

β Vα qν hβ
σ eσ +

+
µ(E)

ω
qλ Bλ ηµνα

β Vα qν hβ
σ eσ +

µ(B)

ω2
qλ Bλ qν qν hµ

σ eσ = 0.

(5.18)

A Eq. (5.18) pode ser escrita na forma

Zµ
σ eσ = 0 , (5.19)

onde definimos a matriz Zµ
σ como sendo

Zµ
σ := ε(E) qλ Eλ hµ

σ +
ε(B)

ω
qλ Eλ ηµνα

σ Vα qν +

+
µ(E)

ω
qλ Bλ ηµνα

σ Vα qν +
µ(B)

ω2
qλ Bλ qν qν hµ

σ.

(5.20)

A Eq. (5.19) constitui uma equação de auto-valores. Portanto, para que a matriz Zµ
σ

tenha núcleo não trivial, ou seja, eσ 6= 0, ela deve ser não invert́ıvel [54]. Esta condição

será satisfeita se, e somente se,

det | Zµ
σ |= 0. (5.21)

Este resultado é conhecido na literatura como equação generalizada de Fresnel, e resulta

na descrição da propagação de raios de luz em meios materiais.

5.2 Relação de dispersão

Nesta seção, apresentamos a solução formal para o problema da propagação de raios de

luz em meios materiais caracterizados por coeficientes dielétricos εα
β e µα

β dados pelas

Eqs. (5.1)-(5.2).

Para encontrarmos soluções para a equação de auto-valores (5.19), podemos proceder

de duas maneiras diferentes, mas que conduzem a resultados idênticos. O primeiro método

consiste em expandir o vetor eσ em uma base conveniente de vetores do espaço tri-

dimensional [12, 15, 27, 28]. Assim, considerando o conjunto de vetores
{
Eσ, qσ, ησαβγqαVβEγ

}

como sendo uma base do espaço tri-dimensional, podemos expandir eσ na forma

eσ = a1 Eσ + a2 qσ + a3 ησαβγqαVβEγ. (5.22)

Desta forma, substituindo o Ansatz (5.22) na Eq. (5.19), encontra-se uma equação

resultante identicamente nula. Como por hipótese o conjunto de vetores
{
Eσ, qσ, ησαβγqαVβEγ

}
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é linearmente independente, é necessário que os coeficientes desta equação sejam identicamente

nulos. Deste modo, este conjunto de coeficientes identicamente nulos irá compor um

sistema de equações algébricas cuja solução resultará na equação de dispersão. Esta

técnica, embora simples, pode nos levar a questionar se o conjunto de vetores escolhido é

efetivamente linearmente independente. Por esta razão, não fazemos uso da Eq. (5.22) no

presente trabalho.

O segundo método foca somente a estrutura algébrica da Eq. (5.19), e consiste em

utilizar as fórmulas covariantes de traço para operadores lineares [55].

Segundo este último método, temos que o determinante da matriz Zµ
σ é dado por

det | Zµ
σ |= −1

6
Z1

3 +
1

2
Z1Z2 − 1

3
Z3, (5.23)

onde

Z1 := Zµ
µ,

Z2 := Zµ
σ Zσ

µ,

Z3 := Zµ
σ Zσ

τ Zτ
µ.

(5.24)

Para a matriz Zµ
σ dada pela Eq. (5.20), temos que os traços Z1, Z2 e Z3 são dados1

por

Z1 = 3 X, (5.25)

Z2 = 3 X2 − 2 Y 2, (5.26)

Z3 = 3 X3 − 6 X Y 2, (5.27)

onde definimos

X := µ(B)
‖ ~q ‖2

ω2

(
~q · ~B

)
− ε(E)

(
~q · ~E

)
, (5.28)

e

Y :=
[
ε(B)

(
~q · ~E

)
+ µ(E)

(
~q · ~B

) ] ‖ ~q ‖
ω

. (5.29)

Assim, substituindo as Eqs. (5.25)-(5.27) na Eq. (5.23), obtemos

det | Zµ
σ |= −X (X2 + Y 2) . (5.30)

1Para detalhes destes resultados, ver Apêndice A.
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Da equação generalizada de Fresnel (5.21), vemos que a expressão acima deve ser

identicamente nula. Com isso, temos duas soluções: A primeira se reduz a

µ(B)
‖ ~q ‖2

ω2

(
~q · ~B

)
− ε(E)

(
~q · ~E

)
= 0, (5.31)

e a segunda solução corresponde a termos a Eq. (5.31) juntamente com

[
ε(B)

(
~q · ~E

)
+ µ(E)

(
~q · ~B

) ] ‖ ~q ‖
ω

= 0. (5.32)

Desta última equação, encontramos que

~q ·
(
ε(B)

~E + µ(E)
~B
)

= 0. (5.33)

A expressão acima é tida como um v́ınculo, uma vez que não impõe nenhuma condição

à freqüência angular ω. Em um trabalho recente, Goulart e De Lorenci [28] estudaram

o efeito Jones eletro-magneto-óptico, e conclúıram que várias configurações com respeito

a dependência dos parâmetros ε e µ nos campos eletromagnéticos seriam posśıveis para

se obter este efeito, sendo que a condição ε = ε(B) e µ = µ(E) não poderia produzir tal

efeito por questões de simetria. Na equação de v́ınculo (5.33), vemos que a dependência

de ε nas derivadas do campo magnético e a dependência de µ nas derivadas do campo

elétrico não nos traz informação alguma na relação de dispersão.

Definindo a norma da velocidade de fase da onda eletromagnética como

‖ ~v ‖2 :=
ω2

‖ ~q ‖2 , (5.34)

encontramos, finalmente, da Eq. (5.31), que

‖ ~v ‖2 =
µ(B)

ε(E)

(
~q · ~B

)
(
~q · ~E

) . (5.35)

Deve-se notar que, o resultado apresentado na Eq. (5.35) foi obtido ao empregarmos

as técnicas I.Q.D. e H.P. de forma complementar no conjunto de equações de Maxwell.

Das expressões (5.1) e (5.2), vemos que ao considerarmos os termos dependêntes das

derivadas dos campos eletromagnéticos iguais a zero, os campos de intensidade e indução

são todos cont́ınuos, e portanto, pode-se empregar somente a técnica H.P. no conjunto de

equações de campo. Deste modo, podemos analizar e resgatar a contribuição dos demais

termos cont́ınuos dependêntes dos campos, uma vez que tais resultados podem ainda ser

analizados do ponto de vista experimental. Devido à natureza descont́ınua dos parâmetros
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dielétricos, a técnica I.Q.D. não considera a contribuição da parte cont́ınua dependente

dos campos.

É interessante notar que o mesmo resultado encontrado na Eq. (5.30) pode, também,

ser obtido fixando o sistema de coordenadas. Para ver isto, suponha que o vetor de onda

qµ é tal que qµ = (0, 0, q). Deste modo, a matriz Zµ
σ definida na Eq. (5.20) pode ser

representada por

Zµ
σ =




−X Y 0

−Y −X 0

0 0 −X


 , (5.36)

de onde resulta imediatamente a Eq. (5.30). Em outros efeitos da eletrodinâmica não-

linear, como por exemplo o efeito Kerr eletro-óptico, o efeito Cotton-Mouton magneto-

óptico e o efeito Jones eletro-magneto-óptico [27], pode-se ainda empregar esta última

técnica.

Para situações onde é posśıvel fixar a direção do vetor de onda qµ bem como dos campos

Eµ e Bµ, pode-se usar tal técnica. Porém, em situações mais gerais, torna-se mais cômodo

o uso do método covariante exposto nesta seção.

Para analisar os modos de polarização permitidos para este sistema, considere a Eq.

(5.19) escrita na forma




−X Y 0

−Y −X 0

0 0 −X







e1

e2

e3


 =




0

0

0


 . (5.37)

Da condição de compatibilidade derivada da lei de Gauss da eletricidade, obtemos como

resultado final qµeµ = 0. Este resultado nos mostra que a projeção do modo de polarização

sobre a direção definida pelo vetor qµ é nula. Assim, se o vetor qµ é tal que qµ = (0, 0, q),

então o modo de polarização eµ = (0, 0, e3) não é permitido. Com base nestes resultados,

apenas os outros dois modos de polarização restantes são admisśıveis. Contudo, para que

qualquer outro modo de polarização eµ diferente do modo eµ = (0, 0, e3) seja posśıvel, a

matriz de Fresnel Zµ
σ deve ser identicamente nula. Desta forma, teŕıamos, em prinćıpio,

três modos de polarização admisśıveis. Porém, da Eq. (5.10) vemos que são dois os modos

de polarização permitidos, sendo que os mesmos devem ser transversais à direção do vetor

de onda qµ.
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5.3 Geometria Efetiva

As condições para a propagação de raios de luz dadas pela Eq. (5.31) podem ser apresentadas

na forma

gµν
e KµKν = 0, (5.38)

onde o tensor simétrico gµν
e representa a geometria óptica efetiva, também conhecida como

métrica óptica, associada com a propagação de ondas eletromagnéticas no meio material

[18]. Tal objeto é responsável pela caracterização da estrutura geométrica de um espaço-

tempo efetivo, representado pelo meio material no qual a onda se propaga. Pode se mostrar

[20] que, Kµ satisfaz a equação geodésica

(Dλ Kµ) Kλ = 0, (5.39)

onde Dµ representa a derivada covariante na geometria gµν
e . Tal resultado garante que

Kµ = gµν
e Kν é um vetor geodésico na geometria efetiva óptica [56]. Como Kµ é um vetor

tipo-nulo na geometria gµν
e , segue que suas curvas integrais corresponderão à geodésicas

nulas nesta geometria efetiva.

Representando a Eq. (5.35) na forma

ω2 ε(E)

(
~q · ~E

)
− ‖ ~q ‖2 µ(B)

(
~q · ~B

)
= 0, (5.40)

usando a Eq. (5.6), bem como o resultado KµKµ = ω2 − ‖ ~q ‖2, encontramos

KµKνV
µV ν ε(E)

(
~q · ~E

)
+ ηµνKµKν µ(B)

(
~q · ~B

)
−KµKνV

µV νµ(B)

(
~q · ~B

)
= 0,(5.41)

ou ainda


ηµν −


1 − ε(E)

µ(B)

(
~q · ~E

)
(
~q · ~B

)

 V µV ν



KµKν = 0. (5.42)

Comparando este resultado com a Eq. (5.38), podemos definir a geometria efetiva para os

raios de luz como sendo

gµν
e := ηµν −


1 − ε(E)

µ(B)

(
~q · ~E

)
(
~q · ~B

)

 V µV ν . (5.43)
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5.4 Dinâmica ondulatória

Em todo o texto, ao analisarmos a propagação de ondas eletromagnéticas, encontramos que

as descontinuidades associadas aos campos eletromagnéticos, ou às suas derivadas, devem

pertencer à frente de onda dos campos, que matematicamente, pode ser representada por

uma hipersuperf́ıcie do espaço-tempo definida por Σ : Φ(xµ) = 0.

Como apresentado na seção 3.2, se um campo tensorial de rank arbitrário F (xµ),

definido sobre uma hipersuperf́ıcie Σ, é tal que todas as suas derivadas de ordem 0 até

ordem i apresentem descontinuidades nulas sobre Σ, então, sua derivada de ordem (i+1),

apresenta uma descontinuidade finita ou nula através de Σ, dada na forma representada

pela Eq. (3.16).

Para permitir as descontinuidades acima mencionadas, Φ deve ser solução de alguma

equação caracteŕıstica da forma [30],

Υ ≡ Gµν...λ (∂µΦ) (∂νΦ) . . . (∂λΦ) = 0. (5.44)

Quando o campo F (xµ) é não-linear, o tensor completamente simétrico Gµν...λ pode

depender do campo F (xµ), e de suas derivadas cont́ınuas.2

Como vimos, as descontinuidades se propagam ao longo dos raios:

dxµ

du
=

∂Υ

∂Kµ

,
dKµ

du
= − ∂Υ

∂xµ
, (5.45)

onde u representa algum parâmetro variando ao longo dos raios.

Segundo a Teoria da Relatividade, não é posśıvel que qualquer forma de interação

possa se propagar no espaço-tempo com uma velocidade superior à velocidade da luz no

vácuo, dada por c = 1. Deste modo, o vetor ∂Υ/∂Kµ deve ser um vetor do tipo-tempo,

ou possivelmente, do tipo-nulo, isto é

N =

√
gµν

∂Υ

∂Kµ

∂Υ

∂Kν

≥ 0 , (5.46)

onde gµν constitui um tensor métrico com assinatura lorentziana [56].

Se N 6= 0, podemos normalizar a velocidade do raio, e obter

vµ =
1

N

∂Υ

∂Kµ

. (5.47)

2No caso da teoria do eletromagnetismo, tal campo F (xµ) é identificado com algum dos campos

eletromagnéticos.
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Para N = 0, define-se

vµ =
∂Υ

∂Kµ

. (5.48)

Das relações (5.46)-(5.47) acima, segue que

vµvµ = 1 . (5.49)

Observando a Eq. (5.44) e a Eq. (5.47), e fazendo uso do teorema de Euler para funções

homogêneas, encontramos que

vµKµ = 0 , (5.50)

o qual implica imediatamente em

gµν Kµ Kν ≤ 0. (5.51)

No caso do sistema de E.D.P. de Maxwell, a equação caracteŕıstica (5.44) se reduz para

a Eq. (5.38), onde, neste caso, o tensor Gµν...λ se identifica com o tensor métrico efetivo

gµν
e .

Como, no presente trabalho, estamos adotando um sistema de coordenadas cartesianas,

devemos substituir o tensor gµν por ηµν nas relações acima. Assim, sabendo que Kµ =

(ω , ~q), e observando a Eq. (5.34), encontramos o resultado

‖ ~v ‖ ≤ 1, (5.52)

mostrando que toda interação na natureza deve se propagar com velocidade menor ou

igual à velocidade da luz no vácuo.

Estes resultados, embora simples, mostram uma sutil diferença entre os conceitos de

vetor de propagação e vetor de onda. Como podemos ver, o vetor de propagação é

identificado com o vetor velocidade vµ, ao passo que o vetor de onda é dado por Kµ = ∂µΦ.

Quando se trata da propagação de ondas eletromagnéticas no vazio, a igualdade na

relação (5.52) é satisfeita, e portanto, os vetores vµ e Kµ são vetores tipo-nulo. Como

dois vetores tipo-nulo são ortogonais se, e só se, eles são paralelos, então, neste caso,

os conceitos de vetor de propagação e vetor de onda se confundem. Contudo, quando

a propagação se desenvolve em um meio material no qual a velocidade de propagação é

menor do que c = 1, então, neste caso, o vetor de propagação vµ será tipo-tempo, e o vetor

de onda Kµ será tipo-espaço.
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Da relação (5.46), vemos que o resultado expresso pelas relações (5.50)-(5.51) segue

diretamente. Entretanto, a rećıproca não é verdadeira. Como se pode observar, das

relações (5.46)-(5.47), o vetor de propagação vµ é não tipo-espaço, o que implica diretamente

que o vetor de onda Kµ é não tipo-tempo. Por outro lado, partindo da relação (5.51),

vemos que o vetor de propagação vµ pode ser tanto tipo-tempo, tipo-nulo e tipo-espaço,

contrariando a condição de que vµ é não tipo-espaço. Concluimos, então, que a relação

(5.46) constitui uma condição suficiente, porém não necessária, para se ter as relações

(5.50)-(5.51).

Outro problema surge quando tentamos partir da relação (5.51), e analisar as condições

que a hipersuperf́ıcie Σ deve satisfazer. Por definição, o vetor Kµ é ortogonal a Σ,

então, o resultado apresentado na relação (5.51) não exclui a possibilidade de Σ ser uma

hipersuperf́ıcie do tipo-tempo. Para que a propagação de ondas não viole questões acerca

do prinćıpio da causalidade, a hipersuperf́ıcie Σ deve ser do tipo-espaço, ou possivelmente,

do tipo-nulo, contudo não pode ser do tipo-tempo, pois deste modo, haveriam pontos

sobre Σ que possuem conexão causal dinâmica. Se, sobre uma hipersuperf́ıcie do espaço-

tempo, existem pontos que possuem conexão causal dinâmica, então, ao associar dados

iniciais sobre esta hipersuperf́ıcie, tais dados não podem ser escolhidos de forma arbitrária,

independente.



Conclusão

Neste trabalho, foi feito um estudo comparativo entre a formulação eikonal da Óptica e o

formalismo das ondas de choque.

Empregando as técnicas I.Q.D., T.D. e H.P. diretamente nas equações de Maxwell,

derivamos condições de compatibilidade para os campos, a partir das quais obteve-se a

equação eikonal da Óptica Geométrica, demonstrando assim uma formal equivalência entre

a formulação das ondas de choque e a formulação eikonal.1

O método T.D. pode ser aplicado à equações diferenciais de ordem superior. Com base

neste resultado, ao aplicar tal método na equação de onda de segunda ordem, obtivemos

tanto a equação eikonal da Óptica Geométrica quanto a equação de transporte para as

descontinuidades do campo. Verificou-se, ainda, que esta equação de transporte possui

a mesma forma que a equação de transporte para o campo eletromagnético no limite de

pequenos comprimentos de onda.

Fenômenos ópticos do âmbito da Óptica Geométrica, tais como reflexão e refração,

podem ser estudados fazendo uso da equação eikonal. Contudo, partindo da equação

de onda e considerando no ı́ndice de refração do meio termos de segunda ordem no

comprimento de onda da luz, pode-se definir um ı́ndice de refração generalizado, ou

seja, uma nova quantidade que contém informações sobre as propriedades materiais do

meio e sobre o perfil de pulsos eletromagnéticos que se propagam no material. Com

esse formalismo F.E.G., efeitos de natureza ondulatória tais como difração, dispersão,

auto-focalização, auto-aprisionamento e interferência podem ser estudados, fazendo uso

da E.E.G..

No caṕıtulo 5, apresentamos um modelo teórico original, no arcabouço da eletrodinâmica

1É importante lembrar que, nas condições de compatibilidade derivadas com uso das técnicas I.Q.D. e

T.D., os vetores de polarização estão relacionados ao próprio campo eletromagnético, ao passo que, nas

condições de compatibilidade derivadas com o aux́ılio da técnica H.P., os vetores de polarização estão

relacionados às derivadas dos campos.
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não-linear, no qual as matrizes dielétricas εα
β e µα

β apresentam dependência funcional nas

intensidades dos campos e também em suas derivadas. Usando as técnicas I.Q.D. e H.P.

de forma complementar nas equações de Maxwell, a equação de dispersão foi derivada. A

matriz de Fresnel Zα
β resultante é identicamente nula, permitindo em prinćıpio três modos

de polarização admisśıveis. Porém, da Eq. (5.10) vemos que os dois modos de polarização

permitidos correspondem aos modos de polarização transversais à direção do vetor qµ.

Através da relação de dispersão (5.31), derivamos a forma funcional para a geometria

óptica efetiva associada ao sistema em questão. Por fim, estudamos algumas questões

acerca do prinćıpio da causalidade, mostrando que, no contexto de meios materiais, existe

uma sutil diferença entre os conceitos de vetor de propagação e vetor de onda.

Nas aplicações do F.E.G. apresentadas no caṕıtulo 4, vemos que os efeitos de natureza

ondulatória assim descritos se referem a casos simples, como, por exemplo, pulsos gaussi-

anos. Seria interessante empregar tais idéias a outros casos mais complexos, no sentido de

extrair mais informações da teoria e também de avaliar a credibilidade de tal formalismo.

Neste trabalho, não levamos em conta o caráter de simetria algébrica das matrizes

dielétricas εα
β e µα

β. Como uma proposta de trabalho futuro, podemos simetrizar as Eqs.

(5.1)-(5.2), e seguir o mesmo procedimento realizado no caṕıtulo 5, com o uso do cálculo

covariante a fim de obter a relação de dispersão para este novo sistema.

Como foi comentado no caṕıtulo 5, os resultados obtidos referêntes à propagação de

ondas eletromagnéticas em diferentes modelos da eletrodinâmica não-linear são dependentes

da(s) técnica(s) empregada(s) para a análise das condições de descontinuidade associadas

aos campos eletromagnéticos. Um importante trabalho futuro a ser realizado consiste em

buscar (construir) uma determinada técnica que nos permita analizar a contribuição nos

parâmetros dielétricos tanto dos campos eletromagnéticos como também de suas derivadas.

Como vimos, as técnicas T.D. e H.P. podem ser aplicadas a equações diferenciais de

ordem superior. Um outro estudo interessante a ser feito consiste em buscar uma adequada

implementação no formalismo I.Q.D., de forma que este possa, também, ser aplicado a

equações de ordem superior, tais como a equação de onda.



Apêndice A

Neste apêndice, reproduzimos o cálculo expĺıcito dos traços Z1, Z2 e Z3 definidos pelas

Eqs. (5.24), relativos à matriz Zµ
σ .

Como a matriz Zµ
σ é dada por

Zµ
σ = ε(E) qλ Eλ hµ

σ +
1

ω
ε(B) qλ Eλ ηµνα

σ Vα qν +

+
1

ω
µ(E) qλ Bλ ηµνα

σ Vα qν +
1

ω2
µ(B) qλ Bλ qν qν hµ

σ,
(A-1)

temos

Z1 = Zµ
µ = ε(E) qλ Eλ hµ

µ +
1

ω
ε(B) qλ Eλ ηµνα

µ Vα qν +

+
1

ω
µ(E) qλ Bλ ηµνα

µ Vα qν +
1

ω2
µ(B) qλ Bλ qν qν hµ

µ

= 3 µ(B)
‖ ~q ‖2

ω2

(
~q · ~B

)
− 3 ε(E)

(
~q · ~E

)
.

(A-2)

Para o cálculo de Z2, definimos a matriz Z2
µ

ρ dada por

Z2
µ

ρ := Zµ
σ Zσ

ρ. (A-3)

Assim, resulta

Z2
µ

ρ = (ε(E) qλ Eλ hµ
σ +

1

ω
ε(B) qλ Eλ ηµνα

σ Vα qν +

+
1

ω
µ(E) qλ Bλ ηµνα

σ Vα qν +
1

ω2
µ(B) qλ Bλ qν qν hµ

σ)×
× (ε(E) qγ Eγ hσ

ρ +
1

ω
ε(B) qγ Eγ ησδχ

ρ Vχ qδ +

+
1

ω
µ(E) qγ Bγ ησδχ

ρ Vχ qδ +
1

ω2
µ(B) qγ Bγ qδ qδ hσ

ρ).

(A-4)
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Efetuando a multiplicação de todos os termos de forma distributiva, temos:

Z2
µ

ρ = ε(E)
2 qλ Eλ qγ Eγ hµ

ρ + ε(E)

ε(B)

ω
qλ Eλ qγ Eγ ηµδχ

ρ Vχ qδ +

+ ε(E)

µ(E)

ω
qλ Eλ qγ Bγ ηµδχ

ρ Vχ qδ + ε(E)

µ(B)

ω2
qλ Eλ qγ Bγ qδ qδ hµ

ρ +

+ ε(E)

ε(B)

ω
qλ Eλ qγ Eγ ηµνα

ρ Vα qν +
ε(B)

2

ω2
qλ Eλ qγ Eγ Vα qν V χ qδηµνασ ησδχρ +

+ µ(E)

ε(B)

ω2
qλ Eλ qγ Bγ Vα qν V χ qδηµνασ ησδχρ + ε(B)

µ(B)

ω3
qλ Eλ qγ Bγ qδ qδ Vα qν ηµνα

ρ +

+ ε(E)

µ(E)

ω
qλ Bλ qγ Eγ ηµνα

ρ Vα qν +
µ(E)

ω2
ε(B) qλ Bλ qγ Eγ Vα qν V χ qδηµνασ ησδχρ +

+
µ(E)

2

ω2
qλ Bλ qγ Bγ Vα qν V χ qδηµνασ ησδχρ + µ(B)

µ(E)

ω3
qλ Bλ qγ Bγ qδ qδ Vα qν ηµνα

ρ +

+ ε(E)

µ(B)

ω2
qλ Bλ qγ Eγ qν qν hµ

ρ + ε(B)

µ(B)

ω3
qγ Eγ qλ Bλ qν qν ηµδχ

ρ Vχ qδ +

+ µ(E)

µ(B)

ω3
qλ Bλ qγ Bγ qν qν ηµδχ

ρ Vχ qδ +
µ(B)

2

ω4
qλ Bλ qγ Bγ qν qν qδ qδ hµ

ρ.

(A-5)

Substituindo a Eq. (5.17) na Eq. (A-5), obtemos

Z2
µ

ρ = (ε(E))
2 qλ Eλ qγ Eγ hµ

ρ + ε(E)

ε(B)

ω
qλ Eλ qγ Eγ ηµδχ

ρ Vχ qδ +

+ ε(E)

µ(E)

ω
qλ Eλ qγ Bγ ηµδχ

ρ Vχ qδ + ε(E)

µ(B)

ω2
qλ Eλ qγ Bγ qδ qδ hµ

ρ +

+ ε(E)

ε(B)

ω
qλ Eλ qγ Eγ ηµνα

ρ Vα qν +
(ε(B))

2

ω2
qλ Eλ qγ Eγ qδ qδ hµ

ρ+

− (ε(B))
2

ω2
qλ Eλ qγ Eγ qµ qρ + µ(E)

ε(B)

ω2
qλ Eλ qγ Bγ qδ qδ hµ

ρ+

−µ(E)

ε(B)

ω2
qλ Eλ qγ Bγ qµ qρ + ε(B)

µ(B)

ω3
qλ Eλ qγ Bγ qδ qδ Vα qν ηµνα

ρ +

+ ε(E)

µ(E)

ω
qλ Bλ qγ Eγ ηµνα

ρ Vα qν +
µ(E)

ω2
ε(B) qλ Bλ qγ Eγ qν qν hµ

ρ+

− µ(E)

ω2
ε(B) qλ Bλ qγ Eγ qµ qρ +

(µ(E))
2

ω2
qλ Bλ qγ Bγ qν qν hµ

ρ+

− (µ(E))
2

ω2
qλ Bλ qγ Bγ qµ qρ + µ(B)

µ(E)

ω3
qλ Bλ qγ Bγ qδ qδ Vα qν ηµνα

ρ +

+ ε(E)

µ(B)

ω2
qλ Bλ qγ Eγ qν qν hµ

ρ + ε(B)

µ(B)

ω3
qγ Eγ qλ Bλ qν qν ηµδχ

ρ Vχ qδ +

+ µ(E)

µ(B)

ω3
qλ Bλ qγ Bγ qν qν ηµδχ

ρ Vχ qδ +
(µ(B))

2

ω4
qλ Bλ qγ Bγ qν qν qδ qδ hµ

ρ.

(A-6)
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Fazendo Z2 = Z2
µ

µ, resulta

Z2 = 3 (ε(E))
2

(
~q · ~E

)2

− 6 ε(E) µ(B)

(
~q · ~E

) (
~q · ~B

) ‖ ~q ‖2

ω2
+

− 4 ε(B) µ(E)

(
~q · ~E

) (
~q · ~B

) ‖ ~q ‖2

ω2
− 2 (µ(E))

2
(
~q · ~B

)2 ‖ ~q ‖2

ω2
+

+ 3 (µ(B))
2

(
~q · ~B

)2 ‖ ~q ‖4

ω4
− 2 (ε(B))

2
(
~q · ~E

)2 ‖ ~q ‖2

ω2
.

(A-7)

Manipulando a equação acima encontramos

Z2 = 3

(
ε(E)

(
~q · ~E

)
− µ(B)

(
~q · ~B

) ‖ ~q ‖2

ω2

)2

+

− 2

(
ε(B)

(
~q · ~E

) ‖ ~q ‖
ω

+ µ(E)

(
~q · ~B

) ‖ ~q ‖
ω

)2

.

(A-8)

Das Eqs. (5.24), temos

Z3 = Z2
µ

ρ Zρ
µ. (A-9)

Assim, encontramos
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Z3 = (ε(E))
2 qλ Eλ qγ Eγ hµ

ρ

(
ε(E) qϕ Eϕ +

1

ω2
µ(B) qϕ Bϕ qξ qξ

)
hρ

µ +

+ (ε(E))
2 qλ Eλ qγ Eγ hµ

ρ

(
1

ω
ε(B) qϕ Eϕ +

1

ω
µ(E) qϕ Bϕ

)
ηρξω

µ Vω qξ +

+ ε(E)

ε(B)

ω
qλ Eλ qγ Eγ ηµδχ

ρ Vχ qδ

(
ε(E) qϕ Eϕ +

1

ω2
µ(B) qϕ Bϕ qξ qξ

)
hρ

µ +

+ε(E)

ε(B)

ω
qλ Eλ qγ Eγ ηµδχ

ρ Vχ qδ

(
1

ω
ε(B) qϕ Eϕ +

1

ω
µ(E) qϕ Bϕ

)
ηρξω

µ Vω qξ +

+ ε(E)

µ(E)

ω
qλ Eλ qγ Bγ ηµδχ

ρ Vχ qδ

(
ε(E) qϕ Eϕ +

1

ω2
µ(B) qϕ Bϕ qξ qξ

)
hρ

µ +

+ε(E)

µ(E)

ω
qλ Eλ qγ Bγ ηµδχ

ρ Vχ qδ

(
1

ω
ε(B) qϕ Eϕ +

1

ω
µ(E) qϕ Bϕ

)
ηρξω

µ Vω qξ +

+ ε(E)

µ(B)

ω2
qλ Eλ qγ Bγ qδ qδ hµ

ρ

(
ε(E) qϕ Eϕ +

1

ω2
µ(B) qϕ Bϕ qξ qξ

)
hρ

µ +

+ε(E)

µ(B)

ω2
qλ Eλ qγ Bγ qδ qδ hµ

ρ

(
1

ω
ε(B) qϕ Eϕ +

1

ω
µ(E) qϕ Bϕ

)
ηρξω

µ Vω qξ +

+ ε(E)

ε(B)

ω
qλ Eλ qγ Eγ ηµνα

ρ Vα qν

(
ε(E) qϕ Eϕ +

1

ω2
µ(B) qϕ Bϕ qξ qξ

)
hρ

µ +

+ε(E)

ε(B)

ω
qλ Eλ qγ Eγ ηµνα

ρ Vα qν

(
1

ω
ε(B) qϕ Eϕ +

1

ω
µ(E) qϕ Bϕ

)
ηρξω

µ Vω qξ +

+
(ε(B))

2

ω2
qλ Eλ qγ Eγ qδ qδ hµ

ρ

(
ε(E) qϕ Eϕ +

1

ω2
µ(B) qϕ Bϕ qξ qξ

)
hρ

µ +

+
(ε(B))

2

ω2
qλ Eλ qγ Eγ qδ qδ hµ

ρ

(
1

ω
ε(B) qϕ Eϕ +

1

ω
µ(E) qϕ Bϕ

)
ηρξω

µ Vω qξ +

− (ε(B))
2

ω2
qλ Eλ qγ Eγ qµ qρ

(
ε(E) qϕ Eϕ +

1

ω2
µ(B) qϕ Bϕ qξ qξ

)
hρ

µ +

− (ε(B))
2

ω2
qλ Eλ qγ Eγ qµ qρ

(
1

ω
ε(B) qϕ Eϕ +

1

ω
µ(E) qϕ Bϕ

)
ηρξω

µ Vω qξ +

+ µ(E)

ε(B)

ω2
qλ Eλ qγ Bγ qδ qδ hµ

ρ

(
ε(E) qϕ Eϕ +

1

ω2
µ(B) qϕ Bϕ qξ qξ

)
hρ

µ +

+µ(E)

ε(B)

ω2
qλ Eλ qγ Bγ qδ qδ hµ

ρ

(
1

ω
ε(B) qϕ Eϕ +

1

ω
µ(E) qϕ Bϕ

)
ηρξω

µ Vω qξ +

−µ(E)

ε(B)

ω2
qλ Eλ qγ Bγ qµ qρ

(
ε(E) qϕ Eϕ +

1

ω2
µ(B) qϕ Bϕ qξ qξ

)
hρ

µ +

−µ(E)

ε(B)

ω2
qλ Eλ qγ Bγ qµ qρ

(
1

ω
ε(B) qϕ Eϕ +

1

ω
µ(E) qϕ Bϕ

)
ηρξω

µ Vω qξ +

+ ε(B)

µ(B)

ω3
qλ Eλ qγ Bγ qδ qδ Vα qν ηµνα

ρ

(
ε(E) qϕ Eϕ +

1

ω2
µ(B) qϕ Bϕ qξ qξ

)
hρ

µ +

+ε(B)

µ(B)

ω3
qλ Eλ qγ Bγ qδ qδ Vα qν ηµνα

ρ

(
1

ω
ε(B) qϕ Eϕ +

1

ω
µ(E) qϕ Bϕ

)
ηρξω

µ Vω qξ +
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+ ε(E)

µ(E)

ω
qλ Bλ qγ Eγ ηµνα

ρ Vα qν

(
ε(E) qϕ Eϕ +

1

ω2
µ(B) qϕ Bϕ qξ qξ

)
hρ

µ +

+ε(E)

µ(E)

ω
qλ Bλ qγ Eγ ηµνα

ρ Vα qν

(
1

ω
ε(B) qϕ Eϕ +

1

ω
µ(E) qϕ Bϕ

)
ηρξω

µ Vω qξ +

+
µ(E)

ω2
ε(B) qλ Bλ qγ Eγ qν qν hµ

ρ

(
ε(E) qϕ Eϕ +

1

ω2
µ(B) qϕ Bϕ qξ qξ

)
hρ

µ +

+
µ(E)

ω2
ε(B) qλ Bλ qγ Eγ qν qν hµ

ρ

(
1

ω
ε(B) qϕ Eϕ +

1

ω
µ(E) qϕ Bϕ

)
ηρξω

µ Vω qξ +

− µ(E)

ω2
ε(B) qλ Bλ qγ Eγ qµ qρ

(
ε(E) qϕ Eϕ +

1

ω2
µ(B) qϕ Bϕ qξ qξ

)
hρ

µ +

− µ(E)

ω2
ε(B) qλ Bλ qγ Eγ qµ qρ

(
1

ω
ε(B) qϕ Eϕ +

1

ω
µ(E) qϕ Bϕ

)
ηρξω

µ Vω qξ +

+
(µ(E))

2

ω2
qλ Bλ qγ Bγ qν qν hµ

ρ

(
ε(E) qϕ Eϕ +

1

ω2
µ(B) qϕ Bϕ qξ qξ

)
hρ

µ +

+
(µ(E))

2

ω2
qλ Bλ qγ Bγ qν qν hµ

ρ

(
1

ω
ε(B) qϕ Eϕ +

1

ω
µ(E) qϕ Bϕ

)
ηρξω

µ Vω qξ +

− (µ(E))
2

ω2
qλ Bλ qγ Bγ qµ qρ

(
ε(E) qϕ Eϕ +

1

ω2
µ(B) qϕ Bϕ qξ qξ

)
hρ

µ +

− (µ(E))
2

ω2
qλ Bλ qγ Bγ qµ qρ

(
1

ω
ε(B) qϕ Eϕ +

1

ω
µ(E) qϕ Bϕ

)
ηρξω

µ Vω qξ +

+ µ(B)

µ(E)

ω3
qλ Bλ qγ Bγ qδ qδ Vα qν ηµνα

ρ

(
ε(E) qϕ Eϕ +

1

ω2
µ(B) qϕ Bϕ qξ qξ

)
hρ

µ +

+ µ(B)

µ(E)

ω3
qλ Bλ qγ Bγ qδ qδ Vα qν ηµνα

ρ

(
1

ω
ε(B) qϕ Eϕ +

1

ω
µ(E) qϕ Bϕ

)
ηρξω

µ Vω qξ +

+ ε(E)

µ(B)

ω2
qλ Bλ qγ Eγ qν qν hµ

ρ

(
ε(E) qϕ Eϕ +

1

ω2
µ(B) qϕ Bϕ qξ qξ

)
hρ

µ +

+ ε(E)

µ(B)

ω2
qλ Bλ qγ Eγ qν qν hµ

ρ

(
1

ω
ε(B) qϕ Eϕ +

1

ω
µ(E) qϕ Bϕ

)
ηρξω

µ Vω qξ +

+ ε(B)

µ(B)

ω3
qγ Eγ qλ Bλ qν qν ηµδχ

ρ Vχ qδ

(
ε(E) qϕ Eϕ +

1

ω2
µ(B) qϕ Bϕ qξ qξ

)
hρ

µ +

+ ε(B)

µ(B)

ω3
qγ Eγ qλ Bλ qν qν ηµδχ

ρ Vχ qδ

(
1

ω
ε(B) qϕ Eϕ +

1

ω
µ(E) qϕ Bϕ

)
ηρξω

µ Vω qξ +

+ µ(E)

µ(B)

ω3
qλ Bλ qγ Bγ qν qν ηµδχ

ρ Vχ qδ

(
ε(E) qϕ Eϕ +

1

ω2
µ(B) qϕ Bϕ qξ qξ

)
hρ

µ +

+ µ(E)

µ(B)

ω3
qλ Bλ qγ Bγ qν qν ηµδχ

ρ Vχ qδ

(
1

ω
ε(B) qϕ Eϕ +

1

ω
µ(E) qϕ Bϕ

)
ηρξω

µ Vω qξ +

+
(µ(B))

2

ω4
qλ Bλ qγ Bγ qν qν qδ qδ hµ

ρ

(
ε(E) qϕ Eϕ +

1

ω2
µ(B) qϕ Bϕ qξ qξ

)
hρ

µ +

+
(µ(B))

2

ω4
qλ Bλ qγ Bγ qν qν qδ qδ hµ

ρ

(
1

ω
ε(B) qϕ Eϕ +

1

ω
µ(E) qϕ Bϕ

)
ηρξω

µ Vω qξ.

(A-10)
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Após efetuarmos as devidas contrações em todos os termos, a expressão acima pode

ser colocada na forma

Z3 = 3 (ε(E))
2

(
~q · ~E

)2
(

µ(B)
‖ ~q ‖2

ω2

(
~q · ~B

)
− ε(E)

(
~q · ~E

))
+

− 6 ε(E) µ(B)

(
~q · ~E

) (
~q · ~B

) ‖ ~q ‖2

ω2

(
µ(B)

‖ ~q ‖2

ω2

(
~q · ~B

)
− ε(E)

(
~q · ~E

))
+

− 2 (ε(B))
2

(
~q · ~E

)2 ‖ ~q ‖2

ω2

(
µ(B)

‖ ~q ‖2

ω2

(
~q · ~B

)
− ε(E)

(
~q · ~E

))
+

− 4 µ(E) ε(B)

(
~q · ~E

) (
~q · ~B

) ‖ ~q ‖2

ω2

(
µ(B)

‖ ~q ‖2

ω2

(
~q · ~B

)
− ε(E)

(
~q · ~E

))
+

− 2 (µ(E))
2

(
~q · ~B

)2 ‖ ~q ‖2

ω2

(
µ(B)

‖ ~q ‖2

ω2

(
~q · ~B

)
− ε(E)

(
~q · ~E

))
+

+ 3 (µ(B))
2

(
~q · ~B

)2 ‖ ~q ‖4

ω4

(
µ(B)

‖ ~q ‖2

ω2

(
~q · ~B

)
− ε(E)

(
~q · ~E

))
+

+ 4 ε(E) µ(E)

(
~q · ~E

) (
~q · ~B

) ‖ ~q ‖
ω

(
ε(B)

(
~q · ~E

) ‖ ~q ‖
ω

+ µ(E)

(
~q · ~B

) ‖ ~q ‖
ω

)
+

+ 4 ε(E) ε(B)

(
~q · ~E

)2 ‖ ~q ‖
ω

(
ε(B)

(
~q · ~E

) ‖ ~q ‖
ω

+ µ(E)

(
~q · ~B

) ‖ ~q ‖
ω

)
+

− 4 ε(B) µ(B)

(
~q · ~E

) (
~q · ~B

) ‖ ~q ‖3

ω3

(
ε(B)

(
~q · ~E

) ‖ ~q ‖
ω

+ µ(E)

(
~q · ~B

) ‖ ~q ‖
ω

)
+

− 4 µ(E) µ(B)

(
~q · ~B

)2 ‖ ~q ‖3

ω3

(
ε(B)

(
~q · ~E

) ‖ ~q ‖
ω

+ µ(E)

(
~q · ~B

) ‖ ~q ‖
ω

)
.

(A-11)

Manipulando a Eq. (A-11), encontramos finalmente

Z3 = 3

(
µ(B)

‖ ~q ‖2

ω2

(
~q · ~B

)
− ε(E)

(
~q · ~E

))3

+

− 6

(
µ(B)

‖ ~q ‖2

ω2

(
~q · ~B

)
− ε(E)

(
~q · ~E

))
×

×
(

ε(B)

(
~q · ~E

) ‖ ~q ‖
ω

+ µ(E)

(
~q · ~B

) ‖ ~q ‖
ω

)2

.

(A-12)
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