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Resumo

O objetivo desta dissertagao ¢ estudar a geometria diferencial plana local de uma
superficie regular M em R?, usando a teoria de singularidades. Esta geometria é obtida
através do estudo do contato de M com retas e planos. O contato com planos é medido
através das singularidades dos elementos da familia de funcoes altura H : M x S? —
R, (p,u) — p-u. O contato com retas, por sua vez, ¢ medido através das singularidades dos
elementos da familia de projecoes ortogonais P : M x S? — T'S?, (p,u) — (u,p— (p-u)u).

Escrevendo M localmente na forma de Monge z = f(z,y) obtemos condigoes sobre
os coeficientes da expansao de Taylor de f para identificar as singularidades genéricas de
H, e P,. Estudamos, também, o comportamento das linhas assintdticas na vizinhanca de

uma cuspide de Gauss.

Palavras chave: Singularidades, Projecao Ortogonal, Fungao Altura, Cuspide

de Gauss.



Abstract

The aim of this work is to study the local flat geometry of smooth surfaces M in R?
using singularity theory. This geometry is obtained by studying the contact of M with
lines and planes. The contact with planes is measured by the singularities of the elements
of the family of height functions H : M x S? — R, (p,u) — p-u. The contact with
lines is measured by the singularities of the elements of the family of projections to planes
P:MxS8*—TS? (pu)— (u,p—(p-u)u).

We write locally M in Monge form z = f(z,y) and obtain the conditions on the
coefficients of the Taylor expansion of f for identifying the generic singularities of H,,, P,,.

We also study the behavior of the asymptotic lines near a cusp of the Gauss map.

Keywords: Singularity, Orthogonal Projection, Height Functions, Cusps of
Gauss Mappings
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Introducao

A Geometria Genérica é um ramo da matematica que surgiu na década de sessenta
gracas aos trabalhos de René Thom, que, inspirado parcialmente por pesquisas de H.
Whitney, proporcionou a ferramenta necessaria para o estudo sistematico de fendmenos
genéricos. Esta ferramenta, conhecida hoje pelo nome de Teoria de Singularidades, nao s6
tem tido aplicacoes na geometria, mas também tem sido 1til em campos como Sistemas
Dinamicos, ()ptica, entre outros. De fato, foram nesses campos onde primeiro se aplicaram
estas técnicas.

Um dos principais temas abordados pela Geometria Genérica é o estudo da geometria
de contato de subvariedades do espaco euclideano R™ com subespacos do espago ambiente.
Esses contatos podem ser estudados por meio da andalise das singularidades de diferentes
familias de aplicagoes definidas sobre uma m-variedade M™.

Montaldi [19] mostrou que se uma subvariedade é parametrizada localmente por ¢ :
(R™,0) — (R™,0) e outra é definida localmente por uma submersao ¢ : (R",0) — (R"~",0)
(ou vice-versa), o contato entre estas subvariedades é medido pelas K-classes da composta
oo (R™0) — (R*" 0). Na pratica usamos o grupo A, pois ele mede também o
contato com as fibras de 1)~1(0), e fornece mais informagoes geométricas.

O primeiro passo ¢é, entdo, estudar as A-singularidades de germes de (R",0) — (R?,0).
Existem varias listas de classificagcoes para aplicagoes, por exemplo, classificacoes de
aplicagoes (R,0) — (R%0), (R?,0) — (R%,0) e (R*0) — (R3 0) podem ser encontradas
em [5], [22] e [24], respectivamente. Embora existam teoremas gerais sobre a aplicacao da
teoria de singularidades & geometria de subvariedades M™ C R", cada par (n,p) tem suas
peculiaridades e precisa ser estudado separadamente. Nesse sentido, é relevante o estudo
do contato de subvariedades com subespacos lineares e esferas. Ver [3] para os resultados
sobre este assunto entre os anos 1974 e 1994.

Sejam S™! a hiperesfera no R” e M C R"™ uma subvariedade de dimensao m. Temos

em especial trés familias:



e A familia de projegoes em retas, chamada familia de fungoes alturas, definida como
H:MxS"!'SR

(psu) —p-u.
e A familia de fungoes distancia ao quadrado, definida como

d?:MxS"P SR

(p,w) = |lp — ull*.
e A familia de projegoes ortogonais, definida como

P:Mx S 18!

(p,u) = (u,p — (p-u)u).

Observamos que o contato de M com hiperplanos (respectivamente, hiperesferas e
retas) de dimensao n — 1 é medido através das singularidades da funcao altura H (respec-
tivamente, distancia ao quadrado e projecao ortogonal).

Nessa direcao, encontramos varios trabalhos, em particular, para curvas em R? temos
os trabalhos [10], [11] e [27], para superficies em R? os trabalhos [2] e [13], superficies em
R* os trabalhos [20] e [21], e, finalmente hipersuperficies em R* temos o trabalho [23].

Como exemplo, consideremos uma curva C' em R3, a funcao altura tem singularidade
Ay em um ponto p € C quando u é normal a C' em p; temos uma singularidade A, quando u
é direcao binormal, e, por fim, temos uma singularidade A3 quando u é a dire¢ao binormal,
e, além disso, p ¢ um ponto de torcao nula de C.

No caso de superficies em R3, a funcao altura é singular se o plano de contato em
questao é o plano tangente a superficie. A funcao altura tem uma singularidade Aj>o,
precisamente, nos pontos parabdlicos. As Cuspides da aplicacao de Gauss sao identificadas
com as singularidades da funcao altura do tipo As.

No caso da projecao ortogonal, consideremos uma superficie M em R? e a projecao
ortogonal II de M sobre um plano P, ou seja, todo ponto p € M ¢é projetado em um

ponto g = II(f(p)) em P. Localmente podemos pensar na proje¢ao como uma aplicagao

(R%,0) — (R?,0).

Sobre o plano P veremos o “perfil” ou “contorno aparente” da superficie, como na

figura abaixo.



A A

Os pontos de M que dao origem a esse contorno sao precisamente os pontos onde o plano

tangente & superficie é vertical, ou seja, as singularidades de aplicacoes (R?,0) — (R?,0).
Na figura podemos observar dois tipos de pontos especiais: Primeiramente, os pontos
onde a superficie dobra sobre p. Tais pontos sao chamados de pontos de dobra; e, um
segundo, no encontro de duas dobras da superficie. Estes pontos s@ao chamados de pontos
de cispide. Num certo sentido, Whitney [28] mostrou que, genericamente, apenas estas
duas singularidades sao encontradas quando projetamos superficies num plano.

Podemos descobrir um pouco mais da geometria diferencial de superficies em R? conhe-
cendo a classificacao de aplicacoes do plano no plano. Mais especificamente, o contato de
uma superficie com uma reta de direcao u ¢ medido através das singularidades da projecao
ortogonal na direcao de u. Estas singularidades sao dadas pelas singularidades dos germes
(R%,0) — (R?,0) que foram estudadas por muitos autores, mas a lista mais completa foi
obtida por Rieger em [24]. A projecao é singular se u € T,M. A singularidade é do tipo
Aj>2 se u é diregao assintética, e do tipo ldbios/bicos se u é dire¢ao assintotica e p é ponto
parabdlico. Os tipos de singularidades desta projecao dé informacoes sobre o perfil da
superficie, que é a imagem do conjunto dos pontos de M onde a dire¢ao de projegao ¢é
tangente a superficie. O perfil é o discriminante da projecao.

Outra maneira de se obter informacoes geométricas relevantes é por meio do uso de
técnicas de dualidade, sob o ponto de vista da Teoria de Singularidades, exploradas por
Bruce e Wilkinson em [8]. Posteriormente, Bruce e Romero-Fuster [6], mostraram um
resultado de dualidade entre a familia de fungoes altura e a familia de proje¢oes em planos
para curvas e superficies no R3. Na verdade, mostraram que certos subconjuntos do
conjunto bifurcacao da familia de fungoes altura tém como dual certos subconjuntos do
conjunto bifurcacao da familia de projecoes em planos. Usando, entao, os modelos locais
para este conjunto bifurcacao, deduziram varias propriedades geométricas interessantes.

O objetivo deste trabalho é estudar a geometria diferencial local de curvas e superficies



em R3, usando a Teoria de Singularidades.

Esta dissertagao se desenvolve como a seguir:

No capitulo 1, introduzimos as nog¢oes preliminares bésicas da Teoria de Singularidades,
como germes, espaco de jatos, determinacao e codimensao de um germe, entre outros.

No capitulo 2, apresentamos a classificagao de germes de fungoes de R-codimensao até
4. Essa classificagao é usada para obter a geometria de curvas e superficies através das
singularidades da func¢ao altura.

No capitulo 3, apresentamos uma breve discussao sobre a classificacao de germes de
aplicagoes (R?,0) — (R?,0), que serd usada para estudar a geometria de superficies em R3
através das singularidades de projecoes ortogonais, e, também, fizemos um estudo sobre
os diagramas de bifurcacao das singularidades de codimensao no maximo 2.

O capitulo 4 é dedicado ao estudo da geometria diferencial de superficies em R? através
das singularidades de aplicagoes. Definimos o conceito de ciispide de Gauss e estabelecemos
algumas equivaléncias geométricas desse conceito. Fizemos, também, um estudo sobre as
configuragoes das linhas assintéticas na vizinhanga de um ponto de cuspide de Gauss,
e, finalizamos o capitulo com o principal teorema dessa dissertagao, contido em [2], que

descreve a geometria de todas as singularidades de germes de aplicagoes (R?,0) — (R?,0).



Capitulo 1

Introducao a Teoria de

Singularidades

Neste capitulo definimos importantes conceitos da teoria de singularidades de aplicagoes
diferenciaveis, tais como: germes de aplicacoes, a determinacao finita e a codimensao de um

germe, grupos de Mather e desdobramentos. As principais referéncias para este capitulo

sao [4], [16], [26].

1.1 Aplicacoes de Classe O

Nesta secao, U e V' sao subconjuntos abertos de R™ e RP, respectivamente.

Definicao 1.1. Uma aplicacao f : U — V ¢é suave, ou C*, se esta possui derivadas de

ordens arbitrdrias.

Definicao 1.2. Dada uma aplicacao f : R* — RP, dizemos que x € U é um ponto

singular se a matriz Jacobiana

sz(gf")(w 1<i<pl<j<n
Lj

nao possui o rank mdzrimo possivel em x € R™. Caso contrdrio, dizemos que x € reqular.

Definicao 1.3. Dizemos que uma bijecio o : U — V € um difeomorfismo se ¢ e ¢!
sao C*°. Uma aplicacao C* ¢ : U — R", é um difeomorfismo local no ponto x € U se
existe uma vizinhanga aberta V de x em U, tal que, (V) € aberto em R" e V — ¢(V),

x — p(x), € um difeomorfismo.



Teorema 1.1. (Teorema da Fung¢ao Inversa) Uma aplicagao C* ¢ : U — R™ é um

difeomorfismo local em x € U se, e somente se, a Jacobiana Dyp(x) de p em x € inversivel.

Definicao 1.4. Seja x € U. Dizemos que uma aplicagcao de classe C*° f : U — RP €
uma tmersao em x se df, : R" — RP for injetora (notemos que necessariamente n < p).
Dizemos que f € submersao em x se df, : R" — RP for sobrejetora (n > p). Dizemos
que f € submersao (respectivamente, imersado) se [ for submersao (respectivamente,

itmersdo) em todo x € U.

Na busca da classificagao de aplicagoes, as duas importantes proposigoes a seguir, con-

sequéncias do Teorema da Funcgao Inversa, nos dao os modelos para aplicagoes regulares.

Proposicao 1.1. (Forma Local das Submersées) Seja f : U — RP uma aplicagio C*
tal que f(0) =0 e f € uma submersao em 0. Entao existe um difeomorfismo ¢ : V. — W,

V' e W wizinhangas de 0 em R™, tal que, (0) =0 e

(fop ™ (x1,.cyn) = (21, .., 7).

Proposicao 1.2. (Forma Local das Imersées) Seja [ : U — RP uma aplicagio C*
tal que f(0) =0 e f € uma imersao em 0. Entdo existe um difeomorfismo h:V — W,V

e W wvizinhangas de 0 em RP, tal que, h(0) =0 e

(ho f)(z1,....,xn) = (21, ..., 24,0, ...,0).

1.2 Germes

A fim de discutir o comportamento local de uma aplicacao, isto é, numa vizinhanca

pequena e arbitraria de um ponto x, é conveniente introduzirmos a nocao de germe.

Definicao 1.5. Sejam = €¢ R*, f : Uy C R* - RPeg : U, C R* — R?
aplicagoes  C*  definidas em  wvizinhancas  abertas U; e Uy de .
Dizemos que f e g sao equivalentes, e escrevemos f o~ g, se existir uma
vizinhanga U > x em R", U C Uy N U, tal que fl;; = gly7, ou seja, se f e g coinci-

dem em uma vizinhanca U de x. Esta é uma relacao de equivaléncia.

Definicao 1.6. As classes de equivaléncia sob esta relagcao sdo chamadas
germes de aplicagoes C™® de R" em RP em x. Os elementos de uma classe sao

chamados representantes do germe.



Frequentemente, usamos o mesmo simbolo para denotar um germe ou seu represen-
tante.

Notemos que se f e g sdo representantes do mesmo germe em z, entao temos f(x) =
g(x). Portanto, qualquer outro representante deve assumir o mesmo valor em x. Em vista

desse fato, é usual a notagao

f:(R" z)—RP

para indicar um germe de aplicagdo em x. Sem perda de generalidade, podemos tomar
r=0¢€eR"

O conjunto de todos os germes f : (R"”,0) — RP serd denotado por
Enp ={f:(R",0) — R},

Quando p = 1 (germes de fungbes), a notacao usada é &,. Geometricamente, se f;
e fo forem dois representantes da classe de equivaléncia de f, os graficos dessas funcgoes
coincidem num aberto contendo a origem.

O germe de uma aplicagao f : (R",0) — RP é dito singular se a matriz Jacobiana

D f(0) ndo tem rank maximo, caso contrario, f é dito regular.
Definicao 1.7. Definimos
mk .= {f €&, : D'f(0) =0, para todo |v| < k},
onde k € um inteiro positivo, v € N*, |v| = v1 + v + ... + vy,.
Para k = 1 escreveremos simplesmente
my, = {f €&, : f(0)=0}.
A algebra &, :

a. &, € um anel comutativo, com identidade [1].

As operagoes [f]+ [g] = [f +g] e [f].l9] = [f.g], onde [f] e [g] denotam os germes de
f e g respectivamente, estao bem definidas e fazem de &, um anel comutativo com

identidade [1].

b. &, € um anel local (isto é, possui um unico ideal maximal). O seu unico ideal ma-

ximal é m,,. De fato, seja M um outro ideal e suponha que f € M — m,,. Entao

1 1
f(0) # 0, portanto 7 estd bem definida. Temos (?) -f =1¢€ M, portanto, M = &,.



c. &,p € um E,-modulo.

(Enpst) €, claramente, um grupo abeliano. &, é um anel, e a operacao

En X Enp — Enp

(f,F)w— fF=(fF,...,[F)
satisfaz
f(g.F)=(f.9).F
f(F+G)=fF+ fG
(f+9).F=fF+gF
1.F =F

onde f,ge€ &, e F,G € &,,,.

Apresentamos, a seguir, um resultado bastante utilizado em Teoria de Singularidades.

Lema 1.1. (Lema de Hadamard) Sejam U uma vizinhanga convera de 0 em R" e
f:U xR?— R uma aplicagao C*, tal que f(0,y) =0, Yy € R%. Entdo existem fungoes
f1y e fn definidas em U x RY tais que [ = x1f1 + ... + x, fn, onde x1,...,x, sdo funcoes

coordenadas de R"™.

Demonstracao: Considere

h: [0,1] — R
Eo— h(t) = (i)
Assim, h(0) = f(0,y) =0e h(1) = f(z,y). Pelo Teorema Fundamental do Célculo e regra

da cadeia:

flz,y) = h(1)

:/01
:/01
-

xl / axz x y)

=1

f(ter, o tn, y1, .., yg)di

8f
O

M: S:I& E:I&

Ti=—(tx1, s T, Y1, -, Yg )i

[en]

1

3



Portanto, f(z,y) = >, z:fi(z,y), onde fi(z) = fOl gj

(tz,y)dt.

Pelo Lema de Hadamard podemos escrever m* C &, como
m, = {(x" v = (v1,..,0,), [v| = k),

ou seja, mF é o ideal gerado pelos monomios z}', ..., % onde os v; sa0 inteiros nao negativos

evy +vy+ ... +v, =k, k inteiro positivo.

Definicao 1.8. Sejam R um anel e M um R-mddulo. Um R-mddulo € finitamente

gerado se exitem elementos ay,...,a, € M tais que para todo m € M
m = 171a1 + 7202 + ... + Tpan,
r1,...,Th € R.

Lema 1.2. (Lema de Nakayama) Seja R um anel comutativo com identidade 1. Seja
m um ideal de R tal que 1 + x € inversivel em R, Vx € m. Sejam M um R-mddulo, e, A

e B R-submdodulos de M com A finitamente gerado. Se A C B+ mA entao A C B.
Demonstracao: Sejam aq,...,a; geradores de A. Por hipdtese, temos
a; = bz + /\ilal + ...+ /\itat

onde \jj €m, b; € B, 4, j=1,...,1.
Seja A = ()\;;). Entao

Mas det(I —A) = 1 — A, onde A € m. Logo det( — A) é inversivel em R. Assim,
a; € B. Portando, A C B.

Vamos, agora, introduzir uma outra relacao de equivaléncia entre germes de aplicagoes.

Definigao 1.9. Dizemos que os germes f,g : (R",0) — RP sao k-equivalentes se

DY f(0) = D¥g(0), Vv € N*, |v| <k, onde |v| =v; +vo + -+ + vy.
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Definicao 1.10. A classe de equivaléncia de todos os germes g, que sao k-equivalentes a
f, € chamada k-jato de f. Denotamos o k-jato de f por 5% f(0) e por J¥(n,p) o conjunto
de k-jatos de germes h : (R™,0) — RP.

Assim, dizemos que dois germes f e g € &,, admitem o mesmo k-jato se as suas
derivadas de ordem menor ou igual a k coincidem. Logo, f e g possuem o mesmo polinomio

de Taylor de grau k£ na origem.

Podemos identificar o espaco de k-jatos, de aplicagoes R™ — R, com o espaco da

n
mi+
seguinte forma: consideremos a aplicacao jato

G* & — Jk(n, 1)

[ 5" f();

k+1

temos que j* é um homomorfismo sobrejetor e ker(j*) = m**!. Logo, pelo teorema do

homomorfismo temos que

JE(n,1) = iﬁl (isomorfismo de anéis).
mn

n+k) ]

Observacgao 1.1. J*(n, 1) é um espaco vetorial de dimensdo ( i

No caso geral, temos que

~ &n o [
J¥(n,p) = gy o R Ry 5 (p copias).

1.3 Grupos de Mather e espacos tangentes

Sejam G um grupo e M um conjunto.

Defini¢ao 1.11. Uma agdo de (G,-) em M ¢é uma aplicagao
a:GXM-—M
(g, 2) — alg,z) =g -z
satisfazendo:

1. a(l,z) =z, onde 1 € a identidade de G;

2. a(g-h,x) =alg,a(h,x)), para Ve € M, Yg,h € G.
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Definicao 1.12. Seja G uma variedade n-dimensional C* e (G, ) um grupo. G é Grupo
de Lie se a aplicacao
GxG—-G
(a,b) — ab™?
eC™> .
Dada uma acao, podemos introduzir uma relagao de equivaléncia em M da seguinte

forma
x ~ y se, e somente se, existe g € GG tal que y = g - x.

As classes de equivaléncia sao chamadas érbitas sob a agao de G. Denotamos a classe de
equivaléncia que contém z por G-z ={y:y =g -z, g € G} e a chamamos de G-6rbita
de x.

Estamos interessados nas classes de equivaléncia que sao 6rbitas da acao de certos
grupos que atuam sobre &, ,. Os principais, conhecidos como grupos de Mather, sao os
usualmente denotados por R, L, A, K e C; no entanto, descreveremos aqui apenas os trés
primeiros, que serao utilizados neste trabalho.

Consideremos o grupo R := {p : (R",0) — (R™,0) : ¢ é germe de difeomorfismo}. A

acao deste sobre m,&, ,, por composicao a direita
R x mypEpnp — mn&nyp

(. f)op-f=fop™
¢ chamada R-equivaléncia. O grupo R é também chamado de grupo de mudancas de
coordenadas na fonte.
Consideremos, agora, o grupo £ := {k : (R?,0) — (RP,0) : k é germe de difeomor-
fismo}. A acado deste sobre m,&, ,, por composigao a esquerda
L xm,Enp — mpnyp
(k.f) —k-f=kof
¢ chamada L-equivaléncia. O grupo £ é também chamado de grupo de mudangas de
coordenadas na meta.
O grupo A = {(p,k) : ¢ € R e k € L}, é obtido como o produto direto R x L e sua
acao é definida por

A xmp&,, — mp&p,

((quk)vf) '—>(<Palf)'f=k‘0fog0_1.
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Definicao 1.13. Dizemos que dois germes f,g : (R",0) — (RP,0) sdo R-equivalentes
(respectivamente, L-equivalentes) se existir ¢ € R (respectivamente, k € L) tal que f =

go ™t (respectivamente, f =kog).

Definigao 1.14. Dizemos que dois germes f,g : (R",0) — (RP,0) sao A-equivalentes se
ezistir (o, k) € A tal que g =ko fop . Ou seja, f e g pertencem a mesma A-drbita.

Em outras palavras, f e g € m,&,, sao A-equivalentes se existirem germes de difeo-

morfismos ¢ € R e k € L tais que o seguinte diagrama comuta

(R",0) —— (R?,0)
wl lk
(R™,0) —~ (R®, 0)
Agoes de R, L e A sobre m,&,, induzem acoes dos grupos de Lie
(de dimensao finita) J*R, J*L e J*A sobre J*(n, p).
Como exemplo, consideremos a agao de J*R sobre J*(n, p)
JkR X Jk(”vp) - Jk(n’p)

(v, 2) — Y2

onde v = j%(¢(0)), z = j*(f(0)), ¢ € R, f € Mu&ip, €

Consideremos a aplicagao érbita

vr:G— M
9—(g)=gof
Observemos que a imagem de «; é a G-érbita de f, G - f.

Estamos interessados em descrever o “espago tangente” a A-orbita de f. Notemos que,
em dimensao finita, as G-6rbitas de uma acao C'*° de um grupo de Lie G sobre M, sao
variedades imersas. Assim, a derivada da aplicacao érbita de G em M, T,vy, leva T.G
sobre T4 (G - f).

Uma sugestao de Rene Thom é que para dimensao infinita, no caso do grupo A, segue

uma formulagao analoga a do caso finito. Para isso comecemos com a definicao seguinte:
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Definicao 1.15. Sejam f € &,,, TR" e TRP os fibrados tangentes de R" e RP, respecti-
vamente, T, o germe da projecao natural e T'f a aplicagao tangente induzida por f. Um

germe de campo de vetores ao longo de f, ¢, € um germe de aplicagdo tal que 7,0 (¢ = f

Tf
TR" —TRP

7
¢ -
ﬂ'nl Ve Tp
e
e

n__ > |RP
R 7 R
Denotamos o conjunto de todos os germes de campos vetoriais ao longo de f por 0(f).

Se denotarmos por 6(n) o conjunto de germes na origem de campos de vetores do R”
(ou seja, campos de vetores ao longo da identidade I,, : (R",0) — (R",0)), um elemento

¢ € 0(n) sera aplicado por tf a um campo de vetores de §(f) da seguinte forma

tf:0(n)—06(f)
= tf(§) =Tfog.

Escolhendo (zy,--- ,x,) como um sistema local de coordenadas em (R",0), 6(n) é um
Ey,-mddulo livre com base {0/0z1,...,0/0x,}.

Por outro lado, se n € 6(p), entao temos outra aplicagao
wf 0(p) — 6(f)
n—wf(n) =mnof.
Da mesma forma, escolhendo (y1,---,y,) como um sistema local de
coordenadas em (RP,0), temos que 6(p) é um &,mddulo livre gerado por
{0/0y1,...,0/0y,}, wf é simplesmente a aplicacao induzida por
& —6&,
g— f(g)=gof
Definigao 1.16. Os espacos tangentes as G-orbitas em f, onde G € {R, L, A} sdo:
TLf = wf(myf(p));
TAf = TRf+TLY.

Os espagos tangentes acima se referem ao caso em que a fonte e a meta dos germes sao

fixas (z = 0 e y = 0). Se permitimos que estas variem, definimos os “espagos tangentes
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estendidos” as G-orbitas em f, onde G € {R, L, A} como sendo:

TRef = tf(0(n));
TLf = wf(0(p));
TAf= TR.f+TL.f.

1.4 A Determinacao finita e a Codimensao de um
germe

Pretende-se, agora, de modo mais especifico, estudar a seguinte questao: quando uma
funcao f é determinada, em uma vizinhanca de um ponto p, por um de seus polinémios
de Taylor em p, no sentido de qualquer outra funcao g que tenha o mesmo polinomio de

Taylor de f coincide com ela em torno de p, a menos de uma mudanca de coordenadas?

Definicao 1.17. Sejam f € &,, e G um grupo agindo sobre &, ,. Dizemos que o germe
[ € k-determinado em relacio a G se, para qualquer g € &, tal que j*f(0) = j*¢(0),

tem-se g € G-orbita de f. Dizemos, também, que o germe f é k-G-determinado.

Um germe ¢ finitamente determinado se este é k-determinado para algum k& € N.
A determinacao finita significa que o germe é equivalente a um de seus polinémios de
Taylor e que o problema da classificagao pode ser reduzido ao espago dos k-jatos, que é

um espagco vetorial de dimensao finita.

Definigao 1.18. O grau de k-determinacao do germe f, denotado por det(f,G), € o
menor inteiro k tal que f € k-G-determinado. O germe f € dito k-finitamente determinado

quando det(f,G) < 0.

A investigagao da determinagao finita comegou com os trabalhos de John Mather em
1960 com uma série de artigos sobre o que viria a ser a teoria de singularidades. Em
1968, Mather deu duas condigoes, uma suficiente e outra necessaria para uma fungao ser
determinada por, pelo menos, um de seus polinomios de Taylor. Terence Gaffney e Andrew
du Plessis melhoraram bastante as aproximacoes do grau de determinacao de germes.
Mas, foi somente em [7] que a questao do grau de determinacao finita foi completamente
resolvida usando as agoes de grupos unipotentes.

O Teorema abaixo é conhecido como o critério da determinacao finita para os grupos

de Mather, a demonstragao pode ser encontrada em [26].
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Teorema 1.2. Seja f € &,, e G um grupo de Mather. Temos
(i) Se f é k-G-determinado entio m*™0(f) C TGf.

(ii) Se mEtL C TGf entao f é (ek + 1)-G-determinado.

(iii) Se det(f,G) = d < oo, entdo miVO(f) C TGf.
Ondee=1paraG=R ee=2 para G = L, A.

As afirmagoes (a)-(d) abaixo seguem das afirmagoes (i),(ii) e (iii) do teorema acima.
Corolario 1.1. Para f € &, ¢ G um grupo de Mather, sao equivalentes
(a) f € finitamente G-determinado;

(b) Para algum k, mk0(f) C TG f;
(c) det(f,G) < oo;
(d) det(f,G.) < oc.

Definicao 1.19. Seja G um dos grupos usuais R, L ou A. A G-codimensdo e a

G.-codimensao de um germe f sdo dadas, respectivamente, por

cod(f,G) = dz'mR<anT&?> cod(f,G.) = dimR<%’:f).

1.5 Desdobramentos Versais

Seja f um germe finitamente determinado. Podemos considerar as “deformagoes de f”
(familia de germes de aplicagdes que contém o germe f) e estudar os tipos de singularidades
que aparecem em tais deformagoes. Em particular, podemos perguntar se os tipos de
singularidades que aparecem sao em numero finito e se existe uma familia especial que
contém todos estes tipos. Na verdade, queremos que qualquer outra deformacao de f
seja obtida a partir desta familia. Tal familia chama-se deformacao versal. Assim, vamos

formalizar esses conceitos.
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Definicao 1.20. Um desdobramento a s-parametros de um germe f € my&,, ¢ um

germe
F: (R*xR*0) — (RPxR*0)

(@,u)  — (f(z,u),u)
tal que F(x,0) = fo(x). O germe F,(x) = f(x,u) é chamado uma deformacgdo de f.

Em outras palavras, uma deformacao de f é uma familia de germes de aplicacoes que

contém o germe f.

Definigao 1.21. Dois desdobramentos a s-parametros F,G : (R™ x R* 0) — (RP x R*,0)

de f sao isomorfos se existirem germes de difeomorfismos
¢ (R"xR*,0) — (R" x R*0)
P (RP x R*,0) — (RP x R*,0)

que sdo desdobramentos a s-parametros das fungoes identidades sobre (R™,0) e (RP,0),

respectivamente, tais que

G=v¢oFog¢

Dado h : (R*,0) — (R%,0), definimos o “pull-back”de F por h, denotado por h*F,

como sendo o desdobramento a t-parametros
(W F)(x,v) = (Fuw) (2),0).

No caso em que F' e GG sao desdobramentos de f com ntimero de parametros diferentes,
a definicao de isomorfismo é dada pelo “pull-back”.
Dois desdobramentos a s-parametros F' e GG de f sao ditos equivalentes se existir um

difeomorfismo h : (R*,0) — (R®,0), tal que, G é isomorfo a h*F.

Definicao 1.22. Seja F' um desdobramento a s-parametros de f. Um desdobramento a
t-parametros G € dito induzido de F' se existir um germe h : (R*,0) — (R*%,0) tal que G

€ isomorfo a h*F.
Definicao 1.23.

1. ¥ é wum desdobramento G-versal se todo desdobramento de f ¢€

induzido por F'. Neste caso, dizemos que Fy, é uma deformagao versal.

2. F € trivial se € isomorfo ao desdobramento constante (x,u) — (f(z),u).



17

3. Fu(z) € estavel se todos os desdobramentos de f sdo triviais.

Segue agora o teorema fundamental da existéncia de desdobramentos versais, devido a

Martinet [18].

Teorema 1.3. (Critério de versalidade) O desdobramento F é versal se, e somente se,

Tgef +R{F17 <. 'an} = gn,;m
onde Fj(z) = 2u(z).

Ou;

Observamos que, se f é k-determinada, podemos trabalhar em J*(n,p), isto é, F é

versal se, e somente se,
F*(TGef + R{Fy,... ,Fs}) = Jk(n, p).
Definicao 1.24.
e O conjunto dos pontos criticos de F é
YN(F) ={(z,u) : DF,(z,u) é singular},
onde DF, denota a derivada de F' com relacao a x.

e O congunto discriminante de F ¢é dado por
A(F) ={(F(z,u),u) : (z,u) € 5(F)}.
e O conjunto bifurcacao é definido por

Bif(F)={ueR’:3z €R" com f, instdvel em x}.

Uma aplicacao importante dos desdobramentos versais é a seguinte:

Proposicao 1.3. Quaisquer dois desdobramentos versais de um germe f, com o mesmo
numero de parametros, tém conjunto de pontos criticos, discriminante e bifurca¢ao difeo-

morfos.

Demonstragao: Ver por exemplo [4].
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1.6 Genericidade e Transversalidade

Fortemente relacionado com o conceito de versalidade esta o conceito de gene-

ricidade.

Defini¢ao 1.25. Uma propriedade P de elementos de C*(R",RP) é genérica se o con-
gunto de todos os x € C®°(R",RP) satisfazendo P contém um conjunto A o qual deve ser

uma interseccao enumerdvel de conjuntos abertos e densos.

Em outras palavras, dizemos que uma propriedade é genérica em C*°(R"™, RP) se ela se
verifica para um conjunto residual de aplicagoes. A definicao mais precisa deste conceito
é em termos de resultados de transversalidade. O resultado central, neste contexto, ¢é

conhecido como teorema de transversalidade de Thom (ver por exemplo [16]).

Definicao 1.26. Sejam f : R®™ — RP uma aplicacao C* e Y C RP uma variedade dife-
rencidvel. Dizemos que f é transversal a Y em x, e representamos por f MY, se f(x) ¢ Y,
ou f(x)eY e

Dyw)Y + D, f(R") = RP.

Dizemos que f € transversal a Y, se f MY em x,V x € R".

Como mostra o seguinte teorema, o conceito de transversalidade pode ser entendido

como uma generalizacao do conceito de valor regular de uma aplicagao diferenciavel.

Teorema 1.4. [16] Sejam f : R" — RP uma aplicagio C* e Y C RP uma variedade
diferencidvel com f transversal a Y. Entdo, f~(Y) é uma subvariedade diferencidvel em

R™, que tem a mesma codimensao de Y .

A seguir, enunciaremos os teoremas de transversalidade, que sao as principais fer-
ramentas para provar que certas condigoes geométricas (as quais podem ser traduzidas
em termos de condigoes de transversalidade em espacos de jatos) sao satisfeitas para um

subconjunto residual (e portanto denso) de aplicagoes.

Teorema 1.5. (Transversalidade de Thom) Sejam M, N variedades diferencidveis e

W uma subvariedade de J*(M, N). Consideremos
Tw = {f € C>*°(M,N) : j*fmw}.

Entao, Ty é um subconjunto residual de C*°(M, N) com a topologia C* de Whitney.
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A seguir, enunciaremos um teorema de James Montaldi, um dos mais eficientes resul-

tados de transversalidade (ou de genericidade).

Teorema 1.6. (Montaldi) [19] Sejam X, Y, Z, U variedades diferencidveis e G um dos
grupos de Mather: R, L, C, A, K. Se F : Y x U — Z é uma aplicacao diferencidvel,
entdao, dada uma aplicacao g : X — Y, pode-se definir uma composta Fy : X x U — Z
por Fy(x,u) = F(g($), u) Suponha-se que F':' Y x U — Z seja uma aplicacao localmente
G-versal, e seja S uma subvariedade G*-invariante de J*(X, Z). Entdo, para um conjunto
residual de imersoes X — Y, a aplicagao k-jato ijg : X xU — JK(X, Z) € transversal a
S, onde o subscrito 1 significa que estamos considerando os k-jatos com respeito a primeira

varidavel x.



Capitulo 2

Classificacao de Germes de Funcoes

O objetivo deste capitulo é classicar germes f : (R",0) — R com 0 < cod(f,R) < 4,
e, também, explicitar o seu desdobramento versal.

Do capitulo 1, Proposi¢ao (1.1), sabemos que se f : (R",0) — R é um germe de
uma funcao C'*™° que nao possui ponto singular, f pode ser escrita da forma: f ~g xi.
Se f é singular na origem, o objetivo é elaborar uma lista de singularidades finitamente
determinadas. Para estes germes utilizaremos o Lema de Morse e o Lema da Reducao,
os quais classificam os pontos singulares nao degenerados e inicia a classificacao dos de-
generados, respectivamente. Consideraremos, neste capitulo, apenas germes f € &, e a

R-equivaléncia. As principais referéncias para este capitulo sao [9] e [16].

2.1 Determinacao e Codimensao de Germes de Funcoes

Nesta secao, apresentaremos algumas defini¢coes bésicas e, para estabelecer uma relagao
interessante envolvendo os invariantes cod(f,R) e det(f, R), reescreveremos o Teorema
(1.2) no caso particular onde G = R, obtendo, assim, o resultado conhecido como Lema

de Mather.

Defini¢ao 2.1. Seja f : U C R® — R e r = rank(D*f)(x), onde D*f(z) é a matriz

Hessiana de f em x. Definimos corank como corf :=n —r.

Definicao 2.2. Seja f : U C R* — R. Um ponto singular x € U é nao degenerado se

D?f(x) € inversivel. Caso contrdrio, o ponto x é chamado degenerado.

Exemplo 2.1. Para funcgoes de uma varidvel, um ponto x é um ponto singular ndao dege-

nerado se, e somente se, f'(x) =0 e f"(x) # 0.
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O corank é a medida de degenerescéncia de pontos singulares. Assim, o corank é

diferente de zero exatamente quando o ponto x é degenerado.

Definicao 2.3. O Ideal Jacobiano Jf de um germe f € &, € o ideal de &, gerado pelos

germes das derwadas parciais D;f, 1 =1,...,n; isto €,

Jf = (Dif, .. Duf)e,

Segue das definigdes (1.16) e (2.3), que o espago tangente e o espago tangente estendido

a f, segundo o grupo R, é o ideal m,,J f e J f, respectivamente. Temos entao:
TRf =m,Jf TR.f = Jf.

Adotaremos, neste trabalho, cod(f, R) = dimg < 7 f) pois é esta que sera usada para
estabelecer quais as singularidades que sao genéricas nas familias de projecoes, segundo o
Teorema de Montaldi (1.6). A codimensao de um germe definida, desta forma, pode ser
encontrada em [9] e [1].

Assim, a R-codimensao e a R.-codimensao de um germe de funcao serao dadas, res-

pectivamente, por:

cod(f,R) = dlmR<Jf) cod(f,R.) = dlmR(ff)

O Critério de Versalidade (1.3), para o caso onde G = R,, se reescreve como:
Jf +R{Fy,...,F,} =&, (2.1)

onde Fj(z) = gf:j (x).

Sendo f € &, tal que 0 < cod(f,R) < oo, segue a seguinte relagdo entre a

R-codimensao e a R.-codimensao :
cod(f,R) = cod(f, R.) — 1. (2.2)

Temos, ainda, para o grupo R e f € m2 com cod(f, R) < oo, que

cod(f,R) = dim —n— 1. (2.3)

En
My f
Em 1968 Mather deu duas condigoes, uma suficiente e outra necessaria, para uma
funcao ser determinada pelo seu k-ésimo polinomio de Taylor. Como consequéncia, Mather

caracterizou tais funcoes determinando para quais isto ocorre. Estes Teoremas sao con-

hecidos como Lemas de Mather:
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Teorema 2.1. (Condicdo Suficiente) Se mF C m, Jf, entao f € &, € k-determinado.

Teorema 2.2. (Condicao Necessdria) Se f € &, ¢ k-determinado, entio mF™ C

My f.

Corolario 2.1. Um germe f € &, € finitamente determinado se, e somente se, existe um

inteiro positivo k tal que m* C m,Jf. Se k é o menor inteiro com esta propriedade, entdo

det(f,R) € {k, k—1}.

Demonstragao: A primeira afirmacao segue diretamente dos Teoremas (2.1) e (2.2).
Seja k o menor inteiro tal que m* C m,Jf. Entdo, pelo Teorema (2.1), f é k-

determinado. Por outro lado, mf™ & m,Jf, entao, pelo Teorema (2.2), f nao é k — 2-

determinado. Logo, det(f,R) =k ou k — 1.

s . ~ . 2 - . k
Corolario 2.2. A determinagao finita de um germe f € m: € equivalente a m; C Jf.
Decorrem as seguintes propriedades para a determinacao e codimensao:

Observacao 2.1.

Propriedades de determinacao e codimensao

(i) Se um germe f € m? é finitamente determinado, entio a origem € um ponto singular

1solado.

(ii) Um germe f € m? possui codimensdo finita se, e somente se, € finitamente determi-

nado.

(iii) Se f € m? ¢é independente de uma de suas varidveis, entdo f nao € finitamente

determinado.

(iv) Um germe f € m? possui det(f,R) = 2 se, e somente se, a origem é um ponto

singular ndo degenerado de f.

2

Proposigao 2.1. Seja f € m? um germe k-determinado. Se g € m?2

¢ equivalente a f,

entdo f e g possuem a mesma determina¢do e codimensao.

Demonstragao: Ver [16] ou [9].
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Abaixo, seguem duas proposicoes que fornecem uma relacao, interessante, entre deter-

minacao-codimensao e corank-codimensao.
Proposigao 2.2. Seja f € m? com 0 < cod(f,R) < oo. Entao det(f,R) < cod(f,R)+ 2.

Demonstragao: Seja [ = cod(f,R) com 0 < cod(f,R) < co. Entdo, pela Observagao

(2.1-ii) a det(f, R) é finita. Pelo Corolério (2.2), existe um menor inteiro positivo k, tal

que mk C Jf.
Como [ = cod(f,R) = dim?—;, temos que:
[ =dim™" = dim"2 + d'mmi -+ d'mmﬁi1 >k—1
=dim— = dim— im— e 1 — 1.
Jf my, a JfT

k

n

det(f,R) = k + 1. Portando, det(f,R) < cod(f,R) + 2.

Por outro lado, m* C Jf, segue que, mk*! C m,Jf. Entdo, pelo Teorema (2.1),

Temos a seguinte relagao entre corank e codimensao:

Proposigao 2.3. Seja f € m2 um germe com 0 < cod(f,R) < oo e corf = k. Entao,

cod(f,R) > M

Demonstragao: Ver [9].

Notemos, entao, pela Proposicao (2.3) que, quando a R-codimensdao de um germe
f € m? estd entre 1 e 4, entao o corank de f ¢ igual a 1 ou 2; e ainda, quando o corank
de f éigual a 2 temos a R-codimensao igual a 3 ou 4.

Para a classificacao de fungoes de (R™,0) — R, necessitamos calcular a determinagao e

a codimensao de alguns germes “especiais”. Apresentamos, a seguir, alguns destes calculos.

Exemplo 2.2. O germe de f : (R%0) — R, f(z,y) = 23 — xy?, possui det(f,R) =
cod(f,R) = 3.

Demonstragao: Temos que Jf = (32? — 3%, xy)e,.
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(Determinacao) Como j2f(0) = 0, onde j2f(0) é a expansao de Taylor até ordem 2, entao,

det(f,R) # 2. Temos,
maJf = (z,y)(32* =y, 2y)e,
= (32® —ay® 2%y, 3%y — i, 1),
- <5E37$2?/a$?/2793>52

_ 3
h— m2-

Assim, m3 C myJ f, e pelo Teorema (2.1), det(f,R) = 3.

&
(Codimensao) Pela Equagao (2.3), podemos escrever: cod(f, R) = dim 2,] 7 3. Entao,
mso
&
como dim—23 = 6, temos que cod(f,R) = 3.
my
|

Exemplo 2.3. Os germes de f,g: (R*,0) = R, f(z,y) = 23+ 3, g(z,y) = 2%y — ¢*,
possuem det(f,R) = cod(f,R) =3 e det(g,R) = det(—g,R) = cod(g,R) = cod(—g, R) =

4, respectivamente; e, g nao é R-equivalente a —g.

Demonstracao: Obviamente, det(g,R) = det(—g,R) e cod(g,R) = cod(—g,R). Os
calculos da determinagao e da codimensao dos germes f e g seguem de forma andloga ao

Exemplo anterior. Pode ser visto em [9] a demonstragao de que g nao é R-equivalente a

_g'

2.2 Singularidades de Morse e Lema da Reducao

O resultado seguinte é conhecido como Lema de Morse e nos diz que se a origem é
um ponto singular nao degenerado, f é determinado por seu polinomio de Taylor de grau

2 na origem.

Teorema 2.3. (Lema de Morse) Seja f € m?. Entio cod(f, R) =0 se, e somente se,
f tem uma singularidade ndo degenerada na origem, ou seja, f € Morse. Neste caso f é

R-equivalente a um germe da forma

2 2 | 2 2
(@15 @) o =2 — - —ay g T
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Demonstragao: (=) Suponhamos que cod(f,R) = 0, entao dim?—; = 0. Assim Jf =
m,. Logo, segue da Observacao (2.1-iv) e da Defini¢ao (2.2) que 0 é uma singularidade
nao degenerada.

(<) Nao é dificil verificar que se f é ndo degenerada, entao Jf = m,, logo, cod(f,R) = 0.

2
n

Finalmente, como Jf = m,, temos que m; C m,Jf, e, pelo Teorema de Mather
(2.1), det(f,R) = 2, ou seja, f é R-equivalente a j>f(0), que é uma forma quadratica
nao degenerada. Segue, por uma adequada mudanga linear de coordenadas [17], que f é
R-equivalente a

2 2 2
(ZEI,...,In>|—>—Jil—'--—xs+xs1_|_..._|_xn'
.

O Lema de Morse classifica totalmente os germes de corank e codimensao iguais a
zero. Para a classificacao de germes de corank e codimensao diferentes de zero, precisamos
primeiramente do seguinte resultado. Sendo f € m? tal que cod(f,R) > 1, entao D?f(0)

tem rank r < n.

Lema 2.1. (Lema da Reducao ou “Splitting Lemma”) Seja f € m2 um germe

R-finitamente determinado de corf = k. Entdo, f é R-equivalente ao germe

(‘r17“'7xn) '_>g<x17"'7$k>+(:l:$z+1:l:'”:l:‘ri>7

onde g € mj.

Demonstracao: Podemos encontrar coordenadas locais nas quais a submatriz

0% f
(53)
LiOZ k+1<ij<n

da matriz Hessiana de f, é ndo singular. Assim, a restricao de f ao subespaco {0} x R**

tem uma singularidade nao degenerada na origem. Seja fo = f|oyxrn-+. Logo, fo € En_i

é Morse. Portanto, fy é R-equivalente a

n
NETRIE ) )

i=k+1
Mas,
fxe, o e T, - T0) = fo(Trgns - wn) + f/<-T17 e Tn),
onde f/(0,...,0,Zks1,...,x,) = 0. Afirmamos que f é R-equivalente a

hMzy, .. xn) = @(Tprt, - xn) + f(T1,..0,T0)
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onde f(O, o0, T4, ..., x,) = 0. De fato, temos ¢ = fy o ¢ onde ¢ é germe de difeo-
morfismo nas varidveis (Tgi1,...,2,). Seja ¥(r1,...,x,) = (T1,. -, T, @(Tps1y - -+, Tn))-

Assim,

fo(ry,...,xn) = flx1, . 2p @(Tpyr, -y X))
= fOOQO(karl;---;a:n)+flow(x1>~--7xn)

= Q+f~(x17"'7xn)7

onde f = f' o1, e mais

F0,. 0,0, Zpy1s - yxn) = fro(0,...,0, Tpyr, ..., x0)

= f(0,...,0,0(xgs1,.--,2n)) = 0.

Temos que h é uma deformagao de q. Mas, Q(u, Tx11,...,%n) = ¢(Thy1, .-, Tn) + U
é uma deformacao versal de ¢q. Logo, h é induzida de @, isto é, h é equivalente (como
deformacdo) a ¢*Q para algum g : (R*,0) — (R,0). Em particular, h é equivalente (como

germe) a

() (1, Thy Thg1y - -y Tn) = Qg(x1, .. Th), Thg1y - -+, Tny)

= G(okers- e T0) + 9T, T).
Como o corf ¢é k segue que g € mj.

Proposicao 2.4. Os germes f e g do Lema da Redugdo possuem a mesma codimensao.

2.3 Singularidades de Corank 1

Consideremos um germe f € m?2 para o qual corf = 1. Pelo Lema da Redugao, temos
que f é R-equivalente a um germe da forma ¢(xo,...,x,) + g(z1). Entdo, o problema

neste caso, se reduz a classificar fungoes de uma s6 variavel.

Proposigao 2.5. Seja f € m2 um germe com corf =1 e cod(f,R) = k — 2. Entao, f é
R-equivalente a

(T1,. . ) > £ a5 £ £ 22,
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Demonstracao: Como cod(f,R) < oo, entdo, pela Observacao (2.1-ii), f é um germe

finitamente determinado. Segue do Lema da Redugao que

(z1,...,20) — g(a)) £ 25+ -+ £ 27

n*

onde g € m3. Além disso, pela Proposigao (2.4), cod(g, R) = cod(f,R) =k — 2.
Assim, é suficiente mostrarmos que g é R-equivalente a =%,
P & & _ & . . :
Suponhamos g € m{, Vj. Logo, L —1, V7. Portanto, > j, Vj. Assim, g possui
mi  Jg Jg
cod(g, R) infinita, o que é uma contradigao.

Entéao, existe um inteiro j tal que g € mj e g ¢ m{“. Logo, segue do Lema de

Hadamard que g(z1) = z]h(x;) e h(0) # 0. Temos

k—2=cod(g,R) = dimf—; -1
= dim— é1 —— =1
(o] h+ 33J1d—$1>
(@17 (jh + $1d—$1)>
. dh . dh , . ,
Como ( jh 4+ 17— |(0) # 0, o germe jh + x;—— ¢é invertivel, logo
dxq dz,
k—2 = dim &1 —1=dim ‘% —1=j-2
. dh (2 1>
(#1 (Jh + 21-—)) !
d[[‘l

Segue que 7 = k.
Suponhamos k fmpar. Seja ¢ : (R,0) — (R,0) um germe dado por ¢(z1) = 21 (h(z;))"/*.
Temos que ¢'(0) # 0. Logo, ¢ é inversivel. Agora, g(z1) = (¢(z1))*. Segue que g é R-

equivalente a x¥. Analogamente, se k é par e h(0) > 0 temos que g é R-equivalente a x*¥.

Se k é par e h(0) < 0, tomando ¢(z1) = z1(—h(x1))"/*, segue que g é R-equivalente a
—a%. Portanto,

(z1,...,2,) — *2f 224+ £22

Se, na Proposicao acima, nos restrigirmos aos germes com 1 < cod(f, R) < 4, entao,

a menos da soma de uma forma quadratica nas outras varidveis, obtemos os germes, z°,

+a4, 25 e +a5.
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Estas singularidades sao conhecidas como A;_; pois a R.-codimensao é k—1, e possuem
R-codimensao igual a k — 2. Pelo Teorema da Versalidade (1.3), o desdobramento versal
¢é dado por

(D P foy 22 4 g

2.4 Singularidades de Corank 2

Consideremos, agora, germes de corf = 2. Portanto, pela Proposigao (2.3), segue que

cod(f,R) € {3,4}. Segue, ainda, do Lema da Redugao, que f é R-equivalente a

(z,9,3,...,7,) — glo,y) £ 23 £+ 22

n?

onde g € m3. Assim, classificar f é equivalente a classificar g.
Para a classificagao de germes com corank 2, precisamos da classificacao de formas

ctibicas em R2.

Definigao 2.4. Um polinémio homogéneo p(x,y) = ax® + bxy + cxy?® + dy® em Rz, y] de

terceiro grau € chamado uma forma cubica em R?.

Proposicao 2.6. Seja p uma forma cibica em R?. Ewiste uma mudanca linear de coor-

denadas T de R? tal que po 1 € uma das sequintes cinco formas cibicas em R?:

0, 2°, 2%y, 2* —xy?, 23+ 4> (2.4)
As formas em (2.4) nao sao, duas a duas, linearmente equivalentes.

Demonstracao: Mostraremos primeiro a unicidade: duas formas em (2.4) nao sao line-
armente equivalentes, isto é, nao podem ser transformadas uma na outra através de um
isomorfismo linear 7 : R? — R2.

Temos que a forma nula é invariante sob 7, assim sé as outras formas tém que ser
consideradas.

Consideremos o conjunto dos zeros e o conjunto dos pontos singulares destas formas:
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Conjunto de zeros Conjunto de pontos singulares
x3 {z =0} {z =0}
xy® {z=0}U{y=0} {y =0}
v —ay? | {z =0} U{r =y} U{r=—y} {0}
2% + zy? {x =0} {0}

Tabela 2.1: Conjunto de zeros e conjunto de pontos singulares

Afirmamos que se p e ¢ sao formas ciibicas em R? tais que p o T = ¢, entdo, 7 leva o
cojunto de zeros de ¢ no cojunto de zeros de p. De fato, seja (z,y) € R? tal que q(x,y) = 0.
Entao pot(z,y) = 0, assim 7(z,y) € p~*(0), isto é, 7(¢~*(0)) € p~*(0). Como go7~! = p,
podemos raciocinar analogamente para mostrar que p~1(0) C 7(¢~1(0)).

Além disso, 7 leva o conjunto dos pontos singulares de ¢ no conjunto dos pontos

singulares de p. De fato, temos que 7(z,y) = (ax + Sy, vx + dy) com ad — fy # 0. Assim

Shamn) = B2 (w0 n) = G0+ 5, )
ohaon) = 2T (0, ) = G (70 0)) 3+ S (rlz0, )6
Colocando na forma matricial, temos
dq
g (%o, yo) | > g— (0, %0))
ay (z0,%0) ) —((7(0,%0))

Portanto, se (zg,%0) é ponto singular de ¢ temos que 7(xg,yo) é ponto singular de p,
e, reciprocamente, se (z1,%;) é ponto singular de p, temos que existe (zg,7) € R? tal que
(x1,11) = T(T0,Y0). Assim (xg,yo) é ponto singular de q.

Observando a tabela acima temos que duas formas em (2.4) ou seus conjuntos de zeros
ou seus conjuntos de pontos singulares nao podem ser transformados um no outro através
de um isomorfismo linear. Com isso, concluimos, que quaisquer duas formas em (2.4) sao
nao linearmente equivalentes.

Mostraremos, agora, que toda forma ctibica p € Rz, y] é linearmente equivalente a uma
das formas em 2.4. Sejam p(x,y) = ax®+ bx?y + cxy?® + dy?, 7(x,y) = (ax + By, dz +vy),
com ay — 3§ # 0 e p'(z,y) = p(r(z,y)) = da® + Vz?y + dxy* + d'y?, com
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d = ac®+ba*y + cay® + dy?
V= 3aa’8+ b(2a87y + a26) + c(2078 + 77 + 3d~6
d = 3aaf® + b(2066 + 5%y) + c(2676 + abd?) + 3dyd”
d = af+b5%5 +cp6* +do°.

Podemos escolher 7 tal que d' = 0, pois se a = 0, tomamos a =6 =0e =~ =1; se
a#0,tomamosa =080 =1,v=0e 3 étal que a3 +b5%+cB+d = 0. Consequentemente,
podemos tomar p da seguinte forma p(z,y) = az® + ba’y + cxy?.

Agora, 7 pode ser escolhido de forma que b/ = d' = 0, pois se ¢ # 0, tomamos o« = § = 1,
B=0e~= —%; e quando ¢ = 0 temos dois casos: se b # 0, podemos tomar o = 0,
6:7:1,5:—%,6, se b =0 podemos tomar a =1, 3=0,0=1evy=1.

Assim, nao hd nenhuma restricao em assumir p da forma p(x,y) = az® + cxy?.

Observemos agora os seguintes casos:
e sea=0ec=0,entao p(z,y) = 0;

x
e sca=0cec#0,entao p(x,y) = cxy?, se 7(x,y) = (—,y), temos po 7(z,y) = vy
c

1
e sea#0ec=0,temos p(z,y) = ar?, se 7(x,y) = ((—)1/330, y), temos po 7(x,y) =
a

$3;

c
esea#0ec#0 temos p(z,y) = ar® + cry?, assim se — > 0, tomando 7(z,y) =
a

1 1/3

((—)1/3x, (a—)1/2y>, obtemos poTt(z,y) = 23+ xy?, e se €< 0, tomando 7(z,y) =
a c a

1 1

3
<(_>1/3I7 (_a_)1/2y), obtemos po T(q;, y) =3 — a;yQ.
a c

As formas ctbicas em (2.4), as quais p é equivalente, sdo chamadas formas cibicas
normais. Note que uma forma cibica p possui a mesma forma normal que —p, conside-
rando a transformagao linear (z,y) — (—x, —y).

E facil mostrar, ainda, que além das formas cibicas normais em (2.4) serem, duas a

duas, linearmente inequivalentes, também sao R-inequivalentes como germes.
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Observagao 2.2. Se observarmos os pontos singulares da Formas Normais em (2.4), ve-
' 1 mgular de 0, x3 2 10 € isolado. C

mos que a origem € um ponto singular de 0, xz° e x*y que nao € isolado. Como germes

equivalentes possuem mesma codimensdo e determinagao, temos por (2.1-ii), que qualquer

germe equivalente a 0, 23 ou 2%y possui codimensao e determinacao infinitas. Conside-

3

remos, porém, um germe equivalente a x3 — xy? ou x> + 1y, seque dos Exemplos (2.2) e

(2.3) que este germe possui determinagao e codimensao iguais a 3.

Proposigao 2.7. Seja f € m? um germe com corf = 2 e cod(f,R) = 3. Entdo, [ é

R-equivalente a um dos sequintes germes

3 2 2 2
y Iy 3y ey bn -
(x,y,x Tp) — (28 —xy*) a3+ o

n’

n

T, Y, T3,y Ty) — (23 + ) 22 £ £ 22,
3

Demonstragao: Como cod(f,R) < oo, entdo, pela Observacao (2.1-ii), f é um germe

finitamente determinado. Segue do Lema da Reducao que

($ay:$3,---,$n)Hg(x,y)j:xgj:...ilﬁ

n?

onde g € m3. Além disso, pela Proposicao (2.4), cod(g,R) = cod(f,R) = 3.
Mostraremos primeiro que det(g,R) = 3. Como Jg C m3, segue que, A := myJg C
m3. Note que
& & mj

dimz = dimm—% + dim 1

E ainda, dimg—Q3 = 6, e pela Relagao (2.3), dim% = 3+cod(g,R) = 6. Temos, entao, que
m

2
3

m
dimI2 = 0 e, segue que, A = m3. Logo, pelo Teorema (2.1) concluimos que det(g, R) = 3.
Entao g é R-equivalente a j2g(0), e como g € m3 entao j3g(0) é uma forma cibica em
R?, e a afirmacao segue da Observagao (2.2) e da inequivaléncia dos germes das formas

cibicas em (2.4).

Estas singularidades sao chamadas Dyy. O desdobramento versal é dado por

23 £ xy? + usr? + usw + ury.
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Teorema 2.4. Seja f € m2 um germe com corf = 2 e cod(f,R) = 4. Entdo, f é

R-equivalente a um dos sequintes germes
(v,y,03...,2,) — H(22y +y*) L2+ L 22
Demonstracao: Pelo Lema da Redugao, temos que f é R-equivalente ao germe

2
n’

(937?/,953---7%1) —>g($,y)i$§iiﬂf

onde g € m3 tem a mesma codimensao de f.

Seja g um germe com cod(g, R) = 4. Esta demonstragao serd divida em cinco partes:
(i)

Nao é dificil ver, com célculos andlogos a Proposicao anterior, que det(g, R) = 4. Assim
g é R-equivalente a j%¢g(0). Sendo g € m3, é suficiente considerar o caso em que g é um
polinémio que pode ser escrito como a soma p + h, onde p é uma forma cibica em R? e h
¢ um polinomio homogéneo de grau 4 em R?. Como o grau de um polinoémio é invariante
sobre transformacoes lineares, usando a Proposi¢ao (2.4), ndo ha restricoes em assumir

que p é uma forma cubica normal.

(ii)

3 qy?

Serd provado, aqui, que p é da forma z%y. Excluimos, facilmente, as formas x
e 23 + 3, as quais possuem determinacao 3. Pois, caso contrario, g ~ p, sendo p = Tg?’,
terfamos a contradi¢ao det(g, R) = 3 pela Proposigao (2.1).

Podemos excluir, também, p = 0, pois isto implicaria em g € mj e entdao Jg C m3.

Entao, teriamos a seguinte contradicao

cod(g, R) = dim" > > dimm—§ = dimg—Q3 —1=5.

Para verificar que p nao pode ser da forma z*, seja h(z,y) := ay* + bxy® + 2%q(x,y)
com a, b € R e ¢ uma forma quadratica em R?. Pelo Teorema da Funcao Inversa temos
que

(z,y) = (v +1/3q(,y),y)

define um difeomorfismo na origem transformando g em 2 + ay* + bry® mais termos de

ordem superior. Sendo det(f,R) = 4, segue da Proposicao (2.1) que g é equivalente a
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j = a® + ay* + bxy>®. Provaremos que cod(j,R) > 5, chegando assim numa contradigio
usando, novamente, a Proposigao (2.1).

Sea#0eb=0,entao Jj = (22, ay?)s,, e verifica-se facilmente que z, y, y, y*, e 1y?
sao linearmente independentes formando uma base em mj Se b # 0, consideremos: x, ¥,

2y, y? e y3. Para provar que sao linearmente independentes, estudaremos a equacao
az + By + yry + 0y* + ey + (322 + by h(z, y) + (4ay® + 3bzy®)k(x,y) =0

para x e y pequenos com coeficientes reais «, (3, v, 9, € e germes h, K em &. Examinando
os coeficientes de Taylor para z, v, xy, y2, 22, e zy?, encontramos imediatamente que o

) ) ) 7 ) ) )
B, v, 6, h(0), e k(0) sao iguais a zero. Resta, entdo, mostrar que € também se anula. Isto

segue observando o coeficiente de Taylor para 3.
(iii)
Seja h como em (ii). Através de uma mudanga de coordenadas encontraremos que
g é R-equivalente a 2%y + ay* para a real.
Para formas quadréticas arbitrérias q; e g, em R?, a fungao dada por = — =+ ¢ (z,y),
Yy — y+qo(z,y) é um difeomorfismo local na origem, pelo Teorema da Fungao Inversa. Este

transforma g em 2%y + 22qa (2, y) + 22yqi(z, y) + h(x,y), mais termos de ordem superior.

Especificamente q;(x,y) := —(b/2)y* e ¢z := —q, e a afirmagao segue como na parte (ii).
(iv)

Uma transformagao linear coordenada 7(u,v) = (x,y) de R? transforma z%y + ay* em
w*v+v* ou em —u?v —v*. Por (2.1-iv) a # 0. Para a > 0, temos 7(u, v) := (a'/u,a"/*v),

e para a < 0, temos 7(u,v) := (|a|'/®u, —|a|/*v).
)
Finalmente, pelo Exemplo (2.3) os germes z2y+y* e —r2y—y?* em &, sio inequivalentes.
[ |
Estas singularidades sao conhecidas como Ds.. O desdobramento versal é dado por
+(z%y + y*) + wa? + ty? + ur + vy.

Finalmente podemos enunciar o Teorema de Rene Thom que classifica os germes

f:(R"0) = R com 0 < cod(f,R) < 4.
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Teorema 2.5. (Teorema de René Thom) Seja f € m? tal que 0 < cod(f,R) < 4.

Entao, a menos da soma de uma forma quadrdtica nas outras varidveis, f € R-equivalente

a um dos sequintes germes da Tabela abaizo.

Simbolo | Nome Germe Desdobramento Versal | cod(f,R)
A, | Morse +22 +12 0

A, | Dobra x> 2?4+ ux 1

Az | Cispide +24 +a 4+ ux® +ox 2

A, | Rabo de andorinha x 2+ uzd + v + wr 3

As | Borboleta +26 +28 4+ tat + uz® + vz + wa 4

D,_ | Umbilico eliptico 23 — xy? 3 — xy? + w(x® + y?) —ur — vy 3
Dy | Umbilico hiperbélico 23+ o3 23 4+ 3 + wry — ur — vy 3
Ds. | Umbilico parabdlico  4(2%y +v*)  %(2%y + v*) + wa? + ty? + ux + vy 4

Tabela 2.2: Classificagdo dos germes f : (R",0) — R




Capitulo 3
Germes F : (R?,0) — (R?,0)

Apresentaremos, neste capitulo, um resumo da classificaciao de germes (R?,0) — (R2,0)
com corank 1 e cod(F, A.) < 2 sob a ac¢ao do grupo A e mostraremos, através do diagrama
de adjacéncias, as possiveis transicoes para cada singularidade encontrada. Precisamos
desta classificacao para estudarmos a geometria diferencial de superficies em R? através
das singularidades de projecao ortogonal. Como referéncia para este capitulo sugerimos

26], [25] usando o método da transversal completa ou originalmente [24].

3.1 Resumo da Classificagao de Germes F' : (R* () —
(R*,0)

Seja F : (R?,0) — (R? 0) um germe de uma aplicagio C*. Se o corank de F é igual
a 1, podemos, através de uma mudanca de coordenadas na fonte e na meta escrever F' na

forma F(z,y) = (z, f(z,y)).

Denotamos por ay; o coeficiente do mondmio ¥y’ na série de Taylor de f na origem.
Se ag; # 0, entdo F' é um germe de um difeomorfismo e portanto, F' ~4 (x,y). Assim,

suponhamos ag; = 0.
Lema 3.1. As J2A—drbitas singulares em J*(2,2) sdo
(z,9%), (z,2y) e (2,0).

Demonstragao: Notemos que j2f(0) = (z,a107 + a0r? + ayry + agy?). Podemos
eliminar o termo ajox usando um difeomorfismo na meta. Se agy # 0, entao a mudanga

a
(x,y) — (X,Y) = (z,y — Qai:v) elimina o termo zy. Para eliminar o termo z? usamos
02
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uma mudanca de varidveis na meta da forma (X,Y) — (u,v) = (X,Y — aX?). O germe
final é da forma (u, agev?). Uma mudanga escalar reduz ao germe (u, v?).

Se agg = 0 e aj; # 0, entdo uma mudanga de varidveis na meta da forma (X,Y) —
(u,v) = (X,Y — agX?), reduz a forma (u,uv).

Se agy = ay; = 0, entao J*f ~ (x,0).

Proposigao 3.1. O germe F(x,y) = (z,9y%) é 2-A-determinado.

Classificacao dos germes cujo 2-jato é igual a (z,zy):

Consideremos um k-jato cujo 2-jato é (z,xy). Usando uma mudanca de
coordenadas, na fonte, da forma (z,y) — (X,Y) = (z,y — p(x,y)) podemos eliminar
todos os termos divisiveis por x na segunda componente, exceto xry. Entao, esse k-jato é

equivalente a (z,zy + Zfzg aoiy')-

Proposicao 3.2. Os germes de cod(F, A.) < 2 cujo 2-jato € igual a (x,xy) sio equiva-

lentes a um dos sequintes germes

Cuspide (x, 2y + 9°) cod(F, A.) =0
Rabo de andorinha (x, 2y + y*) cod(F, A.) =1
Borboleta (z,2y+ 9" +y") cod(F, A;) =2

Classificacao dos germes cujo 2-jato é igual a (z,0):

Lema 3.2. As JA-drbitas singulares em J3(2,2) que tém o 2-jato equivalente a (z,0),
8G0:

('T7 y3 j: x2y)7 ("'B7 y3)7 ($7 ny), <x7 l‘zy)’ € ( aj? O)'
Proposigao 3.3. Um (k+1)-jato cujo k-jato (k > 3) é equivalente a (x,y>) é equivalente

a (z,y> £ 2%y) ou (z,9%). O germe (x,y® + 2%y)(k > 2) € (k + 1)- determinado e tem
cod(F, A.) = (k—1).

Podemos mostrar que um k-jato, cujo (k — 1)-jato (k > 4) é equivalente a (x, xy?), é

equivalente a (z, zy? + Zf:4 aoy’). Se agy # 0, entdo o 4-jato é equivalente a (z, zy* + y*).

Proposigao 3.4. As drbitas finitamente determinadas da “raiz”(x, xy? + y*) sio dadas

por (x, xy? +y* +y* ), k > 2. Este germe é (2k + 1)-determinado e tem cod(F, A,) = k.



Os demais germes conduzem a k-jatos de codimensao > 2.

Em conclusao temos o seguinte resultado:

Proposigao 3.5. Os germes de cod(F, A.) < 2 de aplicagoes F : R*,0 — R? 0 e seus

desdobramentos A.-versais sao os sequintes:

Nome Forma Normal Desdobramento versal cod(F, A.)
Submersao (x,y) (x,y) 0
Dobra (z,y?) (z,y?) 0
Cuspide (z, 2y + 3°) (v, 2y + 9°) 0
Rabo de andorinha (z, 2y +y*) (z, 2y + y* + uy?) 1
Lébios/Bicos (z,9° £ 2%y) (z,y® + 2%y + uy) 1
Borboleta (w, 2y +v° £y") (v, 2y +9° + 47 +uy® + vy?) 2
Ganso (z,9% + 23y) (2,93 + 23y + uy + vay) 2
Gaivota (z, 2y +y* +9°) (v, 2y + 9y + 95 + uy + vy?) 2

Tabela 3.1: Classificagao dos germes (R?,0) — (R?,0)

3.2 Diagramas de Bifurcacao das Singularidades de
cod(F, A,) <2

Nesta secao vamos descrever a geometria do discriminante da projecao ortogonal
Py(z,y) = (z, f(z,y)) e as mudancas que ocorrem em familias a 1 ou 2 parametros.
Como, em geral, a familia de projegoes ortogonais é um desdobramento versal das sin-
gularidades da Proposi¢ao (3.5), basta determinar os discriminantes das formas normais
e suas deformacoes para obter modelos das singularidades dos discriminantes e das suas
deformagoes. O discriminante da projecao ortogonal é chamado de perfil ou contorno

aparente da superficie M, como comentamos na Introducao.
Submersao :

Forma Normal: F = (z,y);

Congunto dos pontos criticos: L(F) neste caso é vazio.
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Dobra :

Forma Normal: F = (z,y?);
Congunto dos pontos criticos: X(F) = {y = 0};

Discrimintante: A(F) = {(z,0)} que é uma curva C*°.
Cuspide :

Forma Normal: F = (z,zy + 3°).

Conjunto dos pontos criticos: Y(F) = {(z,u) : z+3y* = 0}. Este pode ser parametrizado
por x = —3y%. Entao, X(F) = {(—3y?,y)} e temos:

Discrimintante: A(F) = {(=3y* —2y®)} que é uma ctspide. Na figura (3.1), abaixo,

temos o desenho das projecoes estaveis: submersao, dobra e cispide, respectivamente.

OV,

<SS A

Figura 3.1: Projegoes estaveis de superficies

Rabo de Andorinha :

Forma Normal: F = (z,xy + y*)
Conjunto dos pontos criticos: X(F) = {(z,u) : x + 4y® = 0}, que pode ser parametrizado
por x = —4y3. Assim X(F) = {(—4¢?,vy)}. Entao:
Discrimintante: A(F) = {(—4y?, —3y*)}.
Consideremos o desdobramento versal F(x,y,u) = (x,zy + y* + uy?®) deste germe.
Temos:
Conjunto dos pontos criticos de F,: X(F,) = {(—4y> — 2uy,y)};
Discriminante de F,: A(F,) = {(—4y® — 2uy, —3y* — uy?)}.
As deformagbes na curva A(F),) sdo dadas na Figura (3.2), onde duas ctspides aparecem

em um lado da transicao.



Figura 3.2: Transi¢oes no discriminante do Rabo de Andorinha
Labios/Bicos :

Desdobramento Versal: F(x,y,u) = (z,y® £ 2%y + uy);
Conjunto dos pontos criticos de F,: 3y*> £ 2> +u =0
Isto significa que X(F),) passa pelas transi¢oes de Morse.
Temos as seguintes transi¢coes no conjunto dos pontos criticos para Léabios:
Y (F,;) é dado pela equagao 3y* + 22 +u = 0.
2?2 3y?
Parau<0= —+— =1.
u U
Para u =0 = 22 + 3y% = 0.
Para v > 0 = 22 + 3y? = —u.

Estas transigoes estao ilustradas na Figura (3.3) abaixo.

T - e -

Figura 3.3: X(F,) para Lébios

Para Bicos segue que:

Y(F,_) é dado pela equagao 3y — 2% + u = 0.

32 2
Parau<0:>l—x—:1.

U \/_u

3

Parau:0:>y:—x.

2 32
Parau>0:>$——i:1.

U U

Observe estas transigoes na Figura (3.4) abaixo.

N
TN

Figura 3.4: 3(F),) para Bicos

39
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As transigoes no discriminante para Labios/Bicos seguem nas figuras, (3.5) e (3.6),

abaixo:
Figura 3.5: A(F,) para Labios
TN
Figura 3.6: A(F,) para Bicos
Ganso:

Desdobramento versal: F(x,y,u,v) = (z,y> + 23y + uy + vay).

Esperamos encontrar algumas singularidades de codimensao 1 em uma curva no espago
dos parametros (u,v). Somente as singularidades Labios/Bicos podem acontecer neste
caso.

Conjunto dos pontos criticos de F,: 3y* + 23 + vz +u = 0.

Assim, as singularidades Lébios/Bicos ocorrem quando o conjunto dos pontos criticos
é singular, ou seja, denotando f = y* + 2*y + uy + vry, quando, f, = fu, = f,, = 0.

Resolvendo o sistema obtemos u = 223 e v = —32?. Entéo as singularidades Labios/Bicos
ocorrem na curva cuspide (u,v) = (22®, —3z?). As transigoes no conjunto discriminante

sao dadas na Figura (3.7).

v N

ISl
> D

Figura 3.7: Diagrama de bifurcacao para Ganso
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Borboleta :

Desdobramento Versal: F(x,y,u,v) = (z,2y + y> + y" + uy?® + vy?).

Podemos esperar singularidades do tipo rabo de andorinha acontecerem em uma curva
no plano (u,v). Estas ocorrem quando f, = f,, = fy,y = 0, ou seja, ao longo da curva
(u,v) = (203> 4 841°, —10y* £ 35y*) que é uma cuispide. Existe também uma outra curva
onde singularidades do tipo cuspide e dobra ocorrem. Esta curva é parametrizada por
(_2—,170153 + .., %tz + ...) que também é uma cuspide. As bifurcagoes sao mostradas na
Figura (3.8), onde na curva tracejada ocorrem singularidades do tipo rabo de andorinha

e na outra curva singularidades do tipo cuspide e dobra.

X %, Kk
X N

< <

Figura 3.8: Diagrama de bifurcagao para Borboleta

Gaivota :

Desdobramento Versal: F(x,y,u,v) = (x,2y? + y* +v° + uy + vy?).

Esperamos encontrar singularidades do tipo rabo de andorinha e estas ocorrem quando
fy = fuu = fuuy = 0, ouseja, na curva (u,v) = (—4y®—15y*, —4y—10y?), e, a singularidade
Lébios/Bicos é dado por u = 0 (sé bicos).

Temos também multi-singularidades de tipo dobras tangentes. Esta bifurcagao acon-
tece quando existem dois pontos singulares distintos (z1,y1) # (x2,¥2), € as curvas do-
bras correspondentes sao tangenciais. Como ¥ ¢é dado por f, = 0, a direcao tangente

é ao longo de v = (fyy, —fuy), € portanto a direcao tangente a curva dobra é dada por

DF v = fyy ’ (fo)
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Entao as dobras sao tangentes se as diregoes (1, f,(z1, y1,u,v)) e (1, fo(x2, Y2, u,v)) s@o
paralelas, ou seja se, e somente se, y; = +y,. Como (x1, f(z1,y1,u,v)) = (22, f(22, Y2, u,v))
temos xy = 5 e portanto y; = —yo. Agora f(x1,y1,u,v) = f(z1, —y1,u,v) e fy(z1,y1,u,v) =
fy(z1, —y1,u,v) = 0 implica que a funcao g(y) = f(x1,y,u,v) — f(z1,y1,u,v) tem duas
raizes duplas y1 e —y1. Entdo f(z1,y,u,v) — f(21,y1,u,0) = (y — 11)*(y + v1)*(y — y3)-
Comparando os coeficientes obtemos u = yi e v = —2y?. Entao as singularidades dobras
tangentes ocorrem ao longo da curva (yi, —2y?). Veja na Figura (3.9), onde na curva trace-
jada ocorrem singularidades do tipo rabo de andorinha, sobre o eixo u = 0 singularidades

do tipo Lébios/Bicos e na outra curva singularidades dobras tangentes.

TR T

~ N *®
A S

Figura 3.9: Diagrama de bifurcacao para Gaivota

Podemos, entao, desenhar o Diagrama de Adjacéncia das singularidades de cod(f, A.) <

Cuspide < Lébios/Bicos <—— Ganso

| T

Rabo de andorinha Gaivota

|

Borboleta

Submersao <— Dobra




Capitulo 4

Geometria das Singularidades de

Projecoes

Neste capitulo estudamos, principalmente, o contato de uma superficie M em R3 com
planos e retas. Este estudo ¢ feito pela andlise das singularidades das familias de projecgoes
em retas (familias de fungoes alturas) e projegoes em planos (projecoes ortogonais). Mais
especificamente, nos capitulos 2 e 3 obtivemos, respectivamente, uma classificacao de ger-
mes de funcoes e de germes de aplicagoes (R?,0) — (R2,0). Agora, identificaremos ge-
ometricamente as singularidades classificadas no Teorema (2.5) e na Proposi¢ao (3.5).

As referéncias gerais para este capitulo sao [2], [4], [13] e [15].

4.1 Funcao Altura

Seja X : M — R? uma imersdo de uma curva ou superficie suave M em R3. Identifi-
camos neste trabalho M com a imagem da aplicacao X. A familia de projecoes em retas,

ou familia de func¢oes altura é dada por

h: MxS? — R

(x,u) — x-u

onde S? é a esfera em R3, com centro na origem e raio 1, e, - denota o produto interno
usual. Para u fixo, a funcao h, é a funcao altura na direcao u.

Como estamos interessados na geometria diferencial local, quando M é uma superficie
em R3, sendo p um ponto de M, podemos, por mudancas de coordenadas, identificar p

com a origem e fixar coordenadas locais (z,y,2) em p = (0,0,0) tal que o eixo-z seja
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normal a M em p e o plano tangente seja formado pelo plano (z,y). Assim, escrevemos
M, localmente, na forma de Monge, ou seja, como um grafico de fungao z = f(z,y), tal
que f = f, = f, =0em (0,0).

Escolhemos uma carta em S? préxima de (0,0, 1) dada por (a,b,1). Entao a familia

modificada de fungoes altura é dada, localmente, por
h : Mx(R?*0) — R
((2,9), (a,0)) ¥ hp(r) = ax +by + f(z,y).
Fixando ug = (0,0, 1), teremos hy,(z,y) = f(z,y).

O seguinte Teorema é uma consequéncia direta do Teorema de Montaldi (1.6), pois a

familia h é A-versal.

Teorema 4.1. Genericamente a funcao h, tem singularidades local do tipo Ay, k < 3,

1sto €, singularidades de codimensao menor ou igual a dois.

4.2 Geometria das Singularidades da Funcao Altura

Nesta se¢ao, identificaremos geometricamente os tipos de singularidades da funcao h,,

quando M é uma curva ou superficie em R3.

4.2.1 Funcao Altura de Curvas em R?

Seja o : I C R — R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s, com
k(s) # 0, Vs € I sendo a curvatura de o e 7 a tor¢ao. Adotaremos o Triedro de Frenet
X = t(s)(tangente), Y = n(s)(normal principal) e Z = b(s)(binormal) da curva « em s

como referencial ortonormal de R3. Portanto, o Triedro de Frenet definido por t(s) = o/(s),

n(s) = ngggu e b(s) = t(s) An(s), satifaz as equagoes abaixo, conhecidas como Equagoes
de Frenet:
t(s) = k(s)n(s)
n'(s) = —7(s)b(s) = k(s)i(s)
b(s) = 7(s)n(s)
Vamos, agora, estudar as singularidades da fungdo altura h,(s) = a(s) - u. Note

na Figura (4.1), que h,(s) é a distancia de «a(s) ao plano que passa pela origem e é

perpendicular ao vetor w.
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Figura 4.1: Funcao altura

Observemos que a funcao altura h, é singular em sy, quando
R, (s0) =0 < a(sg) - u=1t(sg) -u=0< uéum vetor do plano normal (n,b).

A seguinte proposicao estabelece condigoes geométricas para que h,, tenha um dos tipos

das singularidades do Teorema (4.1).

Proposicao 4.1. A funcao altura h, tem as sequintes singularidades em sy:

Ay & u estd no plano normal e u # +b(so);

Ay & u==b(sg) e T(s0) #0;

Az & u==2b(sg), 7(s0) =0 e 7'(s0) # 0.

Demonstracao: Suponhamos h, singular em sy. Assim, £(sg) - u = 0. Temos que h,(sg)

¢ uma singularidade do tipo A; se, e somente se, h! (so) =0 e h!/(sp) # 0. Observe que
hu(s0) = a(s0) - u
= k(so)n(so) - u
= 0&su= :tb(So)
Portanto, a singularidade é do tipo A; se, e somente se, u é um vetor do plano normal, e,
u % :i:b(So)
A singularidade ¢ do tipo As se, e somente se, hl,(so) = hll(so) = 0 e hl/(so) # 0.
Observe, novamente, que
R (s0) = k(so)n'(so) - u
= —k(s0)7(50)b(50) - u — k*(s0)t(s0) - u
= 0 u==2b(sg) e 7(s9) =0.
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Logo, a singularidade é do tipo A, se, e somente se, u = +b(sq) e 7(s9) # 0.
Considere, agora, hl (sq) = hl/(so) = h!'(sp) = 0. Desta maneira, temos, que a singu-

laridade é do tipo Az se, e somente se, hgf)(so) # 0. Assim,

hq(f)(so) = —k(s0)7"(50)b(50) - u — k(s0)T*(s0)n(50) - u — k*(50)n(s0) - u
# 0< 7'(s0) #0.

Concluimos que a funcao altura sobre curvas no espago mede o contato da curva a com
o plano osculador, em sg. Observamos que o plano osculador a curva em sg é um plano
que tem, pelo menos, ordem de contato 2 com a curva em sg. Entdo, a projegao de «(1)
na diregao de b(sp) sempre possui uma singularidade degenerada. De modo geral, sy é do

tipo Ay sempre que a([) possuir um contato de ordem k com o plano osculador.

4.2.2 Funcao Altura de Superficies em R3

Vamos considerar M como na Secao (4.1), ou seja, M uma superficie escrita, local-
mente, na forma de Monge. A funcao h,) € singular na origem se, e somente se, a = b = 0.
Se a # 0 ou b # 0, entdo h(,p ¢ uma submersao. Neste caso, o germe h(,p) nao apre-
senta singularidades e ndo nos interessa. Desta forma, considere ug = (0,0,1) e, entdo,
estudaremos as singularidades de h,,(x,y) = f(x,y) e as descrigdes geométricas destas
singularidades.

A seguinte proposicao estabelece condigoes sobre os coeficientes da expansao de Taylor
de f em (0,0), para que h,, tenha um dos tipos de singularidades do Teorema (4.1).
Denotaremos, como no capitulo anterior, a; o coeficiente do monoémio z*y’ na expansao

de Taylor de f na origem.

Proposicao 4.2. A fungao altura h,, = f(x,y) possui as sequintes singularidades:
Al & dasgags — a%l 7é 0,
Ay & 4agpags — a%l =0 e aps 7é 0,

2 _ _ 2
Ag & daggags — aj; = 0, ag3 = 0 e daggaps — ais 7£ 0.

Demonstracgao: Pelo comentario anterior a Proposicao, sabemos que f possui uma sin-
gularidade na origem. Agora, seja j2f(0,0) = agz? + ay1ry + agy®. Sem perda de

generalidade, seja asg # 0, e, com a mudanca de variavel na fonte
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2
dagpags — ajq

temos que j2f(0,0) pode ser escrito na forma agX? + < )YQ, que é uma

4(120
singularidade A;, ou seja, do tipo Morse se, e somente se, 4asyage — a3, # 0.

Sejam 4dasyage — a3y = 0 e j3£(0,0) = agozr? + azor® + anr?y + apry?® + agzy®. Com a
mudancga de variavel

= X _ (&30X2 + aleY + CL12Y2)

2as0
y=Y

podemos escrever 53 f(0,0) na forma asX? + ag3Y?. Logo, a singularidade é do tipo A,
se, e somente se, 4asagy — at, = 0 e ap3 # 0.
Sejam 4aggagy — a2, = 0, ags = 0 e j2£(0,0) = agx? + a0z + an 2y + a102y* + asx* +

as123Y + agr?y? + a13xy® + apsy*. Com as seguintes mudancas:
(CL30X2 + angY + a12Y2)

r=X—
(2@20)
y=Y
eliminamos os termos z°, 2%y e zy?; e com uma mudanca de forma andloga & anterior,
2
. a , . .
escrevemos j4f(0,0) da forma asyz? + (a04 — ﬁ) y*, que é uma singularidade As se, e
Q20

2
a

somente se, | agy — —= | # 0.
4&20

Seja p um ponto da superficie M, escrita na forma de Monge. Sabemos que h,, é
singular se, e somente se, uy € a direcao normal de M em p.
A proposicao a seguir identifica geometricamente os tipos de singularidades da funcao

altura hy,.

Proposicao 4.3. As singularidades genéricas da fungao altura h,, = f(x,y) ao longo da
direcao ug ocorrem em p € M da sequinte maneira:

Ay & p nao € ponto parabolico;

As < p € ponto parabdlico e a dire¢ao assintotica é transversal ao conjunto parabdlico da
superficie em p;

Az < p € ponto parabdlico e a direcdo assintotica € tangente ao conjunto parabdlico da

superficie em p.

Demonstragao: Sejam p € M e j2f(p) = azx*+a112y+agy?. Sabemos que a curvatura

Gaussiana K em p é dada por K(p) = forfyy — 2, = 4aspags — a3, e, ainda, se K(p) # 0,

Yy
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entao p nao é ponto parabdlico. Pela Proposigao (4.2), temos que 4aggag — a3, # 0 na
singularidade A;. Logo, p nao é parabdlico se, e somente se, a singularidade for do tipo
Aj.

Seja p € M ponto parabdlico, ou seja, 4axags — a3; = 0. Podemos, entdo, escrever
72 f(x,y) = ar®+azor®+asn Yy +a192y*+agzy®. Temos, ainda, que o conjunto parabélico
de uma superficie z = f(z,y) é dado pelos pontos (z,y) que anulam o determinante da

matriz Hessiana de f(x,y). A parte linear desta equagao é dada por
a20a122 + 3agoagzy = 0,

onde as singularidades sao dadas por

fzx fa:y
fyaz fyy

O normal ao conjunto parabdlico pode ser dado por (ajs,ap3). A diregao assintética

V | det = agg(alg, 3@03) =0.

principal é igual a (0,1). Logo, (0,1) é transversal ao conjunto parabdlico se, e somente
se, apg # 0, ou seja, pela Proposigao (4.2), se, e somente se, a singularidade é do tipo As.

No entanto, se agz3 = 0 a direcao assintdtica é tangente ao conjunto parabdlico. Pela
proposicao anterior, ags = 0 é uma condicao para que a singularidade seja do tipo As.

Neste caso, p é chamado cuspide de Gauss.
[ |

Enfatizaremos melhor o conceito de ctispide de Gauss nas se¢oes posteriores, e também

apresentaremos algumas equivaléncias para este conceito.

4.3 Projecao Ortogonal

Novamente, considere M como na Segao (4.1). Utilizaremos a familia de projegoes
ortogonais para medir o contato de uma superficie M com retas no R?. A familia de
projecoes em R? ¢ definida pela aplicacao:

P: MxS* — B
(pyu) > (u,p—(u-pu)
onde B = {(u,a) € S> x R® : u-a = 0}, isto é, B é o fibrado tangente de S?. Para u
fixo, a aplicacao P, é a projegao ortogonal na direcao u, ou seja, no ponto p € M esta

aplicacao descreve o contato de M com a reta que passa por p e é paralela ao vetor u.
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Suponhamos que as diregoes de interesse estdo na vizinhanga do vetor (0,1,0). Es-
tas dire¢oes podem ser parametrizadas por (a,1,b), e projetamos no plano (z,z). Estas
projecgoes nao sao ortogonais, mas as propriedades da familia das projegoes ortogonais sao
preservadas. Logo, as coordenadas de um ponto p € M no plano de projecao y = 0 ao

longo da direcédo (a, 1,b) sao dadas por
(X7 07 Z) = ($7 y? f<x7 y)) + )\(a/7 17 b)?

ou seja, A = —y. Entao a familia de projecoes P pode ser reescrita, na vizinhanca da

origem, da forma

P: (R?xR?20) — R?
((z,9), (a,b)) — (z —ay, f(x,y) — by)

e temos Py(z,y) = (z, f(z,y)), um germe de corank 1 de uma aplicagao de (R? 0) —
(R%,0).

As singularidades genéricas de P, sao dadas pelo teorema a seguir, que é uma con-
sequéncia direta do teorema de transversalidade de Montaldi (1.6), pois a familia P é

A-versal.

Teorema 4.2. Genericamente a aplica¢io P, tem singularidades locais de cod(P,, Ae) <

2, isto €, as singularidades listadas na Proposi¢ao (3.5).

4.4 Geometria das Singularidades da Projecao Orto-

gonal

Considere a projecao P (z,y) = (x — ay, f(x,y) — by). Observamos que Pqp) (2, y)
possui singularidade na origem se, e somente se, b = 0. Se b # 0 entao P (z,y) é germe
de um difeomorfismo, e portanto, P (z,y) ~4 (z,y). Desta maneira, daqui para frente,
consideraremos a projegao P, (z,y) = (z, f(z,y)), onde ug = (0, 1).

A proposicao a seguir estabelece condi¢oes sobre os coeficientes da expansao de Taylor

de f em (0,0), para que P,, = (x, f(x,y)) tenha as singularidades do Teorema (4.2).
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Proposicao 4.4. A projecao ortogonal P,, possui as sequintes singularidades:
Dobra & ag # 0

Clspide S agp =0, a;1 #0 e aps #0;

Rabo de Andorinha < aga =0, ap3 =0, a11 #0 e agy #0;

Borboleta S age =0, ap3 =0, apg =0, a1; # 0, aps # 0 e apy # 0;
Ldbios/Bicos S agp =0, a;1 =0, ags # 0 € (3apzas — aly) # 0;

Ganso S agpe =0, a1 =0, (3agsaz — aiy) =0, ags #0 e ag; #0;
Gawota & app =0, a;1 =0, ap3 =0, a1a # 0, aps # 0 € aps # 0.

Demonstragao: Considere j2P,,(0,0) = (z, ar? + anzy + agey?), com agy # 0. As
seguintes mudancas, na fonte e na meta
=z

y =y — 5o, elimina o termo xy;

(u,v — au?), onde a = (agy — 4a5012), elimina o termo z?.

Portanto, j2P,,(0,0) ~ (x, agy?). Assim, P, (0,0) ~ Dobra se, e somente se, agy # 0.

Considere, agora, ags = 0 e a;; # 0, entao segue que j2P, (0,0) = (x,as02® +
ajpry). Com mudanga na meta, podemos escrever j2P, (0,0) ~ (z,a;;7y). Assim, seja
3P, (0,0) = (z, 2y + azox® + a2y + a1p7y* + agzy®). Com a mudanca

r=ux

y =y — (asr® + anry + a12y?),
temos 2P, (0,0) ~ (z,zy + ap3y®). Segue que, P, (0,0) ~ (z,zy + y*) se, e somente se,
ap3 # 0, ou seja, se, e somente se, a singularidade for do tipo Cuspide.

Se ags # 0, de forma andloga ao caso anterior, P, (0,0) ~ (z,zy + y*), ou seja, uma
singularidade do tipo Rabo de Andorinha. Do mesmo modo, se ag; # 0 e ag; # 0, segue
que P,,(0,0) ~ (z,zy + y° + y7), ou seja, uma singularidade do tipo Borboleta.

Tomemos, agora, agy = 0 e ay; = 0, entao j3P,,(0,0) = (z, azox® + anz?y + apzy® +
ap3y’). Se agz # 0, a seguinte mudanca

r=ux

y =y — 522, elimina o termo zy?.

Eliminando 23, por uma mudanca na meta, temos que

, 3a03a91 — a3
j3Pu0(O’ 0) ~ <$’ <%) l’zy + a03ys)-

Assim, P,,(0,0) ~ (z,y* + 2?y) (Labios/Bicos) se, e somente se, (3agzas; — al,) # 0.
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Considere, agora, (3agzaz — aly) = 0 e agz # 0. Entao podemos escrever j*P, (0,0) =
(2,9 + agr? + az1 2%y + ar3xy® + anr’y* + apy®). As seguintes mudangas

y =y — “4¥, elimina xy3;
o4y

y=vy— , elimina y*;

‘mz , elimina 2%y

=Yy—-
Temos, entao, que 4P, (0,0) ~ (z,y> + az 23y + asx?); e, com mudancas na meta, para
eliminar o termo z*, segue que j1P,,(0,0) ~ (z,y® + az;z3y). Assim, P,,(0,0) ~ Ganso
se, e somente se, ag; # 0.
Finalmente, considere agz3 = 0. Se a2 # 0, com mudancas na fonte e na meta, analoga
as anteriores, podemos escrever 7P, (0,0) = (z,zy?), e, j*P,,(0,0) = (z,2y? + aspz* +
a31m3y + algxy?’ + a22x2y + a04y4). As seguintes mudancas

(131(17

=y — , elimina 23y;

a13y , elimina xy?;

Yy=1vy-—
y =y — 2% elimina r?y?;
(u,v — aut), elimina z?.

Entao, j4P,,(0,0) ~ (z,zy* + apy*). Agora, com mudangas feitas de forma andloga as

anteriores, segue que j°P, (0,0) ~ (z, 2y + aosy* + apsy®). Assim, P,,(0,0) ~ Gaivota se,

e somente se, agy # 0 e aps # 0.

Usando as condigoes sobre os coeficientes da expansao de Taylor de P, (z,y) na
origem encontradas na Proposi¢ao acima, pretendemos, agora, estudar geometricamente
as singularidades da aplicagao projecao ortogonal. Sabemos que a projecao Pqp)(z,y) =
(x—ay, f(z,y)—0by) é singular, na origem, se, e somente se, b = 0. Em termos geométricos,
P, (x,y) = (z, f(x,y)) é singular em p € M se, e somente se, a dire¢ao de projecao ¢ tan-
gente a M em p.

Observamos, ainda, que uy = (0,1) é uma diregao assintética quando

D f(z,y)luo uol = [ 0 1] ' =0
fyx fyy 1
Assim, considerando j2f(0,0) = ag0x? + ayjiry + agey?, temos que ug é uma direcao
assintética se, e somente se, agy = 0. Pela Proposicao anterior, na singularidade Do-

bra uy € T,M, onde T,M ¢ o plano tangente a M em p, mas uy nao ¢é diregao assintética.
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Temos, entao, que nos pontos elipticos sé ocorrem singularidades do tipo Dobra; e, nas
demais singularidades p sera parabdlico ou hiperbdlico.

Considere ug uma diregao assintotica. Sabemos que p € M é parabdlico se, e somente
se, K(z,y) = foulyy — gy = 0. Considerando j2f(0,0) como antes, p é parabdlico se,
e somente se, a;; = 0. Novamente, pelas condicoes sobre os coeficientes na Proposicao
anterior, as singularidades para p parabdlico sdo do tipo Labios/Bicos, Ganso e Gaivota;

e, nas singularidades Ctuspide, Rabo de andorinha e Borboleta p é hiperbdlico.

As Proposicoes a seguir descrevem a geometria das singularidades para p € M hiperbdlico.

Proposicao 4.5. Para um mergulho genérico de uma superficie M em R3, a projecio
ortogonal P,, na direcao uy em p € M apresenta uma singularidade:

Clspide & g € diregdo assintdtica e D3 f(z,y)[ug, uo, ug| # 0;

Rabo de andorinha < ug € dire¢io assintética, D3 f(x,y)[ug, uo, uo] =0 e

D* f(x, y)[uo, uo, ug, uo] # 0;
Borboleta & wug € diregdo assintdtica, D3 f(x,y)[uo, ug, uo] =0,
D*f(z, y)[uo, uo, ug, uo) = 0 € D’ f(x,y)[ug, uo, uo, o, ug] # 0.
Demonstracgao:
A primeira afirmacgao segue do comentario anterior a esta Proposi¢ao e da Proposicao
(4.4). Considere, agora, 1y uma diregao assintética e j2£(0,0) = agr? + anxy + azor® +

a1 2%y + apry? + agzy®. Entao,

Dgf(xay)[u()auOvuO} = fx:ca: '03 +3- fxﬂcy '02 1+3- fyy:c -0 12+fyyy ’ 13‘

D3f(x,y)[u0,u07uo} - O<:>fyyy:0<:>a03:0-

Segue da Proposigao (4.4) que p é uma singularidade do tipo Rabo de Andorinha.
Finalmente, quando ug ¢ direcao assintética e D3 f(z, y)[uo, ug, ug] = 0, entao escreve-

mos
3£(0,0) = agr® +anxy+aser® +ag v*y+anry? +art a2 Y+ anr®y? +ary’ +aoyt
De maneira analoga aos casos anteriores, temos que

D* f(z,y)[uo, to, uo, U] = 0 < fyyyy = 0 ags = 0.

Logo, pela Proposigao (4.4), segue que p é um singularidade do tipo Borboleta.
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Observamos, agora, a relacao entre as singularidades da Proposicao acima e as curvas
assintéticas. Seja a uma curva assintética de M no plano (x,y), parametrizada pelo

comprimento de arco s, com uy = o/(0) e curvatura k(s). Deste modo temos que:

Proposicao 4.6. Para um mergulho genérico de uma superficie M em R3, a projecio

ortogonal P,, na direcao uy em p € M apresenta uma singularidade:

Ctspide < k(0) #0;
Rabo de Andorinha < k(0) =0 e k'(0) # 0,
Borboleta < k(0) =k (0) =0 e k"(0) #0.

Demonstracgao: Temos que o é uma curva assintotica se, e somente se,
D?f(a(s))[e/(s),o'(s)] = 0. (4.1)
Entao, derivando a igualdade acima obtemos
0= D*f(a(s))a/(s), o/ (s), &/ (s)] + 2D* f(a(s)) [/ (5), & (5)].
Assim, para s = 0, temos
D? f((0))[0/(0),&/(0),a/(0)] =0 < 2D*f((0))[e(0), a"(0)] = 0
& 2k(0)D*f(a(0)) - [o(0),n(0)] = 0,
onde n(0) é o vetor normal unitario de ov. Como «’(0) L n(0), concluimos que

D?f(a(0))[a(0), o/ (0), o (0)] # 0 « k(0) # 0.

Logo, pela Proposicao anterior, concluimos a primeira afirmacao.
Para a segunda afirmagao sabemos que D?f(a(0))[a/(0), a/(0),a/(0)] = 0 < k(0) = 0.

Derivando a Equagao (4.1) duas vezes e tomando s = 0, temos

0 = D*f(a(0))[a/(0), &/ (0), a(0), ' (0)] + 5D° f(ex(0))[e'(0), o/ (0), & (0)] +
2D* f(a(0))[”(0), a"(0)] + 2D*f(a(0))[e'(0), " (0)],
D f((0))[0’(0), &/ (0), o/ (0),0/(0)] = —5k(0)D*f(cr(0))[e(0), &'(0),n(0)] —
2k*(0)D f(c(0))[n(0), n(0)] —
2K (0) D (a(0)) [ (0), n(0)
# 0< E'(0) #0.
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Novamente pela Proposicao anterior concluimos a segunda afirmacao.

Finalmente, pela Proposi¢ao anterior, temos uma singularidade Borboleta se, e somente

D? f((0))]a’(0),0/(0),n(0)] = D*f((0))[e(0), &'(0), &/ (0), 0’(0)] = 0 = k(0) = K'(0) = 0.
De maneira andloga a anterior, (D?f(a(0))[/(0),a’(0)])"” = 0, nos leva a

D? f((0))[0(0), &/ (0), &/ (0),0/(0), &/ (0)] = 2D*f((0))[e(0), k" (0)n(0)]
# 0 k"'(0) #0.

Consideremos, agora, a curva X o« com curvatura ky.,. Como uma curva assintotica
em uma superficie tem curvatura normal igual a zero, sua curvatura como uma curva
no espago € igual a sua curvatura intrinseca k(s). Por nossa escolha de coordenadas,

escrevendo z = f(z,y), temos que as derivadas de kyx., sao iguais as derivadas de k(s).

Deste modo, temos que:

Corolario 4.1. Para um merqulho genérico de uma superficie M em R3, a projecao
ortogonal P,, na direcao uy em p € M apresenta uma singularidade:

Chispide & kxoa # 05

Rabo de andorinha < kxoo =0 e Ky, #0;

Xoa

Borboleta & kxon = ko, =0 € ko, # 0.
Em termos geométricos, se r é uma reta passando por p paralela a ug, temos:

Corolério 4.2. Para um mergulho genérico de uma superficie M em R®, a projecdo

ortogonal P,, na direcao uy em p € M apresenta uma singularidade:
A reta r possui uma ordem de contato 2 com M em p se,
Cispide < e somente se, ug € um vetor assintético de M em p, e a curva
assintotica correspondente possui curvatura diferente de zero;
( A reta r possui uma ordem de contato 3 com M em p se, e so-
Rabo de andorinha < mente se, uy € um vetor assintotico de M em p, e a correspon-
\ dente curva assintotica possui uma inflexao simples em p;

A reta r possui uma ordem de contato 4 com M em p se, e so-

Borboleta = mente se, uyg € um vetor assintotico de M em p, e a correspon-

\ dente curva assintotica possui uma inflexao dupla em p.
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Antes de estudarmos as singularidades para p parabdlico, necessitamos de mais alguns
detalhes a respeito da aplicacdo de Gauss N : M C R?® — S2. A aplicacdo de Gauss
é singular precisamente quando 0 = N, A N, = K(z,y)X, A X, isto é, no conjunto
parabdlico onde a curvatura Gaussiana K(z,y) = 0. Tomemos o conjunto parabdlico
sendo a curva suave (z(t),y(t)). A imagem N(¢) desta curva sob a aplicagao de Gauss é
singular precisamente quando N'(t)=0.

Quando N'(t) = 0e N"(t) # 0, temos que as singularidades da curva N (t) sdo cuspides.

Este fato sugere a seguinte definicao:

Definicao 4.1. Seja p um ponto parabolico de M. FEntdo p é chamado Cuspide de
Gauss quando N'(p) =0 e N"(p) # 0.

Figura 4.2: Cuspide na imagem da aplicagao de Gauss restrita a curva parabdlica

A proposicao seguinte nos da uma equivaléncia para ctspide de Gauss.

Proposicao 4.7. Seja X : M — R? uma imersio de M em R3. Assim, p € M € uma
cuspide de Gauss da aplicacao X se, e somente se, a dire¢ao assintotica de X € tangente

a curva parabolica de X em p.

Demonstragao: Considere o conjunto parabdlico de M sendo a curva suave «(t) =

(x(t),y(t)) e facamos N(t) = Njqu). Sabemos que

k’l 0 Oéll (t)
0 ]{32 04,2 (t)

Seja, ke =0, p = a(0) e v = /(0). Assim, se a aplicagao de Gauss N (t) é suave entao
o rank da Jacobiana é 1 para cada ponto p parabdlico. O kernel da Jacobiana é a direcao
assintotica de curvatura v em p associada ao autovalor ky. Logo, a curvatura de X na

dire¢do de v em p ¢ zero se, e somente se, N'(0) = 0.
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Portanto, se (z(t),y(t)) é a curva parabdlica de X : M — R3 entao N’(0) = 0 se, e

somente se, p é uma cuspide de V.
|

Observacao 4.1. Da Proposicao anterior podemos dizer, agora, que a func¢ao altura tem

uma singularidade Az se, e somente se, p € uma cuspide de Gauss.

Podemos estudar as singularidades da aplicacao de Gauss mais facilmente pela projecao
central da origem no plano z = 1, obtendo, assim, (—f,, —f,,1). Quando projetamos no
plano-(z, y), obtemos a aplicacio composta N (z,y) = (— fa, —fy)- Desde que a imagem de
N esté contida no hemisfério superior de S?, e a projecao central ¢ um difeomorfismo do
hemisfério superior no plano z = 1, a aplicagao modificada de Gauss N possui as mesmas
singularidades da aplicacao V.

Com isso podemos apresentar mais uma equivaléncia para a cispide de Gauss.

Proposigao 4.8. Seja p um ponto parabélico de M. Entao existe uma reta r em R® com

ordem de contato > 3 com M em p se, e somente se, p € uma cuspide de Gauss de M.

Demonstracgao: Seja p um ponto parabdlico de M, entao, depois de um movimento rigido
em R3, podemos assumir que existe uma vizinhanca coordenada de p na qual M tem a
forma (x,y, k% + g(x,y)) em p = (0,0). A constante k é a curvatura principal diferente
de zero de M em p. A direcao principal associada a k estd no eixo-z, e a dire¢ao principal
de curvatura associada a curvatura nula esta no eixo-y.

(=) Se uma reta tem ordem de contato > 2 com X em p, entdo esta reta deve ser o
eixo-y, pela forma que tomamos a imersao X. Agora se o eixo-y tem ordem de contato
> 3 com X em 0, entao gy,,(0) = 0. Segue que N'(0) = 0, ou seja, p é cispide de Gauss.

(<) Seja p = (0,0) uma cuispide de Gauss em M, entdao N'(0) = 0. Logo, segue que

Gyyy(0) = 0, que é a condigao para que a reta r tenha contato de ordem 3 com M em p.
[ ]

Seja C' uma curva plana. O conjunto de todas as retas tangentes a C' forma uma curva
no plano projetivo afim RP?, chamada a curva dual de C e denotada por C. Esta dualidade
pode ser vista também na esfera S?. Se C' é uma curva em S? entao a reta tangente em
um ponto p de C' pode ser identificada com o circulo principal em S? tangente a C' (este

circulo é tnico). O circulo principal (equador) determina (e é determinado por) um polo
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norte e um polo sul. Quando o ponto p varia sobre C' os polos descrevem a curva dual de

C' (temos duas cépias), ver figura (4.3).

Figura 4.3: Curvas duais

Vamos, agora, criar uma nova aplicacao da superficie M na esfera S? como segue.
Localmente, podemos escolher um campo de vetores unitarios assintéticos A(p) ao longo
da curva parabdlica, e consideremos entao, a chamada aplicacao assintética que leva o
ponto p de A(p) em S?. Seja (z(t),y(t)) a curva parabdlica de M, com imagem assintdtica

A(t) e imagem normal N(t).
Lema 4.1. As curvas A(t) e N(t) sao duais na esfera.

Demonstracao: Considerando N'(t) # 0, entao N'(t) é a diregao principal cuja curvatura
¢ diferente de zero. Agora A(t) é a dire¢do principal cuja curvatura é zero, entdao A(t)
é ortogonal a N'(t) para todo t, isto é, A(t) - N'(t) = 0. Assim, o polo definido pelo
circulo equador em S? em N(t) é A(t). Inversamente, como A(t) - N(t) = 0 segue que
A'(t) - N(t) = 0, ou seja, o polo definido pelo circulo equador em S? em A(t) é N(t).

Portanto A(t) e N(t) sao curvas duais na esfera.
|

Observagao 4.2. Como as curvas A(t) e N(t) sdo duais, temos que as cispides de N(t)

correspondem as inflexdes de A(t), e vice-versa.

Finalmente, para p parabdlico temos a seguinte proposicao:
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Proposicao 4.9. Para um merqulho genérico de uma superficie M em R3, a projecao
ortogonal P,, na direcao uy em p € M apresenta uma singularidade:

Labios/Bicos < uqg € dire¢ao assintdtica e p ponto parabdlico;

Ganso & g € direcao assintdtica, a imagem assintotica em S* da curva parabdlica
tem uma cuspide, e a imagem Gaussiana tem uma inflexao;

Gaivota & ug € direcdo assintotica, p € uma cuspide de Gauss e a imagem assintotica

da curva parabdlica em S* tem um ponto de inflexdo.

Demonstracao: Considerando ug a direcao assintotica principal em p € M. Vimos que
p ¢é ponto parabdlico se, e somente se, a;; = 0. Segue, pela Proposigao (4.4), que neste
ponto a projecao tem uma singularidade Labios/Bicos.

Sendo ug a direcao assintética principal e p € M ponto parabdlico, segue que, ags = 0

e a;; = 0. Logo podemos escrever j3 f(z,y) = anz? + azor® + anx?y + apry?® + agsy®. A

2 pu—

oy 0, logo temos a seguinte equacao

curva parabolica ¢ dada por fr, fy, —
(3az1aos — ais)y” + (3aizazo — a3y)x” + (9azpaos — az1a12)Ty + 3aseaozy + azaizr = 0. (4.2)

Consideremos N (t) sendo a restricio da aplicacio modificada de Gauss N = (— f,, — fy)
a curva parabdlica (z(t), y(t)). Seja N|’(x(t)’y(t)) = (X(t),Y(t)). A curvatura de N(t) ¢ dada

por

X"y — xX'y"
(X724 (Y7)2)¥2

Calculando, desta maneira, k(t) e aplicando em ¢ = 0, temos que

k(t) =

k(O) _ 3@21@03 — CL%Q

6ag3a3,

Logo, k(0) = 0 se, e somente se, (3azags — a3y) = 0, ou seja, pela Proposicao (4.4) se,

e somente se, a singularidade for do tipo Ganso. Assim, nesta singularidade temos uma

inflexdo na imagem Gaussiana do conjunto parabélico. Como N (t) possui uma inflexao,

pela Observagao (4.2), a imagem assintética da curva parabdlica possui uma cispide.
Considerando o mesmo 3-jato para f, obtemos novamente a equacao da curva parabdlica

(4.2). Agora precisamos calcular N’(0), que é

Gazoao3

N'(0) = .
(0) o~

Desde que ag # 0, pois caso contrario temos singularidades mais degeneradas, segue

que, N'(0) = 0 se, e somente se, ags = 0, ou seja, pela Proposicio (4.4) temos uma
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singularidade do tipo Gaivota. Portanto, nesta singularidade a aplicagao de Gauss possui

uma cuispide. Segue, da observacao (4.2), que a imagem assintética da curva parabdlica

em S? tem um ponto de inflexao.

Concluimos esta secao, apresentando o teorema com os resultados obtidos sobre a

geometria das singularidades da projecao ortogonal.

Teorema 4.3. Para um merqgulho genérico de uma superficie M em R3, a projecao orto-

gonal P,, na direcio uy em p € M apresenta uma singularidade:

Nome Condigoes Geométricas
Dobra u e T,M.
Cuspide u direcao assintotica.

Rabo de andorinha

u direcao assintotica;

p ponto de inflexdao da curva assintotica.

Lébios/Bicos u € direcao assintotica;
p é ponto parabdlico.
Borboleta u é diregao assintotica;
p ponto de inflexao duplo da curva assintética.
Ganso u direcao assintética;
a imagem assintética em S? da curva parabdlica tem uma ctspide;
a imagem Gaussiana tem uma inflexao.
Gaivota u é direcao assintotica;

p cuspide de Gauss;
a imagem assintética da curva parabdlica em S? tem um ponto de

inflexao.

Tabela 4.1: Singularidades da Projegao Ortogonal P,, na direcao ug em p € M
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4.5 Configuracao das Curvas Assintoticas préoximas a
Cuspide de Gauss

Mostraremos, nesta secao, que existem, genericamente, trés configuracoes topologicas
distintas das curvas assintéticas em uma vizinhanga de uma cuspide de Gauss. Esta clas-
sificacao é possivel, pois o campo das linhas assintéticas é um caso especial de singulari-
dades das equacoes diferenciais ordindrias implicitas. Vamos apresentar esta classificacao,
primeiramente, nos moldes dos artigos [14] e [15].

Seja, primeiramente,
c: I=[0]CR — M

u — c(u),
um arco de curva regular parametrizada pelo comprimento de arco u. Vamos construir
uma superficie suave de forma que ¢ seja sua curva parabdlica. Para tal, tomemos uma
segao normal em c(u) com ¢’(u) = T'(u) e a movamos ao longo de I. Seja ¢(u) o angulo
entre T'(u) e es(u), onde eg é a diregao principal associada a ks com a seguinte convengao:

ki(u) <0 e ko(u) =0, Vu € I. Consideremos o seguinte lema:

Lema 4.2. [14] Seja ¢ : I — M wum arco reqular da curva parabdlica, parametrizada pelo

comprimento de arco u. Entao a expressao:
1
a(u,v) = c(u) + v(N AT)(u) + 51{:#@)1)2 + A(u, v)v? | N(u), (4.3)

onde kit (u) = ky, (c(u), (N AT)(u)) e A(u,0) =0, Vu € I, define uma superficie suave que

contém c.

Vamos calcular os coeficientes e as derivadas da segunda forma fundamental da su-
perficie «, dada no Lema anterior. As equacoes de Darboux para o triedro

{T(u), (N ANT)(u), N(u)} sao dadas por:

T"(u) = k(W) (NAT)(u) + kn(u)N(u)
(NATY(u) = —ko(w)T(u) + Ty(u)N(u)
N'(u) = —kn(u)T(u) = TN AT)(u),

onde k,(u) e T,(u) s@o, respectivamente, a curvatura e torgdo geodésica de ¢ no ponto

c(u). A Torcao Geodésica 7, pode ser calculada da seguinte forma ([12], pag. 180):

T, () = (ky — k) (w)cosip(u)seni(u).
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No nosso caso (kz(u) = 0), temos que:

s (1) = ki (u)cosp(u)senp(u). (4.4)
Agora, pela férmula de Euler temos que

kn(u) = ki(u)sen®p(u),
kr(u) = ky(u)cos*o(u). (4.5)

Desta forma, depois de alguns calculos, os coeficientes da segunda forma fundamental
em (u,0) e suas respectivas derivadas, sao dados por:

e(u,0) = k,(u) = ki (u)sen®p(u).

f(,0) = Tu(u) = ki (u)senp(u)cosp(u).

9(,0) = k(u) = ki (u)cosp(u).
eu(u,0) = —kg(u)(2kn(u) + kyy (w)) + 7/ (u).
folu, 0) = (k) (u).

0) = —k,(u)k;-(u) + 6A,(u,0).

n

9u(u, 0)

Observacao 4.3. Em um ponto ug tal que p(ug) = 0 e ¢'(ug) # 0 temos que a dire¢ao

principal de ey € tangente a curva parabdlica em c(ug).
Assim, estamos prontos para apresentar o seguinte resultado:

Teorema 4.4. Considere um ponto uy onde p(ug) = 0 e ¢'(ug) # 0. Considere ainda o
produto kg(ug)y¢'(ug). Entao, se ky(uo) < ¢'(up), a configuragao das linhas assintdticas €
do tipo sela dobrada; se ¢'(up) < kg(uo) < 9¢'(ug), a configuragdao € do tipo foco dobrado;

e, se ky(ug) > 9¢'(ug), a configuracdo € do tipo nd dobrado.

Demonstragao: Suponha, sem perda de generalidade, que uy = 0 com ¢(up) = 0 e
¢'(up) # 0. Entao, 7,(0) = 0. A condicdo ¢'(up) # 0 garante que o contato entre a

diregao ey e a curva parabdlica é quadrético, isto é, 7/(0) # 0. De fato, de (4.4) temos
7,(0) = k1(0)cosp(0)senp(0) = 0; e
7,(0) = k1 (0)(cosp(0)sentp(0)) + k1 (0)'(0)(—sen*p(0) + cos®p(0)) = k1 (0)¢'(0) # 0.
Consideremos a equagao diferencial das linhas assintéticas no fecho da regiao hiperbélica

e(u,v)du® + 2f (u, v)dudv + g(u,v)dv? = 0, (4.6)
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onde e, f e g sao os coeficientes da segunda forma fundamental. Para estudarmos as

configuracoes das linhas assintéticas consideremos a equacao diferencial implicita

d
F(u,v,p) = e(u,v) +2f (u,v)p + g(u,v)p’ = 0, onde p = =

Seja N = F~1(0) e defina o campo de vetores de Lie-Cartan sobre N

(

Xi(u,v,p) = Fp(u,v,p) =2¢(u,v)p+2f(u,v)

Xo(u,v,p) = pFp(u,v,p) =2p(g(u,v)p + f(u,v))

Xs(u,v,p) = —(Fulu,v,p) +pF,(u,0,p)) = —[g0(u,0)p* + (gu(u, v)
+2f(u,0))p? + (€01, v) + 2fu(u, v))p + eu(u, v)]

X (u,v,p) =

\

Cabe ressaltar, aqui, que o campo de vetores X é tangente a superficie N e as projecoes
das curvas integrais de X por 7(u,v,p) = (u,v) sao as solugoes da equagao (4.6), ou seja,
as linhas assintéticas de . O ponto (ug,0,0) = (0,0,0) pertence a N, pois F(0,0,0) =
e(0,0) = k1 (0)sen?p(0) = 0 < (0) = 0. Neste ponto, temos

X (uo,0,0) = (2k; (ug)seny(ug)cosp(ug), 0, —2ki (ug)senp(ug) ¢’ (1)) = (0,0,0),

ou seja, (ug,0,0) = (0,0,0) é um ponto de equilibrio de X sobre N. A matriz Jacobiana

de X em (0,0,0), é dada por

2fu  2fs 29
DX(0,0,0) = 0 0 0
—€uu —€uw —(2fu +e€y)
Usando as equacoes obtidas para a segunda forma fundamental, os autovalores de

DX(0,0,0) sao dados por

)\0 = 07
—e, £ /(€)% — 8geuy

2
= % (kg(0) — ¢'(0)) £ \/(k‘g(O) — 0'(0))(ky(0) — 9’ (0)) |

)\12 =

Analisando, k“i Eg;, e considerando ¢'(0) > 0, concluimos que:
¥
k
Se g’Egi < 1= ky,00) < ¢(0) = ky(0) — ¢'(0) < 0. Portanto, \; e Ay tem sinais
¥

opostos, e, a configuragao é do tipo sela (Figura (4.4)).
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l;g,ggg < 9, entdo, ky(0) < 9¢'(0) = k4(0) — 9¢'(0) < 0; e, ky(0) > ¢'(0) =

k4(0) — ¢'(0) > 0. Portando, temos que Ajp s@o autovalores complexos conjugados e, a

Sel <

configuragao ¢ do tipo foco (Figura (4.5)).
k

Se g/(())

¢'(0)

distintos, e, a configuragao é do tipo n6 (Figura (4.6)).

K -

Figura 4.4: Configuracao do tipo sela

4

Figura 4.5: Configuracao do tipo foco

S~

Figura 4.6: Configuracao do tipo né

> 9 = ky,(0) > 9¢'(0) = ky(0) — 9¢'(0) > 0. Portanto, A\;5 s@o negativos e

Observando as Figuras (4.4), (4.5) e (4.6), podemos ver que as inflexdes das curvas

assintéticas convergem para uma cuspide de Gauss. Temos, entao, o seguinte resultado:
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Teorema 4.5. Seja p um ponto parabolico de M. Entdo p é uma cuspide de Gauss se, e
somente se, p estd no fecho do conjunto dos pontos de inflexao das curvas assintéticas de

M.
Demonstracao: Ver [2].
|

O Teorema (4.4) resolve o problema de configuragao das linhas assintéticas em uma
vizinhanca da cuspide de Gauss. Queremos, agora, relacionar essas configuracoes com os
coeficientes da expansao de Taylor da superficie escrita na forma de Monge. Deste modo,

considere:
7 f (2, y) = a0a® +asr® +an 2’y + a1y’ + agsy’ + anr’ +as 2’y + anr®y’ + a3y’ +aoy’.
A equacao diferencial das linhas assintoticas é dada por:

Foe(dz)? 4 20, (d2) (dy) + £,y (dy)?* = 0.

dz
Tome ¢ = —, e entdo reescrevemos a equacao acima da forma

dy

G(2,Y,q) = fued® + 2fuyq + fyy = 0,

onde N = G71(0). Calculando o campo de Lie-Cartan temos:

Yi(z,y,q) = qGolz,9,q)
Y(#,9,9) = | Ya(z,y,9) = Gylz,y.9)
Y(z,y,q) = —(Galw,y,q) +4Gy(,y,q))
vemos que a origem é ponto de equilibrio de Y (z,y,q) se, e somente se, ag3 = 0, que
¢ a condigao necessaria para obtermos uma cuspide de Gauss. Entao, substituindo esta

condi¢ao no campo Y (z,vy, q), e calculando a matriz Jacobiana na origem temos

0 0 0
DY (0,0,0) = | 4ay daio 4agg
—6a13 —24G04 —6(112

Calculando, agora, os autovalores de DY (0,0,0) temos que

X = 0,

)\12 = —Qai2 + \/25@%2 - 96(120(104.
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Desta forma, vemos que a configuracao das linhas assintéticas depende da combinagao
de apenas trés coeficientes. Lembramos, ainda, que a;s # 0 também é uma condigao
necesséria para obtermos a cispide de Gauss (nao obtemos centros).

Para uma melhor visualizacao das regides onde ocorrem as trés configuragoes das linhas
assintéticas descritas no Teorema (4.4), tomemos agy = 1, desta forma temos o seguinte

diagrama de bifurcacao do campo Y:

25 1
any = E“-%z

gy = ==

Figura 4.7: Diagrama de bifurcacao do campo Y
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