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Resumo

Este trabalho apresenta o modelo dual de Veneziano. A partir do principio de dualidade,
e usando o formalismo de operadores de vértice, obtemos a amplitude de N taquions;
recuperamos a amplitude de Veneziano para o caso em que N=4. Em seguida, verificamos
que o modelo generalizado de Veneziano é compativel com teoria quantica de campos,
pertubativamente, a nivel de arvore. Finalmente, constatamos que o espectro e os estados
fisicos do modelo dual de Veneziano coincidem com os de uma corda relativistica aberta.
Encontramos que a teoria quantica deste objeto é compativel com a invariancia de Lorentz

somente se a dimensao do espaco-tempo for igual a 26.

Modelos Duais; Modelo de Veneziano; Quantizacao da corda aberta.
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Abstract

In this paper we present the Veneziano amplitude. We deduce from the duality principle,
and making use of vertex operator formalism, the amplitude for N tachyons; we recover
the Veneziano model in the case N=4. Next, we verify that the generalized Veneziano
model is compatible with quantum field theory at tree level. Finally, we averigue that
the spectrum and physical states of the Veneziano model agree with those of a relativistic
open string. We find that the quantum theory of this object is compatible with Lorentz

invariance only if the spacetime dimension is equal to 26.

Dual Models; Veneziano Model; Quantization of the open string.
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Capitulo 1

Introducao

O grande ntumero de hadrons observados na década de 60 do século passado despontou
num grande interesse na comunidade de fisicos; buscou-se um modelo que fosse capaz
de descrever as interacoes fortes, de onde veio a surgir os modelos duais. No inicio,
nao se conhecia nenhuma lagrangeana que descrevesse tais interacoes, que surgiram como
proposta para explicar a estabilidade nuclear. Apesar do sucesso da teoria de campos
com a eletrodinamica quantica, o mesmo nao acontecia com as interacoes fortes por dois
motivos. O primeiro deles, o qual nos veremos neste trabalho que nao consistia de fato
em um problema, foi o grande nimero de hadrons existentes; isto era considerado uma
inviabilidade porque seria necessiria uma igual quantidade de campos. Em segundo lugar,
muitos dos hadrons encontrados possuiam spin maior que 1 e, portanto, nao era possivel
construir uma teoria quantica de campos consistente perturbativamente que descrevesse
tais particulas. Através da abordagem da matriz S, trabalhou-se, entao, diretamente com
as amplitudes de espalhamento, as quais se relacionam diretamente com os tempos de
meia-vida e seccoes de choque, quantidades mensuraveis em laboratorio.

A primeira amplitude desenvolvida e de particular importancia foi a amplitude de
Veneziano [1], proposta para descrever as intera¢oes de um total de quatro particulas
(envolvendo pions e outras ressonancias). Além dos requisitos usuais impostos sobre a
matriz S, foi incorporado um ingrediente adicional, a dualidade [2, 3]. Este modelo foi
generalizado para N particulas escalares [4, 5| e, em seguida, a amplitude foi reescrita
no formalismo de operadores. Pouco depois de Veneziano ter proposto a sua amplitude,
Virasoro [6] encontrou uma amplitude para quatro ressonéncias, a qual também satisfazia
ao requisito de dualidade; esta amplitude foi generalizada para N particulas escalares por

Shapiro [7].



No inicio da década de 70, Nambu, Nielsen e Susskind [8|, de forma independente,
descobriram que o espectro de particulas encontrado nos modelos de ressonancia dual e
suas amplitudes de espalhamento podiam ser reproduzidos por objetos unidimensionais, as
cordas relativisticas, cujas interacoes reproduziam a férmula de Veneziano. E, nao muito
depois, Nambu-Goto [9], também de forma independente, propuseram uma formula para
a acao da corda relativistica como sendo a area da folha-mundo varrida por esta, a menos
de uma constante.

Um comentéario geral é que, ja no final da década de 60, alguns fisicos abandonaram os
modelos duais, tendo em vista que o modelo de Veneziano nao concordava com o regime
hard scattering das interacoes de pions, apesar de concordar com o regime de Regge. Foi
nesta época, ja na década de 70 do século passado, que surgiu a Cromodinamica Quéantica,
proposta por Gross, Wilczek e Politzer [10].

Recentemente, em Florenca, Italia, houve uma conferéncia' que levou o nome "The
birth of string theory", organizada por Andrea Cappelli, Elena Castellani, Filippo Colomo
e Paolo Di Vecchia. Este trabalho esta fortemente baseado no artigo de Di Vecchia [11].

Nesta dissertacao fazemos uma revisao elementar do modelo de ressonancia dual, desde
a aparicao da amplitude de 4 pontos do modelo de Veneziano até a descoberta de que os
objetos fundamentais descritos por ele sao cordas relativisticas abertas.

No capitulo 2 deste trabalho mostramos como os modelos duais foram construidos,
enfatizando algumas propriedades que as amplitudes almejadas devessem satisfazer, tais
como a simetria de cruzamento e o comportamento de altas energias, este bem conhecido da
experiéncia. A seguir, apresentamos a amplitude de Veneziano, demonstrando que ela sa-
tisfaz a todas as propriedades discutidas ao longo do capitulo. No capitulo 3 generalizamos
a amplitude de 4 pontos para N pontos utilizando o formalismo de operadores. Este
approach ¢ util na interpretacao do espectro hadronico quando fatoramos a amplitude. E
apresentada uma breve discussao acerca do espectro e da eliminagao dos ghosts da teoria.
Algumas das contas deste capitulo nao foram estudadas e, portanto, sempre serao referidas
ao trabalho [11].

No capitulo 4 apresentamos uma conexao da teoria quantica de campos com o modelo
generalizado de Veneziano, analisando os dois primeiros estados da teoria: o taquion e
o glion. Na primeira parte do capitulo 5 discutimos sobre alguns aspectos classicos da

corda relativistica aberta, com o objetivo de que se ganhe alguma intuicao sobre este

1O site da conferéncia é http://theory.fi.infn.it /colomo/string-birth.



objeto; na segunda parte realizamos a quantizagao dela, a qual culmina na identificacao
que o espectro e os estados fisicos descritos por ela sao os mesmos dos encontrados no
modelo de ressonancia dual?.

As nossas convencoes da métrica e das variaveis de Mandelstam se encontram no

Apéndice.

2A demonstracao rigorosa de que os objetos deste modelos sdo cordas, requer provar que as interacoes

entre as cordas reproduzem as amplitudes encontradas nestes modelos; isto nao seré feito aqui.



Capitulo 2

Construcao dos modelos duais

Neste capitulos discutiremos as bases que deram origem aos modelos duais. Primeiro, apre-
sentamos os dados experimentais que motivaram a busca por uma teoria que descrevesse
as interacoes fortes, a qual culminaria, enfim, nos modelos duais. Na seccao seguinte,

apresentamos sua definicao para, somente depois, falarmos da férmula de Veneziano.

2.1 Motivacao experimental

Experimentalmente, na década de 60 do século passado, tinha-se visto que as ressonancias
hadronicas obedecem & relacio J ~ E? entre momento angular total e energia. Tais
ressonancias foram observadas para J's cada vez maiores, chegando até 11/2 e parecendo
continuar adiante [12].

Outro fato experimental que guiou a construcao dos modelos duais é que num processo
de 2 particulas indo para 2, a subamplitude! B(s,t) deve se anular quando s — oo para

um ¢t fixo:

lim B(s,t) =0, (2.1)

§—00

onde s e t sao variaveis de Mandelstam definidas no apéncide. A forma que tal amplitude

deve "morrer"/ é dada pelo seguinte comportamento, quando s — oo para t:

B(s,t) ~ T(~a(t))(~a(s))*", (2.2)

!'No inicio do capitulo seguinte ficard clara a distin¢do entre a amplitude A e a subamplitude B;

basicamente, a primeira inclui a conservacao de momentum.



onde «(s) sdo trajetorias retilineas de Regge?
a(s) =a's + . (2.3)

O tipo de comportamento assintotico, dado por (2.2), é chamado na literatura de compor-

tamento de Regge.

Agora, vejamos como (2.1) pode nos levar a necessidade de se ter um nitimero infinito
de particulas na teoria, tal como anélise feita em [12].
Em termos de uma soma sobre todos os J's, a contribui¢ao do canal t, em geral, pode

ser escrita como [12]

A(s,t) = —ZM (2.4)

onde Pj(s), em geral, é um polinémio de grau J em s e ¢;s sdo constantes de acoplamento.
Se a soma do lado direito da equacao acima fosse finita, ela seria evidentemente dominada
pelo termo de maior poténcia em J e divergiria. Entretanto, (2.1) exclui esta possibilidade.

T

Considere a expansao em série de poténcias da funcao e™*, com x sendo real:

_ x
e'=1-ao+———+--. (2.5)

De fato, e — 0 quando z — 400; mesmo que o niumero de termos do lado direito de
(2.5) seja infinito, o resultado obtido do lado esquerdo é finito e igual a 0. Em analogia,
um dos requisitos para garantir-se (2.1), a partir da expressao (2.4), é assegurando que a

teoria possua um nimero infinito de ressonancias.

2.2 Definicao de modelos duais

Por defini¢ao, um modelo dual é um modelo baseado em teoria de espalhamento, a qual
deve satisfazer os postulados da matriz S enunciados na sec¢ao anterior, no narraow resso-
nance limit (NRL) ou limite de ressonancias estreitas. Isto significa que deve-se negligen-
ciar a troca de mais de uma particula ao mesmo tempo, o que nao significa impor uma
restricao quanto a quantidade de particulas simples que podem ser trocadas. Como ja dis-

cutido, este numero deve ser infinito para que a amplitude seja nula quando s — oo para

2Neste trabalho nio nos propomos em aprofundar no assunto. O contéudo referente pode ser visto em

[13, 14, 15]:



um ¢ fixo. A experiéncia mostra que considerar ressonancias cujas trajetorias de Regge
sao retilineas ou proxima delas, dadas por (2.3), torna viavel o limite de levar em conta
apenas particulas simplies trocadas [16]. Uma observagio importante é que, no NRL, as

propriedades de fatoracdo e unitariedade sido coincidentes [17].

2.2.1 Requisitos da matriz S

As primeiras tentativas que utilizavam o formalismo da matriz S foram os modelos tipo
bootstrap. Basicamente, eles se preocupavam em obter uma modelagem matematica capaz
de obter os resultados observados, sem ter o compromisso de utilizar nenhum principio ou
lei fisica. O primeiro modelo proposto com esta perspectiva foi liderado por Chew. Sucin-
tamente, este modelo propunha um regime democratico entre as ressonancias observadas
experimentalmente, de modo que nenhuma delas fosse mais elementar do que outra. De
fato, a auséncia de uma hierarquia nuclear era razoavel, afinal as ressonancias hadronicas
foram observadas para spins até J = 11/2 e pareciam prosseguir indefinidamente.

De maneira resumida, os requisitos da matriz S que deveriam ser satisfeitos sao [16]:

1. Comportamento assintotico ou analiticidade de segundo tipo;
2. Simetria de cruzamento;

3. Fatoracao;

4. Unitariedade;

5. Invariancia de Poincaré;

6. Estrutura de conexidade;

7. Causalidade ou analiticidade de primeiro tipo.

Nao discutiremos os trés ultimos itens desta lista. A seguir, veremos como os outros

requisitos se edificam na construcao dos modelos duais.

Comportamento assintético

O primeiro deles nos diz que a amplitude de espalhamento deve apresentar obedecer &
Eq. (2.1), segundo o comportamento (2.2), para s grande e ¢ fixo. Adiante, veremos que
o fato da teoria possuir um nimero infinito de particulas esta relacionado com o fato da

amplitude proposta por Veneziano possuir infinitos polos simples em ¢.



Simetria de cruzamento

A requisigao de que a amplitude completa Acompreta = A(S, ¢, u) da teoria possua simetria
de cruzamento implica que ela deve descrever as reacoes A+B — C+D, A+C — B+ D,
A+D — C+BeC+D — A+ B, em diferentes regides para as variaveis s, ¢t e u. Entao,
em determinado limite, Acompieta deve manifestar A + B — C + D, enquanto em outro,
A+ C — B+ D, por exemplo; apesar de incluir todos os processos, Acompleta DO estd
pré-destinada a ser uma soma das quatro contribuicoes.

Esta importante propriedade referente aos espalhamentos de particulas, a qual decorre

das proprias regras de Feynman, é expressa por

A+ = ) = Al = o+ (=), 26)

Ela contém a informacgao que a matriz S para qualquer processo que envolve uma particula
de momento p no estado inicial é igual & matriz S com a sua antiparticula com momento
—p no estado final.

Consideremos a teoria ciibica para um campo escalar ¢ de massa M, dada por:
1 1 A
L= —éﬁ“qbﬁugb — §M2¢2 + §¢3. (2.7)

Em nivel de arvore, as regras de Feynman nos levam ao seguinte resultado para a amplitude

completa:

1 1 1
)2
A(s,t,u) = —\ (s—M2 toae T u—MQ) . (2.8)

Deste exemplo, observamos que qualquer mudanca entre as variaveis de Mandelstam

s, t e u, nao modifica a amplitude completa, o que assegura que a amplitude completa
possui a simetria de cruzamento. Por exemplo, se trocamos s por t e t por s em (2.8),

temos que A(s,t,u) = A(t, s, u).

Fatoracao

A primeira importancia da propriedade de fatoracao é a obtencao da informacao das
massas das particulas que participam nas interacoes de uma teoria através da andlise dos
polos simples da amplitude.

O segundo motivo que faz desta propriedade importante é a confirmacao de que os

residuos da amplitude estejam corretos. Por exemplo, o residuo da amplitude de um



espalhamento de 4 particulas é igual a

Res(Ay) = ZA?, (12R)A5(R34), (2.9)

desde que A, represente a amplitude onde as particulas externas estao na camada de massa
(p? = —M?) e todas as particulas R, trocadas, possuam a mesma massa. Com (2.9), temos
a informacao do spin maximo de particulas de mesma massa, além de termos condigoes

de inferir alguma coisa acerca da interacao dos pions com outras particulas.

2 3

Figura 2.1: Fatoragao para 2 — 2. Aqui, a ressonancia R estd na camada de massa.

Unitariedade

A matriz S é uma matriz unitaria que leva o estado inicial (t — —o0) até o estado final
(t — +00), tal que a matriz transicio T obedece a relacio T'—T" = iT7T. Para o processo

i >— |f > define-se a matriz amplitude My; por [18]
< fIT|i >= (2n)*6*(P; — P) Ay, (2.10)
tal que
Z K3 An(s,t,u) (2.11)

onde K7, sao fatores covariantes.

Assim, a amplitude A obedece a relacao de unitariedade desde que para My; tenha-se:

My — Mjy = i(2m)* Y " Mj, My6*(P, - P). (2.12)

2.3 Amplitude de Veneziano

Analisando o processo mm — 7w, Veneziano buscava por uma amplitude com as seguintes

propriedades analiticas:



1. Que ela contivesse um conjunto infinitos de polos em s e u com ¢ fixo;
2. Que ela se comportasse assintoticamente, tal como (2.2);
3. Que a amplitude respeitasse a simetria de cruzamento nos 3 canais.

Entretanto, somente com estas propriedades, foi impossivel construir uma amplitude
que reproduzisse os dados experimentais observados. O ingrediente que faltava a estru-
turagio da teoria foi a dualidade® [2, 3]. Com esta propriedade adicional, Veneziano [1]

propos sua féormula para o espalhamento de 4 particulas escalares:

['(=a(s) ' (=a(t))

B(s,t) = : (2.13)
I'(—a(s) —a(t))
onde a(s) = a’s+ ag e I'(u) é a fungdo gama de Euler, definida por
[(u) = /x“_le_xd:x. (2.14)
0+

2.3.1 Good news

Nesta parte de nosso trabalho, demonstramos alguns dos requisitos desejados que a am-
plitude proposta por Veneziano satisfaz.

Comportamento assintético

Comecemos por mostrar que ela possui 0 mesmo comportamento assintético, dado por
(2.2).

Para u grande,
T(u) ~ V2ru*2e, (2.15)

conhecida como formula de Stirling. Logo, a amplitude (2.13), para s grande e ¢ fixo, tem

0 comportamento
A(s,t) ~ D(—a(t))(—a(s)*®. (2.16)

Mas «(t) vem dado por (2.3). Junto com a(s) ~ o's para s grande, segue que a amplitude

de Veneziano tem o comportamento esperado para s — oo e t fixo:

As,t) ~ s (2.17)

3Logo em seguida, tratamos com bastante atencio esta propriedade.
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Assim, a amplitude (2.13) tende a 0, como requer a condigao (2.1), pois, nesta regiao fisica,

t é suficientemente negativo, tal que o/t +1 < 0.

Infinitos po6los simples

Mostraremos, primeiro, mostraremos que a féormula de Veneziano contém infinitos polos
simples, concordando com a exigéncia de que a teoria deve conter um niimero infinito de
particulas. Em seguida, demonstraremos que a amplitude de Veneziano expressa os po6los
(simples) oriundos dos canais s e t: isto é a dualidade manifesta.

A teoria das variaveis complexas possui um teorema que diz que dada uma fun¢ao com
certas singularidades simples, ela é igual a qualquer outra fungao que possua as mesmas
singularidades a menos de uma funcao inteira. Portanto, pode-se mostrar que a funcao

beta de Euler é escrita como:

B(u,v):z_:lLin%(u—1)(u—2)---(u—n—|—1) —I—%, (2.18)
limy— oo B(u,v) = 0. (2.19)

Logo, a amplitude de Veneziano fica

B(a(t),a(s)) = _; D + _a(;) 1 (_11') + —04(73) n (_21,) (—a(s) = 1) +---
w1 () F)(a(s) +2) - (als) +n) 1
— _Za(t)—n n‘ N Oé(t)

(s) | Pils) Py(s)
O all) =1 a@m—2 "

+

(2.20)

Os polindémios Py(s) representam polinomios de grau J em s; a Eq. (2.20) representa a
amplitude de Veneziano em termos do poélos em t. Aqui fica evidente que os infinitos polos
de cada um dos canais da amplitude de Veneziano sao simples. Uma expressao anéloga

pode ser deduzida para a amplitude segundo p6los no canal s:

Blals)al) = -3 a(g;_ . (a(t) + 1) (a(t) ;2) ce(at) +n) a(ls)
_ R, PO | PO, .21

als) als)—1  als) —2
Aqui ja fica evidente que a amplitude de Veneziano expressa simultaneamente os polos

(simples) oriundos dos canais s e t.
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Dualidade

O grande milagre da amplitude de Veneziano (2.13) é que ela ndo soma os pélos em s e em
t simultaneamente, ao contrario de teoria de campos, onde a amplitude completa inclui
separadamente essas amplitudes parciais. Na discussao anterior, vimos que a amplitude
Veneziano contém infintos poélos simples em s e ¢, mas ainda nao argumentamos acerca da
relacao entre as duas; isto se da através da dualidade.

A grosso modo, a dualidade nos diz que
B(s,t) = B(t, s). (2.22)

Todavia, isto nao é evidente comparando (2.20) com (2.21). Em principio, a primeira delas
possui somente polos em ¢, enquanto a segunda, em s. Para que tenha sentido escrever

(2.22), precisamos da continuagao analitica destas fungoes.

1 3
1 3
/ - ‘
s
2 4 2 4

Figura 2.2: A dualidade nos diz que a amplitude B(s,t) inclui simultaneamente as con-

tribuicoes dos canais s e t.

A dualidade ¢ um tipo de bootstrap* |2, 18|, a qual é derivada a partir das regras de
soma de energia finita®. A dualidade é uma forma de predizer os parametros de Regge
(dados de alta energia) de uma teoria a partir dos dados experimentais de baixa energia.
Isto significa que a dualidade implica na nao contagem dos poélos provenientes dos canais
s e t simultaneamente, onde os dados de baixas energia sao obtidos do canal s e os dados

de alta energia do canal ¢ [2, 3, 13, 14, 15].

4 As primeiras tentativas que utilizavam o formalismo da matriz S foram os modelos do tipo bootstrap.
Basicamente, eles se preocupavam em obter uma modelagem matematica que fosse capaz de obter resul-
tados obervados, sem ter o compromisso de utilizar nenhum principio ou lei fisica. O primeiro modelo
proposto com esta perspectiva foi liderado por Chew. Sucintamente, este modelo propunha um regime
democratico entre os hadrons, de modo que nenhum deles fosse mais elementar do que outro. De fato, a
auséncia de uma hierarquia nuclear era razoavel, afinal as ressonancias hadronicas foram observadas para

spins até J = 11/2 e pareciam prosseguir indefinidamente.
®Nao nos propomos em estudar este assunto. Veja os artigos originais [2, 3] para detalhes.
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A extensao analitica é fundamental para que fosse obtido este resultado. Sem ela,
nao poderiamos falar em dualidade e ainda continuariamos fazendo a dupla contagem na
amplitude completa, somando tanto a contribuicao da amplitude com poélos em s quanto
a amplitude com po6los em t.

Com o fato de a amplitude de Veneziano obedecer a dualidade, temos que B(s,t) =
B(t,s), B(t,u) = B(u,t) e B(u,s) = B(s,u), fica claro que a amplitude completa nao é a

soma de 6 termos, como poderiamos pensar em um principio, mas sim de 3 termos:

A(s, t,u) = A(s, t) + A(t,u) + A(u, s). (2.23)

Simetria de cruzamento

A expressao de Veneziano satisfaz a simetria de cruzamento, pois, uma vez que a amplitude
completa deve conter os processos A+ B — C+D, A+C - B+D, A+D —-C+B
e C+ D — A+ B, em diferentes regioes das variaveis s, t e u, vemos que qualquer troca

dessas variaveis mantém a Eq. (2.23) invariante.

Fatoracao

Consideremos a amplitude em termos dos polos em s, dada por (2.21). A partir da analise
do denominador desta expressao, podemos obter a massa das ressonancias.

Agora, tomemos o terceiro termo do numerador, P(t). Como sabemos, o grau do
polinémio nos fornece a informacao da particula trocada com maior spin, ou seja, 2.
Podemos ver isso através de uma andlise bastante simples.

Uma lagrangena de interacao que pode reproduzir o espalhamento de duas particulas

escalares com uma tensorial é dada por
L~ 0"¢0" phyy, (2.24)

que reproduz um vértice que depende do momentum ao quadrado da ressonancia. Logo,
a amplitude vai com a varidvel de Mandelstam ¢ ao quadrado.

Assim sendo, nao temos a informacao precisa de quem sao as constantes \'s em
Py(t) = Aot® + Mt" + \ot". (2.25)

Portanto, nao temos a informacgao do espectro completo da teoria, apesar de ja sabermos
as massas das particulas que o compoem. Isto, como discutiremos no Cap. 3, nos levara

a formulacao da teoria segundo operadores de vértice.
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2.3.2 Bad news

Apesar de apresentar as propriedades discutidas, a amplitude de Veneziano nao é unitaria
e nao obedece ao regime de hard scattering, o qual nao discutimos aqui.

O fato da amplitude nao ser unitaria esta relacionada com o fato que Veneziano nao con-
siderou loops, trabalhando com diagramas somente a nivel de arvore. Posteriormente, com
a intencao de sarar o problema da unitariedade, a amplitude foi calculada considerando-
se diagramas com loops [19], os quais demandaram que a teoria, para ser consistente,
precisava ser formulada em uma dimensao D = 26 [20)].

Um argumento rapido que mostra que os modelos duais a nivel de arvore nao sao
unitarios é o seguinte. No NRL, temos que o tempo de meia-vida 7 das ressonancias é
muito grande. Visto que a taxa de decaimento I' é dada pelo reciproco de 7, o que nos
leva a I' — 0, temos que a amplitude de Bright-Wigner nao possui parte imaginéria. De
fato, isto nos leva a uma inconsisténcia, pois o modulo da amplitude ao quadrado deve ser
estritamente maior que 0. Isto pode ser visto fazendo o estado inicial igual ao estado final

na formula (2.12), o que nos fornece M;; — M;; = 0.



Capitulo 3

Formalismo de operadores de vértice

O sucesso da amplitude de Veneziano fez com que se buscasse uma generalizagao para Eq.
(2.13). Neste capitulo, mostraremos como foi construida a amplitude de espalhamento
para N pions utilizando um formalismo de operadores. A importancia de uma férmula
geral para a amplitude de N particulas reside em que, a partir dela, pode-se encontrar o
espectro completo da teoria, o que nao acontece necessariamente na formula de Veneziano.
Isto se deve ao fato que da amplitude de 4 pontos nao se enxerga os hadrons do espectro
que se acoplam com um nimero maior ou igual a trés mésons fundamentais.

A amplitude completa Ay (para N tdquions) vem dada por uma soma de subamplitudes

correspondentes as permutacgoes das pernas externas:

(N;)!
Av=Y_ AP (3.1)
k=1

onde A vem dada por!

AP = (27)PsP (Z pz-) BY. (3.2)

i=1
A subamplitude Bj(\f) ¢ uma funcao que depende dos momenta e, basicamente, é ela quem

fornece a amplitude de espalhamento; conhecendo-a, conseguimos obter (3.2) e (3.1) pos-

teriormente. No caso em que N = 4, a formula (3.2) reproduz a soma de 3 termos em

(2.23). Por simplicidade de notagao escreveremos By ao invés de B](ff) e Ayx ao invés de

(N—1)!

AE\];). O namero ~—;

corresponde ao numero de permutacoes dos nameros 1,2,--- | N

as que nao sejam ciclica ou anticiclicamente equivalentes. Cada termo da amplitude (3.1)

! Trabalharemos aqui em um espaco-tempo de dimensdo D, embora nos primeiros anos dos modelos

duais sempre assumiu-se que D=4.

14
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possui poélos simples nas variaveis
sij = =i+ pigr -+ i) (3.3)

Nosso trabalho nas proximas seccoes deste capitulo serd deduzir, no formalismo de
operadores de vértice, Ay usando como ingrediente basico a dualidade; antes, Veneziano
havia proposto uma amplitude para o espalhamento de 2 — 2 sem ter feito nenhuma
deducgao. Na primeira destas secgoes, deduzimos a amplitude para 4 pontos; na segunda,
discutimos que os objetos fundamentais do modelo de Veneziano sao cordas relativisticas
abertas. A seguir, encontramos uma expressao integral para a amplitude de 4 pontos, tal
que a dualidade fica manifesta, gracas a incorporacao do grupo projetivo. Finalmente,
fazemos a generalizacao para N pontos.

Antes de considerarmos a construcao da amplitude de espalhamento em termos de ope-
radores de vértice, mencionamos aqui que a expressao dessa amplitude foi obtida primeiro
usando o formalismo de diagramas duais planares. Esse formalismo estava baseado na

idéia de construir uma expressao integral para a amplitude de N pontos demandando que

N(N-3)
2

ela apresentasse como tUnicas singularidades po6los simples nos canais planares [11].

3.1 Construcao de A,

Apresentamos aqui o argumento dado por Veneziano em [16].

Consideremos o espalhamento A + B — C' 4 D, olhando especificamente para o canal
s, tal que A e B estao livres inicialmente. Em analogia & definicao da Fisica Nuclear,
quando o operador de vértice V atua sobre A e B, faz com que elas interajam. No NRL
consideramos a emissao de uma tnica ressonancia, R, quando 1% aniquila estas particulas
iniciais. Neste limite, demanda-se a presenga de um tunico pélo (simples) no canal em que
a particula é trocada, cuja posigao do polo é dada por s = M3, onde Mg ¢ a massa da
ressonancia R. Passado algum tempo, V atua novamente sobre R criando as particulas C

e D. Dessa forma, a amplitude para o processo deveria ser dada por

S —

. 1 .
> <panlVIR > e <BlVIpepa> + TA (3.4)
R R

onde T'A é um termo analitico na variavel s. Ao trabalhar com um modelo dual assume-se
que TA = 0, pois dessa forma é satisfeito o limite (2.1). Em (3.4), |ps,p» > denota o

estado de momentum das particulas A e B livres em ¢t = —00 e |p., pg > o das particulas



16

C e D, livres em t = +00, enquanto que |R > e Mg denotam o estado e a massa da
ressonancia, respectivamente.
Seja B, a subamplitude referente ao processo 1 + 2 — 3 4+ 4. Sendo assim, teriamos

que A4 vem dada por
Ay = (2m)P6" (p1 + pa + ps + pa) B (3.5)

Definimos o operador de vértice < p1|V2|R > por meio de < pl,p2|V]R >; de forma

analoga, Vs. Da diagonalizacao do operador de massa ao quadrado,

M? R >= M}|R >, (3.6)
segue que
! |R >= |R > (3.7)
s — o/ M?  s— oM} ' '
Assumindo que os estados |R > formem um conjunto completo, temos
Y |[R><R|=1, (3.8)
R
de modo que a amplitude fica
~ 1 ~
Ay = < p1|Va|R > < R|Vs|ps >
4 ER: | V2] Y7 |Vs|pa
~ 1 ~
= <mlh—ro (zR: IR >< R|> Vslps >
= < P1|V25 - M2V3|P4 > (3.9)
Utilizando a defini¢ao
Vi=V(1,p), (3.10)
a Eq. (3.9) fica reescrita como
~ 1 ~
A4 =< p1|V(1,p2)—AV(1,p3)|p4 > (311)
s— M?
Analogamente, agora referente ao processo 4 + 1 — 2 + 3, temos que
/ 9 1 ¥
A =< p4|V(17P1)t — MQV(LPQ”P?) > (3.12)

A motivagdo para a definicao (3.10) ficara clara na proxima secgdo, ao escrevermos uma

expressao integral para a amplitude.
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A dualidade que nos referimos na secgao 2.3.1 diz, precisamente, que estas amplitudes
sao iguais. Todavia, nao é 6bvio perceber isso olhando-as tal como estao escritas acima.
A idéia, entao, foi buscar por algum grupo de simetria para a amplitude, o qual levasse a
percepgao direta de que as expressoes (3.11) e (3.12) s@o iguais. De fato, como veremos,

a dualidade garante a simetria ciclica [16].

3.1.1 Os objetos fundamentais do modelo de Veneziano: as cordas

relativisticas abertas

Os primeiros a observarem que os objetos fundamentais do modelos de Veneziano sao
cordas relativistivas abertas foram Nambu, Nielsen e Susskind. Esta seccao esta particu-
larmente baseada no trabalho de Susskind da referéncia [8]. No contexto deste trabalho,
sua importancia maior é conhecermos a expressao para o operador de vértice do taquion
e termos conviccao de que a amplitude completa para o espalhamento de 4 mésons é dada
por uma soma de 3 termos e que reproduz a amplitude completa de Veneziano.

Susskind introduziu a idéia de dois quarks acoplados por infinitos osciladores harmoni-
cos, nas posicoes § = 0 e § = m. No limite continuo, passa a ser uma corda o elo de liga¢ao
entre eles. Em outras palavras, o par quark-antiquark, que formam a estrutura interna do
meéson, estao ligados por uma cordinha, a qual faz o papel similar aos de linha de fluxo,
por onde se propaga a interacao. Dessa forma, o quark estd em uma extremidade da corda

e o antiquark na outra, de tal maneira que nao ha nenhum outro quark ao longo da corda.
o, (5 o °

Figura 3.1: Par quark-antiquark acoplados por infinitos osciladores. No caso continuo, a

ligacao entre eles é feita por uma corda.

Neste modelo, o conjunto infinito de osciladores harmonicos vem descritos como sendo
os quanta ordinarios de um campo escalar; os quarks emitem e absorvem quanta um de
cada vez.

As equagoes de movimento sao

Xy Xy

ot? 06?

=0, (3.13)
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=
N

Figura 3.2: Diagrama para a funcao de 4 pontos.

com as condicoes de contorno

Ixu(0)
80 0=0,7

=0, (3.14)

onde x,(0,t) corresponde a posi¢do p da corda no instante ¢ e § é o parametro interno
da corda, que vai de 0 até m. A solucao x,(#) destas equagoes vem dada, basicamente,
por uma soma infinita dos opera- dores de criacao e aniquilacao, com o fator em comum
cos(lf), onde [ é o indice de soma. O operador hamiltoniano H ¢ basicamente o operador
M?2, o qual & dado por

“+00

M=) (nal - an) — 1, (3.15)

n=1
a menos de uma constante. O conjunto de autoestados no espaco dos osciladores harmoni-
cos vem definido por

)‘Hn n

\, P >= “"’
e s

onde p varre todos os indices usuais do espaco-tempo.

e?1)0,0 >, (3.16)

O operador de vértice T,(6) é definido como
T,00) = :ePXO) . (3.17)

A Fig. 3.2 mostra uma corda se propagando (dupla barra) e interagindo com 2 pions
(barras simples). Este operador translada o momentum do quark em 6 = 0 em p unidades.

A amplitude de espalhamento associada ao diagrama da Fig. 3.2 vem dada por
~ 1 N
To(](kl,]{?2> =—< 0|T0(k31)ng(k52)|0 > (318)

A amplitude completa ¢ dada por uma soma de 8 termos: Too(k1, ko), Trr(k1, k2), Tox(k1, ko),
Tro(k, ka)y Trn(kay k1), Too(ka, k1), Tox(k2, k1) € Tro(ks, k1). Pode-se provar que estes ter-



19

mos obedecem as seguintes relacoes:

Too(k1, k2) = Trn (K, ko) (3.19)
Tor(k1, k2) = Tro(ky, k2) (3.20)
Trn(ko, k1) = Too(ka, k1) (3.21)

(3.22)

Tor(ka, k1) = Tro(ka, k1). 3.22

Pode-se mostrar também que a amplitude completa fica escrita como uma soma de 3

termos, tal como a amplitude de Veneziano?:
1 1

2 [amtt et 2 et g e @2

0 0
1

+ Q/x_s_l_m2(1 - x)_“_l_mzdx.
0
Notemos que apareceram os trés termos da amplitude completa de Veneziano. O primeiro

deles, por exemplo, é igual a duas vezes o valor de (3.18). Qualquer um dos termos de
(3.24) satisfaz a dualidade; entretanto, nao fazemos esta demonstragdo aqui, pois, neste
capitulo, encontraremos uma expressao integral para a amplitude na qual a dualidade fica

manifesta.

3.1.2 Forma integral para A; em termos de operadores de vértice

Apos fazer a mudanca de variavel & — z, através de z = /2, o operador de vértice,
definido por (3.17), pode ser reescrito, a menos de uma constante, da seguinte forma

V(z,p) — . Rk . = eip'QH(Z)eip-%?a’ﬁ'zvlogzeip-Q(“(Z)7 (3.24)

onde Q“(Z) ¢ o operador de Fubini e Veneziano, o qual é definido por [21]

Qu(z) = QP (2) + QW (2) + Q(2), (3.25)
sendo
QL (2) = ivad/ Lk (3.26)

Q7 (z) = —i\/ﬂi @%“z” (3.27)

QY (2) = gy, — 2ia'p, In 2. (3.28)

20 trabalho de Susskind apresenta a convencdo para as varidveis de Mandelstam diferente da nossa.
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O ordenamento ": :"em (3.24) denota que os ope- radores Q(‘)(z) ficam a esquerda dos
operadores Q(+)(z). Aqui, entdo, fica claro que quando escrevemos (3.10), estavamos
considerando z = 1.

Tem-se ainda os comutadores

[(j;u ﬁl/] = inum (329)

[(dn)ua (dj’n)u] = in,mnm- (3.30)

Com o trabalho de Susskind [8] escrevemos diretamente a expressao integral para a
amplitude, idéntica a féormula proposta por Veneziano. Entretanto, seguiremos nosso de-
senvolvimento a partir de (3.11), para assim chegar a uma expressdo da amplitude na
qual fique manifesta a dualidade. A primeira etapa nesta seccao sera escrever a ampli-
tude A4 dada por (3.11) como uma integral sob a posi¢ao dos operadores de vértice. Na
segunda etapa introduzimos o grupo SL(2, R) no formalismo, para obter uma expressao
da amplitude que seja manifestamente invariante sob dualidade.

Comecemos definindo o operador D tal como

D=—-1/(Ly—1), (3.31)
onde?

Lo =p* + M* +1, (3.32)
sendo p o operador de momentum, p#|p; >= pf|p; >, com i = 1,2,3,4. Com estas

3 Adiante ficara explicado que o operador p? coincide com o operador M2 somente quando aplicados

sobre estados da teoria que sfo fisicos; portanto, ﬁo\phys >= 1|phys >.
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definigoes, a amplitude de 4 pontos em (3.11) fica como

~ 1 ~
Ay = —<pi|V(L,p2)= V (1, ps3)|ps > (3.33)
Lo—1
1

= <m|V(1,p) /ZQ_LOdZQ V(1,p3)|ps >
0

dzy < p1|V (1, p2) 2 TV (1, ps) Ipa >

I
—

0
1
= /sz < pi2aV (1, p2)zg TV (1, p3)|pa >
0
1

dzy < 1|22V (1, pa) 2y oW (1, ps) pa > (3.34)

Il
o —

Para a dltima passagem, veja nota de rodapé na pagina anterior. Uma relagao importante

que satisfaz V(z,p), a qual nao serd porvada aqui, é a seguinte [11]
ZﬁOV(l,p)z_ﬁo =V (z,p)z". (3.35)

Lembremos que ainda nao mencionamos quem é «p; para esta conta, adiantaremos que

ap = 1 [22]. Dai,
1
Ay = /d22 < p1|f/(z2,p2)f/(1,p3)|p4 > . (336)
0

O operador V(l,p) foi definido de tal forma que satisfaca as relacoes

lim0 < 0|V (z1,p1) =< pul, (3.37)
lim 22V (24, pa)|0 >= |ps >, (3.38)
24—00

cuja motivacao esta relacionada com o grupo de simetria desejado para a teoria que sera

apresentado adiante. A expressao (3.36) fica reescrita, entdo, como

1

Ay = lim lim lim [ dzy < 0|V (21,p1)V (22, p2)V (23, p3) 22V (24, pa)[0 > . (3.39)

21—0 z3—1 z4—00
0

Nossa segunda etapa sera demonstrar que a amplitude dada por (3.39) pode ser escrita

COomo

o0

A4: / d21d22d23d24

4
/ (2, pi ) 4
o <0|HV(z,p)\0> (3.40)

—00
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com z1 < 29 < 23 < 24, onde dV . é 0 elemento de volume invariante sob uma transfor-

magao SL(2, R), definido por

AV = dz,dzpdz, | (3.41)
|(2a — 20)(2p — 2¢)(2c — 24)|
com zg, 2y, z. sendo variaveis de integragao. O quociente de diferenciais em (3.40),
dz1dzodzsdzy
AVape
denota que em (3.41) ha somente uma variavel de integragao.
Uma transformagao projetiva SL(2, R) na variavel z; é definida como
az; +b
z— 7= ot d (3.42)
com ad — bc = 1. Note que
dz — d2) = dz;/(cz; + d)*. (3.43)

Logo, pode-se mostrar facilmente que (3.41) permanece invariante sob transformacoes
projetivas nas variaveis z,, 2, 2.. Também é possivel provar que uma fungao f(y1,y2,ys)
que é invariante sob uma mesma tranformacgao projetiva nas trés variaveis y;, ¥ e y3 sO
pode ser uma funcao constante. Entao, seu valor pode ser obtido escolhendo 1, y2 € y3
de forma totalmente arbitraria.

O grupo projetivo tem 3 geradores. Além do gerador das dilatagoes Ly (2 — az),
o qual ja foi definido, ele possui outros dois: L; das inversdes (/= —1/z) e L_; das
translagoes (2 — 2z + zp). Veremos que se os operadores de vértice V; transformam-se

como campos projetivos de peso 1 [11], entao

R . 1 ~ (az; +b
i i Z. 44
UV (z,p)U (Czﬁd)Qv(Czﬁd,p), (3.44)

com i = 1,2,3,4, onde U mantém |0 > e |p > invariantes. Entao a amplitude A4 em
(3.40) permanece invariante. Pode-se provar que a defini¢ao de V(z, p) dada anterior-
mente é consistente com (3.44) no caso que a transformagao projetiva considera somente
dilatacoes?.

A invariancia de Ay sob transformagoes SL(2, R) fica evidente ap6s notar que

4
N az; + b
< 0] HV(zmz-)IO >= ——— <0 HV (CZ' " d,pZ) 0> . (3.45)
=1 H(czZ + d)? =1 !

4N3o é 6bvio que o operador I:o, definido em (3. 32) se comporte como o gerador de dilatacoes. Para

ver i8so é necessario provar que [11] [ﬁo, V(z,p)] =4V d +V.
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e levar em conta (3.42). Em outras palavra, a transformagao do primeiro termos "com-
pensa''a transformacao do segundo, o que garante que a amplitude escrita na forma in-
tegral, (3.39), possui a dualidade manifesta. Isto nos permite fazer uma permutacdo
ciclica entre as pernas externas, de modo que a amplitude se mantenha invariante, ou seja:

Ay = A,

Figura 3.3: A dualidade fica evidente na forma integral da amplitude gragas ao fato dela
ser invariante sob transformacoes projetivas. A dualidade implica em invariancia ciclica

na amplitude.

Finalmente, para provar a equivaléncia entre as expressoes de A4 em (3.39) e (3.40),

comegamos com (3.40). Escolhendo z, = 21, 2z, = 23 € z. = 24, temos que

o0

d21d22d2’3d2’4 ! ~ -
/ AV < 0| HV(%Z)MO >=
T dz1dzedzsdz L
= (23 — 21) (24 — 23) (24 — 21) / W <0 HV(zi,pmo > . (3.46)

Na continuacgao, a invariancia sob o grupo projetivo nos permite escolher valores arbitrarios
para zy, 23, 24, desde que z; < 23 < z4. Escolhendo z; =0, z3 =1 e 24 = 00, temos que

7 dz1dzodz3dzy

4
. <O][VGplo>=

% i=1

1

. 1 - - - -
= lim (1 - —)/sz < O|V(0>p1)v(22,p2)V(1jp3)Z§V(Z4,p4)|O >=

24— 00 2’4
0

dZQ < p1|‘7(227p2)‘7(17p3)|p4 >7 (347)

O\H

como queriamos demonstrar.
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3.1.3 Amplitude de 4 pontos

4 A

Nesta parte, concentramo-nos em desenvolver o termo < 0| [] V' (z;,p;)|0 > contido em
i=1

(3.40). Para isto utiliza-se a definicdo do operador de vértice dada por (3.24).

Vejamos primeiro quanto da V(z,p)V(w, k). Da defini¢ao (3.24) e usando que

cAeB — pBAlA B]

m [A, B] = constante, resulta
V(Z, p)V(,w’ k) — (eip-Q(_)(z) eik-Q<_)(w)eip-(jeik-cj€2a/ﬁ-p log ze2a’f€-p log weip-Q(+)(z) eik-Q(+)(w)> >
% <€[2a’ﬁ~plnz7ik~fﬂe[ip-Q”)(Z)ﬂkQ(*)(w)])
. . .y O 50 () O (w
() (w0, R) : €2 MOl @b [0 .0 ) (3.48)

Note que o produto e?2e m(z)piupsv[p*,4"] o ~PinPiv {Qw(z”’é(;)('zj )]

sempre carrega a contribuicao
(Zi — zj)?&'prpj = (Zz — Zj)2a/aij, (349)

ja que temos que

(@7(2), Q7 (w)] = [w— Z“ o, @\/TZ

i

= 20' Y [ )] =
= 200 ) =
— —2a/n,In (1—%). (3.50)
Substituindo (3.49) em (3.48), segue que
V(zp) V (w, k) = V(z1, pO)V (2, p2) : (2 — w)22Ph, (3.51)

Aproveitemos o resultado (3.51) e vejamos o produto entre 3 vértices.

A

V<Z17p1)v(227p2)‘7(237p3) = 3‘7(21»]71)‘7(22,]92)5

in-O(—) ip-G "h. ik-O) I'n.
(esz (z)ezpq€2a pplogzezk:Q (w)) (Z . z2>2apk

1

A exponencial em Q((;)(zg) do terceiro vértice deve passar da direita para a esquerda,
. . .. A (4
como exige o ordenamento. Para isso, ele deve transpor as exponenciais com Q(V )(22) e

A(+ L. . . L, . . . 1.~ ~
L )(zl), do segundo vértice e primeiro vértice, respectivamente, cujas contribui¢oes sao
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’ ’ 2 2a’
(1 — 23/2)2¢923 ¢ (1 — 23/2)2 @3, Além destas, restam ainda os fatores 22292 ¢ 213

)
resultantes da passagem da exponencial em ¢ do terceiro vértice sobre as exponenciais
em p do segundo e primeiro vértice, respectivamente. Logo, fica claro como aparece a
expressao

3

[1(z =2 (3.52)

i<j

no céalculo que envolve o produto de 3 vértices. Generalizando para o caso de N vértices,

temos
N N N
HV 2, pi) =: HV(zi,pi) : H(zj — z;)2 i, (3.53)
i=1 i=1 i<j

Resta, finalmente, "braquetear"a equacao (3.53). Desde que o operador de aniquilagao
atuando pela direita no estado fundamental e o operador de criagao atuando pela esquerda
também no estado fundamental tem resultado igual ao operador 1, resta operar com os

produtoérios das exponenciais em ¢ e p.

N N
<0/[[VGiplo> = HV wop) [ — 220 >
i=1 1<J
= < 0|16iP1'qeip2'¢f 62C¥ D1 plng1 2a’p2-pln zo . 1|0 > H . ZZ 2C¥/a¢j

1<j

= <0 pi(l+2dp-plnz +--)(1+2py plnzg+---)---[0 > X

i

N
T — =)

1<j

= < O| sz\() >= 27‘(’ bsb (Zpl> H — 21)20‘ Qij

1<j

Substituindo (3.54) em (3.39), a amplitude para 4 pontos fica

: i dzydzodzsdzy o
A = (2m)P5° / Gl | (TR 3.55
Z dvabc H( J Z) ( )

=1 z<

o i= 1
com 21 < 29 < 23 < z4. Aqui sim a dualidade estd manifesta; no fundo, possuir invarian-
cia projetiva garante a dualidade. E possivel mostrar que (3.55) recupera a formula de
Veneziano (2.13), independente de quais sejam as 3 variaveis reais z escolhidas. Para nao

perdermos a continuidade do raciocinio, apresentamos esta deducao no final da proxima

Seccao.

(3.54)
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3.2 Amplitude de N pontos

Na amplitude de 5 pontos é introduzido um propagador entre V(l,pg) e V(l,pg) e outro
entre V(1,p3) e V(1, py):

As =< p1|V(1,p2)= V(1,p3)= V(1,p4)|ps > - (3.56)

Lo—1 Lo—1

Desenvolvamos (3.56).
Primeiro, escrevemos o segundo dos propagadores na forma integral

1

117(1,p3) /dzgzgﬁo V(1 pa)lps > - (3.57)
0

A 1
As =< p1|V(1,p2) =
Ly —
Assim,

1

. _1 - . e N .
As = /dzs <pl|V(Lpz)ﬁ—Jrl <Z3 Lot Loy (1, pa) 2y ™0 1) V(1,p4)|ps >

— L0
_£0+1

~ z ~
dzs < p1|V(1,p2) (—% ) <230V<1 P3)23 ;Lo- 1) V(1,p4)|ps >
—Log+1

z3

0
/1

- /dzg <p1|V (1,p9) /dzzzgﬁo V(zg,pg)V(l,p4)|p5 >
0/

0

dzs dZ2 < p1 (Zgiov(l;pz)fz;ﬁo*l) \7(23,p3)‘7(1,p4)|p5 >

dz / dzs < o[V (22, p2)V (23, p3)V (L, pa) s > (3.58)
0

Analogamente ao que foi argumentado para a amplitude de 4 pontos, a expressao (3.58)
deve ser igual a da amplitude para o processo no canal ¢, tal que se torna necessaria a

existéncia do grupo projetivo. Com

hm < O|V(z1,p1) =< p1| (359)
lim 22V (z5,p5)|0 >= |ps >, (3.60)
25—00

segue que

A5 _ / d21d22d23d24d2’5

5
V(zi,pi)|0 >, 61
. <0\g (26, p:)[0 > (3.61)

— 00



27

com z; < 23 < 23 < z4 < 25. Finalmente, utilizando (3.54), obtemos que

5

T dzydzadzadzd /
Ao (Z“) e ) (O L L)

i 1<j

—00

Notemos que (3.55) nao leva um sinal negativo, como acontece em (3.62).
Em geral, quando o ntiimeros de particulas envolvidas no espalhamento é par, a ampli-
tude nao contém o fator —1; o contrario acontece se o niimero for impar. Podemos, entao,

generalizar o procedimento para N pontos, o que nos leva a seguinte expressao:

N

Oodzdz-~dz .
A= (Zp’) e e | (ORI TNCY

i . i<j
com 21 < 29 < -+ < 2ZN.
Para fins de clareza, lembremos que Ay dada por (3.63) denota Ag\];). Assim, By, ou

ainda, B](\]f), é dada por

o0

N
ledZQ cee dZN 20/ vy
BN = / T(wc H(ZJ — Zl') . (364)

e i<j
Frisemos, também, que a amplitude completa ¢é obtida através de uma soma de expressoes
Ag\l,f), a qual vem dada por (3.1). Uma restrigdo importante que nao foi dita antes é que o
modelo construido aplica-se apenas particulas sem spin e sem qualquer grau de liberdade
interno.

Enfatizemos também a crucialidade de que ao possuir invariancia projetiva, a amplitude

de N pontos dada por (3.63) satisfaz ao requisito de dualidade; portanto, possui invariancia

ciclica.

3.2.1 Recuperando a amplitude de Veneziano

Fazemos aqui um resgate da amplitude de Veneziano (2.13) a partir de (3.63), quando
N =4.
Tomemos a = z1, b = z3 e ¢ = 24, tal que dVy,. fica

le dZQng

AVape = . 3.65
= =) (es — )t~ 2] o
Substituindo (3.65) em (3.64), recebemos

B, = (38 2"z = 2 (2 — 2] (3.66)

|21 — 23|23 — 24]| 24 — 21|
23

/d22(22 — 2p) 202 (55 — )20 (5, _ )2 02 (3.67)

21
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Agora, a invariancia da amplitude sob o grupo projetivo nos permite escolher z; = 0,

z3=1¢e z4 = 0o. Assim, By, fica:

1
B4 _ lim (24 . 1)20/0(1471230/0413—1 /d2223a1a12<1 _ Z2>2a’a23(z4 _ 22)2a’a24
24—00 J
1
- / pllonz(] _ )20 gy, (3.68)
0
Substituindo aj; = —5 + 5 e ayy = —% + 5 em (3.68), obtemos exatamente a Eq.

(2.13).

3.3 Fatoracao

A fatoracao foi invocada como um dos requisitos da matriz S. Queremos, agora, com-
preender esta propriedade na amplitude de N pontos, primeiro para uma teoria A\¢> de um
campo escalar de massa M e, a seguir, para os modelos duais.

Consideremos o espalhamento de 5 particulas escalares com interacao cubica. Como
nosso proposito é somente apresentar a regra de fatorizacao, omitiremos as integrais e
as fungoes deltas, implicitas na expressao da amplitude completa A;. Usando regras de

Feynmann, pode-se chegar em

As = V(p1,p2, —p1 — p2) V(p1 + p2, 3, —p1 — D2 — P3) X

s12+ M?
><8173T1JWQV(ZM,%7 —ps —ps) + outros termos. (3.69)
Utilizando a notacao
A(12345) = V(p1,p2.—p1 — P2)mv(p1 + P2, P3, —P1 — P2 — D3)
m‘/(m,pm—m — Ds), (3.70)

obtemos que a amplitude A5 toma a forma

As = A(12345) + A(12453) + A(12534) + A(13245) + A(13524) +
+ A(13452) + A(14523) + A(14235) + A(14352) + A(15234) +
+ A(15342) 4+ A(15423) + A(23145) + A(24135) + A(25134). (3.71)
A titulo de ilustracao, se esta fosse uma teoria dual, estariam excluidos os tltimos trés

diagramas de (3.71), pois eles sao os duais de A(14523), A(15342) e A(13452), respectiva-

mente.
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Fazendo o corte no canal (1,3), as amplitudes que geram polos se s;3 — —M? sao
A(12345), A(13245) e A(23145). A contagem desta duas tltimas nao serdo consideradas

aqui. Considerando somente os polos oriundos de A(12345), a fatorizac¢ao nos fornece

A(123R)A(R45)
As P Vo (3.72)

Para estar na camada de massa a particula de massa M deve ter quadrado de momentum

p? = (p1+p2+p3)? = —M>

Figura 3.4: Fatoracao para o espalhamento de 5 particulas escalares.

Generalizando a formula de fatorizagao da teoria A¢® para N particulas, se s, ;j — M?

recebemos

A(1,2,---  NAJ +1,J+2,---,N)
SLJ_MQ '

27 3 [\l M+, A N1
Mw
N
1

Figura 3.5: Fatoracao para o espalhamento de N particulas idénticas.

(3.73)

De fato, nao é possivel ver direto de (3.63) seus polos. Em (3.11) e (3.34), os polos da
amplitude de 4 pontos saem diretamente. Inserindo a relacao de completeza do conjunto

completo ortonormal |\, P >, o qual é definido por (3.16), escrevamos uma equagao analoga
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A

para a amplitude de N pontos com os propagadores D:

Ay = <p1‘V(1,p1)DV(1,p2)[DV(l,pM)[) (ZP‘?P >< A7P‘> V(lapMJrl)D
A

A~

T prly >
~ A A - ~ 1
= X <nlV DV D V) (P> )
A pP+M

< )‘vPW(LPMH)D“'V(1>pN—1)|pN >

~ PR ~ ~ 1
= > (<nlV(Lp)DV(p) D V(1 par) A, P >)
A

P2+m,\—1

<< A PIV(Lpars)D - V(L py_1) [px >) , (3.74)

onde my = 0,1,---% e lembrando que estamos trabalhando com o = 1. Entdo, tomando o
limite adequado s1,3; — my, nao fica nenhuma soma sobre os estados de massa diferentes.
Como pode-se perceber com a Eq. (3.74), escrever a amplitude generalizada no formalismo
de operadores torna muito clara a propriedade de fatoracao, ajudando a ter um feedback
mais eficiente sobre o espectro.

No caso do modelo de Veneziano, a formula é do mesmo tipo que (3.73), mas nao
idéntica, pois depende da particula que esta sendo examinada no po6lo. Somente no caso
que a particula trocada for escalar, caso do taquion, elas seriam idénticas. De fato, nos
modelos duais sao infinitas as particulas trocadas, o que mostra uma sutileza importante.
No caso que ela é o taquion, nao h& problemas com a fatoracao, no sentido de que as
pernas externas das subamplitudes ainda sao taquions. Entretanto se esta particula é o
foton, ou qualquer outro estado excitado da teoria, a fungao nao pode ser a mesma, visto

que as pernas externas das subamplitudes nao sao mais somente taquions.

3.4 Espectro, ghosts e estados fisicos

Este topico é extremamente importante, mas nao foi aberto neste trabalho; nos confor-
maremos aqui em fazer um breve resumo a respeito, acompanhando [11].
O espectro de estados que foi obtido na Eq. (3.74) e explicitado em (3.16) satisfaz a

condicao

. 1
MNP >=""Z]\ P>, (3.75)
(0

5Nao ¢é dificil ver que os autovalores de M?2 sdo my — 1. De fato, como veremos no capitulo 5, na seccio

5.2, M? se comporta como uma combinacio linear de operadores niimero de particulas.
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onde n = 0,1,2,---. O estado fundamental |0, P >, correspondente a n = 0, é o vacuo
dos osciladores. Ele ¢ um taquion, pois M? = —1/a’ < 0. O primeiro estado excitado,
n = 1, vem dado por (a;,)!|0, P > e corresponde a um vetor ndo massivo. O segundo
estado excitado, n = 2, vem dado pelas seguintes possibilidades: (a1,)"(a1,)0, P > e
(3,110, P >

Visto que Ay € invariante de Lorentz, como conseqiiéncia de adotar um procedimento
de quantizac¢do que é invariante de Lorentz surgem estados de norma negativa (ghosts),
os quais ndo fazem parte do espaco de Hilbert. Como exemplo, ha o estado (a10)'|0, P >,
((a10)1)30, P >, etc. Em geral, todos os estados que contiverem um ntimero impar de
componentes temporais. Surge dai o problema de conciliar a Mecanica Quantica com a
Relatividade Especial, ao formular o modelo dual.

O resultado é que pode-se trabalhar com a expressao ja obtida para a amplitude (3.64),
restringindo-se o espaco de estados fisicos a um subconjunto dos estados |\, P > em (3.16)

dado por [23]
(Lo — 1)|phys, P >= Ly, |phys, P >, (3.76)

comm = 1,2,3, onde p* = —(n —1)/a’, com n = 0,1,2,---. Em termos do modo zero e

dos osciladores definidos anteriormente, podemos chegar a

e’} n—1

R 1

L, =V2a'np - a, + E vm(m 4 n)anm - am + 5 5 vVm(n —m)am—p - am, (3.77)
m=1 m=1

com n > 0.

Os estados fisicos podem ser descritos por D — 2 osciladores transversais [24], com
I'=23,---,D—1. Se D = 26 estes estados fisicos formam um conjunto completo |25].
Todos estes novos resultados se dao ao fazer ag = 1, [22], o que implica na apari¢do de

um taquion (como estado fundamental da teoria).



Capitulo 4

Conexao dos Modelos Duais com Teoria

Quantica de Campos

Até esse momento da evolugao dos modelos de ressonancia dual nao se conhecia nenhuma
lagrangeana que os descrevesse. Em 1971, Scherk |26] publicou o primeiro trabalho que
apresentou uma conexao entre teoria quantica de campos e os modelos duais, vendo que
a amplitude de Veneziano pode ser recuperada por uma teoria ¢* para um campo escalar
de massa M no limite de baixas energias.

Desenvolvendo-se a amplitude de Veneziano, dada por (2.13), considerando as tra-
jetorias de Regge a(s) = o’s — o’ M?, percebe-se que

B(a(s), a(t)) = Fé—(asgg)r(—z()g))

_als) +aft)
“als)alt)

= L L + L (4.1)
o \s—M2 t—M2)’ '

onde o/ M? << 1. Em termos da constante de acoplamento g e do parametro de Regge

Q

o/, a amplitude Ay é dada por

Ay = L (@)i-v5 (12)
N — 2N73 67 N .
de modo que, no limite hmo Ay fica
1 1 1
Ag= =N : 4.3
T2 <s—M2+t—M2> (43)
Logo, a amplitude completa A, é dada por
1 1 1
Ay =\ . 4.4
! (S—M2+t—M2+u—M2) (44)

32
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Esta ¢ formula é idéntica a Eq. (2.8).

Finalmente, olhando para a expressao dada pela amplitude em (2.7) e pela expressao
obtida acima em (4.4), vemos que elas sdo iguais. Destarte, podemos ver que neste lim-
ite particular, o’ — 0, a amplitude de Veneziano pode ser reproduzida pela mesma la-

grangeana que leva & amplitude em (2.7), isto é:
1 1 A
L= —§aﬂ¢au¢ — §M2¢2 + §¢3. (4.5)

Em 1972, Neveu e Scherk [27] publicaram outro artigo, apresentando uma conexao entre
os campos massivos de Yang-Mills e os modelos de ressonancia dual. Como mencionam
os autores, os modelos duais pareciam ser uma abordagem que esta entre a matriz S e a
teoria de campos das interacoes fortes. Frisemos que a conexao é independente da teoria
ser abeliana ou ndo-abeliana. E importante ressaltar que até a publicacio destes trabalhos,
sem a existéncia de uma lagrangeana para a teoria, tudo era feito por meio de propriedades
observadas referentes aos espalhamentos.

Como ja discutido, sabemos que a amplitude de espalhamento é dada por uma soma
infinita sobre todos os estados de mesma massa. Sendo assim, a lagrangeana da teoria
deve ser tal que contenha um nimero infinito de campos, cada qual correspondendo a uma
das particulas do espectro. Sendo o taquion o estado fundamental da teoria, o glion o

primeiro nivel excitado e assim por diante, a lagrangeana da teoria vem dada por
L=Lr+LcH+ -+ Lin, (4.6)

onde L1, Lg e L, representam, respectivamente, a lagrangeana do taquion, do glion e

termos de interacao entre 2 taquions com alguns campos da teoria.

500!

troca de gldon torca de particula

troca de taquion tensorial

Figura 4.1: Nas interacoes dos modelos duais, h4& uma troca de um nimero infinito de

particulas.
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4.1 Modelo generalizado de Veneziano

Como mencionado no final da sec¢do 3.2, a amplitude para N pontos dada por (3.63) foi
construida para N particulas sem spin nem graus de liberdade internos. Além disso, sabia-
se que os mésons eram classificados segundo o grupo de simetria SU(3), o qual atribuia
um numero quantico de sabor as particulas.

Com esta crenca, Chan e Paton [28] incorporaram um grau de liberdade interno na
amplitude. Eles destacam a importancia das propriedades de fatorizacao e de simetria
ciclica das amplitudes. A primeira delas junto com o formalismo de operadores deixa
transparente o espectro hadronico, enquanto a importancia da segunda esta relacionada
com a dualidade, como ja discutido, garantindo a simetria bosonica.

Assim, a amplitude By foi multiplicada por um fator, chamado de fator de Chan-Paton:
tr(ATAT2 NIV (4.7)

onde as \%s sdo as matrizes geradoras do grupo SU(n) na representacao fundamental
(elas sdo matrizes hermitianas N x N). Tais matrizes respeitam a rela¢do de completeza,
expressa por

”Z_l tr(AX,)tr(BAY) = tr(AB). (4.8)

a=1

Dessa forma, a amplitude total vem dada, a menos de um fator global, por
Ay = tr(A"A= - A™)By(pr - pw). (4.9)

A relagao (4.8) é primordial para provar a fatoriza¢ao da amplitude. Desta vez o niimero
total de termos em (4.9) é (N — 1)! e corresponde ao nimero de permutagoes nao ciclica-
mente equivalentes dos numeros 1,2, ---, N. Vejamos o exemplo de Aj.

Antes, introduzimos a notacao
tr(ijkl) = tr(A“ A A\, (4.10)
Assim, temos

Ay = p- (277)D5D(]91 + P2 + p3 + pa) [Ba(p1, P2, p3, pa)tr(1234) + By(p1, pa, pa, p3)tr(1243) +
+B4(p17p37p27p4)tr(1324) + B4(p17p37p47p2)t7n(1342) +

+By(p1, pas p2, p3)tr(1423) + By(py, pa, p3, p2)tr(1432)]. (4.11)
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Mas By(p1, p2, p3, pa) = Ba(ps, p3, D2, p1), visto que essas duas amplitudes correspondem a

um mesmo diagrama dual observado de lados opostos. Entao, usando a notacao

frv=p- (27T>D5D(p1 + po + 3 + pa), (4.12)
temos que

Ay = fyau{[tr(1243) + tr(1342)| B(—a(s), —a(u)) +
+ [tr(1324) + tr(1423)] B(—a(t), —a(u)) +

+ [tr(1234) + tr(1432)| B(—a(s), —a(t))}, (4.13)

onde B(—a(s), —a(t)) = Ba(p1, p2, p3, ps) é a amplitude de Veneziano, com s e t as variaveis
de Mandelstam.

A expressao generalizada de Veneziano sera usada ao confirmar que determinadas la-
grangeanas que reproduzam as interacoes de 4 taquions por meio da troca de um taquion
e de um glion, respectivamente.

Quando s — —1/d/, o comportamento de B(—af(s), —«(t)) e B(—a(s),—a(u)) é o

mesmo, sendo dado por

1
B(—a(s), —a(t)) ~ —Ff_l, (4.14)
B(—a(s), —a(u)) ~ st 1 (4.15)
Assim, o residuo de (4.13), denotado por Res(Agy), com s — —1/a’ é
Res(Agv) = — fym[tr(1243) + tr(1342) + tr(1234) + tr(1432)]. (4.16)
Para o caso que é trocado um glion, temos o limite s — 0. Assim,
o't +2
B(~a(s), —a(t)) ~ — /taé (4.17)
a
B(—a(s), —a(u)) ~ aj; . (4.18)
Logo, o residuo da amplitude generalizada de Veneziano neste limite ¢ dado por
Res(Agv) = — fym ('t + 2)[tr(1243) — ¢r(1342) — tr(1234) + tr(1432)]. (4.19)

4.2 O taquion

A lagrangeana do taquion vem dada por [29]

1 1 1 /2
__taou a__ ~ .a v “ a b c
Lr = =50"0u0,6" — 5600 +g6\/a,dabc¢ ¢°¢", (4.20)
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onde g é a constante de acoplamento e d;j, = —itr(Aq,{Aa;» Aa, })- No espago dos momenta,

a equacao de movimento é

~a

Dela, obtemos que o propagador A, vem dado por

~a 515;
A= (4.22)
w P
e também concluimos que o vértice da interacao tem a forma
, 2
V;zbc =19 _,dabc' (423)
o

Das expressoes (4.22) e (4.23), sabendo que A = VAV pode-se deduzir que a con-
tribuicao do canal s seré

2g° .
AT Tl
2 2
- _1+g' [tr(1234) + tr(1243) + tr(1342) + tr(1432)]. (4.24)
a's

Portanto, pode-se concluir que a amplitude completa em termos das variaveis de Mandel-
stam é dada por

2

_ 29
A = o [r(1234) + 8r(1243) o £(1342) + #r(1432)] +

2g°
1+a't

2g2
1+ au

[tr(1423) + tr(1432) + tr(1234) + tr(1324)] +

[tr(1324) + tr(1342) + tr(1243) + tr(1423)] . (4.25)
No limite s — —1/¢/, recebemos que o residuo da amplitude completa (4.25) é
Res(A) = —2¢% [tr(1234) + tr(1243) + tr(1342) + tr(1432)] . (4.26)

Temos que o residuo (4.26) deve ser igual ao obtido em (4.16). Logo, podemos determinar

o valor da constante fy); na féormula generalizada de Veneziano:
frm = 2% (4.27)

Uma vez estabelecido este valor, ele esta fixo, no sentido de que devemos encontrar o
mesmo valor para o caso em que é trocado um glion. Analisaremos esta situacao em

seguida.



37

4.3 O glion
A lagrangeana do glion vem dada pela lagrangeana (ja foi desprezado o termo quartico)
1
Lo = —g fand 6" AL — - (0 AL0, AL — O, A" AL). (4.25)

onde fi;;s sdo as constantes de estrutura do grupo SU(n) e, em termos das matrizes \'s,
vem dadas por fijx = —itr(Ag;[Aa;, A, ]). Com o gauge de Lorentz 9" Aj, = 0, a equagio

de movimento no espaco dos momenta fica

—p* = 0. (4.29)
~ UV
Entao, o propagador A, é
~ Qv _nlﬂ’dab
ab: —2 (430)
p

Também concluimos que o vértice vem dado por
Ve = =19 fabe (P — P5) - (4.31)

Das expressoes (4.30) e (4.31), pode-se deduzir que a amplitude é

o't +2
a's

A= —292

[tr(1243) — tr(1342) — tr(1234) + tr(1432)). (4.32)

Pode-se concluir que a amplitude completa em termos das variaveis s, t e u é dada por

't +2
A = -2 [tr(1234) — tr(1243) — tr(1342) + tr(1432)] +
'S
/
2
—2422 “;r [tr(1423) — tr(1432) — tr(1234) + tr(1324)] +
[0
,a's +2
—2¢° T2 [1(1324) — £r(1342) — £r(1243) + tr(1423)] . (4.33)
o'y

No limite s — 0, temos que o residuo da amplitude anterior é
Res(A) = —2¢%(a't + 2) [tr(1234) — tr(1243) — tr(1342) + tr(1432)] . (4.34)

De fato, fya = 292, agora a partir de (4.19) e (4.34). Com isso, vemos que o residuo dado
por (4.19) é igual ao encontrado agora.
Destarte, verificamos que o modelo generalizado de Veneziano discutido na seccao 4.1

recupera a fisica obtida a partir de uma teoria de campos nao abeliana.



Capitulo 5

Modelos Duais e Teoria de Cordas

Foi observado independentemente por Nambu, Nielsen e Susskind [8] que os osciladores
dos modelos duais no formalismo de operadores poderiam ser considerados como modos
de vibracao da uma corda relativistica no formalismo de operadores. Nambu e Goto
[9] propuseram uma agao para a corda em termos da area da folha-mundo. Goddard,
Goldstone, Rebbi e Thorn [30]| quantizaram a corda livre descrita pela agdo de Nambu-
Goto.

Em nosso desenvolvimento, temos uma amplitude para o espalhamento de 4 taquions,
apesar de nao conhecermos a natureza da interacao entre os taquions. Este ultimo capi-
tulo tem por objetivo apresentar a corda aberta descrita pela acdo de Nambu-Goto e de
identificar nela aspectos comuns aqueles dos modelos duais. Uma prova rigorosa de que
os entes fundamentais descritos pelo modelo dual de Veneziano sao cordas abertas livres
demandaria uma demonstracao de que as interacoes da corda de Nambu-Goto reproduzem
as amplitudes desse modelo; isto nao sera feito aqui.

Com o propo6sito de ganhar alguma intuigao acerca do objeto fisico que estd sendo
descrito, abordamos na primeira seccao alguns aspectos relativisticos nao-quanticos da
corda. Na medida do possivel, estes aspectos serao relacionados com aqueles discutidos
no decorrer deste trabalho. Na segunda sec¢ao, contemplamos os aspectos quanticos da
corda aberta, verificando que o espectro obtido serd o mesmo daquele dos modelos duais.
Além disso, aparecera naturalmente que a dimensao do espago-tempo deve ser igual a 26.
A primeira das duas secgoes foi confeccionada com base no capitulo 6 de [31]; a segunda,

basicamente, no capitulo 12 da mesma referéncia.

38
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5.1 Alguns aspectos relativisticos nao-quanticos da corda
aberta

A proposta de uma lagrangeana para a corda relativistica nos leva a tirar algumas con-

clusoes, as quais serao discutidas nesta sec¢ao:

1. A velocidade das extremidades da corda é igual a velocidade da luz;

2. Os graus de liberdade da corda podem ser descritos em termos das D-2 componentes

transversais da velocidade da corda;

3. O parametro Ty contido na acao de Nambu-Goto é interpretado como a tensao da

corda;
4. A massa intriseca da corda é nula;

5. H& uma relagao linear, para uma corda rigida girante, entre o momento angular J e

o quadrado da energia E?;

6. No limite de baixas energias, o/ — 0, temos que Ty — 00, 0 que pode ser entendido

na afirmacao que um objeto extenso (corda) tende a um objeto pontual (particula).

5.1.1 Acao de Nambu-Goto

Uma forma de construir uma acao que descreve a dinamica de um objeto unidimensional, a
corda, pode ser intuida a partir da acao da particula relativistica, Spr. Esta acao, quando
escrita manifestamente como um escalar de Lorentz, é proporcional ao comprimento da
linha-mundo percorrida pela particula no espaco-tempo. Por analogia, a acao de Nambu-
Goto pode ser achada como sendo proporcional a area da folha-mundo varrida pela corda.
A consisténcia de unidades demanda que a constante de proporcionalidade tenha dimen-
soes de forca, denotada por Tp, dividido por velocidade (e aqui adotamos como parametro

a velocidade da luz, c):

Tt

onde Ay, denota a area da folha-mundo. Por enquanto nao temos nenhuma interpretacao

de que tipo de parametro poderia descrever o parametro 7y. Pode ser deduzido que a area
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da folha-mundo é dada por [31]

Tf o1

Ap = /dT/da\/(X -X’)2 = (X>2 (X'), (5.2)

i 0

onde T € [7;, Tf| representa o parametro temporal e o € [0, 01] denota o pardmetro espacial
da superficie varrida pela corda no espago-tempo de Minkowski. Em (5.2) temos que

X'= 9% e X't = 92 Assim, substituindo (5.2) em (5.1), obtemos

S = ——/dT/da\/ (x-x) - X)Q(X')Q. (5.3)

E possivel demonstrar que a acdo dada por (5.3) é invariante sob reparametrizacoes, ou

seja, que ela permanece invariante sob a seguinte transformacao:

=7 =7(1,0), (5.4)
o— o =d(r0), (5.5)

ou ainda
XH(r,0) — X7, 0") = X*(r,0), (5.6)

o que podemos interpretar afirmando que Syg possui 2 graus de liberdade de gauge.

A agao de Nambu-Goto pode ser reescrita como

Tf o1
Sna = / dr / doLye (X“,X'“) : (5.7)
T 0

onde a lagrangeana de Nambu-Goto vem dada por

Lye (X“,X'“) - —%\/(X X) = (X)2 (X)2. (5.8)

Para deduzirmos as equacoes de movimento a partir do principio variacional, a variacao

de (5.7) deve ser igual a zero, sempre que
IXH(1y,0) = 0XH(1s,0) = 0. (5.9)

Assim, usando a integragao por partes na variagao de (5.7), pode-se concluir que

7.

B OLNG ¢ pjo= 9 0Lna 0 (0Lng
0—/d Y dXH|7Z /dT/dalaT<3Xu> aa(aX'“)

Ti

§X*. (5.10)
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Para que (5.10) seja valida (para uma corda com extremidades livres) sob qualquer varia¢ao

X" e que satisfaga as Eqs. (5.9) é necessario que

e +3(“N,G)=o, (5.11)
or o X# Oo \ 0X'm

que sao as equagoes de movimento da corda, e que

0Lnc OLnG
& — == =0 5.12
oxX'm| g OX'm| _ (5.12)
que sao condigbes de contorno da mesma. (5.11) e (5.12) sdo validas para = 0,1,2,--- , D—

1.

Introduzindo a notacao, a qual define as densidades de momenta,

0Ly

pr =22 (5.13)
o XH
s OLnG
pu = o (5.14)
(5.11) e (5.12) ficam reescritas, respectivamente, como
0 0
—PT+—P°=0 d
or * + do * ’ (5.15)
Py, = Pﬂozgl =0, (5.16)
onde as expressoes
iy ’ ’ 2 <
7 (X X)X - (X)X,
pr=-=" . : (5.17)
¢ ) ’ 2 1\ 2 N2
Sy~ () e
y ’ . N2 v/
7 (X X)X —(0X
pr=-=0 - (5.18)

¢ ) ’ 2 2 N2
(x-x) = (x) ()

foram obtidas usando a Eq. (5.8) nas defini¢oes (5.14) e (5.14).
Definindo-se os momentum linear P,(7) e o momentum angular M,,(7) da corda,

respectivamente, por meio de

o1

Pu(r) = / do Py, (5.19)

0
a1

M, (1) = /da (X, (r,0)P](T,0) — X,(1,0)P[(7,0)] (5.20)
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pode-se demonstrar, usando as equagoes de movimento, que elas sao quantidades con-
servadas: “£P,(1) = 0 e LM, (7)=0. A conserva¢io de P,(7) serd importante quando
falarmos dos aspectos quanticos da corda, ao fixarmos o gauge nas equagoes de movimento,
usando o gauge do cone de luz. A conservacao de M, (7) sera ttil para demonstrar a re-
lagao linear entre M, (7) e o quadrado da energia £ de uma corda relativistica rigida que

gira com certa velocidade angular.

5.1.2 Velocidade das extremidades da corda

Usando (5.18) pode-se mostrar que

T .
PiP* = - X*. (5.21)

Usando as condigoes de contorno dadas por (5.16) na expressao logo acima, recebemos

— X2
o=0

X?

— 0. (5.22)

o=01

~ . - - .
Desta relagao, concluimos que os vetores X,_, ¢ X,_,, sao tipo luz. Em outras palavras,

concluimos que as extremidades da corda se movimentam com a velocidade da luz.

5.1.3 Acao de Nambu-Goto no gauge estatico

A fim de obtermos o segundo item da lista de objetivos acima, introduzamos o gauge

estatico:
X r,0) =cr = ct. (5.23)

Isto significa, fisicamente, que escolhemos o parametro temporal 7 como sendo o tempo ¢
de algum referencial de Lorentz. Frisemos que o gauge nao esta totalmente fixado, pois

ainda h& um outro grau de liberdade nao fixado. No gauge estéatico, entao, temos que
XH(r,0) = <ct,)?(t,0)> : (5.24)

de onde vem que

0" _ <0, @) (5.25)

oo o

0
oXH 0X
67_ = <C7 E) . (526)
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Aqui, X = )Z'(T, o) denota a posicao espacial D — 1 dimensional do ponto (7, 0) da corda.

Logo, no gauge estatico, podemos reescrever a lagrangeana de Nambu-Goto como

0X 1| [(oX 0X X 0X
ge __ o - - - o oL
%V‘ﬂ’<%> 2 (&)(%) (& %)‘ (5.27)

Agora, consideremos o comprimento espacial da corda, s(oq) dado por

g (o}

s(a):/\/dx%%—dxg%—---—l—dx%_l:/

0 0

0X
oo’

do’. (5.28)

Por construcao, a expressao integral para s(o) é invariante sob reparametriza¢ao em o’

Na continuacao, vamos escrever Ly usando como parametro s, ao invés de o. Temos que

0X  0X ds
- 7 2
do 0s do (5:29)
Pode-se mostrar que
0X
—| =1 )
s (5.30)
axX

Em (5.30), vemos que, além de ser um vetor tangente a corda, ele ¢ unitério.

Js
Para um dado vetor 4, sua componente perpendicular a um vetor unitario n vem dada

por

—

L =d— (@ 7)n (5.31)

Assim, a velocidade transversal da corda, definida como aquela componente de %—)t( que é

perpendicular a %—f, vem dada por

(5.32)

VLT o ot 0s | 0s’

a qual é invariante sob reparametrizacoes, visto que o comprimento da corda s permanece

invariante sob elas. Usando (5.30), é possivel deduzir que

0X 0X 0X
—2 _ il _ .
”‘(m) (m %)’ (5.33)
onde
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Substituindo (5.29) em (5.27), pode-se deduzir que

d 2
LY = Ty [1— 2L, (5.35)

do c?

Finalmente, a acao de Nambu-Goto, em termos da velocidade transversal no gauge es-

o ston) .
SY :—To/dt / dst/ —Z—; (5.36)

t; 0

tatico, é escrita como

Da expressao (5.36) ficam evidentes duas coisas. A primeira é que ha D — 2 variaveis
dindmicas na teoria, correspondentes as DD — 2 componentes da velocidade transversal
v1. De fato, isso coincide com os modelos duais, no sentido de que somente D — 2 das
componentes dos osciladores @, contribuem nas amplitudes de espalhamento. A segunda é
que no gauge estatico a agao de Nambu-Goto pode ser interpretada como a soma de a¢oes

de particulas relativisticas livres, com velocidade v, e energia de repouso Tyds cada uma.

5.1.4 Tensao e massa intrinseca da corda

A fim de obtermos informagoes sobre a constante 7j (com dimensées de for¢a) introduzida
na acao de Nambu-Goto relativas & massa intrinseca da corda, tomemos o limite nao
relativistico em (5.36):

s(o1)

ty
. 1ot
S]gVG = —Tg/dt/ds[l—ig‘i‘}
t; 0

ty s(a1) T
%/dt /dséc—gvi—%s(al) . (5.37)
t; 0

O resultado em (5.37) é da forma de uma agao nao relativistica

ty

S - /dt(K _v, (5.38)

onde
1Ty
K =gt (5.39)
V= TQS(O'l). (540)

Do termo de energia potencial, podemos concluir que T pode ser identificado com uma ten-

sao constante intriseca da corda no limite nao relativistico. Do termo de energia cinética,
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vemos que a densidade linear de massa p da corda vem dada por p = Tys(oy)/c?; isto
significa que toda a massa da corda vem da tensao da mesma e, portanto, a corda nao

possui massa intrinseca.

5.1.5 Relagcao entre o momentum angular e a energia de uma

corda rigida girante

Nesta sec¢ao, veremos que existe uma configuracao fisica para a corda aberta na qual pode-
se achar uma relacao entre o momentum angular J e a energia E da corda, similar aquela
presente nos modelos duais. Uma vez escolhido o gauge estatico, M, obtido em (5.20), que
serd identificado com J, passa a ser uma quantidade conservada no tempo ¢ do referencial
de Lorentz. Tanto M,, quanto E permanecem invariantes sob reparametrizagoes em
o. Portanto, a relacao entre J e F, a ser verificada nesta seccao, é independente da
parametrizacao escolhida.
Adotanto a parametrizacao escolhida como na secgao 7.3 do [31],

oX 00X
Lox A1
ot o ¢ (5-41)

N\ 2 N\ 2
0X 1 (0X
() 1 () o

as equacoes de movimento da corda vém dadas por

SN\ 2 -\ 2
0X 1 [0X
(%) 7(5) =0 (5.43)

com condic¢oes de contorno

0X 0X
— = — =0 44
Jo oo (5-44)
o=0 o=01
e densidade de momentum
. Ty 0X
Pt = == 5.45
c? Ot ( )

Consideremos o caso em que uma corda esteja girando rigidamente, com energia F,

em torno de seu centro:

X(t,0) = L cos (E) (cos (W—Ct) , Sen (W—Ct)) : (5.46)
U 01 01 01

onde oy = E/T),. Dada dessa forma, é possivel confirmar que (5.46) satisfaz a equagao de

uma onda.
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Construida assim, é possivel mostrar que esta corda gira com a velocidade angular w

e possui comprimento [ dados por:

wcly
= 5.47
w E ) ( )
2K
[ = — 5.48
T (5.48)

Temos que a densidade de momentum P! ¢ dada por

= Ti t t
Pt = 2 cos (E) (—sen (E) , COS (E)> . (5.49)
c o1 o] o1

Através da definigao (5.20), lembrando que o1 = E/T}, pode-se deduzir que o momento

angular My, = J vem dado por

; — b
2re
! E2.

- 2nTyc

(5.50)

Obtemos, portanto, uma relacdo linear entre J e E?, tal como ocorre nos modelos de
ressonancia dual. Portanto, podemos fazer a seguinte identificagao (no sistema de unidades
h=c=1),

o = L
N 27TTO'

(5.51)

No capitulo anterior vinha que o limite de baixas energias dos modelos duais é oriundo
de tomar o limite o’ — 0. A relacdo entre o paramentro de Regge o e a tensao intrinseca
da corda Ty, dada por (5.51), indica que o limite de baixas energia do ponto de vista da
corda corresponde a tomar o limite Ty — oo, isto é, a corda tende a se comportar com um

ponto.

5.2 Quantizacao da corda aberta

A quantizagao da corda aberta seréd feita no quadro de Heisenberg. Esta forma de quan-
tizacao estd muito proxima da descricao hamiltoniana de um sistema classico. Por isso a
quantizagao propriamente dita da corda aberta somente serd vista na seccao 5.2.3, apos
termos realizado a descricao hamiltoniana da corda relativistica nao quantizada. Lembre-
mos que adotamos o sistema de unidades h = c = 1.

Em principio, a quantizacao da teoria nao é simples, tendo em vista que a lagrangeana
de Nambu-Goto dada por

Lyg = ! \/(X -X'>2 — (X)2 (X')Q, (5.52)

2o
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possui uma raiz quadrada, tal como ocorre com uma particula relativistica, gerando
equacoes de movimento nao lineares. Trabalhando no gauge do cone de luz, este prob-
lema é evitado: a hamiltonia é linear nas varidveis canonicas. Denotando por X° e X!

as componentes 0 e 1 da corda, definem-se as coordenadas do cone de luz por meio das

expressoes
xr= XX jéX g (5.53)
X~ = %. (5.54)
As restantes coordenadas X! (I = 1,2,--- , D—1) permanecem inalteradas. X ' representa

o tempo do cone de luz e a componente do momentum p~ passa a significar energia do

cone de luz.

5.2.1 Fixacao de gauge, solucao geral das equacoes de movimento

e massa classica da corda

O gauge de cone de luz consiste em fazer

X*(r,0) =2d'p"r (5.55)
pt

P (1,0) = —, (5.56)
01

nas equacoes de movimento (5.11) e nas expressoes de P™ e P, dadas por (5.17) e (5.18).

Em (5.55) e (5.56),

er:]90+291
V2

representa a componente "+"do momentum total p* da corda, que é conservado. Este

(5.57)

gauge quebra explicitamente a covariancia de Lorentz da teoria, mas como serd visto na
sec¢ao 5.2.4, na quantizagao, ele conduz diretamente a estados fisicos (auséncia de ghosts).

Apos fixado o gauge, as equacoes de movimento tomam a forma
2 2 92

Lo

do? o2 Or?

[=23,---,D—1,

X' =0, (5.58)

juntos com as seguintes equagoes:

iy 1 i ’ 0'2 ’ ’
X = XX+ = XX :
Tt { + (5.59)
’ 1 i ’
X~ = X xt (5.60)

2a/p*
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Em (5.59) e (5.60), estamos usando a regra de Einstein de soma implicita sobre os
indices repetidos I = 2,3,---,D — 1. Note que X! obedece & equacdo usual de uma onda
com velocidade o1 /7. Visto que o7 é um parametro arbitrario na teoria, a velocidade da
onda nao pode ser um observavel fisico, ja que este deve ser invariante de gauge.

Do ponto de vista da folha-mundo, a teoria descreve D — 2 campos escalares nao
massivos independentes X?. Mas, do ponto de vista do espaco-tempo de Minkowski, esses
campos X's sio D — 2 das componentes de um D-vetor X*(7, ). As restricoes sobre X~
e o fato de termos uma expressao para X (7, 0) sdo importantes quando comprovarmos
a convariancia de Lorentz da teoria. Por meio da algebra de Lorentz, entre outras coisas,
as restricoes para X~ fornecem uma relagao nao linear entre as componentes de p* e os
osciladores ol; isto serd de extrema importancia na determinagao do espectro de M 2
definido adiante por meio de (5.79).

Apos fixar o gauge do cone de luz, também pode-se obter que as densidades de mo-

mentum em (5.17) e (5.18) adotam a forma linear:

1 .
Pt = .61
T 20’10(/ Xl“ (5 6 )
_ 1 o
Pl = o2 (5.62)
Portanto, as condi¢oes de contorno em (5.12) agora vém dadas por
X, =X, _,, =0 (5.63)

A solucao geral de (5.58), com as condigoes de contorno (5.63), vem dada por

+o00
1 .
X!(r,0) = x{ + V2ol +iv2a/ E —ale™™ cos (w) , (5.64)
n 01

n=—oo

n#0

e a solugao das equagoes para X (7,0) em (5.59) e (5.60) fica

+oo
1 .
X (r,0) =z5 + V2dlay T+ 1V 2/ Z —a, e """ cos (mr_a) : (5.65)
n 01

n=-—o0

n#0

onde
a, > al(al,), (5.66)
com n € Z, tal que

a”,=(a;) e o, =(al). (5.67)
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A razao pela qual a expressio de X~ em (5.65) ¢ a mesma que aquela de X' em 5.64)
encontra-se no fato de que X~ também satisfaz a equacao de onda (5.58) (isto pode ser
visto a partir de (5.59) e (5.60) levando em conta que os campos X' s satisfazem (5.58)).
As condigoes (5.67) vém do fato que X! e X~ sao variaveis reais.

Os dois primeiros termos de (5.64)e (5.65) representam o movimento do centro de
massa da corda; o terceiro é a contribuicao dos osciladores. A grosso modo, podemos dizer
que olhando uma corda se propagando de longe, vemos um ponto; as vibracoes aparecem
a medida em que nos aproximamos dela. Usando a convencao de coeficientes dada em
(5.64) e (5.65), vem que

o1 o1

1 .
ph = /PT[(T, o)do :/ X! do. (5.68)

20’10/
0 0

Dela, dentre outras relacoes, podemos obter a seguinte relacao entre as componentes do

momentum p* e os osciladores a,:
1 o0
2ty — plp! = - Z alal . (5.69)
p=1
De fato, a definicao conveniente da massa da corda:

M? = —p'p, (5.70)
= 2pTp —p'p".

junto com (5.69), nos leva a expressao para o espectro
1 o0
2 _ I
M* = = Z aal . (5.71)
p=1

A partir da expressao anterior, vemos que a massa atribuida a corda, para um determinado

1

estado de vibragao, depende totalmente dos osciladores «,

. Se a corda nao vibrar, caso

em que Oz{) = 0, a massa da corda ¢ nula: M? = 0.

5.2.2 Formalismo hamiltoniano

. .. ’ - . , - o .
Em vista de que as variaveis X' s sdo as variaveis que contém a evolucdo dinamica da teoria
2 . . . ., . . /!
é natural que, ao passar ao formalismo hamiltoniano, elas e suas variéveis conjugadas P s
formem o conjunto de variaveis candnicas. Mas h& uma sutileza que surge ao considerar-se

as restrigoes para X, em (5.59) e (5.60): além delas virem dadas em termos das X''s,
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elas vem dadas em fun¢ao de p*, que é constante. Dai, segue que é necessério incluir p*(7)
e sua variavel conjugada x, (7) como parte das variaveis canonicas da teoria (da propria
evolugao dinamica da teoria deveria surgir que p*(7) e 5 (7) sdo constantes).

Logo, as variaveis canonicas sao:
xq (7), XI(T, o), p+(7), e PT](T, o). (5.72)
Estas obedecem aos colchetes de Poisson fundamentais:

{zg(r),p™ (1)} = 77 =—1, (5.73)
{X!(r,0),P(1,0")} = n"6(c ). (5.74)

Os restantes colchetes de Poisson fundamentais, tais como {X(7,0), X”(7,0’)}, por ex-
emplo, sao todos nulos.

A determinacao do hamiltoniano H nao é imediata porque as equagoes dinamicas que
obtivemos na seccao anterior foram obtidas usando uma fixacao de gauge. Nao existe, em
nossa abordagem, uma féormula explicita que nos permita achar H diretamente a partir
da densidade lagrangeana Lyg em (5.8).

A forma que usaremos para encontrar H vai ser demandando que ele seja o gerador
das translacoes em 7. Haja visto que 7 no gauge do cone de luz é proporcional a X' e que

a variavel canonica que gera translacoes em X1 & p~, temos que H deve ser proporcional
ap:

H = 2dp"p
o1

= a’m/da {PTIPTI—i— X1, 0) X (1,0)] . (5.75)

(2ma’)?

Usando as equagoes do formalismo hamiltoniano (da forma %F = %F+ {H, F}), pode-se
comprovar que o hamiltaniano dado por (5.75) reproduz as mesmas equagoes dinamicas
obtidas anteriormente.

Através do colchete de Poisson
{(X!(1,0), P (1,0} =" 6(c — &), (5.76)

depois de varios célculos, podem-se deduzir os colchetes de Poisson para os osciladores e

para o modo zero da corda:

{ag, an}y = —imn"ép (5.77)

n

{zg, 00} = V2a'n" 80 . (5.78)
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Estes ultimos sao consistentes com os resultados de Poisson nas variaveis canonicas origi-

nais.

5.2.3 Osciladores e operador de massa ao quadrado quanticos

Aqui, veremos que, ao ser quantizada, a corda aberta reproduz o mesmo espectro que foi
visto na seccao 3.4. No caso da corda, encontrar o espectro nao significa encontrar os
autovalores e autovetores de H, mas sim do operador de massa ao quadrado M?, definido

por

~

N2 = ', (5.79)

onde p* é o operador de momentum total da corda. Deduziremos que os autovalores sao

M2:n—1

: (5.80)

O{/
onde n =0,1,2,---, e que 0 espectro é degenerado. Também veremos que os autovetores
sao rotulados com indices do espaco-tempo e que, para que a teoria seja covariante, é
necessario que a dimensao do espago-tempo seja 26. Vejamos.

Aqui, as variaveis canonicas dadas em (5.72) sdo operadores:

X*(r,0) — X"(1,0) (5.81)

P™(1,0) — P™(r,0), (5.82)
ou seja, o conjunto completo de operadores é
ig(r), X!(r,0), p*(r), e P(r0). (5.83)

Os colchetes de Poisson sao trocados por comutadores dos operadores , levando em

conta um fator imaginario'. Dessa forma, temos

[i'(;(T)vﬁJr(T)] = —i, (584)
[XI(T,U),PTJ(T,O—')} = i615(0 — o). (5.85)

O operador hamiltoniano H vem dado por

o1

ﬁ[—a’al/da

0

1 ax! ox1!

HTI HTI
)P (r.0) 4 G () ()

(5.86)

'Se nao estivesse no sistema A = ¢ = 1, o fator seria ih.
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Dessa forma, a solucao das equacoes de movimento vem dada por

+o00
N 1 .
X!(1,0) = &{ + V2o/'afT +iv2a/ Z —a&le™™ cos (mr_a) (5.87)
n

— g1
"nA0
e
- =1 , nmwo
X~(r,0) =d5 +V2a/a57 +ivV2a/ Y —a, e cos <—) : (5.88)
. n 01
020
onde
az, = (a,)", al, =(ap)! (5.89)
1 <
. AT (AT
o, = —— a,(a, ), 5.90
- S o5

comn € Z—{0}.

Apesar de nao termos ferramentas suficientes aqui, facamos notar que as componentes
transversais dos campos Qu(z), definidos por (3.25), coincidem com as coordenadas da
corda X (7, 0) calculadas na extremidade ¢ = 0, quando z — e~ [11].

No caso em que n = 0 ha um problema de ordenamento na série em (5.90), visto que

&g e dl_q nao comutam. Dai, segue que a versdo quantica de (5.66) ndo esta definida de
forma tnica quando n = 0: ela estd definida a menos de um operador constante, pois o

comutador de &, e &', ¢ um operador constante. A partir de (5.90), define-se a5 por

1
by = —— (5645&6 + @Qd{,) . (5.91)

Isto é de extrema importancia, pois ¢ é basicamente p~, o qual influi na expressao de
M?. Como conseqiiéncia, ao escrevermos (5.79) em termos de osciladores, introduzimos

um operador constante a:

. 1 [
M?=— ( a',al + a) : (5.92)

I

e 0 modo zero 1} satisfazem as relagoes de comutagao:

onde os osciladores &

[ G ] = M 6, (5.93)
(29, &;) = iv2a'n" 6o , (5.94)

comn € Z.
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5.2.4 Espectro da corda

Em |31, 30| é obtido que o operador @ vem dado por —1 e que a teoria é covariante de
Lorentz somente se a dimensao do espaco-tempo for D = 26. Isto foi feito demandando
que a algebra de Lorentz feche. Para chegarmos a estes resultados de uma forma mais
rapida, embora nao igualmente rigorosa, seguiremos a idéia apresentada no capitulo 1 de
[29].

A idéia é considerar valida a definigdo em (5.90) para o caso n = 0, chegando a que

~— 1 AT AT - AT AT ~T AT
oz:—ozoc—i—g o~ oL+ oo . 5.95
O 2v2alpt [ 070 q:1< 79 q ‘1) (5.95)

Usando a relagio de comutagao (5.94) e substituindo &, e &) em termos de p e p/,

respectivamente, obtém-se que
I 1 >
S iy AINtAT _
2pTp —pp = Lz;(aq) &g+ 5(D 2);4 7 (5.96)

de onde, comparando com (5.92), vemos que

a= %(D -2)) ¢ (5.97)

q=1
A soma em (5.97) é formalmente divergente, mas lhe sera atribuido um valor finito por

meio da continuagao analitica da funcao Zeta de Riemann; ela vem definida por
— 1
() =) —, (5.98)
q=1 9

com Re(z) > 1. A continuagao analitica de ((z) para z = —1 fornece o valor?

o0

S = (1) = —1/12, (5.99)
q=1
de onde concluimos que

a=——(D-2). (5.100)

. 1 [N 1
it L (Sl - o), 5101
q=1

2Exercicio 12.4 de [31].
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Definindo os osciladores normalizados aé através de

Gy = /Gy, (5.102)
temos que
R N |
q=1
onde
[ag: (@)1 = n"6p. (5.104)
p,q= 1727”' .

Este tltimo é o comutador usual para osciladores harmonicos. Podemos reescrever (5.103)

COmo:

.y 1 oo D-1 - 1
M=) N = 5;(D=2) |, (5.105)

com
N- = (ahtal (5.106)

sem soma em I. Portanto, (5.105) diz que M? pode ser escrito com uma combinagao linear
de operadores de nimero Nqﬁ, onde este tltimo é associado ao modo ¢ na direcao I da

corda.

Estado fundamental

Em analogia a teoria quantica de um campo escalar livre, o estado fundamental da corda,

|1bp >, vem definido como aquele que é aniquilado pelos operadores déls (comqg=1,2,---

el=23,-,D—1)
atlyo >= 0. (5.107)

. , . . . ~T! ~T! A ~
Mas a teoria também influi com o grau de liberdade dos modos zero 25 % e p'%, e Ty e pT;

S

AT A~ N . ~ 2,
temos que os p’° e p* comutam com os ays. Portanto, [ty > pode ser escolhido nao s6

satisfazendo (5.107), mas também como sendo um autoestado dos p!'* e p*:

()0 >= [¢ho > (5.108)

e >= 1o > . (5.109)
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Introduzimos, entao, a notacao
o >= [p*pr >, (5.110)
onde
pr= (% 0%, p"7"). (5.111)

E sabido da Mecanica Quantica que o estado fundamental de uma teoria deve per-
manece invariante sob as transformacgoes de simetria da mesma. Neste caso, isso implica
que |pT,pr > deve se comportar como um escalar sob transformacoes de Lorentz; ou
seja, ele representa o estado de uma particula escalar com momentum (p*, pr) e massa

M? = a/d/, onde a vem dado pela Eq. (5.100).

Estados excitados

A diagonalizacao dos operadores de niimero ]\qull vem dada por
Nyi [(dé)T] 5 e = Ny [(@é)q M5t >, (5.112)
onde
Nygr=0,1,2,---. (5.113)

Logo, a diagonalizacao do operador N+ & dada por

R oo D—1 N, oo D—1 N,
N+ {H 11 [(dé)q Ut o >} = Nt {H [(ag)*} " bt Br >}, (5.114)
q=1 =2 q=1 I=2
sendo
oo D-1
NE=)" Ny (5.115)
q=1 I=2

Portanto, os autovetores de M?, a menos de um fator de normalizacdo, vem dados por

N =TT IT (@] e > (5.116)

M = ai (N* +a). (5.117)
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Na continuagao, examinando o primeiro estado excitado, serao obtidos os valores de a

e D. Este estado aparece quando ¢ = 1 e vem dado por
[y >7= (a)) p*, pr > . (5.118)

Vemos que ele é degenerado, pois J pode assumir qualquer um dos valores 2,3,--- , D —1,
e a degenerescéncia deste nivel vale D — 2.

Portanto, |1); > corresponde ao estado de uma particula de um campo vetorial. Pelo
fato de haverem D — 2 estados, e nao D — 1, a simetria de Lorentz obriga que este estado
seja ndo massivo, isto é, M? = 0.

Visto que o autovalor de M? associado ao estado da Eq. (5.118) vem dado por

1
g(l + Cl),

com Ny =1 e os restantes N,y = 0, temos que
a=—1. (5.119)
Logo, substituindo (5.100) em (5.97), obtemos a dimensao do espago-tempo:

D = 26. (5.120)

Como conclusao temos que o espectro da teoria vem dado por

Nt -1

O{/

M* : (5.121)

com Nt =0,1,2,---, onde os autoestados vem dados por (5.116).



Capitulo 6

Consideracoes finais

Os modelos duais nasceram com o objetivo de descrever interagoes fortes. Na pratica s
se trabalhou com aqueles que consideravam o NRL, com as trajetorias de Regge retilineas,
isto é, a(s) = o's + ap. Viu-se que, para oy = 1, obteve-se a apari¢ao de um taquion
no espectro da teoria, apesar da teoria nao possuir mais estados nao fisicos. Além disso,
os modelos a nivel de arvore nao eram unitarios, como a amplitude de Veneziano; isto
foi contornado com amplitudes a nivel de loops. De fato, tudo isso levou a idéia de
abandornar um modelo dual para escrever as interacoes fortes. Por outro lado, sempre
houve uma motivacao por entender a teoria fundamental por trds dos modelos duais,
afinal eles apresentavam muitos resultados interessantes. Como vimos neste trabalho, esta
esperanca culminou com a descoberta de que os objetos fundamentais do modelo dual de
Veneziano sao cordas.

Para isto, apresentamos as bases que levaram a construcao dos modelos duais, dando
especial atencao ao modelo de Veneziano. Verificamos que ele satisfaz as propriedades
discutidas no capitulo 2, apesar de nao ser unitario e conter, como estado fundamental, o
taquion. Vimos que a generalizacao da amplitude de Veneziano de N pontos utilizando o
formalismo de operadores é ttil na interpretacao do espectro hadronico quando fatoramos
a amplitude generalizada.

A conexao do modelo generalizado de Veneziano com uma teoria quantica de campos foi
confirmada para o taquion e o glion. Em seguida, apresentamos o objeto corda relativistica
aberta e vimos que algumas de suas propriedades sao compativeis com aquelas obtidas dos
modelos duais, tais como os D — 2 graus de liberdade da teoria. Por fim, ao quantizarmos
a corda aberta, encontramos que tanto o espectro quanto como os estados fisicos descritos

sao os mesmos daqueles obtidos na amplitude do modelo dual de Veneziano.

57
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Foi visto que tanto o modelo dual de Veneziano quanto a teoria da corda aberta apre-
sentaram a problematica de formular a teoria de uma maneira que seja consistente com a
Mecanica Quantica e com a Relatividade Restrita. Na primeira abordagem estava garan-
tida a invariancia de Lorentz, mas ainda restavam duavidas acerca da existéncia de estados
nao fisicos na teoria, os ghosts. Na segunda, ocorre o contrario ao formalismo de oper-
adores: por construcao, a teoria quantica nao possui ghosts; inicialmente a invariancia
de Lorentz é que estava em cheque, sendo plenamente constituida quando obtido que a
dimensao critica é 26.

Posteriormente, a teoria de cordas (abertas e fechadas) seria proposta por Scherk e

Schwarz |32] como uma teoria candidata a descrever todas as interacoes da natureza.



Convencoes

Trabalharemos no sistema de unidades em que ¢ = h = 1. A métrica adotada sera
(=, +,+, -+ ,+), e dai p* = p,p* = —M?. Para o espalhamento 1+ 2 — 3 + 4, definimos

as variaveis de Mandelstam s, ¢ e u como

s=—(p1+p2)° (6.1)
t=—(p1+ pa)® (6.2)
u=—(p + p3)?, (6.3)

onde os momenta p;, po, p3 e py das particulas 1, 2, 3 e 4, respectivamente, entram. As

variaveis de Mandelstam obedecem a relacao
4
sHttu=>» M, (6.4)
i=1
onde M; é a massa da i-ésima particula. Também seré utilizada a seguinte notagao:

D1 D2 = Qa2
P1-P3 = Qi3

P1 P4 = 04.

29
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2 3 2 3
5 3
ANV t ;
S 4
4
1 4 1 1

Figura 6.1: Convencao 1+2 — 344 com os momenta entrando. O tempo flui da esquerda

para a direita.
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