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Resumo 

SANTOS, M. A. R. (2009), Otimização de Bomba-turbina utilizando Programação 

Quadrática Seqüencial e Algoritmos Genéticos, Itajubá, 167 p. Dissertação (Mestrado em 

Dinâmica dos Fluidos e Máquina de Fluxo) - Instituto de Engenharia Mecânica, Universidade 

Federal de Itajubá. 

 

 Este trabalho apresenta uma metodologia computacional de baixo custo, para o 

desenvolvimento de projeto otimizado de bomba-turbina radial. A presente metodologia é 

composta de um modelo unidimensional (cálculo baseado na linha de corrente média), 

correlações empíricas de perdas de energia hidráulica e duas técnicas de otimização: uma, que 

busca mínimos locais utiliza um algoritmo baseado no gradiente, e, a outra, que busca um 

mínimo global utiliza dois algoritmos populacionais.  

 Para a técnica de busca local é utilizada a programação quadrática seqüencial (SQP) 

padrão, enquanto que para a de busca global são utilizados dois algoritmos genéticos: 

algoritmo genético (GA) padrão e o algoritmo genético NSGA-II. As técnicas de buscas 

locais e globais utilizam, respectivamente, as funções fmincon e ga  do MatLab®. A 

função fmincon busca mínimos locais a partir de uma estimativa inicial. A função ga busca 

um mínimo global mantendo uma população de indivíduos bem adaptados, por meio da 

avaliação da função-objetivo. O algoritmo NSGA-II busca um conjunto de indivíduos não-

dominados, apresentando uma relação de compromisso, onde o melhor indivíduo é escolhido 

segundo algum critério. 

 Através do solver escrito em MatLab®, a metodologia apresentada busca geometrias 

básicas da bomba-turbina que maximizam os valores do rendimento total tanto para o modo 

de operação como bomba como para turbina. As cinco variáveis de projeto que maximizam o 

rendimento total da bomba-turbina são: ângulos de entrada e saída das palhetas fixas do pré-



distribuidor, ângulo de montagem das palhetas diretrizes do distribuidor, e ângulos de entrada 

e saída das pás do rotor. Devido ao número reduzido das variáveis de projeto, foi realizada 

inicialmente uma otimização mono-objetivo (maximização do rendimento total da bomba 

separadamente da maximização do rendimento total da turbina), que também permitiu uma 

análise inicial do comportamento das funções-objetivo. Em seguida, foi realizada a 

otimização multi-objetivos, com o intuito de obter um compromisso entre as duas funções-

objetivo. Utilizando o SQP e o GA, as duas funções-objetivo foram combinadas em uma 

única função através da ponderação por pesos. 

 Por fim, é apresentado um exemplo de aplicação da metodologia para o modelo reduzido 

de bomba-turbina radial de rotação específica igual a 90, previamente ensaiado em um banco 

de testes. Os resultados numéricos ótimos obtidos pela presente metodologia, tanto para as 

cinco variáveis de projeto como para as diversas características hidrodinâmicas, foram 

comparados com os respectivos resultados da bomba-turbina ensaiada, mostrando a 

aproximação atingida, segundo a modelagem apresentada. Finalmente, são apresentadas 

algumas sugestões para trabalhos futuros decorrentes do presente trabalho.    

 

Palavras-chave 

 Máquinas de Fluxo, Bomba-Turbina Radial, Otimização Conceptual, Técnicas de 

Otimização, Correlações Empíricas de Perdas. 

 

 

 



Abstract 

SANTOS, M. A. R. (2009), Optimization of Pump-turbine using Sequential Quadratic 

Programm and Genetic Algorithms, Itajubá, 167 p. MSc. Dissertation - Instituto de 

Engenharia Mecânica, Universidade Federal de Itajubá. 

 

 This work presents a low cost computational methodology which is useful for the 

development of design optimization of radial pump-turbine. It is composed by one-

dimensional flow modeling in which the calculations are done for the mean streamline, by 

empirical correlations for the hydraulic losses determination and by optimization techniques. 

Such techniques include one that is based in the gradient method adjusted to search 

minimums locals and two population algorithms for the search of minimum global.  

 For the local search technique it is used the sequential quadratic programming (SQP) 

standard as for global search is used the genetic algorithm (GA) standard and the algorithm 

NSGA-II. The techniques of local and global search the functions fmincon and ga, 

gamultiobj of MatLabTM are used. The function fmincon searches for local minimizers 

starting from an initial point. Using the standard Genetic Algorithm (GA) the function ga 

keeps a population of well adapted individuals in which the evaluation of the objective 

function is done. Function gamultiobj is used to get a population of non-dominated 

individuals. It presents a conflicting relation in which optimum individual is chosen in 

accordance with some criteria. 

 The solver was conceived by the use of MatLab™ language. The methodology 

establishes the search of basic geometries of the pump-turbine in which the values of total 

efficiency for the pump operating mode as well as for turbine operating mode are maximized. 

The five design variables that maximize the total efficiency of the pump-turbine are: inlet and 

outlet stay vane angle, wicket gate setting angle, and inlet and outlet impeller/runner angle. In 



order to reduce the number of design variables the mono-objective optimization was 

completed in such a way to get the maximization of the total efficiency of the pump and 

maximization of the total efficiency of the turbine separately. It is allowed an initial analysis 

of the behaviour of the objective-functions and after that it is made the multi-objectives 

optimization. In the sequence is found a conflict between the two objective- functions. Using 

the SQP and the GA the two functions are combined to form a unique function by the method 

of aggregating functions. 

 Finally an example of application of the methodology is presented and analysed. The 

matter was a radial pump-turbine previously tested in a laboratory platform. The best 

solutions were compared with the original design of the pump-turbine. The result showed that 

the modelling approach was successfully implemented. Possible suggestions for future works 

are presented in the end of this work.  

 

Keywords 

 Turbomachines, Radial Pump-Turbine, Conceptual Design Optimization, Optimization 

Techniques, Empirical Losses Correlations.  
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Capítulo 1 

INTRODUÇÃO 

 A otimização é uma ferramenta de auxílio ao projetista que poderá com mais facilidade 

testar mudanças nas variáveis de projeto e rapidamente interpretar os seus resultados, até se 

chegar a um resultado o mais próximo possível do desejado. Por meio de modelos matemáti-

cos e métodos numéricos, é possível obter para um determinado projeto os melhores resulta-

dos em um conjunto de alternativas viáveis, pela avaliação de uma função que representa o 

problema de otimização. 

 O escoamento em máquinas de fluxo hidráulicas é um dos mais complexos encontrados 

na dinâmica dos fluidos. Via de regra, é totalmente tridimensional, com fenômenos de transi-

ção laminar/turbulenta e descolamentos associados ao desenvolvimento das camadas-limites. 

Mecanismos complexos de dissipação viscosa e geração de vorticidade estão presentes. A 

interferência entre os seus componentes móveis e fixos provoca efeitos não-permanentes so-

bre o escoamento. Um cálculo completo do escoamento em máquinas de fluxo é extremamen-

te difícil, devido não só à complexidade do escoamento, mas também devido à geometria 

complexa de seus diversos componentes hidromecânicos. Tal cálculo não seria apropriado 

para uma investigação sistemática do escoamento para diferentes geometrias de máquinas de 

fluxo, como se exige em um processo de otimização, porque seria muito extenso e de alto 

custo computacional. Sendo assim, para um número de variáveis de projeto tão grande, a oti-

mização da máquina de fluxo pode até mesmo falhar. No entanto, pode-se utilizar modelos 

mais simples (modelos de perdas de energia, de escoamento, etc.), no início (ou em determi-
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nados) de uma otimização por passos. Portanto, metodologias intermediárias de projeto e de 

baixo custo computacional podem ser úteis para as etapas iniciais de projeto de qualquer má-

quina de fluxo. Essas metodologias consistem no que se chama de otimização conceitual 

“conceptual”, sendo o resultado um pré-projeto, fornecendo uma geometria básica, mas sufi-

cientemente representativa dos principais parâmetros geométricos de projeto dos diversos 

componentes hidromecânicos da máquina de fluxo. Neste trabalho, uma metodologia concep-

tual é desenvolvida para bombas-turbina radiais.  

1.1 CONSIDERAÇÕES SOBRE BOMBAS-TURBINAS 

 A busca por novas formas de energias limpas e renováveis tem tomado destaque nos 

últimos anos, devido a preocupações com as mudanças climáticas e a escassez de algumas 

formas de energias não-renováveis como o petróleo. Uma forma de energia limpa para peque-

nos aproveitamentos hidráulicos (microcentrais hidrelétricas) é a utilização de bombas hidráu-

licas funcionando como turbinas. Desde a década de 60, diversos trabalhos têm sido publica-

dos como, por exemplo, os estudos realizados por Kittredge (1961) e Viana (1987), onde o 

baixo custo dessas máquinas é mais importante do que altas eficiências. Recentemente, Kshir-

sagar e Rawal (2007) aplicaram técnicas de dinâmica dos fluidos computacional (CFD) em 

uma bomba funcionando como turbina, a fim de fazer uma investigação de vários parâmetros, 

que não podem ser facilmente medidos de forma experimental, como as diversas perdas inter-

nas e o padrão de escoamento nas máquinas de fluxo. 

 A crescente preocupação com o suprimento de energia no mundo, e conservação das 

alternativas de geração de energia disponíveis, reforça o estudo dos processos utilizados na 

conversão energética das fontes alternativas, como a solar, a eólica, a de biomassa e a hidrelé-

trica, de modo a aproveitar ao máximo suas potencialidades. Assim, destaca-se a importância 

sempre crescente das bombas-turbinas (centrais hidráulicas reversíveis) na moderna e mundial 

produção de energia. Desde longa data, existem diversas pesquisas visando a desenvolver e 

aprimorar as máquinas de fluxo reversíveis. Essas máquinas podem trabalhar ora como bomba 

ora como turbina, simplificando de maneira vantajosa as centrais hidrelétricas reversíveis. 

 A Figura 1.1 apresenta um esquema da unidade número 1 da Usina Elevatória de Trai-

ção - São Paulo – SP (terceira bomba-turbina instalada no mundo), que foi inaugurada em 

1940, mostrando o pioneirismo brasileiro na utilização deste tipo de máquina, (Rheingans, 
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1966). A usina possui quatro unidades reversíveis, dotadas de rotores tipo Kaplan de eixo 

vertical, interligados por máquinas elétricas síncronas. A Usina Elevatória de Traição tem 

como objetivo reverter o curso das águas dos rios Tietê e Pinheiros, para serem encaminhadas 

à Usina Elevatória de Pedreira e depois ao Reservatório Billings. 
 

 

 

M-G 

RS 

RI 

MFR 

Figura 1.1   Esquema geral da Usina Elevatória de Traição (Brasil), Rheingans (1966). 
 

 

 Outro trabalho pioneiro foi o de Souza (1972), que obteve as características hidrodinâ-

micas de uma bomba-turbina de isosentido de rotação e de escoamento. O mesmo sentido de 

rotação e de escoamento foi possível pela mudança do sentido de escoamento realizado fora 

da máquina. 

 As centrais reversíveis são consideradas como o principal meio de conversão de energia 

de base em energia de pico. As centrais reversíveis podem ser de dois tipos principais: o con-

junto ternário que é formado por três máquinas separadas, sendo uma geradora (bomba), uma 
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motora (turbina) e o motor-gerador, e o conjunto binário que é formado por duas máquinas, 

uma reversível (bomba-turbina) e o motor-gerador. 

 O problema da reversibilidade não diz respeito somente à própria máquina de fluxo, 

mas também a todos os equipamentos, aparelhos e máquinas que intervêm diretamente na 

instalação, tais como: motor-gerador, válvulas, etc. Neste trabalho, é analisada apenas a má-

quina de fluxo. Alguns sistemas usuais para centrais reversíveis podem ser encontrados, por 

exemplo, na publicação VOITH (1971), onde são mostrados os tipos de acoplamentos, os 

mais variados esquemas de instalações, os tempos de manobras para troca de um modo de 

operação para o outro, etc.  

1.2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 Existem poucas publicações a respeito de bomba-turbina que englobem todos os assun-

tos pertinentes às suas características hidrodinâmicas, no entanto, destacam-se alguns traba-

lhos que são descritos a seguir.  

 Stelzer e Walters (1977), num trabalho bastante completo, reuniram um grande número 

de informações de dados experimentais onde podem ser encontradas as tendências de projetos 

obtidas das maiores bombas-turbinas instaladas até então, mostrando as diversas característi-

cas de operação, eficiências hidráulicas, diâmetros (externos do rotor) e critérios de seleção de 

uma unidade. 

 Warnick (1984) e Raabe (1985) fornecem algumas diretrizes e recomendações para o 

projeto de bomba-turbina, baseadas em dados experimentais. Raabe (1985) também apresenta 

um estudo analítico sobre o diâmetro externo ótimo de rotores de bomba-turbina, a fim de 

reduzir os custos com escavações. 

 No contexto da metodologia conceptual e fazendo o uso de predição das características 

hidrodinâmicas de bombas hidráulicas de fluxo diagonal, Yoon et al. (1998) destacam a im-

portância de tal metodologia para a fase inicial do projeto, pelo fato de ser uma análise de 

precisão razoável, simples e rápida, mesmo a geometria da máquina de fluxo não estando 

completamente determinada. 

 Nos trabalhos de Ida e Kubota (1980) e Ueda et al. (1980), foram realizadas predições 

teóricas das características hidrodinâmicas de uma bomba-turbina radial de rotação específica 
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igual a 90 (nqA = 90), para altura de queda bruta entre 500 e 600 metros. Esses trabalhos servi-

ram de base para a realização desta dissertação.  

 Ao longo dos capítulos subseqüentes, são mencionadas diversas referências sobre má-

quinas de fluxo, especificamente sobre as características hidrodinâmicas de turbinas e bombas 

hidráulicas. Do mesmo modo, são apresentadas várias referências sobre técnicas de otimiza-

ção, particularmente sobre as duas técnicas utilizadas no presente trabalho para otimizar as 

funções-objetivo, tanto para uma análise mono-objetivo quanto para uma análise multi-

objetivos. Essas duas técnicas de otimização, uma local e a outra global, são, respectivamente, 

a programação quadrática seqüencial, SQP - Sequential Quadratic Programm e os algoritmos 

genéticos GA - Genetic algorithms e NSGA-II, Non-Dominated Sorting Genetic algorithms.   

 A escolha pelo SQP foi devido ao fato de ser uma técnica já utilizada com sucesso em 

diversas áreas e, em particular, na otimização conceptual de turbinas hidráulicas axiais (Albu-

querque, 2006) e compressores axiais de múltiplos estágios (Sousa Júnior, 2007). 

 A escolha dos algoritmos evolucionários (EA–Evolutionary Algorithms), como o GA 

foi devido ao fato de serem as técnicas mais apropriadas (independem do tipo de problema de 

otimização) para resolução de problemas mono-objetivo e multi-objetivos, por manterem um 

conjunto de candidatos em paralelo (Khatib e Fleming, 1997). São inúmeras as aplicações dos 

algoritmos evolucionários nos mais variados ramos da engenharia. Uma aplicação semelhante 

à empregada neste trabalho, no entanto, com mais variáveis de projeto (11 no total), é a do 

trabalho de Oyama e Liou (2001), que aplicaram algoritmos evolucionários no projeto otimi-

zado de bombas centrífugas para foguetes. Um outro trabalho é o de Özdemir (2005), que 

aplicou o algoritmo simulated anneling juntamente com uma metodologia conceptual no pro-

jeto otimizado de aeronaves por controle remoto para irrigação de plantações agrícolas, numa 

configuração mono-objetivo e multi-objetivos.   

1.3 MOTIVAÇÃO DO TRABALHO 

 A motivação para a realização do presente trabalho decorre principalmente de três as-

pectos: 1) a necessidade de um melhor aproveitamento dos recursos hídricos sem a necessida-

de de desvio de rios, ou seja, pela utilização de um declive, é construído um reservatório supe-

rior e um reservatório inferior, que também podem ser reservatórios naturais, para a acumula-

ção de energia hidráulica; 2) a melhor eficiência energética, ou seja, a energia elétrica é gera-
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da em momentos de maior consumo de energia (funcionamento como turbina) e é consumida 

em momentos de menor consumo de energia (funcionamento como bomba); 3) Embora uma 

central de acumulação possa ser construída com máquinas distintas (bombas separadamente 

das turbinas), as máquinas reversíveis (bombas-turbinas) têm a vantagem de serem economi-

camente mais viáveis, devido à necessidade de um menor espaço com relação a uma máquina 

de mesma rotação específica para a formação de um conjunto ternário.  

 Dessa forma, a principal motivação para a realização deste trabalho advém primordial-

mente do terceiro aspecto descrito acima, ou seja, uma única máquina que funciona ora como 

turbina ora como bomba, com geometrias e escoamentos complexos e distintos para cada mo-

dalidade de operação (turbina e bomba). Assim, é feito uma formulação do problema de oti-

mização em duas fases, a primeira em mono-objetivo e a segunda em multi-objetivos.           

1.4 OBJETIVOS DO TRABALHO 

 O objetivo principal do presente trabalho é desenvolver uma metodologia computacio-

nal de baixo custo para o projeto otimizado de bomba-turbina radial utilizando técnica de oti-

mização. A metodologia apresentada busca geometrias básicas da bomba-turbina que maxi-

mizam os valores do rendimento total tanto para o modo de operação como turbina como para 

bomba. As cinco variáveis de projeto que maximizam o rendimento total da bomba-turbina 

são: ângulos de entrada e saída das palhetas fixas do pré-distribuidor, ângulo de montagem 

das palhetas diretrizes do distribuidor, e ângulos de entrada e saída das pás do rotor. 

 Outros objetivos decorrentes do objetivo principal são: 

 1) apresentar duas técnicas de otimização, sendo uma baseada no gradiente, que busca 

por mínimos locais, e a outra baseada em dois algoritmos populacionais, ambos buscam por 

mínimos globais. 

 2) apresentar diversas correlações de perdas de energia para uma ampla faixa de rota-

ções específicas no campo de turbinas e bombas radiais. Para alguns tipos de perdas, são apre-

sentadas mais de uma correlação, de modo que elas possam ser testadas em trabalhos futuros. 

 3) obter resultados numéricos para as cinco variáveis de projeto e comparar esses resul-

tados com a geometria do modelo reduzido de uma bomba-turbina de nqA = 90. 

 4) obter resultados numéricos referentes às principais características hidrodinâmicas da 

bomba-turbina para os modos de operação como turbina e como bomba e comparar esses re-
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sultados com aqueles obtidos de ensaios do modelo reduzido de uma bomba-turbina de nqA = 

90. 

 5) apresentar algumas sugestões para trabalhos futuros decorrentes do presente trabalho. 

1.5 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO 

 Na seqüência do trabalho, o Capítulo 2 apresenta a formulação do problema de otimiza-

ção. Primeiramente, é apresentada uma formulação geral e, em seguida, uma formulação utili-

zando programação quadrática seqüencial e, a outra, utilizando algoritmos genéticos. 

 O Capítulo 3 apresenta uma descrição sucinta das diversas perdas, trabalhos específicos 

(alturas de energia), potências e rendimentos. Neste capítulo, são fornecidas as correlações 

empíricas e semi-empíricas de perdas utilizadas neste trabalho para os ambos os modos de 

operação. 

 O Capítulo 4, apresenta uma descrição sucinta de alguns métodos de otimização, parti-

cularmente aqueles empregados neste trabalho. Também, são descritas as principais caracte-

rísticas dos algoritmos baseados na programação quadrática seqüencial e dos algoritmos gené-

ticos. 

 O Capítulo 5 apresenta algumas características da otimização multi-objetivos, mais es-

pecificamente com relação à formação da frente de Pareto. 

 O Capítulo 6 descreve a metodologia para a obtenção do solver bomba e do solver tur-

bina, apresentando a seqüência de cálculo para a obtenção dos rendimentos totais, que são as 

funções-objetivo. 

 O Capítulo 7 apresenta os diversos resultados obtidos através das técnicas de otimização 

empregadas, tanto para a geometria da bomba-turbina como para as suas principais caracterís-

ticas hidrodinâmicas. 

 O Capítulo 8 apresenta as principais conclusões e algumas sugestões para trabalhos fu-

turos decorrentes do presente trabalho. 

 Por fim, são apresentados alguns apêndices que complementam os assuntos abordados 

no diversos capítulos deste trabalho. 



Capítulo 2 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO 

 Em problemas de otimização, existem inúmeras situações nas quais o projetista necessi-

ta minimizar ou maximizar mais de uma função-objetivo simultaneamente. Essas funções, em 

geral, podem estar em conflito umas com as outras. Problemas como esses são formulados 

como otimização multi-objetivos, também chamados de multi-critérios.   

 Neste capítulo, define-se o problema de otimização (conceptual) no projeto de bomba-

turbina de baixa rotação específica. O problema consiste na maximização do rendimento total 

como turbina Tη  (minimização de - Tη ) e também na maximização do rendimento total como 

bomba Bη  (minimização de - Bη ). Dadas algumas grandezas geométricas pré-estabelecidas e 

também os dados referentes ao par vazão-rotação da bomba-turbina, busca-se as cinco variá-

veis, Figura 2.1, de projeto ótimas: a) os ângulos de entrada e saída das pás do rotor, b) o ân-

gulo de montagem das palhetas diretrizes do distribuidor e c) os ângulos de entrada e saída 

das palhetas fixas do pré-distribuidor.  

 A altura de queda líquida (para o modo de operação como turbina) e altura efetiva de 

elevação (para o modo de operação como bomba), resultante da geometria otimizada, devem 

permanecer entre limites inferiores e superiores, bem como os respectivos rendimentos hi-

dráulicos, juntos formam as restrições não-lineares do problema. A definição para o espaço 

das variáveis de projeto (região viável, S, ou da região de busca) é feita por meio das restri-

ções laterais para as variáveis de projeto.  
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Figura 2.1   Representação parcial da seção transversal do rotor, distribuidor e pré-distribuidor com 

 as variáveis de projeto para (a) modo turbina e (b) modo bomba. 

2.1 FORMULAÇÃO GERAL 

 
 A formulação geral para um problema de otimização multi-objetivos com m-funções 

possui a forma dada na Equação (2.1). 
 

 

1 2

inf sup

minimizar [ ( ), ( ), , ( )]
sujeito a ( ) 0, 1, ,

( ) 0, 1, ,

1, ,

≤ =

= =

≤ ≤ =

…
…
…

…

m

j

k

i i i

f f f
g j J

h k K

x x x i n

x x x
x

x
 (2.1)  

 

Em (2.1), x representa o vetor n-dimensional para variáveis de decisão (ou de projeto), 
T

1 2[ , , , ]= … nx x xx . A região S é definida pelos limites inferiores e superiores, inf supej jx x , que 

delimitam cada variável de decisão do vetor x, { }inf sup , 1, ,= ∈ℜ ≤ ≤ = …n
i i iS x x x ix  : n .               

 O problema de otimização de bomba-turbina tratado neste trabalho é definido pela ma-

ximização do rendimento total tanto da turbina como da bomba. Assim, a formulação para o 

problema multi-objetivos de minimização não-linear, utilizando a ponderação por pesos, com 

restrições não-lineares de desigualdade, é representada pela Equação (2.2). 

 Em (2.2), 1 T( ) ( )=−f ηx x  é a primeira função-objetivo, sendo Tη  o rendimento total da 

turbina, e 2 B( ) ( )=−f ηx x  a segunda função-objetivo, sendo Bη  o rendimento total da bomba.  
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1 1 2 2

inf sup

minimizar ( ) = ( ) ( )
sujeito a ( ) 0, 1, ,

1, ,

+
≤ =

≤ ≤ =

…

…
j

i i i

f w f w f
g j m

x x x i n

x x
x

x

m

 (2.2) 

 

 As m funções de restrição, são dadas por ( ), 1, , .jg j =x …  A variação dos pesos, w1 e 

w2, se deu como descrito na Tabela 7.10. 

2.2 FORMULAÇÃO UTILIZANDO PROGRAMAÇÃO QUADRÁTICA 
SEQÜENCIAL  

 
 Fazendo-se uso da programação quadrática seqüencial (SQP – Sequential Quadratic 

Programming), através da chamada da função fmincon do MatLab® (versão 7.4), o solver 

faz uso da seguinte formulação para as restrições não-lineares, Equação (2.3), a fim de encon-

trar o vetor solução ∗x  do problema (solução ótima). 

 

T

T

1 inf T

2 T s

( ) ( )

e

( ) ( )

= −

= −

x x

x x

g H H

g H H up

 (2.3) 

 

 Em (2.3),  é a altura de queda líquida e  e  são os limites inferior e 

superior de modo que ≤ ≤ . 

T ( )H x
TinfH

TsupH

TinfH T ( )H x
TsupH

 De modo semelhante para o modo bomba,  é a altura efetiva de elevação e 

e  são os limites inferior e superior de modo que  ≤ ≤ .  

B ( )H x

BinfH
BsupH

BinfH B ( )H x
BsupH

 De forma similar, as restrições para os rendimentos hidráulicos, tanto para o modo tur-

bina como para o modo bomba, são dados por 
infThη ≤

T
( )hη x ≤ 

supT
hη  e 

infBhη ≤
B
( )hη x ≤ 

supB
hη .   

 Essa solução, obtida pelo método baseado no gradiente, é uma solução ótima local, que 

pode ser uma solução ótima global dependendo do ponto de partida para a otimização.  
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 Sempre que possível é recomendado utilizar mais de uma técnica de otimização a fim de 

verificar se as soluções obtidas estão convergindo para valores coerentes em relação ao resul-

tado da otimização (Arora, 2004). A função-objetivo do problema a otimizar, no caso do uso 

do SQP, para uma faixa viável das variáveis de projeto deve ser diferenciável. 

2.3 FORMULAÇÃO UTILIZANDO ALGORITMOS GENÉTICOS 

 Fazendo-se uso dos algoritmos genéticos (algoritmos de otimização global), através da 

chamada da função ga do MatLab® (versão 7.4) e da função gamultiobj do MatLab® 

(versão 7.6), o solver faz uso da seguinte formulação para as restrições não-lineares, Equação 

(2.4), para o modo turbina e considerando apenas a altura de queda líquida, , a fim de en-

contrar o vetor solução  do problema (solução ótima).  

TH

∗x

 A formulação das restrições não-lineares se dá pelo método de penalização (penalização 

quadrática), onde é penalizada a função-objetivo.  
 

 

TsupH H H  (2.4) 
T T

T

T T

2
T T inf T T inf

1 T inf T

2
T T T sup T sup

( ) ( ( )) , ( )

( ) ( ), ( )

( ) ( ( ) ) , ( )

⎧− + − <
⎪⎪= − ≤ ≤⎨
⎪
− + − >⎪⎩

M H H H H

f

M H H H H

η

η

η

x x x

x x x

x x x

 

Em (2.4), TM  é o fator de penalização para a altura de queda líquida que deve ser um número 

positivo e escolhido previamente através de testes. É necessário realizar alguns testes para 

escolher o melhor valor possível para o fator de penalização afim de que este não conduza o 

processo de otimização em direção apenas à minimização da penalidade. 

 De modo análogo para o modo bomba e considerando apenas a altura efetiva de eleva-

ção, ,  BH

 

  (2.5) 
B B

B

B B

2
B B inf B B inf

2 B inf B

2
B B B sup B sup

( ) ( ( )) , ( )

( ) ( ), ( )

( ) ( ( ) ) , ( )

⎧− + − <
⎪⎪= − ≤ ≤⎨
⎪
− + − >⎪⎩

M H H H H

f

M H H H H

η

η

η

x x x

x x x

x x x
BsupH H H

 
Em (2.5), BM  é o fator de penalização para a altura efetiva de elevação. 
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 Além da penalização na altura de queda líquida e na altura efetiva de elevação, deve ser 

considerada a penalização no rendimento hidráulico tanto para o modo turbina, 
Thη , como 

para o modo bomba, 
Bhη . Dessa forma, as Equações (2.4) e (2.5) são acrescidas dessa condi-

ção, com mais dois fatores de penalização para os respectivos rendimentos hidráulicos. Entre-

tanto, o método de penalização pode causar sérios problemas de instabilidade no processo de 

convergência quando o número de restrições começa a crescer, podendo até mesmo falhar o 

processo de otimização. 

 



Capítulo 3 

MÉTODOS DE OTIMIZAÇÃO 

 Ótimo poder ser definida como a ciência que determina a melhor solução possível de 

um problema, geralmente físico, que possui uma formulação matemática. Para se chegar a 

essa solução, que pode ser a minimização de um dado percurso de transporte, redução de cus-

tos de um processo de manufatura, maximização da produção de um dado produto, etc., ne-

cessita-se de um estudo do critério das condições ótimas para o problema, da determinação do 

algoritmo a utilizar (método de solução) e do estudo da estrutura de tais métodos, Fletcher 

(1981). Neste capítulo, são apresentados os dois métodos de otimização utilizados neste traba-

lho, o primeiro é o Algoritmo de Programação Quadrática Seqüencial (SQP - Sequential Qua-

dratic Programming) e o segundo o Algoritmo Genético (GA – Genetic Algorithm).  

3.1 INTRODUÇÃO 

 O problema de otimização pode ser classificado de acordo com Sarker e Newton (2008), 

como mostrado na Figura 3.1. A classificação do problema de otimização neste trabalho, ma-

ximização dos rendimentos como bomba e como turbina, é claramente identificada como: 1) 

multi-objetivos, 2) problema com restrições não-lineares, 3) variáveis de projeto contínuas 

(reais), as variáveis de projeto são umas dependentes das outras, sendo, portanto, um proble-
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ma sem graus de liberdade (sem variáveis independentes),  4) funções não-lineares e diferen-

ciáveis.   

 
 

Nível 
1  Problema Geral de Otimização 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Único Objetivo Multi-Objetivos 

Sem restrições Com restrições 

Inteira / Real Mista 

Nível 
2 

Nível 
3 

Nível 
4 

Nível 
5 

 O nível 1,

nível 2 à classif

nível 3 à classif

variáveis utiliza

deradas import

inicial, que pod

dal e Wright, 1

problema, por 

difícil de ser res

 Com relaç

um máximo loc

local, de f(x) se
Contínua / discreta 
 

 

 

 

 
 

Linear 
ou 

Não-Linear 

Convexa 
ou 

Não-Convexa 

Diferenciável  
ou 

Não-Diferenciável 

 

Figura 3.1   Classificação do problema de otimização. 

 

 indicado na Figura 3.1, refere-se à identificação do problema de otimização, o 

icação do(s) objetivo(s) e o tipo de objetivo (maximização ou minimização), o 

icação do problema quanto às restrições, o nível 4 refere-se à classificação das 

das e o nível 5 à classificação da função-objetivo. As etapas acima são consi-

antes para uma modelagem apropriada do problema de otimização, o passo 

e ser considerado o mais importante passo no processo de otimização (Noce-

999). Uma modelagem muito simples pode não dar uma total percepção do 

outro lado, uma modelagem muito complexa pode tornar o problema muito 

olvido. 

ão aos extremos de uma função, este pode ser um mínimo local (ou global) ou 

al (ou global). Um ponto ∗ ∈ Sx  é um mínimo local, ou uma solução ótima 

 existe uma vizinhança de ∗x contida em S, tal que, para todo x pertencente a 
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esta vizinhança tenha f(x) ≥ f( ). Do mesmo modo ∗x ∗ ∈ Sx  será um mínimo global, ou uma 

solução ótima global, para todo x pertencente a S, f(x) ≥ f( ∗x ). Um ponto  é um máximo 

local, ou uma solução ótima local, de f(x) se existe uma vizinhança de  contida em S, tal 

que para todo x pertencente a esta vizinhança tenha f(x) 

S∗ ∈x

∗x

≤  f( ∗x ), no entanto,  será um 

ótimo global, ou uma solução global, se para todo x pertencente a S, f(x)  f( ), (Nocedal e 

Wright 1999). 

S∗ ∈x

≤ ∗x

 Quando se conhece o comportamento da função-objetivo e das restrições do problema, 

pode-se iniciar a otimização local por um ponto que já se sabe estar próximo da solução do 

problema. Assim pode-se de modo mais efetivo procurar por um ótimo global a partir de óti-

mos locais. Em outras situações o interesse é investigar o comportamento em torno de um 

ótimo local, buscando uma solução que combine uma menor variabilidade em sua vizinhança. 

Tal situação aplica-se a variáveis que apresentem valores médios e distribuições de probabili-

dade. Esses aspectos são tratados no contexto da otimização robusta. 

 Um dos problemas de otimização das máquinas de fluxo hidráulicas é caracterizado pela 

maximização do seu rendimento. Investigações preliminares no problema de bomba-turbina 

mostraram que mesmos pontos de partidas ligeiramente diferentes podem levar a soluções 

distintas, ou seja, existem diversos ótimos locais, sendo, portanto, a função-objetivo uma fun-

ção multimodal. 

 Como ilustração de uma função multimodal, pode-se tomar a função de duas variáveis 
2 220 10[cos (2π ) cos (2π )]= + + − +f x y x y , representada graficamente na Figura 3.2, retira-

da do ToolboxTM de otimização do MatLab® (versão 7.4), que apresenta vários mínimos lo-

cais, sendo que o mínimo global se localiza no par (0,0). O algoritmo de busca local escolhido 

é a função fmincon do ToolboxTM de otimização do MatLab® (versão 7.4), que consiste em 

uma programação quadrática seqüencial com restrições, usando-se busca em linha (através da 

solução de um problema quadrático), calculando-se as derivadas direcionais por diferenças 

finitas e aproximando a matriz Hessiana pela fórmula de BFGS (Antoniou e Lu, 2007). Este 

algoritmo, baseado no gradiente, é fortemente dependente da estimativa inicial. Portanto, de-

ve-se conhecer de antemão uma faixa de valores possíveis para as restrições laterais das vari-

áveis de projeto, que satisfaçam o problema, pois, a solução encontrada para o problema pode 

não ser o ótimo global. 

 Em contra partida, existem outros algoritmos que, partindo de uma estimativa qualquer 

do espaço de busca, conseguem obter uma solução ótima global. O algoritmo de busca global 
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usado neste trabalho é o Algoritmo Genético, cuja função é a função ga do ToolboxTM de o-

timização do MatLab® (versão 7.4). São algoritmos baseados na teoria da evolução natural, 

mecanismos de busca adaptativos, que operam com populações de indivíduos representados 

por cromossomos, os quais durante o processo de evolução são submetidos ao procedimento 

de seleção, reprodução e mutação.      
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Figura 3.2   Representação de uma função multimodal e suas curvas de nível.  

 

 Muitos problemas reais em engenharia, necessitam de mais de um objetivo a ser mini-

mizados e ou maximizado simultaneamente e em geral conflitantes, ou seja, quando se melho-

ra algum(uns) objetivo(s) automaticamente resultará em uma degradação do(s) outro(s). Os 

problemas práticos de engenharia, apresentando mais de um objetivo, são tratados como pro-

blemas multi-objetivos ou multi-critérios. 

 Um exemplo, seria a compra de um computador com base em dois critérios, a saber, o 

preço e o desempenho da máquina. A aquisição ótima é aquela que combina custo mínimo e 

desempenho máximo do equipamento. Estes dois objetivos são conflitantes, na pratica não 

existe tal máquina que combine baixo custo com desempenho alto.  O conjunto solução de um 

problema multi-objetivos, (Fonseca e Fleming, 1993), não é apenas um ponto (um vetor solu-

ção), mas sim um conjunto de pontos (família de vetores), sendo esse conjunto conhecido 

como conjunto ótimo de Pareto. Todas as soluções pertencentes a esta superfície de soluções 

são soluções ótimas. Novamente para se escolher a solução final é preciso saber que na me-

lhoria de um objetivo resultará na degradação do outro objetivo.  
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 Para o caso de um problema geral de otimização, tem-se o conjunto de soluções inferio-

res, superiores e o conjunto de soluções não-inferiores. Considerando o caso de minimização, 

um vetor solução  é dito ser uma solução inferior em relação ao vetor solução 

, se v é parcialmente menor do que u, 

1( , , )… nu uu=

1( , , )… nv vv = 1, , , e =1, , :∀ = ≤ ∃… …i i i ii n v u i n v <u

n

n

n

, 

ou seja, existe pelo menos um indivíduo em v, classificado, que é menor do que qualquer in-

divíduo em u.  De modo similar, um vetor  é dito ser uma solução superior em 

relação à  se todo v é inferior a u. Finalmente, as soluções  e 

 são ditas não-inferiores uma em relação à outra, conjunto ótimo de Pareto, se v 

é nem inferior e nem superior a u, Fonseca e Fleming (1993). Encontrar o conjunto ótimo de 

Pareto é uma tarefa da otimização multi-objetivos. Dentre as soluções possíveis, o projetista 

deve escolher “Decision Maker, DM” a melhor solução que atenda suas necessidades de pro-

jeto, baseado em alguns critérios de escolha pré-estabelecidos.       

1( , , )…u uu=

1( , , )…v vv = 1( , , )… nu uu=

1( , , )…v vv =

3.2 PROGRAMAÇÃO QUADRÁTICA SEQÜENCIAL  

 Em problemas de programação não-linear com restrições não-lineares, o método de o-

timização mais difundido na busca por mínimos locais é o SQP, que foi sugerido inicialmente 

por Wilson, em 1963. Este método aplicado ao problema de otimização em máquinas de fluxo 

hidráulica, como comentado no Capítulo 2, é fortemente dependente do ponto de partida, e só 

possui 100% de garantia de convergência se a função for contínua e possuir apenas um míni-

mo, o que não é o caso de algumas características hidrodinâmicas de turbomáquinas hidráuli-

cas, como rendimentos e alturas de energia, uma vez que são funções não-lineares e multimo-

dais (provavelmente nem convexa e nem côncava). 

 No contexto da otimização restrita, a idéia principal do SQP é de obter uma direção de 

busca resolvendo-se um subproblema quadrático, com função-objetivo quadrática e restrições 

lineares, constituindo uma generalização dos métodos quase-Newton para minimização irres-

trita. Em outras palavras, o objetivo geral em relação a um problema de otimização com res-

trição, é transformá-lo em um outro subproblema mais fácil, que pode ser resolvido usando as 

bases de um processo iterativo e sem restrição (Antoniou e Lu, 2007). Considerando um pro-

blema de otimização com funções-objetivo e de restrição como funções convexas, as condi-
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ções de Karush-Kunh-Tucker (KKT) são necessárias e suficientes para uma solução global do 

problema. As equações de KKT formam a base de muitos algoritmos de programação não-

linear. Estes algoritmos tentam calcular os multiplicadores de Lagrange diretamente. Métodos 

quase-Newton garantem a convergência acumulando informações de segunda ordem, conside-

rando as equações de KKT e com um procedimento tipo Newton de atualização da matriz 

Hessiana.  O SQP é considerado o melhor método de otimização em programação não-linear,  

quando há convergência (Rao, 1996). A cada iteração uma aproximação é feita para a matriz 

Hessiana, da função do lagrangiano, usando uma atualização pelo método quase-Newton, isto 

é usado para gerar, em seguida, um subproblema quadrático do qual se obtém uma nova dire-

ção de busca. Considerando novamente a formulação geral de um problema de minimização 

como 
 

 

inf sup

minimizar ( )
sujeito a ( ) 0, 1, ,

( ) 0, 1, ,

1, , ,

≤ =

= =

≤ ≤ =

…
…

…

j

k

i i i

f
g j J

h k K

x x x i n

x
x

x
  (3.1) 

 

onde x é o vetor n-dimensional para variáveis de decisão (ou de projeto), T
1 2[ , , , ]= … nx x xx , 

a região S é definida pelos limites inferiores e superiores, inf supej jx x  respectivamente, que 

delimita cada variável de decisão de x, { }inf sup , 1, ,= ∈ℜ ≤ ≤ = …n
i i iS x x x ix  : n .  

 A implementação SQP consiste de três estágios principais: 1) atualização da matriz Hes-

siana, 2) solução do problema quadrático e nova direção de busca e 3) função de mérito.  

 A cada iteração uma positiva e definida aproximação da Hessiana, da função do lagran-

giano, é realizada por meio do método BFGS Equação (3.3). A função do lagrangiano é dada 

por 
 

 , (3.2) 
1

( , ) ( ) ( ) ( )
=

= +∑
m

i i
i

L x f x g xλ λ

 

onde λ são os multiplicadores de Lagrange e g as restrições.  

 A matriz Hessiana, H, é representada por 
 

 1+ = + −
T T T

k k k k k k
k k T T

k k k k k

q q H s s HH H
q s s H s

, (3.3) 
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onde ,  é dado pela diferença 1 1
1

( ) ( ) [ ( ) ( )]+ +
=

⎛ ⎞
= ∇ −∇ + ∇ −∇⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

m

k k k i i k i k
i

q f x f x g x g xλ ks

1+ −k kx x , , e k+1 representa a iteração atual e k a iteração anterior. A 

matriz Hessiana será positiva e definida mantendo o produto  positivo a cada iteração. 

Quando o produto não for positivo,  é modificado elemento a elemento de modo a contri-

buir para que se tenha . A cada iteração do método SQP um subproblema quadrático 

é resolvido usando-se uma aproximação quadrática do lagrangiano da função-objetivo e linea-

rização das restrições, dado pela seguinte formulação 

2( ) ( ) /= ∂ ∂ ∂iH x f x x x j

T
k kq s

kq

0>T
k kq s

 

 

1minimizar ( ) ( )
2

sujeito a ( ) ( ) 0 1, ,

( ) ( ) 0 1, ,

= + ∇

∇ + ≥ =

∇ + = =

…

…

T T
k k

T
j k j k

T
i k i k

r p p H p f x p

g x p g x j J

h x p h x i I

 (3.4) 

 

e 

 − ≤ ≤l k u − kx x p x x . (3.5) 

 

  é uma aproximação positiva semi-definida da matriz Hessiana, e aqui, k representa 

a iteração atual 

kH

l ux e x  representam os vetores contendo os limites inferiores e superiores das 

variáveis, respectivamente. Para uma solução do subproblema anterior, kp , um novo ponto, 

1+kx , deve ser encontrado por meio de uma busca unidirecional, busca em linha (line search), 

 

 1 (0,1)+ = + ∈k k kx x pα α , (3.6) 

 

tal que uma “função de mérito” (merit function) tenha um valor mínimo nesse novo ponto. A 

função de Lagrange aumentada é comumente usada como merit function. Enquanto a otimali-

dade não for obtida, as aproximações  para a matriz Hessiana são atualizadas segundo a 

fórmula de BFGS, Sun e Yuan (2006). Como mencionado anteriormente, o MatLab

kH
®

 dispõe 

da função fmincon em seu ToolboxTM de otimização. O fmincon implementa um método 

SQP na forma descrita acima e foi considerada a função mais conveniente para as buscas lo-

cais para este trabalho. O fmincon busca um mínimo local de uma função escalar de várias 

variáveis, sujeita a restrições, partindo-se de uma estimativa inicial x0. O processo de otimiza-
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ção, Figura 3.3, constitui em: alteração das variáveis de projeto x e envio destas ao programa 

de análise (o solver, Capítulo 3), avalia-se o rendimento alcançado e torna a modificar a geo-

metria, respeitando-se as restrições laterais para as variáveis de projeto e as restrições de desi-

gualdade para a altura de energia e rendimento hidráulico, busca-se uma configuração ótima 

para o problema de otimização de turbomáquinas hidráulicas. 

 

Início da otimização

otimizador (fmincon)

Solução encontrada?

Sim

Não

Projeto otimizado, x*

Fim da otimização

Solver (Função-objetivo, f (x)) 

Restrições não-Lineares (g(x))

x 

x 

− η 

g

 
 

Figura 3.3   Fluxograma do projeto otimizado utilizando SQP-fmincon. 

3.3 ALGORITMO GENÉTICO 

 O algoritmo genético (Genetic Algorithm - GA) foi descrito originalmente por Holland, 

em 1975, com o intuito de reproduzir e estudar o processo adaptativo dos sistemas naturais. É 

um algoritmo probabilístico que fornece um mecanismo de busca paralela, e adaptativo base-

ado no princípio da sobrevivência dos mais aptos e na reprodução (Fonseca e Fleming, 1993). 

Existem muitas variações dos algoritmos genéticos, uma vez que não existe uma definição 

rigorosa para algoritmo genético (Mitchell, 1999). Como exemplo, alguns GA’s podem diferir 

em como os indivíduos serão inseridos na próxima geração, porém, eles estão fundamentados 

em 5 componentes principais, bem como qualquer algoritmo evolucionário, segundo Micha-

lewicz (1996): 
 

1) Representação genética para soluções potenciais do problema (codificação do con-

junto de parâmetros); 
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2) Criação de uma população inicial; 

3) Avaliação da função-objetivo, “fitness” ou “cost”, de modo a classificar os indiví-

duos da população, sendo que esta última denominação está ligada à área econômi-

ca; a segunda denominação deve ser compreendida dentro do contexto dos parâme-

tros genéticos, ou aptidão numa tradução literal; 

4) Aplicação de operadores genéticos durante a reprodução; 

5) Atribuição de valores aos parâmetros genéticos (tamanho da população, probabili-

dades de aplicar operadores genéticos, etc.). 

 

 Os algoritmos genéticos são particularmente aplicados em problemas complexos de 

otimização como: problemas com diversos parâmetros (grande número de variáveis) ou carac-

terísticas que precisam ser combinadas em busca da melhor solução; problemas com muitas 

restrições ou condições que não podem ser representadas matematicamente; e problemas com 

grandes espaços de busca (nem côncavo e nem convexo), com funções descontinuas (não-

diferenciáveis) e altamente não-lineares, e pode ainda ser bem aplicado no uso de computação 

paralela, entre outros. 

 Os algoritmos genéticos trabalham com uma população de indivíduos e, a cada geração, 

estes indivíduos são avaliados pela função-objetivo de modo a concedê-los um “rank”. Por 

meio de regras probabilísticas, seleciona-se os indivíduos mais aptos e fazendo-se uso de ope-

radores genéticos obtém-se uma nova população de indivíduos, dentro do espaço de busca, 

sendo que, depois de varias gerações o algoritmo converge para a melhor solução, que pode 

ser o ótimo global do problema. A representação de cada indivíduo, da população, é feita por 

um cromossomo, que contém os genes, que constituem as variáveis de projeto de um determi-

nado problema de otimização. A representação dos cromossomos pode ser feita por um con-

junto de bit  string (0110; 0011; 1101; …) que codificam as variáveis de projeto, por um con-

junto de números reais (33,2; -12,11; 5.32; ...) ou permutação aleatória de elementos quais-

quer ou elementos que resultem de um programa específico, sendo que, qualquer outra estru-

tura de dados criada pode ser usada para a codificação dos cromossomos, Gen e Cheng 

(2000). 

 Em linhas gerais, os algoritmos genéticos básicos, além da geração da população inicial, 

que pode ser fornecida, tem-se a seqüência da criação de novas populações, consistindo basi-

camente de elitismo (seleção de indivíduos que não sofrerão mudança), cruzamento, também 

conhecido como recombinação, e mutação. Dada a população inicial, cada indivíduo é avalia-
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do pela função-objetivo e posteriormente classificado pelo seu desempenho, ou aptidão (como 

se eles recebessem uma nota), os indivíduos mais aptos possuem maiores chances de se torna-

rem os genitores da futura geração. Usualmente, a classificação dos indivíduos pode ser feita 

atribuindo individualmente a cada um, uma probabilidade de seleção que pode ser linear ou 

exponencial (Fonseca, 1995).  

 Da geração dos indivíduos, o elitismo consiste de passar para a próxima geração, forne-

cida a taxa de elitismo, os indivíduos melhores classificados, sem sofrer nenhuma alteração, 

ou seja, estes indivíduos sobrevivem automaticamente em direção à nova geração. O elitismo 

melhora a convergência do algoritmo evitando que indivíduos mais aptos sejam perdidos ou 

modificados. Existem outros métodos de seleção usados para classificar os indivíduos. Na 

seqüência, é apresentada uma descrição de alguns métodos mais usuais.  

 O método da roleta é o que seleciona os indivíduos em função da sua avaliação pela 

função-objetivo, traduzido numa probabilidade. Quanto maior o desempenho do indivíduo 

pela função-objetivo, maior será a probabilidade de o mesmo ser selecionado para dar origem 

à futura geração. A Figura 3.4 ilustra um exemplo para uma população de 6 indivíduos (a-2,7; 

b-4,5; c-1,1; d-3,2; e-1,3; f-7,3) com os seus respectivos ranks dados pela função-objetivo.              
  

 

 

f  7,3 
a  2,7 

e  1,3 

b  4,5 d  3,2  
 

c  1,1 

Figura 3.4   Probabilidades de seleção dos indivíduos pelo método da roleta (Coley, 1997). 
  

 Pode-se representar a probabilidade por 
1

/
=

== ∑
N

i i
i

ip f f , onde, fi  é assumido positivo e 

N é o tamanho da população de indivíduos, neste caso igual a 6. Assim, para os indivíduos 

acima, tem-se a Tabela 3.1. Porém, nada impede que o indivíduo de menor aptidão, c, seja 

escolhido para servir de base para o processo evolutivo, próxima geração.  

 O método da seleção estocástica é o que calcula diretamente o número esperado, Ei, de 

cópias de um dado cromossomo, ou seja, é o produto do tamanho da população pela aptidão 

relativa dele e posteriormente, desse número, toma-se sua parte inteira apenas, Ii = Int Ei. 
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Tabela 3.1   Aptidão relativa dos indivíduos de uma população.  

Indivíduo  Aptidão Aptidão relativa (%) 
a 2,70 13,43 
b 4,50 22,39 
c 1,10 5,470 
d 3,20 15,92 
e 1,30 6,470 
f 7,30 36,32 

Total 20,1 100,0 
 
 

 

 Fazendo a diferença entre o número esperado e sua parte inteira, tem-se a probabilidade 

desse cromossomo ser copiado novamente, Pi = Ei - Ii. Como exemplo, um cromossomo com  

Ei = 4,75, resulta em Ii = 4, portanto, a probabilidade desse cromossomo ser copiado para ge-

ração seguinte é de 75 %. 

 O método da seleção por torneio é outro método de seleção que se baseia em promover 

um torneio entre um grupo de N (N ≥ 2) indivíduos aleatoriamente tomados da população. 

Assim, o indivíduo com o maior valor de aptidão no grupo é selecionado, enquanto que os 

demais são descartados, Castro (2001).  

 De posse dos indivíduos selecionados, é necessário atribuir novas características a uma 

amostra da população de indivíduos, para que não se tenha uma nova população idêntica a 

anterior, ou seja, é necessário que a população se diversifique e mantenha as características de 

adaptação adquiridas pelas gerações anteriores. Esse objetivo é atingido com auxílio dos se-

guintes operadores genéticos: cruzamento (também conhecido como recombination, ou cros-

sover) e mutação. 

 O cruzamento é a troca de segmentos entre pares de cromossomos selecionados para 

originar novos indivíduos de modo a contribuir na formação da nova geração. Dentre as di-

versas maneiras, as mais empregadas são os cruzamentos em um único ponto, em dois pontos 

ou multipontos e cruzamentos uniformes (Renó, 2007), que não utilizam ponto de troca e sim 

parâmetros globais que determinam quais as probabilidades de cada variável ser herdada de 

cada genitor. Para o caso de cruzamento uniforme, pode-se ter o cruzamento simples, onde é 

gerado um número randômico simples r de uma distribuição matemática uniforme de 1 até m 

e criam-se dois novos indivíduos de acordo com o grau de suas variáveis. Como exemplo, 

para o caso de duas variáveis, xi e yi, pode-se ter os seguintes indivíduos, '
ix  e ' , iy
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 ' ,
,

<⎧
= ⎨ ≥⎩

i
i

i

x se i r
x

y se i r
 (3.7) 

 
e 

 

 ' ,
, .

<⎧
= ⎨ ≥⎩

i
i

i

y se i
y

r
x se i r

 (3.8) 

 

 Ainda, pode-se ter cruzamento aritmético, com r compreendido entre 0 e 1. Tem-se co-

mo indivíduos, '
ix e ,  a combinação linear em função dos genitores, '

iy x e y , ou seja, esses 

indivíduos serão representados com pesos variando entre 0 e 1, como pode ser visto pelas 

equações a seguir, 

 

 ' (1 )= + −ix r x r y  (3.9) 

 

e 
 

 ' (1 ) ,= − +iy r x r y  (3.10) 

 

e o cruzamento heurístico, que também utiliza uma combinação linear dos genitores. É um 

caso semelhante ao anterior, a diferença é que se privilegia o genitor com o melhor fitness, ou 

aptidão dada pela função-objetivo. As Figuras 3.5 e 3.6 ilustram os cruzamentos em um único 

ponto e em dois pontos, para uma codificação binária. 

 

 

 

1 0 1 1 0 1 0 1 000 101 0 0

000 111 0 0 10 01 10 0 1
 

 

Figura 3.5   Exemplo de cruzamento para o caso de um único ponto de troca. 
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1 0 1 1 0 1 0 1 001 101 0 0

001 111 0 0 10 01 10 0 1

 

Figura 3.6   Exemplo de cruzamento para o caso de dois pontos de troca. 

 

 A mutação dos indivíduos é responsável pela introdução e manutenção da diversidade 

genética na população. Constitui numa mudança aleatória de um simples genitor para resultar 

em um novo indivíduo que fará parte da geração seguinte. Dentre os vários tipos de função de 

mutação, uma vez que a função de mutação pode ser até criada pelo próprio usuário, ou seja, 

aperfeiçoada, descreve-se a seguir, de modo simplificado, alguns tipos mais usuais de muta-

ção. 

 Mutação uniforme, sendo aquela que seleciona uma fração dos indivíduos a sofrer a 

mutação, uma porcentagem muito pequena, bem como a porcentagem de mudança das variá-

veis no cromossomo, em geral em torno de 1 %, e a cada um desses indivíduos é repassado 

um número aleatório, responsável pela mudança de algum gene no cromossomo de cada indi-

víduo, tomado de uma faixa de valores uniforme.  

 Mutação gaussiana é aquela em que se escolhe um número aleatório de uma distribuição 

de Gauss com valor médio igual a zero.  

 Mutação não-uniforme é aquela que o número aleatório varia com o a geração durante o 

processo de evolução das gerações, tendendo a zero no final da evolução (Michalewicz, 

1996). A Figura 3.7 ilustra um exemplo de mutação na estrutura de um cromossomo qualquer. 

1 10 0 101 1

 

o 

 

Mutaçã
1 0 1 11 1 01
 

 
Figura 3.7   Exemplo de mutação. 
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 O processo de otimização usando GA consiste da alteração das variáveis de projeto x, e 

envio das mesmas ao programa de análise (o solver, Capítulo 3), avalia-se o rendimento al-

cançado e torna a modificar a geometria, respeitando-se as restrições laterais para as variáveis 

de projeto e as restrições de desigualdade para a altura de energia e rendimento hidráulico. A 

Figura 3.8 apresenta o fluxograma do projeto otimizado em busca de uma configuração ótima. 

 

Início da otimização

População Inicial X

Avaliação da função-objetivo f (x)

Solução encontrada?
Nova 

população X

Sim
Projeto otimizado, x*

Fim da otimização

Não

Início da otimização

População Inicial X

Avaliação da função-objetivo f (x)

Nova 
população X

 
 

Figura 3.8   Fluxograma do projeto otimizado utilizando GA-ga. 

 



Capítulo 4 

OTIMIZAÇÃO MULTI-OBJETIVOS 

 A maioria dos problemas de engenharia são multi-objetivos e, em geral, estes objetivos 

são conflitantes. Cabe ao projetista escolher entre tantas soluções possíveis, ou viáveis, aquela 

que estará de acordo com algum critério estabelecido por ele. Além da otimização de várias 

funções, as restrições também fazem parte da realidade do projetista. Estas restrições também 

podem ser consideradas como um dos objetivos de maior prioridade. Neste capítulo, são apre-

sentadas as técnicas de otimização multi-objetivos comumente utilizadas na resolução de pro-

blemas de engenharia.        

4.1 INTRODUÇÃO 

 A solução de um problema multi-objetivos, em geral, deve atender a Equação (4.1), 

para o caso de minimização de m-funções sujeita a restrições de igualdade, desigualdade e 

faixa para as variáveis de decisão, 
 

 

1 2

inf sup

minimizar [ ( ), ( ), , ( )]
sujeito a ( ) 0, 1, ,

( ) 0, 1, ,

1, , ,

≤ =

= =

≤ ≤ =

…
…
…

…

m

j

k

i i i

f f f
g j J

h k K

x x x i n

x x x
x

x
 (4.1) 
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onde x é o vetor n-dimensional para variáveis de decisão (ou de projeto), T
1 2[ , , , ]= … nx x xx . 

A região S é definida pelos limites inferiores e superiores, inf supej jx x , que delimita cada vari-

ável de decisão de x, { }inf sup , 1, ,= ∈ℜ ≤ ≤ = …n
i i iS x x x ix  : n . Não  necessariamente, busca-se a 

minimização de todas as funções. Dependendo do problema, pode-se minimizar uma dada 

função ao mesmo tempo em que se deseja maximizar outra(s) função(ões). 

 A tomada de decisão por um projeto não é uma tarefa fácil. Essa tomada de decisão 

torna-se mais complexa não só com o aumento das variáveis mas também com o número de 

objetivos e, principalmente, na presença de restrições. De modo geral, pode-se estar diante de 

três tipos básicos de escolha (decisão) para um dado projeto, mostradas de forma ilustrativa na 

Figura 4.1: a primeira, Figura 4.1 (a), existe apenas um caminho a seguir, isto é, não existem 

outras opções; a segunda, Figura 4.1 (b), a escolha por um dado projeto pode ser feita entre 

várias opções e, a terceira, Figura 4.1 (c), a escolha estruturada, onde há uma escolha interli-

gada (dependente). Obviamente, essas escolhas dependem do tipo de problema e do contexto 

que o mesmo se encontra. O caso comumente encontrado em engenharia é a terceira.  

 

(a) (b) (c)

 
Figura 4.1   Tipos de decisões existentes (Hatamura, 2006). 

 

 

 Geralmente, os problemas multi-objetivos podem ser auxiliados por quatro diferentes 

modos de decisão sobre os objetivos, que basicamente diferem no momento em que se opta 

por privilegiar um objetivo específico. O primeiro modo é o de não se privilegiar nenhum 

objetivo, ou seja, nunca será fornecida qualquer informação que dê preferência por um objeti-

vo. O segundo modo é quando se prioriza antes da busca (processo de otimização) um dado 

objetivo como, por exemplo, atribuição de um peso maior. O terceiro modo é um modo pro-

gressivo, ou seja, antes da busca, privilegia-se um objetivo e ao mesmo tempo em que se tem 

o processo de otimização é fornecida alguma informação adicional, privilegiando diferentes 

objetivos, para que o processo de otimização continue (processo iterativo). O quarto modo é a 
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escolha que se faz após o término da otimização, ou seja, primeiramente, tem-se o processo de 

otimização e após o término da otimização a decisão (Coello et al., 2007). Este último modo 

deverá atender algum compromisso (critério de escolha). De posse do conjunto ótimo (ótimo 

de Pareto ou frente de Pareto) e com base no critério de escolha, obtém-se o projeto ótimo. 

 O número de publicações sobre algoritmos evolucionários nos últimos dez anos tem 

sido muito grande. A Figura 4.2, segundo Coello et al. (2007), ilustra a crescente fase de publi-

cações até os primeiros meses de 2007 sobre otimização usando algoritmos evolucionários. 

Dos algoritmos evolucionários, os algoritmos genéticos são muito apropriados para resolução 

de problemas multi-objetivos, conforme comentado anteriormente, por manterem uma popu-

lação de soluções não-dominadas em paralelo. No que segue, é apresentada uma descrição de 

um modo simplificado de algumas técnicas multi-objetivos que utilizam a implementação do 

algoritmo genético com algumas das suas principais aplicações bem como suas vantagens e 

desvantagens. 

 

o 

Número de publicações 

 

Figura 4.2   Estatística referente à publicação em otimização multi-objetivos utilizando 
evolucionários (Coello et al., 2007). 
An
 

algoritmos 
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4.2 TÉCNICAS MULTI-OBJETIVOS  

  A descrição das técnicas multi-objetivos apresentadas a seguir não tem a pretensão de 

esgotar o assunto. Em http://delta.cs.cinvestav.mx/ccoello, encontra-se uma lista com mais 

de 3.000 referências sobre otimização multi-objetivos, incluindo livros, teses, dissertações e 

artigos publicados em periódicos específicos e em congressos.  

 A primeira técnica multi-objetivos a empregar algoritmos evolucionários para aproxi-

mar um conjunto ótimo de Pareto por meio de um conjunto de soluções não-dominante é co-

mumente conhecida como “Vector Evaluated Genetic Algorithm” VEGA (Konak et al., 

2006). Seu princípio baseia-se em dividir aleatoriamente uma população em n subpopulações 

de mesmo tamanho. Em cada subpopulação, os indivíduos são avaliados com base na função-

objetivo e selecionados para posterior cruzamento e mutação.  

 A principal vantagem desta técnica é a de ser eficiente e facilmente implementada como 

um simples algoritmo genético e a sua desvantagem é a convergência tender para os extremos 

das funções-objetivo (pontos A e E), como mostra a Figura 4.3 para maximização de duas 

funções. Como aplicação, pode ser citada a otimização em atuadores aerodinâmicos no con-

trole do vôo de um veículo aeroespacial. Encontrada a localidade para a colocação do número 

mínimo de atuadores aerodinâmicos na asa, determina-se o controle efetivo da aeronave, a 

partir de uma disposição de um total de 16 atuadores para o lado superior e inferior da asa 

(Rogers, 2000). 

E

f  (x)1

D

C

B

0

f  (x)2
A

 

 

 
Figura 4.3   Direções de busca preferenciais utilizando VEGA (Murata, 1997). 

 

 A primeira técnica multi-objetivos a utilizar o conceito de nicho (posicionamento) e 

rank baseada na função-objetivo (classificação) é conhecida como “Multi-objective Optimiza-
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tion Genetic Algorithm” MOGA (Fonseca e Fleming, 1993). Tal técnica é um procedimento 

de ordenamento não-dominado que tende a obter uma frente de Pareto para um conjunto de 

soluções globais. Toda a população é verificada e todos os indivíduos não-dominados, ( )t
ip , 

na geração t recebem uma posição ou ordem 1. Os outros indivíduos dominados recebem um 

rank. Por exemplo, para um indivíduo xi, o rank é de acordo com a expressão 

, e para o resto da população, cada indivíduo dominado receberá um rótulo 

(um número) maior do que 1.  

( )( , ) 1 t
irank x t p= + i

 A desvantagem dessa técnica é a de possuir uma convergência demasiadamente lenta. É 

de fácil implementação e possui eficiência de uma simples técnica mono-objetivo usando al-

goritmo genético. Essa técnica foi aplicada na otimização de turbinas a gás e na minimização 

das perdas no rotor e no tubo de sucção de turbina Francis (Enomoto et al., 2006).  

 A técnica de somar os vários objetivos em um único objetivo é conhecida como “Ag-

gregating functions by weighted sum”, que combina os vários objetivos em um simples obje-

tivo por meio de multiplicação de cada objetivo por seu respectivo peso, ou seja, privilegia 

um determinado objetivo antes de iniciar o processo de otimização. Essa técnica foi a primeira 

a ser desenvolvida para gerar soluções não-dominadas, frente de Pareto ótima, em otimização 

multi-objetivos. Um exemplo para a minimização de k funções e n variáveis é  
 

  (4.2) 
1

minimizar ( ), 1, ,
=
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 A principal vantagem dessa técnica é a de possuir implementação simples combinada 

com o uso do algoritmo genético básico, além da eficiência computacional. A desvantagem é 

a não possível geração de uma frente de Pareto ótima para espaços de busca não-convexos. 

Como exemplo de  aplicação, pode-se citar a minimização da potência na dissipação de ener-

gia em circuitos eletrônicos no processamento digital de sinais “Digital Signal Processing” 

DSP (Arslan et al., 1996). 

 Para tentar encontrar um conjunto ótimo de pareto, Horn e Nafpliotis (1993) também 

propuseram um algoritmo NPGA “Niched Pareto Genetic Algorithm”, que aplica a técnica de 

torneio entre os indivíduos. Essa técnica escolhe aleatoriamente de uma população um sub-

conjunto (subpopulação) de indivíduos onde o melhor dos indivíduos sobrevive, que é sele-

cionado para as gerações seguintes. Pelo ajuste do tamanho da subpopulação, pode-se contro-
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lar o número de candidatos sobreviventes e a velocidade de convergência do algoritmo. Para 

obter o conjunto ótimo de pareto é feita a seguinte implementação: de posse da subpopulação 

retiram-se, aleatoriamente, dois indivíduos para comparação com o resto dos indivíduos, se o 

primeiro é dominado pelo resto dos indivíduos e o último é não-dominado, este último é esco-

lhido para reprodução. Caso não exista diferença na comparação em relação aos dois indiví-

duos, a escolha é feita por meio de um fator de nicho, que é baseado no número de soluções 

existente na população com uma certa distância (σshare) do indivíduo. Assim, o indivíduo que 

apresentar o menor fator de nicho é selecionado. 

 Como principal vantagem dessa técnica, cita-se a rápida convergência e a possibilidade 

de resultar num bom conjunto não-dominante de soluções (frente de Pareto), uma vez que o 

algoritmo não trabalha com toda a população a cada geração. A principal desvantagem é a de 

requerer um fator de nicho e um tamanho apropriado das subpopulações, a fim de evitar con-

vergência prematura. O tamanho da subpopulação não deve ser muito grande e, por outro la-

do, se for pequeno, pode não existir soluções não-dominadas (Horn et al., 1994). Como apli-

cação, pode-se citar o trabalho de Poloni e Pediroda (1998) que utilizaram a técnica NPGA no 

projeto multipontos de aerofólios, de modo a minimizar o arrasto para dois valores de susten-

tação com uma restrição no momento máximo permitido para o aerofólio.  

 Usando os conceitos de seleção por ordenamento para obtenção de soluções não domi-

nadas e de nicho para manter subpopulações ótimas consistentes, Srinivas e Deb (1993) pro-

puseram um algoritmo chamado de NSGA “Nondominated Sorting Genetic Algorithm”. Com 

relação ao algoritmo genético básico, os operadores de cruzamento e de mutação permanecem 

os mesmos, a diferença está no operador de seleção que é modificado. Antes do procedimento 

de seleção ser aplicado, a população é ordenada com base no nível de não-dominância dos 

indivíduos, isto é, todas as soluções não-dominadas encontradas na população atual recebem 

valores altos de aptidão. Esta aptidão é a mesma para todos os indivíduos não-dominados, 

garantindo assim que todos possuam um mesmo potencial reprodutivo. Estes indivíduos são 

admitidos como o primeiro conjunto ótimo (primeira frente de Pareto). Para manter a diversi-

dade, é usado o conceito de divisão “sharing” da aptidão de cada indivíduo do primeiro con-

junto ótimo. Cada indivíduo tem sua aptidão dividida por um fator de nicho, que é proporcio-

nal ao número de indivíduos ao seu redor. Novamente, excluídos (preservados) os primeiros 

indivíduos não-dominados, o processo se repete a fim de obter um segundo conjunto de indi-

víduos não-dominados, obviamente com um grau de aptidão menor. O processo se encerra 

com a classificação de todos os indivíduos, obtendo diferentes conjuntos não-dominados, sen-
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do que o primeiro conjunto é o de maior aptidão, logo terá mais cópias do que o resto da po-

pulação, convergindo o algoritmo para uma frente ótima de Pareto. 

 Como vantagem, essa técnica apresenta rápida convergência do algoritmo e capacidade 

do processo de otimização prosseguir para várias funções de maximização e minimização ao 

mesmo tempo. Como desvantagem, cita-se a menor eficiência (computacionalmente e em 

termos de qualidade da frente de Pareto) em relação ao algoritmo MOGA e apresenta alta 

sensibilidade ao fator de nicho (Coello, 1999). Como aplicação, Weile et al. (1996) utilizaram 

NSGA no projeto de sistemas eletromagnéticos, mais precisamente em componentes absorve-

dores de microondas, onde os autores procuraram minimizar a espessura do componente e a 

reflectância dos raios incidentes. 

 Uma outra técnica multi-objetivos, “Strength Pareto Evolutionary Algorithm” SPEA, 

proposta por (Zitzler e Thiele, 1999) tenta encontrar múltiplas soluções ótimas de Pareto em 

paralelo. Algumas características são similares às outras técnicas como operadores de cruza-

mento e mutação. Dada uma população inicial, obtém-se um conjunto de indivíduos não-

dominados, que por sua vez são preservados e posteriormente classificados segundo um rank, 

sem exceder um número máximo de indivíduos permitido, podendo ser truncada. Em seguida, 

é calculada a aptidão da população original e dos indivíduos não-dominados. São seleciona-

dos os indivíduos da população original e da população de indivíduos não-dominados pelo 

método de torneio dois a dois. Se nenhum critério de parada, como número máximo de gera-

ção, é atingido, o processo de otimização se repete a partir da escolha do algoritmo por novos 

indivíduos não-dominados, até ser satisfeito o critério de parada. É um algoritmo evolucioná-

rio multi-objetivos elitista com conceitos de não-dominância para uma população externa. 

Este algoritmo, não faz uso de nenhum fator de nicho, podendo ser considerado como a prin-

cipal vantagem. Como desvantagem, possui um mecanismo complexo de truncamento para a 

população externa dos indivíduos não-dominados. A Figura 4.4, retirada de Zitzler e Thiele 

(1999), ilustra a idéia do algoritmo. Na Figura 4.4 (a) os indivíduos no retângulo branco pos-

suem melhor aptidão em relação ao resto da população distribuída nos demais retângulos. Já 

na Figura 4.4 (b) os membros da população estão distribuídos segundo o mesmo valor de ap-

tidão. Obviamente é preferível que os indivíduos se mantenham próximo à frente de Pareto e, 

ao mesmo tempo, distribuídos sobre a mesma, para posterior escolha do melhor candidato 

segundo algum critério. Como aplicação, Teich et al. (1997) usaram essa técnica na otimiza-

ção de arquiteturas heterogêneas de hardware/software, consistindo no estudo da alocação dos 

processadores, seleção da arquitetura em função do espaço útil, de modo a encontrar um con-

junto que satisfaça a solução, respeitando a restrição de custo e maximização da performance.           
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Figura 4.4   Diferentes cenários para maximização de duas funções, f1 e f2. 

    

 Muitas pesquisas estão sendo feitas em otimização multi-objetivos usando algoritmos 

evolucionários. Com base no somatório das funções-objetivo, Hajela e Lin (1992) propuseram 

uma variação automática dos pesos, a fim de automatizar esse processo, onde os pesos fazem 

parte do cromossomo de cada indivíduo. Assim, múltiplas soluções podem ser encontradas 

em uma simples execução. O algoritmo NSGA sofreu algumas melhorias, passando a NSGA-

II (Deb et al., 2000; Deb, 2001), com os objetivos de melhorar a convergência (em termos de 

esforço computacional), tornar-se um algoritmo elitista e não faz uso do fator de nicho como 

no NSGA. O algoritmo NSGA-II foi testado com outro algoritmo elitista (Knowles e Corne, 

1999) para simular seu comportamento frente a alguns problemas, somente com restrições 

laterais para variáveis de projeto. Os resultados para todos os problemas mostraram favorável 

ao uso do NSGA-II, que possibilitou uma melhor distribuição das soluções e uma melhor a-

proximação da frente de Pareto. O SPEA  também melhorou sua convergência, passando a 

SPEA-II (Zitzler et al., 2001). Como diferença, apresenta uma melhor metodologia de atribui-

ção da aptidão. Para cada individuo é levado em conta quantos indivíduos ele domina e por 

quantos, ao seu redor, ele é dominado. Incorpora uma técnica para determinar a densidade dos 

k-vizinhos mais próximos, de uma dado indivíduo, para que permita uma orientação mais pre-

cisa do processo da busca. Também, é introduzido um novo método de truncamento para a 

população externa. 

 Os algoritmos citados acima são considerados como os de maior importância no que se 

refere à otimização multi-objetivos usando algoritmos evolucionários. A maioria dos traba-

lhos em otimização multi-objetivos usando algoritmos evolucionários trata de aplicações e 

variações de algumas técnicas já existentes. O conceito da classificação dos indivíduos não- 

dominantes para obtenção da frente de Pareto e do fator de compartilhamento das aptidões, 
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também conhecido como sharing factor, bem como as limitações dos algoritmos são os con-

ceitos mais importantes que engloba a teoria dos algoritmos evolucionários.         

4.3 FRENTE DE PARETO 

 Muitos problemas de engenharia envolvem a otimização de vários objetivos, em geral 

conflitantes e não existindo apenas uma solução, mas sim um conjunto de várias soluções 

viáveis ou não-dominadas (nenhuma solução exerce domínio sobre a outra, cabe ao projetista 

optar por escolher uma solução dentre as várias soluções possíveis).  

 Para o caso de maximização de duas funções-objetivo, tem-se a distinção de duas regi-

ões mostradas na Figura 4.5, a região viável e a inviável, bem como a frente de Pareto (Todd, 

1997). A frente de Pareto possui várias denominações, ou seja, conjunto ótimo, conjunto não-

dominado e conjunto de Pareto. O formato destas duas regiões e da frente de Pareto depende 

do problema de otimização, das restrições e dos limites para as variáveis de projeto. Depen-

dendo do problema de otimização, a frente Pareto pode ter um formato de difícil identifica-

ção. Os formatos mais comuns, em geral, são os de uma função côncava e convexa. A Figura 

4.6 ilustra o formato de diferentes frentes de Pareto. Na Figura 4.6 (a), uma frente convexa 

para maximização de dois objetivos (f1 e f2). Na Figura 4.6 (b), uma frente côncava também 

para maximização de dois objetivos (v1 e v2). As setas indicam uma direção ótima de busca e 

a área hachurada indica a região viável. Nas Figuras 4.6 (c) e (d), está se minimizando w1 e q1 

e maximizando w2 e q2, resultando respectivamente uma frente de Pareto convexa e côncava.  
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Figura 4.5   Espaço de otimização para dois objetivos e frente de Pareto. 
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 Para uma combinação de superfícies convexa com côncava, a identificação da frente de 

Pareto pode não ser uma linha contínua, podendo até mesmo possuir vazios (descontinuida-

des) ou até ser representada por um único ponto ótimo. A Figura 4.7 ilustra alguns casos hipo-

téticos para a minimização de dois objetivos. A Figura 4.7 (a) apresenta uma frente de pareto 

contínua, porém com grande variação no objetivo dado pela função f2, representado em A e B, 

para uma pequena variação do objetivo representado pela função f1. A Figura 4.7 (b) apresen-

ta uma frente de pareto descontínua para um conjunto de soluções dominadas (linha traceja-

da), enquanto que a Figura 4.7 (c) apresenta dois conjuntos de soluções dominadas. Na Figura 

4.7 (d), a frente de pareto é representada por um único ponto ótimo e apresenta também duas 

frente local e mais dois conjuntos de soluções dominadas.  
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Figura 4.6   Superfícies convexas e côncavas de Pareto. 
 

 Representando a frente de Pareto e todas as possíveis soluções, pode-se ter algumas 

classes de soluções, por exemplo, considerando a maximização de dois objetivos, como mos-

trado na Figura 4.8. As primeiras soluções, região (a) na Figura 4.8, são consideradas como 

péssimas soluções, as segundas, região (c), são as soluções consideradas boas, as terceiras, 

regiões (b) e (d), são as soluções que não dominam as outras soluções e nem são dominadas e, 

por fim, as soluções ótimas (frente de Pareto).  

 A frente de Pareto pode ser representada no plano (dois objetivos), como mostrado nas 

figuras comentadas anteriormente, ou no espaço (três objetivos), f1, f2, f3, como mostra a Figu-

ra 4.9, onde a frente de Pareto representa uma superfície, podendo possuir descontinuidade ou 
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não. Ainda pode-se ter mais de três funções-objetivo, caso mais real, com a desvantagem de 

existir dificuldades de sua visualização, no entanto o que se faz é a comparação entre pares de 

objetivos para se ter uma compreensão do espaço das funções-objetivo. 
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Figura 4.7   Diversas frentes de Pareto para minimização de duas funções-objetivo.  
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Figura 4.8   Conceito da otimalidade de Pareto (Abraham et al., 2005). 
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 Quando os objetivos não são conflitantes, por exemplo, para dois objetivos, resultará 

numa relação aproximadamente linear entre ambos. A escolha por um determinado projeto 

pode ser feita de acordo com qualquer critério, sendo que uma melhora em um objetivo tam-

bém resultará numa melhora do outro objetivo, independente do problema ser de maximiza-

ção ou minimização. 
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Figura 4.9   Frente de Pareto hipotética para três funções-objetivo f1, f2., f3. 
 
 



Capítulo 5 

PERDAS, TRABALHOS ESPECÍFICOS, POTÊNCIAS 

E RENDIMENTOS 

 Neste capítulo, são feitos alguns comentários sobre perdas, trabalhos específicos, potên-

cias e rendimentos com o objetivo de obter as características hidrodinâmicas da bomba-

turbina radial, Figura 5.1. Nenhuma ênfase é dada no sentido de entender a origem física das 

diversas perdas. Descrições dos mecanismos físicos das perdas que ocorrem em máquinas de 

fluxo podem ser encontradas nos trabalhos de Denton (1993) e Lakshminarayana (1996). As 

perdas são definidas em termos de aumento de entropia e serão relacionadas com coeficientes 

de perdas em termos de grandezas médias. Neste capítulo, várias correlações de perdas são 

apresentadas para os componentes hidromecânicos principais da bomba-turbina. As perdas 

são classificadas em diversos tipos. Também, são apresentados os trabalhos específicos e as 

potências que, juntamente com as perdas, definem os vários rendimentos associados às res-

pectivas perdas.  

5.1 PERDAS 

 As turbinas hidráulicas visam a converter a energia disponível da água (potência hidráu-

lica) em energia mecânica no seu eixo (potência de eixo) ou vice-versa para bombas hidráuli-
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cas, com o maior rendimento total possível ou com as melhores características de desempenho 

exigidas. A potência total perdida, pP , está relacionada à potência hidráulica, hP , e à potência 

de eixo, eP , por 

 

 p h eP =P - P      (T)             e             p e hP =P - P      (B). (5.1) 

 

 Em geral, para efeito de cálculo das diversas perdas, a perda total, pP  (ou pZ , em ter-

mos de energia por unidade de peso do fluido (água) em escoamento), é dividida em perdas 

internas, iZ , e perdas externas, eZ . As perdas externas também são denominadas de perdas 

mecânicas, mZ , portanto, 

 

 p i eZ = Z +Z . (5.2) 

 

 As perdas internas interferem na energia da água escoando através da turbina, causando 

uma diminuição (T) ou aumento (B) na diferença de pressão total e um aumento de entropia 

relativamente às condições iniciais do escoamento da água operada pela máquina de fluxo. 
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Figura 5.1   Representação dos componentes hidromecânicos principais: 1) Caixa espiral (C),  

2) Pré-distribuidor (P), 3) Distribuidor (D), 4) Rotor (R) e 5) Tubo de sucção (T). 
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5.1.1 Perdas Internas 

 Apesar de o escoamento em um determinado componente hidromecânico influenciar no 

escoamento de outro componente da máquina de fluxo e, conseqüentemente, nas perdas asso-

ciadas a esses componentes, torna-se necessário separar as perdas internas em outros tipos de 

perdas, para que se possa tratá-las de uma maneira conveniente.  

Em geral, as perdas internas são divididas em perdas hidráulicas (perdas de escoamen-

to), perda por fuga (perda volumétrica) e perda por atrito lateral. As perdas internas, hidráuli-

cas, por fuga e por atrito lateral estão associadas aos seus respectivos rendimentos interno, 

hidráulico, de fuga e de atrito lateral, como será mostrado no Item 5.4. 

 

5.1.1.1  Perdas Hidráulicas 

 As perdas hidráulicas ocorrem nos diversos componentes hidromecânicos da bomba-

turbina, desde a entrada até a sua saída por onde escoa a água operada pela máquina, ou seja, 

desde a entrada da caixa espiral até a saída do tubo de sucção, para o modo de operação como 

turbina, e desde a entrada do tubo de sucção até a saída da caixa espiral, para o modo de ope-

ração como bomba. Normalmente, essas perdas são classificadas em perdas de origem viscosa 

e perdas por choque de entrada (perdas por incidência). 

 As perdas de origem viscosa podem ser divididas em vários tipos: perdas por atrito vis-

coso, perdas por descolamento da camada-limite, perdas de mistura, perdas devido ao escoa-

mento secundário, etc. Algumas dessas perdas, como as perdas por descolamento da camada-

limite, são bem difíceis de serem quantificadas com certa exatidão. Em geral, as perdas de 

origem viscosa, quando se trata de componentes como o rotor e o estator aletado de máquinas 

de fluxo térmicas, são tratadas como perda de perfil e perda devida às paredes laterais.  

 As paredes laterais, juntamente com os perfis correspondentes, compõem os canais por 

onde escoa o fluido operado pela máquina de fluxo. No presente trabalho, as perdas de origem 

viscosa são divididas em perda por atrito viscoso nos diversos canais por onde escoa a água, 

avZ , e perda de mistura, mwZ .  

 São considerados ainda outros três tipos de perdas, ou seja,  a perda devida à curvatura 

do canal, que é típica de caixa espiral e de tubo de sucção, a perda por turbilhonamento na 

entrada do tubo de sucção (T) e também a perda de saída no tubo de sucção (T).  
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 As perdas por choque na entrada, chZ , são também denominadas de perdas de incidên-

cia. Essas perdas ocorrem na entrada de componentes que contêm palhetas fixas (pré-

distribuidor), palhetas diretrizes (distribuidor) e pás (rotor), onde o ângulo do escoamento 

incidente (absoluto, para o pré-distribuidor e para o distribuidor, e relativo, para o rotor) não é 

igual ao ângulo de incidência ótimo. Para o modo bomba, também, é considerada a perda por 

choque de entrada na caixa espiral.  

 No presente trabalho, é utilizada a convenção de pontos adotada na UNIFEI para a en-

trada e saída de cada componente hidromecânico. Os índices 1 e 2 se referem, respectivamen-

te, a um ponto na seção (ou aresta) de entrada e a um ponto na seção (ou aresta) de saída de 

componentes fixos antes do rotor. Os pontos 4 e 5 se referem, respectivamente, a um ponto na 

aresta de entrada e a um ponto na aresta de saída do rotor. Os pontos 7 e 8 se referem, respec-

tivamente, a um ponto na seção de entrada e a um ponto na seção de saída do tubo de sucção. 

Neste trabalho, que tem como um dos objetivos principais a obtenção das características hi-

drodinâmicas da bomba-turbina, os cálculos são  baseados na teoria unidimensional do esco-

amento. Os pontos mencionados anteriormente se referem às linhas de corrente média do es-

coamento absoluto (para a caixa espiral (C), pré-distribuidor (P), distribuidor (D), espaço en-

tre o pré-distribuidor e distribuidor, espaço entre o distribuidor e rotor, e, finalmente, o tubo 

de sucção) e do escoamento relativo (para o rotor) nos planos meridional e transversal. A Ta-

bela 5.1 ilustra a convenção adotada. 

 

 

Tabela 5.1   Convenção de pontos para a entrada e saída dos componentes da bomba-turbina. 

Componentes Simbologia Entrada Saída 

Caixa espiral C 1C 2C 

Pré-distribuidor P 1P 2P 

Espaço entre P e D PD 2P(T), 2D(B) 1D(T), 1P(B) 

Distribuidor D 1D 2D 

Espaço entre D e R DR 2D(T), 5(B) 4(T), 1D(B) 

Rotor R 4 5 

Tubo de sucção T 7 8 

 

 

 Posteriormente,  serão utilizados o ponto 3 (entrada do rotor) e o ponto 6 (saída do ro-

tor) para a determinação do trabalho específico do rotor, quando se considera escoamento real 

e número finito de pás. 
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 Para a obtenção das características hidrodinâmicas da bomba-turbina, com base na linha 

de corrente média, as perdas hidráulicas são representadas em termos de coeficientes de per-

das. Existem diferentes definições para o coeficiente de perdas que são usadas frequentemente 

para componentes de máquinas de fluxo. Em geral, a definição mais comum é a do coeficiente 

de perda de pressão total, ζ , ou seja, 

 

 1 2

2 2

=ζ T T

T

p - p

p - p
     (para os componentes fixos da bomba-turbina) e (5.3) 

 

 3 6

6 6

=ζ T T

T

p - p

p - p
     (para o rotor). (5.4) 

 

 Segundo Denton (1993), a razão para que essa definição seja a mais utilizada se justifica 

pelo fato de que o coeficiente de perda de pressão total é fácil de ser calculado dos dados de 

grades e de componentes de máquinas de fluxo, e não por causa de que esse coeficiente seja 

mais conveniente para utilização em projeto. 

 Portanto, em (5.3) e (5.4), 
1T

p  e 
2T

p  representam, respectivamente, as pressões totais na 

entrada e na saída dos componentes fixos, 
3T

p  e 
6T

p  representam as pressões totais na entrada 

e na saída do rotor, 2p  representa a pressão estática na saída dos componentes fixos e 6p  

representa a pressão estática na saída do rotor, tomados em termos de grandezas médias em 

cada seção. No que segue, são indicadas as diversas correlações de perdas hidráulicas que 

serão utilizadas para obtenção das características hidrodinâmicas da bomba-turbina. 

 

a) Perda por atrito viscoso em canais (tubos) retos 
 

Para o cálculo da perda por atrito viscoso, avZ , em canais (tubos) retos (incluindo 

também tubos cônicos, como a parte inicial da caixa espiral e a parte final do tubo de sucção, 

para o modo turbina, de qualquer geometria de seção transversal, abrangendo escoamentos 

laminar e turbulento, é utilizada a equação de Darcy-Weisbach, ou seja, 

 

 

2

2
= ref

av

h

VL
Z f

D g
, (5.5) 

 

onde L  é comprimento do canal, hD  o diâmetro hidráulico, refV  uma velocidade média de 

referência ( ≡refV c  para os componentes fixos da bomba-turbina e ≡refV w  para o rotor), g  a 
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aceleração da gravidade local e f  o fator de atrito (fator de atrito de Darcy) dado pelas se-

guintes expressões: 

Segundo Swamee e Jain (1976):  

 

 
2

0,9

1,325

5,74
ln

3,7

=
  

+  
  h

f

D Re

ε
. (5.6) 

 

Segundo Haaland (1983):  

 

 
2

1,11

0,30864

6,9
log +

3,7

=
    

   
     h

f

ε

D Re

. (5.7) 

 

 O fator de atrito, f , em (5.6) e (5.7) pode ser utilizado para 6 210 / 10− −≤ ≤ε hD  e 

85000 10≤ ≤Re  resultando numa diferença de menos de 2% em relação à expressão elabora-

da por Colebrook (1939). Em (5.6) e (5.7), ε  representa a rugosidade média da superfície do 

canal. O número de Reynolds, Re , e o diâmetro hidráulico, hD , são dados por 

 

 =
h refD V

Re
ν

, (5.8) 

 

onde ν  é a viscosidade cinemática da água em escoamento, e 

 

 
4

=h
A

D
P

, (5.9) 

 

onde A  é a área da seção transversal do canal e P  é o perímetro molhado. 

 

b) Perda de mistura 
 

 A perda de mistura surge logo após os bordos de fuga das palhetas fixas, das palhetas 

diretrizes e das pás. Segundo Ueda et al. (1980), para o pré-distribuidor e para o distribuidor, 

a perda de mistura, mwZ , pode ser representada aproximadamente por 

 

 

2 2
2 2

*
2 2 2se n

 
=  π 

al
mw mw

e N c
Z

gD
ζ

α
, (5.10) 
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onde ζ mw  é um coeficiente empírico de perda de mistura, 2e  a espessura na saída da palheta 

fixa (pré-distribuidor) ou da palheta diretriz (distribuidor), alN  o número de palhetas fixas ou 

o número de palhetas diretrizes, *
2α  o ângulo de saída (ângulo geométrico) da palheta fixa ou 

da palheta diretriz medido em relação à direção circunferencial, 2c  a velocidade média do 

escoamento absoluto na saída da palheta fixa ou da palheta diretriz e 2D  é o diâmetro na saí-

da da palheta fixa ou da palheta diretriz. No caso do distribuidor, os diâmetros na entrada e na 

saída da palheta diretriz, 1D  e 2D , variam de acordo com a abertura do distribuidor.  

 Segundo Ueda et al. (1980), a perda de mistura, mwZ , para o rotor pode ser representada 

aproximadamente por 

 

 

2 2
5 6

*
5 5 2se n

 
=  π 

pá

mw mw

e N w
Z

gD
ζ

β
, (5.11) 

 

onde ζ mw  é um coeficiente empírico de perda de mistura, 5e  a espessura na saída da pá, páN  

o número de pás, *
5β  o ângulo de saída da pá medido em relação à direção circunferencial, 6w  

a velocidade média do escoamento relativo na saída da pá e 5 5= mD D  (Figura 5.2) o diâmetro 

na saída da pá na linha de corrente média do escoamento relativo no plano meridional. 
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Figura 5.2   Representação parcial da seção meridional do rotor (R), distribuidor (D) e pré-

distribuidor (P). 
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c) Perda devido à curvatura 
 

 No caso de canais curvados (tubos curvados), a curvatura sempre induz uma perda mai-

or que a perda por atrito simples do tipo Moody, por causa da separação do escoamento nas 

paredes e de um escoamento secundário rotativo que surge da aceleração centrípeta. Segundo 

Ueda et al. (1980), a perda devida a curvatura, curZ , pode ser representada por 

 

 
2

2
= u

cur cur

c
Z K

g
, (5.12) 

 

onde curK  é um coeficiente de perda devido à curvatura e uc  o componente circunferencial da 

velocidade absoluta média da água.  

 

d) Perda por turbilhonamento 
 

 A perda por turbilhonamento, que ocorre na entrada do tubo de sucção (na entrada do 

cone do tubo de sucção), surge do escoamento absoluto na saída do rotor, quando esse escoa-

mento tem um componente circunferencial, 6uc , não-nulo. Segundo Ueda et al. (1980), essas 

perdas podem ser calculadas aproximadamente por 

 

 
2

5 5 6 6

2

π
= m u

tur tur

D b c c
Z

Q g
ζ , (5.13) 

 

onde ζ tur  é um coeficiente de perda por turbilhonamento. 

 

e) Perda de saída no tubo de sucção 
 

 O tubo de sucção é tratado como um tubo com saída submersa onde o escoamento no 

seu interior simplesmente descarrega para dentro de um grande reservatório a jusante e perde 

toda a sua altura de velocidade pela ação da dissipação viscosa. Portanto, o coeficiente de 

perda localizada, saíK , para o cálculo da perda de saída no tubo de sucção é igual a 1, e a per-

da de saída é representada por 

 

 
2 2
8 8

2 2
= =saí saí

c c
Z K

g g
, (5.14) 

 

onde 8c  é a velocidade média do escoamento na saída do tubo de sucção. 
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f) Perda por choque na entrada (perda de incidência) 
 

 A perda por choque na entrada (perda de incidência) ocorre quando a água entra nos 

canais do pré-distribuidor, do distribuidor e do rotor com um ângulo diferente do ângulo óti-

mo do respectivo escoamento. Para efeito de cálculo dessas perdas, em geral, o ângulo ótimo 

do escoamento absoluto incidente, 1α ót ,  é considerado igual ao ângulo de entrada das palhe-

tas (para o pré-distribuidor e para o distribuidor), *
1α , e o ângulo ótimo do escoamento relati-

vo incidente, 3β ót , é considerado igual ao ângulo de entrada das pás (rotor), *
4β . A perda por 

choque na entrada ocorre nas condições fora do ponto de projeto (condições diferentes do 

ponto de rendimento total máximo da bomba-turbina). 

 No que segue, são apresentadas algumas correlações de perdas por choque na entrada. 

Segundo Todd e Futral (1969): 

 

 
2 * 2

1 1 1cos ( )

2

−
=ch

c
Z

g

α α
     (para o pré-distribuidor e para o distribuidor) (5.15) 

e 

 
2 * 2

3 4 3cos ( )

2

−
=ch

w
Z

g

β β
     (para o rotor). (5.16) 

 

 Em (5.15) e (5.16), 1c  representa a velocidade do escoamento absoluto na entrada do 

pré-distribuidor e na entrada do distribuidor, e 4w  a velocidade do escoamento relativo na 

entrada do rotor.  

Segundo Roelke (1973) e Spence e Artt (1998): 

 

 
* 2

1 1 1cos ( )
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=

m

ch

c
Z

g

α α
   (para o pré-distribuidor e para o distribuidor)  (5.17) 

e 

 
* 2

3 4 3cos ( )

2

−
=

m

ch

w
Z

g

β β
   (para o rotor). (5.18) 

 

Segundo Roelke (1973), as perdas por choque na entrada, Equações (5.17) e (5.18), são mais 

bem correlacionadas com os dados experimentais para incidência negativa (máquina de fluxo 

operando com carga-parcial) se o expoente 2=m , e para incidência positiva (máquina de 

fluxo operando com sobrecarga) se 3=m .  
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Segundo Ueda et al. (1980): 

 

 
2

* 2 1
1 1(cotg cotg )

2
= − m

ch ch

c
Z

g
ζ α α    (para o pré-distribuidor e para o distribuidor) (5.19) 

e 

 
2

* 2 3
3 4(cotg cotg )

2
= − m

ch ch

w
Z

g
ζ β β    (para o rotor). (5.20) 

 

 Em (5.19) e (5.20), chζ  é um coeficiente de perda por choque na entrada, 1mc  representa 

o componente meridional da velocidade do escoamento absoluto na entrada do pré-

distribuidor e na entrada do distribuidor, e 3 3≡m mw c  o componente da velocidade do escoa-

mento relativo na entrada do rotor.  

 Segundo Ida e Kubota (1980), a perda por choque na caixa espiral é dada pela Equação 

(5.21). 

 

 
2p 2p

P

2
C( + ( - ) )

=
2

carch m u

ch

ζ c c c
Z

g
, (5.21) 

 

com 
carchζ um coeficiente de perda por choque, 

2pmc  representa o componente meridional da 

velocidade do escoamento absoluto na saída do pré-distribuidor, 
2pu

c  o componente circunfe-

rencial da velocidade absoluta média da água e 
C
c  a velocidade absoluta do fluido na caixa 

espiral.   

5.1.1.2  Perda por Fuga 

 A perda por fuga, representada pela vazão volumétrica, fQ , também denominada de 

perda volumétrica, ocorre nas folgas (labirintos) entre os componentes móvel e fixo da bom-

ba-turbina. Da vazão de água que entra na caixa espiral (vazão da turbina), Q , uma parte (va-

zão de fuga, fQ )  não participa da transformação e da transferência de energia operada pelo 

rotor. Portanto, a vazão de fuga é dada por 

 

 R= −fQ Q Q      (T)             e             R= −fQ Q Q       (B), (5.22) 

 

onde RQ  é a vazão que escoa através do rotor. 
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 A vazão de fuga, fQ ,  é composta pela vazão de fuga externa, feQ , e pela vazão de fuga 

interna, fiQ , Figuras 5.4 e 5.5, ou seja,  

 

= +f fe fiQ Q Q , (5.23) 

 

onde feQ  é a vazão de água que escoa através do labirinto A localizado entre o anel inferior 

(solidário ao rotor) e a tampa inferior da bomba-turbina (Figuras 5.4 e 5.5), e fiQ  é a vazão de 

água que escoa através do labirinto B localizado entre o anel superior (solidário ao rotor) e a 

tampa superior da bomba-turbina. 

 

 

DL 
B 

C L 

A 

 DL 

 
 

Figura 5.3   Representação parcial da seção meridional da caixa espiral (C), pré-distribuidor (P),  

distribuidor (D) e roto (R) mostrando os labirintos A e B. 
 

 

 Conforme mostrado no Apêndice C, a vazão de fuga, feQ  ou fiQ , pode ser calculada 

pela Equação (5.24). 

 

= 2∆ /f L LQ µ A p ρ , (5.24) 

 

onde µ  é um coeficiente que depende da geometria do labirinto, do fator de atrito e dos coefi-

cientes de perdas localizadas na entrada (contração brusca) e na saída (expansão brusca), LA  é 

a área anular do escoamento através do labirinto, ∆ Lp  é perda de pressão total através do labi-
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rinto e ρ  é a massa específica da água. A perda por fuga é responsável pelo rendimento de 

fuga da turbina, como será mostrado no Item 5.4. 

 

Detalhe B

LLD LD

s

Q fe

(a)

L L

L

(b)

Q fi

Detalhe A

s"

sL

L
L

L"L

 
 

Figura 5.4   Detalhe dos labirintos A e B. 
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Figura 5.5   Representação parcial da seção meridional da caixa espiral (C), pré-distribuidor (P), dis-

tribuidor (D) e rotor (R) mostrando os labirintos A e B. 
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5.1.1.3 Perda por Atrito Lateral 

 A perda por atrito lateral, alP , é representada em termos de potência perdida por atrito 

lateral. Essa perda ocorre nos recintos laterais do rotor da bomba-turbina (típicos de máquinas 

de fluxo de baixas rotações específicas). Um recinto está compreendido entre a cinta do rotor 

e a tampa inferior da bomba-turbina (recinto externo), e, o outro, entre o cubo do rotor e a 

tampa superior da bomba-turbina (recinto interno), Figura 5.5. Existem na literatura diversas 

correlações empíricas para o cálculo da perda por atrito lateral. Em geral, a perda por atrito 

lateral (para cada recinto) é representada por 

 

 3 2

4 4=al alP k ρu D      (T)             e             3 2
5 5=al alP k ρu D     (B), (5.25) 

 

onde o fator de atrito lateral, alk , é adotado por diversos pesquisadores, Apêndice A, com um 

valor constante estimado no intervalo 31,0 10 1, 2≤ ≤alk , ρ  é a massa específica da água, 4u  

(T) ou 5u  (B) é a velocidade circunferencial do rotor correspondente ao diâmetro mais exter-

no do rotor, 4D (T) ou 5D  (B). 

 Na realidade, o fator de atrito lateral depende de vários parâmetros geométricos e de 

funcionamento da bomba-turbina, além da vazão de fuga, da rotação do fluido no recinto late-

ral, da rugosidade das superfícies que formam o recinto lateral, do componente circunferenci-

al da velocidade absoluta na entrada do rotor e da viscosidade do fluido. 

 Conforme mostrado no Apêndice A, a perda por atrito lateral pode ser estimada de dois 

modos distintos: um modelo não leva em consideração a vazão de fuga através dos recintos 

laterais e só considera a circulação do fluido nesses recintos, sendo denominado de modelo 

sem vazão de fuga; o outro modelo considera a vazão de fuga através dos recintos laterais, 

sendo denominado de modelo com vazão de fuga. A seguir, são indicadas as expressões para 

o cálculo do fator alk  que engloba não só os quatro regimes de escoamentos nos recintos late-

rais (2 laminares e 2 turbulentos) estabelecidos por Daily e Nece (1960) como também a va-

zão de fuga.  

Segundo Gülich (1999), os quatro regimes de escoamentos estabelecidos por Daily e 

Nece (1960) podem ser agrupados na seguinte expressão: 

 

 
*

* 0,2 *
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s
k k k

s Re Re s
ε . (5.26.a) 
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 Segundo Gülich (2003), para os quatro regimes de escoamentos estabelecidos por Daily 

e Nece (1960), e levando em consideração a influência da rotação da água no recinto lateral 

para vazão de fuga igual a zero, pode-se considerar a seguinte expressão:   

 

 1,75

* 0,2

0,0625
(1 )

2

π
= + −al o R f

a

k k k k
s Re Re

ε . (5.26.b) 

 

 As expressões (5.25) e (5.26.a-b) são válidas para números de Reynolds, Re, maiores 

que 10, definido por (nas expressões que seguem, a nomenclatura utilizada é para o modo 

turbina, 4r  (T), para o modo bomba, basta permutar 4r  por 5r  (B)), 

 

 
2

4=
ωr

Re
ν

, (5.27) 

 

onde ω  é a velocidade angular do rotor, 4r  o raio externo do rotor referente à linha média do 

escoamento no plano meridional e ν  a viscosidade cinemática da água. 

 As demais grandezas em (5.26.a-b) são: 

 

 *

4

= a
a

s
s

r
, (5.28) 

 

onde as  é o espaçamento no recinto lateral, Figura 5.6. 
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Figura 5.6   Nomenclatura utilizada para o modo turbina (adaptada de Gülich, 2003). 
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onde ok  é o fator de rotação do fluido no recinto lateral com vazão de fuga nula, tr  o raio 

externo do recinto lateral, as  a largura do labirinto, 
tf

c  o coeficiente de atrito pelicular para a 

superfície da tampa da turbina e 
Rf

c  o coeficiente de atrito pelicular para a superfície externa 

do rotor. 
tf

c  e 
Rf

c  são calculados pela seguinte expressão, 
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r Re

, (5.30) 

 

onde = tε ε  e = Rε ε  são as rugosidades da superfície da tampa e da superfície externa do rotor. 
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onde Rkε  é um fator que leva em consideração o efeito da rugosidade da superfície. 

 

 4exp 350 1
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L

r
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ϕ , (5.32) 

 

onde fk  é um fator que leva em consideração o efeito da vazão de fuga, Lr  o raio do labirin-

to, 1=a  se o escoamento de fuga entra no recinto radialmente (bomba-turbina de um estágio) 

e 0,75=a  para bomba-turbina de múltiplos estágios (colocando com -ϕ f  na Equação (5.32)) 

e, por fim, ϕ f  é o coeficiente de vazão de fuga dado por, 
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 Considerando as Equações (5.26.a-b) até a (5.32), a potência perdida por atrito lateral, 

segundo Gülich (2003), é representada por 
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onde δ  é o ângulo de inclinação da cinta do rotor, medido com relação ao eixo de rotação da 

máquina e ir  o raio inferior do recinto lateral ( Lr  na Figura 5.6).  

 Para rotores de bombas-turbinas normais e rápidas, o recinto entre a cinta do rotor e a 

tampa inferior da turbina não é mais um recinto lateral. Nesses casos, trata-se de um recinto 

anular com um cilindro (cinta do rotor) girando dentro de uma carcaça fixa (tampa inferior da 

turbina). Para essa situação, Gülich (2003) apresentou a seguinte expressão: 

 

 3 4=cil cilP k ρω R L , (5.35) 

 

onde R  é o raio externo da cinta do rotor e L  o seu comprimento. cilK  é um fator dado por 
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+ π
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s
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ε , (5.36) 

 

onde s  é o espaçamento entre a cinta do rotor e a tampa inferior da turbina e Rkε  é dado pela 

Equação (5.31). Portanto, para bombas-turbinas lentas, a potência perdida por atrito lateral é 

 

 = +
cinta cuboal al alP P P , (5.37.a) 

 

onde 
cintaalP  é a potência perdida por atrito lateral no recinto entre a cinta do rotor e a tampa 

inferior da bomba-turbina, e 
cuboalP  a potência perdida por atrito lateral no recinto entre o cubo 

do rotor e a tampa superior da turbina, ambas calculadas por meio da Equação (5.34), com 

alK  obtido da Equação (5.26.a) ou da Equação (5.26.b). 

 Para bombas-turbinas normais e rápidas, a potência perdida por atrito lateral é 

 

 = +
cinta cuboal cil alP P P , (5.37.b) 

 

onde 
cintacilP  é a potência perdida por atrito anular no recinto entre a cinta do rotor e a tampa 

inferior da turbina, calculada através da Equação (5.35) com cilK  obtido da Equação (5.36). 

cuboalP  é a potência perdida por atrito lateral no recinto entre o cubo do rotor e a tampa superior 

da turbina, calculada por meio da Equação (5.34), com alK  obtido da Equação (5.26.a) ou da 

Equação (5.26.b). 
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5.1.2 Perdas Externas 

 As perdas externas ou perdas mecânicas são perdas que geralmente ocorrem em qual-

quer tipo de máquina de fluxo, mas não afetam o seu rendimento interno. Em geral, as perdas 

mecânicas são divididas em: 1) perda no sistema de selagem do fluido operado (selos mecâni-

cos, retentores, gaxetas, etc.), 2) perda nos mancais (mancais de rolamento e mancais de des-

lizamento), 3) perda na transmissão (transmissão redutora ou elevadora da velocidade de rota-

ção da máquina de fluxo) e 4) perda no acionamento de órgãos auxiliares (órgãos de refrige-

ração, de medição e de controle, que derivam da potência de eixo da máquina de fluxo, como 

bombas do sistema hidráulico, regulador de velocidade, etc.). 

 As diversas perdas mecânicas são praticamente impossíveis de serem quantificadas a-

través de fórmulas universais que abrangem todos os casos, principalmente aquelas listadas 

nos itens 1 e 4 acima, devido aos inúmeros fatores envolvidos. Em geral, as perdas mecânicas 

são quantificadas através do rendimento mecânico que é calculado em função da potência de 

eixo.   

5.1.3 Relações Entre as Diversas Perdas  

 Conforme o Item 5.1.1, as perdas internas, iZ , foram divididas em perdas hidráulicas, 

hZ , por fuga, fZ , e por atrito lateral, alZ , podendo escrever 

 

 = + +i h f alZ Z Z Z . (5.38) 

 

 A perda total, pZ , é dada pela Equação (5.2). Uma vez que as perdas externas, eZ , são 

denominadas de perdas mecânicas, mZ , (5.2) pode ser escrita como 

 

 = + = + + +p i m h f al mZ Z Z Z Z Z Z . (5.39) 

5.2 TRABALHOS ESPECÍFICOS 

 Neste item, diversos trabalhos específicos são apresentados, com o objetivo de definir 

os rendimentos correspondentes que estão associados às potências e às perdas. 
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5.2.1 Trabalho Específico Ideal do Rotor 

 Para o caso de escoamento relativo permanente no rotor, escoamento ideal (escoamento 

não-viscoso), escoamento uniforme nas seções de entrada e saída do rotor, número infinito de 

pás e pás de espessura desprezível, o trabalho específico ideal do rotor, 
∞páY , é representado 

pela equação de Euler das máquinas de fluxo, ou seja, 

 

 4 4 5 5-
∞
=pá u uY u c u c      (T)             e             5 4 4-

∞
=pá u5 uY u c u c      (B). (5.40) 

5.2.2 Trabalho Específico Real do Rotor 

 Para o caso de escoamento relativo permanente no rotor, escoamento real (escoamento 

viscoso), escoamento uniforme nas seções de entrada e saída do rotor, número finito de pás e 

pás de espessura finita, o trabalho específico real do rotor, páY , é representado por 

 

 4 3 5 6-
∞
=pá u uY u c u c      (T)             e             5 6 4 3-

∞
=pá u uY u c u c      (B). (5.41) 

 

 Segundo Mataix (1975), ao contrário das máquinas de fluxo geradoras (bombas, venti-

ladores, sopradores e compressores) onde 
∞

<pá páY Y , a relação entre os trabalhos específicos 

real e ideal do rotor para máquinas de fluxo motoras (turbinas) pode ser dada por 
∞

≅pá páY Y .  

 Porém, de acordo com Pfleiderer e Petermann (1979), 
∞

≅pá páY Y  só é válido para turbi-

nas radiais, especificamente para turbinas com baixas rotações específicas ( 90≤qAn ). No 

caso de turbinas normais e rápidas, esses autores recomendam fazer uma correção para levar 

em consideração os efeitos do espaçamento das pás (numero de pás) e da geometria do rotor, 

de forma análoga ao procedimento utilizado para máquinas de fluxo geradoras. Dessa forma, 

a relação entre os trabalhos específicos real e ideal do rotor para 90>qAn  é dada por 

 

 
1

∞=
+
pá

pá

Y
Y

p
. (5.42)  

 

 O fator semi-empírico de Pfleiderer (1960), p , é representado por ( 4r  (T) e 5r  (B)) 

 

 
2

4=
′

pá

r ψ
p

S N
, (5.43) 
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onde 4 4= /2r D  (T) ou 5 5= /2r D  (B) é o raio externo do rotor tomado na linha de corrente mé-

dia no plano meridional, S  o momento estático da linha de corrente média no plano meridio-

nal, páN  o número de pás e ′ψ  um coeficiente empírico dado por   

 

 4

180
0,8(1+cos ) 1

( +90)

 
′ = −  

 
ψ β

qAn
     (T)       e       5 (º )

= 0,6 1+
60

 ′  
 

β
ψ      (B). (5.44) 

 

 O momento estático da linha de corrente média no plano meridional, S , é representado 

por, Pfleiderer (1960), 

 

 
5

4

r

r
S= r(σ) dσ∫ . (5.45) 

 

Como aproximação, para turbinas Francis normais e rápidas, S , estabelecido em (5.45), pode 

ser representado por 

 

 
2 2
4 5-

8sen
≅

m

D D
S

δ
     (T)        e       

2 2
5 4-

8sen
≅

m

D D
S

δ
     (B), (5.46) 

 

onde mδ  representa o ângulo médio da linha de corrente média no plano meridional compre-

endida entre a entrada e saída da pá. 

5.2.3 Trabalho Específico da Bomba-Turbina 

 O trabalho específico da bomba-turbina (diferença entre a energia mecânica total do 

escoamento na entrada e na saída) pode ser determinado pela soma (T) ou diferença (B) do 

trabalho específico real do rotor, páY , com as perdas hidráulicas, hg Z . Neste trabalho, essas 

perdas hidráulicas são estabelecidas para cada componente hidromecânico da bomba-turbina, 

podendo escrever 

 

 = ( + + + + + + )±
C P D R T PD DRpá h h h h h h hY Y g Z Z Z Z Z Z Z , (5.47) 

 

onde , , , , , e
C P D R T PD DRh h h h h h hZ Z Z Z Z Z Z  representam, respectivamente, as perdas hi-

dráulicas na caixa espiral, pré-distribuidor, distribuidor, rotor, tubo de sucção, espaço entre o 

pré-distribuidor e o distribuidor, e espaço entre o distribuidor e o rotor.  
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5.2.4 Trabalho Específico Interno 

 O trabalho específico interno da bomba-turbina pode ser determinado pela diferença (T) 

ou soma (B) entre o trabalho específico real do rotor, páY , e a soma das perdas por fuga e por 

atrito lateral, +f alZ Z , ou seja, 

 

 = ( + )±i pá f alY Y g Z Z . (5.48) 

5.2.5 Trabalho Específico de Eixo 

 O trabalho específico de eixo ou torque específico de eixo da bomba-turbina pode ser 

determinado pela diferença (T) ou soma (B) entre o trabalho específico interno da turbina, iY , 

e as perdas externas (perdas mecânicas), mZ , ou seja, 

 

 * = ±i mT Y g Z . (5.49) 

 

 No início dos anos 70, os grandes fabricantes de turbinas hidráulicas firmaram um acor-

do para utilizar apenas parâmetros adimensionais (rotação específica, por exemplo) e traba-

lhos específicos (ao invés de alturas de queda). Desde aquela época,  ainda é comum o uso de 

parâmetros dimensionais e alturas de queda não só entre esses fabricantes mas também entre 

diversos pesquisadores na área de máquinas de fluxo hidráulicas. Portanto, neste trabalho, 

será mantida a tradição de se utilizar alturas de queda ou alturas de energia, H , ao invés de 

trabalhos específicos, Y . 

 A relação entre a altura de energia e o trabalho específico é 

 

 =
Y

H
g

. (5.50) 

 

 Desta forma, as Equações (5.40), (5.41), (5.42), (5.47) e (5.48) tornam-se em 

 

 4 4 5 5= ( )/g
∞

−pá u uH u c u c      (T) e 5 5 4 4= ( )/g
∞

−pá u uH u c u c      (B), (5.51) 

 

 4 3 5 6= ( )/g−pá u uH u c u c      (T) e 5 6 4 3= ( )/g−pá u uH u c u c      (B), (5.52) 
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∞

≅pá páH H      (T) e 
1

∞=
+
pá

pá

H
H

p
     (B), (5.53) 

 

 = ( + + + + + + )±
C P D R T PD DRpá h h h h h h hH H Z Z Z Z Z Z Z ,       + (T)  e −  (B), (5.54) 

e 

 = ( + )±i pá f alH H Z Z ,     + (T)  e −  (B). (5.55) 

5.3 POTÊNCIAS 

 Uma vez que foram estabelecidos os diversos trabalhos específicos, as potências podem 

ser determinadas por 

 

 = =ɺ ɺP mY m g H  (5.56) 

 

ou 

 

 =P Tω , (5.57) 

 

onde ɺm  é a vazão em massa do fluido operado, ω  a velocidade angular do rotor e T  é o tor-

que de eixo. Com base em (5.56), as diversas potências de interesse são listadas a seguir. 

5.3.1 Potência Hidráulica 

 = =hP ρQY ρ gQH . (5.58) 

5.3.2 Potência do Rotor 

 = =pá R pá R páP ρQ Y ρ gQ H . (5.59) 

5.3.3 Potência Interna 

 = =i i iP QY Q g Hρ ρ . (5.60) 
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5.4 RENDIMENTOS  

 Com os trabalhos específicos e potências estabelecidos anteriormente, vários rendimen-

tos podem ser obtidos. Na tabela 5.2, estão definidos diversos rendimentos, tanto para o modo 

turbina como para o modo bomba.  

 
Tabela 5.2   Definição dos principais rendimentos. 

Rendimento T B Equação 

 Rendimento Global 
*

= = e

h

T P

Y P
η  *

= =η h

e

Y P

PT
 (5.61) 

 Rendimento Hidráulico =
pá

h

Y
η

Y
 =h

pá

Y
η

Y
 (5.62) 

 Rendimento Volumétrico = =
+
R R

f

R f

Q Q

Q Q Q
η  = =η R f

f

R R

Q -Q Q

Q Q
 (5.63) 

 Rendimento de Atrito Lateral =
+

i
al

i al

P
η

P P
 =

−i al
al

i

P P
η

P
 (5.64) 

 Rendimento Interno = =i i
i

h

Y P
η

Y P
 = = h

i

i i

Y P
η

Y P
 (5.65) 

 Rendimento Mecânico 
*

= = e
m

i i

T P
η

Y P
 *

= =i i
m

e

Y P
η

PT
 (5.66) 

  

 Com relação aos diversos rendimentos, as seguintes relações entre eles podem ser esta-

belecidas: 

 

 =i h f alη η η η  (5.67) 

 

e 

 

 = =i m h f al mη η η η η η η . (5.68) 



Capítulo 6 

METODOLOGIA PARA OBTENÇÃO DO SOLVER 
BOMBA E DO SOLVER TURBINA 

 Neste capítulo, é apresentada a metodologia para a obtenção teórica das características 

hidrodinâmicas da bomba-turbina para o modo turbina e para o modo bomba. Tal metodolo-

gia considera apenas a geometria da bomba-turbina, por meio das suas dimensões principais 

dos seus componentes hidromecânicos mais importantes, e os coeficientes de perdas. A rugo-

sidade das superfícies em contato com a água operada pela bomba-turbina também é conside-

rada. 

 A obtenção teórica das características hidrodinâmicas da bomba-turbina envolve a aná-

lise do escoamento através de cada componente hidromecânico isoladamente. As condições 

do escoamento na saída de cada componente são calculadas das condições de entrada (condi-

ções do escoamento conhecidas) do componente bem como da sua geometria. Então, as con-

dições do escoamento na saída tornam-se condições de entrada conhecidas para o próximo 

componente. O procedimento de tal metodologia não deve seguir ao longo de todo do escoa-

mento através da bomba-turbina, ou seja, desde a entrada na caixa espiral até a saída na ex-

tremidade final do tubo de sucção (modo turbina) ou vice-versa para a o modo bomba. O prin-

cipal motivo é que a vazão que passa pelo rotor, , é diferente da vazão da turbina, , ou 

da bomba, . Das vazões do rotor, Q

RQ TQ

BQ R, e da bomba-turbina (turbina ou bomba), Q, obtém-se 

o rendimento de fuga, que por sua vez depende das características do escoamento no rotor.  
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6.1 HIPÓTESES UTILIZADAS 

 No que segue, são listadas as hipóteses para a obtenção teórica das características hidro-

dinâmicas utilizadas no presente trabalho. 

 1) Escoamento incompressível; 

 2) Escoamento absoluto permanente nos componentes hidromecânicos fixos em relação 

ao eixo da turbina e da bomba: caixa espiral, pré-distribuidor, distribuidor e tubo de sucção; 

 3) Escoamento relativo permanente no rotor; 

 4) Escoamento permanente no espaço entre o pré-distribuidor e o distribuidor, e no es-

paço entre o distribuidor e o rotor; 

 5) Escoamentos absoluto (componentes fixos) e relativo (rotor) realizados em superfí-

cies de revolução concêntricas com o eixo da turbina e da bomba; 

 6) Escoamentos absoluto (componentes fixos) e relativo (rotor) uniformes nas seções de 

entrada e saída de cada componente hidromecânico;  

 7) O domínio computacional no plano meridional, referente aos componentes hidrome-

cânicos de revolução (pré-distribuidor, distribuidor e rotor), é o próprio canal da turbina e da 

bomba caracterizado por esses componentes, ou seja, esses componentes não são divididos 

em turbinas e bombas parciais; 

 8) As diversas grandezas do escoamento são avaliadas nas superfícies de corrente  mé-

dias (absoluta, para os componentes fixos, e, relativa, para o rotor) no plano meridional para 

cada componente;  

 9) Os pontos na entrada e na saída da geratriz da superfície de corrente média (diâme-

tros de entrada e de saída) de cada componente hidromecânico no plano meridional é definido 

pela equação da continuidade. 

6.2 DETERMINAÇÃO DAS VELOCIDADES E ÂNGULOS  

 Neste item, são apresentadas as diversas velocidades e ângulos para cada componente 

hidromecânico da bomba-turbina que serão necessários para o cálculo das diversas perdas 

nesses componentes. Para um melhor entendimento, as grandezas geométricas necessárias 

para o cálculo desses ângulos e velocidades são apresentadas em tabelas com a sua simbolo-

gia e descrição bem como a figura que estabelece essas grandezas. 
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6.2.1 Caixa Espiral 

 A Figura 6.1 ilustra uma caixa espiral típica de uma turbina Francis mostrando também 

uma parte do pré-distribuidor solidário à caixa espiral. A Figura 6.2 mostra os parâmetros 

geométricos principais da caixa espiral, que são necessários para o cálculo de certas velocida-

des do escoamento no seu interior, para ambos os modos de operação. 
 

 

 
Figura 6.1   Caixa espiral com pré-distribuidor de uma turbina Francis 

de eixo vertical (Granja Jiménez, 2004). 
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Figura 6.2   Caixa espiral de máquina de fluxo reversível com suas grandezas geométricas principais 

para (a) modo turbina e (b) modo bomba.  
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 Na Figura 6.2 (a), para o modo turbina, D1C representa o diâmetro de entrada da caixa 

espiral e D2C o diâmetro de saída da caixa espiral (ou diâmetro a 180°). Na Figura 6.2 (b), 

para o modo bomba, no entanto, deve-se observar a nova posição de D1C e D2C. Ainda na Fi-

gura 6.2, αC é o ângulo da caixa espiral, o mesmo para ambos os modos de operação. DC, na 

Figura 6.2 (a) é o diâmetro de entrada do injetor (parte cônica de entrada da caixa espiral) e na 

Figura 6.2 (b) o diâmetro de saída do difusor (parte cônica de saída da caixa espiral). De mo-

do análogo, Linj e Ldif, são os comprimentos da parte cônica de entrada e de saída da caixa es-

piral, respectivamente, para o modo turbina e modo bomba. A seguir, são listadas as veloci-

dades de interesse para o cálculo do escoamento na caixa espiral. 
 

a) Componente circunferencial da velocidade absoluta na entrada da caixa espiral 
 

 
C 2

1C

4
=

πu
Qc

D
. (6.1) 

 

b) Componente meridional da velocidade absoluta  
 

 
C C Ctg=m uc c α . (6.2) 

 

c) Velocidade absoluta 
 

 . (6.3) 
C C

2 2 0
C (= +m uc c c ,5)

6.2.2 Pré-distribuidor 

 A Figura 6.3 representa um esquema de pré-distribuidor e distribuidor de bomba-

turbina, com os seus parâmetros geométricos principais. A Figura 6.4 representa uma parte do 

pré-distribuidor e seus diagramas de velocidades para a entrada e saída do escoamento no 

modo turbina. Os pontos 1 e 2 referem-se, respectivamente, à entrada e saída do pré-

distribuidor, para o modo turbina, Figura 6.3 (a), e para o modo bomba, Figura 6.3 (b). 

6.2.2.1 Entrada do Pré-distribuidor 

a) Componente meridional da velocidade absoluta na entrada 
 

 
1P

1P 1P 1Pπ
=m

Qc
D b fe

, (6.4) 
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onde o fator de estrangulamento (bloqueio) geométrico na entrada, 1Pfe , é 
 

 1P
1P

1P
1= − uefe

t
, (6.5) 

 

a espessura da palheta fixa na entrada na direção circunferencial, , é 1Pue
 

  1P
1P *

1Psen
=u

ee
α

, (6.6) 

 

e o passo das palhetas fixas na entrada, , é  1Pt
 

 1P
1P

π
=

pf

Dt
N

. (6.7) 

 
 A Figura (6.3) ilustra de modo esquemático, as variáveis para o cálculo do fator de es-
trangulamento para os componente hidromecânicos (pré-distribuidor, distribuidor e rotor).  
 

palheta fixa, palheta diretriz ou pá
t

t eu-
eu

e

 
 

Figura 6.3   Representação esquemática das variáveis para o cálculo do fator de estrangulamento.   
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Figura 6.4   Representação parcial do pré-distribuidor e distribuidor com suas grandezas geométricas 
principais para (a) modo turbina e (b) modo bomba. 
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Figura 6.5   Representação parcial do pré-distribuidor para o modo turbina e seus respectivos  
diagramas de velocidades. 

 

b) Componente circunferencial da velocidade absoluta na entrada 
 

 C
1P C

1P
=u u

rc c
r

. (6.8) 

 

c) Velocidade absoluta na entrada 
 

 . (6.9) 2 2
1P 1P 1P(= +m uc c c 0,5)

 

d) Ângulo do escoamento absoluto na entrada 
 

 1P
1P

1P
arctg ⎛ ⎞

= ⎜
⎝ ⎠

α m

u

c
c ⎟ . (6.10) 

6.2.2.2 Saída do Pré-distribuidor 

e) Componente meridional da velocidade absoluta na saída  
 

 
2P

2P 2P 2P
=

πm
Qc

D b fe
, (6.11) 

 

onde o fator de estrangulamento (bloqueio) geométrico na saída, 2Pfe , é 
 

 2P
2P

2P
1= − uefe

t
, (6.12) 

 
a espessura da palheta fixa na saída na direção circunferencial, , é 2Pue
 

  2P
2P *

2Psen
=u

ee
α

, (6.13) 

 

e o passo das palhetas fixas na saída, , é  2Pt
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 2P
2P

π
=

pf

Dt
N

. (6.14) 

 

f) Ângulo do escoamento absoluto na saída 
 

 No presente trabalho, é considerado o escoamento na saída do pré-distribuidor sem des-

vio, ou seja, o ângulo do escoamento é idêntico ao ângulo de saída da palheta fixa, . A 

consideração do desvio do escoamento na saída do pré-distribuidor foi analisada por Toyoku-

ra et al. (1980) e Granja Jiménez (2004).  

*
P2α

 

 . (6.15) *
2P 2P=α α

 

g) Componente circunferencial da velocidade absoluta na saída 
 

 2P
2P

2Ptg
= u

u
cc
α

. (6.16) 

 

h) Velocidade absoluta na saída 
 

 . (6.17) 2 2
2P 2P 2P(= +m uc c c 0,5)

6.2.3 Espaço entre o Pré-distribuidor e o Distribuidor 

a) Entrada do espaço entre o pré-distribuidor e o distribuidor 

 
Tabela 6.1   Grandezas geométricas para a determinação de velocidades, 

ângulos e perdas no pré-distribuidor (P). 
 

Simbologia Descrição Figura 
Npf  Número de palhetas fixas - 
D1P  Diâmetro de entrada do pré-distribuidor 6.3 
D2P  Diâmetro de saída do pré-distribuidor 6.3 

P
 Comprimento da corda da palheta fixa 6.3 

*
1Pα   Ângulo de entrada da palheta fixa –  
*
2Pα   Ângulo de saída da palheta fixa –  

b1P  Largura da palheta fixa na entrada  6.7 
b2P  Largura da palheta fixa na saída 6.7 
e1P  Espessura da palheta fixa na entrada –  
e2P  Espessura da palheta fixa na saída –  
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 As condições do escoamento absoluto na saída do pré-distribuidor, , 2Pmc 2Pα ,  e 

, são obtidas das Equações (6.11), (6.15), (6.16) e (6.17), respectivamente. Essas condi-

ções são consideradas as condições de entrada para o espaço entre o pré-distribuidor e o dis-

tribuidor (modo turbina). A Tabela 6.3 apresenta o conjunto de equações para o modo bomba. 

2Puc

2Pc

 

b) Saída do espaço entre o pré-distribuidor e o distribuidor 
 

 O escoamento nesse espaço é denominado de escoamento não-guiado. Neste trabalho, 

são apresentados três modelos de escoamento não-guiado: 1) modelo com vórtice-livre (esco-

amento não-viscoso), 2) modelo com vórtice-livre corrigido e 3) modelo viscoso, que possibi-

litam a determinação das condições do escoamento na saída do espaço entre o pré-distribuidor 

e o distribuidor. O teste das três equações (os modelos descritos acima e representados a se-

guir), não mostraram mudanças significativas nos valores das velocidades circunferências 

obtidas como será comentado no Capítulo 7.  

 A convenção de pontos para a entrada e saída adotada no Capítulo 3 é utilizada a seguir, 

ou seja, ponto 2P para a entrada (condições do escoamento conhecidas) e ponto 1D para a 

saída (condições do escoamento calculadas). 
 

 
Tabela 6.2   Grandezas geométricas para a determinação de velocidades e ângulos 

no espaço entre o pré-distribuidor (P) e o distribuidor (D). 
 

Simbologia Descrição Figura 
D2P Diâmetro de entrada do espaço entre o P e o D 6.3 
D1D Diâmetro de saída do espaço entre o P e o D 6.3 
b2P Largura de entrada do espaço entre o P e o D 6.7 
b1D Largura de saída do espaço entre o P e o D 6.7 

*
2Pα  Ângulo de entrada do espaço entre o P e o D 6.3 

 

 

b.1) Modelo com vórtice-livre (vórtice potencial) 
 

 2P 2P
1D

1D
= u

u
D cc

D
. (6.18) 

 

b.2) Modelo com vórtice-livre corrigido, Pfleiderer e Petermann (1979) 
 

 1D
1D 1D

2P 1D
2P 2P

1

( )
8

=
π

− −
u

u

c D D D D
D c Q

λ . (6.19) 
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Segundo Pfleiderer e Petermann (1979), o valor do coeficiente de correção λ  é consi-

derado igual a 0,04. 
 

b.3) Modelo viscoso, Whitfield e Baines (1990)  

 

 

0,52 2
1D 2P 2P 1D 1D

2P
2P 2P

1D 2
2P 2P 1D

2π ( )+

=
π ( - )

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎡ ⎤−⎪ ⎪ −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎝ ⎠⎪ ⎪⎩

u

u

D f D D D c
D Q

c
f D D D

Q

⎭

D
D

, (6.20) 

 

onde f  é o coeficiente de atrito, segundo Kastner e Bhinder (1975), dado por 
 

 0,25
0,0135

=f
Re

, (6.21) 
 

o número de Reynolds é definido por  
 

 2P= hc DRe
ν

, (6.22) 
 

e o diâmetro hidráulico é  
 

 2P 2P

2P 2P

4 2π
= =

π +h
A D bD

P D b
. (6.23) 

 
 

 Novamente, vale lembrar que no modo de operação como bomba, é conhecida a condi-

ção de saída do distribuidor, sendo esta condição considerada como entrada do espaço entre o 

distribuidor e pré-distribuidor.  

 

c) Componente meridional da velocidade absoluta na saída   
 

1D
1D 1D 1D

=
πm

Qc
D b fe

. (6.24) 

 

d)  Velocidade absoluta na saída 
 

 . (6.25) 2 2
1D 1D 1D(= +m uc c c 0,5)

 
 
e)  Ângulo do escoamento absoluto na saída 
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 1D
1D

1D
arc tg ⎛ ⎞

= ⎜
⎝ ⎠

α m

u

c
c ⎟ . (6.26) 

 

Tabela 6.3   Velocidades e ângulos no espaço entre o pré-distribuidor (P) 
e o distribuidor (D) para o modo bomba. 

 

Descrição Equação 

Modelo com vórtice-
livre (vórtice potencial) 

2D 2D
1P

1P

= u
u

D cc
D

 

Modelo com vórtice-
livre corrigido 

1P
1P 1P

2D 1P
2D 2D

1= π ( )
8

− −
u

u

c D λD D D
D c Q

 

Modelo viscoso 

0,52 2
1P 2D 2D 1P 1P

2D
2D 2D

1P 2
2D 2D 1P

2π ( )+

=
π ( )

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ −⎪ ⎪ −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

−

u

u

D f D D D c
D Q

c
f D D D

Q

D
D

 

Fator de atrito 0,25
0,0135

=f
Re

 

Número de Reynolds  2D= hc DRe
ν

 

Diâmetro hidráulico 2D 2D

2D 2D

2π4= =
π +h

D bAD
P D b

 

Componente meridional 
da velocidade absoluta 

na saída 
1P

1P 1P 1Pπ
=m

Qc
D b fe

 

Velocidade absoluta na 
saída 

2 2
1P 1P 1P( )= +m uc c c 0,5  

Ângulo do escoamento 
absoluto na saída 

1P
1P

1P
arctg ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

α m

u

c
c

 

  

6.2.4 Distribuidor 

 Utilizando novamente a Figura 6.3, reproduzida aqui apenas a parte referente à turbina, 

Figura 6.5, representa-se uma parte do distribuidor e do pré-distribuidor, indicando os seus 
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parâmetros geométricos principais (veja também a Figura 6.3), que são necessários para o 

cálculo das velocidades do escoamento no interior desses componentes. 

 

D

1 2 1

D1P

2P2 D

'D

pD
2D
'D 1D

QT

1D
P

2D

mCL

 
Figura 6.6   Representação parcial do pré-distribuidor e distribuidor para o modo turbina. 

  

 Na Tabela 6.4 são descritas algumas grandezas geométricas do pré-distribuidor e do 

distribuidor. Para o distribuidor, o único parâmetro fixo (em termos de diâmetro) é o diâmetro 

primitivo das palhetas diretrizes, pD , conforme mostra a Figura 6.5 (veja também a Figura 

6.3). Os diâmetros de entrada, , e de saída, 1D′D 2D′D , da palheta diretriz variam de acordo com 

a abertura do distribuidor e, em conseqüência, os seus ângulos *
1Dα  e *

2Dα  (ângulos das palhe-

tas diretrizes, na entrada e saída, em relação à direção circunferencial) também variam.     
 

 

Tabela 6.4   Grandezas geométricas para a determinação de velocidades, 
ângulos e perdas no distribuidor (D). 

 

Simbologia Descrição Figura 

Npd  Número de palhetas diretrizes –  
Dp  Diâmetro primitivo do distribuidor 6.5 
D2P  Diâmetro de saída do pré-distribuidor 6.5 

D
 Comprimento da corda da palheta diretriz 6.5 

*
1Dα   Ângulo de entrada da palheta diretriz –  
*
2Dα   Ângulo de saída da palheta diretriz –  

b1D  Largura da palheta diretriz na entrada  3.8 
b2D  Largura da palheta diretriz na saída 3.8 
e1D  Espessura da palheta diretriz na entrada –  
e2D  Espessura da palheta diretriz na saída –  
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6.2.4.1 Entrada do Distribuidor 

 As condições do escoamento absoluto na entrada do distribuidor, , ,   e 1Duc 1Dmc 1Dc 1Dα  

são obtidas das Equações (6.18, 6.19 ou 6.20), (6.24), (6.25) e (6.26), respectivamente. A Fi-

gura 6.6 representa uma parte do distribuidor e seus diagramas de velocidades para a entrada e 

saída do escoamento. 

6.2.4.2 Saída do Distribuidor 

a) Componente meridional da velocidade absoluta na saída  
 

 
2D

2D 2D 2D

=
πm

Qc
D b fe

, (6.27) 

 

1

Q T

2

1Dcu

cmc
α

cm

2Dcu

c
α

1D
1D 1D

2D

2D
2D

 
Figura 6.7   Representação parcial do distribuidor e seus diagramas de velocidades para 

a entrada e saída no modo turbina. 
 

onde o fator de estrangulamento (bloqueio) geométrico na saída, 2Dfe , é 

 

 2D
2D

2D

=1− uefe
t

, (6.28) 

 
a espessura da palheta fixa na saída na direção circunferencial, , é 2Due

 

  2D
2D *

2D

=
senu

ee
α

, (6.29) 

 
e o passo das palhetas fixas na saída, , é  2Dt

 

 2D
2D

π=
pd

Dt
N

. (6.30) 

 
b) Ângulo do escoamento absoluto na saída 
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 No presente trabalho, o escoamento na saída do distribuidor é considerado sem desvio, 

ou seja, o ângulo do escoamento é idêntico ao ângulo de saída da palheta diretriz, *
2Pα . A con-

sideração do desvio do escoamento na saída do pré-distribuidor foi analisada por Toyokura et 

al. (1980) e Granja Jiménez (2004). 
 

 . (6.31) *
2P 2P=α α

 
c) Componente circunferencial da velocidade absoluta na saída 
 

 2D
2D

2D

=
tg

u
u

cc
α

. (6.32) 

 

d) Velocidade absoluta na saída 
 

 . (6.33) 2 2
2D 2D 2D= ( + )m uc c c 0,5

6.2.5 Espaço entre o Distribuidor e o Rotor 

a) Entrada do espaço entre o distribuidor e o rotor 

 As condições do escoamento absoluto na saída do distribuidor, , 2Dmc 2Dα ,  e , 

são obtidas das Equações (6.27), (6.31), (6.32) e (6.33), respectivamente. Essas condições são 

consideradas as condições de entrada para o espaço entre o distribuidor e o rotor. 

2Duc 2Dc

 Ao variar a abertura do distribuidor, todas as grandezas do escoamento na sua saída 

variam de acordo com o ângulo de montagem das suas palhetas diretrizes e, consequentemen-

te, variam as condições de entrada do escoamento no espaço entre o distribuidor e o rotor.  
 

b) Saída do espaço entre o distribuidor e o rotor 
 

 O escoamento nesse espaço é denominado de escoamento não-guiado. Conforme feito 

para o espaço entre o pré-distribuidor e o distribuidor, Item 6.2.3, são também apresentados 

três modelos de escoamento não-guiado: 1) modelo com vórtice-livre (escoamento não-

viscoso), 2) modelo com vórtice-livre corrigido e 3) modelo viscoso, que possibilitam a de-

terminação das condições do escoamento na saída do espaço entre o distribuidor e o rotor. A 

convenção de pontos para a entrada e saída adotada no Capítulo 3 é utilizada a seguir, ou seja, 

ponto 2D para a entrada (condições do escoamento conhecidas) e ponto 4 para a saída (condi-

ções do escoamento calculadas). A Tabela 6.6 resume as expressões para o modo de operação 

como bomba, com relação ao espaço entre o rotor e o distribuidor. 
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b.1) Modelo com vórtice-livre (vórtice potencial) 
 

 2D 2D
4

4

= u
u

D cc
D

. (6.34) 

 
b.2) Modelo com vórtice-livre corrigido, Pfleiderer e Petermann (1979) 
 

 4
4 4

2D 4
2D 2D

1= π ( )
8

− −
u

u

c D λD D D
D c Q

. (6.35) 

 
 Segundo Pfleiderer e Petermann (1979), λ  pode ser considerado igual a 0,04. 
 
b.3) Modelo viscoso, Whitfield e Baines (1990) 
 

 

0,52 2
4 2D 2D 4

2D
2D 2D

4 2
2D 2D 4

2π ( )+

=
π ( )

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ −⎪ ⎪ −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎪⎩

−

u

u

D f D D D c
D Q

c
f D D D

Q

4

⎪⎭

D
D

, (6.36) 

 

onde f  é o coeficiente de atrito, segundo Kastner e Bhinder (1975), dado por  

 0,25
0,0135

=f
Re

, (6.37) 

 
o número de Reynolds é definido por  

 2D= hc DRe
ν

, (6.38) 

 
e o diâmetro hidráulico é  
 

 2D 2D

2D 2D

4 2π
= =

π +h
A D bD

P D b
. (6.39) 

 
c) Componente meridional da velocidade absoluta na saída 
 

 m4
4 4

Qc =
πD b

, (6.40) 

 
d) Velocidade absoluta na saída 

2 2 0
4 4 4(= +m uc c c ,5) . (6.41) 

 
 
e) Ângulo do escoamento absoluto na saída 

 4
4

4
arc tg ⎛

= ⎜
⎝ ⎠

α m

u

c
c

⎞
⎟ , (6.42) 
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Tabela 6.5   Grandezas geométricas para a determinação de velocidades e ângulos 

no espaço entre o distribuidor (D) e o rotor (R). 
 

Simbologia Descrição Figura 

D2D Diâmetro de entrada do espaço entre o D e o R 6.3 
D4 Diâmetro de saída do espaço entre o D e o R 6.3 
b2D Largura de entrada do espaço entre o D e o R 6.7 
b4 Largura de saída do espaço entre o D e o R 6.7 

*
2Dα  Ângulo de entrada do espaço entre o P e o D –  

 

 

 

Tabela 6.6   Velocidades e ângulos no espaço entre o distribuidor (D) 
e o rotor (R) para o modo bomba. 

 

Descrição Equação 

Modelo com vórtice-
livre (vórtice potencial) 

4 4
1D

1D

= u
u

D cc
D

 

Modelo com vórtice-
livre corrigido 

1D
1D 1D

4 1D
4 u4

1= π ( )
c 8

− −
uc D λD D D

D Q

 

Modelo viscoso 

0,52 2
1D 4 4 1D 1D

4
4 4

1D 2
4 4 1D

2π ( )+

=
π ( )

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ −⎪ ⎪ −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

−

u

u

D f D D D c
D Q

c
f D D D

Q

D
D

 

Fator de atrito 0,25
0,0135

=f
Re

 

Número de Reynolds 4= hc DRe
ν

 

Diâmetro hidráulico 4 4

4 4

2π4
π +

= =h
D bAD

P D b
 

Componente meridional 
da velocidade absoluta 

na saída 
1D

1D 1D 1Dπ
=m

Qc
D b fe

 

Velocidade absoluta na 
saída 

2 2
1D 1D 1D( )= +m uc c c 0,5  

Ângulo do escoamento 
absoluto na saída 

1P
1P

1P

arc tg
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

m

u

c
c

α  
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6.2.6 Rotor 

 As condições do escoamento absoluto na saída do espaço entre o distribuidor e o rotor, 

, ,  e 4uc 4mc 4c 4α , são obtidas das Equações (6.34, 6.35 ou 6.36), (6.40), (6.41) e (6.42), res-

pectivamente. Essas condições são consideradas as condições de entrada para o escoamento 

absoluto rotor. Para um rotor de máquina de fluxo estacionária, a velocidade relativa, w , se 

compõe com a velocidade absoluta, c , pela expressão = +c w u , onde  é a velocidade cir-

cunferencial do rotor (velocidade de condução do rotor). Vale lembrar que o escoamento inci-

dente no rotor (escoamento vindo do espaço entre o distribuidor e o rotor) tem um componen-

te meridional obtido através da equação integral da continuidade calculado pela vazão da tur-

bina, Q, sem, evidentemente, considerar a espessura das pás. Por outro lado, o componente 

meridional da velocidade (absoluta ou relativa) na entrada do rotor é calculado pela vazão do 

rotor, , considerando o escoamento no rotor.  

u

RQ

 

Q

LC
5

4 D Pb D4e4mD4iD

5iD

5eD

D5m

5m

4m
2D

1D
2P

1P

b b

b

 
 

Figura 6.8   Seção meridional do rotor, distribuidor e pré-distribuidor com suas grandezas 
geométricas principais para o modo turbina. 

 

 

 A convenção de pontos adotada no Capítulo 3 será usada com o índice 3, para as condi-

ções de entrada do rotor, e, com o índice 6, para as condições de saída.  

As Figuras 6.7 e 6.8 representam parcialmente as seções meridional e transversal do rotor, 

distribuidor e pré-distribuidor indicando os seus parâmetros geométricos principais. A Tabela 

6.7 apresenta as grandezas geométricas principais para a determinação de velocidades, ângu-

los e perdas no rotor. 
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Figura 6.9   Representação parcial da seção transversal do rotor, distribuidor e pré-distribuidor com 
suas grandezas geométricas principais para (a) modo turbina e (b) modo bomba. 

 
 
 
 
 

Tabela 6.7   Grandezas geométricas para a determinação de velocidades, ângulos 
e perdas no rotor (R). 

 

Simbologia Descrição Figura 
Npá  Número de pás –  
D4  Diâmetro de entrada do rotor 6.7 
D5  Diâmetro de saída do rotor 6.7 

R  Comprimento da pá 6.8 
*
4β   Ângulo de entrada da pá –  
*
5β   Ângulo de saída da pá –  

b4  Largura da pá na entrada 6.7 
b5  Largura da pá na saída 6.7 
e4  Espessura da pá na entrada –  
e5  Espessura da pá na saída –  

 

6.2.6.1 Entrada do Rotor 

a) Componente meridional da velocidade absoluta na entrada 
 

 
3

R

4 4 4

=
πm

Qc
D b fe

, (6.43) 

 
onde , é dado por RQ R = − fQ Q Q , o fator de estrangulamento (bloqueio) geométrico na en-

trada, 4fe , é 
 

 4
4

4
1= − uefe

t
, (6.44) 
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a espessura da pá na entrada na direção circunferencial, , é 4ue
 

  4
4 *

4sen
=u

ee
β

, (6.45) 

 

e o passo das pás na entrada, , é  4t
 

 
pá

4
4 N

D
t

π
= . (6.46) 

  

b) Componente circunferencial da velocidade absoluta na entrada 
 

 O componente da velocidade absoluta na entrada do rotor, , é dado pela Equação 

(6.34, 6.35 ou 6.36), fazendo .  

3uc

3 4=u uc c

 

c) Ângulo do escoamento absoluto na entrada 
 

 3
3

3
arc tg ⎛

= ⎜
⎝ ⎠

α m

u

c
c

⎞
⎟

,5)

5)

. (6.47) 

 
d) Velocidade absoluta na entrada 
 

 . (6.48) 
3 3

2 2 0
3 (= +m uc c c

 
e) Velocidade relativa na entrada 
 

 . (6.49) 2 2 0,
3 3 3 3 3 3( 2 cos= + −w u c u c α

 
f) Ângulo do escoamento relativo na entrada 
 

 
2 2 2

1 3 3 3
3

3 3
cos

2
− ⎛ + −

= ⎜
⎝ ⎠

β u w c
u w

⎞
⎟

3

. (6.50) 

 
g) Componente circunferencial da velocidade relativa 
 
 . (6.51) 

3 3u uw = c u−

6.2.6.2 Saída do Rotor 

h) Componente meridional da velocidade absoluta na saída 
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6

R

5 5 5
=

πm
Qc

D b fe
, (6.52) 

 

onde o fator de estrangulamento (bloqueio) geométrico na entrada, 5fe , é 
 

 5
5

5
1= − uefe

t
, (6.53) 

 

a espessura da pá na entrada na direção circunferencial, , é 5ue
 

  5
5 *

5sen
=u

ee
β

, (6.54) 

 
e o passo das pás na entrada, , é 5t
  

 
pá

5
5 N

D
t

π
= . (6.55) 

 

i) Ângulo do escoamento relativo na saída 
 

 Como não se considera desvio do escoamento para turbina com nqA ≤ 90, o ângulo do 

escoamento relativo na saída do rotor é igual ao ângulo de saída da pá (6.56), ou seja, 
 

 *
6 = 5β β . (6.56) 

 

j) Velocidade relativa na saída 
 

 6
6

6

=
sen

mcw
β

. (6.57) 

 

k) Velocidade absoluta na saída 
 

 . (6.58) 2 2 0
6 5 6 5 6 6= ( + 2 cos )−c u w u w β ,5

 
l) Ângulo do escoamento absoluto na saída 
 

 
2 2 2

-1 5 6 6
6

5 6

+= cos
2

⎛ ⎞−
⎜
⎝ ⎠

u c wα
u c ⎟ . (6.59) 

 

m) Componente circunferencial da velocidade absoluta na saída 
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 6
6

6

=
tg

m
u

c
c

α
. (6.60) 

 

n) Componente circunferencial da velocidade relativa na saída 
 

 . (6.61) 
66 = −u uw c u6
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Figura 6.10   Representação parcial da seção meridional do rotor e seus triângulos de velocidades 

para e entrada e saída no modo turbina. 
 

6.2.7 Tubo de Sucção 

As condições do escoamento no tubo de sucção são calculadas com base na vazão que 

efetivamente passa no seu interior, ou seja, a vazão da turbina, Q, que é R= + +fe fQ Q Q Q i , 

ou R= + feQ Q Q , se fiQ  é totalmente desviada para fora da turbina. 

6.2.7.1 Entrada do Tubo de Sucção 

a) Componente meridional da velocidade absoluta na entrada 

 

 
7 2

7

4=
πm

Qc
D

, (6.62) 

 

 
 A Tabela 6.8 representa as grandezas geométricas principais do tubo de sucção. 
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Tabela 6.8   Grandezas geométricas para a determinação de velocidades 
e perdas no tubo de sucção (T). 

 

Simbologia Descrição Figura 
D7  Diâmetro de entrada do tubo de sucção 6.9 
D7s  Diâmetro de saída do cone do T (turbina) 6.9 
D8e  Diâmetro de saída da curva do T (turbina) 6.9 
D8  Diâmetro de saída do tubo de sucção 6.9 
D7e  Diâmetro de entrada na curva do T (bomba) 6.9 
D8s  Diâmetro de saída da curva do T (bomba) 6.9 

6.2.7.2 Entrada da Curva 

b) Componente meridional da velocidade absoluta na entrada 
 

 
7s 2

7s

4=
πm

Qc
D

, (6.63) 
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Figura 6.11   Representação do tubo de sucção com suas grandezas geométricas principais 
para (a) modo turbina e (b) modo bomba. 

6.2.7.3 Saída da Curva (Entrada do difusor) 

c) Componente meridional da velocidade absoluta na entrada 

 
8e 2

8e

4
=

πm
Qc

D
, (6.64) 



 82

6.2.7.4 Saída do Tubo de sucção 

d) Componente meridional da velocidade absoluta na entrada 
 

 
8 2

8

4
=

πm
Qc
D

 (6.65) 

6.3 DETERMINAÇÃO DAS PERDAS 

 Neste item, são apresentadas as diversas perdas para cada componente hidromecânico 

da bomba-turbina, tanto para o modo turbina e como para o modo bomba. Essas perdas inici-

almente se referem às perdas hidráulicas em cada componente hidromecânico. Em seguida, 

são abordadas as perdas por fuga e por atrito lateral que dependem de alguns parâmetros do 

escoamento de alguns componentes hidromecânicos da bomba-turbina. Como salientado no 

Capítulo 3, as perdas mecânicas são estimadas em termos do rendimento mecânico adotado. 

6.3.1 Perdas Hidráulicas na Caixa Espiral 

 Primeiramente, é considerado o conjunto de perdas para o modo de operação como  

turbina e posteriormente serão consideradas as respectivas perdas para o modo de operação 

como bomba.  

 As perdas hidráulicas na caixa espiral (Figura 6.2 (a)), 
ChZ , são compostas pela perda 

por atrito viscoso no injetor (trecho de entrada da caixa espiral), 
injavZ , e no caracol, , e 

pela perda devida à curvatura do caracol, , portanto, 

caravZ

carcurZ
 

 . (6.66) 
C

= + +
inj car carh av av curZ Z Z Z

 

a) Perda por atrito viscoso no injetor 
 

 A perda por atrito viscoso no injetor é obtida da Equação (3.5), com  (Figura 

6.2) e fazendo , é considerado como referência sua secção média e trazendo as res-

pectivas equações para maior compreensão, temos, 

= injL L

=ref injV c
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2
1

2
= inj

inj

inj

inj
av inj

h

cL
Z f

D g
, (6.67) 

onde o fator de atrito, 
 

injf , pode ser obtido da Equação (3.6),  

 

 2

0,9
inj

1,325=
5,74ln +

3,7
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⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦inj

inj

inj

h

f
ε
D Re

. (6.68) 

 
O diâmetro hidráulico, , é dado por 

injhD

 

 C 1 + = 
2injh

D DD C

ero de Reynolds é 
 

 

 (6.69) 

 

e o núm

= injh inj
inj

D c
Re

ν
. (6.70) 

A velocidade média, , é calculada pela equação integral da continuidade, ou seja,  
 

 

 

injc

2
4=
π

inj

inj
h

Qc
D

. (6.71) 

 A perda por atrito viscoso no caracol é obtida de modo semelhante à perda por atrito 

viscoso no injetor, Equação (6.67), com

 

b) Perda por atrito viscoso no caracol 
 

 = carL L  (Figura 3.2) e fazendo ,  
 

 

 = 
carref uV c

2

= 
2

car

car

car

ucar
av car

h

cLZ f
D g

, (6.72) 

onde o fator de atrito,  é obtido da Equação (3.6),  

 

 

 

carf ,

2

0,9

1,325= 
5,74ln +

3,7

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦car

car

car

h car

f
ε
D Re

. (6.73) 
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O diâmetro hidráulico, 
carhD , é dado por 

 

1C 2C+ =
2carh

D DD  (6.74) 

ero de Reynolds é 
 

e o núm
 

= car Ch u
car

D c
Re

ν
 . (6.75) 

 
carL  é o comprimento desenvolvido da linha média do caracol, em formato de espiral logarít-

ca. A velocidade média, , é calculada pela Equação (6.1). 

) Perda devida à curvatura no caracol 

A perda devida à curvatura no caracol é obtida da Equação (3.12), ou seja, 
 

 

mi
Cuc

 

c
 

 

2

2
= car

car car

u
cur cur

c
Z K

g
. (6.76) 

 

Tabela 6.9   Perdas na caixa espiral (C) para o m ba. 

Perda Equação 

 

odo bom

Atrito viscoso no difusor 
2
1=

2
dif

dif

dif

dif
av dif

h

cL
Z f

D g
 

Atrito viscoso no caracol 
2

= 
2

car

car

car

ucar
av car

h

cLZ f
D g

 

Devida à curvatura do 
caracol 

2

2
= car

car car

u
cur cur

c
Z K

g
 

Choque na caixa espiral 2p 2p

P

2
C( + ( )

=
2

−
carch m u

ch

ζ c c c
Z

g
 

)

 

 
Para o modo de operação como bomba, são utilizados também esses modelos de per-

das hidráulicas. Obviamente, devem ser observadas as respectivas condições para a entrada e 

saída do escoamento, Figura 6.2 (b), uma vez que o mesmo é o inverso do modo de operação 
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como turbina. No modo de operação como bomba, deve-se acrescentar a perda por choque na 

caixa espiral (Ida e Kubota, 1980). A Tabela 6.9 resume o conjunto de perdas utilizadas. 

As perdas hidráulicas no pré-distribuidor, 

6.3.2 Perdas Hidráulicas no Pré-distribuidor 

 
PhZ , Figura 6.3 (a), são compostas pela perda 

r choque na entrada, 
PchZ , pela perda por atrito viscoso, 

PavZpo , e pela perda de mistura, 

PmwZ , portanto, 
 

 = + +
P P P Ph ch av mwZ Z Z Z  (6.76) 

) Perda por choque na entrada 
 

entrada do pré-distribuidor é obtida da Equação (3.19), ou seja, 

  

d

 A perda por choque na 
 

 
P P

* 2 1P
1P 1P(cotg cotg )

2
= − m

ch chZ
g

ζ α α .  

 

2c (6.77)

e) Perda por atrito viscoso 

 A perda por atrito viscoso no pré-distribuidor é obtida da Equação (3.5), com
 

 P=L  

(Figura 6.3) e fazendo 1Pf m=reV c , ou seja, 

P

P

2
P 1P

P 2
= m

av
h

cZ f
D g

 , (6.78) 

 

onde o fator de atrito, , é obtido da Equação (3.6),  Pf
 

 

P

P 2
1,32

=f  
P

0,9

5

5,74ln
3,7

⎡ ⎤⎛ ⎞
+⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎝ ⎠⎣ P ⎥⎦hD R
ε

(6.79) 

 

 diâmetro hidráulico, , é dado por 

 

e

O
PhD

 

P

1P 1P

1P 1P )+ b
2
(
π

=
πh

pf

D bD
N D

 (6.80) 
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e o número de Reynolds é 

 

 P 1P
P = h mD c

Re . 
ν

(6.81) 

) Perda de mistura 

 A perda de mistura é obtida da Equação (3.10) fazendo 

f
 

=al pfN N , ou seja, 

 

 
P P

2 2
2P 2P

* 2sin
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥π
pf

mw mw
e N cZ

gD
ζ

α
. (6.82) 

2P 2P⎣ ⎦

 Para o mod .3 (b) o sentido 

de escoamento da água e a nomenclatura utilizada. A Tabela 6.10 indica o conjunto de perdas.  

 

Tabela 6.10   Perdas no pré-distribuidor (P) para o modo bomba. 

Equação 

 

o de operação como bomba, deve-se observar pela Figura 6

Perda 

Por choque na entrada P P

2
* 2 1P

ch 1P 1P(cotg cotg )
2

= − m
ch

cZ
g

ζ α α  

Atrito viscoso no pré-
distribuidor P

P

2
P 1P

P 2
= m

av
h

cZ f
D g

 

Perda de mistura P P
=mw mwZ ζ

2 2
2P 2P

*
2P 2P 2sin

⎡ ⎤
⎢ ⎥π⎣ ⎦

pfe N c
gD α

 

6.3.3 Perdas Hidráulicas no Distribuidor 

DhZ As perdas hidráulicas no distribuidor, , Figura 6.5, são compostas pela perda por 

hoque na entrada, 
DchZ ,c   pela perda por atrito viscoso, 

DavZ , e pela perda de mistura, 
DmwZ , 

portanto, 

) 

) Perda por choque na entrada  
 

A perda por choque na entrada do pré-distribuidor é obtida da Equação (3.19), ou seja, 

 

 
D D D D

= + +h ch av mwZ Z Z Z  (6.83
 

g
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D D

2
* 2 1D

1D 1D(cotg cotg )
2

= − m
ch ch

cZ
g

ζ α α . (6.84) 

 viscoso 

 A perda por atrito viscoso no pré-distribuidor é obtida da Equação (3.5), com

 

h) Perda por atrito
 

 D=L  

(Figura 3.5) e fazendo , ou seja,1D=ref mV c  

 

D

D

2
D 1D

D 2
= mc av

h
Z f

D g
, (6.85) 

onde o fator de atrito, 

 

Df , pode ser obtido da Equação (3.6),  

 

 

D

D 2

D 5,74ln
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥0,9

D

1,325

3,7

=

+⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦h

f

D Re

. (6.86) 

O diâmetro hidráulico, 

ε

 

DhD , é dado por 

 

 
D

1D 1D2 π D b
1D 1D( )

=
π +h

pd
D

N D b
 (6.87) 

 o número de Reynolds é 

 

e
 

 D 1D
D = h mD c

Re
ν

. (6.88) 

 Perda de mistura 
 

A perda de mistura é obtida da Equ

 

 

i)

 ação (3.10) fazendo =al pdN N , ou seja, 

 

D D

2

 
2

2D 2D
*

2D 2D 2sin
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥π⎣ ⎦

pd
mw mw

e N cZ
gD

ζ
α

. (6.89) 

 

 



 88

 Para o modo  6.3 (b) o sentido 

de escoamento (fluido de trabalho - água) e a nomenclatura utilizada. A Tabela 6.11 indica o 

conjunto de perdas.  

 

.11  Perdas no distribuidor (D) para o modo bomba. 

Equação 

 de operação como bomba, deve-se observar pela Figura

Tabela 6

Perda 

Por choque na entrada D D

2
* 2 1D

1D 1D(cotg cotg )
2

= − m
ch ch

cZ
g

ζ α α  

Atrito viscoso no distri-
buidor D

D

2
D 1D

D 2
= m

av
h

cZ f
D g

 

Perda de mistura D D

2 2
2D 2D

*
2D 2D 2sin

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥π⎣ ⎦

pd
mw mw

e N cZ
gD

ζ
α

 

6.3.4 Perdas Hidráulicas no Rotor 

As perdas hidráulicas no  rotor, 
RhZ , Figura 6.8 (a), são compostas pela perda por cho-

que na entrada, 
RchZ ,  pela perda por atrito viscoso, 

RavZ , e pela perda de mistura, , por-

nto, 

Rw

 

 Perda por choque na entrada 

o rotor é obtida da Equação (3.20), ou seja, 

RmwZ

ta
 

  (6.90) 
R R R

= + +h ch av mZ Z Z Z

j)
 

 A perda por choque na entrada d
 

 
R R

2
* 2 3

3 4(cotg cotg )
2

= −ζ β
g

(6.91)

 Perda por atrito viscoso no rotor 

 A perda por atrito viscoso no pré-distribuidor é obtida da Equação (3.5), com

β m
ch ch

wZ ,  

 

l)
 

 R=L  

(Figura 6.8 (a)) e fazendo R=refV w , ( R 3R 6R( ) / 2= +w w w ), ou seja, 
 

 
R

2
R R

R 2
=av i

h

wZ C f
D g

, 
R

(6.92) 
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nde  segundo Ida e Kubota (19

(3.5) relaciona a perda por atrito nos canais do rotor com a perda por atrito numa tubulação de 

eção circular equivalente e o fator de atrito, 

o 80), é um fator experimental que é introduzido na Equação  iC ,

s Rf , é dado pela Equação (3.6),  

 

R

R 2

R

1,3

0,9
R ⎥

25

5,74ln
3,7

=
⎡ ⎤⎛ ⎞

+⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎝ ⎠⎣ ⎦h

f

D
ε

. (6.93) 

 

Re

O diâmetro hidráulico, 
RhD , é dado por 

 

 
R

4 4

+ b
 (6.94) 

4 4

2
( )
π

=
πh

pá

D bD
N D

s é 
 

e o número de Reynold
 

R 3
R = h mD c

Re
ν

. (6.95) 

) Perda de mistura 

 
 

m
 

 A perda de mistura é obtida da Equação (3.10) fazendo =al pdN N , ou seja, 
 

 
R R

2 2
5 6

* 2⎥
páe N w

gβ
. 

5 5sin
⎡ ⎤

= ⎢π⎣ ⎦
mw mwZ

D
ξ (6.96) 

 

  para o modo de operação como bomba. 

 

bela 6.12   Perdas no rotor (R) para o modo bom

Equação 

A Tabela 6.12 indica o conjunto de perdas

Ta ba. 

Perda 

Por choque na entrada R R

2
* 2 3

3 4(cotg cotg )
2

= − m
ch ch

wZ
g

ζ β β  

Atrito viscoso no 
distribuidor R

R

2
R R

R 2
=av

h

wZ f
D g

 

Perda de mistura R R

2 2
5 6

*
5 5 2sin

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥π⎣ ⎦

pá
mw mw

e N wZ
gD

ξ
β
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6.3.5 Perdas Hidráulicas no Tubo de sucção 

ThZ As perdas hidráulicas no tubo de sucção, , Figura 6.9 (a), são compostas pela perda 

or turbilhonamento no cone,   pela pe

ho final, , e pela perda de 

p rda localizada no cone, Z , pela perda devida 
conturZ ,

conav

à curvatura do cotovelo, 
cotcurZ , pela perda localizada no trec  

difavZ

saída, 
difsaiZ , portanto, 

 

 
dif difav sai . (6.97) 

 
T
= + + + + 

con con coth tur av curZ Z Z Z Z Z

) Perda por turbilhonamento no cone do tubo de sucção 

A perda por turbilhonamento no cone do tubo de sucção é obtida da Equação (3.13), 

n
 

 
 

 
2

5 5 6 6π
= m uD b c cZ ζ . (6.98)

2con contur tur Q g
 

) Perda no cone 

A perda no cone do tubo de sucção é tratada como uma perda (perda localizada) devida 

 uma expansão gradual cônica (perda no difusor) é obtida por 

 

o
 

 

a
 

2
7 

2conav con g
= mcZ K , (6.99) 

 

onde  é o coeficiente de perda localizada. conK
 

p) Perda devida à curvatura do cotovelo 
 

A perda devida à curvatura do cotovelo é obtida da Equação (3.12) fazendo 

ref m7s=V c , obtida da Equação (6.63), ou seja, 
 

7s 8e

2(  )
= 

2cot cotcur curZ K
g

 (6.100) 

 

+m m

onde 

c c

 é o coeficiente de perda localizada para uma curva de 90 . o
curK

 

q) Perda no difusor 
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 A perda no trecho final do tubo de sucção é tratada como uma perda (perda localizada) 

evida a uma expansão gradual cônica (perda no difusor) é obtida por d

 
2

8e= mcZ K , (6.101) 
2difav dif g

 

nde  é o coeficiente de p

) Perda de saída do tubo de sucção 

o erda localizada.   difK

r

 

 A perda de saída do tubo de sucção é obtida da Equação (3.14), ou seja, 
 

2 2

 8 8

2 2
= =

dif dif

m m
saí saí

c cZ K
g g

, (6.102) 

 

onde a velocidade média 8mc  é dada pela Equação (6.65). O tubo de sucção para o modo de 

o bomba (Figura 6.9 (b)), ele apenas direciona a água em escoamento 

ar à entrada da bomba.  

 Para o modo de operação com iscoso e a 

perda de cu  onde os componentes que antes (m ração como turbina) foram 

tratados como difusores, agora são tratados como injetores. A Tabela 6.13 resume as perdas 

para o mod . 

 

la 6.13   Perdas no tubo de sucção (T) para o modo bomba. 

Equação 

operação como turbina, tem um papel diferente de quando este é analisado para o modo de 

operação como bomba.  

 No modo turbina, consegue-se recuperar uma pequena parcela de energia disponível na 

saída da turbina. Já com

até cheg

o bomba, foi considerada a perda por atrito v

rvatura, odo de ope

o bomba

Tabe

Perda 

Perda no injetor (trecho 
inicial) 

2
7

2
=

con

m
av con

cZ K
g

 

7e 8s

2( )
=

2
+

cot cot

m m
cur cur

c c
Z K

g
 Perda devida à curvatura 

do cotovelo 

Perda no injetor (trecho 
final) 

8s=
2con

Z K
g

 
2
m

av con

c
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6.3.6 Perdas por Fuga 

fQ A perda por fuga, representada pela vazão volumétrica, , é determinada fazendo-se 

na (-) ou da bomba (+).  

uso da Equação (6.103), onde RQ  é a vazão que escoa através do rotor e Q é a vazão da turbi-

 = ±R fQ Q Q , (6.103) 
 A vazão de fuga, fQ , é composta pela vazão de fuga externa, feQ , e pela vazão de fuga 

interna, fiQ , Figuras 3.4 e 3.5, ou seja,  

 
 = +f fe fiQ Q Q , (6.104) 

6.3.6.1 Perda por Fuga Externa 

 No presente trabalho, as vazões de fuga externa e interna são calculadas para labirintos 

ranhurados e de geometrias iguais (Figura 3.5). A perda por fuga externa, Qfe , é obtida da 

Equação (3.23), ou seja, 
 

= 2∆ / fe L LQ µ A p ρ , (6.105) 
 

o coeficiente µ  é obtido da Equação (C.15.2), 

  

 1 = 
+1,5+1,1

2
L

RL

µ
L

. (6.106) 

L

f N
s

nde o fator de atrito de Darcy,

 

 fo , é obtido da Equação (3.6),  é o comprimento do labirin-LL

to (Figuras 3.4 e 3.5). O número de Reynolds, Re, é dado por 
 

  = h LD cRe
ν

, (6.107) 

onde ν  é a viscosidade cinemática da água em escoamento, e o diâmetro hidráulico é 
 

 

L , (6.108)  2=hD s
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 é a folga do labirinto, Eζ  é o coeficiente de perda donde e entrada (contração brusca) do Ls

labirinto e Sζ  é o coeficiente de perda de saída (expansão brusca) do labirinto. Esses dois  

coeficientes são indicados no Apêndice C. Em (6.105), a área anular do escoamento através 

do labirinto, LA , é representada pela Equação (C.16), ou seja, 

 L

 

= πL LA D s , (6.109) 
nde  é o diâmetro médio do labi

A diferença de pressões estáticas entre a entrada e saída do labirinto, 

o rinto (Figuras 3.4 e 3.5).  LD

 ∆ Lp , em (6.105), é 

btida de forma aproximada, confo

mente para os modos de operação como turbina e bomba, 

 

 

o rme descrito no Apêndice C, e trazidas aqui, respectiva-

R

2 2
2 4∆

2
−L

est h fl
p r r
ρ

e 

+≅ −Y g Z ω  (C.6) 

 
R

2 2
2 5∆

2
−

≅ − −L
est h fl

r rp Y g Z ω
ρ

. (C.7) 

 O trabalho específico estático é dado por / 2 , para o modo 

 
2 2 2 2
4 5 6 3( ) / 2 ( )= − + −estY u u w w

turbina, e, para o modo bomba, basta permutar os índices 4 e 5 velocidades circunferências e 

6 e 3 nas velocidades relativas. 
RhZ  são as perdas hidráulicas no rotor (Equação 6.90). 

6.3.6.2 Perda por Fuga Interna 

 Um procedimento semelhante ao apresentado no Item 6.3.6.1 é aplicado para a obtenção 

da perda por fuga interna, fiQ , uma vez que os labirintos possuem a m ma geometria. O A-

pêndice C apresenta as expressões para labirintos de canto e labirintos lisos. 

es

 C

 por atrito lateral. Em geral, a perda por atrito lateral (para cada 

recinto lateral) é representada pela Equação (3.24), 

6.3.7 Perdas por Atrito Lateral 

onforme mencionado no Capítulo 3, a perda por atrito lateral, alP , é representada em 

termos de potência perdida
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3 2
4 4= al alP k ρu D . (6.116) 

 

 

Segundo Gülich (2003), a perda por atrito lateral (para cada recinto) é representada pe-

la Equação (3.33), ou seja, 

 
5

3 5 i
4

4

= 1
cos

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥− ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠

ad

de fuga através dos recintos laterais, 

ndo denominado de modelo com vazão de fuga.  

As expressões para o cálculo do fator 

s quatro regimes de escoamentos nos recintos laterais (2 laminares e 2 turbulentos) bem co-

Equação (3.26.b), trazida aqui para maior compreensão, 
   

⎣ ⎦

al
al

k rP ρω r
δ r

 , (6.117) 

 
 Conforme mostra no Apêndice C, a perda por atrito lateral pode ser estimada de dois 

modelos distintos: um modelo, não leva em consideração a vazão de fuga através dos recintos 

laterais e só considera a circulação do fluido nesses recintos, sendo denomin o de modelo 

sem vazão de fuga; o outro modelo, considera a vazão 

se

 alk , segundo Gülich (2003), que engloba não só 

o

mo a vazão de fuga, foram descritas no Capítulo 3. Neste trabalho, o fator k  é dado pela al

 1,750,0625 (1 )− k k . (6.118) o R* 0,22
π

= +al f
a

k k
s Re Re ε

 As expressões (6.117) e (6.118) são válidas para números de Reynolds, Re, maiores que 

10, definido por 

 

 

 

2
4= ω rRe
ν

, (6.119) 

 externo 

emática da água. As demais grandezas em (6.118) estão descritas no Capítulo 3. 

.3.8 Perdas por Atrito nas Superfícies Cilíndricas  

 

 

onde ω  é a velocidade angular do rotor,  (modo de operação como turbina) é o raio4r

do rotor referente à linha média do escoamento no plano meridional e ν  é a viscosidade ci-

n

6

 No caso de máquinas de fluxo normais e rápidas, a potência perdida por atrito lateral é  
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 = +
cinta cuboal cil alP P P  (6.120) 

 

o
cintacilP  é a potência perdida por atrito anular no recinto entre a cinta do rotor e a tampa 

inferior da turbina, calculada através da Equação (3.35) com cil

nde 

K  obtido da Equação (3.36), e 

cuboalP  é a potência perdida por atrito lateral no recinto entre o cubo do rotor e a tampa superior 

da turbina, calculada por meio da Equação (3.34), com  obtido da Equação (3.26.a) ou da alK

Equação (3.26.b).  

 Neste trabalho, não foi calculada essa perda de potência, perda por atrito nas superfícies 

turbina ser de baixa rotação específica (nqA = 90). Entretanto 

para a metodologia adotada e no caso de uma máquina de alta rotação específica, este cálculo 

6.3.9 Perdas Mecânicas 

3, as perdas mecânicas são difíceis de serem determi-

nadas com certa exatidão. No presente trabalho, essas perdas são estimadas através do rendi-

ento

 No Capítulo 3 (Item ara 

o modo turbina como para o modo bomba. A relação en ergia, H, e o trabalho 

específico, Y 50).   

 s alturas de energia são apresentadas nas Tabelas 6.14 (modo tur-

bina . 

 

Tabela 6.14   Alturas de energia para o modo turbina. 

Altura Equação 

cilíndricas, pelo fato de a bomba-

pode ser facilmente implementado como uma sub-rotina de cálculo e introduzido no programa 

principal.   

 Conforme comentado no Capítulo 

m  mecânico, Tabelas 6.18 e 6.19, que é adotado para ambos os modos de operação.  

6.4 Alturas de Energia 

 3.2), diversos trabalhos específicos foram apresentados, tanto p

tre a altura de en

, é dada pela Equação (3.

Neste item, as diversa

) e 6.15 (modo bomba)

ideal de queda do rotor /4 4 5 5( )
∞

= −pá u uH u c u c  g
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real de queda do rotor 4 3 5 6( ) /= −H u c u c gpá u u  

aproximada do rotor
∞

≅pá páH H   

interna ( )= − +i pá f alH H Z Z  

de queda líquida C P D R T PD DR
( )= + + + + + + +pá h h h h h h hH H Z Z Z Z Z Z Z  

 

Tabela 6.15   Alturas de energia para o modo bomba

Equação 

. 

Altura 

ideal de elevação do rotor /5 5 4 4( )
∞

= −pá u uH u c u c  g

real de elevação do rotor /5 6 4 3( )= −pá u uH u c u c  g

/(1 )
∞

= +pá páH H p  de elevação do rotor 

interna ( )= + +i pá f alH H Z Z  

efetiva de elevação C P D R T PD DR
( )= − + + + + + +pá h h h h h h hH H Z Z Z Z Z Z Z  

6.5 Potências 

 No Capítulo 3 (Item 3.3), diversas potências foram apresentadas para a bomba-turbina.  

Neste item, as Tabelas 6.16 (modo turbina) e 6.17 (modo bomba) apresentam as diversas po-

6.6 Rendimento

 No Capítulo 3 (Item 3.4), diversos rendimentos foram apresentados para a bomba-

turbina.  Ne modo turbina) e 6.19 (modo bomba) apresentam os di-

versos rend utilizados no presente trabalho. 

 

Tabela 6.16   Potências para o modo turbina. 

tências utilizadas no presente trabalho. 

s 

ste item, as Tabelas 6.18 (

imentos 
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Equação Potência 

= =hP ρQY ρ ghidráulica Q H  

do rotor R R= =pá pá páP ρQ Y ρ g Q H  

interna = =i iP QY g Q Hiρ ρ  

de eixo =e iP P mη  

 

Tabela 6.17   Potências para o modo bomba. 

Potência Equação 

hidráulica = =hP ρQY ρ g Q H  

do rotor R R= =pá pá páP ρQ Y ρ g Q H  

interna = =i i iP QY g Q Hρ ρ  

de eixo /=e iP P mη  

 

 

A seguir segue as equ a, Tabela 6.18, e pa-

ra o mo bela 6.19, o cálculo dos seguin entos: rendimento total (ou 

global), rend  hidráulico, rendimento de fuga, rendimento de atrito lateral e o rendimen-

to interno. Apesar de o rendimento mecânico ter sido adotado, segue para as respectivas tabe-

las citadas, as expressões que representam o cálculo dos rendimentos mecânicos para o modo 

turbina e para o modo bomba. 
 

 

Tabela 6.18   Rendimentos para o modo turbina. 

Equação 

ações para o modo de operação como turbin

do bomba, Ta tes rendim

imento

Rendimento 

Total h f al m e
h f al m

h

H -(Z +Z +Z +Z ) Pη= = =η η η η
H P

 

Hidráulico pá páh
h

h

H PH - Zη = = =
H H P
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Fuga +R fQ Q
R R

fη = =
Q

 Q Q

Atri ral +
i

al
i a

Pη =
P P

 to Late
l

pá f ali i
i h

h

H - (Z + Z )H Pη = = = f alη η η
H H P

 =Interno 

Mecânico 
−i m

m
i i

H Z Pη = =
H P

 e

 

Tabela 6.19   Rendimentos para o modo bom a. 

Rendimento Equação 

b

Total h
h f al m

h f al m e

PHη= = =η η η η
H +(Z +Z +Z +Z ) P

 

h
h

pá h pá

PH Hη = =
H H +Z P

 Hidráulico 

R fFuga f
R R

η = =
Q Q

 
Q -Q Q

Atrito Lateral i al
al

i

P - Pη =
P

 

h
i h f al

i pá f al i

η = = = = η η η
H H +(Z + Z ) P

 Interno 
PH H

i iMecânico m
i m e

η = =
H + Z P

 H P

  

 

 As Figuras 6.11 e 6.12 mostram os fluxogramas referentes a cada solver empregado 

onente seguinte.  

neste trabalho para as otimizações mono-objetivo e multi-objetivos da bomba-turbina. A dife-

rença básica para os dois solver’s está na influência que o escoamento de saída do rotor exer-

ce com relação ao comp

 No modo turbina, a influência é representada pela perda por turbilhonamento, conforme 

já comentada anteriormente.  

 No modo bomba, a influência é representada pela perda por atrito viscoso e pela perda 

por choque, ambas no distribuidor. A componente circunferêncial da velocidade absoluta de 
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entrada no distribuidor foi calculada segundo os três modelos para o escoamento não guiado 

(no capítulo 7 será comentado sobre o resultado da utilização destes modelos). 

 Estas duas observações são importantes, por que elas são as maiores preocupações, 

quando das análises das interações destes componentes com o uso de modelos de escoamentos 

mais complexos.          

 O Capítulo 7 apresenta os resultados referentes à otimização realizada neste trabalho. 

Primeiramente foi realizada uma otimização mono-objetivo e em seguida uma otimização 

multi-objetivos. De modo similar os resultados seguem para as otimizações mono-objetivo e 

multi-obejtivos. No final do capítulo segue uma comparação com os resultados experimentais.  
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1º DETERMINAÇÃO DAS CARACTERISTICAS 
HIDRODINÂMICAS: ALTURAS DE ENERGIA E 
RENDIMENTOS

ε < 1 %

VERIFICAÇÃO DO CRITÉRIO DE 
             CONVERGÊNCIA

SIM

CÁLCULO DAS NOVAS PERDAS HIDRÁULICAS:
ROTOR E TUBO DE SUCÇÃO

1º CÁLCULO DO ATRITO LATERAL

CÁLCULO DO NOVO COEFICIENTE DE    
ATRITO VISCOSO PARA O ROTOR 2º DETERMINAÇÃO DAS CARACTERISTICAS 

HIDRODINÂMICAS: ALTURAS DE ENERGIA E 
RENDIMENTOS

RENDIMENTO GLOBAL DA TURBINA

T(η   )

NÃO

1º CÁLCULO DA PERDA POR FUGA

2º CÁLCULO DAS VELOCIDADES: ROTOR

CÁLCULO DA VAZÃO Q R
2 º CÁLCULO DA PERDA POR FUGA

2º CÁLCULO DO ATRITO LATERAL

CÁLCULO DAS NOVAS PERDAS HIDRÁULICAS:
ROTOR E TUBO DE SUCÇÃO

CÁLCULO DAS VELOCIDAES:
CAIXA ESPIRAL, PRÉ-DISTRIBUIDOR, 
DISTRIBUIDOR E TUBO DE SUCÇÃO

CÁLCULO DAS PERDAS HIDRÁULICAS:
CAIXA ESPIRAL, PRÉ-DISTRIBUIDOR E
DISTRIBUIDOR

CÁLCULO DAS PERDAS HIDRÁULICAS:
ROTOR E TUBO DE SUCÇÃO

1º CÁLCULO DAS VELOCIDADES: ROTOR

CÁLCULO DOS COEFICIENTES DE    
ATRITO VISCOSO

VARIÁVEIS GEOMÉTRICAS

VARIÁVEIS DE CONTROLE

INÍCIO

CÁLCULOS PRELIMINARES

CÁLCULO DAS VELOCIDADES REAIS
NO ROTOR (PONTOS 3 E 6)

 INÍCIO DA ITERAÇÃO PARA O
CÁLCULO DA ALTURA EFETIVA DE
QUEDA. DADOS DE ENTRADA: H 

 
 

Figura 6.12   Fluxograma do solver turbina.  
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NÃO
VERIFICAÇÃO DO CRITÉRIO DE 
             CONVERGÊNCIA

1º DETERMINAÇÃO DAS CARACTERISTICAS 
HIDRODINÂMICAS: ALTURAS DE ENERGIA E 
RENDIMENTOS

ε < 1 %

SIM

CÁLCULO DOS NOVOS COEFICIENTES DE    
ATRITO VISCOSO: ROTOR, DISTRIBUIDOR,
PRÉ-DISTRIBUIDOR ECAIXA ESPIRAL

1º CÁLCULO DO ATRITO LATERAL

CÁLCULO DAS NOVAS PERDAS HIDRÁULICAS:
ROTOR, DISTRIBUIDOR.

1º CÁLCULO DA PERDA POR FUGA

CÁLCULO DA VAZÃO Q

2º CÁLCULO DAS VELOCIDADES: ROTOR

R CÁLCULO DAS NOVAS PERDAS HIDRÁULICAS: 
ROTOR 

2º DETERMINAÇÃO DAS CARACTERISTICAS 
HIDRODINÂMICAS: ALTURAS DE ENERGIA E 
RENDIMENTOS

RENDIMENTO GLOBAL DA BOMBA

2º CÁLCULO DO ATRITO LATERAL

B(η   )

2º CÁLCULO DA PERDA POR FUGA

CÁLCULO DAS VELOCIDADES REAIS
NO ROTOR (PONTOS 3 E 6)

CÁLCULO DAS PERDAS HIDRÁULICAS:
TUBO DE SUCÇÃO, PRÉ-DISTRIBUIDOR,
DISTRIBUIDOR, CAIXA ESPIRAL

CÁLCULO DAS PERDAS HIDRÁULICAS:
ROTOR 

 INÍCIO DA ITERAÇÃO PARA O
CÁLCULO DA ALTURA EFETIVA DE
ELEVAÇÃO. DADOS DE ENTRADA: H 

CÁLCULO DOS COEFICIENTES DE    
ATRITO VISCOSO

CÁLCULO DAS VELOCIDAES:
ROTOR, PRÉ-DISTRIBUIDOR, DISTRIBUIDOR
E CAIXA ESPIRAL

VARIÁVEIS DE CONTROLE

VARIÁVEIS GEOMÉTRICAS

CÁLCULOS PRELIMINARES

CÁLCULO DAS VELOCIDAES:
TUBO DE SUCÇÃO

INÍCIO

 
 

Figura 6.13   Fluxograma do solver bomba. 



Capítulo 7 

RESULTADOS E ANÁLISES 

 Neste capítulo, são apresentados os resultados e as análises da metodologia desenvolvi-

da no presente trabalho. Para tal finalidade, foi utilizado um modelo reduzido de turbina-

bomba radial do tipo Francis, FPT-30 (Francis Pump-Turbine-30), de rotação específica nqt = 

30 (nqA = 90). Uma vez conhecida a geometria da bomba-turbina e utilizando a metodologia 

apresentada, são obtidos os resultados referentes às otimizações mono-objetivo e multi-

objetivos em torno do ponto de projeto. Os resultados obtidos referentes às variáveis de proje-

to são comparados com a geometria da bomba-turbina FPT-30, e os referentes às característi-

cas hidrodinâmicas são comparados com os resultados experimentais da referida máquina.   

7.1 GEOMETRIA DA TURBOMÁQUINA REVERSÍVEL 

 O modelo reduzido da turbina-bomba FPT-30 foi ensaiado no Laboratório de Hidráulica 

da empresa Fuji Electric Group. Suas principais grandezas geométricas bem como os resulta-

dos experimentais foram retirados dos trabalhos de Ueda et al. (1980) e Ida e Kubota (1980). 

Algumas grandezas geométricas necessárias neste trabalho não foram fornecidas pelos auto-

res, porém tiveram que serem adotadas. A obtenção das grandezas geométricas e das caracte-

rísticas hidrodinâmicas foram obtidas pela utilização do software Tecdig®. As principais 

grandezas geométricas estão indicadas nas Tabelas 1 a 6 do Apêndice A.  



 102

7.2 COEFICIENTES DE PERDAS UTILIZADOS 

 Os coeficientes empíricos utilizados nos cálculos das características hidrodinâmicas 

para os modos de operação como turbina e como bomba estão indicados, respectivamente, nas 

Tabelas 7 a 12 e 13 a 17 do Apêndice A. Os coeficientes empíricos adotados foram estabele-

cidos em acordo com as faixas de valores recomendados Souza (1991), Raabe (1985). 

7.3 RESULTADOS E ANÁLISES 

 Para iniciar a otimização conceptual no ponto de projeto da bomba-turbina, deve-se 

inicialmente conhecer as condições ótimas de funcionamento obtidas experimentalmente. 

Primeiramente, é feita uma análise da otimização de cada modo de operação (turbina e bom-

ba) separadamente, caracterizando uma otimização mono-objetivo. Essa otimização é caracte-

rizada pela maximização do rendimento total da turbina e da bomba. A Tabela 7.1 apresenta 

as condições ótimas de funcionamento da bomba-turbina de acordo com Ueda et al. (1980) e 

Ida e Kubota (1980). O rendimento  engloba os rendimentos mecânico e de atrito lateral.      *
mη

 

Tabela 7.1   Valores ótimos de operação para os modos turbina e bomba. 

Parâmetros Turbina Bomba 
n (rpm) 1000 1000 
Q (m3/s) 0,454 0,335 

H (m) 60,00 51,40 
η  (%) 88,06 86,84 

hη (%) 92,43 91,21 

fη (%) 98,34 97,82  
*
mη (%) 96,88 97,34 

eP (kW) 235,24 194,45 

11N (rpm m0,5) 80,04 86,26 

11P (W m-3,5) 1323,55 1379,83 

11Q (m3/s m-2,5) 0,1533 0,1222 
 

 Para o ponto de projeto e no modo de operação como bomba, foram fornecidas a rota-

ção, vazão e altura efetiva de elevação, e, para a turbina, foram fornecidas a rotação, altura de 
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queda líquida e potência de eixo. A vazão ótima da turbina foi calculada pela sua potência de 

eixo, rendimento total e potência hidráulica, conforme a Equação 7.1. 
 

 T T
T

T T

= =η
ρ

e e

h

P P
P gH QT

 (7.1) 

 

Considerando os valores dados na Tabela 7.1, e adotando ρ = 1000 kg/m3 e g = 9,8 m/s2, re-

sulta para a turbina uma vazão aproximada QT = 0,454 m3/s. 

7.3.1 Resultados para Otimização Mono-objetivo   

 Primeiramente, para o modo de operação como turbina, Ueda et al. (1980) realizaram a 

predição teórica das características hidrodinâmicas com base na teoria do escoamento poten-

cial quase-tridimensional (Q3D-Flow) para obter certas grandezas do escoamento no rotor. De 

posse dessas grandezas e de correlações de perdas, a predição teórica foi realizada com base 

na divisão da seção meridional da turbina em turbinas parciais. Seus resultados foram compa-

rados com os resultados experimentais do modelo reduzido da bomba-turbina FPT-30 e foi 

verificada uma boa concordância numa ampla faixa de operação, exceto para uma menor a-

bertura do distribuidor (baixas vazões). 

 Para o modo de operação como bomba, Ida e Kubota (1980) utilizaram um procedimen-

to semelhante ao de Ueda et al., para o cálculo do escoamento potencial no rotor. A predição 

teórica foi feita com base na teoria unidimensional. Para cada componente hidromecânico, foi 

calculada perda hidráulica com base em correlações empíricas e pelo uso de coeficientes de 

perdas hidráulicas. 

 No presente trabalho, o rendimento mecânico, , foi estimado em 98,5 %, para ambos 

modos de operação. A condição de start point (x

mη

o), início da otimização, para o SQP (fmin-

con), foi verificada através dos vários testes realizados, conforme o Apêndice D. Sua influ-

ência sobre a convergência do algoritmo é predominante, no entanto como a geometria a oti-

mizar é conhecida, o start point foi coerente com os dados da bomba-turbina, mantidas certas 

faixas laterais para as mesmas, de modo a garantir sua convergência local. 

 As condições de otimalidade foram garantidas pelas tolerâncias na derivada direcional 

(norma inferior à 1x10-6 (default do algoritmo), na função-objetivo e nas restrições. Para o 

algoritmo genético foi fornecida uma população inicial de indivíduos bem adaptados (em tor-

no do projeto original). As faixas de restrições para as variáveis de projeto, x, para a otimiza-
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ção mono-objetivo estão apresentadas nas Tabelas 7.2 e 7.3 para os modos de operação como 

turbina e como bomba. Para a altura de queda líquida (turbina) e rendimento hidráulico, os 

valores de 
inf

TH , η
inf

hT
 e 

sup

TH , η
sup

hT
, são respectivamente, 59,35 m, 89,50 %, e 60,85 m, 

92,89%) tanto para o SQP como para o GA. A Tabela 7.4 ilustra as condições de otimização 

para o GA (ga) utilizado neste trabalho. Para as otimizações mono-objetivo e multi-objetivos, 

o processo de otimização terminou pelo limite de gerações da população pré-estabelecido.  

 

Tabela 7.2   Faixas de restrições para as variáveis de projeto no modo turbina utilizando SQP. 
 

 

x 1Pα (º)  2Pα  (º) Dαm (º) 4β (º)  5β  (º) 
infx  20,45 21,75 22,68 18,6 14,9 
supx  35 45 50 40 35 

Tabela 7.3   Faixas de restrições para as variáveis de projeto no modo bomba utilizando SQP. 
 

 

x 1Pα (º)  2Pα  (º) Dαm (º) 4β (º)  5β  (º) 
infx  21,75 20,45 22,68 14,9 18,6 
supx  45 35 50 35 40 

 Com relação ao parâmetro de mutação, foi utilizado o default do otimizador. A função 

ga do MatLab® 7.0 pode utilizar três tipos de função de mutação: gaussiana, uniforme e uma 

função fornecida pelo usuário. 

 

Tabela 7.4   Especificações utilizadas no GA para o modo turbina. 
 

Parâmetros Mono-objetivo 

Número de Gerações 60 
Tamanho da população 20 

Probabilidade de cruzamento 0,75 
Seleção Método da Roleta 

Cruzamento Two point 
 

 O default é a mutação gaussiana, com média igual a zero (0) e variância decrescente 

com o aumento das gerações. Um número aleatório (que é proporcional ao desvio padrão) é 

escolhido da distribuição, que por sua vez, vai decrescendo à medida que a distância média 

(d) “adimensional” (d é com relação a todos os indivíduos da população para uma dada gera-

ção) vai diminuindo com o passar das gerações, como pode ser visto na Figura 7.1, situação 
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típica que foi gerada a partir do uso do GA para o modo de operação como turbina, durante 

uma chamada do otimizador. 

 Para o SQP (turbina), após vários testes com o start point (Apêndice D), obtiveram-se 

também três soluções, descritas como: SQP-1 (xo = 26 28 40 28 22), SQP-2 (xo = 20 26,5 35 

20,9 17,3) e SQP-3 (xo = 26 28 40 28 19). Com relação ao GA, obtiveram-se também outras 

três soluções, verificadas após vários testes para obtenção do “melhor” fator de cruzamento 

para o uso do algoritmo. O fator de penalização utilizado foi 300, para ambos os modos de 

operação e também para todas as restrições (na altura de energia e no rendimento hidráulico, 

mais detalhes no Apêndice D). O fator de cruzamento, FC, de acordo com a Tabela 7.4, foi 

obtido de sua variação de modo a obter o melhor fator de cruzamento (ou probabilidade de 

cruzamento) para o máximo valor da função-objetivo, para o caso do rendimento total da tur-

bina, Tη , Figura 7.2. Para obter essa figura, as funções “rand” e “randn” tiveram que ser 

ativadas, pois elas permitem ao GA reproduzir o mesmo resultado se rodado pela segunda 

vez, assim possibilitou verificar apenas a influência do fator de cruzamento. A variação ocor-

reu de zero (0) a um (1), com incremento de 0,025, resultando num total de 41 chamadas do 

otimizador. Os valores selecionados foram 0,625 e 0,75. Os dois fatores foram testados, e para 

cada fator teve-se um total de 50 chamadas do otimizador. Para o fator de 0,625, obtiveram-se 

cinco projetos viáveis, sem incluir as pequenas violações nas restrições para a altura e para o 

rendimento hidráulico (como possíveis soluções). Do mesmo modo, para o fator de cruzamen-

to igual a 0,75, obtiveram-se seis projetos viáveis.  
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Gerações  
 

gura 7.1   Distância média entre os indivíduos ao longo das gerações utilizando GA 
para o modo turbina. 
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Figura 7.2   Variação do fator de cruzamento para o modo turbina. 
 

 Três soluções para o GA foram escolhidas das seis soluções para o fator de cruzamento 

igual a 0,75. Apesar de não serem inclusas as soluções com violações, a máxima violação foi 

de 0,23 %, para o rendimento hidráulico superior. A escolha das soluções se deu pelo fato de 

apresentarem a menor perda no tubo de sucção, na verdade a menor perda por turbilhonamen-

to, já que a vazão é constante, visto que as perdas por atrito no cone de entrada, devido à cur-

vatura, atrito no difusor de saída e expansão na saída, mantiveram-se constantes. A Tabela 7.5 

mostra os parâmetros obtidos através da otimização utilizando a programação quadrática se-

qüencial e algoritmo genético, para o modo de operação como turbina, e a Tabela 7.6 os valo-

res encontrados para as variáveis de projeto.  

 
Tabela 7.5   Valores obtidos da otimização mono-objetivo para o modo turbina. 

Parâmetros SQP-1 SQP-2 SQP-3 GA-1 GA-2 GA-3 
n (rpm) 1000 1000 1000 1000 1000 1000 
Q (m3/s) 0,454 0,454 0,454 0,454 0,454 0,454 

H (m) 60,85* 60,54 59,97 60,50 60,43 60,72 
η  (%) 88,10 88,00 87,26 87,66 88,04 88,04 

hη (%) 92,89* 92,79 92,06 92,66 92,84 92,83 

fη (%) 98,66 98,66 98,66 98,66 98,66 98,66 

alη (%) 97,60 97,58 97,54 97,58 97,58 97,59 

mη (%) 98,50 98,50 98,50 98,50 98,50 98,50 

eP (kW) 238,68 237,19 232,97 236,68 236,88 238,09 

11N (rpm m0,5) 79,27 79,47 79,85 79,51 79,55 79,36 

11P (W m-3,5) 1314,9 1316,7 1311,8 1315,2 1318,6 1315,4 

11Q (m3/s m-2,5) 0,1522 0,1526 0,1533 0,1526 0,1527 0,1524 
*Significa que, para a solução encontrada, a restrição está ativada. 
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Tabela 7.6   Valores ótimos das variáveis de projeto para o modo turbina. 

1Pα (º)  2Pα  (º) Dαm (º) 4β (º)  5β  (º) Variáveis  

19,306 29,023 35,646 25,002 16,616 SQP-1 
20,011 26,004 35,716 20,800 16,628 SQP-2 
25,030 30,016 36,298 31,999 15,329 SQP-3 
20,819 23,760 35,684 17,993 16,606 GA-1 
21,513 23,742 35,713 19,278 16,618 GA-2 
21,338 23,211 35,641 21,200 16,608 GA-3 

 

 De modo similar, foi obtido o resultado para a bomba-turbina operando como bomba. 

Para o SQP, após vários testes com o start point (Apêndice D), obtiveram-se também três 

soluções, descritas como: SQP-1 (xo = 22 25 35 22 15), SQP-2 (xo = 26 32 39 25 20) e SQP-3 

(xo = 20 26 36 21 17). Para a altura efetiva de elevação e o rendimento hidráulico, os valores 

de 
inf

BH , η
inf

hB
 e 

sup

BH , η
sup

hB
 são, respectivamente, 50,50 m, 88,78 %, e 51,88 m, 92,05%, tanto 

para o SQP e como para o GA. De modo similar ao modo de operação como turbina, fez-se 

variar o fator de cruzamento para o modo de operação como bomba, Figura 7.3, a fim de se 

obter um fator que permita obter o maior valor para o rendimento total da bomba, Bη  (função-

objetivo). Foram testados dois valores 0,675 e o valor de 0,75. Os outros fatores que apresen-

tam maior valor da função-bjetivo (tanto para bomba como para a turbina, para este último a 

variação foi menor), apresentam soluções inviáveis para os valores dos ângulos de entrada e 

saída do rotor e/ou do pré-distribuidor. 
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Figura 7.3   Variação do fator de cruzamento para o modo bomba. 
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 Para cada fator, teve-se um total de 50 chamadas do otimizador. Para o fator de 0,75, 

obtiveram-se apenas dois projetos viáveis, enquanto que para o fator de 0,675 obtiveram-se 

três projetos viáveis, novamente, sem incluir as soluções com violações nas restrições (como 

possíveis soluções), sendo que a máxima violação foi de 0,21 % para o rendimento hidráulico 

superior. Na Tabela 7.7 encontram-se os principais parâmetros para o GA na otimização da 

bomba. De forma ilustrativa, a Figura 7.4 apresenta as distâncias entre os indivíduos, para o 

modo de operação como bomba, utilizando GA.  

 

Tabela 7.7   Especificações utilizadas no GA para o modo bomba. 

Parâmetros Mono-objetivo 

Número de Gerações 60 
Tamanho da população 20 

Probabilidade de cruzamento 0,675 
Seleção Método da Roleta 

Cruzamento Two point 
 

 

3

4

5

d 
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1
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Gerações  
 

Figura 7.4   Distância média entre os indivíduos ao longo das gerações utilizando GA 
para o modo bomba. 

A Tabela 7.8 mostra os parâmetros ótimos e os obtidos através da otimização utilizando 

ogramação quadrática seqüencial e o algoritmo genético, para o modo de operação como 

ba, e a Tabela 7.9 os valores obtidos para as variáveis de projeto. 
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Tabela 7.8   Valores obtidos da otimização mono-objetivo para o modo bomba. 

Parâmetros SQP-1 SQP-2 SQP-3 GA-1 GA-2 GA-3 
n (rpm) 1000 1000 1000 1000 1000 1000 
Q (m3/s) 0,335 0,335 0,335 0,335 0,335 0,335 

H (m) 51,78 51,88* 50,88 51,76 51,84 51,78 
η  (%) 86,45 86,47 86,42 86,33 86,45 86,43 

hη (%) 92,05* 92,05* 92,05* 91,92 92,03 92,02 

fη (%) 98,42 98,43 98,44 98,42 98,43 98,43 

alη (%) 96,88 96,88 96,82 96,88 96,88 96,88 

mη (%) 98,50 98,50 98,50 98,50 98,50 98,50 

eP (kW) 196,76 197,11 193,43 196,96 197,00 196,81 

11N (rpm m0,5) 85,94 85,85 86,70 85,95 85,89 85,94 

11P (W m-3,5) 1380,9 1379,3 1393,7 1383,1 1380,2 1381,2 

11Q (m3/s m-2,5) 0,1217 0,126 0,1228 0,1218 0,1217 0,1217 
*Significa que, para a solução encontrada, a restrição está ativada. 

 

Tabela 7.9   Valores ótimos das variáveis de projeto para o modo bomba. 

4β (º)  5β  (º) Dαm (º) 1Pα (º)  2Pα  (º) Variáveis 

16,423 22,075 37,599 24,640 21,797 SQP-1 
18,790 22,198 37,022 32,134 26,087 SQP-2 
17,667 21,103 37,064 25,879 20,450 SQP-3 
16,322 20,994 29,908 23,289 20,321 GA-1 
19,192 21,003 35,503 21,540 20,282 GA-2 
19,542 21,004 36,000 23,991 23,286 GA-3 

 
 

 Para o modo de operação como turbina, a solução aproximada utilizando o SQP é o 

SQP-2, com uma convergência após 34 avaliações da função-objetivo (chamada do solver) e 

para o GA foi escolhido o GA-3, que avaliou a função-objetivo 1200 vezes após o limite de 

gerações. A Figura 7.5 apresenta a comparação com os dados experimentais. Para o modo 

bomba, foi adotado como solução o SQP-3, com 27 avaliações da função-objetivo, e o GA-1 

com 1200 avaliações da função-objetivo. A Figura 7.4 apresenta a comparação com os dados 

experimentais para o modo bomba. Com relação aos testes com o fator de cruzamento, para 

uma melhor visualização, seria necessário chamar o otimizador mais de uma vez, de modo 

que possibilitasse tomar uma média dos valores para a função objetivo em função do fator de 

cruzamento. O resultado seria uma suavização dos vales e picos das Figuras 7.2 e 7.3. 
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Figura 7.5   Resultados numéricos do presente trabalho e resultados experimentais de 
Ueda et al. (1980). 
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Figura 7.6   Resultados numéricos do presente trabalho e resultados experimentais de 
Ida e Kubota (1980). 
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 As equações unitárias dimensionais usadas neste trabalho seguem a seguir, respectiva-
mente para a rotação, potência e vazão. 
 

11
n DN =

H
             (7.2) 

 

3 2/=11 2

PP
D H

            (7.3) 

 

1 2/=11 2

QQ
D H

            (7.4) 

7.3.2 Resultados para Otimização Multi-objetivos 

 Como descrito nos capítulos anteriores, na otimização multi-objetivos a função-objetivo 

agora é composta de duas funções (funções estas antes tratadas em separado na otimização 

mono-objetivo), que são o rendimento total para o modo de operação como turbina e o rendi-

mento total par o modo de operação como bomba. Para ambos os algoritmos (programação 

quadrática seqüencial (SQP) e algoritmo genético (GA)), a ponderação dos pesos foi adotada 

conforme a Tabela 7.10. Portanto, tem-se um total de vinte pontos, sendo que WiT (i=1,...,20) 

refere-se ao peso da função-objetivo para o modo de operação como turbina, e de modo simi-

lar, WiB, refere-se ao peso da função-objetivo para o modo de operação como bomba. Foi 

mantido a mesma faixa de valores para todas as restrições realizadas na otimização mono-

objetivo anteriormente.  

 Com a variação dos pesos ao longo do processo de otimização, utilizando programação 

quadrática seqüencial (SQP), não foi possível observar nenhuma variação significativa nos 

valores das funções-objetivos (rendimentos totais para os modos de operação como turbina e 

com bomba), ou seja, o SQP manteve-se sobre a mesma solução durante todo o processo de 

variação dos respectivos pesos, ocorrendo apenas variações na terceira ou quarta casa decimal 

no valor das respectivas funções. No entanto, para mudanças no start point e nas restrições, o 

resultado da otimização é alterado. A Tabela 7.11, apresenta a variação do start point para três 

soluções: SQP-1 (xo = 20 24 40 30 27), SQP-2 (xo = 30 24 35 18 15) e SQP-3 (xo = 23 27 30 

22 17).  

 A Figura 7.7 representa raficamente a solução dos três start points. Os  valores ótimos 

para as variáveis de projeto estão representados na Tabela 7.12. Dentre os testes, optou-se 

pela solução SQP-3 como possível solução, corresponde ao par de pesos de número 17 (WiB = 
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0,8 e WiT = 0,2 ). Para esta solução, o algoritmo cessou a busca em 13 iterações e 99 avalia-

ções da função-objetivo. 

 

Tabela 7.10   Pesos utilizados nas funções-objetivos.   

W1T W1B W2T W2B W3T W3B W4T W4B W5T W5B

0,01 0,99 0,05 0,95 0,10 0,90 0,15 0,85 0,20 0,80 

••• ••• ••• 

W16T W16B W17T W17B W18T W18B W19T W19B W20T W20B

0,75 0,25 0,80 0,20 0,85 0,15 0,90 0,10 0,95 0,05 

 

 

Tabela 7.11   Valores obtidos da otimização multi-objetivos. 

 SQP-1 SQP-2 SQP-3 

Parâmetros Turbina Bomba Turbina Bomba Turbina Bomba 
n (rpm) 1000 1000 1000 1000 1000 1000 
Q (m3/s) 0,454 0,335 0,454 0,335 0,454 0,335 

H (m) 60,85* 51,88* 60,51 51,51 60,24 51,88* 

η  (%) 88,11 86,46 88,09 86,44 88,09 86,46 

hη (%) 92,89* 92,05* 92,89* 92,05* 92,89* 92,05* 

fη (%) 98,66 98,42 98,65 98,42 98,66 98,42 

alη (%) 97,60 96,88 97,58 96,86 97,57 96,88 

mη (%) 98,50 98,50 98,50 98,50 98,50 98,50 

eP (kW) 238,68 197,12 237,31 195,63 236,25 197,12 

11N (rpm m0,5) 79,27 85,85 79,50 86,16 79,68 85,85 

11P (W m-3,5) 1314,9 1379,4 1318,4 1384,7 1321,3 1379,4 

11Q (m3/s m-2,5) 0,1522 0,1216 0,1526 0,1221 0,1530 0,1216 
*Significa que, para a solução encontrada a restrição está ativada. 

 

 

Tabela 7.12   Valores ótimos das variáveis de projeto obtidos da otimização 
multi-objetivos utilizando SQP. 

 

4Bβ /  5Tβ 5Bβ /  4Tβ mDα  1PBα / 2PTα   2PBα / 1PTα  Variáveis (º)
17,195 21,041 35,927 22,386 21,385 SQP-1 
16,099 20,685 36,293 21,750 21,580 SQP-2 

17,202 21,041 36,044 23,286 21,272 SQP-3 
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7.7   Resultados obtidos da otimização multi-objetivos (SQP). 
 

 

para a otimização mono-objetivo utilizando algoritmo genético, o fator 

 foi variado para a otimização multi-objetivos (Figura 7.8), com iguais 

objetivos. Foram testados os valores 0,6, 0,75. Para cada fator, o otimi-

 vezes, considerando pesos iguais (sem variação), resultando num total 

is (fator 0,6), uma solução viável (fator 0,75) e nenhuma solução viável 

e resultado não inclui as pequenas violações nas restrições, sendo que a 

a o rendimento hidráulico superior da turbina com 0,29% para o fator 

,75 com uma violação de 0,66%. Para todos os fatores de cruzamento 

 violações foi sempre maior para o modo de operação como bomba. 

is fatores para variação dos pesos. Os principais parâmetros estão na 

 7.9 ilustra as distâncias entre os indivíduos ao longo das gerações. 

 Especificações utilizadas no GA para a otimização multi-objetivos. 

Parâmetros Multi-objetivos 

Número de Gerações 80 
Tamanho da população 30 

Probabilidade de cruzamento 0,6 e 0,75 
Seleção Método da Roleta 

Cruzamento Two point 

86,435 86,440 86,445 86,450 86,455 86,460 86,465
88,084
88,086
88,088
88,090
88,092
88,094
88,096
88,098
88,100
88,102
88,104
88,106
88,108

x10-2

SQP-2
SQP-3

SQP-1
 

Ampliação da região compreendida pela três soluções. 



 114

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0  85,0  

85,5  

86,0  

86,5  

87,0  

87,5  

88,0  

Fu
nç

ão
 o

bj
et

iv
o

Fator de cruzamento  
 

Figura 7.8   Variação do fator de cruzamento para a otimização multi-objetivos. 
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7.9   Distância média entre os indivíduos ao longo das gerações utilizando GA para 
a bomba-turbina. 

da fator de cruzamento, o algoritmo foi chamado três vezes para cada par de pe-

 estocasticidade do algoritmo, resultando num total de 60 pontos (indivíduos). 

alguns indivíduos tiveram que ser descartados, pois estes violam as restrições 

ato de cessar a busca pelo limite de geração e ao uso de penalidades). Para o fator 

to 0,6, 47 indivíduos foram descartados, enquanto que para o fator de cruzamento 

50 indivíduos descartados. A Figura 7.10 ilustra a representação dos indivíduos 

tam as soluções viáveis e a escolha dos projetos (pós-otimização), indicados pe-

a o fator de cruzamento 0,6 é visto apenas 12 indivíduos, no entanto houve uma 

, não sendo visível o décimo terceiro indivíduo). Para o fator de cruzamento 0,6, 

resenta o décimo primeiro par de pesos (0,5 para bomba e 0,5 para a turbina) e 

ceira chamada do otimizador. Para o fator 0,75, a solução foi obtida para o déci-

ar de pesos (0,80 para bomba e 0,20 para turbina) e obtida na segunda chamada 

r.  
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Tabela 7.14   Valores obtidos da otimização multi-objetivos. 

 GA-1 (FC = 0,60) GA-2 (FC = 0,75) 
Parâmetros Turbina Bomba Turbina Bomba 

n (rpm) 1000 1000 1000 1000 
Q (m3/s) 0,454 0,335 0,454 0,335 

H (m) 59,71 51,44 59,50 51,83 
η  (%) 87,99 86,41 87,80 86,45 

hη (%) 92,81 92,02 92,63 92,05*

fη (%) 98,67 98,43 98,67 98,42 

alη (%) 97,55 96,86 97,53 96,88 

mη (%) 98,50 98,50 98,50 98,50 

eP (kW) 233,91 195,56 232,59 196,95 

11N (rpm m0,5) 80,03 86,22 80,17 85,90 

11P (W m-3,5) 1325,7 1386,1 1325,2 1380,2 

11Q (m3/s m-2,5) 0,1536 0,1221 0,1539 0,1217 
* A restrição aqui não está ativada, pois este valor foi arredondado.  

 
 
 Para os dois projetos selecionados, (GA-1 e GA-2), a Tabela 7.14 mostra os valores das 

características hidrodinâmicas e a Tabela 7.15 mostra os valores das variáveis de projeto. 

Nesses casos, a busca terminou com 2400 avaliações da função-objetivo. 
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Figura 7.10   Resultados obtidos da otimização multi-objetivos (GA). 
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Tabela 7.15   Valores ótimos das variáveis de projeto obtidos da otimização 

multi-objetivos utilizando GA. 
 

4Bβ / 5Tβ  5Bβ / 4Tβ  Dαm  1PBα / 2PTα   2PBα / 1PTα  Variáveis (º) 

17,130 20,624 35,859 22,261 19,595 GA-1 
17,174 20,999 35,933 22,464 21,462 GA-2 

 

 
 As maiores diferenças observadas na Tabela 7.14 se deu para o modo de operação como 

bomba, devido às diferenças na altura resultante. Como mostrado pelas Equações 7.2, 7.3 e 

7.4 vê-se a dependências em relação a altura H.   

 A fim de uma maior investigação, foi testada a função, do MatLab® versão 7.6, 2008, 

gamultiobj, que traz um Algoritmo Genético Multi-Objetivos como descrito por Deb 

(2001), NSGA-II, comentado resumidamente no Capítulo 5. Com esta função, não é preciso 

trocar os pesos para as respectivas funções-objetivos, o próprio algoritmo fica encarregado de 

obter os indivíduos não-dominados, ou seja, o ótimo de pareto é obtido numa simples execu-

ção. A descrição do algoritmo é mostrada no Apêndice B. Esta função obtém sucessivas fren-

tes de Pareto, até que o algoritmo cesse a busca. Primeiramente, pode ser verificado que, 

quando não se consegue mais uma melhora significativa na frente de Pareto atual com relação 

à frente anterior (acontece após algumas gerações, devido a uma tolerância na função-

objetivo, por default tem-se 10-4), o algoritmo pára, ou como ocorreu anteriormente com o uso 

do GA, o algoritmo pode parar pelo limite de gerações, ou ainda pelo limite de tempo de exe-

cução. Para o uso da função gamultiobj, foi fornecida a população inicial e a faixa de e-

xistência da população (o lower bond e upper bond, ou restrições laterais). O limite de gera-

ções utilizado foi o próprio default do software, que é o número 200 multiplicado pelo núme-

ro de variáveis de projeto. O método de seleção é a seleção por torneio, não possuindo outra 

opção (escolha) de seleção. A função gamultiobj não pode usar a função de mutação 

gaussiana, como utilizada anteriormente (com a função ga) devido à presença das restrições 

laterais (a função de mutação gaussiana é para problemas irrestritos). No entanto, a função 

gamultiobj possui implementado um fator de mutação adaptativo “adaptative mutation”, 

resultando em indivíduos que devem satisfazer as restrições lineares, ou seja, um indivíduo 

pertencente a uma dada geração atual, dará origem a outro indivíduo pela inclusão de genes 

retirados de forma aleatória de um outro conjunto (um vetor) de indivíduos  que satisfaçam as 

restrições laterais, sendo considerada uma variação da mutação uniforme (Michalewicz, 

1996). De modo similar aos casos anteriores usando o GA, o fator de cruzamento foi variado 
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de 0 a 1, com as funções “rand” e “randn” ativadas. Optou-se por testar três fatores de cru-

zamento, Tabela 7.16, e Apêndice E, valores estes que mostraram resultados mais coerentes. 

A Tabela 7.16 ilustra os principais parâmetros utilizados para o uso do NSGA-II.  

 

Tabela 7.16   Especificações utilizadas no NSGA-II para a otimização multi-objetivos. 

Parâmetros Multi-objetivos 

Número máximo de Gerações 1000 
Tamanho da população 60 

Probabilidade de cruzamento 0,65, 0,75 e 0,85 

Seleção Torneio  

Cruzamento Two point 

 
 

 Para cada fator de cruzamento, foram escolhidas três curvas (maiores rendimentos), 

descritas no Apêndice E, e destas curvas, foi escolhida uma possível solução. Para o fator de 

cruzamento FC = 0,65, foi escolhida a curva frente de Pareto 1, mostrada na Figura 7.11 e 

denominada aqui como NSGA-II (1), juntamente com a escolha do indivíduo ótimo. Fazendo 

o mesmo procedimento para os demais fatores de cruzamento, resulta a Figura 7.12 (frente de 

Pareto 2, FC = 0,75, NSGA-II (2)) e a Figura 7.13 (frente de Pareto 2, FC = 0,85, NSGA-II 

(3)).  

 Cada curva traz um número diferente de indivíduos. Isto se deve ao fato de que, após 

estes extremos de cada curva, os indivíduos não mais apresentavam uma diferença de interes-

se prático nos rendimentos totais tanto para o modo de operação como turbina como para 

bomba. Para a escolha dos indivíduos ótimos, a escolha foi pelo critério de maiores rendimen-

tos totais e os mais próximos possíveis um do outro. Para cada indivíduo escolhido, a Tabela 

7.17 mostra os valores ótimos das características hidrodinâmicas para os modos de operação 

como turbina e como bomba. A Tabela 7.18 apresenta as variáveis de projeto dos indivíduos 

selecionados. A frente de Pareto da Figura 7.11 foi obtida com 141 gerações e 8521 avalia-

ções da função-objetivo, e o critério de parada foi a tolerância na função-objetivo.   

 Para a frente de Pareto da Figura 7.12, o algoritmo cessou após 126 gerações e 7621 

avaliações da função-objetivo e, igualmente ao caso anterior, o critério de para se deu pela 

tolerância na função-objetivo. Para a Figura 7.13, o algoritmo cessou após 108 gerações e 

com 6541 avaliações da função-objetivo e novamente o critério de para se deu pela tolerância 

na função-objetivo. 
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Figura 7.11   Frente de Pareto para FC = 0,65. 
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Figura 7.12   Frente de Pareto para FC = 0,75. 
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Figura 7.13   Frente de Pareto para FC = 0,85. 

 

 

Tabela 7.17   Valores obtidos da otimização multi-objetivos utilizando NSGA-II. 

 NSGA-II (1) NSGA-II (2) NSGA-II (3) 
Parâmetros Turbina Bomba Turbina Bomba Turbina Bomba 

n (rpm) 1000 1000 1000 1000 1000 1000 
Q (m3/s) 0,454 0,335 0,454 0,335 0,454 0,335 

H (m) 60.20 51,16 59,36 50,93 59,38 50,68 
η  (%) 88,07 86,52 87,17 84,74 86,47 85,49 

hη (%) 92.88 92,05* 91,97 90,30 91,25 91,03 

fη (%) 98.66 98,50 98,67 98,43 98,68 98,44 

alη (%) 97,57 96,88 97,51 96,80 97,49 96,85 

mη (%) 98,50 98,50 98,50 98,50 98,50 98,50 

eP (kW) 236,05 194,26 230,37 197,45 228,62 194,75 

11N (rpm m0,5) 79,70 86,46 80,27 86,65 80,25 86,86 

11P (W m-3,5) 1321,5 1388,2 1317,2 1420,5 1306,5 1411,5 

11Q (m3/s m-2,5) 0,1530 0,1225 0,1541 0,1227 0,1541 0,1230 
* Significa que para a solução encontrada a restrição esta ativada. 

 

Tabela 7.18   Valores ótimos das variáveis de projeto obtidos da otimização 
multi-objetivos utilizando NSGA-II. 

 

1PTα / 2PBα  2PTα / 1PBα  Dαm  4Tβ / 5Bβ  5Tβ / 4Bβ  Variáveis (º) 
21,612 21,766 35,781 20,847 16,591 NSGA-II (1) 
26,085 27,926 36,010 20,554 16,816 NSGA-II (2) 
29,755 22,539 36,085 20,880 16,875 NSGA-II (3) 
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 A primeira curva (NSGA-II (1)) foi obtida para a quadragésima oitava chamada do oti-

mizador, enquanto que a segunda curva (NSGA-II (2)) para trigésima quinta chamada do oti-

mizador e a última curva (NSGA-II (3)) para a vigésima oitava chamada do otimizador.   

7.3.3 Análises  

7.3.3.1 Geometria da Máquina  

 Para a turbina-bomba FPT-30, a sua geometria foi projetada considerando as caracterís-

ticas hidrodinâmicas de funcionamento como bomba. Esse procedimento é normalmente utili-

zado para esse tipo de máquina de fluxo reversível. O principal indicativo desse procedimento 

é o baixo valor para os ângulos de entrada e saída do rotor. No funcionamento dessa maquina 

como turbina o seu rendimento é esperado ser satisfatório em relação a uma turbina conven-

cional. Em termos práticos, nada impede que uma bomba hidráulica possa trabalhar como 

turbina hidráulica ou que uma turbina hidráulica possa trabalhar como bomba. Entretanto, 

analisando os dois rotores radiais um para turbina, Figura 7.14 (a), e o outro para bomba, Fi-

gura 7.14 (b), de mesma rotação específica, , constata-se as principais diferenças: qAn

 1) Os canais formados pelas pás do rotor da turbina são mais curtos que os canais do 

rotor da bomba. 

 2) Os ângulos de saída nas pás do rotor da bomba são menores do que os ângulos de 

saída das pás do rotor da turbina.   

 Essas diferenças fazem com que um rotor de turbina não funcione satisfatoriamente 

como bomba, enquanto que um rotor de bomba funcionando como turbina apresenta um me-

lhor desempenho hidrodinâmico. 
 

TB B T

(a) (b)  
 

Figura 7.14   Rotores radiais para (a) turbina Francis e (b) bomba centrifuga, Vivier (1966). 
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 Para máquinas de fluxo axiais com regulagem das pás, as diferenças de funcionamento 

como turbina ou como bomba são menores, visto que é possível a adaptação do ângulo de 

montagem, ficando somente invertido o bordo de ataque da pá. 

 Para máquinas de fluxo geradoras (bombas), conhecidos os diâmetros e ângulos de en-

trada e saída das pás, o número de pás pode ser verificado pela Equação 7.5 sugerida por P-

fleiderer (1960). 
 

 5 4 5 4

5 4

+ +6,5 sen
2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠
pá

D D β βN
D D

  (7.5) 

  

 Para a bomba-turbina FPT-30, utilizando a equação empírica (7.4), resulta um Npá = 5,2, 

que pode ser arredondado para 6, que é o número de pás da referida máquina. Acredita-se que, 

para um bom projeto, o número de pás deva estar no intervalo 5 < Npá < 9. No entanto, pode-

se fixar as condições de entrada e querer conhecer as condições de saída para um dado núme-

ro de pás pré-estabelecido. As condições de entrada são importantes devido à possível ocor-

rência de cavitação. Tsang (1989) propõe uma aproximação, Equação (7.6), para estimar o 

raio ótimo de entrada do rotor em função do coeficiente de Thoma, σ , da vazão, Q, e da rota-

ção n, a fim de se ter uma bomba com a minimização da ocorrência de cavitação. Tsang 

(1989) sugere os valores de 0, 20 a 0, 40=σ  e 0,30=λ , para o uso da Equação (7.6). Como a 

vazão da bomba é QT = 0,335 m3/s e admitindo 0,30=σ , chega-se ao valor aproximado para 

o raio externo de entrada da pá de 149,28 mm, de acordo com a Equação (7.6). 
 

 
1/3

4 2

2(1+ ) 1= 0,685 ,
1

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

σ QR
σ ω λ

  (7.6) 

 

onde λ  um fator empírico e  a velocidade angular.    ω

 O raio externo de entrada da pá da bomba-turbina FPT-30 é de 143,55 mm, portanto o 

raio calculado pela Equação (7.6) é uma boa estimativa. Fixando agora mm e 4 143,55=R

0,30=λ , chega-se a um coeficiente de Thoma de 0,412=σ , assim, estima-se um bom de-

sempenho da bomba-turbina FPT-30 em relação à ocorrência de cavitação.  

 Com respeito ao comportamento de funcionamento suave e baixa flutuação de pressão, 

Klemm et al. (1996) projetaram a bomba-turbina de Guangzhou II (China), para o rotor com 

número de pás igual a 9, número de palhetas diretrizes igual a 20 e palhetas fixas também 

igual a 20, de tal modo a prevenir forças de excitação e oscilação de baixa freqüência. Para a 
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bomba-turbina FPT-30 com número de pás do rotor igual a 6, 20 palhetas diretrizes e 20 pa-

lhetas fixas, espera-se um funcionamento semelhante. 

7.3.3.2 Métodos de Otimização e Resultados 

 Inicialmente, para o caso da otimização mono-objetivo e fazendo o uso do SQP, desta-

cam-se duas soluções para o modo de operação como turbina, neste modo de operação é dese-

jável que a turbina desenvolva a maior potência de eixo possível aliada ao máximo rendimen-

to total. Dessa forma, essas duas soluções são o SQP-2 e o GA-3.  

 Para a solução SQP-2, as perdas de energia hidráulica (em relação à perda total) estão 

representadas graficamente na Figura 7.15. A perda total de energia hidráulica é de 4,363 

mH2O (ou simplesmente m), resultando para o tubo de sucção uma perda de aproximadamen-

te 2,454 m. A única perda que varia no tubo de sucção (uma vez mantida a mesma vazão) é a 

perda por turbilhonamento e é a responsável pela maior parcela de perda de energia, já que as 

demais perdas para o tubo de sucção descritas no Capítulo 6 permanecem constantes. Para 

esse caso, a perda de energia no tubo sucção por turbilhonamento é de 30,92% (ou 1,349 m). 

Para a caixa espiral a perda de energia hidráulica representou 0,2%.  
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Figura 7.15   Comparação dos resultados da otimização mono-objetivo para o modo turbina. 

 

 De modo similar, para a solução GA-3, as perdas de energia hidráulica estão indicadas 

na Figura 7.15. A perda total de energia é de 4,353 m e a perda de energia por turbilhonamen-
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to neste caso é de 24,66% (ou 1,320 m). Novamente a perda de energia hidráulica na caixa 

espiral resultou em 0,2%. Dessa forma, levando-se em consideração apenas o modo turbina, a 

solução GA-3, comparativamente com a solução SQP-3, apresenta a menor perda de energia. 

 Ainda dentro da otimização mono-objetivo e para o modo de operação como bomba, 

uma análise semelhante a anterior é feita a seguir. Para o modo bomba, é interessante ter uma 

máquina que consuma a menor potência de eixo possível, aliada ao máximo rendimento total. 

As soluções SQP-3 e GA-1 foram escolhidas como as melhores soluções entres os respectivos 

métodos de otimização, para comparação. A solução SQP-3 apresenta uma perda total de e-

nergia hidráulica de 4,391 m. As perdas de energia hidráulica nos componentes hidromecâni-

cos principais, em relação à perda de energia total estão representadas na Figura 7.16.  
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Figura 7.16   Comparação dos resultados da otimização mono-objetivo para o modo bomba. 
 
 

 Para a caixa espiral, a perda por choque (modo bomba) representa a maior parcela, 

7,468% (ou  0,328 m). Considerando a solução GA-1 a perda total de energia hidráulica é 

de 4,549 m. A descrição das perdas em relação à perda de energia total esta representa na Fi-

gura 7.16. Considerando apenas o modo de operação como bomba, a solução SQP-3 compara-

tivamente a solução SQP-3, apresenta a menor perda de energia.  

≅

 Com relação à predição teórica e experimental do projeto original, as características 

hidrodinâmicas para ambos os modos de operação como turbina e bomba estão representadas 

Figura 7.17 (a) e 7.17 (b) respectivamente. Onde os símbolos c, s, g, r, d, v e m referem-se 
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respectivamente a casing (caixa espiral), stay vane (pré-distribuidor), guide vane (distribui-

dor), runner (rotor), draft tube (tubo de sucção), leakage (vazão de fuga) e disk friction (atrito 

lateral e perdas mecânicas).  
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(a)                                          (b) 
 
igura 7.17   Predição das características hidrodinâmicas da bomba-turbina para (a) modo turbina, 

Ueda et al. (1980) e (b) modo bomba, Ida e Kubota (1980). 

A predição experimental para o modo turbina foi feita em 9 pontos de operação enquan-

que para o modo bomba teve-se a predição em 12 pontos de operação. Como pode ser vis-

 o modo de operação como turbina apresenta os maiores rendimentos totais do que o modo 

mba, apesar de estar em escalas diferentes, pode-se conferir pela Tabela 7.1. 

Para a otimização multi-objetivos, analisando primeiramente o emprego do método 

P, a solução que apresentou as melhores características hidrodinâmicas foi à solução SQP-

As perdas de energia em termos de altura de energia foi de 4,324 m para o modo turbina e 

 4,478 m para modo bomba.  

 Com relação ao uso do algoritmo genético, é comparada as soluções GA-1 e GA-2 com  

ação ao SQP-1, como mostrado na Figura 7.18. Para o modo turbina, o GA-1 apresentou 

a perda total de energia de 4,291 m e para o modo bomba uma perda total de energia de 

58 m. Com relação a solução GA-2, o modo de operação como turbina apresentou uma 



 125

perda total de energia de 4,388 m e para o modo de operação como bomba a perda total de 

energia foi de 4,477 m. 
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Figura 7.18   Comparação dos resultados da otimização multi-objetivos usando SQP e GA. 

 

 No que segue, são descritos os resultados para as três soluções obtidas pela utilização do 

algoritmo NSGA-II, Figura 7.19.  

 Para a solução NSGA-II (1), a perda total de energia hidráulica foi de 4,285 m para o 

modo de operação como turbina, e para o modo de operação como bomba foi de 4,418 m.  

 Para a solução NSGA-II (2), a perda total de energia hidráulica foi de 4,765 m para o 

modo de operação como turbina, e para o modo de operação como bomba foi de 5,473 m. 

 Finalmente, para a solução NSGA-II (3), a perda total de energia hidráulica foi de 5,193 

m para o modo de operação como turbina, e para o modo de operação como bomba foi de 

4,996 m. 

 Em seguida tem-se a comparação graficamente para as três soluções utilizando o algo-

ritmo NSGA-II. Novamente as perdas de energia estão representadas com relação a perda de 

energia hidráulica total. 

 Algumas considerações em relação aos testes realizados neste trabalho e os resultados 

obtidos são feitas a seguir. Para o modo turbina e com relação à caixa espiral, Ueda et al. 

(1980) utilizaram apenas as perdas por atrito viscoso e a perda por curvatura. 
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Figura 7.19   Comparação dos resultados da otimização multi-objetivos usando NSGA-II. 

 

  No presente trabalho, foi incluída a perda por atrito viscoso no injetor de entrada, que 

representa uma pequena parcela da perda total de energia nesse componente e não altera pra-

ticamente o resultado. Para o pré-distribuidor, foram utilizadas as mesmas formulações para 

as perdas de energia hidráulica (perda por choque, por atrito viscoso e por mistura) igualmen-

te para o distribuidor e para o rotor. Já para o tubo de sucção, além das perdas por turbilho-

namento e por atrito viscoso na curvatura, foram acrescentadas as perdas por atrito viscoso no 

cone de entrada, perda por atrito viscoso no difusor de saída e a perda de saída do tubo de 

sucção. A inclusão destas perdas representou um pequeno acréscimo de 0,028% na perda de 

energia total no turbo de sucção.  

 Para o modo de operação como bomba e com relação à caixa espiral, Ida e Kubota 

(1980), utilizaram as perdas por atrito viscoso e a perda por choque. Além dessas perdas, foi 

incluída a perda no difusor de saída (injetor de entrada para o modo turbina), como comenta-

do anteriormente. Para o pré-distribuidor, além da perda por choque e por atrito viscoso foi 

incluída a perda por mistura que representou um aumento da ordem de 0,25% na perda de 

energia total neste componente. Para o distribuidor, também foi utilizado a perda por mistura. 

A diferença para o conjunto de perdas do projeto original é pelo fato da não inclusão da perda 
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por expansão do trabalho de Ida e Kubota (1980). A inclusão da perda por mistura na saída da 

palheta diretriz representou também um aumento na perda de energia total para o distribuidor 

de mesma ordem 0,25%. Para o rotor a diferença também fica pela inclusão da perda por mis-

tura que representou um aumento na perda de energia total para o rotor de 1,7%, na análise 

mono-objetivo, já para a solução multi-objetivos este valor cai próximo de zero. Já para o 

tubo de sucção, a diferença fica pela inclusão das perdas localizadas no injetor de entrada (di-

fusor de saída no modo turbina) e no injetor de saída (difusor de entrada no modo turbina) do 

tubo de sucção, que juntas representam um aumento da ordem de 1,28% com relação a perda 

total de energia neste componente.  

 Com relação ao escoamento não-guiado (espaço entre o pré-distribuidor e o distribuidor 

e espaço entre o distribuidor e o rotor), as equações apresentadas no Capítulo 6, não mostra-

ram mudanças significativas no uso de uma equação com relação à outra. Para o modelo vis-

coso de Whitfield e Baines (1990) em relação ao modelo de vórtice potencial, a máxima vari-

ação foi da ordem 0,1% (para menos), ou seja, o valor da componente circunferencial usando 

a equação de Whitfield e Baines (1990) é menor em relação ao modelo potencial. De modo 

análogo comparando o modelo de Whitfield e Baines (1990) com o modelo de vórtice-livre 

corrigido de Pfleiderer e Petermann (1979) a máxima variação foi de 2,35% (para menos), ou 

seja, o modelo de Whitfield e Baines (1990) apresenta um valor menor para a componente 

circunferencial em relação ao uso da equação de Pfleiderer e Petermann (1979).   O modelo 

de vórtice-livre corrigido de Pfleiderer e Petermann (1979) comparado ao modelo potencial 

também apresentou uma máxima variação (maior) da ordem de 2,35%.     

 Durante a otimização mono-objetivo para o SQP, o tempo de execução, usando um PC-

Pentium 4 3.0 GHZ, foi da ordem de 4 segundos, já para o GA, as 50 chamadas do otimizador 

foram da ordem de 50 minutos, tanto para o modo turbina e como para o modo bomba. Com 

relação aos testes com cada fator de cruzamento, sem variar os pesos, o tempo foi da ordem 

de 70 segundos. Para a otimização multi-objetivos, tanto o SQP como o GA, o tempo total foi 

da ordem de 70 minutos. Para os testes com cada fator de cruzamento, sem variar os pesos, o 

tempo foi da ordem de 4 minutos para cada fator. Utilizando o NSGA-II, o tempo de execu-

ção para cada fator, total de 50 chamadas, foi da ordem de 43 minutos.  

 Na busca por uma solução (que na verdade é uma aproximação), dentre todos os testes, 

a opção é pela solução encontrada pelo NSGA-II (1), mostrada nas Tabelas 7.17 e 7.18 e na 

Figura 7.11. Isto se deve às melhores características hidrodinâmicas observadas com os maio-

res rendimentos possíveis. 



Capítulo 8 

CONCLUSÕES E SUGESTÕES 

8.1 CONCLUSÕES 

 Neste trabalho foi apresentada uma metodologia para a otimização conceptual no ponto 

ótimo de projeto para uma bomba-turbina radial. A metodologia busca os ângulos de entrada e 

saída das palhetas fixas do pré-distribuidor e também das pás do rotor, além do ângulo de 

montagem das palhetas diretrizes do distribuidor, para os modos de operação como turbina e 

como bomba. A metodologia apresentada utiliza um algoritmo de busca local (SQP) e algo-

ritmos de busca global (GA, NSGA-II), que são implementados no MatLab (2007 e 2008). 

Os solvers (para o modo turbina e para o modo bomba) apresentados foram obtidos com base 

na teoria unidimensional e utilização de correlações empíricas e semi-empíricas.  

 A eficácia da metodologia foi verificada para ambos os algoritmos, uma vez que, para a 

formulação do problema, os algoritmos foram capazes de encontrar a solução. Durante a oti-

mização mono-objetvo para o SQP, o tempo de execução foi da ordem de 4 segundos, e, para 

o GA, as 50 chamadas do otimizador foi da ordem de 50 minutos, para ambos os modos de 

operação. Para a otimização multi-objetivos (somatório por pesos), tanto o SQP como o GA, o 

tempo total foi da ordem de 70 minutos. Utilizando o NSGA-II, o tempo de execução foi da 

ordem de 43 minutos. 

 O estudo de bomba-turbina é muito complexo, quando se utiliza uma metodologia de 

escoamento que leva em consideração a geometria completa a máquina (ou mesmo de alguns 
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componentes hidromecânicos principais), e fazendo o uso de solver´s mais completos como 

Navier-Stokes 3D (CFD), torna-se excessivo o custo computacional. 

 A otimização mono-objetivo serviu para indicar, para os modos de operação em separa-

dos, uma mesma tendência para as variáveis de projeto. Esta verificação foi muito importante 

para verificação e compreensão das funções-objetivos, cujos resultados foram comparados 

com os resultados de testes existentes para uma bomba-turbina radial. 

 Para a otimização multi-objetivos, os resultados obtidos novamente comparados com os 

resultados experimentais, juntamente com a geometria dos componentes hidromecânicos, suas 

correlações de perdas e a teoria utilizada, conduziram a resultados com tendências corretas de 

projetos de bomba-turbina. 

 A principal contribuição deste trabalho foi o desenvolvimento de uma metodologia de 

projeto de baixo custo computacional, viável e de fácil implementação em um computador 

(PC). Com base nesta metodologia, podem ser feitas análises mais elaboradas que englobem, 

por exemplo, fenômenos como o da cavitação. 

 As dificuldades encontradas pelo SQP, função multi-modal ou descontinuidades, foram 

contornadas pelo uso dos algoritmos GA e NSGA-II. A melhor solução do SQP, comparada 

com a solução do GA para análise mono-objetivo, mostrou possuir boa concordância, indi-

cando uma boa aproximação em torno do ótimo global, para ambos os modos de operação.  

 Com relação à otimização multi-objetivos, todos os resultados para o SQP mostraram 

uma pequena variação. No entanto, a melhor solução, comparada com a melhor solução do 

GA, também mostrou uma boa concordância. De modo indiferente, estes resultados, quando 

comparados com a melhor solução do NSGA-II, indicam uma aproximação em torno do óti-

mo global.  

 No próximo item, são apresentadas algumas sugestões que poderão ser implementadas 

em trabalhos futuros. Essas implementações são muito importantes, uma vez que a teoria dos 

algoritmos evolucionários (EA-Evolutionary Algorithms) tem sofrido vários desenvolvimen-

tos nos últimos tempos que são relatados pelo crescente número de publicações dessas novas 

implementações. Essas implementações são feitas para atender a um determinado tipo de pro-

blema específico, a fim de contornar possíveis problemas enfrentados pelos algoritmos con-

vencionais. É importante ressaltar que a técnica de somatório por pesos pode não ser útil na 

presença de uma superfície não-convexa, gerando uma frente de pareto não muito apropriada 

(Coello, 1999).   
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8.2 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

(1) Testar a inclusão dos efeitos de cavitação no problema de otimização 

 Os efeitos de cavitação são aspectos básicos no projeto de turbomáquina hidráulicas, 

neste trabalho não foi incluído este fenômeno, pois, supôs que, a introdução de algum parâme-

tro de cavitação, tornasse as funções objetivos altamente não-lineares ou pudesse distorcer os 

resultados, pelo uso da teoria unidimensional, no entanto, pode-se fazer uso da teoria bidi-

mensional e considerar os efeitos de cavitação através da minimização de um coeficiente 

(como o coeficiente de Thoma) ou introduzi-lo como uma restrição (o coeficiente deve per-

manecer entre os limites inferior e superior) e por fim comparar os resultados com os dados 

experimentais.   

 

(2) Testar classificação de Oyama et al., (2005) 

 Testar a classificação de Oyama et al. (2005) para tratar eficientemente as restrições 

e/ou os vários objetivos originados na sugestão anterior. Isso evitaria dificuldades inerentes ao 

método de penalização que foi empregado neste trabalho. Além do conceito de otimalidade 

aplicado ao espaço das funções-objetivos, aplica-se também o conceito de otimalidade ao es-

paço das restrições. Como principal vantagem, destaca-se que o algoritmo não é afetado pelo 

grau de violação das restrições. Os resultados poderiam ser comparados com os experimentais 

e com as soluções encontradas pelos métodos até então empregados. 

 

(3) Testar a inclusão do fator de penalidade dinâmica de Joine and Houck (1994)  

 Testar a inclusão de um fator de penalidade que não seja constante. O fator de penalida-

de dinâmico torna a função objetivo também uma função dinâmica. No trabalho de Joine and 

Houck (1994), o fator de penalidade muda (aumenta com a geração) de acordo com o proces-

so de otimização.     

 

(4) Testar outros modelos de perdas de energia hidráulica 

 Existem outros conjuntos de modelos de perdas de energias hidráulicas como os propos-

tos por Yoon et al. (1998) e Oh e Kim (2001), que poderiam ser testados e verificados com os 

resultados experimentais e com o conjunto de perdas já testados neste trabalho. 
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(5) Testar outros métodos de otimização global 

 Com o uso de outras técnicas de otimização, os resultados poderiam ser confrontados 

com os algoritmos GA e NSGA-II. No capítulo 5 foram descritas outras técnicas de otimiza-

ção multi-objetivos, de modo resumido. Além das técnicas já citadas, poderia ser utilizado o 

algoritmo Simulated Annealing (SA), que possui uma implementação no MatLab®. Como 

exemplo de sua utilização cita-se o trabalho de Özdemir (2005), que aplicou Simulated Anne-

aling (SA) na otimização conceptual mono e multi-objetivos (também multi-restritivo) de 

perfis aerodinâmicos (NACA) para aeronaves pilotadas por controle remoto na pulverização 

de plantações.     

 

(6) Testar a versão  ga do MatLab
®
 2008 

 A versão 2008 do GA possui implementação capaz de resolver problemas com restri-

ções lineares e não lineares. A solução se da pelo algoritmo, transformando (reduzindo) o 

problema a um outro subproblema, ou seja, pelo Lagrangiano aumentado “Augmented La-

grangian Genetic Algorithm” (ALGA). Novamente, pode-se confrontar os resultados com os 

obtidos pelo algoritmo genético (GA, 2007), que fez uso do método de penalização. 

 

 

  

 

 

 



Apêndice A 

GRANDEZAS GEOMÉTRICAS PRINCIPAIS E 
COEFICIENTES ADMENSIONAIS UTILIZADOS 

 Este apêndice apresenta as diversas grandezas geometrias da bomba-turbina (Item A.1) 

e coeficientes de perdas (Item A.2) utilizados neste trabalho. A indicação com asterisco (*) na 

coluna descrição das Tabelas A.1 até A.6 significa que os valores foram adotados para as res-

pectivas grandezas.  

A.1 GRANDEZAS GEOMÉTRICAS PRINCIPAIS DA  
TURBINA-BOMBA 

 

Tabela A.1   Grandezas geométricas principais da caixa espiral (C). 

Simbologia Descrição Valor Unidade 

CD   Diâmetro de entrada da caixa espiral* 835 mm 

injL   Comprimento do trecho de entrada* 450 mm 

1CD   Diâmetro de entrada do caracol* 740 mm 

2CD   Diâmetro da caixa espiral a 180º* 350 mm 

CL   Comprimento desenvolvido do caracol* 4250 mm 

Cα   Ângulo da caixa espiral* 14 o

εC   Rugosidade da superfície 6,3 µm 
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Tabela A.2   Grandezas geométricas principais do pré-distribuidor (P). 

Simbologia Descrição Valor Unidade 

pfN   Número de palhetas fixas 20 - 

1PD   Diâmetro de entrada do pré-distribuidor 1.038 mm 

2PD   Diâmetro de saída do pré-distribuidor 829 mm 

P   Comprimento da corda da palheta fixa* 145,5 mm 
*
1α P   Ângulo de entrada da palheta fixa - o

*
2α P   Ângulo de saída da palheta fixa - o

1Pb   Largura da palheta fixa na entrada  51,00 mm 

2Pb   Largura da palheta fixa na saída 51,00 mm 

1Pe   Espessura da palheta fixa na entrada* 5,50 mm 

2Pe   Espessura da palheta fixa na saída* 3,50 mm 

ε P   Rugosidade da superfície 6,3 µm 
 

 

 
 

Tabela A.3   Grandezas geométricas principais do distribuidor (D). 

Simbologia Descrição Valor Unidade 

Npd  Número de palhetas diretrizes 20 - 
DpD  Diâmetro primitivo do distribuidor 733,00 mm 

D1D  Diâmetro de entrada da palheta diretriz Variável mm 

D2D  Diâmetro de saída da palheta diretriz Variável mm 

D
 Comprimento da corda da palheta diretriz* 140,00 mm 

f  Arqueamento da palheta diretriz* 0,5 mm 
*
1Dα   Ângulo de entrada da palheta diretriz Variável o

*
2Dα   Ângulo de saída da palheta diretriz Variável o

b1D  Largura da palheta diretriz na entrada 51,00 mm 

b2D  Largura da palheta diretriz na saída 51,00 mm 

e1D  Espessura da palheta diretriz na entrada* 6,00 mm 

e2D  Espessura da palheta diretriz na entrada* 6,00 mm 

Dε   Rugosidade da superfície 6,3 µm 
(No presente trabalho é considerado um perfil simétrico para a palheta diretriz) 
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Tabela A.4   Grandezas geométricas principais do rotor (R). 

Simbologia Descrição Valor Unidade 
Npá  Número de pás 6 - 
D4  Diâmetro de entrada do rotor 618,40 mm 
D5  Diâmetro de saída do rotor 265,00 mm 

R
 Comprimento da pá* 370,00 mm 

*
4β   Ângulo de entrada da pá 20,6 o

*
5β   Ângulo de saída da pá 16,5 o

b4  Largura da pá na entrada 51,00 mm 
b5  Largura da pá na saída* 135,00 mm 
e4  Espessura da pá na entrada* 7,0 mm 
e5  Espessura da pá na saída* 1,5 mm 

Rε   Rugosidade da superfície 4,0 µm 
 

 

Tabela A.5   Grandezas geométricas principais do tubo de sucção (T). 

Simbologia Descrição Valor Unidade 
D7  Diâmetro de entrada do tubo de sucção* 291,00 mm 
D7s  Diâmetro de saída do cone do T* 298,00 mm 
D8e  Diâmetro de saída da curva do T* 284,00 mm 
Lcon  Comprimento do cone* 100,00 mm 
Rcur  Raio de curvatura do cotovelo de 90o* 310,00 mm 
Ldif  Comprimento do trecho de saída* 1500,0 mm 
D8  Diâmetro de saída do tubo de sucção* 540,00 mm 
Np  Número de pilares divisores do T* 0 mm 

Tε   Rugosidade da superfície* 6,3 µm 
 

 

Tabela A.6   Grandezas geométricas dos labirintos e recintos laterais. 

Simbologia Descrição Valor Unidade 
DL Diâmetro médio do labirinto*  290,00 mm 
LL Comprimento do labirinto radial junto à cinta* 25,00 mm 
sL Folga radial do labirinto junto à cinta 0,25 mm 

bs  Espaçamento do recinto lateral junto à tampa* superior 5,00 mm 

as  Espaçamento do recinto lateral junto ao cubo* 1,50 mm 
NRL Número de ranhuras do labirinto 2 - 
δ  Ângulo médio de inclinação entre o cubo e a cinta  0 º 
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A.2  COEFICIENTES ADIMENSIONAIS UTILIZADOS 

Tabela A.7   Coeficientes de perdas na caixa espiral para o modo turbina. 

Simbologia Descrição Valor Observação 

injf  Fator de atrito para o trecho de entrada Eq. (6.68) Calculado 

carf Fator de atrito para o caracol Eq. (6.73) Calculado 

carcurK  Coeficiente devido à curvatura do caracol 0,088 Adotado 
 

Tabela A.8   Coeficientes de perdas no pré-distribuidor para o modo turbina. 

Simbologia Descrição Valor Observação 

P
ζ ch  Coeficiente de perda por choque na entrada 0,3 Ueda et al. 

Pf Fator de atrito para o pré-distribuidor Eq. (6.79) Calculado 

P
ζ mw  Coeficiente de perda de mistura 0,8 Adotado 

 

Tabela A.9   Coeficientes de perdas no distribuidor para o modo turbina. 

Simbologia Descrição Valor Observação 

D
ζ ch  Coeficiente de perda por choque na entrada 0,3 Ueda et al. 

Df Fator de atrito para o distribuidor Eq. (6.86) Calculado 

D
ζ mw  Coeficiente de perda de mistura 1,8 Adotado 

 

Tabela A.10   Coeficientes de perdas no rotor para o modo turbina. 

Simbologia Descrição Valor Observação 

R
ζ ch   Coeficiente de perda por choque na entrada 2,5 Ueda et al. 

Rf  Fator de atrito para o rotor Eq. (6.86) Calculado 

R
ζ mw   Coeficiente de perda de mistura 1,6 Adotado 

iC   Fator de perda nos canais do rotor 3,0 Ida e Kubota 
 

Tabela A.11   Coeficientes de perdas no tubo de sucção para o modo turbina. 

Simbologia Descrição Valor Observação 

ζ
contur   Coeficiente devido ao turbilhonamento 0,950 Adotado 

conK  Coeficiente de perda localizada no cone 0,040 Gráfico 

cotcurK  Coeficiente devido à curvatura do cotovelo 0,230 Gráfico 

difK  Coeficiente de perda localizada no difusor 0,100 Gráfico 

difsaíK   Coeficiente de perda de saída no difusor 1,000 Gráfico 
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Tabela A.12   Coeficientes de perdas nos labirintos e nos recintos lateral e anular 
para os modos turbina e bomba. 

 

Simbologia Descrição Valor Observação 
f  Fator de atrito no labirinto junto à cinta Eq. (6.109) Calculado 

Eζ Coeficiente de contração brusca na entrada 0,42 Gráfico 

Sζ Coeficiente de expansão brusca na saída 1,00 Gráfico 

ϕcin
Coeficiente de vazão de fuga junto à cinta  Eq. (6.125) Calculado 

cubf  Fator de atrito no labirinto junto ao cubo Eq. (3.126) Calculado 

ϕcub
Coeficiente de vazão de fuga junto ao cubo  Eq. (6.125) Calculado 

ok Fator de rotação da água no recinto lateral Eq. (6.121) Calculado 

fc Coeficiente de atrito pelicular Eq. (6.122) Calculado 

Rkε
Fator que considera a rugosidade Eq. (6.123) Calculado 

fk Fator que considera a vazão de fuga Eq. (6.124) Calculado 

alk Coeficiente de atrito lateral Eq.(6.118.b) Calculado 
 

 

Tabela A.13   Coeficientes de perdas na caixa espiral (C) para o modo bomba. 

Simbologia Descrição Valor Observação 

diff   Fator de atrito para o trecho de saída Eq. (6.68) Calculado 

carf  Fator de atrito para o caracol Eq. (6.73) Calculado 

carcurK   Coeficiente devido à curvatura do caracol 0,088 Adotado 

carchζ   Coeficiente de perda por choque na entrada 0,55  Ida e Kubota 
 

 

Tabela A.14   Coeficientes de perdas no pré-distribuidor (P) para o modo bomba. 

Simbologia Descrição Valor Observação 

P
ζ ch   Coeficiente de perda por choque na entrada 1,0 Ida e Kubota 

Pf  Fator de atrito para o pré-distribuidor Eq. (6.79) Calculado 

P
ζ mw   Coeficiente de perda de mistura 0,8 Adotado 

 

 

Tabela A.15   Coeficientes de perdas no distribuidor (D) para o modo bomba. 

Simbologia Descrição Valor Observação 

D
ζ ch   Coeficiente de perda por choque na entrada 1,0 Ida e Kubota 

Df  Fator de atrito para o distribuidor Eq. (6.86) Calculado 

D
ζ mw   Coeficiente de perda de mistura 1,8 Adotado 
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Tabela A.16   Coeficientes de perdas no rotor (R) para o modo bomba. 

Simbologia Descrição Valor Observação 

R
ζ ch   Coeficiente de perda por choque na entrada 1,0 Ida e Kubota 

Rf  Fator de atrito para o rotor Eq. (6.86) Calculado 

Rmwζ   Coeficiente de perda de mistura 1,6 Adotado 

iC   Fator de perda nos canais do rotor 3,0 Ida e Kubota 
 

 

Tabela A.17   Coeficientes de perdas no tubo de sucção (T) para o modo bomba. 

Simbologia Descrição Valor Observação 

conK  Coeficiente de perda localizada no cone 0,040 Gráfico 

cotcurK  Coeficiente devido à curvatura do cotovelo 0,230 Gráfico 

difK  Coeficiente de perda localizada no difusor 0,100 Gráfico 

 



Apêndice B 

ALGORITMO NSGA-II E ALGORITMO GA BÁSICO 

B.1 ALGORITMO NSGA II UTILIZADO NA OTIMIZAÇÃO 
MULTI-OBJETIVO 

 A seguir é apresentado o algoritmo NSGA II, Deb (2001), usado pelo MatLab® 7.6, 

implementado pela função gamultiobj. A Figura B.1 ilustra a evolução do algoritmo atra-

vés de várias frentes de Pareto e o mecanismo crowding distance utilizado.   
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Figura B.1   Mecanismo crowding distance. 
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 Este mecanismo visa obter uma distribuição mais uniforme dos indivíduos ao longo das 

várias frentes de Pareto. O algoritmo NSGA II é puramente elitista, onde somente os genitores 

(pais) e os novos indivíduos (filhos), pertencentes ao conjunto de indivíduos não-dominados, 

participam do processo de cruzamento e seleção. No passo 5 (algoritmo abaixo), para cada 

indivíduo é testada a condição de dominância. Se o indivíduo r domina o indivíduo s, s é in-

cluído no conjunto de soluções dominadas, Br. No entanto, se r é dominado por s, é incremen-

tado o número de soluções que domina r. Se nenhuma solução domina r, r é incluído na pri-

meira frente de Pareto. Para cada membro r da atual frente de Pareto, analisa-se cada membro 

do conjunto de soluções que domina s por um decremento de 1, quando este valor for zero s é 

incluso numa nova lista , sendo a atual frente de Pareto formada por todos membros de   H H.

 

Algoritmo NSGA II:  

Passo 1: Criação “aleatória” de uma população inicial Po de tamanho N; t = 0; 

Passo 2: Criar uma nova população Qo, a partir de Po, submetidos a cruzamento e mutação;   

Passo 3: Se o critério de parada é satisfeito, armazenar a população Pt; 

Passo 4: Obter Rt = Pt  Q∪ t; 

Passo 5: Identificar as frentes de Pareto, F1, F2, ..., Fk, em Rt; 

  5.1     para cada r ∈  Rt

  5.2       para cada s ∈  Rt

  5.3          se (r < s) então    { }= ∪r rB B s   

  5.4          senão se (s < r) então    1= +r rn n   

  5.5       se  então    0=rn { }1 1= ∪F F r  

  5.6        i = 1 

  5.7      enquanto  ≠ 0 iF

  5.8           H =0 

  5.9      para cada r ∈  iF

  5.10        para cada s ∈ rB  

  5.11           1s sn n= −  

  5.12           se  então    0sn = { }s∪H =H  

  5.13       i = i +1 

           5.14    iF =H

Passo 6: Para cada frente de Pareto (i = 1, 2, ..., k); 



 140

  6.1 Calcular a crowding distance entre todas as soluções de cada Fi; 

  6.2 Para cada Fi, fazer l = | Fi | e x[j,k] a j-ézima solução no conjunto de indivíduos de 

Fk, assinalar [1, ]cd ( ) =x ∞k k , [ , ]cd ( ) =x ∞k l k  e [ -1, ][ +1, ]
[ , ] max min

Z ( ) Z ( )
cd ( ) =

Z Z

x x
x

−

−
j k

k
k j k k

k j k
k k

; 

  6.3 Achar a crowding distance total cd(x), da solução x, por meios da soma de todas as 

crowding distance’s, para cada Fi, c ; d( ) =Σ cd ( )x xk k

  6.4 Criar a população Pt+1 como: 

        Caso 1: Se | Pt+1 | + | Fi | ≤ N então Pt+1 = Pt+1 ∪  Fi; 

        Caso 2: Se | Pt+1 | + | Fi | > N então adicionar a população mínima N – | Pt+1 | das  

                 soluções de Fi a Pt+1; 

Passo 7: Aplicar o método de seleção por torneio, baseado na crowding distance, de modo a 

obter a nova população Qt+1 de tamanho N, depois de aplicados os operadores de 

cruzamento e mutação; 

Passo 8: t =t +1, ir para o Passo 3; 

B.2 ALGORITMO GA BÁSICO 

Passo 1: Criação “aleatória” de uma população inicial Pt de tamanho N, avaliação de todos os 

indivíduos e criação de uma primeira solução Rt; t = 1; 

Passo 2: Cruzamento – Gerar uma nova população de indivíduos Qt como seguinte: 

  2.1 Escolher duas soluções x1 e x2 da primeira solução Rt, com base nas suas classifica-

ções. 

  2.2 Usar o operador de cruzamento para gerar a nova população Qt. 

Passo 3: Mutação – Aplicar o operador de mutação a cada solução de x ∈  Rt, conforme a taxa       

pré-definida de mutação. 

Passo 4: Classificação dos indivíduos – Avaliar cada indivíduo x ∈  Rt, com base no valor da 

função objetivo e também da sua inviabilidade como solução.    

Passo 5: Seleção – Selecionar n indivíduos da primeira solução Rt, com base na suas classifi-

cações e repassá-los a nova população Rt+1. 

Passo 6: Critério de parada – Se o critério de para foi atingido, retornar à atual população 

atingida, senão, t = t+1 e vá para o passo 2. 



Apêndice C 

PERDAS POR FUGA E POR ATRITO LATERAL 

C.1 PERDAS POR FUGA 

 A vazão de água que não passa pelo interior do rotor (vazão que não participa da trans-

formação e da transferência de energia) de uma turbina ou de uma bomba é denominada de 

vazão de fuga, fQ . Essa vazão geralmente é dividida em duas: uma, denominada vazão de 

fuga externa, feQ , e, a outra, denominada de vazão de fuga interna, fiQ . Para o modo turbina, 

a vazão de fuga externa, feQ , passa entre o anel de desgaste rotativo inferior (montado na 

cinta do rotor) e a tampa inferior (aro da câmara do rotor), sendo esse espaço denominado de 

labirinto externo, enquanto que, a vazão de fuga interna, fiQ , passa entre o anel de desgaste 

rotativo superior (montado no cubo do rotor) e a tampa superior (tampa intermediária), sendo 

esse espaço denominado de labirinto interno. Já para o modo bomba, a vazão de fuga externa, 

feQ , passa entre o anel de desgaste rotativo superior (montado no cubo do rotor) e a tampa 

superior (tampa intermediária), ao passo que a vazão de fuga interna, fiQ , passa entre o anel 

de desgaste rotativo inferior (montado na cinta do rotor) e a tampa inferior (aro da câmara do 

rotor). Esses labirintos geralmente têm a forma de labirintos liso, ranhurado ou de canto. 

 As pressões estáticas nas arestas de pressão e de sucção do rotor são, respectivamente, 

3p  e 6p   (turbina)  ou 6p  e 3p  (bomba). A diferença de pressões estáticas entre os lados de 

entrada e de saída do labirinto é dada por 
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 . (C.1) ∆ = −L Ep p pS

 

 No recinto lateral entre o rotor e a parte fixa da turbina, admite-se que o fluido (água) 

gire como um corpo rígido, ou seja, a velocidade angular desse fluido, ( )=ω ωfl fl r , é cons-

tante. Nessas condições, a velocidade de cada partícula no recinto lateral é aproximadamente 

igual a flrω , onde r é o raio polar de uma partícula de fluido. 

 No raio (turbina) ou  (bomba), pode-se admitir que a pressão no recinto lateral é 

igual à pressão estática na aresta de pressão do rotor. Quando o raio  diminui, a pressão 

também diminui no recinto lateral, devido ao efeito da força centrífuga causada pela rotação 

do rotor. Sob a hipótese de 

4r 5r

r

ω fl  constante, essa queda de pressão é dada por  

(turbina) ou  (bomba), sendo 

2 2 2
4( )−flρω r r /2

)/22 2 2
5( −flρω r r ρ  a massa específica do fluido. 

 Com as considerações anteriores, a pressão estática (para o modo turbina) na entrada do 

labirinto, Ep , pode ser obtida em termos aproximados por,  
 

 
2 2

2 4
3 2

−
≅ −E fl

r rp p ρω . (C.2) 

 

 Se a pressão estática na saída do labirinto, , for considerada igual à pressão estática 

na aresta de saída do rotor, , a diferença de pressões estáticas entre os lados de entrada e de 

saída do labirinto, equação (C.1), é dada aproximadamente por 

Sp

6p

 

 
2 2

2 4
3 6 2

−
∆ ≅ − −L fl

r rp p p ρω . (C.3) 

 

 Ainda para o modo de operação como turbina, a diferença de pressões estáticas, pode 

ser obtida aproximadamente por meio da equação de Bernoulli do escoamento relativo e das 

perdas no rotor, RZ , ou seja, 
 

 
2 2 2 2
4 5 5 4

3 6 + +
2 2

⎛ ⎞− −
− ≅ ⎜

⎝ ⎠
Rh

u u w wp p ρ gZ ⎟ , (C.4) 

 

onde 
RhZ  é dado em metros de coluna de água. 

 Fazendo o mesmo raciocínio para o modo de operação como bomba, a diferença de 

pressão estática fica, 
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2 2 2 2
5 4 4 5

6 3 +
2 2

⎛ ⎞− −
− ≅ −⎜

⎝ ⎠
Rh

u u w wp p ρ gZ ⎟ . (C.5) 

 

 Utilizando a definição de trabalho específico ideal do rotor, , resulta, (respectiva-

mente para o modo turbina e para o modo bomba) 

∞estY

 

 
2 2

2 4∆ +
2∞

−
≅ −L

est R fl
p r rY g Z ω
ρ

 (C.6) 

e 

 
2 2

2 5∆
2∞

−
≅ − −L

est R fl
p r rY g Z ω
ρ

. (C.7) 

 

 No uso da rotina computacional e considerando o labirinto, a perda de pressão descrita 

anteriormente, passa a ser,  (turbina) ou  (bomba), onde  é 

o raio médio do labirinto. Segundo Pfleiderer e Petermann (1979), a velocidade angular 

2 2 2
4( −fl Lρω r r )/2 )/22 2 2

5( −fl Lρω r r Lr

ω fl  

depende do espaçamento entre as superfícies laterais do rotor e da parte fixa da turbina que 

formam o recinto lateral, do tamanho do recinto lateral, da rugosidade dessas superfícies, e da 

vazão através do labirinto. Normalmente, a velocidade angular do fluido no recinto lateral, 

ω fl , é relacionada à velocidade angular do rotor, ω , por uma constante , ou seja, κ
 

 =flω κω . (C.8) 
 
 Se o recinto lateral for estreito, as superfícies laterais lisas e de mesmo tamanho, e ainda 

a vazão através do labirinto muito pequena, o valor de κ  é considerado igual a 0,5. Em geral, 

as superfícies laterais não são lisas e não têm o mesmo tamanho. Nesses casos, adota-se, se-

gundo Pfleiderer e Petermann (1979), 0, 4=κ  para baixas vazões através do labirinto, e 

 para altas vazões. Deve-se observar que, tanto para vazões relativamente baixas como 

para vazões altas no labirinto, o fluido no recinto lateral não se comporta como um corpo rígi-

do e, em conseqüência, a velocidade angular, 

0,8=κ

( )=ω ωfl fl r , não é mais constante.     

 Conforme a equação da continuidade, a vazão de fuga através do labirinto, fQ ,  é 

 

 =f L LQ c A ,  (C.9) 
 

onde  é a velocidade média em uma seção transversal do labirinto e Lc LA  é a área anular do 

escoamento. A velocidade , como será mostrado posteriormente, é representada por  Lc
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 = 2∆ /L Lc µ p ρ ,  (C.10) 
 

onde µ  é um coeficiente empírico que depende da geometria do labirinto, do fator de atrito 

de Darcy e dos coeficientes de contração e de expansão, respectivamente, na entrada e na saí-

da do labirinto. Considerando as equações (C.8) e (C.9), pode-se escrever 
 

 = 2∆ /f L LQ µ A p ρ . (C.11) 
 

 

Labirinto liso: 

 A perda de pressão total, , no labirinto liso de largura, , Figura 3.4(a), é devida à 

perda por atrito viscoso, , ao longo do seu comprimento, , à perda na entrada (contra-

ção brusca), 

∆ Lp Ls

∆ avp LL

∆ Ep , e à perda na saída (expansão brusca), ∆ Sp . Combinado esses três tipos de 

perdas, resulta  
 

 
2 2

+ +
2 2 2 2

⎛ ⎞
∆ = ⎜

⎝ ⎠
L L L L

L E
L

L c c cp ρ f ζ ζ
s

2

⎟S , (C.12) 

 

e, em conseqüência, a velocidade média, , é Lc
 

 1 2∆=
+( + )

2

L
L

L
E S

L

pc
ρLf ζ ζ

s

, (C.13) 

 

resultando, conforme a equação (C.10), 
 

 1=
+( + )

2
L

E S
L

Lf ζ ζ
s

µ . (C.14) 

 

 O fator de atrito de Darcy, f , é função do número de Reynolds, 
LcRe , baseado na velo-

cidade média, , e na largura do labirinto, , e da rugosidade relativa das superfícies envol-

vidas. Os valores de 

Lc s

f  podem ser obtidos de Pfleiderer (1960) e Pfleiderer e Petermann 

(1979), através de gráficos. Os coeficientes de perdas na entrada, Eζ , e na saída, , depen-

dem da geometria do labirinto. Se a entrada do labirinto é arredondada ou chanfrada, obtém-

se, segundo White (2002), . Para a saída, independentemente da sua geometria, 

Sζ

0, 4 0,5≤ ≤Eζ
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1≤Sζ , conforme White (2002). Pfleiderer (1960) e Pfleiderer e Petermann (1979) adotam 

 e . = 0,5Eζ = 1Sζ
 

Labirinto Ranhurado: 

 No caso de labirinto com uma superfície lisa e a outra ranhurada, denominado labirinto 

ranhurado, Figura 3.5, deve-se adicionar, segundo Pfleiderer (1960), para cada ranhura (nú-

mero total de ranhuras, RLN ), uma perda de pressão igual a 2 2Lρc / , resultando de acordo com 

(C.12) e (C.14) 
 

 

 1=
+( + ) +

2

µ
L

E S R
L

Lf ζ ζ N
s L

, (C.15.1) 

 

ou, segundo Vivier (1966): 
 

 1=
+1,5+1,1

2
L

RL
L

µ
Lf N
s

. (C.15.1) 

 
 

Labirinto de Canto: 

 Conforme Pfleiderer (1960), para labirinto de canto, Figura 3.4(b), o coeficiente empíri-

co, µ , é dado por 
 

 
2

1=

1,5+0,02 +0,02 ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

µ
L' L" s'
s' s" s"

. (C.15) 

 

 Para os três tipos de labirintos mencionados anteriormente, a área anular do escoamento 

através do labirinto, LA , na equação (C.11) é representada por 
 

 = πL LA D sL , (C.16) 
 

onde LD  é o diâmetro médio do labirinto (Figuras 3.4 e 3.5) e, no caso de labirinto de canto, 

.  No presente trabalho, como mencionado anteriormente, denomina-se a vazão de fuga =Ls s"

através do labirinto externo por feQ  e a vazão de fuga através do labirinto interno por fiQ . 

Para o cálculo dessas vazões, basta fazer =f feQ Q  e =f fiQ Q  na equação (C.11), utilizando 

o coeficiente empírico, µ , apropriado para cada labirinto.  
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 A vazão de fuga total, fQ , é dada por 
 

 = +f fe fiQ Q Q . C.17) 
 

 A vazão que passa pelo rotor, , que efetivamente participa da transformação de e-

nergia no rotor (- turbina, + bomba), é dada por 

RQ

 

 = ±R fQ Q Q , C.18) 
 

onde  é a vazão da turbina (vazão que entra na caixa espiral) que é considerada a vazão 

antes do rotor ou  a vazão da bomba (vazão que entra pelo tubo de sucção). 

Q

 Em geral, a vazão que passa pelo tubo de sucção (turbina) é dada por 
 

 , C.19) = + = + +T R f R feQ Q Q Q Q Qfi
 

e 
 

 = =− − −B R f R feQ Q Q Q Q Qfi . (C.20) 
 
 

 Como ocorre com a vazão de fuga, feQ , geralmente, a vazão de fuga, fiQ , é injetada no 

escoamento principal que sai do rotor. A combinação destes escoamentos, com características 

completamente diferentes entre si, resulta numa perda de mistura de difícil avaliação com 

uma certa precisão, Denton (1993).   

C.2 PERDA POR ATRITO LATERAL 

 Na literatura técnica, a perda por atrito lateral é tratada em termos de potência perdida 

por atrito viscoso e por circulação do escoamento nos recintos laterais externo, extR , e interno, 

intR . Esses recintos são formados pelas superfícies laterais do rotor e das partes fixas da tur-

bomáquina (tampa inferior e tampa superior respectivamente). Essa perda por atrito lateral 

pode ser estimada de dois modelos distintos: um deles não leva em consideração a vazão de 

fuga através dos recintos laterais e só considera a circulação, denominado modelo sem vazão 

de fuga; o outro considera a vazão de fuga através dos recintos laterais, denominado modelo 

com vazão de fuga. A seguir, serão indicadas as expressões para determinar as perdas por 

atrito lateral para cada modelo.  
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Sem vazão de fuga: 

 Para o modelo sem vazão de fuga nos recintos laterais, uma camada fina de fluido pró-

xima à superfície rotativa (rotor), se movimenta, pela ação da força centrífuga, da parte mais 

interna dessa superfície para a parte mais externa e retorna da parte mais externa da superfície 

fixa (carcaça) para a parte mais interna, formando um movimento circulatório contínuo. Em 

geral, a potência perdida por atrito lateral é determinada em função da massa específica do 

fluido de trabalho, ρ, da velocidade circunferencial na entrada do rotor (turbina, ), ou saída 

do rotor (bomba, ), do diâmetro externo do rotor, (turbina, ) ou para o modo bomba 

( ), e de um coeficiente empírico, , ou seja, 

4u

5u 4D

5D alk
 

 3 2
4 4=al alP k ρu D     (turbina)              3 2

5 5=al alP k ρu D    (bomba), (C.21) 
 
 Alguns autores, como Mataix (1975), recomenda um valor constante para . Outros, 

como Pfleiderer (1960), Eckert e Schnell (1961) e Csanady (1964), relacionam  com o 

número de Reynolds baseado na velocidade circunferencial com relação ao diâmetro mais 

externo. Nenhum desses autores considera o espaçamento  entre o rotor e as partes fixas da 

turbomáquina e, muito menos, a rugosidade das superfícies envolvidas. 

alk

alk

s

 Uma ampla investigação foi conduzida por Daily e Nece (1960) para determinar o efeito 

do espaçamento entre as partes rotativas e fixa, , sobre a perda por atrito lateral, e esclare-

cer o mecanismo do escoamento no recinto lateral. Em geral, quatro tipos de escoamento, ou 

quatro regimes de escoamento, podem existir no recinto lateral, dependendo do espaçamento 

axial, , e do número de Reynolds, 

Ls

Ls Re .  

 Os quatros regimes estabelecidos por Daily e Nece (1960) foram: Regime I: escoamento 

laminar e espaçamento axial relativo, , pequeno; Regime II: escoamento laminar e espa-

çamento axial relativo, , grande; Regime III: escoamento turbulento e espaçamento axial 

relativo, , pequeno; e Regime IV: escoamento turbulento e espaçamento axial relativo, 

, grande. O diâmetro, , pode ser  ou  para os modos de operação como turbina e 

bomba respectivamente. Os detalhes desses quatros tipos de regimes podem ser obtidos dos 

trabalhos de Daily e Nece (1960) e Roelke (1973). 

Ls /D

Ls /D

Ls /D

Ls /D D 4D 5D

 Utilizando o diâmetro, , e não o raio, r , conforme foi estabelecido por Daily e Nece 

(1960), o coeficiente empírico, , é dado, segundo Oliveira (2001), por   

D

alk
 

 
0,1

0,20,013665 /⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

L
al

sk
D

Re , (C.22) 
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onde o número de Reynolds, , mais uma vez generalizando, é dado por  
 

 . (C.23) = ( / 2) /Re u D ν
 

Com vazão de fuga: 

 Segundo Daily e Nece (1960), para o caso com vazão de fuga nos recintos laterais, apo-

tência de atrito lateral é maior em relação ao caso sem vazão de fuga. Esse caso também foi 

analisado por Daily et al. (1964) para pequenas vazões de fuga e Regime IV. O fluido entra 

no recinto lateral próximo ao eixo sem velocidade circunferencial e sai com velocidade cir-

cunferencial representada por . O valor de  é aproximadamente igual a 0,45 para 

. O aumento no torque em relação ao caso sem vazão de fuga, ∆

/ 2ok ωD ok

0,0125 0,06≤ ≤Ls M , devi-

do ao atrito lateral, é a taxa de variação da quantidade de movimento angular do fluido que 

escoa através do recinto lateral, ou seja, 
 

 ∆ = 2 ( / 2) =f o f oM ρQ k ω D ρQ k u D .  (C.24) 
 

 O torque total, M , para o caso com vazão de fuga é 
 

 , (C.25) 2 3= + = / 2 +o al f oM M ∆M k ρu D ρQ k u D
 

onde o torque sem vazão de fuga, oM , é obtido da equação (C.21), ou seja,   
 

 . (C.26) 2 3= / = /o al alM P ω k ρu D 2
 

 Considerando a equação (C.22), a equação (C.25) torna-se em 
 

 0,1= 1+146,359
( / )

⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

o
o

L

kM τ M
s D ⎟ , (C.27) 

 

onde 
 

 
0,2

2= fQ Re
τ

u D
. (C.28) 

 

 De acordo com Daily et al. (1964), a equação (C.27) estabelece valores um tanto altos; 

além disso, o efeito de  não é precisamente dado por . Empiricamente, os resul-

tados de testes são representados dentro de 

Ls /D 0,1( )Ls /D

%5±  por 
 

 0,125= 1+50,985
( / )

⎛
⎜
⎝ ⎠

o
o

L

kM τ M
s D

⎞
⎟ . (C.29) 

 



Apêndice D 

VARIAÇÃO DO START POINT NAS OTIMIZAÇÕES 
MONO-OBJETIVO E MULTI-OBJETIVOS, E 
VARIAÇÃO DO FATOR DE PENALIZAÇÃO 

 Neste apêndice, são mostrados os diversos testes realizados com o start point das variá-

veis de projeto e o valor da função objetivo, mantendo-se a mesma faixa de restrição para as 

variáveis de projeto (lower bond e upper bond). Para todas as simulações, foi adotado o se-

guinte start point base: 0x  = 21
o
 (ângulo de entrada da palheta fixa), 27

o
 (ângulo de saída da 

palheta fixa), 34
o
 (ângulo de montagem da  palheta diretriz), 23

o
 (ângulo de entrada da  pá do 

rotor) e 18
o
 (ângulo de saída da  pá do rotor).

1P
α  

 Primeiramente, é mostrada a variação para o modo de operação como turbina e, em se-

guida, para o modo de operação como bomba, ambos para otimização mono-objetivo. Para 

esse caso, cada start point foi sucessivamente variado, porém as demais variáveis foram fixa-

das, conforme indicado acima ( 0x ).Posteriormente, é mostrada a variação do start point para 

a otimização multi-objetivos (com pesos iguais), mantendo-se a mesma faixa de restrição para 

as variáveis de projeto e cada start point também foi sucessivamente variado, porém as de-

mais variáveis foram fixadas. A variação foi de 0,5 em 0,5
o
, e o início e o fim da variação do 

start point estão indicados nos gráficos, onde n representa a variável que está variando. 

 Na seqüência, são mostrados os gráficos para os testes feitos com o start point para as 

otimizações mono-objetivo (Itens D.1 e D2) e multi-objetivos (Item D.3). Por fim, são apre-

sentados os gráficos para o fator de penalização para os modos turbina e bomba (Item D.4).  
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D.1 OTIMIZAÇÃO MONO-OBJETIVO (TURBINA) 

 

   ( 0x = n; 27; 34; 23; 18. Equivale a: 
1P

α ;
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α ;
MD

α ;
4

β ;
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Figura D.1   Start point para o ângulo de entrada da palheta fixa. 
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Figura D.2   Start point para o ângulo de saída da palheta fixa. 
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Figura D.3   Start point para o ângulo de montagem da  palheta diretriz. 
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       ( 0x = 21 27 34 n 18) 
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Figura D.4   Start point para o ângulo de entrada da  pá do rotor. 
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Figura D.5   Start point para o ângulo de saída da  pá do rotor. 

D.2 OTIMIZAÇÃO MONO-OBJETIVO (BOMBA) 

( 0x = 21 27 34 23 n. Equivale a: 
2P
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α ;
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α ;
5
β ;

4
β ) 
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Figura D.6   Start point para o ângulo de entrada da  pá do rotor. 
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       ( 0x = 21 27 34 n 18) 
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Figura D.7   Start point para o ângulo de saída da  pá do rotor. 
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Figura D.8   Start point para o ângulo de montagem da  palheta diretriz. 
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Figura D.9   Start point para o ângulo de entrada da palheta fixa. 
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     ( 0x = n 27 34 23 18) 
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Figura D.10   Start point para o ângulo de saída da palheta fixa. 

D.3 OTIMIZAÇÃO MULTI-OBJETIVOS 

                ( 0x = n 27 34 23 18)  
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Figura D.11   Start point para o ângulo de entrada da palheta fixa para o modo turbina e para 

o ângulo de saída da palheta fixa para o modo bomba. 
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Figura D.12   Start point para o ângulo de saída da palheta fixa para o modo turbina e para 

o ângulo de entrada da palheta fixa para o modo bomba. 
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      ( 0x = 21 27 n 23 18) 
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Figura D.13   Start point para o ângulo de montagem da  palheta diretriz. 
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Figura D.14   Start point para o ângulo de entrada da pá do rotor para o modo turbina e para 

o ângulo de saída da pá do rotor para o modo bomba. 
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Figura D.15   Start point para o ângulo de saída da pá do rotor para o modo turbina e para 

o ângulo de entrada da pá do rotor para o modo bomba. 
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D.4 VARIAÇÃO DO FATOR DE PENALIZAÇÃO 

 As Figuras D.1 e D.2 mostram os testes com a variação do fator de penalização para os 

modos bomba e turbina. O fator de penalidade foi variado de 50 em 50 até 2000, (40 chama-

das do otimizador) para cada fator de cruzamento mencionado no capítulo 7, aqui é represen-

tado o resultado, apenas para os fatores utilizados. As funções “rand” e “randn” foram 

ativadas para permitir tal variação. Para pequenos valores do fator de penalidade (menor do 

que 150 e para ambos os modos de operação) ocorrem as maiores violações das restrições. Do 

valor 300 em diante não ocorrem grandes alterações no valor da função-objetivo. No entanto, 

ocorrem flutuações de valores para as variáveis de projeto como ocorreu com o start point no 

uso do SQP. 
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Figura D.16   Variação do fator de penalização para o modo turbina (FC=0,75). 
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Figura D.17   Variação do fator de penalização para o modo bomba (FC=0,675). 



Apêndice E 

VARIAÇÃO DO FATOR DE CRUZAMENTO 
UTILIZANDO NSGA II 

 Neste Apêndice, são apresentadas apenas três curvas para cada fator de cruzamento, FC, 

de 0,65, 0,75 e 0,85. Para pequenos valores do fator de cruzamento (até 0,5), foi observada a 

ocorrência de flutuação muito grande em relação aos valores dos ângulos das palhetas fixas e 

das pás do rotor, não representando de modo apropriado a geometria da bomba-turbina. Para 

cada fator de cruzamento, o otimizador foi chamado 50 vezes. Em cada chamada, foram obti-

das curvas de compromisso diferentes (frentes de Pareto) entre o rendimento total da turbina e 

da bomba. Foi decidido representar três figuras para cada fator de cruzamento, por representa-

rem as maiores diferenças observadas com relação aos rendimentos totais.  
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Figura E.1   Frente de Pareto 1 para FC = 0,65. 
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Figura E.2   Frente de Pareto 2 para FC = 0,65. 
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Figura E.3   Frente de Pareto 3 para FC = 0,65. 
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Figura E.4   Frente de Pareto 1 para FC = 0,75. 
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Figura E.5   Frente de Pareto 2 para FC = 0,75. 
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Figura E.6   Frente de Pareto 3 para FC = 0,75. 
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Figura E.7   Frente de Pareto 1 para FC = 0,85. 
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Figura E.8   Frente de Pareto 2 para FC = 0,85. 
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Figura E.9   Frente de Pareto 3 para FC = 0,85. 

 
 
 



Apêndice F 

PALHETAS DIRETRIZES  

 O anel de regulação, que recebe o comando do servomotor e o transmite ao mecanismo 

do distribuidor, permite movimentar simultaneamente todas as palhetas diretrizes em torno do 

eixo de cada palheta. Os eixos das palhetas estão posicionados no diâmetro primitivo do 

distribuidor, Dp, conforme a Figura F.1. Como mencionado nos Capítulos 5 e 6, ao variar a 

abertura do distribuidor, os ângulos de entrada e de saída das pás diretrizes, que são medidos 

em relação à direção circunferencial, também variam. Essa variação, evidentemente, modifica 

os diâmetros de entrada e de saída do distribuidor. Por um lado, se a variação dos ângulos 

afeta as condições do escoamento na entrada e na saída das pás diretrizes, por outro lado os 

diâmetros afetam diretamente as dimensões do espaço entre o pré-distribuidor e o distribuidor 

e também do espaço entre o distribuidor e rotor. No que segue, são apresentadas as expressões 

para a determinação dos ângulos e diâmetros de entrada e saída das palhetas diretrizes (Granja 

Jiménez, 2004). 
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Figura F.1   Palheta diretriz e suas grandezas geométricas principais. 
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