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Resumo

Esta dissertacao de Mestrado trata do estudo da estabilidade e das bifurcagoes de Hopf
genéricas e degeneradas que ocorrem em um sistema tipo Lorenz. Damos uma detalhada
descricao analitica das regioes no espaco de parametros para a qual multiplas solugoes

periédicas de pequenas amplitudes bifurcam dos equilibrios do sistema.

Palavras—chave
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Abstract

In this work we study the stability and local codimension one and two Hopf bifurcations
which occour in a Lorenz-like system. A detailed analytical description of the regions
in the parameters space for which multiple small periodic solutions bifurcate from the

equilibria of the system is obtained.

Keywords
Hopf Bifurcation, Lorenz-like system, Limit Cycle, Stability
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Capitulo 1

Introducao

Em 1963, E.N. Lorenz [6] trabalhava com um conjunto de equagoes diferenciais que ex-
plicavam, de maneira aproximada, o comportamento do tempo do ponto de vista meteo-
rolégico, proposto anteriormente por B. Saltzman, entre outros. Lorenz percebeu que no
conjunto de dados que dispunha, apenas trés variaveis influenciavam o comportamento do
sistema. Decidiu, entao, abandonar as demais varidveis e construiu o seguinte sistema,

que hoje é conhecido como sistema de Lorenz,

t = o(y—ux),
Yy = rr—y— 2, (1.1)
z = —bz+ xy,

onde (z,y,z) € R? sdo as varidveis de estado e os parametros o, r,b sdo parametros reais
positivos.

Existe uma literatura enorme sobre as equagoes acima, como por exemplo o livro
de C. Sparrow [14] que traz um panorama sobre o estado da arte até o ano de 1982.
Particularmente interessante é o estudo das bifurcacoes nestas equacoes, dentre elas o
estudo das bifurcagoes de Hopf. Neste sentido, vale observar que essa tarefa esté longe de
ser trivial, como destacado por Sparrow em [14], p. 11:

“Fm r = rg = 24.74..., quando os autovalores complexos conjugados cruzam o eixo
imagindrio, existe uma bifurcagao de Hopf [8] na qual os pontos de equilibrio fora da origem
perdem suas estabilidades. A teoria das bifurcacoes de Hopf esta agora bem adiantada, e
sabemos que existem dois tipos. A bifurcacao é ‘supercritica’ se cada ponto de equilibrio
perde sua estabilidade expelindo uma érbita periddica estavel. Ela é ‘subcritica’ se eles

perdem suas estabilidades absorvendo uma érbita periddica nao estavel. No nosso caso,



podemos mostrar que a bifurcacao de Hopf é subcritica. Parece que a bifurcacao de Hopf
¢ subcritica para todo ¢ e b para os quais a bifurcagao ocorre quando r > 0. Marsden
relata que ele e MacCracken cometeram erros numéricos em seus calculos os quais indicam
bifurcagoes supercriticas para algums valores de o e b”.

Depois do sistema de Lorenz, varios outros sistemas em R? e em dimensoes mais altas
foram propostos apresentando comportamento cadtico, como por exemplo, o sistema de
Liii [10], o sistema de Chen [1], o sistema de Réssler [12] e o sistema de Chua [2].

Como ilustracao do comportamento cadtico dos sistemas acima, colocamos um esboco
de cada um dos atratores cadticos que aparecem nos sistemas de Liii [10], Chen [1] e no

de Rossler [12], conforme figuras 1.1, 1.2 e 1.3, respectivamente.

z(t) 67

Figura 1.1: Atrator estranho do sistema de Liii.

Dentre esses varios sistemas, destacamos o que nesta dissertacao chamaremos de sis-
temas tipo Lorenz: sistemas quadraticos em R? dependendo de parametros que apresentam
comportamento caotico.

Recentemente, Liao et al. [5] propuseram o seguinte sistema tipo Lorenz

T =a(y —x),
y=dr+cy—xz, (1.2)
z = —bz + xy,

onde (z,v, z) € R? sao as variaveis de estado e (a,b, c,d) € R? sdo parametros reais.
Quando (a, b, c,d) = (a,b, —1,d), ou seja, ¢ = —1, o sistema (1.2) corresponde exata-

mente ao sistema (1.1); quando (a,b,c,d) = (a,b,c,c — a), ou seja, d = ¢ — a, o sistema



Figura 1.2: Atrator estranho do sistema de Chen.

(1.2) corresponde ao sistema de Chen; quando (a,b,c,d) = (a,b,c,0), ou seja, d = 0, o
sistema (1.2) corresponde ao sistema de Lii [7]. Neste sentido, dizemos que o sistema (1.2)

é um desdobramento dos sistema de Lorenz, de Chen e de Lii.

Q)

Figura 1.3: Atrator estranho do sistema de Rossler.

Embora o estudo do comportamento cadtico dos sistemas mencionados acima seja um
assunto atual e fascinante, nesta dissertagao iremos realizar apenas o estudo da estabili-

dade dos equilibrios e o estudo das bifurcacoes de Hopf, genéricas e degeneradas. Mais



precisamente, iremos estudar esses aspectos no sistema tipo Lorenz (1.2).

Para isso, esta dissertacao esta desenvolvida como segue: no Capitulo 2 serao apresen-
tados as principais defini¢oes e resultados preliminares que serao utilizados nos capitulos
seguintes, destacando aqui o estudo das bifurcacoes de Hopf genéricas e degeneradas. No
Capitulo 3 estudamos os equilibrios do sistema (1.2) e suas bifurcagbes de Hopf, com
destaque para o caso em que d = 0, ou seja, para o sistema de Lii. Vale observar que
nao encontramos na literatura um estudo tao profundo, do ponto de vista analitico, para
as bifurcagoes de Hopf deste sistema. Apresentamos ainda um esboco da analise do sinal
do primeiro coeficiente de Lyapunov e simulagbes numéricas para o caso em que ¢ = —1,
ou seja, para o sistema de Lorenz (1.1). No Capitulo 4 apresentamos algumas considera-
¢oes numéricas, bem como alguns retratos de fase que ilustram os resultados obtidos no
capitulo anterior. Nos Apéndices sao apresentados todos os resultados obtidos através da

implementagao computacional de algoritmos aqui utilizados.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Consideracoes iniciais

Neste capitulo temos por objetivo estudar as bifurcacoes de Hopf. Inicialmente trataremos
de sistemas bidimensionais onde o conceito de bifurcacao de Hopf é bastante conhecido
para posteriormente estuda—lo em um contexto mais amplo, para sistemas n—dimensionais.
As definicoes e o método de projecao que apresentaremos no corrente capitulo foram
baseados no livro de Kuznetsov [4] e em [13]. Além do estudo das bifurcac¢oes de Hopf,

apresentaremos ainda as principais defini¢coes que serao utilizadas no decorrer do texto.

Utilizaremos a terminologia suave para nos referirmos as fungoes onde a classe de
diferenciabilidade é suficientemente grande, f suave se e somente se f € C", com n sufi-
cientemente grande. Quando acharmos necessario explicitar a classe de diferenciabilidade

faremos mencao a respeito.

A notagao f(x) = O(||x||") representard uma fungao suave cuja expansao de Taylor

em X inicia—se com os termos de ordem n (ou superiores).

Consideremos a equacao diferencial

X:f<xaf>7 (2'1)

onde x € R" e £ € R™ sao, respectivamente, vetores representados pelas variaveis e
parametros. Assuma que f seja de classe C* em R™ x R™. Suponha que (2.1) tenha um
ponto de equilibrio x = ey quando & = &, e, denotando a variavel x — ¢y também por x,

€escrevenos

F<X) = f(X7 fO)



Seguem algumas defini¢oes que utilizaremos no decorrer deste e dos préximos capitulos.

Defini¢ao 2.1.1 Um ponto de equilibrio ey do sistema (2.1) é chamado hiperbdlico se
todos os autovalores de J(ey) tém partes reais diferentes de zero, onde J(ey) = DF(eg)
representa a matriz Jacobiana de F(x) no ponto ey. Se a parte real de algum autovalor

for nula o equilibrio sera dito nao—hiperbdlico ou degenerado.

Definicao 2.1.2 Um ponto de equilibrio hiperbdlico ey do sistema (2.1) é chamado atra-
tor se todos os autovalores de J(eg) tiverem partes reais negativas, e um repulsor se todos

0s autovalores de J(ey) tiverem partes reais positivas.

Defini¢ao 2.1.3 Um ponto de equilibrio hiperbélico ey do sistema (2.1) é chamado sela
se todos os autovalores de J(ey) forem reais e pelo menos dois deles possuirem sinais
opostos. Utilizaremos, entdo, a notagao sela n—p, para indicar uma sela com n autovalores

negativos e p autovalores positivos.

Definicao 2.1.4 Por abuso de linguagem, um ponto de equilibrio hiperbolico eq do sis-
tema (2.1) ainda serd chamado sela se todos os autovalores de J(ey) tiverem partes reais
diferentes de zero e pelo menos dois deles possuirem partes reais com sinais opostos. Uti-
lizaremos, entdo, a notacdao sela n—p, para indicar uma sela com n autovalores com partes

reais negativas e p autovalores com partes reais positivas.

Considere o seguinte sistema de equacoes diferenciais no plano dependendo do parametro

T —1 T T
ot B EICET I e (2.2)
Ztg 1 6 i) i)
Para qualquer £ € R, o ponto (z1,23) = (0,0) é equilibrio desse sistema com a matriz

Jacobiana dada por



que possui autovalores \; = 41 e Ay = {—i. Introduzindo a varidavel complexa z = x1+ix,,

como

i = Exy — 29 + 21 (2] + 23)
e

iy = a1 + Exa £ 1o(a] + 23),
temos

b= @y 4 ity = E(xy +ixs) + i + i) £ (21 + ixo)(2? + 22),

podemos entao reescrever (2.2) na sua forma complexa

= (E+1)z % 2|2 (2.3)
Usando agora a representacao z = pe?, obtemos

5 = pe' + pife'd
e, portanto,

pe’ + pife® = pe (& + i+ p?).

Assim, podemos escrever a equagao (2.3) em sua forma polar

. — j: 2 ’
p p(§ £ p?) (2.4)
0 = 1.
Da primeira equacao de (2.4), podemos perceber que p = 0 é um ponto de equilibrio
para qualquer valor de ¢ (obviamente s6 consideraremos p > 0). Outro ponto de equilibrio
surgird para determinados valores de ¢, dependendo do sinal do termo ctbico em (2.4).

Suponha, por exemplo, o sistema

po= pl&=r),

. (2.5)
6 = 1.

Entao, para £ > 0, p(§) = /£ é um ponto de equilibrio que descreve uma 6rbita periédica
circular com velocidade constante. Este sistema sempre tem um equilibrio na origem que

é um foco atrator se £ < 0, um foco repulsor para £ > 0 ou um foco atrator “fraco” (um



equilibrio nao linear e topologicamente equivalente ao foco atrator), para o valor critico
¢ =0. Para £ > 0, a origem fica isolada por uma érbita fechada (ciclo limite) que é tnica
e atratora. Este ciclo ¢ uma circunferéncia de raio p(§) = /€. Todas as 6rbitas externas
ou internas a este ciclo, com excecao da origem, tendem ao ciclo limite quanto t — 400,

veja Figura 2.1. Este fenomeno de geracao de uma orbita periddica e a mudanca de

£<0 £E=0 E>0
Figura 2.1: Retrato de fase do sistema (2.5) ilustrando uma bifurcagao de Hopf.

estabilidade do foco a partir de uma pertubacao no parametro ¢ serda chamado Bifurcagao

de Andronov—Hopf ou, simplesmente, Bifurcacao de Hopf.

O outro sistema de (2.5),
p= p(& + p?), 26)
6 = 1,
pode ser analisado da mesma maneira. Teremos a bifurcacdo de Andronov—Hopf para
¢ = 0 mas, ao contrario de (2.5), o ciclo limite, que surgird para £ < 0, é repulsor. Para
valores de £ > 0 a origem é um foco repulsor e nao possui ciclo limite, quando £ = 0
serd um foco repulsor “fraco”(nao linear) e para £ < 0 um foco atrator. Neste ultimo
caso teremos entao o ciclo limite repulsor dado por uma orbita fechada cujo desenho sera
dado por uma circunferéncia centrada na origem de raio p(¢) = /—&. Todas as 6rbitas

iniciando externa ou internamente ao ciclo, com exce¢ao da origem, tendem a este ciclo

quando t — —oo.

Definicao 2.1.5 Os sistemas (2.2), ou equivalentemente, (2.3) e (2.4), serao denomina-

dos formas normais das bifurcagoes de Hopf.

A seguinte definicao serd usada na proxima secao, onde estudaremos a bifurcacao de

Hopf genérica.



Definicao 2.1.6 Dois sistemas

x = f(x,§), x e R", £ € R™, (2.7)

y=9(y.¢), y €R", (eR™, (2.8)

sao ditos localmente topologicamente equivalentes em torno da origem se existir
uma aplicagdo (x,€) — (he(x), k(€)), definida em uma vizinhanga V = Uy x Vp de (x,&) =

(0,0), contida em R™ x R™, satisfazendo:

(i) k:R™ — R™ é um homeomorfismo definido em Vjy;

(i1) he : R™ — R™ € um homeomorfismo para cada &, definido na vizinhanga Uy de x = 0,
ho(0) = 0, levando orbitas de (2.7) contidas em Uy em drbitas de (2.8) em he(Uy),

preservando a direcao do tempo.

2.2 Bifurcacoes de Hopf no plano

Nesta secao encontraremos condigoes para que um sistema seja localmente topologicamente
equivalente a forma normal, que acabamos de definir, para a bifurcacao de Hopf. Este

resultado serd obtido no Teorema 2.2.1.

Considere o sistema

T —1 T €T
I )o@ ) (2.0)
T 1 ¢ T T

que como definido no inicio do capitulo, representa a forma normal da bifurcacao de
Hopf cujo sinal dos termos ciibicos é negativo e, conseqlientemente, apresenta uma orbita

periodica atratora.

Lema 2.2.1 O sistema

T § —1 1
= — (2] + x3)
T2 1 ¢ T T

X1

+O(lIx[I), (2.10)

onde x = (x1,12)" € R2, £ € R! e O(||x||*) representa os termos de ordem j e superiores,
que depende suavemente de &, € localmente topologicamente equivalente em torno da origem

ao sistema (2.9).
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Demonstracgao 2.2.1

Parte I (Existéncia e unicidade do ciclo).

Escrevendo (2.10) nas coordenadas polares (p, 6), obtemos

) = —p? +(I) 76 )
% P& —p7) + (p,0) (2.11)
0 = 1+3(p,0),

onde ® = O(|p|*), ¥ = O(|p]?), e nao indicaremos a dependéncia em ¢ dessas fungoes

para nao complicarmos a nota¢ao. Uma érbita de (2.11) partindo de (p,6) = (po,0) tem

P1 Po P

Figura 2.2: Transformacao de Poincaré para a bifurcagao de Hopf.

a seguinte representagao, veja Figura 2.2: p = p(6; po), po = p(0; po) com p satisfazendo a
equacao

dp _ p(§—p?) + ©(p,0)
do 1+ U(p,0)

onde R = O(|p|*). Note que a transformagao de (2.11) para (2.12) é equivalente a uma

reparametrizacao do tempo com 6 = 1, implicando que o tempo de retorno para o semi—
eixo 8 = 0 é o mesmo para todas as Orbitas que partem desse eixo com py > 0. Como

p(0;0) = 0, podemos escrever a expansao de Taylor para p(6; po),
p = ui(0)po +us(0)pg + us(0)pg + Ol pol*)- (2.13)

Substituindo (2.13) em (2.12), obtemos
S (0)00 + ua(0)68 + us(O)gt + ) =
— ()0 + ua(O)7 + us(0) + ) [€ — (1 (8)po + ws(0) R + us(0)g + %) + R(p,0)

= u1(8)po€ + u2(0)p5& + us(0)po€ — ui(0)pg + .. + R(p,0),
de onde vem as seguintes equacoes diferenciais lineares resultantes das correspondentes

poténcias de pg

dU1 du2 d'LL3

1§, %Zuzﬁ) E

%: 1 :u3€_ui’
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Como queremos, para § = 0, p = po, estabelecemos as condigoes iniciais u;(0) = 1,

P1
. E>0
e £=0
§<0
py(&)  Po

Figura 2.3: Ponto fixo da transformacao de retorno.

u2(0) = u3(0) = 0, obtendo assim
1 — 20
28

Note que essas expressoes sao independentes de R(p,6). Como na expressao de ug(27)

uy(0) = 659, uz(0) =0, uz(0) = e&?

vale a igualdade

27r§1 _ e2(27r)§ B e27¢ B (2(27T))2§2
e % T 1 (1+2(27T)§+—2!

podemos concluir que a transformagcao de retorno py — p1 = p(27, po) tem a forma

+.)| = =¥ 21 + 0()],

pr = e py — ¥ [2m + O(&)] p§ + O(py), (2.14)

para todo R = O(p*). A fungdo (2.14) pode ser facilmente analisada para py e |¢| sufi-
cientemente pequenos. Existe uma vizinhanca da origem onde essa funcao tem somente
o ponto fixo trivial para pequenos valores de £ < 0 e um ponto fixo extra, p§ = /€ + ...,
para pequenos valores de £ > 0, veja Figura 2.3. Para verificar essa ultima afirmagao,

consideremos a fungao (2.14) escrita na forma

P1 = Po§(57po)a (2.15)

onde

S(& po) = ¥ (1 — 21 + O(E)] pb) + O(p}).

Teremos, entao, a equacao dos pontos fixos, para py > 0, dada por

§(§7p0) =1
< e’ (1 -2+ 0] pg) + Olpy) = 1
© L 27+ O(©)] g + 20(p) = o2

& 1= 20+ 0] pf +e*™0(py) —e > = 0.
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Seja
S(& po) = 1= [2m + O(&)] p + 7™ O(pg) — €.
Aplicando o Teorema da Funcao Implicita na funcao S(&, po), para (£, po) = (0,0), com-

provamos a afirmagao. De fato, S(0,0) = 0 e S¢(0,0) = 27 # 0, o que nos permite escrever

¢ como funcao de pg numa vizinhanca de py = 0 e calcular
S

& (po) = — 20 (P0, €(po)) _ 2021 + O(&))po + e O(p?)
' Se(po, €(po)) (..)pE — 2me2m€O(p3) + 2me—27¢

Portanto, temos que

¢'(0)=0, £(0) =2,

implicando, pela expansao de Taylor em torno de po = 0, £(0) = 0, que

§(po) = pj + -
que é uma funcao injetora no dominio pg > 0.
A estabilidade dos pontos fixos também ¢ obtida de (2.14). Derivando (2.15) com

relacao a pg, obtemos

dpy

d,O[) = §(€7 pO) + pogpo (67 pO)

Para provarmos a estabilidade de p{; basta mostrarmos que

dpl
—(py) < 1.
dpo(p(])

De fato, como g(f,po) = 1 para pg = p§, & = &(pg), resta vermos que pggpo(ﬁ(pg),pg) é

negativo. Calculando

~ oS
Pospo(&PO) = '008_p0<€’ po),

obtemos
P0Sp (€, p0) = pf [—2€™ 21 + O(€)] + O(po)] ,
que, para pequenos valores de p§ > 0, £(pg) > 0, satisfaz o esperado.

Levando em conta que o ponto fixo positivo da fungao corresponde a um ciclo limite do

sistema, podemos concluir que o sistema (2.11), ou (2.10), com quaisquer termos O(|p|*),
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tem um unico (e estavel) ciclo limite bifurcando da origem quando & > 0 como no sis-
tema (2.9). Portanto, em outras palavras, os termos de ordem superior nao afetam o
surgimento do ciclo limite numa vizinhanca de (x1,x2) = (0,0) com || suficientemente

pequeno.

Parte II (Construgao do homeomorfismo)

Estabelecida a existéncia e unicidade do ciclo limite, indicaremos agora como proceder
para se obter os homeomorfismos necessarios e concluir a equivaléncia topolégica dos

retratos de fase.

Fixemos £ pequeno, mas positivo. Ambos os sistemas (2.9) e (2.10) tém um ciclo limite
em alguma vizinhanga da origem. Assuma que j4 tenha sido realizada no sistema (2.10) a
reparametriza¢ao do tempo, resultando num tempo de retorno constante 27 (veja Parte I).
Além disso, aplicamos um escalonamento linear nas coordenadas do sistema (2.10) de modo

que o ponto de intersecciao do ciclo e o semi-eixo horizontal seja x; = /€.

(@1, 29

\\) (27, 25)

-
1Y Po

Figura 2.4: Construc¢ao do homeomorfismo préximo a bifurcacao de Hopf.

Defina a fungdo x — x* do seguinte modo: Pegue o ponto x = (z1,x2) e encontre
valores (po, 79), onde 79 é o tempo minimo que uma érbita do sistema (2.9) leva para
alcancar o ponto x partindo do semi-eixo horizontal com p = py. Agora, pegue o ponto
deste eixo com p = py e construa uma 6rbita do sistema (2.10) no intervalo [0; 79| partindo
desse ponto. Denote o ponto resultante por x* = (z7, z3), veja Figura 2.4. Assuma que

x* = (0 para x = 0.

A funcao construida é um homeomorfismo que, para £ > 0, leva érbitas do sistema

(2.9), em alguma vizinhanga da origem, em érbitas de (2.10), preservando a dire¢ao do
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tempo. O caso £ < 0 pode ser considerado da mesma forma com uma nova mudanga de

coordenadas. [ |

Counsidere o sistema
X = f(X7€)> X = (33'1,1'2)T € RQa 5 € Ra

com f suave, tendo para £ = 0 o equilibrio e = 0 com autovalores \; o = Fiwy, wy > 0.
Pelo Teorema da Fungao Implicita, como A = 0 nao é um autovalor da matriz Jacobiana,
o sistema tem um tunico equilibrio ey(§) em alguma vizinhanga da origem para todo [¢]
suficientemente pequeno. Podemos, entao, através de uma mudanca de coordenadas, levar
este equilibrio para a origem. Portanto vamos assumir sem perda de generalidade que e = 0

é ponto de equilibrio do sistema para |¢| suficientemente pequeno.
Entao o sistema pode ser escrito como
% = F(x,9), (2.16)

onde F' é uma fungao suave com componentes F} o, tendo expansao de Taylor em x ini-

ciando com os termos de primeira ordem, F' = O(]|x]|). A matriz Jacobiana A(§) = fx(0,&)

possui dois autovalores

M) = AE), X (&) = A(E),

onde

A(§) = (&) +iw(§),

e a condicao para a bifurcacao de Hopf é

7(0) =0, w(0) =wp > 0.

Seja q(£) € C? autovetor complexo correspondente ao autovalor A\(£), e dado por

e seja p(€) € C? autovetor da matriz transposta AT (€) correspondente ao autovalor A(€),

AT (©p(€) = MEp(S).
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E sempre possivel normalizar p com respeito a ¢, tal que

onde (p,q) = piq1 + P2g2 é o produto escalar em C2. Qualquer vetor x € R? pode ser

representado unicamente para todo £ pequeno como

x = zq(£) + 2q(8),

para algum complexo z. Temos entao a seguinte féormula explicita para se determinar z

2= (p(§),x). (2.17)

Para verificar esta férmula notemos que

(p,x) = (p,2q + 2q) = (p, 2q) + (p, 2Q)
S (p,x) =2(,q) +2(p,q).

Como (p,q) = 1, basta vermos que (p,q) = 0. De fato,

A

= (1-3) wa =o.

Como A # ), pois para |€| suficientemente pequeno temos w(§) > 0, concluimos que

(p,q) = <p, lA(I> = % (ATp,q) = % (p,q)

(p,q) = 0.

Lema 2.2.2 O sistema (2.16) pode ser escrito, para |£| suficientemente pequeno, na forma

2=XN&)z+g(z,z,), (2.18)

onde g = O(|z|*) € uma funcao suave de (z,%,€), dada por

9(2,2,8) = (p(§), F"(2q(&) + 2q(¢), €)) -

Demonstracao 2.2.2 Em (2.16) temos x = F'(x,£), de onde podemos fazer

x = Ax + O(||x]]?).
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sendo A = f,(0,&) e O(||x]|?) representando a expansao de Taylor em x iniciando com os
termos quadréticos (no minimo). Temos assim que F'(x) — Ax = O(||x||?), porém, para
simplificar a nota¢ao tomemos F*(x) = O(||x||?). Assim, de (2.17) temos que a varidvel

complexa z satisfaz a equacao

2 = (p(),%)
= (p, Ax+ F*(x))
= (P, Ax) + (p, F" (%))
= (P, Alzq + 29)) + (p, F"(2q + 2q))
= (p, A(zq)) + (p, A(2Q)) + (p, F" (2q + 27))
= Az (p.q) + A2 {p.q) + (p. F*(2q + 2q))
= A&z + (&), F*(2q() + 24(€),€)) ,
obtendo entao a forma (2.18), como queriamos. |

Escrevendo g em série de Taylor nas duas varidveis complexas (z e Z) temos

1

9(2,2,6) = ) rom(§)2",
k+1>2
onde
ak—H
gu(§) = EREE] (p(&), F(2q(§) + 2q(€),€)) )

parak+10>2 k1=0,1,...
Suponha que, para £ = 0, a funcao F(x,£) de (2.16) seja representada na forma

L Bxxxxx) +O(x]9), (2.19)

F(x,0) = Ax + B(xx)—|— C’(xxx)+ D(xxxx) 130

onde A = fx(0,&) e B(x,y), C(x,y,2), D(X,y,2,u) e E(X,y,z,u,V) sdao fun¢oes multi-

lineares simétricas de x,y,z,u,v € R2. Em coordenadas, temos

0*Fi(n, 0)
( ) Zg,k_l anjank =0 J
P Fi(n,0)
Ci(x,y,2) = 2 Zonh XY 1Z1,
(x,y,2) Z],k,l_l On; OnEOm, o i YkZ
9" Fy(n,0)
Di<X7y7Zau) = 22 r—= — X'Ykzlu’r‘a
PRLT=Y A 0mdmon, |,y

P Fy(n,0)
2 W \!/y
Ei(X,y,2,0,V) = 305400 ;OO N, O

XiYeziu, v,
n=0
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para i =1,2.
Entao,
B(2q + 24, 2q + 2G) = 2°B(q, q) + 227B(q, §) + 2°B(q, ),

onde ¢ = q(0), p = p(0), e os coeficientes de Taylor gy, k + | = 2, dos termos quadraticos

em ¢g(z,z,0) podem ser expressos, agora, pelas férmulas

920 = (0, B(¢,9)) , 91 = (p, B(¢,9)), 902 = (p, B(q, 7)) -

Calculos similares com C', D e E nos dao

e
w
o
|
T
=
Q
—
=)
=)
)
~—
~—
Q
[}
—
|
P
=
Q

—~
=
R
)
N~—
~

910 = (0, D(4,9,4,9)) , 931 = 0, D(q,9,4:7)) , 922 = (p, D(q,4,7, 7)) ,
gi13 = <p7 D(q7 (ja Qa (j» y go4 = <p7 D(Q) (L Q7 Cj)) )

gs0 = (0, E(¢,4,4,4,9)) » 911 = (0, E(¢,4,4,4,9)) , 932 = (p, £(¢,4,4,G, 7)) ,

g23 = <p7 E(Qaqaqvq7q_)>v gia = <p7E(qvq7q_7q_ q>> gos = < E<q_7q_7§7676)>
Lema 2.2.3 A equacdo

920 o

2=z +— ok +gllzz—|—g7z +O(|2*), (2.20)

onde A = X&) = v(&) +iw(§), v(0) = 0, w(0) = wo > 0, e g;;j = gi;(§), pode ser
transformada, pela mudanca de coordenada complexa
Z—w+%w + hjjww + h§2 ik

para |€| suficientemente pequeno, na equagdo sem termos quadrdticos

w = dw + O(Jw]?).

Demonstracgao 2.2.3 A mudanca de variavel inversa é dada pela expressao

h ho2
w=2z— %z — hy12z — 702 + O(|2]*).
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Assim sendo,

w = z-— hgoZZ — hn(Z,é + ZZ) — hogzz% + ...
= Az + (% — )\hgg) 22 + (911 — )\hn — 5\h11)25 + (% — Xhog) 22 + ...

1 — 1 _
= \w —+ 5(920 — >\h20)w2 + (911 — /\hn)wu_) + 5(902 — (2)\ — /\)hoz)u_)2 + (’)(|w|3)

Escolhendo, entao

920 gi11 Jo2
—_— h = — h = —
)\ ’ 11 )\ ) 02 2)\ _ )\7

eliminamos os termos quadraticos de (2.20). Essas substituigoes sao sempre possiveis, pois,

hao =

para |£| suficientemente pequeno, os denominadores nunca se anulam, afinal A(0) = iwy

com wy > 0. [ |

Lema 2.2.4 A equacdo

Z=Xz+ %23 + %222 + %222 + %23 +O(|zY), (2.21)

onde N = /\<£) = 7(5) + ZW(&), 7(0) - 07 W(O) = wop > 0; € Ggij = glj(é)f pOde Ser
transformada, pela mudanca de coordenadas compleza

h h h h
z=w+ %wS + %wz’w + %waﬁ + %w?’,

para |€| suficientemente pequeno, na equagdo com apenas um termo ciubico
W = I + c;w?w + O(|w|?),
onde ¢; = ¢1(§).

Demonstracao 2.2.4 A transformacao inversa é

h30 3 h21 2_ h12 =2 hOS _3

. Ut 4
w=z— o2 g PP AR 62+O(!z|).

Temos entao,

h h . h o hos .
W o= i— 2225 — (2225 + 225) — —2(228 + 2228) — 2225+ ..,

2 2 2 2

Ah Ah Ah <
= Az + (%—%) 2+ (%—Ahm—Tﬂ) 22z + <%—T”—Ah12) 272

1 1 - 1 -
= \w + 6(930 - 2)\h30)w3 + 5(921 - ()\ + /\)hgl)IUQw + 5(912 - 2)\]212)11)11_]2

1 _
+6(QO3 + (A = 3N\)hoz)w® + O(|wl]*).
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Fazendo, portanto,

g3

930 g12 go3
2\’ \

h = e =
30 2)\; 03 3)\_)\7

h12 =

eliminamos todos os termos cibicos com excecao do termo w?w, que serd tratado sepa-
radamente. As substituicoes sao validas, pois, os denominadores envolvidos sao diferentes

de zero para todo |£| suficientemente pequeno.

2

Uma tentativa de eliminar o termo w*w seria escolher

Isso é possivel para & # 0 pequeno, mas quando & = 0 o denominador se anula, pois
A(0) + A(0) = iwy — iwy = 0. Para obtermos entdo uma transformacdo que dependa

suavemente de &, escolhemos ho; = 0, no que resulta

O
1 2

O termo w?w ¢ chamado de termo ressonante. Note que o seu coeficiente ¢ o mesmo

coeficiente do termo cibico 2%z na equagao (2.21).

Lema 2.2.5 A equacdo

Z= Az + %z‘* + %232 + %z?g? + %223 - %24 + O(]2]?), (2.22)

onde A = X&) = v(§) + iw(§), v(0) = 0, w(0) = wy > 0, € g;; = g;5(§), pode ser

transformada, pela mudanca de coordenada complexa

h h h h h
2wt 4+ 2wt + 2wte? + 2w 4+ !

FEwE g 6 1 6 o4

para |€| suficientemente pequeno, na equagdo sem termos de quarta ordem

W = w + O(|w]?).

Demonstracao 2.2.5 A transformacao inversa é

h h h h h
TA0 4 Blss 22252 853 10 O(|z]?).

=79 6 1 6 24



20

Assim sendo,

hao

h . h . h . h .
W= i- =22 3L (32275 + 23%) — %(22222 +2222%) — %(232 +32523) — %‘32 + ...
gso  hao 4 g1 ha1 hai<\ 3., (922 o ha2 <\ 2.9
— o (0 Daoy g31_ Msiy  Daiy g2 N2, D22y
z+<24 6 >z—|—<6 9 6 z2°Z+ 1 5 5 Z°z
g13  his his<\ 3 goa  hoas) _s
g13 Mz, sy goa _ foax
+ ( 6 5 5 ) z2z° + (24 5 Z°+
1 4 1 T 3 1 3 2.2
= Aw+ o1 (g10 — 3BMo)w” + 6(931 = (2A+ Nha1)wd + 7 (922 — (A + 2A)haz)w
1 - 1 _
+6(913 — 3)\h13)wﬁ)3 + ﬂ(g(m — (4)\ — )\)h04)ﬂ}4 + O(|w|5)

Fazendo, portanto,

h _ Y40 - 931 _ _ 92
VTN T o A+ 2)

22

g13 go4
his = =, hos = —
s 3\ " AN — N

eliminamos assim, todos os termos de ordem quatro. Temos que estas substituicoes sao
sempre possiveis uma vez que, para |{| suficientemente pequeno, os denominadores nunca

se anulam, afinal A\(0) = iwp, com wy > 0. |

Lema 2.2.6 A equacdo

. 950 5 941 4_ , 932 3. o0 923 o 3 G4 4 gos _5 6
_ 90 J2L Z92 22 = _— O 2.23
z )\z—|—1202 +24zz+122z~|—1222 +24zz +120z+ (1z]"), ( )

onde A = X&) = v(&) +iw(§), 7(0) = 0, w(0) = wy > 0, e gij = i;(§), pode ser

transformada, pela mudang¢a de coordenada compleza

_ hso 5  har 4 _
FEWA W T W g

h h
fog o 3 Paa 4 Dos s
1o W W o

h32 wgwg + h23

para |£| suficientemente pequeno, na equagao com apenas um termo de quinta ordem
W = I + cow’w? + O(|wl®),
onde cg = co(§).

Demonstracao 2.2.6 A transformacao inversa é dada por

hoo 5 Dy ag hsr g has op Ma o hes 5o

_ _ 6
W=2T 0% T 12 12 24 120 (1217
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De onde temos que

. . . h50 4 - h41 3. 4= h32 2-9 . 3_= h23 _3 . 29~
W= oo ik 24(4z ZE 4 2%2) 12(3222+22 ZZ) 12(222 Z+ 32°2°%)
hia 4. gy hos _,-
= 4273%) — 274 6
24( Z+422°%) 24zz+(’)(|z|)
gs0 Mo 5 gan har hai<\ 4. g3z hs3a h32a <\ 5.9
S VSR (B CR TP g D Raiy gaz. sz Dazy
Z+(120 24 )Z+(24 6 247)7 7 12 4 6 )77

923 _hasy hasy\ s (g1 May hag) o (905 hess s 6
—|—<12 6)\ 4/\>zz—|— o 24)\ 6)\ 2Z* + 120 24)\ z° + O(|2]°)

1 1 - 1 _
= w4+ Ho(gs)o — 4\hso)w® + ﬂ(gu — (3X + A hygy ) wh + E(gsz —2(A + A)hgo)wiw?

1 5 1 - 1 -
+E(923 — (A + 3N\ hog)w?w® + ﬂ(gm — A\hyg)ww? + m(gos) — (5BA = N hgs)0° + O(w|®).

Fazendo, portanto,

e = 930 __9u _ 9
IS ) WD S D WY
g14 gos
his=2—=. hpr = —
14 4)\7 05 5/\_)\7

eliminamos assim, todos os termos de ordem 5, exceto w?w?, que trataremos separada-
mente. Temos que estas substituicoes sao validas, pois, os denominadores envolvidos sao

diferentes de zero para todo || suficientemente pequeno.

3,772

Uma tentativa de eliminar o termo w*w* seria escolher
932
Rao = —222
2T oA+ N

Isto é possivel para £ # 0 pequeno, mas o denominador se anula quando £ = 0, vejamos
A(0) + A(0) = iwg — iwy = 0. Para obter uma transformacao que dependa suavemente de

¢, escolhemos hzs = 0, o que resulta em

_ g

Co 12 .

O termo w3w? também é chamado de termo ressonante. Note que o seu coeficiente é

o mesmo coeficiente do termo de quinta ordem 2°z? na equagao (2.23).

Lema 2.2.7 A equacdo

. 1 _ :
z=Az+ Zggk+l§5 mgklzkzl +O(|2%, (2.24)
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onde X = X&) = (&) +w(&), v(0) = 0, w(0) = wy > 0, e gij = g;;(&), pode ser

transformada, pela mudanca de coordenadas compleza

hao _hoa 5 h3o h12 o hog _5  hgo hat 5 _
_ n20 h No2 2 w? B2 4 103 o3 N0 4 NBL g
z w+2w+11ww+2 —|—6 +2 +6w+24w+6ww
hao w2 his Wi ho4 - hso w5 hay whi has w2 hi4 it hos @,
Ty 4 % 6 Y 24 + 120 Y 24 EREETY 12 tor 24 120 120

para |§| suficientemente pequeno, na equag¢ao com apenas um termo cibico e um termo de

ordem 5
W = I + ;w0 + coww? + O(jw|®), (2.25)
com ¢y = ¢1(§) e cg = c3(§).

Demonstracao 2.2.7 Obviamente a suposicao das transformagcoes definidas nos lemas

anteriores, nos levam a este resultado. As transformagoes

hao ho
z-w~|—7w + hpyww + 272
h h h h h (2.26)
40 4 ﬂ 3 22 2 2 13 73 04 4
zZ=w+ — 24 + 5 w+ — 1 + — 6 + — 24
com
920 g11 Jo2
hog = 22, hyy = 2=, hgy = —
20 N 11 3 02 2 — 1\
h :@ - 9317 _ 9227 29_15’, [ 7904
40 3/\7 31 2>\+)\7 22 )\+2)\7 13 3)\7 04 4)\_)\7

definidas nos Lemas 2.2.3 e 2.2.5, anulam os respectivos termos, mas também alteram
outros termos. Os coeficientes go1/2 e g3p/12 dos termos 2°Z e 2322 respectivamente na
equacao (2.24) foram modificados pelas transformagoes de (2.26). Os termos de ordem 6

ou maiores, afetam somente O(|w|®) e podem ser truncados. |

Necessitamos, agora, calcular os coeficientes ¢; e ¢; em termos da equacao (2.24). O

valor de ¢; e ¢y serao dados pelos novos coeficientes g3,/2 e gi,/12 dos termos w?w e w3w?

apos as transformagoes de (2.26). Seguem entao os lemas.

Lema 2.2.8 O coeficiente ¢1(§) da equagao (2.25), para & =0, € dado por

) 1 g
c1(0) = %0 (920911 —2|gui > — §|902|2) + % (2.27)
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Demonstragao 2.2.8 Diferenciando a primeira expressao de (2.26), obtemos
Z = + haowi + hy1 (W 4+ Ww) + heywi.
Substituindo 4 e seu complexo conjugado w, usando (2.25), obtemos
&= w4+ Mhgow? + (A + N hpwd + Mhgew? + cw?a + ... .

Por outro lado, na equacao (2.24),

: r o, 1, 1 41, 1 5, 1
zZ=Az+ 59207 + 011272 + 59027 + 69302 + 5927°% + 591277 + 6903Z + ...,

se substituirmos z e z, dados pela primeira expressao de (2.26), escrevemos apenas o0s

termos que nos interessam, temos

1 1
Z = \w + 5(/\h20 + 920)1112 + (/\h11 + gll)ww + E(Ahog + 902)w2+

h - h
(onhn + gnn (% 4 hn) + 9022 2 4 %) W2+ ... .

2

Comparando, entao os coeficientes do termo w=w nas duas equagoes obtidas, utilizando os

valores encontrados para hog, hi1 € hos,

920 g11 go2
hon = 2= hi1 = Z==. hpo = —
20 )\ ) 11 A ) 02 2)\ _ )\7
temos
_ gu (@ @) 902@02_ g1
@ = g TN T ooy T 2
2X+ A 2 2
= ¢ 920911 ( . ) | lgu] I |90z | _ 4 921
2\)\\ A 22X = A) 2

Essa formula nos dé a dependéncia de ¢; em relagao a &, lembrando que A e g;; sao fungoes
suaves do parametro. No valor de bifurcagao ¢ = 0, a ultima equacgao se reduz a

2wy — iw 2 2
:920911( o 0) |Q11| I |902| —l-@

0
«1(0) 202 iwo | 2(2iwg —iwo) | 2

concluindo, finalmente o resultado

1 1 g
61(0) = 2—% (920911 - 2|g11|2 - §|goz|2) + %
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Lema 2.2.9 A parte real do coeficiente co(§) da equagao (2.25), para & =0, € dado por

1

1 B 3 1 _
Re c3(0) = ' {Re g32 + uT()Im [920931 — g11(4931 + 3g22) — §902(g40 + g13) — 930912]

1 3 B B 1 1_
+ﬁ Re { g20 | 911(3912 — G30) + 902 | G12 — 5930 + 5902903
0

_ 5_ 1
+911 <902 <3g3o + 3912> + 3902903 — 4911930) )

+3Im (g20911)Im 921}
1 _ _
+E {Im (911902(950 — 3g20911 — 49%1))
0

+Im(g20911) (3Re (g20911) — 2|g02]*) ] },

Demonstragao 2.3.2 A demonstragao é analoga a demonstragao do Lema 2.2.8, porém

agora trabalharemos com os termos de até ordem 5 e em seguida tomaremos sua parte

real. [ ]

Lema 2.2.10 Considere a equac¢ao

dw .
o = (&) Hiw©))w + cr(§wlw]” + O(|w]),

onde v(0) = 0 e w(0) = wy > 0. Suponha ~'(0) # 0 e Re ¢1(0) # 0. Entao a equagdo
acima poderd ser transformada, por mudancgas de coordenadas, na equac¢ao

d
=5 = (c+ -+ sulul? + O(uf), (2.28)

onde u € a nova coordenada complexa, 60 e x sao, respectivamente, 0s novos tempo e

parametro e s = sinal Re ¢1(0) = £1.

Demonstracao 2.2.10 Introduzindo o novo tempo 7 = w({)t, que preserva a diregao,

pois, w(&) > 0, para todo |¢| suficientemente pequeno, obtemos

dw _ A +iw(®) . al)
dr (€ (€

dw )
& =K+iut dy (x)wlw]* + O(|w]*),

wlw]? + O(|w|*)

onde
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Podemos considerar y como um novo parametro, pois

7'(0)
w(0)

e, portanto, o Teorema da Funcao Inversa nos garante a existéncia local e suave de £ como

x(0) =0, X'(0) = 70,

funcao de y.

Vamos agora reparametrizar o tempo ao longo das érbitas com a nova mudanca de
tempo 6 = 6(, x), onde

do = (1 + e (x)w|*)dr

com e1(x) = Im dy(x). Essa mudanca é préxima da identidade numa pequena vizinhanga

da origem. Usando esse valor de tempo definido, obtemos

dw
W~ (i bl + O,
onde l;(x) = Re di(x) — xe1(x) é real e
Re ¢1(0)
l =7 2.2
De fato,
dw B dw B ) )
0 (AteawP)dr (X +iw + L(x)w|w]* +
dw 2 - 2
& — = (+al)wf) (x+dw+hL)wlw +..]

(
(¢ + Dw + [ 00 + e () O+ )] wlw]* +
= (x+9)w+ [Re dy — xe1 + xer + ie]) w|w|* +
(x +i)w + [Re dy + ilm di] w|w]* +

(x + 1)w + di (x)w|w]* +

Finalmente, introduzindo a nova variavel complexa
u
)
L (o)l

que é possivel, pois Re ¢1(0) # 0 e, portanto, [;(0) # 0. A equacdo toma, entao, a forma

2

1 du o
i = X

du li(x) ) , ) A
= G = Ok ut Ol O(ul?) = (it sulu?] + Ol

com s = sinal 11(0) = sinal Re ¢;(0). |
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Lema 2.2.11 Considere a equacao

W = (&) + wl€)w + en(©ulul? + ex(Eulul + O(ul’),
onde ¥(0) =0 e w(0) = wy > 0. Suponha 7' (0) #0 e Rec1(0) = 0e Recy(0) # 0. Entdo a

equacao acima poderd ser transformada, por mudancas de coordenadas, na equagao

d
o5 = O+ D+ Culul® + suful* + O(1ul°), (2.30)

onde u € a nova coordenada complexa, 6 e x sao, respectivamente, 0s novos tempo e
parametro,

d1(0)

C:\ARe@mﬂ

e s = sinal Re co(0) = £1.

Demonstracao 2.2.11 Introduzindo o novo tempo 7 = w(§)t, que preserva a diregao,

pois, w(&) > 0 para todo |¢| suficientemente pequeno, obtemos

dw  y(§) +iw(§) n c1(€) ()

pai 500 w w(f)w|w| +w<€)w|w| + O(Jw|®),
& Cji—z: = (x + )w + di (x)w|w]* + do(x)w|w|* + O(|w]|®),
onde
_ _ m _ a () _ c2(E())
=MO= 0 M L) BT we)
Podemos considerar y como um novo parametro, pois
oy Y(0)
X(O) =0, v(0) = T 0

e, portanto, o Teorema da Funcao Inversa nos garante a existéncia local e suave de £ como

funcao de y.

Vamos agora reparametrizar o tempo ao longo das érbitas com a nova mudanga de

tempo 6 = 6(7, x), onde
df = (1+ e (x)|w]* + ex(x)|w[")dr

com eq(x) = Im di(x) e ea(x) = Im ds(x). Essa mudanga é préxima da identidade numa

pequena vizinhanca da origem. Usando esse valor de tempo definido, obtemos

dw )
o7 = (xHiuw+ n(x)wlw|* + b (x)w|w|* + O(|w|°),
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onde 7(x) = —x e1(x), l2(x) = Reda(x) + x (e1(x)* — e2(x)), é real e

De fato,

d7w
do
d7w
dr

Re C1 (0)

Re 02(0)
w(0) '

ll(O) = W(O)

=0, [,(0) = (2.31)

dw
(I +e1()|w]? + e2(x)|w|*)dr

= (x + )w + n(x)wlwl* + () w|w* + ...,

(14 e1 (0 wf? + e2(wlwl*) [(x + D)w + n(x)wlw|? + Lo (x)w|w]*...]

(x +d)w +[n00) + e1(00) (x + 1) Jwlwl* + [12(x) + e ()0 + e200 (x + 1) Jwlw|*...

(x +i)w + [—xe1 + xe1 +ier Jw|w|? + [ Re da + xe3 — xea — xe3 + xea + iea | wlw|*...
(x +i)w +iImdy wlw|? + [ Redy + ilmdy | wlw|*...
(x +1)

X + i)w + di (x)w|w]?® + da(x)wlw|* +

ja que neste caso Re dy = 0 e sendo assim ¢ I'm d; é o préprio d;. Finalmente, introduzindo

a nova variavel complexa u

u

~ V00T

que é possivel, pois Re c2(0) # 0 e, portanto, [5(0) # 0. A equagdo toma entao a forma

1

TEE = g

2 4

du

u

il

u

l -
"k

u

V|

ey

S iyt~ ey O o)

do |l2(x)] 12109]
= (x+du+ Culul* + sulul* + O(|ul®),

com s = sinal 13(0) = sinal Re c(0). |

Defini¢ao 2.2.1 As fungoes l1(x) € la(x) sdo chamadas de primeiro e segundo coefi-

cientes de Lyapunov, respectivamente.

O que (2.29) e (2.31) nos diz é que o primeiro e o segundo coeficientes de Lyapunov,

para xY = 0, podem ser calculados pelas férmulas

1 .
L(0) = 2_C‘12R3(@920911 + wog21) (2.32)
0
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1 1
lQ(O) = E{w_oRegm

1 B B 1 _
+Elm lgzogsl — g11(4g31 + 3G22) — 5902(940 + q13) — 930912]
0

1 _ _ _ 1 1_
+—5 | Re | 920 | 911(3g12 — G30) + Goz2 | G12 — 5930 | + 502903
wy 3 3

5 1
+911 (902 (gg?,o + 3912> + 5902903 — 4911930) ) (2.33)

+3Im (ga0911)Im 921}
1 _ _
+F [Im (911902(G39 — 3G20911 — 4471))
0

+Im(g20911) (3Re (g20911) — 2|902|2)] }7

respectivamente. Isto significa que necessitamos somente das segunda, terceira, quarta e

quinta derivadas parciais no ponto de bifurcagao para calcularmos [;(0) e l5(0).

Observacgao 2.2.1 Os walores de 11(0) e l5(0) dependerdo da normalizagdo dos autove-
tores q e p, enquanto que seu sinal € invariante pela escolha de q, p, obviamente conside-

rando a normalizacao (p,q) = 1.

Note que se as equagoes (2.28) e (2.30) com sinal s = —1 forem escritas em suas formas
reais, elas coincidirdo com o sistema (2.10). Podemos agora resumir os resultados obtidos

nos seguintes teoremas:

Teorema 2.2.1 (Teorema da bifurcacao de Hopf genérica) Qualquer sistema dind-

mico da forma

x = f(x,6), (2.34)

onde f € suave, x € R? e £ € R, tendo para todo €| suficientemente pequeno, o equilibrio

e =0 com autovalores

A12(8) = 7(€) £ iw(§),

onde v(0) =0, w(0) = wy > 0, satisfazendo:
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(1) 11(0) # 0 (condigdo de ndo degenerescéncia);
(2) 7'(0) # 0 (condigdo de transversalidade),

¢ localmente topologicamente equivalente, em torno da origem, a uma das sequintes formas

normais
(7 ¢ —1 Y1

= + (y; +43)
() I Yo Yo

n

Demonstracao 2.2.1 Utilizando os Lemas 2.2.3, 2.2.4, 2.2.7, 2.2.8 e 2.2.10, transfor-

mamos o sistema (2.34) na equagao (2.28), e entao pelo Lema 2.2.1, concluimos o resultado.ll

Portanto, o Teorema 2.2.1 nos garante que um sistema em duas dimensoes que possui
autovalores imaginérios puros e satisfaz as condigdes (1) e (2) desse mesmo teorema, possui

uma bifurcacao de Hopf.

Teorema 2.2.2 (Teorema da bifurcagao de Hopf degenerada) Considere o sistema

planar

X = f(X75)7

onde f ¢ suave, x € R? e £ € R?, tendo o equilibrio eg = 0 com autovalores

A12(8) = 7(€) £ iw(§),

para todo ||€|| suficientemente pequeno, onde w(0) = wy > 0. Para & = 0, sejam as

condigoes para a bifurcagao de Hopf degenerada
~v(0) =0, 1;(0) =0,

onde 11(§) € o primeiro coeficiente de Lyapunov. Assuma que as sequintes condi¢oes

genéricas sejam satisfeitas:
(1) 15(0) # 0, onde l5(0) é o sequndo coeficiente de Lyapunov dado por (2.33);

(2) a fungio & — (v(€),1,(€))" € reqular em & = 0.
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Entao, pela introdugao de uma varidvel complexa e aplicando uma transformagao de coor-
denadas que dependa suavemente da escolha do parametro e do tempo, o sistema pode ser

reduzido a sequinte forma compleza
i=(x+i)z+ (22 + szlz|* + O(]2]%), (2.35)
onde s = sinal 15(0) = £1. |
Veja [4] p. 311.
Para analisar esta bifurcacao, podemos estudar a aproximacao da forma normal da

expressao (2.35) pela exclusao dos termos O(|z|%). Vemos assim que esta aproxima-se da

forma normal para a bifurcacao de Hopf degenerada.

O Teorema 2.2.2 garante—nos que um sistema em duas dimensoes, possuindo autovalo-
res imaginérios puros, tal que as condigoes (1) e (2) desse mesmo teorema sejam satisfeitas,

possui uma bifurcacao de Hopf degenerada.

2.3 Meétodo da projecao

Estudada a bifurcacao de Hopf em sistemas de duas dimensoes, nosso objetivo agora é
obter um método para estuda—la em sistemas de n—dimensoes. Tal método baseia—se em
transformar o sistema, escrevendo—o em uma base formada pelos seus autovetores. Porém,
somente autovetores correspondentes aos valores criticos (responsaveis pela bifurcacao) sao

usados para se projetar o sistema e restringi—lo ao caso bidimensional.

Inicialmente faremos um breve resumo de alguns resultados de Algebra Linear que

Serao necessarios para a secao.

Seja A uma matriz quadrada e A um autovalor de A com multiplicidade algébrica m,

com vy, Vg, ..., v, 1 <1 < m, autovetores linearmente independentes correspondentes
a \. Para cada autovetor v;, existe uma escolha maximal de vetores ng ), wéj - w,gj ),

onde k = k(j) € N, tal que

Aw1 = )\wl,

A’LUQ = )\w2+w1,

Aw, = Mg + wi_1.
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Note que podemos escolher o vetor w; = wg ) como sendo o proprio autovetor v;.

(4)

Definicao 2.3.1 Os vetores w;”’, com 1 > 2, sao chamados autovetores generalizados

de A correspondentes ao autovalor \.

Os autovetores generalizados wy ), wéj o w,(f ). relativos a um autovalor \ sio sempre

linearmente independentes e o subespago
X={xelC":x= Ozlng) + agwéj) + ...+ akw,(f), a; € C}
é A—-invariante.

O estudo das formas normais de Jordan nos garante que o espaco C" pode ser decom-
posto em subespacos A—invariantes correspondentes aos autovalores de A e gerados pelos
respectivos autovetores e autovetores generalizados. Esses subespagos sao chamados de
autoespacgos generalizados de A. Se a matriz A é real, esses subespagos A—invariantes
do R™ serao gerados pelos autovetores e autovetores generalizados de A, correspondentes
aos autovalores reais e as partes real e imagindria dos autovalores complexos com, por

exemplo, parte imagindria positiva. Ver Kuznetsov [4] e Pontryagin [11].
Seja eg um ponto de equilibrio nao—hiperbdlico de
x = F(x,0), x € R", (2.36)

onde F'(x,0), dada por (2.19) ¢ uma fungao suave, A = fx(0, &) corresponde a parte linear
do sistema e possui um par de autovalores imaginérios puros A = iwy e A = —iwg, wy > 0

e nao admite outro autovalor com parte real nula.

Seja g € C™ o autovetor correspondente a A. Entao

A(&0)q(&o) = iwoq(&o), A(&o)a(o) = —iwoq(&o).

Introduza agora o autovetor adjunto p € C"* com a propriedade

AT (&)p(&0) = —iwop(&0), AT(&0)P(&) = iwop(&o),

e satisfazendo a normalizacao

(p(60),a(&0)) = >oimy pil€o)ai(&o) = 1,
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onde A" (&) é a matriz transposta de A(&) e (p(&),q(&)) é o produto escalar padrao
em C". Considere o autoespaco real T¢, correspondente a A e A\. T° tem dimensao dois e
é gerado por {Re ¢,Im q}. O autoespaco real generalizado T*", corresponde a todos os

outros autovalores de A, tem dimensao (n — 2).

Sempre podemos decompor x € R"” em

onde 2 € C, zg+zGg €T e yy, € T*, uma vez que T°" § T° = R".

Lema 2.3.1 Sejay € R". y € T*" se, e somente se, (p,y) = 0.

Demonstracao 2.3.1

Parte I (y e T°" = (p,y) =0).

Sejam puq, pa, ..., py os autovalores reais de A e ny, 71; 12, M2 ...; Nk, Tk, 0S autovalores

complexos (ndo reais) de A, diferentes de A e .

Seja T}, o autoespago generalizado correspondente ao autovalor y; e T, 7. 0 autoespago

real generalizado correspondente aos autovalores n;, 7);.

Temos, entao, que
™= T#l S5 Tuz D...OD TM @ Tmﬁl @ Tn2ﬂ72 D...OD Tnkﬁk'

Como T, sao espacos generalizados, ¢ fato que para cada i existe um NV, € N, tal que, se

€ T,,, entao (A — p;I,)Ny = 0. Portanto,

0 = (p, (A= wl)Nmy) = (AT = il,)eip,y) = (A — i) Nip,y)
= (A= )i (p,y)

e, como \ # u;, temos que

(p,y)=0.

Do mesmo modo, como T; ;. sao espagos generalizados, para cada j existe um N, € N,

tal que, se y € T}, 5, entao (A — njfn)N”j (A— ﬁjIn)N’?jy = 0. Portanto,

0 = (p.(A- njfn>N”ﬂ' (A= 1;L,)"y)
(AT = ;L) Mip, (A — ;L) y)
= (AT =L, N”J (AT — ;L) Nip,y)
(=)™ (A =ny)ip,y)

A =)™ (A =)™ (p,y) .
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e como \ # n; e A # 17;, temos que
(p.y) =0.

Portanto, para qualquer y € 7T°", como podemos escrever

! k
Y= Yu+t D Yu
i=1 j=1
., k, podemos concluir entao

comy, €T, parai=1, .., ley, €T, 5 paraj=1, ..

que

7yu1 + +YM +y771 + +y77k>

(p,y) = (
= B:Yu) + 0V DY)+ DY)
0.

Parte Il ((p,y) = 0, y e R" =y e T"").

Seja y qualquer, tal que y € T** & T° C R". Portanto podemos escrever

Y = ¥Ysu T Yo
comy,, € T*" ey, €T Como T¢ é gerado por ¢q, q, mas y. € R",
Ye = aq+aq,
com « € C, concluimos que
Y =¥Ysu + g+ Qq. (2.37)

Queremos mostrar aqui que y. = 0, o que sera feito mostrando que o = 0.

Da hipétese, temos
0=1(p,y) = (D, ¥su+¥e) = P ¥su) + (D, ¥e) -
Do inicio deste lema (Parte I), temos que (p,ys,) = 0. Portanto

(p,ye) =0
= (pag+aq) =0
= a(p,q) +ap,q =0

= a=0,
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pois (p,q) =1 e (p,q) = 0. De fato,

(p.q) = <p, %Aq> = % (ATp,q) = % (0, 7).

(1-3) o =o.

Como A nao é real, temos \ # ) e, portanto (p,q) = 0. |

Utilizando o lema anterior, podemos agora explicitar z e y com relacao a x. Sendo

X=29+20+y €R" com zq+ z2qg € T ey € T*", vale que

(p,x) = (p,zq+ 24 +y) = (p,2q) + (p,2Q) + (p,y) -

Como (p,y) =0, pois y € T*" (lema 2.3.1),

(p,x) = (p,2q) + (p,2q) = 2 {p,q) + 2 (p, @) ,

e lembrando que (p,q) = 1 e (p,q) = 0, como visto na demonstracao do lema anterior

(Parte IT), concluimos que

@ = px), (2.38)

y = X~— <p7X>q_<an>q

Teorema 2.3.1 (Teorema da Variedade Central) Localmente, existe um conjunto in-
variante W€(0) de (2.36) que é tangente a T em ey = 0. Tal conjunto é o grdfico de uma

aplicacao suave, cujas deriwadas parciais de todas as ordens sao unicamente determinadas.

Se ' denota o fluro associado a (2.56), entdo existe uma vizinhanga U de eq = 0, tal
que se Y'x € U para todo t > 0 (t < 0), entao P'x — W<(0) para t — +oo (t — —00).
Dem. Ver Kuznetsov [/). |

Definicao 2.3.2 W€ é chamado de variedade central.

Considere uma variedade central W€ que tenha a mesma classe de diferenciabilidade
(finita) que f (se f € C* para algum k finito, W¢ é também uma variedade de classe

C*) em alguma vizinhanca U de ey. Contudo, quando k — oo, a vizinhanca U pode
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diminuir, podendo resultar na nao—existéncia de uma variedade W€ de classe C'*°, para

algum sistema C*°.
Assim, o sistema
x = f(x), x e R",
pode ser escrito como

2= DBz+g(z,y),
y =Cy +h(z,y),

(2.39)

onde z € T¢ y € T*", B é uma matriz 2 x 2 formada pelos autovalores com partes reais
nulas, e C' é uma matriz (n — 2) x (n — 2) formada pelos autovalores com partes reais nao
nulas. As funcoes g e h tém a expansao de Taylor comecando com os termos quadraticos.
A variedade central W€ do sistema (2.39) pode ser localmente representada como um

grafico de uma funcao suave

We={(z,z,y):y=V(z,2)}

Veja Figura 2.5. Aqui, V : T¢ — T*" e devido a propriedade de tangéncia de W€,
V(z,2) = O(|z*).

Y

We={y="V(z2)}
______._7
0 z
T¢={y =0}

Figura 2.5: Variedade central como um grafico de y =V (z, 2).

Qualquer vetor z € T pode ser representado como z = wq + wq, onde w = (p,z) € C.
A variedade central bidimensional pode ser parametrizada por w, w por meio de uma
imersao da forma x = H(w,w), onde H : C* — R™ tem sua expansao de Taylor da forma

1 .
H(w, @) = wq+ 07+ Y Tk'hjkwﬂwuouwm, (2.40)

2<j+k<5 7
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com hjr € C" e hjr = hy;. Substituindo (2.40) em (2.36), obtém-se a seguinte equagio

diferencial
H,w' + Hyw' = F(H(w,w)), (2.41)

onde F' é dada pela expansao (2.19). De acordo com a férmula (2.25), temos que o campo

restrito a variedade central pode ser escrito na forma

1 1
w' = jwyw + §g21w\w\2 + Egggw\w\4 + O(|wl%), (2.42)

com g;r € C. Em outras palavras, o que estamos fazendo ¢ projetar o campo de vetores
sobre a variedade central. Assim, sobre a variedade central, a equagao diferencial se

comporta como no plano.

Observacao 2.3.1 Temos que a equacao (2.42) é exatamente igual a equagio (2.25).
Vejamos, w*w = w|w|?, ww?® = wlw|* e tomando

1 1

C1 = 5921 € Cy = 5932

chegamos a equagao (2.42).

Temos
_ 2 _ o1 3 Lo o1 )
H, = q+h20w+h11w+§h30fw +h21’ww+§h12’w +6h40’w +§h31w w+§h22ww

1 1
+6 h13 w3 + 1 h3s ww? + ... ,

1 1 1 1 1
Hg = q+h11w+h02w+hlgww+§h21w2+§h03w2+ihlgww2+§hggw2w+6h31w3

1 1
+6 ho4 w3 + 6 h3o w3 + ... .

Aplicando H,,, Hg, w', W' em (2.41), temos

1
wa' + H@?I)/ = ( in w — QZ'WO W + hgoiwo w2 — hog’i(x)o 71)2 + 5 hgoi&]o w3
1 1 , B 1 1 , _ 1 . 1 .
+ (5 q g1+ 5 h21lw0) ww + (5 q 921 — 5 hia Mo) wi? — 5 hos iwo W + 6 hapiwy w*

1 1 ) _ 1 1 B 1 _ 1 ) _
+ (5 ga1hao + 3 h312w0> Wi+ (5 ga1hi1 + 5 921h11) w?w? + (5 ho2g21 — 3 hlsiwo) wiw®



37

1 o 1 1 _
5 hoaiwy w* + (E q93 + = 5 g21ha1 + — h322w0 + - 1 h21921) ww? + ... .

Por outro lado,

Pltt(w0) = Alghw+ A@o-+o (3 Bla.o)+ 5 Alia) ) +0*(3 Bla. )+ 5 Al ) +

2
ww <B(q, q) +A(h11)> ( C(q,9,9)+ = L B(hQO, q) + é A(h30)> + w?w (% C(q,q,q9)+
B(hi, Q)‘F; B(q, h20)+ A(ha) ) ww (%C 4,4, @)+B(h, Q)‘F; B(q, h02)+; A(h12)>
o (506 q)+§B<hoz, 05 Ala) )+t (55 D000+ i)+ Bl )+
< Bllhan, 0.0)+ 5 A(hzxo))ﬂvgw(% D(6,,0,0)+5 Clhs, 0,00+ C(a, hao,0)+5 Bllar, 4)+
% B(h, h20>+é B(q, h30)+é A(im)) +w'o? G; D(q,d,4, q)+% C(ho2, ¢, 9)+C(q, b1, )+
%B(huﬂ) + %B(hllahll) + 10(@ q, hao) + %B(hoz,hzo) + %B(% ha1) + EA(hm)) +
0" (35 D@00+ Clhn, 0.0+ Bl 0+ Bl )+ 57 Alhon) ) (5 Dl .0+
3 Clnisd0) + 5 Clahansd) + 5 Blhuasd) + g Blavu) + 5 Bl i) + 5 Alha)) +
ot (15 B 1000+ DWO%Q;Q;Q)"‘%D@ s, q>+}lD<q 7 1 )+ Clhiz 4,0+
%O(hn, hn,q)+— C(hog,hgo,q)Jr1 C(q, har, )+ C(q, hu,hgo)+ C( g, h 0)4& B(haa, q)+
EBUM, hao) + ; B(hi, har) + % B(hog, hso) + (13 B(q, ha1) + 1—12 A(h32)>-
Aplicando (H,w' + Hgpw') e F(H(w,w)) em (2.41), temos
((qiwe = A(g),

qiwg = —A(g),

ho = (2iwol, —A)~'B(q,q),

hn = —A7Y(B(g,9), (2.43)

hoe = (—2iwel, — A)™'B(q,q),

hao = (Biwol, — A)"1(C(q, 4, 9) + 3B(ha, q)),

hos = (=3iwol, — A)~H(C(q, 7, @) + 3B(ho2, 7)),

\

onde I,, é a matriz identidade n x n.
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Obtemos um sistema singular para o termo hg;
(iwoln — A)hor = C(q,q,q) — 921q + 2B(h11,q) + B(q, hao), (2.44)

que possui solugao se, e somente se,

<p7 C((ju q, q) — g2194 + QB(hlh q) + B<q_7 h20)> = 0.

Sendo assim,

gn = (p,C(q,q,q) +2B(hi1,q) + B(q, hao)) »

onde hy; e hyg sdo dados por (2.43).

O primeiro coeficiente de Lyapunov, conforme equagao (2.31), é dado por

1
= Fe a0) = Re ga1,
wo 2(4)0
ou seja,

1
ll - 2_(,U(]R€ Kp’ C(q’ 4, q)> + 2 <p7 B<h117 Q>> + <p7 B<q_7 h?O))] . (245)

1
b= Re [(p.C(@,0.0) +2{p, Bh1, ) + (p, B@ hao))]. (2.46)

Podemos encontrar o valor de ho; resolvendo o seguinte sistema

iwol, — A ¢ ha1 B C(q,q,9) — g219 + 2B(h11,q) + B(q, hao) (2.47)

D 0 S 0

tal que (p, ha1) = 0.

Lema 2.3.2 O sistema (2.47) é nao singular, e se (¥,r) € solugdo, tal que (p,v) = 0, ¥
¢ solugao de (2.44).

Demonstragao 2.3.2 Escrevamos R” = T¢ @ T*", onde T e T*" sao, respectivamente,
autoespago generalizado de A correspondente aos autovalores com parte real nula e au-
tovalores com parte real nao nula, ambos invariantes por A. Pelo Lema 2.3.1, temos que

¥ € T*" se, e somente se, (p,v) = 0.
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Defina
v=0C(q,9,9) — Go1q + 2B(h11, q) + B(q, hao)-

Seja (9, r) a solucao da equagao obtida a partir de (2.47). Equivalentemente,

(iwgl, — A)) + rq = 0,
{p,9) = 0.

(2.48)
Da segunda equagao de (2.48) segue que ¥ € T*", e consequentemente, (iwgl, —A)J € T*".
Portanto (p, (iwgl,, — A)9) = 0.

Agora, do produto interno de p com o primeiro termo de (2.48), vem

<p7 (ZWOIn—A)ﬁ =+ rq> =0
= (p, (ol — A)0) + r(p,q) = 0.

Como (p,q) = 1e (p, (iwel, — A)Y) = 0, temos
rp,q) = 0 < r = 0.

Substituindo r = 0, na primeira equagao de (2.48), temos que

(iwol, —A)9 = 0 (2.49)

= U = agq,
«a € C. No entanto,
0= (pv) = paq = alpg = qa

que em (2.49), nos fornece ¥ = 0. Portanto, (¢,7) = (0,0). Logo, o sistema (2.47) ¢é

nao singular.
Seja agora (v, ) solucao de (2.47). Entao, temos
(iwol, — A)Y + rq = v, (p,d) = 0. (2.50)
Da segunda equagao de (2.50), segue que v € T*" e que

(iwol,, — A)Y € T
= (p, (iwpl, — A)Y) = 0.
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Fazendo o produto interno de p com a primeira equacao de (2.50) temos que
<p7 (iwoln - A)ﬁ + TQ> = <p7 U)
= <p7 (iWOIn - A)19> +r <pa Q> = <p,'U> :
Como (p,v) = 0, (p,q) = 1, (p,(iwol, — A)J) = 0, segue que r = 0. Substituindo
r = 0 na primeira equagao de (2.50) obtemos

(iWOIn — A)ﬂ = .

Logo, ¥ é solugao de (2.44). [ |
Observacao 2.3.2 De forma andloga, obteremos hss.

Os termos seguintes, serao necessarios para calcularmos o segundo coeficiente de Lya-
punov.

.

hio = (4diwel, —A)"Y(D(q,q,q,q) + 6C(hao,q,q) + 4B(hso, q) + 3B(hso, hao),

h’31 = (27'(‘00]71 - A)il(D(ij q,4, Q) + 3O(h117 q, q) + 30(@7 h’207 Q) + 3B(h21a Q)
—3g21hoo + 3B(ha1, hao) + B(, hao)),

h22 = _Ail(D(Qa Cja q, Q) + C(hOZa q, Q) + 40(@7 hll; q) + ZB(hHa Q) + 2B(h11; h11>(2 51)
+C(q, q, hao) + B(hoz, hao) + 2B(q, ho1) — 2h11(g21 + G21)),

h13 - <_2zw0]n - A)il(D((L 67 (Z Q) + So(hlla Qa Cj) + 30((]) h027 Q) + SB(h127 Q)
+B(q, hos) + 3B(ho2, h11) — 3 ho2 g21),

h04 = (_42(,()0_[” - A)_1<D((jv 67 q_a q_) + 60(h027 Cja 6> + 4B(h03(7) + BB<h027 hOZ))-

\

Para [; = 0, devemos ter go1 + g1 = 0, de onde o tiltimo termo de hyy se torna nulo.
O termo singular associado a hsy, é dado por

(iwolp — A)hsy = E(q.4,9,9,q) + D(ho2,q,9,q) + 6D(q, hi1, ¢, q) + 3C(h12,9,q)
+6C (h11, huy, q) + 3D(, G, hao, @) + 3C (hoz, hao, @) + 6C(, hat, q)
+3B(hys, q) + 6C(q, hay, hao) + 3B(haz, haog) — 6ga1har + 6B(Ryy, hot)
+C(q, q, hso) + B(hoa, hso) + 2B(q, ha1) — 3h21Go1 — g324.
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Fazendo

H32 = E(Q7 Ci q,4, Q) + D(h027 q, 4, q) + 6D(§7 h117 q, q) + 3C(h127 q, q)
+6C (h11, b1, q) + 3D(q, G, hao, q) + 3C (ho2, hao, q) + 6C(q, ha1, q)
+3B(haa, q) + 6C(q, h11, hao) + 3B(hi2, hag) — 6g21ho1 + 6B(hi1, hot)

+C(q, G, hso) + B(hoa, hso) + 2B(q; hs1) — 3ha19o1,
podemos reescrever
(iwoln — A) hzg = H3zp — g3ag,
que possui solugao se, e somente se,

<P> Hsy — 932‘]) =0
g32 = (p, H32> )

sendo que os termos —6g21ho1 € —3ha1 Jo1 nd0 entram na tltima equagao pois, (p, hg1) = 0.

O segundo coeficiente de Lyapunov [13], conforme equagao (2.31), é definido por

R 0 1
by = e al0) = Re g3,
Wo 12&}0
ou seja,
1 7 1 7 e e —
Iy = 12w0 Re [<p, E(q,49,q,9) + D(q,q,q, hao) + 3D(q, G, q, hao) + 6D(q, q, G, h11)

+C(q, 4, hao) + 3C(q, g, ha1) + 6C(q, @, ha1) + 3C (g, hag, hao)
+6C (g, h11, h11) + 6C(q, hoo, h11) + 2B(q, hs1) + 3B(q, haa)
+B(ha, hao) + 3B (hay hao) + 6B (hiy, han))] -

(2.52)

Consideremos novamente a equacao diferencial (2.1) tal que as condigdes definidas na
p. 5 sejam satisfeitas. Temos que F'(x) é uma fungao de x suave com respeito a &, com
sua expansao de Taylor dada por (2.19) e A(§) = f«x(0,&) corresponde a parte linear do

sistema com um par de autovalores complexos

M(€) = AE), A2(8) = A(9),

onde

A(§) = (&) +iw(§),
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satisfazendo a condicao de Hopf para £ =0

~7(0) =0, w(0) =wy > 0.

Um ponto de Hopf ey é um ponto de equilibrio de (2.1) onde a matriz Jacobiana
A = f.(eo,&) tem um par de autovalores imagindrios puros A; o = %iwy, wy > 0, € ndo
admite nenhum outro autovalor com parte real nula. No ponto de Hopf, uma variedade
central de dimens@o dois estd bem definida e é invariante pelo fluxo de (2.1) podendo
ser continuada com uma classe de diferenciabilidade suficientemente grande para valores
dos parametros tomados suficientemente préximos. De fato, é conveniente definir uma
série de Taylor infinita da variedade central, bem como de sua continuagao, com duas
destas variedades tendo contato com uma arbitraria e suficientemente grande classe de

diferenciabilidade.

Um ponto de Hopf é chamado transversal se os autovalores complexos que dependem
do parametro interceptam o eixo imaginario com derivadas nao nulas. Em uma vizin-
hanca de um ponto de Hopf transversal - ponto H1 - com [; # 0 a dinamica do sistema
(2.1), reduzido a uma familia parametro dependente de variedades centrais, é orbitalmente

topologicamente equivalente a seguinte forma normal complexa

/

w = (4 iw)w + Liww|?,

w € C, v, w e l; sao fungoes a valores reais possuindo derivadas de ordens arbitrariamente
grandes, as quais sao continuacoes de 0, wy e o primeiro coeficiente de Lyapunov no ponto
H1. Veja [4]. Quando i3 < 0 (I; > 0) uma familia de 6rbitas periddicas estaveis (instéveis)
podem ser encontradas nesta familia de variedades, reduzindo a um ponto de equilibrio

em HI.

Um ponto de Hopf de codimensao 2 é um ponto de Hopf onde [; se anula. Este é
chamado transversal se v = 0 e [; = 0 tém interseccao transversal, onde v = y(§) é a
parte real do autovalor critico. Em uma vizinhanca de um ponto de Hopf transversal de
codimensao 2 - ponto H2 - com [y # 0 a dinamica do sistema (2.1), reduz-se a uma familia
parametro dependente de variedades centrais e é orbitalmente topologicamente equivalente

a

w = (v + iw)w + nwlw|? + lw|w|?,
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onde v e n podem ser entendidos como parametros. Veja [4]. O diagrama de bifurcagao

para [y # 0 pode ser encontrado em [4], p. 313, e em [15].

Os proximos teoremas nos mostram como verificar a condicao de transversalidade para

a bifurcacao de Hopf genérica e a bifurcagao de Hopf degenerada.

Teorema 2.3.2 (Condicao de transversalidade para a bif. de Hopf genérica)

Considere o sistema (2.1), cuja matriz Jacobiana A(§) possui um par de autovalores pu-

ramente imagindrios para § =0, A2 = v(&) £ iw(€), v(0) =0, w(0) = wy > 0. Entdo,
7'(0) = Re {p, A'(0)q),

onde p,q € C" satisfazem

A(0)g = iwoq, AT(0)p = —iwep, (p.q) =1.

Além disso,

dA
G

Demonstracao 2.3.2 Derivando ambos os membros da equagao

com relacao a &, obtemos

A()a(§) + A(§)d (&) = N(§)a(§) + A(&)d (&)
Aplicando, agora, o produto escalar por p em ambos os membros, temos
(p, Alq+ Ad) = (pNg+ )
= (0, Aq) +(p. Ad) = (p.Nq) + (p, )
= (0. A9 +(ATp,d) = N{p,g) +Xp,q).
Para £ =0, A"p = —iwyp, portanto
(P, A'(0)q) +iwo (p,¢') = (7(0) +iw'(0)) (p, q) + iwo (p,¢)
= (p, A(0)q) = (¥(0) +iw'(0)) (p, q)

e, finalmente, como (p,q) = 1,

(p, A'(0)g) = ~'(0) +iw'(0).
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Teorema 2.3.3 (Condicao de transversalidade para a bif. de Hopf degenerada)
Considere o sistema (2.1), tal que as condi¢oes para a bifurca¢ao de Hopf degenerada, de-
scritas no Teorema 2.2.2, sejam satisfeitas. Assim, temos que a aplicagao & — (y(€),11(€))
é reqular ao longo de l; = 0 se, e somente se, Vv e Vi sao linearmente independentes ao
longo desta mesma curva, ou seja, as superficies v =0 e l; = 0 se interceptam transver-

salmente. [ |

Teorema 2.3.4 (Bifurca¢ao Hopf de codimensao 1) Qualquer sistema

Ccli_f = f(x,§), v € R", £ € R™, (2.53)

com f suave, tendo para todo ||£|| suficientemente pequeno, o equilibrio v = 0 com autova-

lores criticos
A12(8) = 7(§) iw()

onde v(0) = 0, w(0) = wy > 0, e o0s demais autovalores com partes reais diferentes de

zero, satisfazendo as sequintes condicoes
(1) 1:(0) # 0 (condigao de nao degenerescéncia),
(2) v1(0) # 0 (condigdo de transversalidade),

por introducao de uma varidvel complexa, aplicada a transformacoes de coordenadas suaves
e inversivels que dependem suavemente dos parametros, e realizando uma mudanca suave
dos parametros e do tempo, o sistema pode ser reduzido a sequinte forma complexa sobre

a continuacao da variedade central
= (x+1i)z+szlz)* + O(z]Y),

com s = sinal 1,(0) = sinal Re ¢;(0).

Sob as hipdteses do teorema acima, o sistema possui uma bifurcagao de Hopf de codi-

mensao 1.

Teorema 2.3.5 (Bifurca¢ao Hopf de codimensdo 2) Suponha o sistema

2—? = f(z,§), v € R", £ € R™, (2.54)
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com f suave, tendo para todo ||| suficientemente pequeno, o equilibrio x = 0 com autova-

lores criticos

A2(€) = 7(§) £iw(§),

onde v(0) = 0, w(0) = wy > 0, e os demais autovalores com partes reais diferentes de

zero, satisfazendo as sequintes condigoes
(1) 1,(0) = 0, onde (&) € o primeiro coeficiente de Lyapunov;
(2) 15(0) # 0, onde [5(§) € o seqgundo coeficiente de Lyapunov;
(3) a funcio & — (y(€),11(£))" € reqular em & = 0.

Entao, por introducdo de uma varidvel complexa, aplicada a transformacoes de coordenadas
suaves e inversiveis que dependem suavemente dos parametros, e realizando wma mudanc¢a
suave dos parametros e do tempo, o sistema pode ser reduzido a sequinte forma complexa

sobre a continuacao da variedade central
2= (x+1i)z+ Cz|z|* + sz]z)* + O(|2|%),
com s = sinal l3(0) = sinal Re c5(0).

Sob as hipdteses do teorema acima, o sistema possui uma bifurcacao de Hopf de codi-

mensao 2.



Capitulo 3

Analise do sistema tipo Lorenz (1.2)

Neste capitulo, o objetivo é estudar a estabilidade dos equilibrios e as condi¢oes para as
quais o sistema tipo Lorenz (1.2) apresenta bifurcagoes de Hopf.

O sistema de interesse ¢ aquele apresentado na Introducao, o qual tem a seguinte forma

T =a(y —x),
y=dr+cy—zxz, (3.1)
z = —bz + xy,

onde (x,y,z) € R3 sao as varidveis de estado e (a,b,c,d) € R? sdo parametros reais.
Alternativamente, podemos escrever o sistema acima na forma vetorial X = F(X,¢), onde

F(X7£) = (a(y—x),dx—i—cy—xz,—bz—i—xy), X = (l’,y,Z) GR?) eg: (a7b7cad) ER4'

3.1 Pontos de equilibrio e estabilidade

Claramente um ponto de equilibrio do sistema (3.1) é a origem, para todos os valores dos

parametros, além de

Qi(£+/b(c+d), £\/blc+d),c+d).

Estes dois dltimos equilibrios s6 existem quando a # 0, b # 0 e b(c + d) > 0. Note que se
d = —c, a origem é o unico ponto de equilibrio.

Da linearizagao do sistema (3.1) em O(0,0,0), temos

—a a 0
A=DFO)=| d ¢ 0 |, (32)
0 0 —b

46
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cujo polindmio caracteristico é dado por
p(\) = det(A — M)
PN = (—a— N)(=b—N(c—\) — (=b— N ad &
p(N) = [\ + (a = o)A —a(c + d)](=b = N),

onde [ representa a matriz identidade 3 x 3. Os autovalores da matriz Jacobiana acima

sao dados por

A = —b,
Yo = 5[ ~(a—c) + v/l —F +dalc + d)]
A3 = %[—(a—c) — \/(a—c)2+4a(c+d)].

Quanto a estabilidade da origem O(0,0,0), temos os casos a seguir. Consideremos
A = (a — ¢)* + 4a(c + d). Notamos em todos os casos, que se b < 0 temos o autovalor real
A1 >0, e se b > 0 temos o autovalor real A\; < 0.

I - Consideremos a > 0 e a # c.

a) Para c+d > 0 temos os autovalores reais Ay > 0 e A\3 < 0. Quando A; > 0, a origem

¢ uma sela 1 — 2 e quando A\; < 0 o equilibrio é uma sela 2 — 1.

b) Parac+d < 0,a < ce A > 0 temos dois autovalores reais positivos As > 0 e A3 > 0.

Quando \; > 0, a origem ¢é um repulsor e quando A\; < 0, a origem é uma sela 1 — 2.

c) Parac+d < 0,a > ceA > 0 temos dois autovalores reais negativos Ay < 0 e A3 < 0.

Quando A\; > 0, a origem é uma sela 2 — 1 e quando A\; < 0, a origem é um atrator.

d) Parac+d < 0,a > ce A < 0 temos dois autovalores complexos conjugados com
partes reais negativas, ou seja, Ay = @ + Wy € A3 = a — Wy, com a < 0 e wy > 0.

Quando A; > 0, a origem ¢ uma sela 2 — 1 e quando A\; < 0, a origem ¢ um atrator.

e) Parac+d < 0,a <ceA <0 temos dois autovalores complexos conjugados com
partes reais positivas, ou seja, Ay = @ + iwg € A3 = a — wy, com a > 0 e wy > 0.

Quando A\; > 0, a origem é um repulsor e quando A\; < 0, a origem é uma sela 1 — 2.

IT — Consideremos a >0e¢ea =c.

a) Para ¢ +d > 0, temos A > 0 e dois autovalores reais A\ > 0 e A3 < 0. Quando

A1 > 0, a origem ¢ uma sela 1 — 2 e quando A\; < 0, a origem é uma sela 2 — 1.
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Para ¢ +d < 0, temos A < 0 e dois autovalores complexos conjugados com partes
reais nulas, ou seja, Ao = 1wy € A3 = —iwp, com wy > 0. Este caso sera estudado com

maiores detalhes a seguir, uma vez que teremos os pontos de Hopf.

Para d = 0, temos dois autovalores reais das formas Ay = 2a e \3 = —2a. Quando

A1 > 0, a origem ¢ uma sela 1 — 2 e quando A\; < 0, a origem é uma sela 2 — 1.

IIT — Consideremos a < 0 e a # c.

Parac+d > 0,a > ce A > 0 temos dois autovalores reais negativos Ay < 0 e A3 < 0.

Quando A; > 0, a origem é uma sela 2 — 1 e quando A\; < 0, a origem é um atrator.

Para c+d > 0, a > c e A < 0 temos dois autovalores complexos conjugados com
partes reais nao nulas, ou seja, Ao = o+ wp € A3 = a — iwy, com a < 0 e wy > 0.

Quando A; > 0, a origem ¢ uma sela 2 — 1 e quando A\; < 0, a origem é um atrator.

Parac+d >0, a < ce A > 0 temos dois autovalores reais positivos Ay > 0 e A3 > 0.

Quando A\; > 0, a origem ¢ um repulsor e quando A\; < 0, a origem é uma sela 1 — 2.

Parac+d <0, a < ce A > 0 temos dois autovalores reais Ay > 0 e A3 < 0. Quando

A1 > 0, a origem ¢ uma sela 1 — 2 e quando A\; < 0, a origem é uma sela 2 — 1.

Para c+d > 0, a < c e A < 0 temos dois autovalores complexos conjugados com
partes reais nao nulas, ou seja, Ao = o+ wy € A3 = a — iwy, com « > 0 e wy > 0.

Quando A\; > 0, a origem ¢é um repulsor e quando A\; < 0, a origem é uma sela 1 — 2.

Para c+d > 0, a > c e A < 0 temos dois autovalores complexos conjugados com
partes reais nao nulas, ou seja, Ao = @ + iwy € A3 = @ — iwp, com a < 0 e wy > 0.

Quando A; > 0, a origem é uma sela 2 — 1 e quando); < 0, a origem é um atrator.

IV — Consideremos a < 0 e a = c.

Para ¢ +d > 0 temos A < 0 e dois autovalores complexos conjugados com partes
reais nulas, ou seja, Ay = iwy € A\3 = —iwpy, com wy > 0. Este caso também sera

estudado com maiores detalhes a seguir, uma vez que teremos os pontos de Hopf.

Para ¢+ d < 0 temos A > 0 e dois autovalores reais, ou seja, Ay > 0 e A3 < 0.
Quando A\; > 0, a origem é uma sela 1 — 2 e quando \; < 0, a origem é uma sela

2-1
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Para o estudo da estabilidade dos pontos )+ faremos uso do seguinte resultado, con-
hecido como critério de Routh—-Hurwitz. Uma prova desse resultado pode ser encontrada
em Pontryagin [11], p. 58.

Lema 3.1.1 (Routh—Hurwitz) Seja p(A) = X3 + asA? + a1\ + ag. As raizes de p(\) tém
partes reais negativas se, e somente se, as > 0,a; > 0,a9 > 0 e asa; > agp.

Observacgao 3.1.1 Vale observar que o sistema (3.1) é simétrico com rela¢ao ao eiro z
e, portanto, para estudarmos a estabilidade de ()_ basta estudarmos a estabilidade de Q) .

De fato, definamos a sequinte funcao, que nada mais € do que uma reflexao em torno do

eizo z em R3,
R(z,y,2) = (=, —y, 2).
Agora, observemos que
F(R(r,y,2)) = (-aly — x), —(dv + cy — x2), —bz + 2y) = R(F(z,y,2)),
para todo (z,y,z) € R3 e para todo (a,b,c,d) € R*.

Da linearizagao do sistema (3.1) em

Q+(\/b(c+d), Vblc+d),c+d)

temos
—a a 0
A=DF(Q4) = —c c —/b(d+¢c) |
Vo(d+c) /b(d+c) —b

de polinémio caracteristico
p(A) = (—a—XA)(=b—X)(c—A) —ab(d+c)+bld+c)(—a— ) +ac(—b—))
= (—ac—cA+ar+ A ) (=b—A) +ac(=b— A+ b(c+d))(—2a — \)
= (—ac—ch+ar+ A?)(=b— A) + (=3abc — acA — bd\ — beA — 2abd)
= XN —(a+b—c)\* —bla+ d))\ — 2ab(c + d).
Do Lema 3.1.1 esendo ag =a+b—c¢>0,a; =ab+bd >0 e ay=2ab(c+d) >0, e

exigindo que ¢+ d > 0, temos

(a+b—c)(ab+ bd) > 2ab(c + d) a® + ad + ab + bd — ac — cd > 2ac + 2ad
ad + bd — c¢d — 2ad > 2ac — a* — ab + ac

d(—a+b—c)>a(—a—0b+3c)

T ¢ 0

dla—b+c) <ala+b—3c),
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ou seja,
J< a(a+b—3c)‘
a—b+c
Disto e de ¢ + d > 0, podemos escrever
h—
—c<d< M
a—b+c

Sendo assim, na situacao acima, os equilibrios )+ sao localmente assintoticamente estaveis.

Quando
a(a+b—3c)

d
- a—b+c

os equilibrios @)+ sao instaveis. Quando

ala+b—3c)
d= 2" 9%
a—b+c

9

a andlise linear nada pode dizer. De fato, o sistema (3.1) pode possuir bifurca¢oes de Hopf

em tais equilibrios.

3.2 Bifurcagoes de Hopf no sistema (1.2)

3.2.1 Bifurcagao de Hopf de codimensao 1 em O(0,0,0)

O polinémio caracteristico da matriz Jacobiana do sistema (3.1) no equilibrio O(0,0,0),

como vimos, pode ser escrito sob a forma
p(A) = [N+ (a — )X — a(c+ d)](=b — N), (3.3)
cujas raizes, também chamadas autovalores da matriz dada em (3.2), s@o

N = % [~(a—0)+ la—of +dale + )] (3.5)

Para a condicao de bifurcagao de Hopf, os autovalores Ay3 deverao ser complexos
conjugados com partes reais nulas. Facamos, portanto,c=ae0 <a < —dou —d < a < 0.

Logo, o conjunto de bifurcacao sera determinado por S = 57 U .S,, onde

S; ={(a,b,c,d) eR*:a=c,0<a< —d,d<0,b#0}

Sy ={(a,b,c,d) eR*:a=c,—d < a<0,d>0,b#0}.
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Definindo
Dy = {(a,b,d) €R*:0 < a < —d,d<0,b#0}

Dy ={(a,b,d) € R*: —d < a < 0,d>0,b# 0},

podemos agora observar que o nosso conjunto de bifurcacao de Hopf tem a forma a = ¢
com (a,b,d) € Dy U Ds.

Para valores de parametros que nao estao em S os autovalores tém partes reais nao
nulas e isso nos permite determinar o comportamento do ponto de equilibrio O(0,0,0),
uma vez que, nestes casos, tal equilibrio é hiperbdlico.

Precisamente nessas regioes, tanto para a < ¢, a = c e a > ¢, o sinal de \; depende do

sinal do parametro b, Ay > 0 e A3 < 0. Entao, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.2.1 Para valores dos parametros que nao estao em S, os autovalores As € A3

tém partes reais nao nulas, entao o equilibrio O(0,0,0) é hiperbdlico.

Para estudar o comportamento do equilibrio na regiao de bifurcacao .S, precisamos deter-
minar o primeiro e o segundo coeficientes de Lyapunov. E o que passaremos a fazer.
Considerando apenas a regiao S7, pois Sy é sua simétrica, e fazendo d = —ma, com

m > 1, a matriz Jacobiana do sistema (3.1) em O(0,0,0), fica dada por

—a a O
A= —am a 0 , (36)
0 0 —b

que tem autovalores complexos conjugados \g3 = +iwy, onde wy = av/m — 1, além do

autovalor real Ay = —b. A inversa da matriz acima tem a forma
b —b 0
A= L |y, b 0
~ ba(m —1) me-

0 0 —a(m-1)

3.2.2 Os autovetores e as fungoes multilineares simétricas

O autovetor complexo ¢ = (q1, g2, g3) da matriz Jacobiana A associado ao autovalor com-

plexo Ay = 1wy é dado por
1
q = —(a — iwgy,am,0).
am
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De fato, considere a matriz Jacobiana dada em (3.6) e a equagao Ag = A\2q. Escrevendo

—a a 0 ¢ 0
—am a 0 G | =wo| ¢ |, (3.7)
0 0 —=b q3 q3

obtemos as seguintes equagoes

—aqr +aga = Wwoq
—amqi +aqy = iwoqe (3.8)
—bgs = iwogs

das quais resulta o autovetor ¢ = (q1, ¢2, ¢3) acima. Seu complexo conjugado tem a forma

1

g = —/(a + iwy,am,0).
am
Considere agora o autovalor A3 = —iwy ¢ AT a matriz transposta de A, satisfazendo
0 Alp = —i P lh | b
a equacao p = —iwwgp. Por um processo semelhante ao anterior, obtemos o autovetor

complexo
= —(—twg —a,a,0
p a( 0 )
e seu conjugado
D= a(i&)g —a,a,0).

A normalizagdo do autovetor p com respeito ao autovetor g, é feita utilizando—se a
equacao pN = up, onde pN é o vetor p normalizado e u é o fator de normalizacao, dado
por

1 am

“= (pN, q) -  —2ima + 2ia + 2wy’

resultando em

oN = (— m(a+iw0). ’ am .
2a(m — 1) + 2iwy” 2a(m — 1) + 2iwy

e o seu complexo conjugado

aN = (- m(a—iwo)' , am__ 0
2a(m — 1) + 2iwy” 2a(m — 1) + 2iwy

que verifica o produto interno (pN,q) = 1. Por comodidade, voltaremos a utilizar o
simbolo p, mas agora para representar o autovetor normalizado pN.
Consideremos, novamente, o sistema
a' = aly — ),
Yy =dr+cy—xz, (3.9)
2= —bz + xy,
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o qual escrito da forma X' = AX + F(X), com X = (z,y,2) € R3, resulta em

T —a a O T 0
y | = d ¢ 0 y |+ —zz |, (3.10)
z 0 0 —b z Ty
onde
—a a O
A= d ¢ 0
0 0 -b

¢ a matriz relativa a parte linear e

0
FX)=| —zz

ry
a fungao relativa a parte nao linear de (3.10).

Lema 3.2.1 As func¢oes multilineares B(x,y), C(z,y,z), D(x,y,z,u) e E(z,y, z,u,v),

onde z, y, z, u, e v € R3 para o sistema dado em (3.9) sio da forma

0
B (xay) = —2$1y3 )
27192
C(x,y,z) =0,

D (x,y,z,u) =0,

E(z,y,z,u,v) =0.

Demonstragao 3.2.1 Temos

9*Fi(n,0)

Ci(z,y,2) = —
i OO O

Tiypz, 1=1,2,3;

n=0
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4
Di(z,y,z,u) = Z a@Fn,)

Yk Um, = 1,2,3;

Gk lm 100N ON 0N, o
(2, y, 2, u,0) = TiYp 2 UmUy, @ = 1,2, 3.
’ L OO On Oy, | O
7.k, lm,p=1 n=0
Para o cdlculo de Bs(z,y), consideramos F5(X) = —xz e calculamos

(9F2 aFQ aP12

- = 4 _:07 - = 7T,

Ox y 0z

PPFy 0 PPFy 0 PPFy,

ox2 7 Ox0y  0x0z

O?F: O F. O*F.

2 =0, 2 =0, 2 =0,
0yox dy 0y0z
PFy, OPF, 0 P’F,
0z0r  0z0y 022
Portanto,

By(z,y) = 0xiy1 + 01y — 21y3 + 0zoyy + Oxoyse + 0xoys — x3y1 + 0x3ys + O0x3y3

= —hnyYs — I31-
Para o cdlculo de By (z,y), consideramos F;(X) = 0. Temos, entao que
Bl(xa y) = 0.

Para o cédlculo de Bs(z,y), consideramos F3(X) = zy e procedendo analogamente como

em B, obtemos

Bs(xz,y) = 0z1y1 + x1y2 + 0x1ys + 22y1 + 022ye + 0xays + 0z3y1 + 023y + 023y3

= T1Y2 + ToY1.

Agora escrevemos

0
B(z,y) = —Z1Y3 — T3Y1
T1Y2 + Taln
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Como

0*F, 0*F,

g =X =

0x0z  0z20x 193 syt
e

0*Fy 0*F;

O 8y 8y or 1Y2 2Y1,
temos,

0
B(z,y)=| —2my;
221y

Observe que o sistema dado em (3.9) ndo possui termos de terceira, quarta e quinta ordens.
Desta forma,
C(z,y,z) =0,
D (z,y,z,u) =0,

E(z,y,z,u,v) =0

e isto conclul o resultado.

Dos resultados do ultimo lema, podemos escrever

0
B(I,ZE) - —21'1333 )

2.T1;U2

C(z,z,x) =0,
D(z,z,x,z) =0,

E(z,z,z,x,2) =0.

Portanto,
F(X) = 3 B(r.2) + 50(x,2.2) + 5-Dla,x,2,7) + - B )+ Ola)°
= 5B(@,2) + :Clz,2,2) + 5, D(z,2,2,2) + 5o Bz, 2, 2,2, x|])°.
. 1 . 1 .
Da fungao B(z,z), de ¢ = —(a — iwy,am,0) e de § = —(a + iwp, am, 0), obtemos
am m
0
Bla.)=—| 0
Q7q - am
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e
0
Blaa)=-| 0
q4,q) = m
2
Como hy; = A™'B(q, q) e hayy = (2iwel — A)"'B(q, q), obtemos
2 2a — 2fiw0 = 2ta — 2(.4)0
hi1=10,0,—— ) ,hoyp = (0,0 h 0,0 .
H ( o bm)’ 20 ( ’ ’abm—{—?z’awom)’ 20( ’ ’iabm+2aw0m)
Portanto,
a — 1wy
B(g, h 3.11
. Bla, b)) bm(a(m — 1) + iwp) (3.11)
e
_ a’ +wd
(p, B(q, hao)) : (3.12)

“am(a(m — 1) + dwo) (b + 2iwg)”
Finalmente podemos calcular o primeiro coeficiente de Lyapunov em O(0,0,0), cuja

expressao é

onde g9 ¢ dado em (2.46).
Notemos que a fungao C(q,q,q) é nula para qualquer autovetor ¢, uma vez que o

sistema em estudo, nao possui termos de terceira ordem ou superiores. Portanto, temos

2(4a + b)wy — a (8(m — 1)a? — 2ba + b*(m — 3)) w2 — 3a®v*(m — 1)
abm (a?(m — 1)2 + w3) (b + 4wd) '

L =

Como wy = ay/m — 1, o primeiro coeficiente de Lyapunov adquire a forma
2a —b
(4(m — D)a? +b*)m

Se 2a < b, temos Iy (a,b,m) < 0, e se 2a > b, temos [1(a, b, m) > 0. Em ambos os casos,

ll (aa b> m) =

(3.13)

a condicao de nao—degenerescéncia é satisfeita, ou seja, Iy # 0.
Para verificarmos a condigao de transversalidade, observamos que a parte real dos

autovalores criticos é dada por

Yabye,d) = ==,
2
conforme (3.4). Portanto,
oy 1
o 2.
Jc 2 7

Concluimos que para os pontos de codimensao 1, as condi¢oes de nao—degenerescéncia

e transversalidade sdo satisfeitas.
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Teorema 3.2.2 Considere o sistema dado em (3.1) e seja S = S1 U Sy, onde

S ={(a,b,c,d) eR*:a=c,0<a< —d,d<0,b#0}

Sy ={(a,b,c,d) €R*:a=c,—d < a<0,d>0,b#0}.

O ponto de equilibrio O(0,0,0) restrito a S é um atrator fraco se 2a < b, poisly <0 e um
repulsor fraco se 2a > b, pois Iy > 0. Além disso, se ¢ < a, com a < 0, suficientemente
prozimo de a surge uma orbita periodica repulsora. Se ¢ > a, com a > 0, suficientemente

proximo de a, surge uma orbita periodica atratora em torno de O.

Para afirmagoes sobre o comportamento do sistema, quando b = 2a, devemos encontrar

o segundo coeficiente de Lyapunov.

3.2.3 Bifurcagao de Hopf de codimensao 2 em O(0,0,0)

O primeiro coeficiente de Lyapunov relativo ao equilibrio O(0,0,0) se anula quando b =
2a. Para estudar a estabilidade da origem quando os parametros estao sobre esse plano,
determinaremos o segundo coeficiente de Lyapunov. Da definicao de Iy dada (2.52) e
observando que o sistema em estudo, dado em (3.1), s6 possui termos até segunda ordem,
as funcoes C, D e F sao nulas. Entao, precisamos obter somente a fungao B, que ¢é dada
por
0
B(z,z) = | —2z33 |,
2712
como vimos anteriormente.

O vetor complexo hg; pode ser determinado resolvendo o sistema nao singular dado

em (2.47), onde

0
B(Qv h’20) = ! -2 (0,2 + W2) )
a’?m?(b + 2iwy) 0
0
0
1 .
B(q, hn) = abi? da — 4iwy



o8

(S

[ _ila— iwg)?(—3iab + wob + dawy)  i(a — iwg)(—3iab + web + 4awy)
g2l = a?bm?(a(m — 1) +iw) (b + 2iwy)”  abm(a(m — 1) + iwg) (b + 2iwy)’

entao temos
h?l = ((bla ¢27 ¢3)7
onde

B 2(a — iwp)?(a(b + 4iwg) — tbwp)
—abm?2(b + 2iwg) ((m — 1)a® — 3i(m — 1)wpa® + 3wia — iwd)’

$1

2(a — iwp)*(a(b + 4iwg) — ibwp)
a2bm?(b + 2iwg) ((m — 1)a® — 3i(m — 1)wpa® + 3wia — iwd)

¢2 =

e a terceira componente ¢3 € nula, e o seu complexo conjugado
h21 = (d)l? ¢27 ¢3)

onde

5, = 2(a + iwg)*(a(b — diwg) + ibwg
BT abm? (b — 2iwg) ((m — 1)a? + 3i(m — Dwoa? + 3wla + iwd)’

5y = 2(a + iwp)®(a(b — diwg) + ibwg)
27 @2bm2(b — 2iwo) (m — 1)a® + 3i(m — 1wea? + 3wia + iwd)’

e ¢3, evidentemente, nula.
Necessitamos também dos vetores complexos

B 6i(a — iwp)? 6i(a — iwp)?(a + 3iwp)
s = (am2(2w0 —ib) (a®(m — 1) — 9w3) " a?m?(2wy — ib) (a?(m — 1) — 9wd)’ ) ’

hs1 = (¢4, @5, ), onde as duas primeiras coordenadas ¢4, ¢5 sdo nulas e

b5 ==,
Ko
sendo que
k1 = 6(a — iwp) (K11 + K12 + K13 + K14),
onde

m(a — iwp) (b + 2iwp)a?

i —a*(m—1)
m(b + 2iwy) (ia + wy)(—iab — web + dawy)a?
b((m —1)a® — 3i(m — 1)wpa? + 3wia — iwd)’

R11 =

R12 =



99

m(ia + wo)(—3iab + web + 4awp)a
ab(m — 1) + ibwyg ’
i(a + iw) (b + 2iwo)(a + Jiwp) (ia + wy)
9wi — a?(m — 1)

R13 =

R14 = —

Ky = a*m?(b + 2iwy)?.

O vetor complexo hey = (¢7, ds, 9), onde as duas primeiras coordenadas ¢, g sao

nulas e
K3

by = —,

R4

sendo que
k3 = 4(K31 + K32 + Kag + Kaa + Kas),

onde
b(a + iwp)(a(b + 4iwy) — ibwy)(a — iwp)?
b+ 2iwp) ((m — 1)a® — 3i(m — 1)woa® + 3wia — iwd)’
a?bm(a(b + 4iwg) — ibwy)(a — iwy)?
(b+ 2iwg) ((m — 1)a® — 3i(m — 1)wpa® + 3wia — iw3)’
b(a + iwg)?(a(b — 4iwg) + ibwy)(a — iwp)
b — 2iwy) ((m — 1)a® + 3i(m — 1)wpa® + 3wia + iwd)’
2a’m (2(4a + b)wis — a (8(m — 1)a® — 2ba + b*(m — 3)) wg — 3a®b*(m — 1))
(a?(m — 1)+ wi) (b? + 4wp) ’
a*bm(a + iwp)?(a(b — 4iwg) + tbwy)
(b — 2iwp) ((m — 1)a® + 3i(m — 1)wpa® + 3wia + iwy)

'i31=(

R32 =

"133:(

K34 =

K35 =
Ky = a®b®m?.

Para determinarmos o nimero real (p, Hss), fazemos o produto interno do autovetor
normalizado p com cada uma das componentes de Hzs, somando apenas as partes reais

desses resultados. Observe que desta forma, (p, Hz) é um nimero real. Sendo assim,

temos
(9. 6By, hay)) = 2.
B
onde
B = 12(2bw§ + 2a?b(5m — 1wl + a (—(m — 1)b* — 8w3) wi—

2a*b (2m? — 10m + 5) wg — a® ((3m? + 8m — 3) b* + 8(4m + 1)w§) wi—
2a% (2m? — 5m + 3) w} + a®(m — 1) ((6m — 3)b* + 8(5m — 1)wi) wi+
a’(m—1)? (b* + 8wjd))
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e
Br = m2(b%+4w3)((m — 1)*a® + (3m? — 5m + 2)%w2ab + 6(m3 — 2m + 1)wia*+
(m + 2)%wla? + W),
(03B (Far, hao)) = 2
By
onde
By = —6(a*+w}) (b(m —1)%a — 4 (2m? — 3m + 1) wia® + b (5m* — 8m + 3) wia*
4(m + 2)wia® + b(2m + 3)wja® — dwia + bwf)
e
By = abm?(b? + 4wd)((m — 1)*a® + (3m? — 5m + 2)2w2a?6 + 6(m> — 2m + 1)wia*+
(m + 2)%wsa? + w§),
. &
(p, 3B (hao, hso)) = —57
DBe
onde
e
Bs = am? (b2 + 4w§) ((m —1)3a* + (—9m2 + 19m — 10) wia?® - 9w§) ,
Br
<p7 3B(q7 h22)> = 5
s
onde
Br = 12(a®*(m —1) — wd)((m — 1)3m(3b* + 8w3)a't

b(m — 1)2((m? — 1)b? + 2(4m? + m — 4)w})al®+

4(m —1)2wE((8m? — 3m — 1)b% + 2m(9m — 4)wd)a®—

b(m — 1D)w2((6m>® — 2m2 — Tm + 5)b% + 4(10m?3 + 3m? — 14m + 8)w?)a®+
(m — Dwg(®*(13m> — 16m? + 10m + 16) — 24(m — 2)mw3)a’+

bwi((3m* — 6m3 + 3m? — 16m + 10)b? + 2(—25m3 + 30m? — 62m + 24)w?)a’—
2w8((—=3m3 4+ 10m? — 6m + 12)b + 4m(5m + 4)w?)a’+
bwg(b2(4m —m? —4m + 10) — 4(m? + 14m — 8)w?)a*—

wS((3m? — 5m + 16)b? + 8mw3)a® + bw (b?(m? + 2m + 5) — 2(m — 4)w)a®—

40?wila + b3wi0)
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Bs = a*b3m3(a®(m —1)% +w0?)2(b? + 4wd)((m — 1)%a8 + 3(3m? — 4m + 1)wia*+
3(2m + Dwja? + wf),

(0. 2B(. har)) = 2>,
Bio
onde
By = 6(a®+wd)(—(m —1)>m(3b* — 12w2b* — 32wg)al®—

4b(m — 1)4wg((2m? — 5m — 4)b% + 4(2m? — m — 4)wi)a?—

(m — 1)3wd((28m? — 81m? + 70m — 20)b* — 4(22m>—

3Tm? — 4m + 16)wb? — 32(5m3 — 13m? + 9Im — 2)wid)all+

2b(m — 1)3w((2m3 + 3m? + m — 6)b* + 2(6m> + 40m? — 25m—
52)wab? + 8(2m? — 6m? + 25m — 40)wg)a'® — (m — 1)%wi((33m*—
431m3 + 772m? — 489m + 132)b* — 4(3m* — 51m3 — 240m? + 37Tm—
80)wab? + 32(31m3 — 10m? — 2m — 26)wg)a’ + 2b(m — 1)%wi((33m3+
10m? — 60m + 30)b* — 2(7Tm? + 192m? + 238m — 168)wib*+
8(—109m3 + 172m? — 286m + 108)wg)a® + (m — 1)w§((43m*—

748m3 + 1414m? — 1220m + 328)b* — 4(257m* + 558m3—

1878m? + 1184m — 160)wb? — 32(141m3 — 260m? + 14m + 84)wi)a™—
4b(m — Dw§((27m3 — 21m? — 61m + 30)b* + (399m3 + 76m?—

558m + 232)wab? + 4(—9m3 + 368m? — 546m + 112)wg)a’+
w§((189m* — 286m3 — 1207m? + 1381m — 392)b* — 4(23m* — 552m3+
1789m? — 1375m + 160)wb? + 32(131m3 — 229m? — 45m + 116)wg)a®+
20w08((13m3 — 56m?2 — 80m + 60)b* + 2(—213m3 + 194m? — 327m+
148)w2b? — 8(27m3 — 242m? + 315m — 28)wi)a* + wi®((57m3—

119m? + 498m — 228)b* + 4(21m? + 237m? + 588m — 80)wib?+
32(36m? — 11m + 74)w)a® + 2bwi® ((6m? + m+

30)b* + 18(—=3m? + m + 4)w3b? — 8(3m? + 29m + 24)wg)a®+
wg?(13(3m — 4)b* + 4(75m — 16)wib? + 576wi)a + 12bw? (b — 16w))

€

Bio = a®bm?(a*(m —1)* + wi)?(b* + 4w})*((m — 1)3a® + 3(m — 1)*(3m — 4)wia’—
15(5m? — Tm + 2)wga® — (53m + 28)wha® — 9w§).

Portanto, neste caso, escrevemos

(p,Hz2) = (p,6B(h11,ha1)) + (p,3B(ha1, hao)) + (p, B(hao, hao)) + (p, 3B(gq, haz)).
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1
Como gs2 = (p, Hsa), ls = TR@[Q:),Q], wo = av/m — 1 e b = 2a, sendo a real nao nulo
Wo

e m real maior que 1, temos que

1

- 4ad(m — 1)m3

I (3.14)

Para os pontos de codimensao 2, temos que ly em (3.14) é nao nulo, o que garante
a nao—degenerescéncia. Como o denominador de [; dado em(3.13) é positivo, conside-
remos apenas seu numerador e escrevemos, l; = l1(a,b,¢,d) = 2a — b, cujo gradiente é
Vi = (—=2,1,0,0). Além disso, VH(a,b,c,d) = (1,0,—1,0). Claramente VI; e VH sao

linearmente independentes, satisfazendo a condicao de transversalidade.

Teorema 3.2.3 Sejam m € R,m > 1 e ly restrito ao plano 2a =b. Sea > 0, onde a € R,
temos ly > 0 e o equilibrio O(0,0,0) € um repulsor. Se a < 0, temos ly < 0, e o equilibrio

0(0,0,0) é um atrator.

3.3 Bifurcacoes de Hopf no sistema de Lii

Nesta secao estudaremos as bifurcacoes de Hopf de codimensao 1 e de codimensao 2 nos
equilibrios Q)+ para o sistema de Lii, ou seja, tomando o parametro d = 0 no sistema (1.2).

Assim, nosso sistema de interesse é dado por

T = Cl(y - Z’),
j=cy—az, (3.15)
z=—bz+ xy,

onde (z,y, z) € R3 sdo as variaveis de estado e (a, b, c) € R? sdo parametros reais.

3.3.1 Estabilidade dos equilibrios ()1 para o sistema de Lii

Para o estudo da bifurcacao de Hopf em (Q, basta realizar a andlise para um ou outro
equilibrio, uma vez que eles sao simétricos em relacao ao eixo z. Analisemos, portanto,

para o equilibrio ). Fazendo a translacao para a origem, segundo a transformacao

Ty =T — Zo,

Y1 =Y — Yo,

21 = 2 — %o,
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onde (9, 5o, 20) = (Vbe, Vbe, ), com b # 0 e ¢ # 0. Sendo assim, temos

x=x1+\/@
y =y + Vb,

zZ =2z +cC.

Destes dois ultimos sistemas, derivamos o primeiro e o sistema dado em (3.1), para d = 0,

escrito da forma
¥ =aly —x),
y =cy—xz,
2= —bz + wxy,

e apods as devidas substituigoes, podemos escrever este, em novas coordenadas, como segue

7 = a(y — 11),
Yy, = c(yr + Vbe) — (z1 + Vbe) (21 + ¢), (3.16)
2 = —b(21 + ¢) + (21 + Vbe) (y1 + Ve).

A linearizacao de (3.16) em (), que agora estd na origem, nos da a seguinte matriz Jaco-

biana

—a a 0
A=DF@Q:)=| - ¢ —vbc |, (3.17)
Ve Vbe b

cujo polinomio caracteristico pode ser escrito como
p(A\) = N+ (a+b— c)\* + ab) + 2abe.
Pelo critério de Routh—Hurwitz, de acordo com o Lema 3.1.1, segue a seguinte proposicao.

Proposicao 3.3.1 Defina
b
Ce = a;— : (3.18)

a) Sea =0, entio Q, € equilibrio bastante degenerado, pois a matriz Jacobiana (3.17)

possuird pelo menos 2 raizes nulas. Para tanto, consideremos abaixo os casos em

que a # 0;
b) Considere b >0 e c > 0. Temos as sequintes situagoes:

b.1) Sea <0, entao o equilibrio Q. € instdvel;
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b.2) Sea>0¢e0<c<c., entio Q € assintoticamente estavel. Se a > 0 e ¢ > ¢, entdo
Q. € instavel;

c) Considere b < 0 e ¢ < 0. Neste caso, Q4 € sempre instdvel, para a # 0.

3.3.2 Bifurcacoes de Hopf de codimensao 1 em () para o sistema

de Li

Definamos a superficie de Hopf
S={(a,b,c) ER*:ab>0,c=c,= (a+1b)/3} (3.19)

Podemos reescrever a matriz Jacobiana acima da seguinte maneira

b—3c 3¢c—b 0
A= —¢ c —V/be (3-20)
Vbe  Vbe  —b

de polinomio caracteristico
p(A) = (2c+ \) (b* = 3cb — N?) | (3.21)

de raizes \y = —2c e Ag3 = +i\/b(—b+ 3¢), onde wy = /b(—b + 3c),wy € R,wy > 0.

A inversa da matriz (3.20) tem a forma

0 1 1
2¢  2Vbe
Al = ! L ! 3.22
| 3¢-0b 2c 2v/be (3.22)
c 1
(b—3c)vVbe Vb
Considere o autovetor complexo
q=(q1,92,93) (3.23)
e o autovalor \y = iwy. De
Agq = Agq
esCrevemos
—a a 0 T T
—¢ ¢ —Vbe @ | =iw | ¢ |- (3.24)

Voe Vbe  —b e e
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Assim

~ [(b—=c)wy —ib(b—3c) c(2ib— wp)
= ( Vbe(2ic +wy)  Vbe(2ic + wy) 1)

e seu complexo conjugado

_ [(b=c)wo +ib(b—3c) c(—2ib— wp)
= ( Vo —2ic+w) \/b_c(—2ic—i-wo)7l) |

Tomemos agora A a matriz transposta de A. O autovetor complexo p = (py1, pa, p3) €

o autovalor A3 = —iwy, satisfazendo
ATP = Asp

pode ser encontrado um processo semelhante ao usado em (3.24). Assim,

_ <62 — 3cb —dwpb +icwy b — iwg 1)
P b—3ovhe | Ve
e o seu complexo conjugado tem a forma
_ (b2 — 3cb + dwgb —idcwy b+ iwg 1)
P b—3cvbe | Ve )

Neste caso, o fator de normalizagao de p com respeito a ¢, é dado por

" — r ¢ (2ic+ wo)
T (pg) 200+ ¢) (—ib+ 2ic + wp)

que utilizando a equacao pN = up, obtemos

pN = (pNi,pNa, pN3) (3.25)
onde
¢ (2¢ —iwp) (1(b — ¢)wo — b(b — 3¢))
pNy = . )
2(b — 3¢)Vbe(b + ¢) (b — 2¢ + iwp)
N, = ¢ (ib + wy) (2ic + wyp)

2vVbelb + o) (b — 2¢ + iwp)
¢ (iwg — 2¢)
2(b+¢) (b—2c+iwg)

Assim, pN é o vetor normalizado com respeito ao vetor ¢, os quais verificam o produto

pN3 =

interno (pN, q) = 1. Novamente aqui, voltaremos a utilizar p para representar o vetor pN.

Lembrando que
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e C, D e FE sao nulas, determinamos

2((b— c)wy —ib(b—3c)) 2(2ib— wp) ((b — ¢)wy — ib(b — 3¢))
B(Qa Q) = 07 - . ’ R 2
Vbe (2ic 4 wp) b (2ic + wo)
e
B 4b(b — 3¢c)e — 2(b — c)w? —4(b — 3c)b?* — 2(b — ¢)w?
Bl (0 L2 f 030 20— 1)
Vbe (42 + wl) b (4c? + wj)
Sendo hy; = A71B(q, ), calculamos
&1
hin=1| & |,
&3
onde
¢ = (b — c)’wd — 40*(b — 3c)c €, = (b — c)*wg — 40*(b — 3c)c
TR ) 2T PR AE )
e
£ = 2(b — c)wd — 4b(b — 3c)c
°T be (4% + W) '
Agora
B(q, hi1) = (p1, p2, p3),
onde py =0e

4(b — 3c)cb?® — (b — ¢)*wd (2ic + wo) — ((b — c)wy — ib(b — 3¢)) (2(b — c)wd — 4b(b — 3¢)c)
(bc)3/2 (2ic + wp) (4c? + W3)

P2 =

(b —2c)wy — ib(b — 5¢)) ((b — ¢)?wi — 4b*(b — 3¢)c)
b2c? (2ic + wy) (4¢? + wi) '

pP3 =

O produto interno tem a forma

<—2p,B<q, hn)) = 01/92, (326)
onde
01 = 3(b—c)’wi —2i(b—2c)(b—c)(3b— c)wi — b(b+c) (3> — 12¢b + 5c?) wi+
16ib%(b — 3¢) (b — 2¢)cwp + 8b3(b — 5¢) (b — 3c)c
(§]

0y = b*c(b+ ¢) (2¢ — iwp) (b — 2¢ + iwp) (2¢ + iwp) -
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Calculando o vetor hyy = (2iwgl — A)"'B(q,q), sendo I a matriz identidade 3 x 3,

temos
€a
h20 = 65 )
&6
onde
€ = (b—3c) (b(b—3c) + i(b — c)wp) (2wE — i(b — 5c)wy + 4bc)
Vbe (2¢ — iwg)? (¢ + iwg) (b2 — 3cb + 4w?) ’
¢, = (b — 3¢ — 2iwy) (b(b — 3¢) +i(b — c)wp) (2w — i(b — 5c)wy + 4be)
° Vbe (2¢ — iwp)? (¢ + iwp) (b2 — 3cb + 4wd) ’
e

2 (b(b — 3¢) + i(b — c)wp) (—2iwd — 2(2b + c)w? — ib(3b — 5c)wy + 2b(b — 3¢)c)
b (2c — iwg)” (¢ + iwp) (b2 — 3cb 4 4w?) '

€6 =

O produto interno tem a forma

(p, B(, hao)) = 03/04, (3.27)

onde

05 = (b(b—3c)+i(b— c)wp) (—4i(b— c)wf — 2(5b — 2¢) (b + c)wg — ib (176 — 64cb + 7¢*) wi
—2b(b — 2¢) (5b% + 3¢%) wg — ib?(b — 3c) (Tb* — 6¢b + 43c?) wo + 8b3(b — 5¢) (b — 3¢)c)

e
0, = 2b°(b+ ¢) (b — 2¢ + dwy) (b° — 3cb + dwy) (4¢” + diwoc® + wic + iw).
Como
g21 = <p7 C(q: q, Q)> —2 <p7 B(Qv h11)> + <p> B(Qa h20>>
e
1
L = Q—MORG[Qm],

segue de (3.26) e (3.27) e do fato de C ser identicamente nula, para wy = /—b(b — 3¢),
que

~3b(b—3¢)*(b—2¢)(2b—¢)
h= (b—4c)?c(b+c) (b> — 3cb — 2) (3:28)
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No entanto, no nosso caso em estudo a = 3¢ — b, ou seja, ¢ = (a + b)/3. Portanto, de

(3.28), temos

243a*(a — 5b)(2a — b)b
(4a + b)? (a* + 16ba® + 60b%a? + 49b3a + 4b*)

li(a,b,c.) = (3.29)

Definamos as seguintes regioes

S1 ={(a,b,c) €R*:b/2 < a<5b,b>0,c=(a+0b)/3},

Sy ={(a,b,c) €ER*:a < 5b,b<0,c=(a+b)/3},

Ss = {(a,b,c) eER*:b/2<a<0,b<0,c=(a+b)/3},

Sy ={(a,b,c) ER*:5b < a,b>0,c=(a+0b)/3},

Ss = {(a,b,c) eR*:0<a<b/2,b>0,c=(a+b)/3},

Se = {(a,b,c) ER*:5b < a<b/2,b<0,c=(a+b)/3},

Teorema 3.3.1 Considere a familia a trés parametros de equagoes diferenciais (3.15),
ou seja o sistema de Li. O primeiro coeficiente de Lyapunov associado ao equilibrio Q.

¢ dado por

243a*(a — 5b)(2a — b)b
(4a +b)? (a* + 16ba® + 60b%a? + 49b3a + 4b*)
Se a # 5b e 2a # b, entao o sistema (3.15) tem um ponto de Hopf transversal em Q. para

(a,b,c) € S.

li(a,b,c.) = (3.30)

Mais precisamente, se (a,b,c) € S U---USq, entdo o sistema (3.15) tem um ponto
de Hopf de codimensao 1 em Q.. Se (a,b,c) € S US;USs, I3 <0, entdo Q4 € um foco
atrator fraco (sobre a superficie central) e para cada ¢ > c., mas prézimo de c., existe um
ciclo limite estdvel prozimo do ponto de equilibrio instdvel (sobre a superficie central) Q.
Se (a,b,c) € S4US5USg, I <0, entao Q1 € um foco repulsor fraco (sobre a superficie
central) e para cada 0 < ¢ < ¢., mas prozimo de c., existe um ciclo limite instdvel prozimo

do ponto de equilibrio estdvel (sobre a superficie central) Q.

Prova. Basta—nos calcular a condicao de transversalidade, pois os calculos de [; foram

exibidos acima. Observe que ¢ = b/2 e ¢ = 2b em (3.28), equivalem a a = b/2 e a a = 5b,
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respectivamente, na expressao dada em (3.30) e o termo quadratico da primeira expressao
nao aparece explicito na segunda. Por tltimo, veja que se a # 5b e 2a # b, a condicao de
nao—degenerescéncia é satisfeita, ou seja, I3 # 0.

Sejam agora, a matriz Jacobiana dada em (3.17) e os autovetores ¢ e pN dados em

(3.23) e (3.25), respectivamente. Temos que

0 0 0
1 1 o VBb

0A
- 24/b(a+b) (331)

D= —
0c le=(a+b)/3

V/3b V/3b
24/b(a+b)  24/b(a+b)

e o produto interno

9ab
N,Dq) = 3.32
(N, D) 2 (4a® + 5ab + b?) (3.32)
que é nao nulo, pois ab > 0, satisfazendo a condicao de transversalidade.
|

3.3.3 Bifurcacoes de Hopf de codimensao 2 em () para o sistema

de Li

Faremos agora o estudo do segundo coeficiente de Lyapunov, onde o primeiro coeficiente

se anula. Para isto definimos os seguintes conjuntos

C1={(a,b,c) €R*:a=>5b,b+#0,c=(a+b)/3}.

e
Co ={(a,b,c) €R*:a=b/2,b#0,c= (a+1b)/3}.
Primeiramente, determinaremos [y sobre o conjunto C;. Temos os vetores
65 + 37iv/5 30i — 3v/5
B(Q7 h20) = 07 - . ) . )
7V2 (13 +2iv/5) b 7v/5b + 28ib
5(22i +V5) 45 (=3i +/5)
2B(q,h11) = [ 0, — ,— i+V5 3.33
(@) ( TV2 (4 +V5) b 14 (4i+v5) b (3:33)
e

_(30v2(8i+5v5) 6v2(5i+11v5) 30i + 66v/5
P\ 107+ VB b 49(i+vB)b TTib—7v/Eb )’



que permitem calcular

har = (1,92, 03),

onde
5 (1361632313i + 293270129v/5)

7T T 50582 (—286805i + 3034729v/5) b2’

_ 20202089 + 19955162v/5
727 T 1029v2 (256790 + 30869v/5) b2

_ 3150872645i — 7926917893\/5
4116 (—7730225i + 1373962+/5) b?

¥3

e o seu complexo conjugado

~ [ =440+ 457iv/5 —1327 + 41iv/5 —1139 + 823iv/5
U 2058v202 T 205822 T 41162

Necessitamos também dos vetores complexos

B 3 (1235 + 647V/5) 3 (—1588i + 47+/5) 3 (376i + 937V/5)
U\ a2 (—2122i + 341V5) 02 22 (2122 — 341V/5) b2 4 (—2122i + 341/5) 52 )

ha1 = (¢4, 5, ¥6) ,

onde
\/_w + 114869268760i/5
Pa = 37661403 ’
\/_w — 318134547146/
Y5 =~ 376614b°
(&
868127 + 233237i\/5
¥6 = 37661453 ’
além de

VB2 — 17iv/5b  19iv/5b + 2007 2 (13b - 5@'\/5\/17_2)

hog = : , 7
“ 19\/202 19/20? 4902
B (_ 3695 3695 1865 )
- 9604v/20% 9604203 720363 )

e do niimero complexo

6iv/5v/ b2

921 = 72

70
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Ainda sob as condic¢oes dadas no inicio desta secao, temos também

Hsy = (8077908, 909)

onde
15,/ 922 — 40216/
L 240107 :
\/ — SSSGTS0LI80795 | 371 626430945250i1/5
Y8 =~ 369081720°
e
60023855 — 7835509iv/5
¥o = 1054519263 ’
além do ntimero complexo
o H) = 26069440 -+ 2907937i/5
932 = APy H32) = 12302724b3
Finalmente, temos
1629340
L = — ey
2ley T 12w Relgs] = goorommim

Para enunciarmos o teorema a respeito do segundo coeficiente de Lyapunov, necessi-

tamos definir os seguintes conjuntos
Ci1 = {(a,b,c) €R*:a="5bb>0,c= (a+b)/3},

Ci2 = {(a,b,c) €R® : a =5b,b < 0,c = (a+b)/3}.

Observemos que C; = Cy1 U Cqa.

Teorema 3.3.2 Considere a familia a trés parametros de equagoes diferenciais (3.15),
ou seja, o sistema de Li. O sequndo coeficiente de Lyapunov associado ao equilibrio Q4

ao longo de C; é dado por
1629340

e 922704301

Se (a,b,c) € Cy, entdo o sistema (3.15) tem um ponto de Hopf transversal de codi-

(3.34)

2

mensao 2 em Q1. Mais precisamente, o sequndo coeficiente de Lyapunov € positivo sobre

C11 e negativo sobre Cia.

Prova. Para os pontos de Hopf de codimensao 2, a condicao de nao—degenerescéncia é
satisfeita, pois [, restrito a reta C; é nao nulo, como visto acima. Para a condicao de

transversalidade, conforme o Teorema 2.3.2, o produto interno dado em (3.32) é igual a
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5/28. Isto satisfaz a condi¢ao de transversalidade, uma vez que tal produto interno nao

se anula.
|
Na figura 3.1 esbogamos as regioes S;,t =1,...,6.
N
Ss E
S1

Sa |

Iy
1

Se
Ss

Figura 3.1: Regioces S;,i=1,...,6.

A partir do Teorema 3.3.2 construimos os diagramas de bifurcacao para o sistema

(3.15), onde P; e P3 sdo dois pontos tipicos sobre a reta C;, como na Figura 3.1. Veja

Figuras 3.2 e 3.3.

6 | 6

Figura 3.2: Diagrama de bifurcagao préximo a superficie & em P;.




AC

P

Figura 3.3: Diagrama de bifurcagao préximo a superficie S em Ps.
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Teorema 3.3.3 Considere a familia a trés parametros de equagoes diferenciais (3.15),

ou seja, o sistema de Li. O sequndo coeficiente de Lyapunov associado ao equilibrio )

ao longo de Cy € nulo, ou seja,

Prova. Para a prova, temos os vetores

—3+ 6iv/2 3i
B(q7 h20) = (Oa ) 5

(—4i ++/2) b V/2b+ 2ib

5v2 18i
b '\2b+2ib ]’

QB((L hll) = (07

o 3i 1243iV2 3iV2
9214 = b ) \/ib + lea b )

que permitem calcular

[ —4537+42036iv2 2183+ 1016iv2  —3154i + 1513v/2
L\ 6(—1460 +95v2) b2 6 (1120 + 17v2) b2 6 (44i + 2411/2) 12 )

e 0 seu complexo conjugado

g (Mi-37V2 32 423V2 5472
e 1202 122 e )

(3.35)
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Necessitamos também dos vetores complexos

:< 3(13i+8v2)  3(61+31iv2) 9 )

2 (16 + 13iv/2) 1’ 2 (—16i + 13/2) 12 20

. <\/ 17647 — 940iv/2 \/—47537 + 54704iv/2 118 + 112'\/5)
31 — 5 5 5

e iz 303
além de
S N
20 — \/§b27 2b2 ) b )
[ 216727i +3378506v2  216727i +3378596v2 20
. (6757192 + 216727iv/2) 18" (6757192 + 216727i/2) 13 3b° |

e do nimero complexo
3iv2Vb2
R

9n =~ —

Ainda sob as condic¢oes dadas no inicio desta se¢ao, temos também

3v/-1271 - 518iv2 VS 11327iVE 169 4 6712

Hao —
32 203 363 ’ 6b3

1
g32 = <P> H32> = ﬁ

Finalmente, temos

1

LI =
2le, 12w

R6[932] = 0.

Isto conclui a prova.

Observagao 3.3.1 Pelos Teoremas 3.3.1 e 3.3.3 sabemos que ao longo do conjunto Cy 0

primeiro e sequndo coeficientes de Lyapunov se anulam, ou seja,

Destas informacades, podemos concluir que, para valores de parametros sobre Cy, 0s equilibrios

Q+ correspondentes serdo centros nao lineares, conforme ilustra a Figura 3.4.
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Figura 3.4: Retrato de fase do sistema (3.15) préximo do ponto Q.

3.4 Bifurcagoes de Hopf no sistema de Lorenz (1.1)

Nesta secao estudaremos as bifurcacoes de Hopf que surgem no sistema classico de Lorenz
(1.1), obtido de (1.2) fazendo ¢ = —1. Para fins de manutencao da simbologia classica do
sistema de Lorenz, faremos 0 = a e r = d e ¢ = —1 no sistema (1.2), obtendo assim o
sistema de Lorenz (1.1), onde os parametros o, r, b sdo nimeros reais positivos.

Além do equilibrio na origem, para todos os valores dos parametros, temos os equilibrios

Q+ = (j:\/b(r —1),£/b(r —1),7 — 1), que s existem para r > 1. Pode—se mostrar que
quando

(a+b+3>
l<r<o

c—b-1

os equilibrios )+ sao localmente assintoticamente estaveis e que quando

r e c+b+3
oc—b—-1

os equilibrios ()4 sao instaveis. Esta mudanca na estabilidade local dos equilibrios Q)+ é

uma pista para a existéncia de oscilagoes no sistema. De fato, temos o seguinte teorema.

Teorema 3.4.1 Em

b+3
r=r.=o ogrhEs ; (3.36)
c—b—-1

onde 0 > b+ 1 eb > 0, o sistema de Lorenz (1.1) apresenta bifurcagoes de Hopf de

codimensao 1 relativa aos equilibrios Q.
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Mais precisamente, o sinal do primeiro coeficiente de Lyapunov, restrito a superficie
de Hopf r =r. € positivo, para todos os valores o > b+ 1 e b > 0. Portanto, para valores
de parametros sobre a superficie de Hopf os equilibrios Q1 sdo repulsores fracos (para a
restri¢ao do sistema (1.1) a variedade central) e para 1 < r < 1., mas suficientemente

proximo de r., existem orbitas periodicas repulsoras proximas dos equilibrios atratores Q).

Prova. Aqui daremos somente os passos principais para a prova do teorema. Para maiores

detalhes, ver Anexo E. Abaixo listamos wy e os autovetores g e pN

V2bo(o +1)

w0 = V=b+o—-1
q= 0,J+iw0,w0(w0_z<a+1)> ,
b(r.—1)

pr = (pr17pr27pr3)7

onde
Nb. — B(re —2) — iwo
P = (—2i0? + dwoo — 2i0 + 2iws + wp) + B (=02 + (re — 2iwg — 2) 0 + W)’
Nb, — (u)o - Zﬂ) (ujo - ZU)
P2 wo (—2i02 + dwgo — 2i0 + 2iwt + wo) + B (—0% + (re — 2iwy — 2) 0 + W3)’
Dby = B(re—1) (0 +iwp)

wo (—2i0? + dwoo — 2i0 + 2iwd + wo) + B (=02 + (re — 2iwy — 2) 0 + wi)
De posse dos autovetores ¢ e pN e das funcoes multilineares simétricas, como nos
casos anteriores, podemos calcular os vetores complexos h;; e destes calcular o primeiro

coeficiente de Lyapunov, o qual resulta em

U

ll (ba g, Tc) - 19_7 (337)
2

onde

91(b, 0, 7e) = B(B — o + 1)02( — 90" +2(98 — 10)0® — 2 (1082 + B + 5) 0
L3+ 1)((B-T)B+ 2o + (3+1)*(5+3))

Da(bo,me) = (B+0+1) ((B+1)° =0 =38+ 1)0” + (67 +1) 0) ((ﬁ +1)°
—0® = (98 +1)o* + ((B—6)8 + 1)0).



ol B 7 I o | B re I

31 21 ||0.01375| 8 | 6 || 136 | 0.00046
4121 36 [0.004541{ 9 | 7 | 171 | 0.00032
51 3| 55 | 0.00208 | 10 || 8 | 210 || 0.00023
64| 78 |[0.00114 | 11 | 9 | 253 || 0.00017
715 | 105 | 0.00070 || 12 || 10 | 300 | 0.00013

Tabela 3.1: Sinal do primeiro coeficiente de Lyapunov para o sistema de Lorenz.

O primeiro coeficiente de Lyapunov [; tem sinal fixo e positivo na regiao ¢ > b+ 1
e b > 0, como querfamos provar. A Tabela (3.1) acima, tem o objetivo de confirmar,

numericamente, o sinal fixo positivo do primeiro coeficiente de Lyapunov [, para o sistema

cléssico de Lorenz (1.1).




Capitulo 4

Simulacoes numéricas

Neste capitulo, faremos diversas simulagoes numéricas em torno dos equilibrios O(0, 0, 0)

e Qi (£+/b(c+d), £+/b(c+d),c+d), do sistema apresentado em (3.1). Essas simulagdes
tém como objetivo destacar a estabilidade dos equilibrios e apresentar as érbitas periddicas
bifurcantes, confirmando assim, a ocorréncia das bifurcagoes de Hopf para um dado con-
junto de parametros, combinado com uma determinada escolha de condigoes iniciais. As

simulagoes que seguem foram feitas utilizando o software MATHEMATICA 6 [17].

4.1 O equilibrio O(0,0,0)

O sistema em estudo tem motivacao no sistema proposto por E.N. Lorenz, em 1963. O
acréscimo de um parametro neste sistema, nos da o objeto do nosso trabalho, que é um
sistema tipo Lorenz, conforme discutido na Introducao.

O Teorema 3.2.2 combinado com o Teorema 3.2.3, nos garante que o sistema (3.1),
sofre bifurcagoes de Hopf, cujo hiperplano de bifurcacao é dado por ¢ = a, com a formagao
de érbitas periddicas atratoras em torno do equilibrio O(0,0,0) quando 2a < b e a < ¢,
com a > 0. Para ilustrar estas orbitas, tomamos fixos os parametros a = 2, b = 5 e
d = —2.1 e variamos o parametro ¢ com relacao ao parametro a. Tomando a condicao
inicial igual a (z,y, z) = (7.2, —0.5,14) e o tempo de integracao [0,165], com o parametro
¢ = 1.9, o equilibrio O(0,0,0) é atrator e, quando ¢ = 2, o equilibrio é um atrator fraco,
que estao ilustrados no plano zy pelas Figuras 4.1 e 4.2, respectivamente.

Com os mesmos valores para os parametros a, b e d para a drbita externa ao ciclo
limite, e o tempo de integragao de [0,100], mas com condigao inicial (0.3,0.9,1) para a

orbita interna ao ciclo limite e ¢ = 2.1, o equilibrio passa a ser um repulsor e podemos
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Figura 4.1: Projecao no plano xy do retrato de fase do sistema (3.1) préximo da origem

que é um atrator.

Figura 4.2: Projecao no plano xy do retrato de fase do sistema (3.1) préximo da origem

que é um atrator fraco.

contemplar, em torno do equilibrio, a formacao da érbita periddica atratora, ilustrada pela
Figura 4.3 (a) e (b).

Ressaltamos que na regiao onde 2a < b e a > ¢, com a positivo, existe uma orbita
periédica repulsora em torno desse equilibrio. Casos semelhantes ocorrem quando a é
negativo, cabendo observar que as orbitas peridédicas atratora e repulsora se formarao em

lados opostos daquelas descritas anteriormente e, nao serao ilustradas aqui.
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Figura 4.3: Orbita periédica atratora em torno da origem do sistema (3.1).
4.2 Os equilibrios ()4

No estudo de @+, temos que a superficie de bifurcacao é S, com ¢ = (a +0)/3 e d = 0,
conforme (3.19) e que, as bifurcag¢oes de Hopf de codimensao 1 ocorrem apenas nas sub—
regioes S;,7 = 1,...,6. Esses equilibrios sao simétricos com relagao ao eixo z, conforme
(3.1.1) e assim, basta trabalhar apenas com Q). O que faremos agora é apresentar algumas

simulagoes, com o objetivo de ilustrar as bifurcacoes que estamos interessados.

4.2.1 A regiao §;

Para uma simulagdo numérica nesta regiao, fixamos a = 1.5, b = 1.5 e variamos o
parametro ¢. Consideremos ¢ = 0.99, a condicao inicial (z,y, z) = (0.3,0.9,4) e o tempo de
integragao [0,300]. Sob estas condigoes, o equilibrio ), é um atrator, ilustrado na Figura
4.4. Mantendo os parametros a, b, a condi¢ao inicial e o tempo de integracao e tomando
¢ =1, o equilibrio é um atrator fraco, ilustrado na Figura 4.5.

Considerando, ainda, os mesmos parametros a e b, a mesma condicao inicial, o tempo
de integracao [0,150] e ¢ = 1.01, o equilibrio torna-se um repulsor com a formagcao de uma

6rbita periddica atratora acima da regiao Sy, ilustrada na Figura 4.6.
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Figura 4.4: Projegao no plano zy do retrato de fase do sistema (3.1) préximo de @), que

é um atrator.

Figura 4.5: Projegao no plano zy do retrato de fase do sistema (3.1) préximo de @), que

é um atrator fraco.

Figura 4.6: Orbita periddica atratora préoxima do equilibrio Q. .

4.2.2 A regiao S,

Nesta regiao, fixamos a = —20, b = —4 e variamos o parametro c. Primeiramente fagamos

¢ = —8.1, a condigao inicial (x,y, z) = (7.5, —8.7, —8.5) e o tempo de integragao negativo [-
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40,-3]. Sob estas condigbes, o equilibrio (), é um atrator (sobre a continuagao da superficie

central), ilustrado na Figura 4.7.

10+

—10+

Figura 4.7: Projecao no plano xy do retrato de fase do sistema (3.1) préximo de Q4 que

é um atrator.

Mantendo os parametros a e b, fazendo ¢ = —8, a condigao inicial (z,y, z) = (6.1, —5.8,6)
e o tempo de integracao negativo de [-39,-2], o equilibrio passa a ser um atrator fraco (sobre

a superficie central), como mostra a Figura 4.8.

y
10

-10 -5 5 10

—10+

Figura 4.8: Projegao no plano zy do retrato de fase do sistema (3.1) préximo de @), que

é um atrator fraco.

Considerando, ainda, os mesmos parametros a e b, com ¢ = —7.9, a condi¢ao ini-
cial (z,y,z) = (2,1.56,—3.5) e o tempo de integragao [-12,0.] para a Orbita externa e
(z,y,2) = (9.3,9.3,—10.5) com o tempo de integracao para a drbita externa ao ciclo li-
mite, o equilibrio é um repulsor (sobre a continuac¢ao da superficie central) surgindo uma

6rbita periddica atratora acima da regiao S, como mostra a Figura 4.9.
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Figura 4.9: Orbita periddica atratora préxima do equilibrio repulsor @) .

4.2.3 A regiao S3

Para esta regiao, fixamos a = —2, b = —4.6 e continuamos variando variando o parametro
c. Tomamos, entao, c = —2.22; a condi¢ao inicial igual a (x,y, z) = (2,2, —2) e o tempo de
integragao negativo [-40.5,0.]. Desta forma, o equilibrio é um atrator (sobre a continuagao
da superficie central), como mostra a Figura 4.10. Tomando ¢ = —2.2, (z,y,2) = (2,2, —2)
e o tempo de integracao [-83,0.], o equilibrio passa a ser um atrator fraco (sobre a superficie

central), ilustrado pela Figura 4.11.

Figura 4.10: Projegao no plano zy do retrato de fase do sistema (3.1) préximo de @, que

é um atrator.

Agora fazendo ¢ = —2.19, a condigao inicial (z,y,2) = (2.11,2.11, —2) e o tempo de

integragao [-200,0.], o equilibrio passa a ser um repulsor e, portanto, hd a formagao da
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Figura 4.11: Projegao no plano zy do retrato de fase do sistema (3.1) préximo de Q4 que

é um atrator fraco.

orbita periddica atratora, acima da regiao Ss, que pode ser vista na Figura 4.12.

Figura 4.12: Orbita periédica atratora préxima do equilibrio repulsor @) .

4.2.4 A regiao S,

Nesta regiao, fixamos novamente a = 25, b = 3.2 e variamos c¢. Tomemos, primeiramente,
¢ = 9.41, condigao inicial (z,y,2) = (5,5,8) e o tempo de integracao [0,98]. Isto confirma
que o equilibrio é um repulsor, ilustrado na Figura 4.13. Nestas mesmas condigoes, mas
com ¢ = 9.4, o equilibrio passa a ser repulsor fraco. Veja a Figura 4.14.

Para este caso, a orbita periddica é repulsora e surge abaixo de ;. Para verificar isso,

tomamos a = 20, b = 0.45 e ¢ = 6.69, a condicao inicial (z,y,z) = (5,5,8) e o tempo
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Figura 4.13: Projegao no plano zy do retrato de fase do sistema (3.1) préximo de Q4 que

¢ um repulsor.

Figura 4.14: Projecao no plano xy do retrato de fase do sistema (3.1) préximo de @, que

¢ um repulsor fraco.

de integragao [50,178|, para a Orbita interna e (x,y, z) = (6.57,4.1,5.2) e [10,110] para a

orbita externa ao ciclo limite. Essa drbita pode ser vista na Figura 4.15.

Figura 4.15: Orbita periddica repulsora préxima ao equilibrio atrator em Q).



86

4.2.5 A regiao S;

Consideremos a = 3, b = 6.3 inicialmente fixos e ¢ = 3.13. Tomando a condicao inicial
(x,y,2) = (5,2,—3.5) e 0 tempo de integracao [0,68], o equilibrio é repulsor. Considerando
agora, ¢ = 3.1 para os mesmos valores dos parametros e a mesma condicao inicial, mas
com o tempo de integracao [1,146], o equilibrio é um repulsor fraco. Essas situag¢oes podem

ser contempladas nas figuras 4.16 e 4.17, respectivamente.

Figura 4.16: Projecao no plano xy do retrato de fase do sistema (3.1) préximo de @, que

¢ um repulsor.

Figura 4.17: Projegao no plano zy do retrato de fase do sistema (3.1) préximo de Q4 que

é um repulsor fraco.

Aqui, a érbita periddica é repulsora e surge abaixo da superficie S;. Para observar
essa Orbita, fizemos a = 3, b = 6.96, ¢ = 3.29, a condigao inicial (z,y,2) = (7.4,4.6,2.7)

e o tempo [1,98], para a érbita interna ao ciclo limite. Para a 6rbita externa a esse ciclo,
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Figura 4.18: Orbita periddica repulsora proxima do equilibrio atrator em @)

fizemos (z,y,z) = (7.2,3,2.6) e o tempo [1,51.5]. Sob estas condigdes, temos a drbita

periddica ilustrada na Figura 4.18.

4.2.6 A regiao S;

Nesta regiao, usamos os mesmos argumentos anteriores. Sejam, entao a = —1.5, b =
—1.5 e primeiramente fazemos ¢ = —0.99, a condicao inicial (x,y,z) = (—=1,0.4,1.5) e o
tempo negativo [-150,0.]. Para essas condigoes, o equilibrio é um repulsor. Se ¢ = —1, o

equilibrio passa a ser um repulsor fraco. Podemos ver tudo isso, nas figuras 4.19 e 4.20,

respectivamente.

2.0¢
15¢

1.0¢

-k -05

Figura 4.19: Projegao no plano zy do retrato de fase do sistema (3.1) préximo de @, que

é um repulsor.

Aqui também a o6rbita periddica é repulsora e surge abaixo da superficie Sg. Para
observar essa drbita, fizemos a e b como acima, ¢ = —1.01, a condigao inicial (x,y, z) =

(1.425,1.425, —2.42) e o tempo [-150,-1], para a drbita externa ao ciclo limite. Para a
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Figura 4.20: Projecao no plano zy do retrato de fase do sistema (3.1) préximo de @4 que

é um repulsor fraco.

érbita interna a esse ciclo, fizemos (z,y, z) = (1.35,1.35, —1.1) e um tempo [-500,0.]. Sob

estas condicoes, temos a orbita periddica ilustrada na Figura 4.21.

Figura 4.21: Orbita periédica repulsora préxima ao equilibrio atrator em Q..



Conclusoes

Neste trabalho estudamos analitica e numericamente o comportamento dinamico do sis-
tema tipo Lorenz (1.2), no espaco de parametros reais (a, b, ¢,d) € R*, utilizando o primeiro
e o segundo coeficientes de Lyapunov (I; e l3).

Como foi mostrado, o sistema possui o equilibrio O, para todos os valores dos parametros,
e, possivelmente, os equilibrios ()4, dependendo dos valores dos parametros.

Quando estudamos a estabilidade do primeiro equilibrio, constatamos a existéncia do
plano 2a = b, que intercepta o conjunto de Hopf S = S; U Ss, onde S é como no Teorema
(3.2.2) , para o qual o primeiro coeficiente de Lyapunov se torna nulo e, ocorre bifurcagao
de Hopf quando variamos o parametro c.

Quando /; nao se anula, significa que podemos determinar o comportamento equilibrio
na origem em todo o conjunto S, exceto ao longo daquele plano. Sobre este plano, neces-
sitamos determinar o segundo coeficiente de Lyapunov, como foi feito.

No estudo dos equilibrios @+ relativos ao sistema de Lii (3.15), constatamos também
que, ao longo da superficie de Hopf S, existem duas retas a = 5b e a = b/2, sobre as
quais o primeiro coeficiente de Lyapunov se anula. Além disso, ocorre bifurcacao de Hopf
de codimensao 1 apenas nas sub-regioes S;,7 = 1,...,6. Também neste caso, precisamos
determinar o segundo coeficiente de Lyapunov, restrito a cada uma daquelas retas, o
que também foi feito, objetivando conhecer o comportamento dos equilibrios @), quando
tomamos parametros sobre as tais retas. Vale lembrar que, /3 nao se anula ao longo da
reta a = bb, mas é nulo ao longo da reta a = b/2a.

Como proposta para trabalhos futuros podemos citar: estudar a estabilidade e as
bifurcagoes dos equilibrios Q)+ nao apenas para o sistema de Lii (3.15), mas para o sistema

tipo Lorenz (1.2); estudar as outras possiveis bifurcagoes locais no sistema de Lii (3.15).
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Anexo A

m Sistemade interesse - campo vetorial

Sistema tipo Lorenz

falx_, y_, z_1:=ax(y-x)
foI[X_, Y_, Z_]:=d*X+C%xy -X=*Z
fa[X_, Y, Z_]:=-b*zZ+XxX=xy

m Equilibrios

e=Sinplify[Solve[{fi1[X, V¥, 2] =0, fo[x, Yy, z] =0, f3[Xx, y, z]1 =0}, {X, y, z}1]

{{290, y -0, x-0}, {Z%C+d, y->-Vvb(c+d), x->-Vb (c+d) },
{Z%C+d, y>+b(c+d), x=>+vb (c+d) }}

Equlibrio origem (ep)

€ ={X, y, z} /. e[[1]]
{0, 0, 0}

Equlibrio Q_

ey ={x, y, z} /. e[[2]]

{—Vb c+d), -Vb (c+d) , c+d}
Equilibrio Q,

€ ={x, y, z} /. e[[3]]

{\/b c+d), Vb (c+d) , c+d}

m Partelinear do campo - matriz Jacobiana A

Df[{x_, y_, z_}1:
{Derivative[l,
Derivative[O,
{Derivative[l,
Derivative[O,
Derivati ve[O,

{
O1lf111[x%, vy, 21,
01[f11[X, vy, z], Derivative[O, O, 11[f.1[X, V¥, 21},
01[f21[X, vy, z], Derivative[O0, 1, O][f2][X, V¥, 2],
1110f21[%, ¥, 21}, {Derivative[l, O, O1[f3]1[X, vy, 2],
, O1[f31[X, vy, z], Derivative[0, O, 11[f3][X, ¥, Z1}}

P OO R O

Al{X_, y_, z_}1:=Df [{X, ¥y, z}]

Matriz Jacobiana A

AL{X, Yy, 2}]
{({-a, a, 0}, {d-2z, ¢, -x}, {y, X, -b}}



Mat ri xFor mA[{x, ¥, z}]]

-a a o0
d-z ¢ -x
y X -b

m Matriz Jacobianaaplicada na origem (eg)

A= Aleol
{{-a, a, 0}, {d, c, 0}, {0, 0, -b}}

Mat ri xFor m[A]

-a a 0
d ¢ o0
0 0 -b

m Polindmio caracteristico calculado na origem eq
pIA_]:=Det [A-AxxldentityMatrix[3]]
Sinplify[p[A]]

-(b+2) (ra(c+d-QA) + A (-C+A))
Polindmio

“(b+) (—a(c+d-A) + A (-C+A))

m Autovaloresseguidos respectivos autovetores
Si npl i fy[Ei gensystemA]]

H—b, %(—a+c—\/a2+2ac+cz+4ad ] % (—a+c+\/a2+2ac+c2+4ad )}

a+07\/a2+2ac+c2+4ad

a+c+\/a2+2ac+c2+4ad
{10, 0, 1}, {- Y .10, {- T

m Superficie de bifurcacéo
Superficie de bifurcacao
c=a
a
Parametro d, sendo m real e maior que 1
d=-mxa
-am

A
{{7a1 a, 0}1 {’am a, 0}, {0, O, 7b}}
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Mat ri xFor m[A]

-a a0
-am a 0
0 0 -b

m Autovetoresda matriz A - autovalores e respectivos autovetores

AV = Si npl i fy[Ei gensystemA], a>0&8&m> 1]

({-b, ~iavTem, avi-m}, {10, 0, 1), (=T g o}, (Z2ET g o}y

= Matriztranspostade A (AT)
AT = Tr anspose[A]
{{-a, -am 0}, {a, a, 0}, {0, 0, -b}}
Mat ri xFor m[AT]

-a -am 0
a a 0
0 O -b

m Autovaloresde AT - autovalores e respectivos autovetores

Si mpl i fy[Ei gensyst em[AT], a >0&&m> 1]

{{7b, —iav/-1+m, avlfm}, {{o, 0, 1}, {—1—‘\/—1+m, 1, o}, {—1+\/1—m, 1, o}}}

m Autovetorcomplexo q, satisfazendo Aq = iw0q

wOo=axV-1+m;

C ear [w0]

a -1 w0
- (s o

~ i w0
{a 1 W

am }

= Oconjugado do vetorg (gb)

gb = Conpl exExpand[Conj ugat e[q]]

1 1w0
e =0

m Autovetoradjunto p, satisfazendo ATp=- iw0p

p={—l—ﬂ, 1, 0}
a

{_1_ i w0

a,l,o}
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O conjugado do vetor p (pb)
pb = Conpl exExpand[Conj ugat e[p]]

1 w0

{71+ — 1 0}

s Comfirmando os vetoresq e p

wOo=axV-1+m;
Sinplify[A q- iw0q]
Cl ear [w0]

{0, 0, 0}

wo=a*V-1+m;
Si npl i fy[AT. pb - 4 w0 pb]
C ear [w0]

{0, 0, 0}

= Normalizacdo de p com respeito a q

Fator de normalizagéo u

wO=axV-1+m;
u=Sinmplify[rl/ (pb.q)]
Cl ear [w0]

im

2i+2V-1+m-21im

Reescrevendo u em termos de «0

u=(-iam /(2ai+2w0-2ami)

iam

2ia-2iam+2w0
Normalizando p (pN)

pN = Ful | Si npli fy[Conpl exExpand[u %=p]]
m(a + 1 w0) am 0
{ 2a (-1+m +2iw0 2a(-1+m +2iw0 }

Conjugado de pN (pNb)

pNb = Ful | Si npl i f y[Conpl exExpand[u *pb], me Real s & m> 1 & w0 € Real s & & w0 > 0]

{ m(a - i w0) am 0}
2a(-1+m +2iw0 2a(-1+m +2iw0’




Confirmando a normalizagéo

wl=axV-1+m;
Si nplify[pNb.q]
Cd ear [w0]

1

m Matrizinversade A (Al)
Al =Simplify[lnverse[A]]

1 1 m 1 "
Ha(71+m)' a-am 0}‘ {a<fl+m)’ a-am 0}’ {0’ 0. _BH

Mat ri xFor m[Al ]

1 1 0
a (-1+m a-am
m 1 0
a (-1+m) a-am
1
0 0 -5

m As funcdes multilinearesB,C,De E
Definicdo da funcao B(x1,x2,x3)

B [{x1_, x2_, x3_}, {yl1_, y2_, y3_3}1:={0, -x1y3-x3yl, x1y2+x2yl}
Mat ri xFor m[B; [{x1, x2, x3}, {y1l, y2, y3}1]

0
-x3yl-x1y3
x2yl+xly2

Definicdo da fun¢édo C(x1,x2,x3)

GI{x1_, x2_, x3_3}, {yl_, y2_, y3_}, {z1_, z2_, z3_3}]1:={0, O, 0}

Matri xForm[G [{x1, x2, x3}, {yl, y2, y3}, {z1, z2, z3}]]

0
0
0

Definigdo da funcado D(x1,x2,x3)

D[{x1_, x2_, x3_}, {y1_, y2_, y3_}, {z1_, z2_, z3_}, {ul_, u2_, u3_}]:={0, O, 0}
Matri xForm[D [{x1, x2, x3}, {yl, y2, y3}, {z1, z2, z3}, {ul, u2, u3}]]

0
0
0

Definicdo da funcéo E(x1,x2,x3)

Ei [{Xl_’ X2 ’ X3_}Y {yl_’ y2_’ yS_}V

{z1_, z2_, z3_}, {ul_, u2_, u3_}, {vl_, v2_, v3_}]1:={0, 0, 0}
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Mat ri xFor m[E [{x1, x2, x3}, {yl, y2, y3}, {z1, z2, z3}, {ul, u2, u3}, {vl, v2, v3}]]

0
0
0

m Determinando o nimero complexo G21
Os vetores complexos h1l, h20 e seu complexo conjugado h20b

h1l=Ful I Sinplify[Al .B [q, qb]]
2

0, 0, -—

{o.0 -}

h20 = Sinplify[Inverse[2iw0ldentityMatrix[3] -A].B [q, q]]

2a-21iw0
{0, ' abm+21‘1amw0\JL

h20b = Si npl i fy [Conpl exExpand[Conj ugat e[h20], me Real s & m> 1 && w0 € Real s & & w0 > 0]]
2ia-2w0
(o0, —2 "2

iabm+2amwd

s Componentesde G21

Cl=Sinplify[pNo.G [q, q, qb]]
0

P1 =Ful |l Sinplify[pNb.B; [gb, h20]]

a2 + wo?

am(a-am-1iw0) (b+21w0)
P2 =Sinplify[-2pNb.B [gq, h1l]]

-2a+21 w0

bm(a (-1 +m + 1 w0)

n G21

@1 =Ful | Sinmplify[Pl+P2+ClL]

i(a-1wl) (-3iab+4awd+bwd)

abm@ (-1+m +1iw0) (b+21wd)

m Ovetor complexo G21*g (usado para determinar o vetor h21)
R1g=Q&1=xq

{-(i@-1w0)? (-3iab+4awd+bwd))/(a®bnf (a (-1+m +iwd) (b+2iwd)),
-(i(a-iw0) (-3iab+4awd+bwld))/ (abm(a (-1+m +iwd) (b+2iwd)), O}



m O primeiro coeficientede Lyapunov (L1)
L1 =Ful I Sinplify[Refine[Conpl exExpand[Re[&R1]], me Real s && m> 1 && w0 € Real s && w0 > 0] ]

2a2bw0® +2bw0® ~a% (-1+m (3b?+8w0?) +awd® (~b? (-3 +m +8w0?)

abm(a2 (71+m)2+w02) (b2+4w02>

m Substituindo «0 na expressao de L1 acima

wOo=axV-1+m;
Simplify[Ll]
Cl ear [w0];

2a-b

(b2 +4a% (-1+m)m

m Expressdao final paralLl
2a-b

(b?+4a% (-1+m)m

m O segundo coeficientede Lyapunov (L2)

O vetor complexo h21 e o seu complexo conjugado h21b

kl:q [q, g, qb]
{0, 0, 0}
k2 = Ful | Si npl i fy[B [gb, h201]
2 (a2 + w0?
{o, ,(—>, 0}
aznt (b+21iw0)
k3 =Full Sinplify[2«Bi [q, h1l]]

4 (a-1w0)
{0' abn? 0}



h21 = {x, y, z} /.
Sinplify[Solve[{{(2wO0ldentityMatrix[3]-A)[[1]11[[1]], (4wOldentityMatrix[3]-A)[[1]1][[

2]1, (fwOldentityMatrix[3]-A)[[1]11[[31], q[[111},

{(wOldentityMatrix[3] -A)[[2]]1[[1]], (iwOldentityMatrix[3]-A)[[2]]1[[2]],
(fwOldentityMatrix[3]-A)[[211[[311, q[[2]1},

{(wOldentityMatrix[3] -A)[[3]]1[[1]], (iwOldentityMatrix[3]-A)[[3]1]1[[2]],
(iwOldentityMatrix[3]-A)[[311[[311, q[[311}, {PNb[[1]], pPNb[[2]], PNb[[3]], O}}.

(X, ¥, z, s} ={Sinplify[(kl+k2+k3-G1q)]1[[1]], Sinplify[(kl+k2+k3-@&1q)][[2]],

Sinplify[(kl+k2+k3-G&1q)1[[31], 0}, {x, ¥, z, s}]][[1]]

2 (a-1w0)2 (a (b+41iwl)-ibuwd)

{abm’- (b+2iw0) (a® (-1+m -3ia? (-1+m w0 +3awd®-iwd®)

2 (a-1iw0)® (a(b+41iwd)-ibwd)

. 0}

a?bn? (b+2iw0) (a® (-1+m -3ia? (-1+m w0 +3awd®-iwd®)
h21b = Si mpl i f y [Conpl exExpand[Conj ugat e[h21]]]

2 (a+1iw0)? (a (b-41w0) +ibuwd)

{abm? (b-2iw0) (a® (-1+m +3ia? (-1+m w0+3awd®+iwd®)

2 (a+iw0)® (a(b-41iwd) +ibwd)

. 0}

a?bn? (b-2iw0) (a® (-1+m +3ia? (-1+m w0 +3awd®+iwd®)
O vetor complexo h30

h30 = Ful I Sinplify[lnverse[34w0IdentityMatrix[3] -A]. (3 B [q, h20]1 +G [q, q, q])]
{- 0}

O vetor complexo h31

6 (a-1iwd)? 6 (a-1w0)? (a+31iw0)

ant (b+2iw0) (a2 (-1+m) —9w02>’ a?nt (b+2iw0) (a® (-1+m -9wd?)

h31 = Ful | Sinplify[
(Inverse[24 w0 ldentityMatrix[3] -A]). (3%Bi [q, h21] + B [gb, h30] +3 B [h20, h1l] +
3xG [q, gb, h20] +3 %G [q, g, h11]1 +D [q, g, g, gb] -3*621*h20)]

{o, 0,
1 9 (4a+b)m 18a% (b (-4+m +4a (-1+m) nf
(@a-iw0) [24iw0+a |-16 - - : _
3a3m (b+2iwd)? b b®b-2a(-1+m) (a (-1+m +iwd)
9 (4a®-b%)m 72100 4a(a(4+5m -3i (-4+m w0)
(b-2a(-1+m) (b+2iw0) b a2 (-1 +m) -9 402 '

36am(a-21iw0) (a (b+4iwd)-1ibwd)

J

b(a®(-1+m -3ia® (-1+m w0 +3awd®-iwd’)
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O vetor complexo h22

h22 = Ful | Sinmplify[

(-Inverse[Al]). (D [g, g, gb, gb] +4% G [q, gb, h1l] + G [gb, gb, h20] + G [q, g, h20b] +
2%B; [h11, h11l] +2%B; [q, h21b] +2 % B [qb, h21] + B; [h20b, h20] -4 xh1l1%L1)]

1
2 . 2 .
{0, 0, a3b3n?4<(a bm(a+iwd)? (-iab-4awd+bwo))/

((b-2iw0) (-ia® (-1+m +3a? (-1+m w0 -3iawd®+wd®)) +

(b (@a-iwd) (@a+iwd)® (-iab-4awd+bwd))/

((b-2iw0) (-ia® (-1+m +3a? (-1+m w0 -3iawd®+wd?)) +

(a®bm(a-iw0)® (iab-4awd+bwd))/

((b+2iw0) (ia® (-1+m +3a? (-1+m w0 +3iawd®+wd?)) +

(b (a-iw0)® (a+iwd) (iab-4awd+bwd))/

((b+2iw0) (ia® (-1+m +3a% (-1+m w0 +3iawd®+wd®)) +
(2a?m(2a?bw0®+2bw0* -a® (-1 +m (3b®+8w0?) +awd® (-b? (-3 +m) +8w0?))) /
((a® (-1+m?+w0?) (b%+400%)))}

m Caélculo do segundo coeficientede Lyapunov (L2)

Produto interno entre pNb e a parte real de cada componente de H32 (T;,1=1, 2, ..., 15)

T1 = Si mpl i fy[Conpl exExpand[Re [Ful | Si mpl i fy[pNb. (6 (B [h11, h21]))1111
(12 (-2a°b (3-5m+2n?) w0® -2a*b (5-10m+2n?) w0* +
2a?b (-1+5m) w0®+2bw0® +awd® (-b? (-1 +m -8w0?) +a’ (-1+m? (b? + 8 w0?) -
a®w0* (b? (-3+8m+3nf) +8 (L+4m w0?) +a° (-1+m w0® (b® (-3+6m +8 (-1+5m) woz)))/
(b2 nf (b7 +400%) (a® (-1+m*+a® (2-5m3n?)°w0” +6a’ (1-2ment) 0" +a? (2+m?w0® + w0®)|
T2 = Si npl i fy[Conpl exExpand[Re[Ful | Si npl i fy[pNb. (3 (B [h21b, h201))1111]
- (6 (a® +w0?) (a®b (-1+m?-4a® (1-3m+2nf) wd® +
a*b (3-8m+5nf) w0*-4a® (2+m w0* +a?b (3+2m) w04—4aw06+bw06))/
(abrr? (b? + 4 w0?) (a8 (-1+m*+a (275m+3m?)2w02+6a4 (1-2m+n?) w0* + a2 (2+m)2w06+w08))
T3 = Si npl i fy[Conpl exExpand[Re[Ful | Si npl i fy[pNb. (B [h20b, h301)1111

6 (a? (-1+m -w0?) (a2 +w0?)

ant (b2+400%) (a* (-1+m°+a? (-10+19m-9n?) w0® - 9 w0*)
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T4 = Si npl i fy[Conpl exExpand[Re [Ful | Si nplify[pNb. (3 (B [, h22]1))1111

(12 (a® (-1+m) - w0?) (-4ab®w0™ +b®w0™ +a' (-1+m*m(3b?+8w0?) +
a?bw0® (b? (5+2m+nf) -2 (-4 +m w0?) -a®w0® (b? (16 -5m+ 3 nf) + 8 Mwd?) +
a’ (-1+m w0* (b? (16 +10m-16nf +13n?) - 24 (-2 +m) msz) -
2a°w0® (b? (12-6m+10nf -31?) +4m(4+5m w0?) +4a° (-1 +m?wo?
(b? (-1-3m+8nf) +2m(-4+9m w0®) +a*bw0® (b? (10 -4m-nf +4n?) -4 (-8 + 14m+nf) w0?) -
al%b (71+m)2 (bz (71+n?) +2 (74+m+4m2) w02) +
a®bwo* (b? (10-16m+3nf -6 17 +3nf) +2 (24 -62m+ 30 nf - 25 n?) w0?) -
a®b (-1+m w0 (b? (5-7m-2nf+6n?) +4 (8 -14m+3nf + 10 17) sz)))/

(2263 nf (a2 (-1 +m 2+ w0?)” (b2 + 4.00°)
(a® (-1+m?+3a* (1-4m+3nf) w0*+3a% (1+2m w04+w06))

T5 = Si npl i fy [Conpl exExpand[Re[Si npli fy[pNb. (2 (B [gb, h31]))111]

(6 (a® +w0?) (-4ab (-1+m*w0® (b? (-4 -5m+2nf) +4 (-4 -m+2nf) w0d?) -
a®® (-1+m°m(3b* - 12b% w0® - 32w0*) +12b w0"? (b* - 16 w0*) +
aw0'? (13b* (-4 +3m) +4b? (-16 + 75m) w0? + 576 w0*) +
2a?b w0 (b* (30 +m+6nf) +18b? (4 + m-3nf) w0* -8 (24 + 29 m+ 3 nf) w0*) +
a®w0™ (b* (-228 +498m-119n? + 57 nf) + 4 b? (-80 + 588 m+ 237 n? + 21 ) wO? +
32 (74-11m+36nf) w0*) +2a%b (-1 +m?w0* (b* (30 - 60 m+ 10 nF + 33 n7) -
2b? (-168 + 238 m+ 192 nf + 7 n?) w0O? + 8 (108 - 286 m+ 172 nf - 109 n?) w0*) -
4a%b (-1 +m w0® (b* (30 -61m-21nf +27n?) + b? (232 - 558 m+ 76 nf + 399 n?) w0 +
4 (112 - 546 m+ 368 nf - 91?) w0*) +2a'%b (-1 +m° w0?
(b* (-6 +m+3nf +2nP) +2b? (-52 -25m+40nf + 6 n?) w0O® + 8 (-40 + 25 m-6nf + 2n?) w0*) -
a (-1+m?®w0® (b* (-20+70m-81nf +28n?) - 4b? (16 - 4m-37nf + 22 n?) w0? -
32 (-2+9m-13nf +5n?) w0*) +2a* b w0® (b* (60 -80m-56nf +13n7) +
2b? (148 - 327 m+ 194 nf - 213 17) w0? - 8 (-28 + 315m- 242 nf + 27 n?) w0*) ~a° (-1 + m? w0*
(b* (132 -489m+ 772 nf - 431 n? + 33 nf) -4 b® (-80 + 377 m-240nf - 51 n? + 3 nf) wO? +
32 (-26 -2m-10nf +31n?) w0*) +a®w0® (b* (-392 + 1381 m- 1207 nf - 286 n? + 189 nf') -
4b? (160 - 1375m+ 1789 nf - 552 17 + 23 nf') w0 + 32 (116 - 45 m- 229 n? + 131 n?) w0*) +
a’ (-1+m w0® (b* (328 - 1220m+ 1414 nf - 748 n? + 43 nf) -

4b? (-160 + 1184 m- 1878 nf + 558 ¥ + 257 nf) w0® - 32 (84 + 14 m- 260 n? + 141 n?) w04)))/
(asbn? (a? (71+m)2+w02)2 (b2+4w02>3 (a® (-1+m®+3a° (-1+m? (-4+3m w0d® -
15a* (2-7m+5nf) w0* - a® (28+53m w0® - 9w0°) |
T6 = Si npl i fy[Conpl exExpand[Re[Si npli fy[pNb. (6 (G [qb, h20, h11]))111]
0
T7 = Si npl i fy[Conpl exExpand[Re[pNb. (6 (G [g, h11l, h11]))]11]
0
T8 = Si npl i fy[Conpl exExpand[Re [Ful | Si nmpl i fy[pNb. (3 (G [q, h20b, h20]1))1111
0
T9 = Si npl i fy[Conpl exExpand[Re [Ful | Si mpl i fy[pNb. (6 (G [q, gqb, h21]))111]
0
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T10 = Si npl i fy[Conpl exExpand[Re [Si npli fy[pNb. (3 (G [d, g, h21b]))1]11]
0

T11 = Si npl i fy [Conpl exExpand[Re [Ful | Si npli fy[pNb. (G [gb, gb, h301)11]1
0

T12 = Re[pNb. (6 (D [q, q, gb, h11]))]
0

T13 = Re[pNb. (3 (D [qg, gb, gb, h20]))]
0

0

T15 =Re[pNb. (E [4, 9, g, gb, gb])]
0
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m O segundo coeficientede Lyapunov (L2)
L2=Sinplify[(1/12) (TL+T2+T3+T4+T5+T6+T7 +T8+T9+T10+T11 +T12+T13+T14 +T15)]

1 m(a? (-1+m -w0?) (a? +w0?) (b2 +4w0?)°

2m°,(b2+4m02)3 a® (-1+m?®+a® (-10+19m-9n?) w0® -9 awd*
(m(a® + w0) (b2 +400%)° (a®b (-1+m?-4a° (1-3ms+2nf) wd?® +
a*b (3-8m+5nf) w0®-4a’ (2+m)w04+a2b(3+2m)w04—4aw06+bw06))/
(ab(a8(71+m)4+a6 (275m+3n?)2w02+6a4 (172m+n?)w04+a2 (2+m)2w06+w08)),
(2m(b2+4w02)2(2a6b(3—5m+2n‘?)w02+2a4b(5—10m+2rr?-)w04+
2a?b (1-5m w0®-2bw0®-a’ (-1+m? (b2 +8w0%) +awd® (b? (-1 +m +8w0®) +
a®w0* (b? (-3+8m+3nf) +8 (1+4m w0?) -a° (-1 +m w0® (b? (-3+6m +8 (-1+5m) sz)))/
(b2 (a8(71+m)4+a6 (2-5m+3n?)®wo?+6a* (1-2msnt) w0 + a2 (2+m)2w06+w08))+
(2 (2 (-1 4m -w0?) (b2 +400%)" (-42b2 0™ + b2 w0™ +alt (-1+m?m(3b%+8u0%) 4
a?bwo® (b? (5+2m+n?) -2 (-4 +m w0?) - a®w0® (b? (16 -5m+ 3 n?) + 8 Mw0?) +
a’ (-1+m w0* (b? (16 + 10m-16nf +13nP) - 24 (-2 +m) mw0®) -
2a°w0°® (b? (12-6m+10nf -3n?) +4m (4 +5m) w0®) +
4a° (-1+m?w0® (b2 (-1-3m+8nf) +2m(-4+9m w0®) +a*bwd® (b? (10 -4m-nf +4n?) -
4 (-8 +14m+nf) w0?) -a'%b (-1+m? (b? (-1+nf) +2 (-4 +m+4nf) w0®) +
a®bwo* (b? (10 -16m+3nf 617 +3nf) +2 (24 -62m+30nf - 25n7) w0?) -
a®b (-1+m w0® (b (5—7m—2n?+6nf’)+4(8—14m+3mz+10m'*)w02)))/
(a3b3 (a2(-1+m>2+w02)2(a6<-1+m>2+3a4 (1-4m+3nf) w0®+3a2 (1+2m) w04+w06>)+
((a? +w0?) (-4ab (-1+m*w0® (b? (-4-5m+2nf) +4 (-4 -m+2nf) w0®) -
a®® (-1+m°m(3b* - 12b% w0® - 32w0") + 12 b w0*? (b* - 16 w0*) +
aw0'® (13b* (-4 +3m) +4b? (-16 + 75m) w0? + 576 w0*) +
2a’bw0'® (b* (30 +m+6nf) +18b? (4 +m-3nf) w0® -8 (24 + 29 m+ 3 nf) w0*) +
a® w0 (b* (-228 + 498 m-119nf + 57 n¥) + 4 b? (-80 + 588 m+ 237 nf + 21 n?) w0O? +
32 (74 -11m+36nf) w0*) +2a%b (-1 +m?w0* (b* (30 - 60 m+ 10 n? + 33 n?) -
2b? (-168 + 238 m+192nf + 7 n?) w0O? + 8 (108 - 286 m+ 172 n - 109 n?) w0*) -
4a%b (-1 +m w0® (b* (30 -61m-21nf +27nf) +b? (232 -558 m+ 76 nf + 399 n?) w0 +
4 (112 - 546 m+ 368 nf - 9n?) w0*) +2a*b (-1 +m > w0
(b* (-6 +m+3nf +2n?) +2b% (-52-25m+40nf +6n7) wO® +8 (-40 + 25m-6nf +2n?) w0*) -
a' (-1+m?®w0® (b* (-20 + 70 m-81nf + 28 n7) - 4b? (16 - 4m- 37 nf + 2217 ) w0* -
32 (-2+9m-13nf +5nF) w0*) +2a*bw0® (b* (60 -80m-56nf + 13 17) +
2b? (148 - 327 m+ 194 nf - 213 n?) w0* - 8 (-28 + 315m- 242 nf + 27 n?) w0*) - a° (-1 + m? w0*
(b* (132 - 489 m+ 772 nf - 431 n? + 33 nf) ~4b? (-80 + 377 m-240nf - 5117 + 3 nf) w0® +
32 (-26 -2m-10n? + 31 nt) w0*) +a® w0® (b* (~392 + 1381 m- 1207 n? - 286 n? + 189 nf') -
4b? (160 - 1375m+ 1789 nf - 55217 + 23 nf ) w0? + 32 (116 - 45 m- 229 nf + 131 n?) w0*) +
a’ (-1+m w0® (b* (328 - 1220 m+ 1414 nf - 748 ¥ + 43 nf) -
4b? (~160 + 1184 m- 1878 nf + 558 n? + 257 nf) w0O® - 32 (84 + 14 m- 260 nf + 141 n? ) m04)))/

(a3b (a? <-1+m>2+w02)2 (a® (-1+m°®+3a% (-1+m? (-4 +3m) w0® -

15a" (2-7m+5nf) w0* - a? (28 +53m w0°® - 9 w0°) |
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Superficie (plano) onde L1 se anula
b=2a

2a

m w0

wl=axV-1+m
av-1+m

m Expressdao final para L2
L2 =Sinplify[L2]
1
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Anexo B

Determinando L2 com L1 se anulando em c=2b

m Sistemade interesse - campo vetorial

Sistematipo Lorenz

fa[X_, Y, z_]:=ax (Y -X)
foI[X_, Y_, Z_]:=d*X+C*xy -X=*Z
falX_, Y_, Z_1:=-b*xz+x=y

m Equilibrios

e=Sinmplify[Solve[{fi1[X, V¥, 2] =0, fo[x, y, z]1 =0, f3[x, y, z]1 =0}, {X, VY, z}11
{{Zao, y -0, x-0}, {Z—>C+d, y->-Vvb(c+d), x--Vb (c+d) },

{Z%m, y Vb (c+d), x>/b (c+d) }}
Equlibrio origem (eg)

e ={X, Yy, z} /. e[[1]]
{0, 0, 0}

Equlibrio Q_

ey ={x, y, z} /. e[[2]]

{—\/b(c+d) , -Vb (c+d) , c+d}
Equilibrio Q,

€ ={x, y, z} /. e[[3]]

{\/b c+d), Vb (c+d) , c+d}

m Partelinear do campo - matriz Jacobiana A

Df[{x_, y_, z_}1:
{Derivativel[l,
Derivative[O,
{Derivative[l,
Derivative[O,

Derivati ve[O,

{
0] [fl] [x, y, z],

P OO R O

Matriz Jacobiana A

Al{x_, y_, z_}1:=Df[{x, y, z}]

AL{X, Yy, 2}]
{({-a, a, 0}, {d-2z, ¢, -x}, {y, X, -b}}

01[f11[X, vy, z], Derivative[O, O, 11[f.1[X, V¥, 21},
01[f21[X, vy, z], Derivative[O0, 1, O][f21[X, V¥, 21,

1110f21I[%, ¥, 21}, {Derivative[l, O, 01[f3]1[X, vy, 2],
011[f31[X, Y, z], Derivative[O, O, 17[f3]1[X, ¥V, z1}}
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Mat ri xFor mA[{x, ¥, z}]]

-a a o0
d-z ¢ -x
y X -b

m Matriz Jacobianaaplicada na origem (e,)

A=Alez]

{{7a, a, 0}, {70, c, -vVb (c +d) } {\/b (c+d), Vb (c+d) , 7b}}

Mat ri xFor m[A]

-a a 0

—c c /b (c+d)
Vbc+d) +b(c+d) -b

m Polinémio caracteristico calculado em e,
pIA_]:=Det [A-x«ldentityMatrix[3]]

Sinplify[p[a]l]

A (X (=C+A) +b (d+2Q)) —a(l2+b (2c+2d+2))
Polindmio

A (A (-C+Q) +b (d+A))—a()Lz+b(20+2d+)L))

A (A (-c+a)+b(d+2))-a(X®+b(2c+2d+2))
Reescrevendo o polinédmio

pr=23+ (@+b-c) A%+ (axb+bxd) A+2xaxb (c+d)

2ab (c+d) + (@ab+bd) x+ (a+b-c) 22 +2°
Hipotese

d=0
0

m Superficie de bifurcacéo
Superficie de bifurcacao

a=3c-b

-b+3c

Reescrevendo a matriz Jacobiana
A=Full Sinplify[A]

{{b—Sc, -b+3c, 03}, {—c, c, —\/W} {\/W \/W, —b}}
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Mat ri xFor m[A]

b-3c -b+3c O
-C [ -Vbec
\Vbc Vbc -b

Reescrevendo o polindmio caracteristico

plia_]:=Det [A-AxxldentityMatrix[3]]

Sinplify[pl[all

(2c+2) (b*-3bc-2%)

m Autovetoresda matriz A - autovalores e respectivos autovetores

AQ=Full Sinplify]
Ref i ne[Ei gensysten[A], b e Real s &b > 0&&c € Real s &&c >0&&3 c € Real s&&3c > b]]

1},

b-3c b-c

{{_2c, “i/-b(b-3¢c), i/-b (b-3¢) } {{

2+bc ’ 2+vVbc ’
{ b2-ib+-b(b-3c) -3bc+iV-b((b-3c) c 3+vbc 1}
Vbec (J’M/—b (b-3¢c) +2c) b+2i+/-b (b-3c)
7jb2+b(\/fb (b-3¢c) +3jlc)7\/fb (b-3¢c) ¢ (Zjb—\/—b (b-3¢c) )c }}}
) , 1
(\/7b (b-3c) +2]ic)\/bc (\/7b (b-3c) +2jlc)\/bc
22 =iv-b (b-30)
ivV-b(b-3c)
w0=V-b((b-3c);
Cd ear [w0]

m Autovetorcomplexo q, satisfazendo Aq = iw0q

~ib%2+b (V-b (b-3¢) +3:'10) -vV-b (b-3c) ¢ (Zib—\/-b (b-3¢) )c
as 1)

(«/-b (b-30) +2ic)m ’ (\/—b (b-30) +Zic)m
—ﬁb2+b(\/—b (b-3¢c) +3Jic)f b (b-3c) ¢ (Zjb—\/—b (b-3¢c) )c

.1}

(\/—b (b-3¢c) +2jc)m ’ ( b (b-3¢c) +2jc)m

m Reescrevendo o autovetor complexo q

{—ib2+b(w0+3ic)—a)00 (Zib—wO)C }
q-= , 1
(w0+2ic)Vbc (w0+2ic)Vbe

~ib?-cw0+b (31c+wd) c (21ib-w0)

{ , )

Vbc (21ic+w0) Vvbec (21ic+w0)
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ql=Full Sinmplify[q]
{7jb(bf3c)+(b7c)w0 c (2ib-wl) 1}
Vbec (21ic+w0) Vbec (21ic+w0)

s O conjugado do vetor q (gb)
gb =

Ful I Si mpl i fy[Refine[Conj ugate[ql], b e Real s&&b > 0&&c € Real s &&c > 0 && w0 € Real s && w0 > 0]1]
{ib(b—3c>+(b—c)w0 c (2b-1w0)

) , 1
Vbec (-21c+w0) Vbec (2c+1iwl) }

m Confirmando o vetor q

w0= vV-b(b-3c) ;
Full Sinplify[A q- 1w0q]
C ear [w0]

{0, 0, 0}

m Matriztranspostade A (AT)

AT = Tr anspose[A]

{{b—Sc, -c, m} {—b+3c, c, W} {0. -V/bc, —b}}
Mat ri xFor m[AT]
b-3c -c Vbc

-b+3c c Vbc
0 -vVbc -b

m Autovaloresde AT - autovalores e respectivos autovetores
AP =Ful | Si nplify[
Ref i ne[Ei gensyst enTAT], b € Real s &b > 0&&c € Real s &&c >0&&3 c € Real s&&3c >b]]

{{_ZC, “i/-b(b-3c), i/-b (b-3¢) }

2c -b+2c b2-ib+-b (b-3c) -3bc+iV-b(bb-3c) ¢
{{ 1} {

b-iv-b(b-3c)

_ s , , - , 1,
Vbec \Vbc (b-3c)+bc Vbc }
{bqu\/fb (b-3¢c) -3bc-iv-b(b-3c) ¢ b+i+v-b(b-3c) 1}}}
(b-3c)+Vbc ’ Vbc ’

m Autovetoradjunto p, satisfazendo ATp=- iw0p

w0 =+ -b (b-3c) ;
Cl ear [w0]
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b2-ib+-b(-3c) -3bc+iV-b(b-3c) ¢ b-i1v-b (b-3c) 1}

p={ ’
(b-3¢c)Vbec Vbec
{bz—jbx/—b (b-3c) -3bc+iV-b(b-3c) ¢ b-iv-b(b-3c) 1}
(b-3c)+Vbc Vbc

m Reescrevendo o autovetor adjunto complexo p

p={ T
(b-3c)Vbec Vbec
b?-3bc-ibwd+icwd b-1iwd 1}

{ (b-3c)+bc , \Vbec

pl=Full Sinplify[p]

b?-ibw0-3bc+iwdc b -1 w0 1}

bb-3c)-i1(b-c)wd -b+iwd 1}

{ (b-3c)+Vbec ’ Vbc

m O conjugado do vetor p (pb)
pb = Ful | Si nplify[Conjugate[pl], b e Real s&&b>08&&c € Real s &&c > 0&& w0 € Real s & & w0 > 0]

b(b-3c)+1(b-c)wd b+ 1w 1}

{ (b-3c)+Vbec , Vbc

s Comfirmando o vetor p

w0 =V -b (b-3c¢) ;
Sinplify[AT. pb-iw0 pb]
C ear [w0]

{0, 0, 0}

= Normalizacdo de p com respeito a q

Fator de normalizacdo u

w0d=vV-b(b-3c) ;
u=FullSinmplify[l/ (pb.qgl)]
C ear [w0]

(\/7b (b-3c) +2]10)c
2(—1’1b+\/—b (b-3¢c) +2jlc> (b+c)




Reescrevendo u em termos de «0

(w0+2:'1c)c

ul =
2 (—J'J.b+a)0+21'1c) (b+c)

Cc (21c+w0)

2 (b+c) (-ib+21ic+w0)
Normalizando p (pN)

pN=Ful I Sinplify[
Ref i ne[Conpl exExpand[ul xpl], b e Real s &b > 0&&c € Real s &&c¢ > 0 && w0 € Real s && w0 > 0]]

{C(ZC—J'le) (-b(b-3c) +i (b-c) w0) c (ib+w0) (21c+wd) c (-2c +1w0) }
2 (b-3c)Vbec (b+c) (b-2c+1iwo) 2+/bc (b+c) (b-2c+iwo)y 2 (P+c) (b-2c+iwl)

Conjugado de pN (pNb)

pNb = Ful | Sinplify]
Ref i ne[Conpl exExpand[ul xpb], b € Real s &b > 0 &&c € Real s &&c > 0 & w0 € Real s & w0 > 0]]

{C(Zﬁc+w0) (ib (b-3c) + (-b+c) wd) C (-ib+w0) (21ic+w0) C (-2c¢ +1w0) }
2 (b-3c)Vbc (b+c) (b-2c+iwd) 2+bc (b+c) (b-2c+iw0)y 2 (P+C) (b-2c+iwl)

Confirmando a normalizagdo ({p,q) = 1)

w0 =V -b (b-3c¢) ;
Ful | Simplify[Refine[pNb.ql]]
C ear [w0]

1

m Matrizinversade A (Al)
Al =Sinmplify[lnverse[A]]
1 1 1 1 1
fo oo ——} {5ae 5o ——} [ o))
2+/bc + 2+/bc (b-3c)Vbec Vbc

Sinplify[A Al]

{{1, 0, 03, {0, 1, 0}, {0, O, 1}}

m Asfuncdes multilinearesB,C,De E
Definigdo da funcao B(x1,x2,x3)

B [{x1_, x2_, x3_}, {yl_, y2_, y3_3}1:={0, -x1y3-x3yl, x1y2+x2yl}
Mat ri xForm[B; [{x1, x2, x3}, {yl, y2, y3}11]

0
-x3yl-x1y3
x2yl+xly2
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Definicdo da funcédo C(x1,x2,x3)

GI{x1_, x2_, x3_}, {yl_, y2_, y3_}, {z1_, z2_, z3_}]1:={0, O, 0}

Matri xForm[G [{x1, x2, x3}, {yl, y2, y3}, {z1, z2, z3}]]

0
0
0

Definigdo da funcado D(x1,x2,x3)

D[{x1_, x2_, x3_}, {y1_, y2_, y3_}, {z1_, z2_, z3_}, {ul_, u2_, u3_}]1:={0, 0, 0}

Matri xForm[D [{x1, x2, x3}, {yl, y2, y3}, {z1, z2, z3}, {ul, u2, u3}]]

0
0
0

Definicdo da funcéo E(x1,x2,x3)

B [{x1_ x2_, x3_}, {yl., y2_, y3_},
{z1_, z2_, z3_}, {ul_, u2_, u3_}, {vl_, v2_, v3_}]1:={0, 0, 0}

Mat ri xFor m[E [{x1, x2, x3}, {yl, y2, y3}, {z1, z2, z3}, {ul, u2, u3}, {vl, v2, v3}]]

0
0
0

m Determinando o numero complexo G21
Os vetores complexos hl1ll e h20

hll =Full Sinplify[Al .B [ql, gb]]

{74b2 (b-3c)c+ (b-c)2w0® -4b2(b-3c)c+ (b-c)?w0® -4b(b-3c)c+2 (b-c) wd?

(bc)®2 (4c2 + w0?) ' (bc)®? (4c?+wo?) ’ bc (4c?+wo?) }
h20 = Ful | Sinplify[Inverse[24 w0 IdentityMatrix[3] -A].B [ql, q1]]

{(b—Sc) (b (b-3c)+i(b-c)wd) (4bc-i (b-5¢) w0 +2wd?)

Vbec (2¢-iw0)? (c+iw0) (b?-3bc+4w0?)

(b-3c-2iw0) (b (b-3c)+i(b-c)wd) (4bc-i (b-5¢) w0 +2wd?)

Vbe (2¢-1w0)? (c+iwd) (b?-3bc+4w0?)

2 (b (b-3c)+i(b-c)wd) (2b (b-3c)c-ib (3b-5¢)wd-2 (2b+c) w0® -2 iwd?)

b(2c-1w0)® (c+iwd) (b?-3bc +4wd?) !

s Componentesde G21

Cl=Sinplify[pNb.GC [qg, g, gb]]
0
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Pl =Full Sinplify[pNb.B; [gb, h20]]
((b(b-3c)+i (b-c)wo)

(8b% (b-5¢) (b-3c)c-ib? (b-3c) (7b?-6bc+43¢c?) w0-2b (b-2c) (5b%+3c?) wd® -
ib (17b?-64bc+7c?) w0’ -2 (5b-2c) (b+c)wd®-4i (b-c)wd®))/
(2b? (b+c) (b-2c+iwd) (b®-3bc+4w0®) (4c®+4ic?wd+cwd®+iwd?))

P2 = Ful | Sinplify[-2pNb. B [gql, h11l]]
(8b% (b-5¢) (b-3c)c+16ib® (b-3¢c) (b-2c)cwd-b (b+c) (3b%-12bc +5c?) wd? -
2i(b-2c) (b-c) (3b-¢)w0®+3 (b-c)?w0*) / (b2c (b+c) (b-2¢C+iwd) (4c?+w0®))
m G21

@1 =Full Sinplify[Pl1+P2+Cl]
1

2b%? (b+c) (b-2c +1iw0)

1
—————2(8b%*(b-5c) (b-3c)c+161ib” (b-3c) (b-2¢c)cwd-b (b+c)
c (4c?+wo?)

(3b%-12bc+5¢?) w0®-2i (b-2¢) (b-c) (3b-c) w0®+3 (b-c)?wd?) +
((b (b-3c)+i(b-c)wd) (8b° (b-5¢c) (b-3c)c-ib*(b-3c) (7b*>-6bc+43c?) wo-
2b (b-2c) (5b%+3¢?) w0*-ib (17b? -64bc +7c?) w0®-2 (5b-2¢) (b+c) w0* -

4i (b-c)wo®))/((b*-3bc+4w0®) (4c®+4ic?w0+cwd®+iwd?))

m O primeiro coeficientede Lyapunov (L1)
L1 =Ful I Sinplify[Refine[Conpl exExpand[Re[&1]]11]

(24b* (b-5¢) (b-3¢c)® (b-2c)c?+

b2 (b-3c)c (9b5—135b4c+555b3c2—923b2c3+508bc4+82c5)w02+

b (-6b°+120b°c - 875b* ¢? + 2503 b% ¢c® - 2513 b% ¢c* + 221 b ¢® + 142 ¢®) w0* -

(b-4c) (30b*-141b%c +147b%c?+25bc® -5¢*) w0® -4 (b-c) (6b?-9bc -5¢2) w0®) /
(2b%c (b+c) ((b-2¢)?+w0®) (b2 -3bc+4w0?) (4c*+5c?wd?+w0?))

wo: V—b (b—SC)
V-b(b-3c)

m Substituindo «0 na expressdo de L1 acima
Expressao para L1*

L1 = Ful | Si mplify[L1]

3b((b-3c)?2(b-2¢c) (2b-c)

(b-4c)?c (b+c) (b>-3bc-c?)
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//lUma outra escrita da expressao de L1 logo acima, que foi usada ao longo do trabalho, pode ser vista no Anexo D//

m O segundo coeficientede Lyapunov (L2) em c=2b
Anulando L1

c=2xb

2b

L1

0

m Calculo do vetor complexo h21
R1qg=Sinmplify[&1lxqg, beReals&kb>0]
30V2 (8:+5V5 ] 6V2 (5i+11V5 | 305,665
49 (7545 )b 49 [i+V5 | b ' 7711b77\/?b}

k1l =Ci [qr q, qb]
{0, 0, 0}

k2 = Sinplify[Bj [gb, h20], b € Real s &&b > 0]
{o,f 65+371i/5 | 30]173@}
7ﬁ(13+2jﬁ)b 28ib+7+/5 b
k3=Sinplify[2%Bj[q, hll], b e Real s&&b > 0]
5(221+ﬁ) 45(73]1”/?)
77\/?(4j+\/?)b’ 714(4j+\/?)b

0,
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h21 = {x, y, z} /.
Sinplify[Solve[{{(2wO0ldentityMatrix[3]-A)[[1]11[[1]], (4wOldentityMatrix[3]-A)[[1]1][[

2]1, (fwOldentityMatrix[3]-A)[[1]11[[31], q[[111},

{(wOldentityMatrix[3] -A)[[2]]1[[1]], (iwOldentityMatrix[3]-A)[[2]]1[[2]],
(fwOldentityMatrix[3]-A)[[211[[311, q[[2]1},

{(wOldentityMatrix[3] -A)[[3]]1[[1]], (iwOldentityMatrix[3]-A)[[3]1]1[[2]],
(LwOldentityMatrix[3]-A)[[311[[31], q[[311}, {pPNb[[1]1], pNb[[2]], pNb[[3]], O}}.

{X, ¥, z, s} ={Sinplify[(kl+k2+k3-G1q)1[[1]1], Sinplify[(kl+k2+k3-&1q)1[[2]],

Sinmplify[(kl+k2+k3-G@1q)1[[31], 0}, {x, ¥, z, s}]][[1]]

5 ((—10123263791’1+731353607\/5 ) b+ (37355910051‘1—144813349\/5 ) A/ b2 ]

{,

41162 (7 (2438151 +398702/5 | b%+5 (3987021 + 487635 | (b?)?)

(2112957572759441611\/?) b+ (19274603423159081@) N

294/2 b2 ((94337+274091\/?) b+2 (-137045+94337 i \/5 | \/bT] ’

5 (1179968435+637339657]1\/5 ) b+ (7122015874657190405340711'1\/5 ) ~/ b2

8232 (20 (398702 + 48763 i V/5 | b® + (-243815+398702i V5 | (b?)°)

h21 = Simpl i fy[h21, b e Real s &b > 0]

5 (l 3616323131 +293270129 \/?)

2058 /2 (7286805]'1 +3034729+/5 ) b2

202020891 +19955162 V5 31508726451 -7926917893V 5

}

1029+/2 (256791‘1 +30869/5 ) b2 4116 (77730225]1 +1373962+/5 ) b2

O vetor complexo h21b (conjugado de h21)

h21b = Si npl i f y [Conpl exExpand[Conj ugat e[h21]]]

{7440+457 iv5 -1327+41i+5 71139+823j\/5_}
20582 b2 2058+/2 b2 4116 b?

m Ovetor complexo h30

h30 =
Sinplify[lnverse[3iw0ldentityMatrix[3]-A]. (G [q, q, q] + 3B [q, h20]), b e Real s&b > 0]

3(123511+647ﬁ) 3(-158811+47ﬁ) 3(3761+937ﬁ)

4ﬁ(72122]1+341ﬁ) b2 2ﬁ(212217341ﬁ) b2 4(7212211+341V?) b2
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= Ovetor complexo h31

h31 = Ful | Sinplify[
(Inverse[2iw0ldentityMatrix[3] -A]). (D [d, d, d, gb] +3%C [q, g, h11] +3%C [q, gb, h20] +
348 [h20, h11] + B [gb, h30] +3 B [q, h21] -3 @1h20), b € Real s &&b > 0]

J - 1025052130% 4 1148692687601 /5

{ 376614 b3 ’

1545136746211 .
_ 1545136746211 _ 318134547146 1 /5
\/ 2 ' 868127 + 233237 i \/5

) 376614 b® ’ 376614 b® }

m Ovetor complexo h20b (complexo conjugado de h20)

h20b = Si npl i f y [Conpl exExpand[Conj ugat e[h20], b € Real s &b > 0]]

. 2
17i/5 b+5-/b?  19i+/5 b+29+/b? 2(13b’5lﬁvb )}
49+/2 b2 49+/2 b? 49 b2

{

m Ovetor complexo h22

h22 =Simplify[ (-1 nverse[A]).
(D[4, 9, gb, gb]l +4 G [q, gb, h11l] + G [gb, gb, h20] + G [q, g, h20b] +2 % B; [h11, h11l] +
2%Bi [q, h21b] +2 % B; [gb, h21] + B, [h20b, h20] -4h11L1l), b € Real s &b > 0]

}

3695 3695 1865
9604+/2 b3  9604+/2 b®  7203b°

{

= Onumero complexo H32

@&1b = Si npl i fy[Conpl exExpand[Conj ugat e[&Q1], b € Real s&&b > 0]]

6iv5 /b2

7 b?

H32 = Ful | Sinplify[ (6B [h11, h21] + B [h20b, h30] + 3 B [h21b, h20] +
3%xBi [q, h22] +2%B; [gb, h31] +6 %G [q, h1l, h11] +3 %G [q, h20b, h20] +
3xG [q, g, h21b] +6%C [qg, gb, h21] +6 %G [gb, h20, hl11l] + G [gb, gb, h30] +
D [9, 9, g, h20b] +6 %D [q, g, gb, h11l] +3 %D [q, gb, gb, h20] +
E [g, 9, g, gqb, qb] -6 *&1xh21 -3 x&XR1bxh21), b e Real s&&b > 0]

15\/1702129—4021611\/5

{ 2401 b8

5886752011330795 .
_ 5886752011330795 1 371 626430945 250 i 5
\/ 2 " . 60023855 - 7835509 i /5

) 36908172 b? ' 10545192 b3 J
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O numero complexo G32

G2 =Full Sinplify[Refine[pNo. H32], b € Real s &b > 0]

26069440 +29079371 V5
12302724 b°

m Expressdo fonal para o segundo coeficientede Lyapunov (L2)

L2 = Ful I Si npl i fy[Refine[Conpl exExpand[Re[(1/12) G32], b € Real s&&b >0]11]

1629340
9227043 b®
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Anexo C

Determinando L2 com L1 se anulando em c=b/2

m Sistemade interesse - campo vetorial

Sistematipo Lorenz

fa[X_, Y, z_]:=ax (Y -X)
foI[X_, Y_, Z_]:=d*X+C*xy -X=*Z
falX_, Y_, Z_1:=-b*xz+x=y

m Equilibrios

e=Sinmplify[Solve[{fi1[X, V¥, 2] =0, fo[x, y, z]1 =0, f3[x, y, z]1 =0}, {X, VY, z}11
{{Zao, y -0, x-0}, {Z—>C+d, y->-Vvb(c+d), x--Vb (c+d) },

{Z%m, y Vb (c+d), x>/b (c+d) }}
Equlibrio origem (eg)

e ={X, Yy, z} /. e[[1]]
{0, 0, 0}

Equlibrio Q_

ey ={x, y, z} /. e[[2]]

{—\/b(c+d) , -Vb (c+d) , c+d}
Equilibrio Q,

€ ={x, y, z} /. e[[3]]

{\/b c+d), Vb (c+d) , c+d}

m Partelinear do campo - matriz Jacobiana A

Df[{x_, y_, z_}1:
{Derivativel[l,
Derivative[O,
{Derivative[l,
Derivative[O,

Derivati ve[O,

{
0] [fl] [x, y, z],

P OO R O

Matriz Jacobiana A

AJacobi anaMatri z

AL{x_, y_, z_}1:=Df [{x, y, z}]

01[f11[X, vy, z], Derivative[O, O, 11[f.1[X, V¥, 21},
01[f21[X, vy, z], Derivative[O0, 1, O][f21[X, V¥, 21,

1110f21I[%, ¥, 21}, {Derivative[l, O, 01[f3]1[X, vy, 2],
011[f31[X, Y, z], Derivative[O, O, 17[f3]1[X, ¥V, z1}}



AL{X, ¥y, z}]

{({-a, a, 0}, {d-2z, ¢, -x}, {y, X, -b}}

Mat ri xFor mA[{x, ¥, z}]]

-a a o0
d-z ¢ -x
y X -b

m Matriz Jacobianaaplicada na origem (e,)

A= Alez]

{pa, a, 0}, {7c, ¢, /b (c+d) } {Vb c+d), Vb (c+d) ,

Mat ri xFor mfA]

—-a a 0
-c c -Vb (c+d)
Vb (c+d) +b(c+d) -b

m Polinémio caracteristico calculado em e,

pLA_]:=Det [A-AxxldentityMatrix[3]]
Polinbmio

Sinplify[p[al]

A (A (-c+A) +b(d+n)) -a (A+b(2c+2d+2))

Reescrevendo o polinédmio

pr=23+ (@+b-c) A%+ (axb+bxd) X+2xaxb (c+d)

2ab(c+d)+ (ab+bd) A+ (a+b-c) A%+ 23
Hipotese

d=0
0

m Superficie de bifurcacéo
Superficie de bifurcacao

a=3c-b
-b+3c

A=Full Sinplify[A]

{{b—Sc, _b+3c, 0}, {—c, c, MW}, {W, Vbec, 7b}}
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Mat ri xFor m[A]

b-3c -b+3c O
-C [ -Vbec
\Vbc Vbc -b

Reescrevendo o polindmio caracteristico

plia_]:=Det [A-AxxldentityMatrix[3]]

Sinplify[pl[all

(2c+2) (b*-3bc-2%)

m Autovetoresda matriz A - autovalores e respectivos autovetores

AQ=Full Sinplify]
Ref i ne[Ei gensysten[A], b e Real s &b > 0&&c € Real s &&c >0&&3 c € Real s&&3c > b]]

1},

b-3c b-c

{{_2c, “i/-b(b-3¢c), i/-b (b-3¢) } {{

2+bc ’ 2+vVbc ’
{ b2-ib+-b(b-3c) -3bc+iV-b((b-3c) c 3+vbc 1}
Vbec (J’M/—b (b-3¢c) +2c) b+2i+/-b (b-3c)
7jb2+b(\/fb (b-3¢c) +3jlc)7\/fb (b-3¢c) ¢ (Zjb—\/—b (b-3¢c) )c }}}
) , 1
(\/7b (b-3c) +2]ic)\/bc (\/7b (b-3c) +2jlc)\/bc
22 =iv-b (b-30)
ivV-b(b-3c)
w0=V-b((b-3c);
Cd ear [w0]

m Autovetorcomplexo q, satisfazendo Aq = iw0q

~ib%2+b (V-b (b-3¢) +3:'10) -vV-b (b-3c) ¢ (Zib—\/-b (b-3¢) )c
as 1)

(«/-b (b-30) +2ic)m ’ (\/—b (b-30) +Zic)m
—ﬁb2+b(\/—b (b-3¢c) +3Jic)f b (b-3c) ¢ (Zjb—\/—b (b-3¢c) )c

.1}

(\/—b (b-3¢c) +2jc)m ’ ( b (b-3¢c) +2jc)m

m Reescrevendo o autovetor complexo q

{—ib2+b(w0+3ic)—a)00 (Zib—wO)C }
q-= , 1
(w0+2ic)Vbc (w0+2ic)Vbe

~ib?-cw0+b (31c+wd) c (21ib-w0)

{ , )

Vbc (21ic+w0) Vvbec (21ic+w0)
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ql=Full Sinmplify[q]
{7jb(bf3c)+(b7c)w0 c (2ib-wl) 1}
Vbec (21ic+w0) Vbec (21ic+w0)

s O conjugado do vetor q (gb)
gb =

Ful I Si mpl i fy[Refine[Conj ugate[ql], b e Real s&&b > 0&&c € Real s &&c > 0 && w0 € Real s && w0 > 0]1]
{ib(b—3c>+(b—c)w0 c (2b-1w0)

) , 1
Vbec (-21c+w0) Vbec (2c+1iwl) }

m Confirmando o vetor q

w0= vV-b(b-3c) ;
Full Sinplify[A q- 1w0q]
C ear [w0]

{0, 0, 0}

m Matriztranspostade A (AT)

AT = Tr anspose[A]

{{b—Sc, -c, m} {—b+3c, c, W} {0. -V/bc, —b}}
Mat ri xFor m[AT]
b-3c -c Vbc

-b+3c c Vbc
0 -vVbc -b

m Autovaloresde AT - autovalores e respectivos autovetores
AP =Ful | Si nplify[
Ref i ne[Ei gensyst enTAT], b € Real s &b > 0&&c € Real s &&c >0&&3 c € Real s&&3c >b]]

{{_ZC, “i/-b(b-3c), i/-b (b-3¢) }

2c -b+2c b2-ib+-b (b-3c) -3bc+iV-b(bb-3c) ¢
{{ 1} {

b-iv-b(b-3c)

_ s , , - , 1,
Vbec \Vbc (b-3c)+bc Vbc }
{bqu\/fb (b-3¢c) -3bc-iv-b(b-3c) ¢ b+i+v-b(b-3c) 1}}}
(b-3c)+Vbc ’ Vbc ’

m Autovetoradjunto p, satisfazendo ATp=- iw0p

w0 =+ -b (b-3c) ;
Cl ear [w0]



121

b2-ib+-b(-3c) -3bc+iV-b(b-3c) ¢ b-i1v-b (b-3c) 1}

p={ ’
(b-3¢c)Vbec Vbec
{bz—jbx/—b (b-3c) -3bc+iV-b(b-3c) ¢ b-iv-b(b-3c) 1}
(b-3c)+Vbc Vbc

m Reescrevendo o autovetor adjunto complexo p

p={ T
(b-3c)Vbec Vbec
b?-3bc-ibwd+icwd b-1iwd 1}

{ (b-3c)+bc , \Vbec

pl=Full Sinplify[p]

b?-ibw0-3bc+iwdc b -1 w0 1}

bb-3c)-i1(b-c)wd -b+iwd 1}

{ (b-3c)+Vbec ’ Vbc

m O conjugado do vetor p (pb)
pb = Ful | Si nplify[Conjugate[pl], b e Real s&&b>08&&c € Real s &&c > 0&& w0 € Real s & & w0 > 0]

b(b-3c)+1(b-c)wd b+ 1w 1}

{ (b-3c)+Vbec , Vbc

s Comfirmando o vetor p

w0 =V -b (b-3c¢) ;
Sinplify[AT. pb-iw0 pb]
C ear [w0]

{0, 0, 0}

= Normalizacdo de p com respeito a q

Fator de normalizacdo u

w0d=vV-b(b-3c) ;
u=FullSinmplify[l/ (pb.qgl)]
C ear [w0]

(\/7b (b-3c) +2]10)c
2(—1’1b+\/—b (b-3¢c) +2jlc> (b+c)




Reescrevendo u em termos de «0

(w0+2:'1c)c

ul =
2 (—J'J.b+a)0+21'1c) (b+c)

Cc (21c+w0)

2 (b+c) (-ib+21ic+w0)
Normalizando p (pN)

pN=Ful I Sinplify[
Ref i ne[Conpl exExpand[ul xpl], b e Real s &b > 0&&c € Real s &&c¢ > 0 && w0 € Real s && w0 > 0]]

{C(ZC—J'le) (-b(b-3c) +i (b-c) w0) c (ib+w0) (21c+wd) c (-2c +1w0) }
2 (b-3c)Vbec (b+c) (b-2c+1iwo) 2+/bc (b+c) (b-2c+iwo)y 2 (P+c) (b-2c+iwl)

Conjugado de pN (pNb)

pNb = Ful | Sinplify]
Ref i ne[Conpl exExpand[ul xpb], b € Real s &b > 0 &&c € Real s &&c > 0 & w0 € Real s & w0 > 0]]

{C(Zﬁc+w0) (ib (b-3c) + (-b+c) wd) C (-ib+w0) (21ic+w0) C (-2c¢ +1w0) }
2 (b-3c)Vbc (b+c) (b-2c+iwd) 2+bc (b+c) (b-2c+iw0)y 2 (P+C) (b-2c+iwl)

Confirmando a normalizagdo ({p,q) = 1)

w0 =V -b (b-3c¢) ;
Ful | Simplify[Refine[pNb.ql]]
C ear [w0]

1

m Matrizinversade A (Al)
Al =Sinmplify[lnverse[A]]
1 1 1 1 1
fo oo ——} {5ae 5o ——} [ o))
2+/bc + 2+/bc (b-3c)Vbec Vbc

Sinplify[A Al]

{{1, 0, 03, {0, 1, 0}, {0, O, 1}}

m Asfuncdes multilinearesB,C,De E
Definigdo da funcao B(x1,x2,x3)

B [{x1_, x2_, x3_}, {yl_, y2_, y3_3}1:={0, -x1y3-x3yl, x1y2+x2yl}
Mat ri xForm[B; [{x1, x2, x3}, {yl, y2, y3}11]

0
-x3yl-x1y3
x2yl+xly2
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Definicdo da funcédo C(x1,x2,x3)

GI{x1_, x2_, x3_}, {yl_, y2_, y3_}, {z1_, z2_, z3_}]1:={0, O, 0}

Matri xForm[G [{x1, x2, x3}, {yl, y2, y3}, {z1, z2, z3}]]

0
0
0

Definigdo da funcado D(x1,x2,x3)

D[{x1_, x2_, x3_}, {y1_, y2_, y3_}, {z1_, z2_, z3_}, {ul_, u2_, u3_}]1:={0, 0, 0}

Matri xForm[D [{x1, x2, x3}, {yl, y2, y3}, {z1, z2, z3}, {ul, u2, u3}]]

0
0
0

Definicdo da funcéo E(x1,x2,x3)

B [{x1_ x2_, x3_}, {yl., y2_, y3_},
{z1_, z2_, z3_}, {ul_, u2_, u3_}, {vl_, v2_, v3_}]1:={0, 0, 0}

Mat ri xFor m[E [{x1, x2, x3}, {yl, y2, y3}, {z1, z2, z3}, {ul, u2, u3}, {vl, v2, v3}]]

0
0
0

m Determinando o numero complexo G21
Os vetores complexos hl1ll e h20

hll =Full Sinplify[Al .B [ql, gb]]

{74b2 (b-3c)c+ (b-c)2w0® -4b2(b-3c)c+ (b-c)?w0® -4b(b-3c)c+2 (b-c) wd?

(bc)®2 (4c2 + w0?) ' (bc)®? (4c?+wo?) ’ bc (4c?+wo?) }
h20 = Ful | Sinplify[Inverse[24 w0 IdentityMatrix[3] -A].B [ql, q1]]

{(b—Sc) (b (b-3c)+i(b-c)wd) (4bc-i (b-5¢) w0 +2wd?)

Vbec (2¢-iw0)? (c+iw0) (b?-3bc+4w0?)

(b-3c-2iw0) (b (b-3c)+i(b-c)wd) (4bc-i (b-5¢) w0 +2wd?)

Vbe (2¢-1w0)? (c+iwd) (b?-3bc+4w0?)

2 (b (b-3c)+i(b-c)wd) (2b (b-3c)c-ib (3b-5¢)wd-2 (2b+c) w0® -2 iwd?)

b(2c-1w0)® (c+iwd) (b?-3bc +4wd?) !

s Componentesde G21

Cl=Sinplify[pNb.GC [qg, g, gb]]
0
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Pl =Full Sinplify[pNb.B; [gb, h20]]
((b(b-3c)+i (b-c)wo)

(8b% (b-5¢) (b-3c)c-ib? (b-3c) (7b?-6bc+43¢c?) w0-2b (b-2c) (5b%+3c?) wd® -
ib (17b?-64bc+7c?) w0’ -2 (5b-2c) (b+c)wd®-4i (b-c)wd®))/
(2b? (b+c) (b-2c+iwd) (b®-3bc+4w0®) (4c®+4ic?wd+cwd®+iwd?))

P2 = Ful | Sinplify[-2pNb. B [gql, h11l]]
(8b% (b-5¢) (b-3c)c+16ib® (b-3¢c) (b-2c)cwd-b (b+c) (3b%-12bc +5c?) wd? -
2i(b-2c) (b-c) (3b-¢)w0®+3 (b-c)?w0*) / (b2c (b+c) (b-2¢C+iwd) (4c?+w0®))
m G21

@1 =Full Sinplify[Pl1+P2+Cl]
1

2b%? (b+c) (b-2c +1iw0)

1
—————2(8b%*(b-5c) (b-3c)c+161ib” (b-3c) (b-2¢c)cwd-b (b+c)
c (4c?+wo?)

(3b%-12bc+5¢?) w0®-2i (b-2¢) (b-c) (3b-c) w0®+3 (b-c)?wd?) +
((b (b-3c)+i(b-c)wd) (8b° (b-5¢c) (b-3c)c-ib*(b-3c) (7b*>-6bc+43c?) wo-
2b (b-2c) (5b%+3¢?) w0*-ib (17b? -64bc +7c?) w0®-2 (5b-2¢) (b+c) w0* -

4i (b-c)wo®))/((b*-3bc+4w0®) (4c®+4ic?w0+cwd®+iwd?))

m O primeiro coeficientede Lyapunov (L1)
L1 =Ful I Sinplify[Refine[Conpl exExpand[Re[&1]]11]

(24b* (b-5¢) (b-3¢c)® (b-2c)c?+

b2 (b-3c)c (9b5—135b4c+555b3c2—923b2c3+508bc4+82c5)w02+

b (-6b°+120b°c - 875b* ¢? + 2503 b% ¢c® - 2513 b% ¢c* + 221 b ¢® + 142 ¢®) w0* -

(b-4c) (30b*-141b%c +147b%c?+25bc® -5¢*) w0® -4 (b-c) (6b?-9bc -5¢2) w0®) /
(2b%c (b+c) ((b-2¢)?+w0®) (b2 -3bc+4w0?) (4c*+5c?wd?+w0?))

wo: V—b (b—SC)
V-b(b-3c)

m Substituindo «0 na expressdo de L1 acima
Expressao paralLl*

L1 = Ful | Si mplify[L1]

3b((b-3c)?2(b-2¢c) (2b-c)

(b-4c)?c (b+c) (b>-3bc-c?)
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//lUma outra escrita da expressao de L1 logo acima, que foi usada ao longo do trabalho, pode ser vista no Anexo D//

m O segundo coeficientede Lyapunov (L2) em c=b/2
Anulando L1

c=b/s2
b

2
L1

0

m Calculo do vetor complexo h21

R1qg=Sinplify[&R1l=xqg, beReal s&&b>0]

31 12+31V2 31V2

% o)

2ib+v2 b
kl:q [g, q, qb]
{0, 0, 0}

k2 = Sinplify[Bj [gb, h20], b € Real s & &b > 0]

3:+61i2 3i }

(74j+\/7)b 2ib+V2 b
k3=Sinplify[2%B;[q, hll], b e Real s&&b > 0]
5v2 18 i

O )

2ib+2 b
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h21 = {x, y, z} /.
Sinplify[Solve[{{(2wO0ldentityMatrix[3]-A)[[1]11[[1]], (4wOldentityMatrix[3]-A)[[1]1][[

2]1, (fwOldentityMatrix[3]-A)[[1]11[[31], q[[111},

{(wOldentityMatrix[3] -A)[[2]]1[[1]], (iwOldentityMatrix[3]-A)[[2]]1[[2]],
(fwOldentityMatrix[3]-A)[[211[[311, q[[2]1},

{(wOldentityMatrix[3] -A)[[3]]1[[1]], (iwOldentityMatrix[3]-A)[[3]1]1[[2]],
(iwOldentityMatrix[3]-A)[[311[[311, q[[311}, {PNb[[1]], pPNb[[2]], PNb[[3]], O}}.

{X, ¥, z, s} ={Sinplify[(kl+k2+k3-G1q)1[[1]1], Sinplify[(kl+k2+k3-&1q)1[[2]],

Sinmplify[(kl+k2+k3-G@1q)1[[31], 0}, {x, ¥, z, s}]][[1]]

(-136+4655i/2 | b+ -8938-583i /2 | Jb2

12 (4 (-431i+13V2 | b%+ (261 +43/2 | (b2)3/2),

(617011-2357ﬁ) b+ (-1804i+325ﬁ) \/bT
12 ((26743]‘1\/?) b3+ 2 (43+13jﬁ) (bz)S/z)’

(5389+985jv7) b+ (-8543-2498]1v7) JbT
6(5(26-4312 | b2+2(-43-13i+/2 | (b2)3/2)

J

h21 = Simpl i fy[h21, b e Real s&&b > 0]

-4537 + 20361 V2 2183 +10161i V2 -31541i + 1513V 2

6 (-146i+95+/2 | b2 6 (112 +17/2 | b2 6 (44 i +2412 | b2
O vetor complexo h21b (conjugado de h21)

h21b = Si npl i f y [Conpl exExpand[Conj ugat e[h21]1]]

{141173%/2 32 +234/2 5+7j\/2}
12p2 12p2 6 b2

= Ovetor complexo h30

h30 =
Sinmplify[inverse[3iw0ldentityMatrix[3]-A]. (G I[q, g, q] + 3%Bi [q, h20]), b € Real s &&b > 0]

3(13i+8v2 | 3 (6143112 ) 9

2 (1641312 | b2 2 (-16+13V2 | b2 2b?

= Ovetor complexo h31

h31 = Ful | Sinplify[
(Inverse[2iw0ldentityMatrix[3] -A]). (D [d, d, d, gb] +3+C [q, g, h11] +3%C [q, gb, h20] +
348 [h20, h11] + B [gb, h30] +3 B [q, h21] -3 @1h20), b e Real s &&b > 0]

{\/176479401\/2 \/ 47537+ 547041 /2 118+11jm/?}
6 b3 ' 6 b3 3b3
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m Ovetor complexo h20b (complexo conjugado de h20)
h20b = Si npl i fy [Conpl exExpand[Conj ugat e[h20], b € Real s &&b > 0]]

Jor o aibVZ [0 2
{\/?bZl 2b2 'B}

m Ovetor complexo h22

h22 =Simplify[ (-1 nverse[A]).
(D [d, g, gb, gb]l +4 G [q, gb, h11l] + G [gb, gb, h20] + G [q, g, h20b] +2 % B; [h11, h11] +
2% Bi [q, h21b] +2 % B; [gb, h21] + B, [h20b, h20] -4 h11L1l), b € Real s&&b > 0]

{ 2167271 +3378596 2 216727 i + 3378596 /2 20 }

(6757192+216727j\/2 ) b3 (6757192+2167271‘1\/2 ) ps  3b°

m O numero complexo H32

@&1b = Si npl i fy[Conpl exExpand[Conj ugat e[&Q1], b € Real s & &b > 0]]

3i/2 /b2
2

b

H32 = Ful | Sinplify[ (6B [h1l, h21] + B [h20b, h30] + 3 % B; [h21b, h20] +
3%Bi [q, h22] +2xB; [gb, h31] +6 %G [q, hll, hl1l] +3 %G [q, h20b, h20] +
3xG [q, g, h21b] +6xC [qg, gb, h21] +6 %G [gb, h20, hl11l] + G [gb, gb, h30] +
D [g, 9, g, h20b] +6 %D [qg, g, gb, h11] +3 %D [q, gb, gb, h20] +
E [g, 9, g, gb, qb] -6 *&1xh21 -3 x&R1bxh21), b e Real s &&b > 0]

53663 L 113271+/2

{3\/12715181\/7 \/ 2 7169+6711\/?}
2 b3 ' 3 b3 ’ 6 b3

m O numero complexo G32
G32 =Ful | Simplify[Refine[pNb. H32], b € Real s &b > 0]
i

A2 b8

m Expressdo fonal para o segundo coeficientede Lyapunov (L2)

L2 = Ful I Si mpl i fy[Refi ne[Conpl exExpand[Re[ (1/12) G32], b e Real s&&b >0]1]]
0
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Anexo D

Reescrevendo a expresséao para L1

m Expressdo parall, como visto antes

3b(-3c)2(-2c) (2b-c)

L1 =-
(b-4c)’c (b+c) (b2-3bc-c?)

3b((b-3c)?2(b-2¢c) (2b-c)
(b-4c)?c (b+c) (b2-3bc-c?)

m Reescrevendo a superficie de bifurcagéo
c=(a+b)/3

a+b
3

m Expressdao final paralLl
L1 =Sinplify[L1]

243a% (a-5b) (2a-b) b

(4a+b)? (a*+16a%b +60a%b? + 49 ab® + 4 b*)
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Anexo E

m Sistemade Lorenz
Configuracbes

Of [General::"spell"]

O f [General::"spell1"]

<< G aphics’ Col ors”

<< Gaphics'InmplicitPlot”

Cont ext [$];

m Componentes do campo vetorial
fL[X_, y_, Z_]1:=0%(y -X)
f2[X_, Y_, Z_]1:=p*X-Y -X*Z

f3[X_, Y_, Z_1:=-B*Z +X=*Yy

m Ponto de equlibrio

PL={\/B (-1+p) . \[B(-1+p) , -1+p}

[N 10, /B (-1+0), -1+0}

m Partelinear do campo de vetores

Df [{x_, Y_, z_}]:={{Derivative[l, 0, O1[f11[X, vy, 21,
Derivative[0, 1, O]1[f1]1[x, y, z], Derivative[O, O, 11[f1]1([X, ¥y, Z1},
{Derivative[l, 0, 0][f2]1[x, y, z], Derivative[O, 1, O1[f2][%x, vy, z],
Derivative[O, 0, 17[f2]1[x, ¥, 2]}, {Derivative[l, O, O1[f3][x, Yy, 2],
Derivative[O, 1, 0][f3]1[x, Y, z], Derivative[O, O, 11[f3]1[X, ¥, z1}}

m Polindbmio caracteristico

PIA_, {x_, y_, z_}]:=Det[Df [{X, ¥, z}] -A=ldentityMatrix[3]]

m Coeficientesdo polindmio caracteristico

ccli _, {x_, y_, z_}]:=-Coefficient[P[A, {X, VY, z}], A i]

m Andlise do polindmio caracteristico calculado em P1
Sinmplify[cc[0, P1]]

2B(-1+p)o
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Sinplify[cc[l, P1]]
B (p+0)
Sinplify[cc[2, P1]]
l+B+0
Sinplify[cc[3, P1]]
1

= Autovetoresde Df[P1] para p = Z22822) 23_;3/5_10)
o (3+B+0)
p = —;
oc-B-1

Ref i ne[Ei genval ues[Df [P1]], o> 1 +p]

{717/370 ]'l\/?\/BO+BOZ 71'1\/?\/Bo+602}
A -1-B+0 A\/-1-B+o0

Matriz A

A={t-0, 0, 03, {1, -1, -8B (-1+pc) }, {\/B(-1+pc) . /B (-14p0) , -}}

{t-0, 0,03, {1, -1, —JB (-1+00) | {{/B(-1+0c) , /B (-1+0c), -B}}

Valor da bifurcagéo

o (3+B+0)
pC = ——————
o-B-1

C ear [pc]

Valor de «0

V2 VBo(1+o)
Vvo-B-1 ’

C ear [w0]

w0

Autovetorq

w0 (—:l']. (1+o0) +w0)

VB (-1+pC)

q={o, o+ 1 w0,
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'\/2_'\//30(1+c) .
Vo-B-1 l

o(3+/3+o).

w0

pC =
o-B-1

Full Sinplify[A q- iw0q]
Cl ear [w0]
C ear [pc]

{0, 0, 0}

= Autovetorqgb
w0 (1'1 +1io0+ wO)

VB (-1+pcC)

qb={o, o - i w0,

= Autovetorpb

pb:{(iﬁ (-2 +pC) +w0)/((—ic+w0) (Bc(2—p0+c) +2i0(l+B+0)wl0- (3+B+20) wOZ)),
B+ 1wl

Bo(2-pC+0o)+2io0(l+B+0o)wl- (3+B+20) w02’

VB (-1+pC)

i )

Bo (2-pC+0) +21i0 (L+B+0) wl- (3+B+20) wd?

AT = Tr anspose[A]

{{ro 1 5 100 Jo {0 1 B L0 | {0 5 Leee) . -s}}

'\/2_'\//30(1+c) .
Vo-p-1 ,

o(3+/3+o).

w0

pC =
o-B-1

Ful I Si npl i fy[AT. pb -4 w0 pb]
Cl ear [w0]
C ear [pc]

{0, 0, 0}
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'\/2_'\//30(1+c) .
Vo-B-1 l

o(3+/3+o).

w0 =

pC =
o-B-1

Ful I Si mpli fy[pb. q]
C ear [w0]

C ear [pc]

NEwrre
(-1 iV2 A[Bo(l+o) (-1+0%) +@2 (]i\/?\/b’o<l+0) +2~[-1-B+0 +20\/m)+
2/3(2]1\/?\/Bo<1+o> +\/—l—/3+c7 ;
o(jd2_¢50(1+o) +3+/-1-B+0 +20m))))/
((\/?\/Bo(l+o) —jo\/—l—BJro) (\/_\/m “140%) +
2 (Ji\/Z—\/Bo(1+o) +2~[-1-B+0o +20\/m)+
2ip(iV2 o (Lro) +2[-1-p+0 +0@Bro)[-1-pr0 )

u=Sin‘pIify[ﬁ];

pb = Sinplify[u=xpb]

{(/3(—2+pc)—iw0)/(w0 (—2110—21102+w0+4ow0+211w02)+/3< o?+o (- 2+pC—2]iw0)+w02)>,
((-1B+w0) (-io+w0))/
(W0 (-2i0-21i0%+w0+40w0+2iw0?) +B (-0®+0 (-2+pC-21iw0) +wd?)),

( B (-1+pC) (o+iw0))/

(WO (-2i0-2i0%+w0+40w0+2iw0%) + B (-0%+0 (-2+0C-2ia0) +w0?))}

m Caélculo das condicdes de transversalidade e ndo degenerescéncia
Fungbes multilineares
Funcéo B

br{x1_, x2_, x3_}, {yl_, y2_, y3_}1:={0, -x1%y3-x3%yl, x1xy2+x2xyl}
Funcéo C

c[{x1_, x2_, x3_}, {y1_, y2_, y3_}, {z1_, z2_, z3_}]:={0, 0, 0}
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m Condicao de ndo degenerescéncia
Matriz inversa da matriz A
Al =1lnverse[A]

B pC Bo B (-1+pcC)

{{ZBO—ZBDCOl ZBO—ZBDCO’ 260—2/3000}’

2B-BpcC Bo B (-1+pc) 2\/5 -1+p0) 2\//3 -l+pc) o
{ZBO—ZBQCO’ 2[30—2/3000, 2[30—25,000}, {ZBG—ZBDCG’ 2B30-2BpCo ’ }}

m Matriz DA = 2%i *«0*| - A

DA=D2-A

{{mzmo, _o, 03, {-1, 1+21w0, A/ (-1 +pC) } {—\/B(—l+pc . =B (-1+pc) /3+2Mo}}
m Matriz 2*i *«0*l

D2 =2xi%xw0xldentityMatrix[3]

({21iw0, 0, 0}, {0, 2iw0, O}, {0, O, 2iw0}}
m Matriz DA = 2% *«0*| - A

DA=D2-A

{{O+2]’1w0, -o, 0}, {—l, 1+21 w0, B (-1+pcC) } { \/B -1+pcC) , \//3 -1+ pcC) ,/3+2]'1w0}}
m |nversada matriz DA

DAl =Sinplify[lnverse[DA]]

{{(/3 (0C +2iw0) +2 (i-2w0) w0) /(-4 (L+0+2iw0)w0?+28 (0 (-1+pC+iwd)+i (oC+2iw0d)wl)),
(0 (B+2iw0)) /(-4 (1+0+2iw0)w0®+2p (0 (-1+pC+iwd)+i (pC+21iwd)wl)),
,( B (-1+pC) o)/(—4 (1+0+21iw0)w0®+2B (0 (-1+pC+iwd)+i (o€ +2iwl) wo>)},

{<—B (-2+pC) +21w0) /(-4 (1+0+21iw0) w0? +2p3 (o (-1 +pC+1iwl) +1 (oC +2 i wd) w0) ),
((B+21iw0) (o+21w0))/(—4 (l+0+21w0) w0®+28 (0 (-1+pC+1wl)+1i (pC +2 1 w0) wO0) ),

(
(«/5 (-1 + pC) (o+21’1w0))/<—4(1+o+2]iw0)w02+2/3(o(—1+pc+jw0)+]'1(pc+21'1w0)w0)>},
{( B (-1 +pC) (—]i+w0))/(2j1(l+o+211w0)w02+[3((,oc+21'1w0)wO+O(]'L—J'1,oC+w0))),
( B (-1+pC) (o+]’1w0))/(—2 (1+0+2iw0) w0?+B (0 (-1+pC+1iwd) +i (o€ +21iwd)wd)),

(i (1+0+2iw0) w0) /(-2 (L+0+21iw0)w0?+B (0 (-1+pC+iwd) +i (pc+2mo>w0))}}
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m Calculo do vetor complexo h20

h20 = Si npl i fy[DAI. b[g, q]]
[~ (2 <1+0+Mo>w02+3<o<—1+oc—w0>+w0<—2]1+MC+w0>>))/

( B (-1+pc) (-2 (1+o+21’1w0)w02+6(o(—1+,oc+1'1w0)+1'1(pc+21'1a)0)w0)>),
- (o (0+2iw0) (2 (1+O+J’1w0)w02+/3(o(—1+pC—J'1w0)+w0(—2j+ipc+w0))))/

( B(-1+pC) (-2 (1+0+21iw0) w0?+B (0 (-1+pC+1iwd) +i (pC+2 i w0) wO))),
(2i0w0 (20%+0 (2+51w0) + (24 -3w0) w0)) /
(-2 (1+0+21w0) w0?+ B (0 (-1 +pC+iwbd) +1i (pC+2iwd) wO))}

m Cdlculodo numero complexo G21

&1 =Sinplify[pb. (c[g, g, gb] +2xb[qg, h11l] +b[gb, h20])]

(0 (o+1w0) (20+1w0)

(200 ((-1+pc) 0?+2 (1+2iw0) w0® +0 (-1+pC-3iwd+3ipcwd+2w0®)) -
B ((-1+pcC) 02 (-3+3pCc+1iw0) +21 (o€ +21wd) wd®+
owd (2i+31ipc?+wd+2iwd®-pc (5i+w0)))))/
((-1+pC) (-2 (1+0+2iw0) wO0®+p (0 (-1+pC+1iw0) +i (pC+21iwd)wld))) +

0wl (-iB+w0) (-io+w0) |-(2i0(20%+0 (2+51iw0) + (2i-3w0) wld))/

(-2 (1+0+2iw0)w0®+pB (0 (-1+0C+iw0)+i (pC+2iwd)wd)) +
2 o w0 (-1 (1+0) +w0) ((—1+pc) o+w02)

+ +

2 |-
B-Bpc B (-1+pc)?

(o (1+io+w0) (2 (1+o0+1iw0) w02+6(0(—1+00—jw0)+w0(—211+lipc+w0))))/

|/

(B (-1+pC) (-2 (1+0+2iw0) w0®+pB (0 (-1+pC+iwd) +i (pC+21iwld)wl)))

(w0 (-2i0-2i0%+w0+40w0+2iw0?) +p (-0%+0 (-2+pC-21iwld) +wd?))

m Partereal de G21

Re@1 = Si npl i fy[Conpl exExpand[Re[G21]]];

m Valor de o0
0 V2 A/Bo (l+0)
wl = )
Vo-B-1

= Primeiro oeficientede Lyapunov (L1)

1
11 = E*Si mpl i fy[Re@171;
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Valor de bifurcagéo

o (3+B+0)
pC = —
o-B-1

m Primeiro oeficientede Lyapunov (L1)

I1=FullSinplify[l1]

(B(1+p-0)c?
((1+8)°(3+B) +2 (1+B) (2+ (-7+8)B) 0-2 (5+5+1042) 0®+2 (-10+9p) 0> -90*)) /
((A+B+0) ((1+8)°+ (1+42) 0-(1+3B)0%-0°) ((1+8)°+ (1+ (-6+p) ) o- (1+9p) o -0°))



