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Resumo

O contexto do trabalho é o dominio da teoria de campos em variedades, no qual se estuda o
limite ao continuo de configuragoes de equilibrio de spins interagentes (com interagao descrita
pelo modelo sigma nao-linear de Heisenberg) numa superficie ideal infinita. Em uma série de
trabalhos anteriores, tais configuragoes de equilibrio de spins em redes bidimensionais foram
discutidas no modelo sigma nao-linear aplicado ao caso de um cilindro simples. O presente
trabalho visa estender tal estudo para o caso de um cilindro com defeitos topoldgicos do tipo
deslocamento longitudinal e corte angular. Utilizando o método de expansao em fungoes-f, que
emprega as fungoes elipticas de Jacobi ou suas formas degeneradas, obtemos solugoes exatas para
as equacoes diferenciais do modelo. Ao inspecionar essas solucoes, notamos que o parametro c
de corte angular desempenha nelas papel de menor relevancia, enquanto que temos mudancas
significativas na qualidade das solugoes devido a presenca do parametro k£ de deslocamento.
Em particular, o comportamento das solucoes do tipo séliton, caracteristico de um cilindro
sem deslocamento, nao ocorre no modelo aqui proposto. Pode-se, assim, estudar como ficam
alteradas, relativamente ao problema similar na auséncia dos defeitos topolégicos do modelo
aqui proposto, as propriedades qualitativas das configuracoes de equilibrio dos spins.



Abstract

The context of this work is the domain of the field theory on manifolds, in which it is studied
the limit to the continuous distribution of interacting spins in equillibrium configurations (with
interaction described by Heisenberg’s non-linear sigma model) on an infinite ideal surface. In
previous works, such equillibrium configurations of spins on 2-dimensional lattice were discussed
for the non-linear sigma model applied to the case of a simple cylinder. The present work aims to
extend such a study for the case of a cylinder with topological defects such as screw dislocation
and angular deficit. By making use of the elliptic-f expansion method, which uses Jacobi elliptic
functions or their degenerated forms, we obtain exact solutions to the differential equations of
the model. By inspection of these solutions, we note that the parameter ¢ of angular deficit
plays in them a role of smaller relevance, while we have significant changes in the quality of the
solutions due to the presence of the parameter k of screw dislocation. In particular, the behavior
of soliton-like solutions, characteristic of a cylinder without dislocation, does not occur in the
model here proposed. We discuss the qualitative relevance of the solutions by comparison with
those of the similar problem in the absence of the topological defects proposed, presenting their
distinct behavior.



Capitulo 1

Introducao e Motivacao

O modelo sigma nao-linear de Heisenberg tem ganhado interesse recentemente, pois permite o
estudo das configuracoes de equilibrio de spins em geometrias nao-triviais, tais como cilindros,
torus, elipsdides, superficies com curvatura negativa, etc. Basicamente, o modelo é construido
levando em conta somente a interacao de spins entre os primeiros vizinhos dos sitios de uma rede
de dtomos. Ao considerar o limite continuo da rede (ou o espagamento entre os sitios tendendo
a zero) e ao tomar spins com um nimero muito grande de auto-valores, obtemos o modelo sigma
nao-linear da Teoria de Campos. Podemos, assim, estudar as configuragoes de spins como sendo
campos definidos sobre a geometria nao-trivial da rede. E claro que esses campos precisam
especificar a orientacao polar e azimutal do spin no espaco, podendo definir o que denominamos
espaco interno de spins, que pode ser estudado apenas topologicamente. Conexdes com as areas
fundamentais e aplicacoes tecnoldgicas importantes podem ser feitas: como a “semelhanca” entre
o modelo sigma nao-linear em 2D e Yang-Mills em (3+1)D [1]; vértices “out-of-planes” (cujos
carogos parecem com a regiao mais central de sélitons de spins) sdo importantes em diversos
mecanismos (ainda protétipos) de gravacao magnética, logica magnética (MRAM), sensores
magnéticos ultra-precisos, etc...[2, 3]

Neste trabalho, nos limitamos a estudar este modelo de Heisenberg num cilindro com de-
feitos topoldgicos do tipo deslocamento longitudinal e corte angular. A escolha deste tipo de
geometria é feita porque na literatura temos encontrado o estudo para o caso de cilindros sem
estes defeitos. Entdo, queremos estudar como ficam alteradas, relativamente ao problema similar
para o caso de um cilindro simples, as propriedades qualitativas das configuragoes de equilibrio
de spins. Basicamente, o que tem sido estudado na literatura sao a relagao entre a geometria e
a estabilidade das configuracoes, e o efeito de frustracao geométrica que ocorre quando vérias
escalas de comprimentos, além da escala geométrica, estao presentes nestas configuragoes.

Esta dissertagao estd organizada como segue. Na introducao, fazemos uma breve revisao
bibliografica sobre as geometrias nao-triviais e suas influénciais sobre as configuragoes de spins,
que tivemos a oportunidade de ler nestes ultimos meses. Introduzimos também o método de
expansao em fungoes-f, onde estas funcoes-f sdo funcgoes elipticas de Jacobi ou suas funcgoes
degeneradas, tao importante para a resolucao exata de equacoes diferenciais parciais nao-lineares.
Também, esta é uma novidade que introduzimos. Pois sistematizamos uma maneira de se
trabalhar com as equacdes de movimentos provenientes do modelo de Heisenberg, as quais sao
derivadas no Capitulo 2 para o problema aqui proposto. No Capitulo 3, obtemos varias solugoes
para as equacoes de movimento utilizando este método. A andlise de tais solucGes € sistematizada
no Capitulo 4. Informacoes complementares poderao ser encontradas nos apéndices A, B, C e
D que seguem até o final do texto. Se o leitor deseja informagoes adicionais pode consultar as
Referéncias Bibliograficas disponibilizadas nas iltimas paginas.
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1.1 Meétodo de expansao em funcoes-f

E de grande interesse encontrar solucbes exatas de equagoes diferenciais nao-lineares nos pro-
blemas fisicos nao-lineares. Um nimero de métodos tem sido propostos, tais como o método do
balango homogéneo [4, 5, 6], o método de expansao em fungao tangente hiperbdlica [7, 8, 9, 10,
11], o método de expansao em funcao secante hirperbdlica [12, 13], o método da fungao teste
[14, 15], o método de transformagao nao-linear [16, 17] e o método seno-cosseno [18]. Contudo,
estes métodos podem somente obter as solucoes de onda solitaria e ondas de choque e nao podem
obter as solugoes periddicas das equagoes nao-lineares. Embora Porubov et al. [19, 20, 21] te-
nham obtido algumas solucoes peridédicas exatas para algumas equacoes diferencias nao-lineares,
eles usaram funcoes elipticas de Weierstrass e envolveram deducoes complicadas. Recentemente,
o método de expansao em funcgoes elipticas de Jacobi, que é mais geral que o método de expansao
em funcao tangente hiperbdlica, tem sido proposto e aplicado para resolver algumas equagoes
nao-lineares. As solugoes periddicas obtidas por esse método incluem algumas solugoes de onda
solitaria e de onda de choque [22, 23, 24].

No estudo de equagbes modelando fenémenos ondulatdrios, um dos objetos fundamentais
de estudo é a solucao de onda propagante, ou seja, uma solucao de forma constante movendo
com uma velocidade fixa [25]. De interesse particular, hé trés tipos de ondas propagantes:
as ondas solitarias, que sao ondas propagantes localizadas, assintoticamente nulas a grandes
distancias; as ondas periddicas e as ondas de choque, que passam de um estado assintdtico a
outro. Muito recentemente, um método unificado, denominado método de expansao em funcoes-
f, tem sido proposto para obter solugoes de onda exatas para uma grande variedade de equagoes
diferenciais parciais nao-lineares [26]. Por meio desse método, as solugoes de onda solitéria, de
ondas periddicas e de ondas de choque podem, se elas existem, ser obtidas simultaneamente para
a equacao em questao. Portanto, muitos dos cdlculos tediosos e repetitivos podem ser evitados.
A idéia bésica é a seguinte. Para uma dada equacio diferencial parcial ndo-linear, por exemplo,
em duas variaveis independentes: uma variavel temporal t e outra variavel espacial x,

N(u,ug,ug,...) =0 (1.1)

nods procuramos solugoes de onda da forma

u=u(f), E=kx —wt (1.2)

Substituindo a Eq. (1.2) na Eq. (1.1), teremos uma equacao diferencial nao-linear ordinéria
para u(§). Entao, expandimos u(£) num polinémio em f(§)

u=u(€) =Y A;f! (1.3)
§=0

onde A; sao constantes a serem determinadas e n é fixado ao balancear os termos de maior grau
da equacao, enquanto f satisfaz a equacao eliptica de primeira espécie

fr=pfraf’, on f7=pf+ aft+r (1.4

onde o apéstrofo significa derivada com relagao a &.

Apés as Egs. (1.3) e (1.4) serem substituidas na equacao diferencial ordindria, os coeficientes
Aj, k, w, p, ¢ e r podem ser determinados. Se qualquer um deles é nao fixado, serd notado como
arbitrario na solugao da Eq. (1.1). A Eq. (1.3) estabelece uma relagao de mapeamento algébrico
entre a solucao da Eq. (1.1) e a solucao da Eq. (1.4). Na Eq. (1.3), se nés assumimos f = tanh ¢,
temos o método da funcao-tanh; se f = sech, temos o método da funcao-sech; se f = sn&, cng,
dn&, csg, etc., temos o método da funcao eliptica de Jacobi . Escolhemos a Eq. (1.4) porque
a onda solitaria f = sechf, a onda de choque f = tanh& e as ondas periédicas em termos das
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funcoes elipticas de Jacobi f = sn&, cng, dn&, csé, etc. sao todas solugoes dela para valores
apropriados dos parametros p, g e r.

As funcoes elipticas de Jacobi sné = sn(§,m), cn = cn(&,m) e dn{ = dn(&,m), onde
m (0 < m < 1) é chamado médulo da funcao eliptica, sao periddicas e possuem propriedades de
fungoes triangulares, a saber

sn?é +en?6 =1,  dn?¢+m?sn%¢ =1, (snf) = cnédné,
(cn€) = —sn&dné, (dn&)’ = —m*cnésné. (1.5)

Quando m — 0, as funcgoes elipticas de Jacobi degeneram para funcoes triangulares

sné — siné, cné — cosé, dné — 1. (1.6)

E quando m — 1, as funcgoes elipticas de Jacobi degeneram para funcgoes hiperbdlicas

sné — tanh &, cné — sechg, dn& — sechf. (1.7)

Explicacoes detalhadas sobre as funcoes elipticas de Jacobi podem ser encontradas nas Refs.
[29, 30]. Note que é ainda possivel definir mais nove fungoes elipticas de Jacobi em termos de
sng, cn€ edné. Algumas dessas fungoes seriam

cné dné 1

s = —, sc€= %, dec{ = —, ns{=— etc. (1.8)
sné cné cné sné
Uma férmula mnemonica seria observar que o nome da nova fungao é composto pela primeira
letra do nome da funcdo no numerador seguida pela primeira letra do nome da func¢do no
denominador. Quando a funcao no numerador é a unidade, entao as duas letras que compoem
a nova funcao sdo obtidas permutando as letras da funcao no denominador.

O balanceamento é feito notando que o maior grau da expansao em (1.3) é

Ow())=n (1.9)

Note que, devido as propriedades em (1.5), toda vez que derivamos (1.3) o grau da derivada fica
aumentado de uma unidade. Assim

dPu
@) (d—§p> =n+p, p=123, .. (1.10)
E de (1.9) e (1.10) segue que
dPu
O\ v =(q+n+p, q=123,.. p=123,.. (1.11)

Portanto, nés podemos selecionar n em (1.3) ao igualar os graus de pelo menos dois termos na
equagao ordindria de (1.1).

Neste trabalho, nés usaremos este interessante método de expansao em fungoes-f para obter
solugoes exatas para as equacOes diferenciais parciais nao-lineares que obtivemos ao tratar o
modelo de Heisenberg para spins numa superficie cilindrica com defeitos topoldgicos.

Porém, vale ressaltar que um método ainda mais geral que o método de expansao em funcoes-f
tem recebido o nome de método de expansao em fungoes-f estendido. Recentemente, este método
tem sido proposto para obter nao somente as solugoes em fungoes elipticas de Jacobi nao-
degeneradas simples, mas também as solugoes em funcoes elipticas de Jacobi nao-degeneradas
combinadas. Isto equivale a dizer que duas fungoes elipticas de Jacobi diferentes sdo combinadas
na mesma solugao [31].
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1.2 Geometria e configuragoes de spins

A configuracao de spins devido aos aspectos geométricos do sistema tem sido alvo de estudos
recentes. O controle dessas configuracoes estaveis de spin permitem aplicagoes tecnolégicas
importantes. Simulacoes computacionais em sistemas magnéticos ‘Soft-Hard’ (ou ‘magnetiza¢do
varidvel - magnetizagdo constante’) mostram que uma nanoparticula, inserida neste sistema,
pode ter a sua posi¢ao no espaco controlada por um campo magnético externo. Geometricamente
este sistema consiste de trés discos magnéticos com magnetizacao constante (Hard) dispostos
nos vértices de um triangulo eqiiildtero imaginario. Uma camada fina de um material magnético
com magnetizagao varidvel (Soft) é colocada sobre estes discos ‘Hard’. Uma nanoparticula sobre
esta camada ‘Soft’ possui um minimo de energia que a confina em algum ponto neste sistema.
A variacao de um campo magnético externo desloca este ponto de minima energia, deslocando
junto a pequena particula. Em nanotecnologia, isso permite uma maior manipulacao de tais
objetos [32].

Para um gds de elétrons com spins polarizados sobre um cilindro eldstico, imerso em um
campo magnético externo e em um campo elétrico axial, a equagao de Euler-Lagrange correspon-
dente é a equacao Double Sine-Gordon (DSG), podendo ter uma solugao exata do tipo séliton.
O soliton da DSG é estabilizado somente pela curvatura do cilindro deformado elasticamente,
sem a necessidade de repulsao da forca elétrica. Ele adota um comprimento caracteristico que é
menor que o raio do cilindro. Para um cilindro elastico a mistura dessas escalas de comprimento,
que denomina-se frustracao geométrica, causam uma deformagao do cilindro na regiao do séliton
[33].

Também uma solucao solitonica metaestavel sobre um plano pode ser estabilizada ao remover
um disco de raio p, centrado na origem. E claro que isso torna o plano nao-simplesmente conexo,
mas introduz um comprimento caracteristico para estabilizar o sdliton. Porém, esta mesma
estabilidade também é conseguida para um séliton sobre um cone, se este cone for truncado a
uma distancia de p, logo acima do vértice. H4 uma conexdo entre estas geometrias diferentes,
pois o plano nao-simplesmente conexo é um caso limite do cone truncado quando o angulo de
abertura do cone tende a 7 [34].

Para spins de Heisenberg classicos no limite continuo sobre um cilindro elastico em um campo
magnético axial sao encontradas solugoes solitonicas e multisoliténicas (periddicas). As solugdes
solitonicas adotam um comprimento caracteristico menor que o raio do cilindro. Essa mistura
de escalas de comprimento causam frustracao geométrica na regiao central do sdliton. Esta
frustragdo proporciona uma deformacao localizada do cilindro eldstico, enquanto as solugoes
multisolitonicas causam uma deformacao periddica [35].

A frustracdo geométrica também pode ocorrer em uma variedade eldstica com no minimo
uma curvatura principal nao-constante. Esta curvatura principal ndo-constante induz frustracao
geométrica na regiao do séliton, que proporciona uma deformacao da variedade nesta regiao.
Um cilindro eliptico poderia ser uma superficie onde este efeito seria verificado por ter uma de
suas curvaturas principais nao-constante. Mas também outras fontes desta realizacdo seriam
elipsdides, variedades ovaladas, torus elipticos e paraboldides elipticos [36].

Também ha estudos em superficies magnéticas curvas no contexto da matéria condensada
‘Soft’. Mais especificamente, sdo estudados os spins de Heisenberg semi-cldssicos sobre geome-
trias curvas elasticamente deforméveis tais como cilindro circular, cilindro eliptico, torus [37].
O aparecimento de outras escalas de comprimento além das escalas geométricas faz com que
ocorra uma ‘mistura’ dessas escalas denominada frustracdo geométrica. Esta frustracao leva a
uma deformagao da superficie magnética na regiao do séliton [38, 39, 40]. Superficies onde este
efeito poderia ser realizado sdo microtibulos e vesiculas (esferoidais ou toroidais) constituidas
de materiais organicos magnéticos tais como polimeros magnéticos [41].

Spins de Heisenberg que se encontram na pseudo-esfera (um espago infinito 2-dimensional
com curvatura gaussiana constante e negativa) ndo podem gerar solugoes solitonicas estaveis.
Apenas solucoes fracionarias podem ser estabilizadas nesta superficie desde que um furo seja
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feito. Dirigindo-se também & introducao de vértices “no plano” no regime XY, interessante-
mente, a energia de um 1nico vortice nao diverge quando o sistema tende ao infinito. Isso leva
a um potencial nao-confinante entre um vértice e um anti-vortice a grandes distancias, de modo
que o par possa dissociar-se a uma baixa e arbitrdria temperatura [42].

Notamos que, basicamente, o que tem sido estudado na literatura sdo a estabilidade das
configuracoes de spins e a frustracao geométrica em diferentes tipos de geometria.



Capitulo 2

Equacoes do Modelo de Heisenberg

2.1 Modelo de Heisenberg

O modelo de Heisenberg é empregado para descrever a configuracao de spins em uma rede.
Alguns conceitos da Mecanica Quantica sao usados em sua derivacao. O principio de exclusao de
Pauli, principalmente, é usado para se obter aproximadamente a energia de troca J. Ela descreve
a energia necessaria para que o sistema de spins interagentes passe de um estado singleto para
um estado tripleto. O estado singleto corresponde aos spins interagentes paralelos entre si (caso
ferromagnético) e o estado tripleto corresponde aos spins antiparalelos (antiferromagnetismo).
A energia de troca é dada por

J ~ Es — ET (21)

A proposta de Heisenberg foi apresentar a energia de interagdo entre spins vizinhos de dois
sitios como

H,=-JS -5 (2.2)

onde S7 e S sao os operadores de spin, fornecendo os estados de spin nos sitios 1 e 2, respecti-
vamente. Para uma rede quadrada de sitios no plano, esta energia é dada pela hamiltoniana

H, = —g Z <§Z . §i+1 + 52 : gi—l + gz : §i+N + gz ) gi—N> (2.3)

onde o fator meio foi inserido porque cada termo na somatéria em (2.3) é contado duas vezes; o
indice ¢ representa o i-ésimo sitio da rede e os indices i+ 1,7 —1, i+ N e ¢ — N sao os primeiros
vizinhos do i-ésimo sitio. De uma forma mais compacta escrevemos simplesmente

J L
Hy=—3 > 8-S (2.4)

<i,j>

Se S é um operador quantico, entao temos o modelo quantico na rede. Por outro lado, se S
é um vetor, obtemos o modelo classico na rede.
Como as componentes do vetor de spin S; sao (Sil, SZ?, Sf’), podemos reescrever (2.4) como

J 1al 2.¢2 3a3
Ho=—3 > (SiS] + 5787 + S5753) (2.5)
<i,j>
Se a rede possui anisotropia (de eixo ou de plano fécil), entdo podemos representar esta
anisotropia por um fator A na hamiltoniana e escrever
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H, = —% > (S1S]+ 8287 + (14 X)82s%) (2.6)
<i,j>
Considerando o espacamento a entre os sitios da rede pequeno o suficiente para se fazer o
truncamento na segunda ordem da expansao em Taylor de §Z no ¢-ésimo sitio, podemos passar
(2.6) para o limite continuo (Apéndice A) - modelo sigma nao-linear. Neste caso, a hamiltoniana
para uma rede isotrépica A = 0 é dada por

H, = %//D dwldﬁii: <gij>2 (2.7)

a=1a=1

onde a integracdo se estende por toda a superficie D da rede no plano z'z2.

Esta é a hamiltoniana para J > 0, ou seja, o caso ferromagnético. Para o caso antiferro-
magnético (J < 0), o vetor de spin S deve ser substituido pelo vetor de Néel 7= %(S} - gg),
onde os indices referem-se a subredes distintas.

Podemos ainda generalizar a hamiltoniana (2.7) ao considerar uma rede de spins sobre uma
superficie arbitréria S. Esta generalizacao pode ser feita ao colocar esta hamiltoniana na forma
covariante

3 2
_J 1, 9 ap 05 05°
H, = 5 //S Vgldz'dz E E hab g 5% 5P (2.8)

a,b=1 a,f=1

onde hgy, é a metrica do espago interno de spins que, no caso isotrépico, é dada por hi1 = hoo =

h3s =1 e hgp = 0 para todo a # b; gop é a métrica da superficie em questao, e g“? é sua inversa;

V]gldz'dz? é o elemento infinitesimal e invariante de superficie; z! e 22 sdo as coordenadas

usadas para se descrever a superficie e g = det[gag].

2.2 A geometria da rede

A geometria do espaco que estamos estudando, constituida pela rede de sitios onde os spins assu-
mem seus valores, € um cilindro conico de raio p, com deslocamento. Este espaco é caracterizado
pelo elemento de linha escrito em coordenadas cilindricas

ds® = (?p? + k) dp? + 2kdpdz + dz* (2.9)

onde c e k sdo os parametros correspondentes a um corte angular (conicidade) e um deslocamento
longitudinal, respectivamente (Apéndice B). O caso para o qual ¢ = 1 e k = 0 claramente
corresponde a um cilindro simples de raio p,. A Figura 2.1 ilustra como obter esta geometria
a partir de uma superficie plana. Para obter esta geometria, é necessario fazer um corte na
superficie sem defeitos com métrica

ds® = p2db? + dZ*
e, em seguida, efetuar a identificacao dos pontos das bordas cortadas
(po,0,2) < (po,0 + 2me, Z + 27k).
Ao definir um novo espaco de coordenadas

p=0/c e z=7—(k/c)d

o elemento de linha torna-se idéntico a (2.9) e a identificagdo usual

(Pos 5 2) = (po, o + 27, 2)
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corte angular
colagem

—> BN

A conicidade € obtida ao retirar uma fatia da circunferéncia do cilindro. Em
seguida, ¢ feita uma 1dentificagdo dos pontos das duas bordas resultantes deste
corte angular. Podemos pensar como se estivéssemos colando as bordas uma na

outra.
/—\/ %/7

S e

corte e deslocamento

longitudinais

T ———
N S

O deslocamento longitudinal € conseguido ao fazer um corte longitudinal e, em
seguida, efetuar um cisalhamento nas bordas resultantes. Também deve ser feita
uma colagem ao identificar os pontos das bordas.

Figura 2.1: Tustragdo de como obter um efeito de conicidade e deslocamento longitudinal em
um cilindro simples.
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precisa ser observada. O corte e a identificacao convenientes introduzem defeitos como conicidade
e deslocamento num cilindro simples, por exemplo.

Dessa forma podemos explicitar os objetos de (2.8) a partir do elemento de linha (2.9). Na
forma matricial teremos

1 k
@2+ k) AT

w = (17N @=L ]
ez 22

e S

' _ 22 e (@he?) = (p,2)

2.3 O espaco interno de spins

Como o vetor de spin S possui médulo constante, podemos colocar este mdédulo igual a unidade,
ou mais especificamente, podemos estabelecer o vinculo S§2 = §.S = cte. Sem nenhum prejuizo,
vamos fazer esta constante igual a unidade. Assim, podemos escrever 52 = 1. Dessa forma,
0 espaco interno é uma esfera de raio unitdario. Podemos localizar qualquer ponto dessa esfera
usando as coordenadas esféricas. Por isso, essas coordenadas podem parametrizar o vetor de
spin na forma

S = (5,52 5% = (sin O cos P, sin O sin B, cos O)

onde, obviamente, teremos © = O(p,z) e & = P(p,z). Essas parametrizagoes sao suficientes
para especificar o vetor de spin S, dado em coordenadas polares (0, ®), em cada ponto da rede
de spins, dado em coordenadas cilindricas (¢, 2).

2.4 Campo magnético externo

Além da hamiltoniana de auto-interagao (2.8), que é responsavel por descrever a energia total
de interacao entre spins vizinhos, vamos introduzir um outro termo. Se introduzimos um campo
magnético externo B homogéneo na direcao do eixo do cilindro, entdo podemos definir a energia
de interacao deste campo com um vetor de spin S por

hgz—%é-ﬁ

onde g é o fator g dos elétrons no material magnético e 1 é o momento magnético de spin no
material magnético. Desta equacao, vemos que a energia de interacao é maxima quando o vetor
de spin esta orientado paralelamente no sentido contrario ao campo B. A energia maxima sera,
neste caso, hg = guB. Se o vetor de spin estiver orientado paralelamente no mesmo sentido do
campo magnético, entao a energia serd minima e dada por hg = —guB. Dessa forma, a energia
de interagio estd compreendida entre estes dois valores, ou seja, —guB < hp < guB. A energia
total de interacao com o campo de spins precisa ser a soma das energias individuais hp com
cada vetor de spin. Como estamos considerando que a rede é um continuo de spins sobre uma
superficie arbitraria S, entao esta energia total deve ser dada por uma integracao sobre esta
superficie na forma

Hp = —% // V]gldz'da®B - § = —% // Vgldztdz? cos © (2.10)
S S

onde a diregdo de B determina o eixo interno nimero 3 (eixo polar).
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2.5 As equagoes do modelo

A energia total do sistema é dada pela energia de auto-interagdo entre os vetores de spin H,
(2.8) adicionada & energia de interagao entre o campo magnético externo e os vetores de spin
Hp (2.10). Assim, a energia total H = H, + Hp pode ser escrita na forma

05%(0,®)08%(0,®) 1
_ 142 aB
H = QJ//S Vgldz*dz g E hap g© E cos © (2.11)

oz 202
ab lo,6=1 PB
onde fizemos p2B = %. Desenvolvendo os cdlculos, para uma interacao isotropica hg =
diag(1,1,1), sobre a superficie cilindrica (2.9) com conicidade e deslocamento, a hamiltoniana
pode ser expressa em termos dos parametros © e ® do espaco interno como

B 1 90 90 5 o (007
H—‘”C”O/sd@dz{‘mg <a¢ ka—> T <a_> +
sin2@ | (0® 9D \® 5 4 [0D\? 1
T 2.9 5. F3az - —5 2.12
4¢2p2 <8(p k8z> Po <8z> + 2923 cos © ( )

Podemos determinar as equagoes do modelo a partir da hamiltoniana (2.12). Para isso,
usamos o conhecido principio da minima acéo para obter as equagoes de movimento (2.13) para
os campos © e ¢

_ _ A_(pl &2
Z&,;a <8¢A) =0, A=1,2 e &= (d', 8% =(0,d) (2.13)
Ox™

onde A é a densidade hamiltoniana de H sobre a superficie cilindrica. Como H = H, + Hp,
entao (2.13) também pode ser escrita na forma

Ao OAp
8<I>A Z 83:0‘ <%¢:> - OPA =0, (2.14)

uma vez que Hp nao depende das derivadas dos campos de spin (em relacio a z! e 2, que sdo

as coordenadas da superficie da rede). Dessa forma, teremos duas equacoes de movimento:

1 _ od 0 5 o (02
4C2pg{ sin 20 [<8<p k@z) +c p0<8z>

2 2 2 2 2
+2<8—@ ka®> 2k<a® ka—@>+2228@} 212sin(9:0
Pp

+ (2.15)

0p? 0pdz 0pdz 022 Pog22
00 (0% 0P »re o
0 (90 8D L9001 20 92D\, ,0°0]
—Sll’l2®a |:k<a(’p ]C&)—C a :|—Sln @|:k <m—kw Cp08 D) =0

Como pode ser visto, é complicado determinar as solugoes exatas destas duas equagoes. Pois,
sao longas equacoes diferenciais parciais nao-lineares acopladas e, em geral, sao de dificil solucao.
Devemos procurar por solugoes particulares. Uma possiblidade seria buscar por solugdes com
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simetria helicoidal nos campos © e ® (Apéndice C'). Porém, busquemos solugoes para o campo
O tais que uma solugdo para o campo ® possua simetria cilindrica na forma

P, 2) =np + o (2.17)

onde n e ¢, (nep € R) sao constantes. Deve ser notado que o significado deste parametro n
é diferente daquele da equagao (1.3). Em (2.17), este parametro estd associado ao nimero de
vezes que o campo P percorre o intervalo [0,27] enquanto é realizada uma volta completa ao
redor do cilindro. Em (1.3), ele apenas fixa o grau maximo da expansao. O motivo desta escolha
de solugao para o campo ® é porque conseguimos reduzir as equagoes (2.15) e (2.16) em uma
equagao conhecida como equagao Double Sine-Gordon (DSG). Se substituirmos o ansatz (2.17)
nas equagoes (2.15) e (2.16) obteremos, respectivamente, as equagoes

1

2 .
—462,0% {—n sin 20+ (2.18)
920 0% 9?0 9%0 , %0 1.
+2 <8—g02 —km> — 2k <m —kw> + 2¢ pow} — %Sln@ =0
. 00 . 00
n sin 2(9% — knsin 2@5 =0 (2.19)

Para n # 0, a equagao (2.19) toma a forma

00 00
k== = 2.2
a0 k P 0 (2.20)

que é uma equagao helicoidal. Introduzindo (2.20) na equagao (2.18) e assumindo k& # 0, obtemos
a Double Sine-Gordon (DSG)

2
27(;) = asin © + [sin 20 (2.21)
onde fizemos
1
o = — 2.22
) (2.22)
g o=
2622

Embora solugoes exatas da equagao DSG sejam conhecidas na literatura, nao encontramos
solugoes que se adaptam ao modelo proposto e as nossas condigoes de contorno [27, 28, 35]. No
préximo capitulo, usaremos o método de expansao em fungoes-f para determinar mais solugoes
exatas para a equagao (2.21).



Capitulo 3

Solucoes das Equacoes

Muitos métodos tem sido propostos para a resolucao de equacgtes diferenciais nao-lineares. Al-
guns deles, tais como, o método da tangente hiperbdlica, o método do sinh, do cosh, e outros
produzem apenas solugoes solitonicas simples. Métodos mais gerais foram desenvolvidos como,
por exemplo, o método de expansdo em funcoes elipticas de Jacobi e o método de expansao
em funcoes-f. Estes métodos além de produzir sélitons simples também geram multisélitons.
Recentemente, tem se resolvido algumas equagoes nao-lineares com o método de expansao em
fungoes-f estendido, que é uma generalizacao de muitos métodos anteriores.

Contudo, apenas o método de expansao em fungoes-f bastard para resolver nossa equacao de
movimento (2.21) e gerar solugoes interessantes para a anédlise. Mais especificamente, determi-
naremos multisélitons (solugdes periddicas) para a equagao double sine-Gordon. Uma vez que
a DSG nao se apresenta na forma (1.1) para a aplicacdo do método, devemos realizar algumas
transformacoes para que ela tome a forma adequada. Duas transformacoes possiveis na DSG
para a aplicacao do método sao a transformacao da tangente e a transformagao do cosseno.

3.1 Transformagao da tangente

Nossa DSG tem a forma

O., = asin© + [sin 20 (3.1)
Facamos a transformacao
©
u = tan — (3.2)
2
Assim, obtemos
. 2u
R .
4o (1 — u?
sin20 = (72) (3.3)
(1+wu?)
2 (14 u?) uz, — dun?
@zz = 2
(1+wu?)

Substituindo as equagoes (3.3) na equagao (3.1), teremos

(14 ) uzs — 2uu2 — au — bu® =0 (3.4)

onde fizemos a = a+ 20 e b = o — 2(3. Agora, temos a forma (1.1) adequada para a aplicacao
do método.

12
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Fagamos uma outra transformagao £ = s (z + k¢p), onde s é um parametro a ser determinado.
Na verdade, inicialmente propomos a transformagao (1.2), para o sistema de ondas propagantes,
para que obtivéssemos uma equacao ordinaria. Porém, o nosso problema em curso é estatico
(independente do tempo). Por isso, fizemos uma adaptagao para o nosso caso a fim de obtermos
também uma equacao ordindria. Essa transformacao é justificavel pela equacao helicoidal ©, =
k©,, que foi obtida no problema juntamente com a DSG. O angulo polar de spin ©, além de
satisfazer a DSG, deve também satisfazer essa equagao helicoidal: ©(¢p, z) = 2arctan u({(¢p, 2))

Assim, a equagao (3.4) toma a forma

s (1+ u?)u” — 2s*u(u)? — au — bu® =0 (3.5)

onde o apostrofo significa derivada com relacao £. Dessa equacao, notamos que os dois termos
com graus maiores possuem graus

Ou*")=3n+2 e O(u(u’)2> =3n+2 (3.6)

Ao balancear estes dois termos, igualando-os, notamos que n resulta arbitrério e podemos, assim,
fazer n = 1 na expanséao

u(€) = aif’(€) (3.7)
j=0

onde a funcao-f deve satisfazer a equacao eliptica

q
(F)? =pf*+5f +r ou f'=pf+af’ (3.8)
Desse modo, obtemos
u = ag+arf
"2 2, 2 a%q 4 2
W)™ = apf+—"f +ar (3.9)

" = apf +aqf?

Substituindo as equagdes (3.9) na equagao (3.5), reagrupando os termos de mesmo grau em
poténcias de f e igualando estes termos a zero, obtemos o seguinte sistema de equagoes algébricas
nao-lineares

ag[—2s%a?r —a —ba3] = 0

a1[ps*(1 + a2) — 2s%a3r —a — 3ba3] = 0
—3baga? = 0 (3.10)

ai[—ps*ai+¢s*(1+ad) —bai] = 0

qszaoa% = 0

Como este sistema € nao-linear, nao temos o conhecimento prévio do numero de solucoes
possiveis. Exploraremos alguns casos mais evidentes.

Da terceira das equagoes (3.10), precisamos fazer a; = 0(ag # 0) ou agp = 0(a; # 0) para
um dominio mais geral dos parametros o e 3 (b # 0).

Caso 1: a3 =0(ag #0)

Neste caso, apenas o lado esquerdo da primeira equacao nao se anula identicamente. Para
que isso aconteca, precisamos fazer
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20+ «
20 — «

ap+ = *

Assim, obteremos as solugoes constantes triviais

20+ «
20 — «

©1+(p,z) = 2arctan |+ (3.11)

Caso 2: ap =0(a; #0)

Neste caso, as tnicas equacgoes cujos lados esquerdos nao se anulam sao a segunda e a
quarta equacao. Elas se reduzem a

ps? — 2327’a% —a =
qs® —ps?at —bal = 0 (3.12)
Podemos resolver este sistema (3.12) de duas maneiras distintas:

Caso 2.a: (r #0)

Isolando a; na primeira equacao em (3.12) obtemos

ai+ = j:\/p—s2 — (@ +25)

2rs?

Substituindo este resultado na segunda equacao, e isolando s obtemos

. jE\/—251) + A48%? — (o® — 457)(2qr — p?)

- 3.13
+ 2qr — p? (3.13)
Portanto, solugoes exatas nao triviais sao obtidas
:l: —_—
+02:(:2) = (3.14)
28)(2qr — p2
9arctan { + | 2 — (a +20)(2qr — p) y

2 o (~26p+ /AT — (o2 — A5%) (27 — 7))

; i\/—2619 £ /45%p% — (o® — 45°)(2qr — p?) (z + ko)

2qr — p?

onde convencionamos que os sinais + subescritos esquerdos em i@éti(cp, z) correspondem
aos sinais + adjacentes as raizes internas do lado direito da igualdade. Os demais sinais
sao de livre convencao.

Caso 2.b: (r =0)

Isolando s na primeira equagao em (3.12) vem

o+ 20
p

st =4
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Substituindo este resultado na segunda equagao, temos

o +25)

a1+ = =+
1+ %0

Assim, obtemos novas solugoes na forma

63:3::((107 Z) = 2arctan {i\/Mf

o+ 283
+ k
oo \/ ’ (z + k)

onde os sinais + em @éti(gp, z) sao de livre convengao.

} (3.15)

3.2 Transformagao do cosseno

Facamos agora uma outra transformagao

u = cos © (3.16)

Assim, teremos

sin® = +v1—u? (3.17)
sin20 = £2uy/1 — u?

622

I
H_
—
|

Substituindo as equagoes (3.17) na equacao (3.1) obtemos

(1 — ).z 4w + a1 — u?)? + 26u(l —u?)? =0 (3.18)

Ao fazer o balanceamento notamos que a tunica possibilidade é fazer n = 1. Fazendo a
transformagao & = s(z + k) na equacao (3.18), substituindo as equagbes (3.9) na equacao
resultante, reagrupando os termos de mesmo grau e igualando a zero os coeficientes reagrupados
no mesmo grau da funcao-f, obtemos um sistema de equacoes algébricas nao-lineares na forma

ags®air + (a + 20a0)(1 — af)?

$*p(1 — a2) + s%a¥r — daap(1 — ad) — 8a2B(1 — a2) + 28(1 — a?)?
—aps®p — 2a(1 — ad) + 4aa} + 8aj B — 12a0B(1 — ad)

s2q(1 — ad) + 4aaga? + 16a2a2 8 — 4a2p(1 — a?)

—3agsq + 2aa? + 20apa? 3

—s%q+ 4a%6 =

Il
o o o o o o

(3.19)

com as seguintes possibilidades de solugoes

(3.20)

&l»

al+ = =£

q <a2 + 1662>
p\ 1652

2 2
S a + 160
4/3p

Q
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com p, ¢ e r vinculados pela equagao
2qr 1662 — o 2
p2  \ 16832 + o2

(3.21)
Dessa forma, teremos solugoes para a equagao (3.1) na forma

0%, (p,2) = arccos {—% + \/_% <a21+67ﬁ1§52>f } (3.22)

onde convencionamos que os sinais + subescritos em @jfi(go, z) correspondem aos sinais + do
argumento da fungao-f. Note que, a partir da equacao (3.18), podemos obter, ainda, algumas
solugoes triviais constantes a; = 0 (ag # 0). Pois, neste caso, a equagao se torna

_a? + 1642

7 (z + ko)

a(l —a2)? +2Bag(1 —ad)* =0

com solugoes ag+ = =1 e ag = —%. Assim, obteremos mais solugoes triviais da equagao (3.1)
0:'(p,2) = Him
e
Og(p,2) = - 3.23
6(p, 2) arccos < 25) (3.23)

onde [ =0,1,2,3...

3.3 Transformagao da tangente em segunda ordem

Por outro lado, também podemos obter mais solugoes para a equagao (3.5) ao fazer n = 2 na
expansao (3.7). Isso é permitido, pois ao fazer o balanceamento da equagao (3.5) notamos que
n é arbitrério. Vale lembrar que esta equacao foi obtida com a transformacao (3.2). Assim,
teremos

u = ag+arf+ a2f2 (3.24)
(ul)2 = a%f +4dajaorf + (a%p + 4a§r)f2 + 4a1a2pf3 +
(a%g + 4a§p> f4 + 2a1a2qf5 + 2a§qf6
W = 2a0r 4+ aipf + daspf? + arqf? + 3asqf?

Substituindo as equagoes (3.24) na equacao (3.5), obtemos um sistema de nove equacgoes. Fa-
zendo de antemao ¢ = 0 e a; = 0, simplificamos este sistema para um subsistema de quatro
equagoes na forma

252asr(1 + a) — (a +28)ag — (o — 2B)ad =
45°p(1 + ad) — 4aps’asr — (a + 26) — 3(a — 20)a’

6s%aor + 3(a — 28)ag =

4s’p + (a —20) =

o O o O

(3.25)

com as seguintes possibilidades de solugao
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a
= +
ao+ 25— a
2p «
a = —
2% r\ 20—«
20 — «
S+ =
dp

Portanto, obtemos mais solugbes nao-trivias para a DSG

+ [ « 2p o 9
i@7i:2arctan{i 25—ai7 25_@]“

} (3.26)
onde os sinais + sao de livre convencao.
Além das solugoes da DSG, também investigamos as solugdes da Simple Sine-Gordon (SSG)
e da Triple Sine-Gordon (TSG) (Apéndice D). O conjunto das solugoes destas trés equagoes
SSG, DSG e TSG, obtido com o método de expansao em fungoes-f, seria uma generalizacao dos
trabalhos indicados [27, 28], pois inclui solugdes que nao temos encontrado na literatura. Um
conjunto maior de solugoes poderia ainda ser obtido. Pois o método de expansao em funcoes-f
estendido poderia ser aplicado para tentar encontrar mais solugoes exatas destas trés importantes
equagoes.

20 — «
4p

+ (z + ko)




Capitulo 4

Analise das Solucoes

O método de expansao em funcoes-f produz, em uma unica vez, um nimero muito grande de
solugoes. Basta que a fungao f satisfaga a equacao eliptica (1.4) para termos uma solucao
explicita. No Apéndice D sao mostradas em uma tabela algumas fungdes com seus correspon-
dentes valores de p, q e r explicitados. Por esse motivo, faremos agora a analise de duas solugoes,
apenas.

4.1 Analise de uma solucao arctan

Das solugoes (3.14) escolhamos a solugao _®§r+(<,0, z). Devemos escolher, também, uma fungao
f na tabela do Apéndice D. Tomemos f = cs = cn/sn e seus valores p = 2 —m?, ¢ = 2 e
r =1 —m?. Entéo, a solucdo pode ser escrita na forma

O2(p,2) = (4.1)

2 4
2 arctan 2—m — (@ +26)m X

20=m%) 21— m?) (202 = m2) + /AP — w22 + (a? — 4571 )

o (z + ko)

. ¢ 20(2 — m?) + \/AFC — A + (@ — 47

Para que esta seja uma solugao fisica, é necessario que ©2(p, z) seja sempre real. Devemos
analisar para que valores de a e 3 as expressGes no interior das raizes sdo maiores ou iguais a
zero. Em seguida, devemos aplicar as condigoes de contorno exigidas pelo problema fisico.

4.1.1 Restricao de parametros

Para que o argumento da funcao cs seja real, é suficiente que

46%(2 = m?)* + (o — 48%)(m*) > 0

Rearranjando os termos, teremos

164%(1 — m?) + o*m* > 0

Como 0 < m < 1, esta condicao é satisfeita para todo o e 3. Portanto, o argumento da
funcao cs é um numero real, qualquer que seja o valor destes parametros. Para que a raiz que
multiplica a func¢do cs seja um numero real, é necessario que o radicando seja maior ou igual a
zero. Rearranjando os termos, essa condigdo pode ser expressa na forma

18
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>1

(2—m?) [26(2—m?) + /4822 —m?)? + (a2 — 45?)(m?)
(o +2B) m?

Para analisar com quais valores de « e (3 esta condicao é satisfeita, definimos uma funcao F(m)
a partir do primeiro membro da desigualdade anterior:

(2-m?) {26(2 —m?) + /AFP2 = m)? + (o - 4ﬁ2)(m4)}

F(m) =

(a+20) m* (42)

Devemos analisar a funcao F'(m) versus o parametro m no intervalo 0 < m < 1. Para tanto,
observa-se que F'(m) é continua nesse intervalo.

I- Pontos de fronteira: Claramente, vemos que
limuy—oF(m) = 0o
E também, calculando o valor de F'(m) em m = 1, temos que
F(1)=1

II- Pontos extremos: Para calcular estes pontos, é necessario derivar a expressao para F'(m).
Assim, teremos

F'(m) = (4.3)
2m [ 28(2 —m?) + /432(2 — m?2)2 + (a2 — 46%)m4
") a+23 m? +
2 —m?2 [ 4Bm + % [4ﬁ2(2 —m?)2 + (a? — 462)7714] 2 [16ﬁ2m5(2 —m?) —4(a® - 4ﬁ2)m7]
a+ 206 m8
s | PC )+ VIR (o 4ﬁ2>m4]> }

Se essa derivada nao se anula para nenhum m no intervalo 0 < m < 1, entdo ela devera ser
sempre negativa neste intervalo. Neste caso, temos que F(m) > 1 para todo m neste intervalo
é exigir que F(m) seja limitada inferiormente pelo seu valor F(1) = 1 em m = 1 (ponto de
minimo).

Pela forma de F'(m) em (4.3), vemos que todos os fatores sdo claramente nao-negativos
(a menos do sinal negativo global), exceto o fator [1682m®(2 — m?) — 4(a? — 43%)m”]. Porém,
para que este fator seja sempre nao-negativo, basta estabelecermos a condigao

a <24 (4.4)

E teremos, com essa condicao, que todos os fatores serdo nao-negativos. Dessa forma, a deri-
vada F’(m) serd sempre negativa. Pois, pontos de fronteira da funcao F(m) sao
F(m) — oo e F(1) = 1. Graficamente, podemos representar a funcao F(m) pela figura
4.1.

Dessa andlise, fica claro que (4.4) é condigao suficiente para que a solucao (4.1) seja uma
solucao fisica real.

m—0
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Figura 4.1: Comportamento qualitativo da fungao F'(m), adotando v =1, § = 1.

4.1.2 Condicoes de contorno

Agora, devemos aplicar as condigoes de contorno em (4.1). Elas também devem ser aplicadas a
solugdo para o campo ®(p, z) em (2.17). Sejam estas condi¢oes dadas por

O(p,2) = O(p+2m,2) (4.5)
O(p,2) = P(p+2m,2)

Esta exigéncia é obrigatéria, uma vez que a geometria da rede de spins é um cilindro com aqueles
defeitos. A partir de um ponto qualquer da rede, apés um numero inteiro de voltas completas
em torno do eixo do cilindro, os valores ©® e ® do vetor de spin precisam coincidir com seus
valores iniciais. Caso contrério, teriamos dois vetores de spin com valores diferentes em um
mesmo ponto, que € inadmissivel.

Para o campo O3 de (4.1), a condicao (4.5) é o mesmo que exigir da funcédo cs que

cs[s(z + kp)] = cs[s(z + k) + 2mks]

26(2=m?)+/15% (2=m?)*+(a? ~15%) (")

—1 . Isto impoe que a funcao cs tenha peri-

onde fizemos s =
odicidade T dada por

T = 27ks (4.6)
Como a funcio cs é dada por cs = cn/sn e cn? = 1 — sn?, entdo a funcdo cs também se repete

com a mesma periodicidade da funcao sn. A periodicidade desta ultima é dada por

! dt
fHm) = 4/0 V(A = 12)(1 — m?2t2) 4.7

A periodicidade 2(m) é uma funcao do parametro continuo m (0 < m < 1).
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Para m = 0, sabemos que as funcoes elipticas degeneram para as fungoes circulares. Devemos
esperar que 2(0) = 27. Para m = 1, temos a degenerescéncia para as fungoes hiperbdlicas.
Assim, devemos ter (1) — co. Vejamos

I- m=0:

La
Q(0 :4/ = 4arcsint

II- m =1:

1
— 0

Lqt 1+t
Q1) =4 —— =2In|——
(1) /0 1— 2 n[l—t]o

ITI- Vejamos se ha pontos extremos de £2(m) no intervalo 0 < m < 1:

 _ /1 mit2dt
dm 0 (1—1t2)2(1 —m22)3
Como o integrando é uma func¢ao nao-negativa no intervalo (0 <t < 1), temos que

df) mt?
—=0= T 3
dm (1—12)2(1 — m2t2)2

Portanto m = 0 é um ponto de minimo. Como % > 0e Q1) — oo, graficamente teremos
a curva de Q(m) explicitada na figura (4.2).
200
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Figura 4.2: Comportamento qualitativo da fungao ©(m) no intervalo 0 < m < 1.
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Por outro lado, também podemos expressar a relacao (4.6) como uma funcao de m. Expli-
citando s nesta expressao teremos

o) — 20t ¢ 26(2 = m?) + /AT — 2+ (a2 — 4P () (s

mA
Vejamos como é o comportamento dessa funcao.

I- Pontos de fronteira:

Para m = 0, claramente T" — oo.
Param =1, T(1) = 2wk a + 20.

II- Pontos extremos:

dr

i _ (4.9)

4Bm + 5 [48%(2 — m?)% + (o — 48%)m?] ~3 [163%m5(2 — m?) — 4(a? — 43%)m”]
md

28(2 - m?) + /AP @ =P ¥ (@ = 462)7”4] }

2k

+4m?

mS3

Devido & condigao (4.4), esta derivada serd sempre nao-negativa, d% > 0. O grafico das
fungoes Q(m) e T'(m) sdo mostrados na figura (4.3).

10

~
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(6]
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o
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Figura 4.3: Comportamento qualitativo das fung¢oes T'(m) (curva vermelha) e Q(m) (curva
verde); a interseccao das duas curvas é sempre garantida se a relagao (4.4) for satisfeita; foram
escolhidos os valores ilustrativos a = 0.01, § = 0.01.
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Como vimos, a condic¢ao de contorno para O em (4.5), equivale a exigir que esta funcao tenha
periodicidade T'(m). Por outro lado, vimos também que a periodicidade de O9 ¢ igual a (m).
Dessa forma, igualando (4.7) a (4.8), o parametro m pode ser determinado pela interseccao
dessas duas curvas. A existéncia dessa interseccao é garantida se o < 23 e sua determinagao
equivale a satisfazer a condicdo de contorno para Os.

Em sintese, a solugdo O9 em (4.1) é uma solugao fisica se « < 2(3. Ao requerer a condigao
de contorno (4.5), fixamos o parametro m. Ou seja, dados k, « e 3 o valor de m é encontrado
ao determinar a intersegao de T'(m) e Q(m).

Dessa forma, temos determinado completamente uma solugdo para o campo ©,. Porém, a
especificacao completa do vetor de spin S requer, ainda, a andlise do campo ®. Como vimos,
ele é dado por (2.17), ou seja, ® = ny + ¢,, onde n e p, sdo constantes. Para o campo P,
requerer a condigdo de contorno (4.5) é o mesmo que requerer que n seja igual a um nimero
inteiro. Pois!

D(p+2m,2) = (N + @) + 21 = (N + ©,) = P(p, 2)

Por fim, devemos salientar que a restri¢ao de parametros derivada em (4.4) nao é tao restritiva
assim. Explicitando os valores de « e (3 definidos em (2.22), a condigao de restrigdo toma a forma

2¢%p?
P

Vemos que, como n é um inteiro e o Unico parametro livre na solugao, para qualquer valor
dos parametros ¢ (conicidade), p, (raio do cilindro) e pp (comprimento magnético) serd sempre
possivel escolher um valor de n para o qual a desigualdade acima (ou (4.4)) seja satisfeita.

Discutamos o comportamento qualitativo da solu¢ao ©2 dada por (4.1).

Como n é um parametro arbitrario na solucdao ©,, ao escolher um determinado valor inteiro
fixamos o parametro m. Este parametro pode ser encontrado algébrica ou graficamente pela
intersec¢ao das duas funcoes T'(m) e 2(m), conforme discutido acima. As figuras (4.4) e (4.5),
ilustram o comportamento da funcao G4 para alguns valores do parametro n.

< n?.

n=1
—n=2
n=3
4.0— —n=4
n=5

Figura 4.4: Comportamento qualitativo da fungéo ©9 paran = 1,2,3,4 e5, adotando a = 0.01,
% = 0.01, no intervalo —5 < z 4 kp < 20.

Vale lembrar que o sinal = indica equivaléncia.
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n=1
— n=2
n=3
4.0 — — n=4
n=5

0.0 |\| AR T T T T T
1050 10400 10,010 10,015 10,020

Figura 4.5: Mesmo caso da fungao ©2, no intervalo 10000 < z 4 ky < 10020

4.2 Analise de uma solucgao arccos

Passemos, agora, a andlise das solugoes (3.22) obtidas com a transformacao do cosseno. Vamos
rescrevé-las de uma forma mais conveniente para os nossos propésitos. Os valores encontrados
para ag, a1 e s foram

Q@
ap = _@ (4.10)
v = 4] 4 (o*+1652
1+ = » 163
2 16 2
S:t - 4 _CY + /3
40p
com p, q e r vinculados pela equagao
2 _ 2
v2qr i16ﬁ o (4.11)
P 1632 + o2

Caso 1: Tomando o sinal (+) em (4.11), podemos isolar a? como

2 (P~ \/W 2
a = <p7—|- m) 1643 (4.12)

Substituindo este resultado nas expressoes (4.10), podemos escolher a solucao O, em

(3.22) e reescrevé-la na forma
—83
_ k 4.13
Vorvae e } 1

P —V2qr —2q

+6,, (¢, 2) = arccos {
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Caso 2: Tomando o sinal (-) em (4.11), isolamos a? na forma

o (P+2qr 2
a? = <p—72\/?> 163 (4.14)

Substituindo este resultado nas expressoes (4.10), podemos obter

_ _ p+2qr —2q -8
-0, (p,2) = arccos {\/Z)_W + ])_Wf [ I)_W(z + ko)

} (4.15)

Devemos escolher, agora, uma das fungdes-f da tabela (Apéndice D) para explicitar as
solucoes em (4.13) e (4.15). Tomemos f = sn e seus valores de p = —(1 +m?), ¢ = 2m? e
r = 1. Assim, teremos as solugoes

104(p,2) = arccos{l w2 [ vep (Z+k‘<p)]}

1-m 1-—-m 1—-m

1—m 2m [\/@

_O4(p,2) = arccos{1+m+1+msn T+ m

(2 + k:cp)] } (4.16)

Interessantemente, esta é uma solucdo que nao depende explicitamente do campo magnético
externo aplicado; e, aparentemente, nao hé restricao de parametros para evitar valores comple-
xos. Contudo, ainda precisamos aplicar as condi¢oes de contorno (4.5) para termos uma solugao
fisica e real.

4.2.1 Condicoes de contorno

Da solucao _0©,4, notamos que

VBB o

= = . 4.1
T 1hm cpo(l +m) (4.17)

Ao requerer que esta solugao também satisfaga a condigdo de contorno (4.5), sua periodicidade
precisa ser entao

4drtkn
T(m) = ——""
cpo(1 +m)
Vemos claramente que esta é uma fungao decrescente do parametro m. Como 2(m) é uma

fungao crescente, para que a interseccao das duas funcoes ocorra é necessario que 7'(0) > ©(0).
Ou seja,

(4.18)

4k
T S on = Po oy (4.19)
CPo 2k

Veja um exemplo dessa interseccao na figura (4.6).

Mostramos o comportamento qualitativo de _ 0,4 para alguns valores de n, em dois intervalos
do dominio da fungao, nas figuras (4.7) e (4.8).

Com relagao a fungao 10y, exigir a condigao de contorno (4.5) é o mesmo que exigir que sua
periodicidade seja

4kn

T G

(4.20)
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Figura 4.6: Comportamento qualitativo das fungées T'(m) (curva vermelha) de _©4 e Q(m)
(curva verde) parac=1, p, =09, k=1,n=1.

- n=1
- n=2
: n=3
4— _ n=4
: n=5
/ ol \v \/\/
[TT T [T T T T [T T T T[T T T T[T T 17T
-5 0 5 10 15 20

z

Figura 4.7: Comportamento qualitativo da funcao _©,4 para n = 1,2,3,4,5, adotando % =1,
k =1, no intervalo —5 < z 4+ ko < 20

Vemos claramente que esta é uma funcao crescente em relagdo ao parametro m. Dessa forma, a
intersecgao com a outra fungao crescente 2(m) serd garantida observando a taxa de crescimento
de cada uma dessas fungoes. Como tanto T'(m) quanto (m) divergem quando o parametro m
tende a 1, entao se T(0) < £2(0), o cruzamento serd garantido se T'(m) crescer mais rapidamente
que Q(m) quando m — 1. Se este for o caso, entdao a razao (m)/T'(m) é uma funcao sempre
decrescente a partir de algum ponto m, e a derivada dessa razao deve ser negativa para m > m.
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57 n=1

. —n=2

. n=3
4—] —n=4
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Figura 4.8: Mesmo caso da funcao _©y4, no intervalo 10000 < z + k¢ < 10020

Vejamos:

d (QW) -, L= ) mit = m) (4.21)
0

dm kn (1—2)2(1 — m2t2)3

T(m)

Como 0 <m <1e0 <t <1, segue que esta derivada é sempre negativa, se os parametros k
e n sdo de mesmo sinal (¢ e p, sdo sempre positivos). Portanto, uma vez que as duas fungoes
divergem quando m — 1, notamos que 7'(m) é uma fungdo que cresce mais rapidamente que
Q(m) a partir de algum ponto m. A intersecgao sé estard garantida se T'(m) ‘comega’ antes de

Q(m), ou seja, T(0) < £(0); ou, mais explicitamente,

4drtkn c
<or= Loy (4.22)

CpPo 2k
A desigualdade (4.22) é uma condigao de garantia. Se esta desigualdada nao for respeitada,
ainda assim, pode haver intersecgao entre as duas fungdes. Pois T'(m) pode interceptar Q(m)
antes de comecar a crescer mais rapidamente.
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Graficamente, observe a Fig. (4.9).

T T T T [ T T T T [ T T T T [ T T T T [ T7T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

m~

Figura 4.9: Comportamento qualitativo das fungoes T'(m) (curva vermelha) de ;04 e Q(m)
(curva verde), adotando ¢ = 12 (conicidade), p=1, k=1, n = 1.

Nao graficamos a fungao 4 ©,4 para os primeiros cinco nimeros quanticos, pois a interseccao
das fungdes T'(m) e Q(m) ocorre na regiao muito préxima de m = 1. E de diffcil manipulacio
determinar estes pontos no software Maple 10, que usamos para fazer os graficos [44]. Por esse
motivo, nao mostramos a comparagao grafica entre estes niveis quanticos para a solugao 1 Oy.

O fato do campo magnético nao ter sido explicitado nas solugdes (4.16) é porque inserimos
nelas as relagoes (4.12) e (4.14). Nestas ultimas, o campo magnético ficou expresso em termos
dos parametros m (p,q,r) e [, uma vez que o = piz. Dessa forma, concluimos que o campo

B
magnético ainda estd presente nas solugoes (4.16), mas implicitamente por

_ |2p* = 2n%p3|
- 2
2 p? + 2n2p%,

2
<an> _ ! <—1 il m> (4.24)
CPo 2\1+tm
Desta Eq. (4.24), observa-se que _©4 e 4 ©4 ndo podem ser ambas realizadas: se _©, for solugao,
entao 4O, nao o sera.

Podemos fazer uma comparacao qualitativa entre estas solugoes arccos e a solugao arctan e
observar a influéncia do campo magnético externo em cada um dos tipos de solu¢ao. Na solucgao
arctan o campo magnético nao exerce influéncia deterministica. Qualquer que seja seu valor
na solucao o parametro n ainda permanece um parametro arbitrario. Podemos dizer, assim,
que a configuracao do sistema é dada pela familia de solucoes {@2(,1)}20:1. Diferentemente,
nas solugdes arccos o parametro n é fixado pelo campo mangnético externo, uma vez que a
relacdo de vinculo (4.24) precisa ser observada. O campo magnético externo exerce um papel
deterministico nas solugoes do tipo arccos. Assim, a configuragao do sistema é completamente
determinada por apenas uma tnica solucao.

Pode ser notado, também, que a variagao do parametro n acarreta uma variacao da amplitude
das solucGes do tipo arccos. O tnico caso em que a solucao parece atingir o valor de 7 é para
o caso onde temos n = 5. Assim, a medida que percorremos a variedade, variando o parametro

(4.23)

ou
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z 4+ ky, o vetor de spin toma valores de zero até 7 e, em seguida, de 7 até zero, caracterizando
um estado de half-séliton. Por outro lado, as solugoes do tipo arctan caracterizam um estado
solitonico para qualquer valor de n. Pois, a medida que percorremos z+ k, sempre observamos o
vetor de spin mapear todo o circulo unitario para qualquer valor de n. A variacdo do parametro
n parece, apenas, deslocar as solucgoes arctan ao longo de z + k.

Uma questao que surge é se as solugoes arccos sao validas apenas para alguns valores de
campo magnético devido a relagao de vinculo (4.24). O valor de m no intervalo [0,1] é definido
da interseccao de Q(m) e T'(m), enquanto p, é definido a priori. Se n obtido do vinculo (4.24)
resultar nao inteiro para algum valor de pp, entdo as propostas (4.16) nao serao solugao do
problema para essa escolha do campo magnético B.

4.3 Energias associadas as solucoes

A energia do sistema é dada pela hamiltoniana (2.12) deste sistema. Os estados do sistema sao
as solucoes das equagoes de movimento derivadas desta hamiltoniana. Trés possiveis solugoes-
estados foram explicitadas em (4.1) e (4.16). Para a expecificacdo completa do vetor de spin,
temos, em conjunto com as solugoes para os campos B2, ©O4 e _Oy4, a solugao para o campo
® dada por ®(p,2) = np + p,. Quando fizemos o requerimento para ® possuir esta forma,
obtivemos que o campo O devia satisfazer a equacao heicoidal e a double sine-Gordon. Para
calcular a energia correspondente as solucoes estados, devemos introduzir estas solucgdes na
hamiltoniana (2.12). Fazendo uso da solugao para o campo ® e a equagao helicoidal, podemos
reduzir esta hamiltonina a forma

00 n? 1
H=Jcp // dpdz | = <—> + sin? © — —- cos © (4.25)
’ 2¢2p3 s
Por outro lado, se integramos a double sine-Gordon em relacao a variavel z, obtemos a equagao
1 /00\? 2 1 1
= <—> = T; 5 sin? @ — —5 cosO — —. (4.26)
2\ 0z 2¢2p2 Ph p
onde simplesmente escrevemos a constante de integracao como —;. Na verdade, a integracao da

double sine-Gordon em relagao a variavel z introduz uma funcgao dependente apenas da varidavel
( e nao um termo constante

1 (ae) 2 p?
= = 5 sin 20 — —cosO + f(y) (4.27)
2\ 0z 2¢%p2 0%
Porém, quando utilizamos o fato que o campo O também satisfaz a equacao helicoidal, podemos
corretamente fazer a substituigao 3 86 — 119 99 13 DSG. Integrando a equacio resultante, obtemos
1 /00 n? 1
— =] = sin?© — — cos © + 4.28
2k? <090> 2c¢2p2 P 9(2) (4.28)

Podemos igualar estas duas dltimas equacoes, uma vez que O satisfaz a equacgao helicoidal, para
verficar que f(p) = g(z). Portanto, vemos claramente que f(¢) é uma constante, que pode
ser escrita como —1/p? por conveniéncia. Assim, introduzindo a expressdo (4.26) em (4.25),

obtemos
400 p2m +oo p27
H= Jcpo/ / dpdz (0,)* + chpo/ / dpdz
—00 J0 Y —00 J0

Os limites de integracao sao devidos a superficie S na qual estamos integrando ser a superficie
de um cilindro com comprimento infinito ao longo do eixo z. Podemos omitir o segundo termo
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por renormalizacao da hamiltoniana, o que equivale a redefinir a energia do estado fundamental.
Assim, temos a expressao da energia para as solucoes-estado Oy, 104 e _O4 em (4.1) e (4.16)

400 27
H= Jcpo/ / dpdz (0,)?
—o0J0

Podemos reescrever a integral acima na forma

2rks(j+1)

H = Jcp, Z / dgpdz(@z)2 (4.29)

j=—o00 2rksj

onde 27ks é a periodicidade do integrando. Na verdade, 27wks é a periodicidade de ©® quando
exigimos que O(¢p+27, z) = O(y, 2z). E exigir esta condigdo de contorno para o campo © implica
exigir a mesma condigao para as suas derivadas parciais. Portanto, elas terao que ter a mesma
periodicidade do campo ©. Sendo assim, como o integrando se repete a cada periodo 27wks, suas
integrais também se repetem nesse intervalo de integracao e podemos escrever (4.29) na forma

2rks 27
H = Jcp, Z |7] / / dpdz (© (4.30)

]_OO

Agora, fica claro que esta hamiltonina diverge. Isso é porque estamos calculando a energia

de uma solugao-estado periédica na superficie infinita. Porém ao fazer a substituigao ¢ — =

podemos definir
2rks p2mks
E = ZOOH Tk Jcp / / dzdz (0,)

como a energia por periodicidade. Ou mais especificamente, a energia de um séliton na superficie
da rede. Multiplicando esta equacdo pela unidade, escrita na forma

(27ks)?
f027rks 027rk5 dadz
teremos
2rks 27rks
dxdz (©
E= 47T2J6p0k‘8f 5 k 5T (62 (4.31)
j‘o’ﬂ' SraT Sd dZ
Logo
E = 4n* Jcpoks(0.)2,. (4.32)
onde (0©,),ms é a raiz da média do quadrado de ©, no intervalo de periodicidade 27ks.
Como S = (0, ®), ao fazer o produto escalar em coordenadas polares, teremos que
S. = (0,0=5.-5.=5*=0?
Assim, podemos reescrever (4.32) na forma
E = 4% Jcpoks(S.)2, ., (4.33)

onde (S, )rms ¢ a raiz média quadrética da ‘velocidade’ do vetor de spin na dire¢do z. Ou mais
especificamente, podemos interpreta-la como a ‘velocidade’ do sdliton nesta direcao. Assim,
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podemos definir . = 872Jcp,ks como a ‘massa’ do séliton na direcio z para expressar (4.33) na
forma
M -

—

Da relagao (4.34), tanto a ‘massa’ pu quanto a ‘velocidade’ (S, )qms do séliton dependem
direta ou inderetamente do parametro n. Isso é suficiente para concluir que a energia do sistema
se apresenta na forma discretizada, de modo que os niveis de energia podem ser caracterizados
pelo parametro n. Entao podemos reescrever (4.34) na forma

n ~ 2
E, = # ((S2)ems(m) (4.35)
Na figura (4.10), calculamos as energias associadas as solugoes Oy correspondentes aos niveis
n = 1,2,3,4,5, apresentadas nas figuras (4.4) e (4.5). Fizemos estes célculos apenas para

confirmar que o espectro de energia das solucoes é, de fato, discretizado. Embora nao calculamos
os espectros de energia para as solugdes _O4 e 1 Oy, é claro que eles também deverao ser discretos.
Pois, como estas solugoes sao discretizadas, assim como ©s, ao inseri-las na expressao para o
célculo da energia (4.35), esta também serd, evidentemente, discretizada.

346.591 n=5
343.351 n=4

fus]

Bb

=

=

-

2 295183 n=3

=

o

=

[2%]
255.042 n=1
247686 =2

Figura 4.10: Niveis de energia associados a solucao ©9 para n = 1,2,3,4,5, adotando a = 0.01,
% = 0.01. A unidade usual para a medida de energia é a prépria energia J de acoplamento

entre os spins. Aqui fizemos J = 1.

Observe que o segundo nivel de energia é menor que o primeiro nivel. Ainda assim, parece
haver uma tendéncia de crescimento de energia & medida que o parametro n aumenta. Isso se
deve ao fato de que a periodicidade das solugoes aumenta & medida que o nimero n também
aumenta. Observe as figuras (4.4), (4.5), (4.7) e (4.8). Sendo assim, a integracao da energia
sobre um periodo da solugao, expressa pela Eq. (4.31), sdo representadas por “dreas” cada vez
maiores & medida que o nimero n aumenta. E de se esperar da mesma forma que o espectro de
energia para a solucao _0O,4 também tenha uma tendéncia de aumentar com o niimero n.

Vale notar que todas as solucoes tem uma tendéncia natural de aumentar sua periodicidade,
degenerando para funcgoes hiperbdlicas. Ou seja, enquanto n aumenta, o médulo das fungoes
elipticas vai para a unidade (m — 1). Porém, nunca poderemos ter solu¢oes com médulo m = 1.
Pois neste caso, nossas fungoes se transformam em funcoes hiperbdlicas e nao poderemos mais
satisfazer a condigao de contorno periédica (4.5). Interessantemente, estes estados localizados
(estados de um unico séliton), segundo a andlise de energia acima, corresponderiam aos estados
de maior energia por periodicidade. Disso, vemos também a dificuldade de ocorrer este estado
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de maior energia, uma vez que todo sistema tem uma tendéncia natural de permanecer no estado
fundamental.

Se o parametro k de deslocamento for nulo, entdo nossas solugoes para ©(y,z) nao mais
dependerao da varidvel ¢. As condi¢es de contorno periédicas seriam naturalmente satisfeitas
neste caso, mesmo se a funcao nao for periédica. Neste caso, as solucoes localizadas tipo-soliton
podem naturalmente ocorrer. Vemos claramente o papel significativo em deslocar longitudinal-
mente o cilindro (k # 0), que é eliminar do sistema o estado solitonico localizado, permitindo
apenas estados periddicos.

Por outro lado, também podemos notar a importancia do fator ¢ de corte angular ou co-
nicidade. Como este parametro ocorre sempre multiplicando o raio do cilindro nas solugoes,
vemos claramente que ele apenas reescala o raio do cilindro. Assim, os efeitos produzidos por
um cilindro de raio p, sem conicidade (¢ = 1) seriam os mesmos que aqueles produzidos por um

cilindro de raio % com conicidade ¢ = 2, por exemplo.
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Conclusao

Os principais efeitos produzidos devidos ao deslocamento longitudinal e o corte angular realizado
em um cilindro simples, puderam ser esclarecidos. Vimos que o deslocamento longitudinal
elimina o estado de um 1nico séliton do sistema, permitindo apenas estados periddicos. O corte
angular (ou conicidade) introduz uma possibilidade de reescala no raio do cilindro, de forma que
um cilindro simples e um cilindro conico podem ter as mesmas propriedades magnéticas devido
as configuragoes de equilibrio de spins.

Notamos que este trabalho pode ser de especial interesse em nanotecnologia, pois muito re-
centemente iniciou-se a sintetizagdo de nanotubos nesta area. Nossas configuracoes de equilibrio
de spins poderiam cumprir com um papel importante em aplicagoes tecnoldgicas, tais como
a construcao de dispositivos spintronicos. Mas também, podem ser iteis para compreender
fendmenos nas areas biolégicas, se na natureza podem ser encontrados microtibulos organicos
com algum tipo de magnetizacao ferromagnética.

Na busca experimental por nossas solucoes, deve-se primordialmente medir o espectro dis-
cretizado de energia do sistema e comparar com valores preditos teoricamente. Dessa forma, o
espectro de energia torna-se a marca da solugao-estado do sistema.

Por fim, entendemos que o trabalho delineado aqui pode ser muito 1til para a busca de
solugoes ao trabalhar com outros tipos de geometrias. Pois aplicamos um método de resolucao de
equacoes diferenciais nao-lineares em nosso problema e conseguimos extrair um nimero grande
de solugoes. Discutimos apenas algumas solugoes, devido ao interesse de sistematizar a andlise.
Extraimos, também, algumas novas solugoes para trés tipos de equacoes do tipo sine-Gordon.
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Apéndice A

Modelo de Heisenberg e modelo
sigma nao-linear

No modelo de Heisenberg, a hamiltoniana que descreve a energia de interagao entre spins vizinhos
de uma rede quadrada bidimensional planar com anisotropia é dada por

H = —% Z Shi - gAj (A1)
<,7>
onde definimos Sy; = Sy(z},2?) = (S}, 52,1+ AS?). Note que o campo vetorial Syi é igual
ao campo vetorial de spin S, = (Sil, SZ SZ?’) no i-ésimo sitio da rede, se o fator de anisotropia A
for nulo. A definicdo deste campo é 1til para facilitar os célculos que seguem.
Podemos escrever a hamiltoniana (A.1) de uma forma mais conveniente

J L. L L L
H = —3 Z [S,\z “Sxi—1 + Sxi - Sxit1 + Sxi - Sxnign + S - SAi—N] (A.2)

(2

onde os subindices representam as posig¢oes dos vizinhos mais préximos do i-ésimo sitio da rede,
conforme ilustra a figura (A.1)

o 7 S o &
A T T A
AU A A
.".’.’.”;{;.’.’.”/
Ao’/if{iﬁ.’f%
."J’./’."i_.g.’.”./.’
T A A A 4
T A
.//'/."(./."/.’

Figura A.1: Representacdo de uma rede planar de sitios de 4tomos ou particulas com spin, com
destaque para o i-ésimo sitio.
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Podemos aproximar as componentes S“(xl,xf) a = 1,2,3, do campo vetorial de spin
S(x]l,az]) (S},S?,S?’) no ponto (x! it j) pelo seu valor S(z},2?) no ponto (z},r?) adicionados

dos incrementos da expansao em série de Taylor

a5 (wip1 —2)* 9°8°
S (ali,2?) = S%ala?) + (2l e
(x2+17$1) (xl’xl) + ($Z+1 )833 al=x! i 2 (axl)z al=x} ’
+O (( z—l—l :Ell)s)
95" (2i 4 —@;)* 8°5°
Si(aly,2?) = SUala?)+ (el — 2Ty —
(xz—17$z) (xl’xl) T ($2_1 $2)a$1 zl=x! i 2 (8x1)2 al=x] ’
+0 (( Z;_ 1_$1)3)
os° (e y —2i)* 8%5°
S al,a? y) = S%xl,a?) + (2l y — 20) A
(xwxz-i-N) (x“xl) T (ajH_N xl)a$2 w2 =g2 * 2 (81172)2 z2=z? i
+0 (( TN _x2)3)
95" (0f_y —x7)® 8°5°
Se(al a2 ) = Szl a?) 4 (a2 =
((L’Z xz—N) (xl xl) ™ (xl_N )8x2 22=1? * 2 (81172)2 x2=x? i
+0 ((vF_y — 27)?) (A.3)

H= |:172 — 22| pequeno o suficiente de modo

2
J

Considerando o espacamento da rede a = |x -
_ _ 3 5
que possamos desprezar os termos em O ((a: z7) ) e O ((a: x%) ), escrevemos as equacoes

acima de uma forma mais compacta utilizando o vetor S \i

Sum = Sutagi %2%25*;
Sun = Sumal e SO
S = 8 W%%z%l;??
Shiow = gAi_a%i3i+a?2<%2xS})3 (A.4)

Estamos considerando o espagamento da rede a pequeno o suficiente como mencionado acima.
Podemos fazer com que cada i-ésimo sitio da rede corresponda a um ponto do plano z'z2, de
modo que a rede seja vista como uma rede continua de sitios. Dessa forma, podemos substituir
uma somatdéria sobre os sitios por uma integral dupla no plano

Z // drxtdax?
_
i p a

onde podemos notar a insercao do parametro de espacamento da rede a como um procedi-
mento para manter a dimensionalidade. Substituindo as expressoes (A.4) na hamiltoniana (A.2)
obtemos entao

J da:ldx 1 825)\ 825)\
o= g [ Sasie g ] e [ DERRGTE
+§/Dd$ dx (@) + <@

+ (A.5)
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onde S) é a forma continua de S);.

, 72 . . .

Podemos estabelecer o vinculo S), = 1 no vetor de spin com anisotropia. Portanto, o
primeiro termo de (A.5) pode ser retirado por renormalizacao da hamiltoniana. Pois, para uma
rede infinita, este termo é uma constante divergente, e podemos toméa-lo como a energia do

. 953 953 N - ~
estado fundamental. As derivadas 73 e -3 se anulam devido a condigao de preservagao do
vinculo. Assim, o segundo termo de (A.5) é nulo. Dessa forma, a hamiltoniana fica sendo

// dx' da? [ZZh (asa” (A.6)

a=1a=1

onde a integracio se estende por toda a rede no plano infinito x'22, by =1, hg =1 e hg = 1+ \.
Se A = 0, entao temos a hamiltoniana para uma rede isotrépica

= [[ ey (2) (1)

Se A = —1, entdo a componente S? do vetor de spin S pode ser incluida em dois casos. No
primeiro caso, digamos para S% = 0, temos o modelo de rotor planar. Porém, se S? # 0, entéo
temos o modelo XY. No modelo de rotor planar todos os vetores de spin estariam orientados
no mesmo plano. Em qualquer um dos casos ndo ha a contribuicio da componente S para a
energia de interagao. Isso pode ser observado em (A.1) ao fazer A = —1, de modo que teremos

S Z §=-= Z S} S} + 5753] (A-8)

<Z,]> <z,j>




Apeéndice B

Cilindro com conicidade e
deslocamento

A geometria do espago-tempo de um cilindro com conicidade e deslocamento é caracterizada
pelo elemento de linha de Minkowski escrito em coordenadas cilindricas

ds® = p?de? + dZ* — dt*
e pela identificagao

(t,p, 0, Z) < (t, p, o +2mc, Z + 21k)

onde c¢ e k sao os parametros correspondendo a conicidade e ao deslocamento, respectivamente
[43]. Ao definir um novo espago de coordenadas

O0=p/c e z=7Z—(k/c)p
o elemento de linha torna-se
ds® = 2p*df* + (dz + kdf)* — dt?
e a identificagdo usual

(t7 Ps 97 Z) A (tv Ps 6+ 2m, Z)

precisa ser observada.
Portanto, os subespacgos correspondentes a ¢t = const. sao caracterizados pela métrica inde-
pendente do tempo

ds® = ?p?df* + (dz + kdh)?

que é a métrica que caracteriza a geometria de um cilindro com conicidade ¢ e deslocamento k.
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Apéndice C
Equacoes com simetria helicoidal

No Capitulo 3, mostramos como derivar as equagoes (2.15) e (2.16). Estas equagoes podem ser
escritas de uma maneira mais compacta, se introduzimos a notagao

0 0
K=——k—
Oy 0z
Este é um operador diferencial conhecido como vetor de Killing. Rearranjando os termos das
equagoes (2.15) e (2.16), podemos escrevé-las da seguinte forma:

2
(K®)* + 2 p? <88(f> ]}—%sm@:o (C.1)

2
sin 20 [(K@) (K®) + ?p>— 00 o0 ] +sin? © <K2<I> + c2p327f> -0 (C.2)

szg{<2K ®+2C pow —Sln2®

0z 0z

O requerimento para que os campos O e ® apresentem simetria helicoidal é expresso, matema-
ticamente, pela condicdo KO = O = K®, onde O é o operador nulo. Assim, as equagoes (C.1)
e (C.2) tomam a forma

920  sin20 [99\? 1
@ == T <§> + — pB SlIl@ (C?))
00 00 0*d
200898—a—+ sin @a 3 =0 (04)

Dividindo esta ultima equacgao por sin @5 e integrando convenientemente a equacao resultante
com respeito a z, teremos

() -

Para determinar a funcao f(y), escrevemos a equagao (C.4) na forma

00 0P 0?®
2c080——+5sinO— =0 C.6
Op Op 0p? (C.6)
onde, simplesmente, substituimos 59 k a . Esta substituicao é possivel uma vez que estamos

impondo simetria helicoidal as varidveis © e ®. Dessa forma, podemos dividir (C.6) por sin @g—@
e integrar para obter

02\* _ g(2)

do)  sin*@©
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Podemos utilizar novamente a substituicao % — k‘% para obter

<a¢>2 _ 9 (.7)

9z)  K?sin*O
Igualando (C.5) e (C.7), obtemos g(z) = k?f(yp). Portanto, f(p) é uma constante e podemos
colocé-la na forma f(yp) = p%. A constante p tem dimensao de comprimento. Desse modo, temos
00\ 1
=) =— C.8
< 0z > p?sin? © (C-8)

Podemos introduzir (C.8) em (C.3) para obter uma tnica equagao

0’0 cos © 1 .
52 = 75?0 + gsm@ (C.9)

Esta equagao pode ser resolvida usando o Método de Expansao em Funcoes Elipticas de Jacobi
(MEFEJ).
Multiplicando (C.9) por %—? e integrando a equagao resultante, obtemos

(8_@)2_1_ 1 _2008@
0z )  p?  p2sin?@ 0%

Fazendo a transformacao u = cos ©, esta equagao toma a forma

<8U>2 3 2
al =) =u+pBu” —u+ry

0z
2 2 2 2
ondeﬁzemosa:%,ﬁ:—%eyzz_g_’;_g

Fazendo a tranformacao de varidveis £ = s(z+ k), uma vez que estamos impondo a simetria
helicoidal, e derivando a equacao resultante em relacao a £ obtemos

20520 3, 2u+1=0 (C.10)
0¢2 N )
Suponhamos uma expansao de u em funcao seno-eliptico de Jacobi u = Z;L:O ajsnj &, com n
finito. Fazendo o balanceamento da equagao (C.10), conforme esclarecido no Capitulo 4, vemos
que n = 2. Assim, teremos

u = ag+ asné + agsn’é (C.11)
82
a—g; = 2as —a1(1+ m2)sn§ —4das(1+ m2)sn2§ + 2a1m?sn3¢ + 6agm?sn*¢

onde m é o médulo das fungoes elipticas de Jacobi, tal que 0 < m < 1. Substituindo (C.11) em
(C.10), determinamos ag, a1, as € p na forma

4as?(1+m?) — B

3
ay = 0
as = das®m?
4 #+3
S =

16a2(m* —m2 + 1)

Portanto, obtemos soluc¢ées para o campo O na forma
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O(ip, z) = arccos [ag + azsn’s(z + k)] (C.12)

Obtemos, também, solugdes para o campo ®, se substituimos (C.12) na equagao (C.8). Inte-
grando a equagao resultante, obtemos

1 -1
D(p,2)L = j:; /dz {1 — [ao + agsn?s(z + k:gp)]z} + const. (C.13)

Estas sdo solugoes para os campos © e ¢ com simetria helicoidal. Observa-se que o parametro
m é um parametro livre e deve ser fixado pelas condigoes de contorno do problema.

Note que estas solugoes nao nos fornecem um numero inteiro n, que foi conseguido para as
solugoes Og, 104 e P(p, 2) = np + P,.



Apéndice D

Solucoes da simple sine-(GGordon e
triple sine-Gordon

Vamos aplicar o Método de Expansao em Fungoes-f (MEFF) para determinar solucgoes das
equagoes Simple Sine-Gordon (SSG) e Triple Sine-Gordon (TSG). Este método ja foi proposto
no Capitulo 4 para a resolucao da Double Sine-Gordon (DSG). Embora uma das equagoes obtida
no nosso problema tenha sido a DSG, julgamos relevante a investigacao de solugoes de equagoes
similares.

D.1 Solugoes da simple sine-Gordon (SSG)

A importancia da SSG consiste no fato de que ela é o limite da DSG para um campo externo
nulo. Faremos apenas duas transformacoes: a transformacdo do seno e a transformacao do
cosseno.

D.1.1 Transformacao do seno

Queremos resolver

©,, =asin® (D.1)

Através da transformacao

u= sing (D.2)

Vale notificar que com esta transformacao aplicada a DSG, nao foi possivel encontrar solugoes
usando este método. Pois haverd apenas um termo com grau maximo na equagao. Assim,
teremos

sin® = +2uy/1—u? (D.3)

(1-— u2)uzz + uug

O.. = +2 :
(1—u2)

onde os sinais (4) nas equagoes (D.3) sdo correspondentes. Tomando um sinal em uma das
equacoes, o mesmo sinal deve ser tomado na outra equacgao.

Substituindo as equagoes (D.3) na equacao (D.1) e fazendo uma outra trasnformagao § =
s (z + ky), conforme esclarecido no Capitulo 4, obtemos a seguinte equacao

s2(1 —u?)u” + s*u(u')? — au(l — u?)* =0 (D.4)
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Ao fazer o balanceamento dos termos na equacao, notamos que suas solugoes exatas obtidas
com MEFF podem somente ser expandidas até a primeira ordem (n = 1) na expansao

u(@) = a;jf’ (¢ (D.5)
j=0

onde a funcao-f deve satisfazer a equacao eliptica

q
(f)? =pfi+ 5f4 +r ou f"=pf+qf (D.6)
Desse modo
u = ag+arf
N2 22 a%q 4 2
(u')* = ajpf*+ Tf +air (D.7)
W' = aipf +agf?

Substituindo as equagdes (D.7) na equagao (D.4), reagrupando os termos de mesmo grau em
poténcias de f, igualando estes termos a zero, podemos explicitar duas classes de solucao. Para
a1 = 0, a equagio (D.4) toma a forma ag(1 —a?)? = 0, que origina as solugdes constantes ag = 0

(trivial) e apx = £1.Para (a; # 0) com ay = 0, obtemos o sistema de equagoes

ar[s*(p+air) —a] =
a1[s*(q + aip) + 2aai] =

a3 <S2g + aa%) =0 (D.8)

Analisando este sistema podemos extrair alguns casos para compor as solucbes nao triviais.
Porém é preciso explicitar os valores de p, ger nas equagoes (D.8). A transformacao (D.1) e a
busca por solugoes até a ordem n = 2 na transformacao do cosseno nao podem ser realizadas
na DSG para obter solucoes com MEFF. Isso justifica a investigacdo de solugoes em equagoes
similares.

D.1.2 Transformacao do cosseno

Facamos a transformacgao

u = cos © (D.9)

Esta corresponde exatamente a transformacao (3.16) que fizemos para a DSG. Dessa forma,
seguimos analogamente até a equagao (3.18). Ao fazer 8 = 0 nesta equacdo, obteremos a
equacao correspondente para a SSG

(1 —u®)us, +uu? +a(l —u?)? =0 (D.10)

Ao balancearmos os graus dos termos de (D.10), notamos que podemos fazer n = 2 na expansao
(D.5). Dessa forma

u = ag+arf+ a2f2 (D.ll)
(ul)2 = a%f + daqaerf + (a%p + 4a§r)f2 + dajaspf? +
+ (ga% + 4a%p) 4 2a1a9qf° + 2a3q f°

W' = 2a9r 4+ aipf + daspf? + arqf + 3asqft
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Introduzindo as equagoes (D.11) na equagao (D.10), reagrupando os termos de mesmo grau e
igualando-os a zero obtemos um sistema de equagoes nao lineares. Ao fazer a; = 0 este sistema
pode ser simplificado nas seguintes equacoes

(1 —ad)[25%azr + a(l — ad)
4az(1 — ad)(s’p — aag
as[—4agagps® + 2s%a3r + 353(1 — a2)q + 4adaze — 2a(1 — ad)as

—daga3(s*q — aag

(D.12)

S— N MmN —
Il
o o o o o

—a3(s%q — aag
Deste sistema (D.12), podemos extrair algumas solugoes:

Caso l.a: (r # 0 e g # 0)Isolando s na tltima equagao, As duas iltimas equagoes sao equiva-

lentes e nos fornecem
aan
st = £,/ —
q

Fazendo ag+ = +£1 nas outras trés equacoes, as duas primeiras se anulam e obteremos com
a terceira das equagoes

—2(ag+)(az+)p + (a2+)’r +2¢ =0 (D.13)

+p 4+ \/p? — 2qr
r

+a2+ =

Dessa forma, obtemos as solucoes para a SSG

105, (p,2) = (D.14)

il_{_:l:p:l:\/pz—qufz i\/:l:pa:l:oz\/p2—2qr(
r

qr

arccos z + k)

onde convencionamos que os sinais + subescritos a esquerda em i@éts i(4,0, z) s@0 corres-
pondentes aos sinais + do nimero 1 e da letra p no lado direito da equagao. Assim,
os sinais + superescritos a direita em i@fs 4 (¢, z) sao correspondentes aos sinais & de

\/p? — 2qr.
Caso 1.b: =0

Neste caso prosseguimos analogamente ao caso anterior. Contudo, na equacao (D.13)
devemos tomar r = 0 para obter

az+ = :]:g
p

E, portanto, obteremos ainda mais solugoes

+ O35+ (p, 2) = arccos {il + j:ipf2 [ﬂ:, / fp(z + k‘go)] } (D.15)

onde convencionamos que os sinais + subescritos a esquerda em i@f,’ts 4 (¢, 2) sdo corres-
pondentes aos sinais + do nimero 1 e da letra p no lado direito da equacao.
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Caso 2: Isolando s na segunda equacao

Neste caso, ao isolar s na segunda das equacgoes e substituindo nas equagoes restantes
teremos

apt+ = +t— D.16
g (D.16)
a2+ = SR
\/p? — 2qr

+5+ = =

Dessa forma, teremos mais solugoes

p q 2

+ 12|+ >
\/p2—2qr \/p2—2qr +/p? — 2qr

10454 (p,z) = arccos ¢ £ (z + ko)

(D.17)
onde convencionamos que os sinais & subescrito a esquerda em 1 ©454 (¢, z) correspondem
aos sinais & da rafz externa do argumento da funcao f2. Os demais sinais sdo de livre con-
vengao. Também é interessante notar da equagao (D.17) que ao fazer r = 0 contemplamos

as solugoes para o Caso 1.b.

Por fim, vale ressaltar que se fizermos S = 0 nas solugoes da DSG derivadas no Capitulo 4,

também obteremos ainda mais solugoes para a SSG.

D.2 Solugoes da triple sine-Gordon (TSG)

Queremos resolver

0,, = asin© + Fsin 20 + vsin 30

Através da transformagao

)
u = tan —
2
Assim, teremos
2u
he — 24
S 1+ u?
du (1 —u?
dn2e — dull=v)
(1+wu?)
130 4u(l — u?)? + 2u(1 — 6u? + u?)
sin =
(14 u2)3
o 2 (14 u?) uz. — dun?

Substituindo as equagdes (D.20) na equagao (D.18), vem que

(1 +u?)?u,, — 2u(l +u?)u? — au — 2bu® — cu® = 0

—

(D.18)

(D.19)

(D.20)

(D.21)
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ondea =a+23+3y, b=a—-5y e ¢c=a—208+ 3y. Ao fazer o balanceamento dessa
equagao, notamos que podemos fazer n = 1 na expansao (D.5). Assim, fazemos a transformacao
¢ = s(z+ k) na equagao (D.21) e, em seguida, substituimos as equagoes (D.7) nesta equagao.
Reagrupando os termos de mesmo grau em f, igualando a zero os coeficientes reagrupados no
mesmo grau e fazendo de antemao ag = 0 (a1 # 0), obtemos um sistema de trés equagoes

ay(s*p — 28*rat —a) = 0 (D.22)
ay(s*q — 2s%atr — 2ba?)

ai(s%q — s’aip — ca) =

Desta equacao, podemos explorar algumas possibilidades de solucao. Uma dessas possibilidades
seria isolar a; na primeira equac¢ao como

s2p—a
=+ — D.23
G = £\ 5o (D.23)

Substituindo (D.23) nas outras duas equagoes restantes, obtemos

(2qr — p*)s* +2(a — b)ps® + (2ab—a*) = 0 (D.24)
(2qr — p*)s* + (a — c)ps® +ac =
Como sabemos os valores de p, ger sao dados em funcao do médulo m das funcoes f. Dessa

forma o sistema de equacOes acima é um sistema de duas equagbes a duas incognitas s e m.
Assim, teremos duas possibilidades ao menos:

Caso 1.a: Isolando s na primeira equagao

Como a primeira equacdao é uma equacao biquadrada, pode ser resolvida trivialmente,
resultando nas solucoes

ﬁi:i¢—%ﬂ+wmiVMﬁ+%Vﬁ—«H45+MW%45—Bw@w—ﬁ)
2qr — p?
(D.25)

Este resultado deve ser inserido na segunda equacao para encontrar o valor de m. Substi-
tuindo os resultados das expressoes (D.23) e (D.25) na transformacao (D.19), obtemos as
solucoes nao triviais para a TSG na forma

i@?Ti(%Z) = (D'26)

(—2(B+4v)pi\/4(ﬁ+4v)2p2—(a+2ﬁ+3v)(06—26—137)(2%“—172))p—(a+2ﬁ+3v)(2qr—p2)
2arctan { = X
(—4(6+4W)pi2\/4(ﬁ+4v)2p2—(a+2ﬁ+3v)(a—2ﬁ—13w)(2qr—p2 )) T

}

_— \/ —20p & /I — (o + 20+ 3))(a — 25+ 37) Car — 1)

i\/—2(6+4W)pi\/4(ﬁ+4“/)2:n2—(a+2ﬁ+3v)(a—2ﬁ—13w)(2qr—p2)
2qr—p2

f (z + ko)

Caso 1.b: Isolando s na segunda equagao

= D.2
5 2qr — p? (D-27)
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Este resultado deve ser inserido na primeira equacgao para encontrar o valor de m. Subs-
tituindo os resultados das expressoes (D.23) e (D.27) na transformacao (D.19), obtemos
mais solugoes nao-triviais para a TSG

O, (p,2) = (D.28)

(—200/157p2—(a+26+37)(a—28+37) (2ar—p?) ) p—(a+28+37) (2ar—p?)
2arctan { 4 ~
(—4ﬁp:|:2\/462p2 —(a+26+37)(a—28+37)(2qr—p>2 )) r

}

onde convencionamos que os sinais £ subescritos a esquerda em i@fT L(p,2)e i@étT L (p,2)
correspondem aos sinais + adjacentes as raizes internas do lado direito da igualdade. Os
demais sinais sao de livre convencao.

—2BpE+/482p2 —(a+2B+3) (a—26+37) (2qr—p?)
+ 2qr—p?

f (z + k)

O caso trivial a; = 0(ap # 0) pode ser obtido diretamente da equagao (D.21). Fazendo
u = ag nesta equacao obtemos a equacao simplificada

ap(a + 2ba3 + cag) = 0

Devemos, portanto, obter as solugoes nao nulas das raizes desta equagao. Estas raizes sao dadas
por

n —b+ Vb —ac
apy = £\ ———
c

Dessa forma, obtemos as seguintes solugoes triviais para a TSG:

—a+57+/(a—57)? — (a+26+37)(a —26+37)
a—20+ 3y

0%, (p,2) = 2arctan :I:\/ (D.29)

Outras possibilidades de solucao, também, poderiam ser extraidas das equagoes (D.22).
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Valores explicitos de p, ¢ e r de fungoes que satisfazem a equagao eliptica
Funcoes elipticas, circulares, hiperbdlicas... H P ‘ q ‘ r
sn —(14m?) 2m? 1
sin -1 0 1
tanh -2 2 1
cn 2m? — 1 —2m? 1—m?
cos -1 0 1
sech 1 -2 0
dn 2 —m? -2 —(1 —m?)
1 2 -2 -1
sech 1 -2 0
ns = 1/sn —(14m?) 2 m?
cossec -1 2 0
cotanh -2 2 1
nc = 1/cn 2m? — 1 2(1 —m?) —m?
sec -1 2 0
cosh 0 0 —1
nd = 1/dn 2 —m? —2(1 —m?) -1
1 2 -2 -1
cosh 1 0 —1
sc =sn/cn 2 —m? 2(1 —m?) 1
tan 2 2 1
sinh 1 0 1
cs = cn/sn 2 —m? 2 1 —m?
cotan 2 1
cossech 1 2 0
sd =sn/dn 2m? —1 | —2m2(1 — m?) 1
sin -1 0 1
sinh 1 0 1
ds = dn/sn 2m? — 1 2 —m?2(1 —m?)
cossec -1 2 0
cossech 1 2 0
cd = cen/dn —(14m?) 2m? 1
cos -1 0 1
1 —2 2 1
dc =dn/en —(14m?) 2 m?
sec -1 2 0
1 —2 2 1
exp 1 0 0

Figura D.1: Valores explicitos de p, q e r de fungoes que satisfazem a equacao eliptica.
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