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Resumo 

AMARAL, J. B. Jr. (2006), Convecção Mista em Escoamento Laminar ou Turbulento num 

Canal Aquecido Inferiormente com Fontes Discretas, Itajubá, 122 p. Dissertação 

(Mestrado em Conversão de Energia) - Instituto de Engenharia Mecânica, Universidade 

Federal de Itajubá. 

 O estudo da convecção mista em escoamentos laminares ou turbulentos em canais tem 

aplicações em resfriamento de componentes eletrônicos, trocadores de calor, ar condicionado 

entre outros. 

 O presente trabalho estuda a convecção mista dos escoamentos laminares e turbulentos 

em canais planos resfriados superiormente e aquecidos por duas fontes discretas localizadas 

inferiormente. O ar frio entra no canal com perfis uniformes de velocidades e temperaturas. 

 Na solução numérica foi utilizado o método de volumes finitos com malha deslocada. 

Foram utilizados os esquemas SOLA, Upwind e Quick com o modelo de turbulência κ-ε 

padrão. Na análise numérica o número de Reynolds variou de 100 a 1010, o número de 

Grashof de 103 a 105 e o número de Prandlt para o ar foi fixado em 0,7. 

 São apresentados resultados para as distribuições de velocidades e temperaturas, bem 

como o número de Nusselt médio para as fontes. 

 Verifica-se para o escoamento laminar que o número de Nusselt médio não é afetado 

pelos números de Grashof estudados, para números de Reynolds maiores que 103. Para o 

escoamento turbulento o número de Nusselt médio não é afetado pelos números de Grashof 

estudados para números de Reynolds maiores que 106. 

 

Palavras-chave 

 Método de volumes finitos, Turbulência, Laminar, Convecção mista. 



Abstract 

AMARAL, J. B. Jr. (2006), Mixed convection in Laminar or Turbulent Flow inside Channel 

Heated on the bottom surface with Discreet Sources, Itajubá, 122p. MSc. Dissertation - 

Instituto de Engenharia Mecânica, Universidade Federal de Itajubá. 

 Mixed convection study with laminar or turbulent flows inside channels can be applied 

to electronic component cooling, heat exchangers, air conditioning and so on. 

 The present work studies laminar and turbulent mixed convection in plane channels 

heated from below and with two discrete heat sources placed on the bottom surface. The inlet 

velocity and temperature profiles are uniform. 

 The finite volume method with staggered grid is used to numerically solve the 

governing equations. The SOLA, Upwind and Quick schemes are used with the standard 

turbulence model κ-ε. The Reynolds number is ranged from 100 to 1010, and the Grashof 

number from 103 to 105. Air is used with the Prandtl number equal to 0.7 

 Velocity and temperature distributions as well as the average Nusselt number on the 

discrete heat sources are presented. 

 It is verified that the average Nusselt number is not affected by ranging the Grashof 

numbers when laminar flows with Reynolds numbers higher than 103 are considered. The 

same behavior is observed for turbulent flows with Reynolds numbers over 106. 

 

 

Keywords 

 Finite volume method, Turbulence, Laminar, Mixed convecction. 
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N nó a norte do central 

Nu número de Nusselt médio =hH/k 

O nó central 

P pressão média  do fluido [Pa] 

p pressão do fluido [Pa] 
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Α difusividade térmica do fluido 
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 xv

Subscritos 
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j ponto nodal j 

E referente ao nó a leste do central  
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QUICK Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinematics  
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SOLA Solution Algorithm  
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Capítulo 1 

INTRODUÇÃO 

1.1 - MOTIVAÇÃO DO TRABALHO 

 O estudo da convecção mista de escoamentos laminares e turbulentos no interior de 

canais aquecidos ou resfriados tem despertado atualmente muito interesse, devido às diversas 

aplicações na engenharia. De modo especial, o estudo da convecção mista em canais com 

aquecimento na superfície inferior, tem sido objeto de estudos atuais, visando conhecer a 

dinâmica do escoamento do fluido e da transferência de calor. O avanço no conhecimento das 

técnicas computacionais da dinâmica dos fluidos tem contribuído para o desenvolvimento de 

equipamentos com maior eficiência.  

 Com uma melhor compreensão do processo de convecção mista, é possível otimizar e 

melhorar o desempenho de muitas aplicações, como por exemplo: resfriamento de 

componentes eletrônicos, trocadores de calor, aquecimento ou resfriamento de produtos 

alimentícios, sistemas de aquecimento e outros. 

 No presente trabalho estuda-se a convecção mista do escoamento num canal com duas 

fontes discretas quentes, fixadas na superfície inferior do canal. Os perfis de velocidades e 
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temperaturas são uniformes na entrada. A superfície superior é resfriada e mantida numa 

temperatura baixa, enquanto que a superfície inferior é isolada termicamente, exceto nas duas 

fontes discretas, onde se mantém uma temperatura uniforme alta. A análise numérica utiliza o 

método de volumes finitos com malhas estruturadas e deslocadas, e considera o escoamento 

laminar ou turbulento, bidimensional, permanente ou não permanente, de fluidos newtonianos 

com propriedades físicas constantes. Utiliza-se o método Sola para o acoplamento pressão-

velocidade, os esquemas de interpolação Upwind e Quick para os termos convectivos das 

equações de conservação, e para os termos difusivos utiliza-se o esquema de diferenças 

centradas. Para o escoamento turbulento foi utilizado o modelo de turbulência - padrão. 

1.2 - CASOS ESTUDADOS NO PRESENTE TRABALHO 

1.2.1 - Casos Utilizados na Validação 

 Com a finalidade de testar os códigos computacionais desenvolvidos, foram realizadas 

comparações de resultados para cinco casos-teste, que são: 

 Validação 1: Escoamento laminar em um canal aquecido por baixo e com um degrau na 

entrada. 

 Validação 2: Escoamento de Poiseuille num canal aquecido por baixo. 

 Validação 3: Escoamento bidimensional laminar em canais com degrau na entrada 

 Validação 4: Escoamento turbulento em tubo utilizando o modelo de turbulência κ-ε. 

 Validação 5: Escoamento bidimensional turbulento num canal com degrau. 

 As figuras 1.1 até 1.5 apresentam as geometrias dos cinco casos estudados no presente 

trabalho. 

 A figura 1.1 mostra um problema com escoamento num canal horizontal com um  

degrau na entrada. O fluido entra no canal com um perfil linear de temperaturas e com um 

perfil parabólico de velocidades. As paredes superior e inferior são, respectivamente, 
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resfriadas e aquecidas uniformemente. A parede vertical do degrau é isolada. Na saída do 

canal, têm-se condições de contorno com fronteira aberta. Em todas as paredes se considera a 

condição de não escorregamento, isto é, as velocidades são nulas nas paredes. 

 A figura 1.2 apresenta a geometria da validação 2. Considera um problema envolvendo 

convecção mista em um canal com placas paralelas com perfil parabólico de velocidades 

totalmente desenvolvidos e um perfil linear de temperaturas na entrada. As paredes superior e 

inferior são, respectivamente, resfriada e aquecida uniformemente. O escoamento é 

considerado bidimensional, laminar, incompressível e não permanente.  
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Figura 1.1 – Canal com degrau na entrada (validação 1). 
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Figura 1.2 – Geometria e condições de contorno (validação 2). 

 

 A figura 1.3 apresenta um escoamento bidimensional laminar em canal com degrau na 

entrada. O fluido entra com um perfil parabólico de velocidades totalmente desenvolvido. Em 

todas as paredes se considera a condição de não escorregamento. 
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Figura 1.3 – Geometria e condições de contorno (validação 3). 

 

 A figura 1.4  mostra o esquema que consiste em um duto de seção circular de raio R e 

comprimento L. O fluido entra numa das extremidades com velocidade uniforme U na direção 

x e com velocidade nula na direção r. 

 A figura 1.5 apresenta a geometria da validação 5. Este caso é utilizado para a validação 

do programa para o caso de escoamento turbulento com convecção forçada entre placas 

planas paralelas com uma expansão brusca. 

 
 

 

 

L 

2R 
x 

r 

L C 

 

Figura 1.4 – Geometria cilíndrica de um duto (validação 4). 
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Figura 1.5 – Geometria do canal com degrau (validação 5). 

 



 

 
5 

1.2.2 - Caso estudado nesse trabalho 

  A figura 1.6 mostra a geometria do problema estudado. Considera-se o escoamento de 

convecção mista em regime laminar ou turbulento num canal com duas fontes de calor, 

fixadas na superfície inferior do canal. O fluido entra no canal com baixa temperatura. Os 

perfis de temperatura e velocidade do fluido na entrada são uniformes. As superfícies 

inferiores são mantidas adiabáticas, exceto nas superfícies das fontes de calor, onde 

temperaturas altas são prescritas. A superfície superior é mantida resfriada com temperatura 

baixa e uniforme. Na saída do canal, aplicam-se condições de contorno de fronteira aberta. 

 Como condição inicial se considera em todo o domínio: U=V= T=0. 

  

U=1 

U=V=0 

Fonte 1 

1 1 5 

T=0 
1 

Fonte 2 

1 

U=V=0 

T=1 T=1 

T=0 

Y 

X 

15 

0 YT

 

Figura 1.6 – Canal horizontal com duas fontes discretas de calor  

1.3 - REVISÃO DA LITERATURA 

 Na literatura técnica disponível são encontrados vários trabalhos sobre escoamentos 

laminares e turbulentos com ou sem transferência de calor, envolvendo estudo numéricos  

laminares e modelos de turbulência como: κ-ω, κ-ε, SGE e outros. 

 Na revisão bibliográfica foram encontrados estudos de escoamentos laminares e 

turbulentos em: canal com expansão brusca de área (degrau), canal com obstáculos, canal de 

placas paralelas e canal com fontes de calor fixadas na parede. 

 Dentre estes trabalhos, alguns foram selecionados e apresentados na revisão 

bibliográfica a seguir. 
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1.3.1 - Escoamento em degrau 

Estudos de escoamento e transferência de calor em canais com degrau sido realizados 

tanto numericamente quanto experimentalmente. Embora a geometria seja simples surgem no 

escoamentos complexos contendo recirculações, separações e recolamentos que são causados 

pela mudança repentina na área da geometria e também pelas condições térmicas. Este tipo de 

problema apresenta grande interesse no estudo de transferência de calor em sistemas de 

resfriamento de componentes eletrônicos, câmaras de combustão, trocadores de calor de alta 

performance, equipamentos de processos químicos, sistemas de controle ambiental e 

passagens de resfriamento em pás de turbinas. Apresentam-se a seguir alguns trabalhos 

relevantes da literatura técnica. 

 Nieckele et al. (1996) estudaram o escoamento turbulento em regime permanente, 

através de um canal de placas planas com um degrau na entrada. A razão entre as alturas na 

entrada e na saída foi de 1/3 e o número de Reynolds foi de 1,32 × 10
5
. Foi utilizado o método 

de volumes finitos, com esquema power-law. Os resultados obtidos com o modelo - RNG 

foram comparados com os resultados obtidos pelo modelo - padrão. Os autores concluíram 

que o modelo - RNG mostrou uma razoável melhora na predição das grandezas médias 

envolvidas, em relação ao modelo - padrão, com um baixo custo computacional. 

 

Giovannini e Bortulus (1997) estudaram a transferência de calor na região de 

recolamento após um degrau. Foi verificado que o coeficiente de transferência de calor foi 

máximo próximo da região de recolamento do escoamento. A análise mostrou o papel 

fundamental das estruturas de vórtices no que diz respeito ao escoamento e transferência de 

calor. Mecanismos de impacto e varredura carregaram o fluido frio externo em direção à 

parede sólida quente. Durante um ciclo de formação e descolamento de um vórtice, a 

influência de um dos mecanismos citados anteriormente, determina a posição relativa dos 

pontos de recolamento e a máxima transferência de calor. 

 Ahn et al. (1997) fizeram um estudo numérico do escoamento turbulento sobre um 

degrau com a parede inclinada. Um modelo - não - linear para a baixo número de Reynolds 

foi utilizado. As equações governantes foram discretizadas pelo método de diferenças finitas 

com um esquema de aproximação linear e parabólico híbridos de segunda ordem. O 

escoamento foi analisado para valores de Reynolds iguais a 395 e 22600. A performance do 
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modelo foi validada, comparando-se os resultados numéricos obtidos com resultados 

numéricos e experimentais encontrados na literatura, apresentando-se uma boa concordância. 

 Silveira Neto et al. (1991) analisaram o escoamento turbulento num degrau. O objetivo 

do trabalho foi dedicado à simulação das estruturas coerentes às quais se desenvolvem para 

um escoamento submetido a uma mudança de velocidade, após o degrau. Duas razões de 

aspecto (altura do degrau sobre a altura do canal) foram consideradas, para números de 

Reynolds iguais a 6  10
3
 e 9  10

4
. Para o caso isotérmico, as estruturas coerentes foram 

obtidas pela simulação numérica na camada de mistura após o degrau. Os resultados 

numéricos apresentaram uma boa concordância com os resultados experimentais. Numa 

segunda parte do trabalho, uma estratificação térmica foi imposta no escoamento para 

números de Richardson iguais a 0, 0,25 e 0,5. O número de Prandtl foi fixado em 0,7. As 

estruturas coerentes nos três casos foram produzidas na vizinhança do degrau e 

desapareceram ao longo do escoamento para números de Richardson maiores. 

 Abu-Mulaweh et al. (2002) examinaram experimentalmente o efeito da altura dos 

degraus em escoamentos com convecção mista turbulenta, ao longo de placas planas verticais. 

Os resultados mostram que a intensidade turbulenta das flutuações transversais e longitudinais 

e a intensidade das flutuações de temperatura ao longo do escoamento, aumentaram à medida 

que a altura do degrau aumentou. 

1.3.2 - Escoamento em canais com obstáculos 

 Iacovides et al. (2001) realizaram um estudo de transferência de calor bidimensional em 

passagens com restrições, usando modelos de turbulência para baixos números de Reynolds. 

O estudo foi realizado para canais anulares, tubos e canais planos. Apresentaram os resultados 

da velocidade média para um canal anular com restrições, e o número de Nusselt local para 

tubos e canais planos com restrições. Realizaram diversas comparações para alguns modelos 

de turbulência. 

 Iaccarino et al. (2002) estudaram numericamente os efeitos das condições térmicas de 

contorno na transferência de calor em passagens com restrições. Os resultados obtidos, com a 

condição de fluxo de calor constante na parede e transferência de calor conjugada foram 

comparados no trabalho, para ilustrar os diferentes efeitos da transferência de calor local. 

Foram realizadas comparações entre resultados numéricos, medidas experimentais e 
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correlações de dados, mostrando como a transferência de calor é sensível aos tipos de 

condições de contorno usadas no modelo numérico. 

 Tsai et al. (2000) utilizaram os modelos de turbulência de baixo Reynolds no estudo 

numérico do escoamento de um fluido com transferência de calor, em um canal retangular 

com restrições fixadas na parede. Verificaram que os modelos de turbulência estudados 

apresentaram bons resultados, mas possuíam um comportamento diferente entre os modelos, 

no cálculo da transferência de calor. As equações que governam o escoamento foram 

discretizadas utilizando-se o método de volumes finitos, com o arranjo de malha deslocada. O 

algoritmo PISO foi utilizado no acoplamento das velocidades e pressões. Foram apresentados 

os perfis de velocidades, as distribuições de temperatura e o número de Nusselt local. 

 Murata et al. (2000) investigaram os efeitos de restrições no escoamento, da força de 

Coriolis e da razão de aspecto no escoamento turbulento tridimensional em canais. Utilizaram 

o modelo de turbulência sub-malha dinâmico. Também consideraram a variação da 

velocidade de rotação. O método de discretização das equações utilizado foi o método de 

diferenças finitas. Foram apresentados resultados dos vetores de velocidades médios para 

alguns planos. O número de Nusselt local foi calculado na superfície que possui as restrições. 

 Cui et al. (2003) estudaram o escoamento turbulento num canal com restrições. Foram 

considerados três tipos de restrições. Foi utilizado o modelo de turbulência sub-malha 

dinâmico, juntamente com o método de volumes finitos, para discretização das equações de 

conservação. O perfil de velocidades médias e as linhas de corrente média foram 

determinadas. Os vetores de velocidade instantâneos foram apresentados. Os resultados 

obtidos foram comparados com resultados experimentais. 

1.3.3 - Escoamentos Diversos 

 Ghaddar et al. (1986) motivados pelo resfriamento de placas de circuito integrados, 

estudaram o escoamento periódico laminar em canais corrugados. Eles verificaram que a 

transferência de calor pode aumentar em até 15% dependendo da oscilação. 

 Lesieur e Métais (1996) apresentaram um estudo sobre a simulação de grandes escalas 

(SGE) incluindo detalhes matemáticos de vários modelos sub-malha como: modelo de 

Smagorinsky, modelo espectral de Kraichnam, modelos de função-estrutura, função estrutura 
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seletivo, função estrutura filtrado, modelos dinâmicos e outros. Nesse estudo, cada modelo foi 

descrito e comparado, quando possível, com outros modelos e até mesmo com resultados 

experimentais. Também nesse estudo, são apresentadas várias aplicações da SGE para 

escoamentos turbulentos compressíveis e incompressíveis, com ênfase na geração de vórtices. 

 Kim et al. (1997) estudaram a convecção forçada em torno de dois blocos aquecidos 

colocados em um canal com escoamento pulsante. Eles utilizaram um escoamento oscilatório 

na entrada para aumentar a troca de calor. Os autores encontraram uma freqüência particular 

de oscilação que produziu a máxima troca de calor. 

 Bagshaw et al. (1999) estudaram numérica e experimentalmente o escoamento do ar 

num canal formado por placas corrugadas do tipo “dentes de serra”. Na modelagem numérica, 

para comparação dos resultados, foi utilizado um software comercial para escoamentos no 

regime laminar e turbulento. O modelo de turbulência κ-ε foi utilizado. Uma malha com 900 

elementos foi adotada na discretização da região de escoamento. Na modelagem numérica, foi 

adotada a água como fluido de trabalho, mantida na temperatura constante e com número de 

Reynolds da ordem de 2 × 10
3
. Os resultados mostraram que a rugosidade da superfície do 

canal influenciou bastante o comportamento do escoamento. 

1.3.4 - Escoamento em canal com fontes de calor 

Kennedy e Zebib (1983) apresentaram um estudo sobre os efeitos de um escoamento 

laminar de convecção forçada e natural num canal horizontal com uma fonte discreta de calor 

localizada na parede superior ou na inferior, e também o caso com duas fontes de calor 

localizadas em ambas as paredes. Baseados na comparação de resultados, eles sugeriram 

várias disposições das fontes para o projeto térmico de dispositivos eletrônicos. 

Mahaney et al.(1990) fizeram um estudo comparativo da transferência de calor por 

convecção mista experimental e numérica com fontes de calor discretas num canal retangular 

horizontal. A análise considerou um modelo tridimensional de convecção mista, com um 

arranjo de 4 filas, sendo que cada fila montada na parte inferior do canal contém 12 fontes de 

calor quadradas. As medidas experimentais consideraram os regimes laminares de 

transferência de calor caracterizados pelas convecções forçada, natural e mista, e também pelo 

início de transições para a turbulência. A variação do número de Nusselt médio das filas, com 

o número de Reynolds, exibiu um mínimo, sugerindo que, devido às forças de empuxo, a 

transferência de calor pode ser melhorada. 
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 Choi e Ortega
 

(1993) investigaram numericamente os efeitos do escoamento de 

convecção forçada e natural entre placas planas paralelas com uma fonte de calor discreta. Na 

análise numérica foi utilizado o método de diferenças finitas. A análise verificou a influência 

da velocidade de entrada do escoamento, do ângulo de inclinação do canal e do empuxo 

induzido pela fonte discreta. Os resultados indicaram que, em geral, o número de Nusselt nas 

fontes depende fortemente da inclinação do canal. Verificou-se que as mudanças no número 

de Nusselt e na temperatura máxima nas fontes, foram desprezíveis quando o canal está entre 

45° e 90°. Para um dado número de Reynolds fixo, com o aumento do número de Grashof, 

verificou-se um refluxo de ar na saída do canal, para o caso em que o escoamento foi 

favorável às forças de empuxo. 

 Bessaih e Kadja (2000) realizaram uma simulação numérica de convecção conjugada 

natural - turbulenta onde três componentes cerâmicos iguais e aquecidos foram colocados em 

um canal vertical de paredes adiabáticas. Um modelo de transferência de calor conjugada 

bidimensional e um modelo padrão de turbulência κ-ε foram usados para se obter os campos 

de velocidades e temperaturas. Foram estudados os efeitos do espaçamento entre os 

componentes eletrônicos e o desligamento de fontes. O desligamento de fontes foi 

parcialmente vantajoso somente quando os componentes desligados foram montados entre os 

componentes ligados. 

 Rao et al. (2002) estudaram numericamente a convecção mista bidimensional, 

permanente, incompressível e laminar, com radiação na superfície num canal com placas 

paralelas verticais e com uma fonte geradora de calor embutida em cada parede. As 

temperaturas médias e máximas locais decresceram com o aumento da emissividade da 

superfície. A temperatura máxima da parede decresceu aproximadamente 50%, à medida que 

a superfície da parede mudou de boa refletora para boa emissora. Estas temperaturas também 

aumentaram com o aumento da razão de aspecto. Verificou-se ainda que a medida que a fonte 

se afastou da entrada do canal, a temperatura máxima aumentou. 

 Guimarães (2007) analisou numericamente através do método de elementos finitos com 

esquema de Petrov-Galerkin, a convecção mista laminar num canal inclinado, com uma, duas 

ou três fontes discretas, fixadas na superfície inferior. Nas fontes foi mantida a condição de 

fluxo de calor constante. Na análise realizada o número de Reynolds variou na faixa de 1 a 10, 

o número de Grashof de 10
3
 a 10

5
, e o ângulo de inclinação do canal de 0

o
 a 90

o
. Foram 

apresentadas as distribuições de velocidades e temperaturas, bem com o número de Nusselt 
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médio, em função dos diversos parâmetros. Foi verificado que para baixos números de 

Reynolds, o ângulo de inclinação do canal tem efeito significativo na distribuição de 

temperaturas. 

1.3.5 - Escoamento em cavidades com fontes de calor 

 Papanicolau e Jaluria (1990,1991) investigaram a convecção mista conjugada numa 

cavidade retangular com uma fonte discreta ou múltiplas fontes fixadas na parede. Os autores 

verificaram que os campos de velocidades e temperaturas podem ser oscilatórios, dependendo 

da posição relativa das fontes no interior da cavidade. Verificaram ainda que a posição das 

fontes na parede vertical foi mais favorável em termos de resfriamento. 

 Madhavan e Sastri (2000) realizaram um estudo da convecção natural com fontes de 

calor no interior de uma cavidade, visando a aplicação no resfriamento de equipamentos 

eletrônicos. Verificou-se que o número de Rayleigh, o número de Prandtl e as condições de 

contorno afetaram fortemente o escoamento do fluido e a transferência de calor. Foram 

apresentadas correlações numéricas para a temperatura máxima nas fontes e para o número de 

Nusselt, numa larga faixa de números de Prandtl e Rayleigh. Concluiu-se que a temperatura 

adimensional foi máxima para número de Prandtl igual a 150. 

 Yu e Joshi (2002) investigaram a transferência de calor em componentes eletrônicos que 

usam fontes de calor com pinos. A placa com pinos foi fixada sobre o componente aquecido, 

o qual foi embutido na base de uma cavidade. Foi significativa a troca de calor entre a fonte 

com pinos e o fluido confinado na cavidade. Verificou-se que a radiação contribuiu de 

maneira importante para a transferência de calor global. Resultados experimentais mostraram 

que o aumento da troca de calor foi bem diferente quando a orientação do canal foi vertical ou 

horizontal. 

 Bae e Hyun (2003) realizaram um estudo da convecção natural laminar não permanente 

numa cavidade vertical retangular com três fontes discretas embutidas na parede. Os 

resultados mostraram a influência da condição térmica da fonte inferior, nas temperaturas das 

fontes posteriores. A análise transiente dos campos de velocidades e temperaturas mostrou a 

estrutura física dos escoamentos. O estudo enfatizou que as temperaturas transientes nas 

fontes excederam os valores correspondentes a situações de regime permanente.  
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 Kurokawa et al. (2005) estudaram numericamente a convecção natural conjugada numa 

cavidade quadrada com três fontes de calor protuberantes, igualmente espaçadas, montadas 

numa parede vertical. Todas as paredes da cavidade foram mantidas isoladas termicamente, 

exceto a parede vertical direita que foi mantida resfriada com temperatura constante. A 

análise numérica utilizou o método de elementos finitos com esquema de Galerkin e malha 

não estruturada. A melhor disposição do conjunto de fontes foi obtida quando a fonte de calor 

de maior potência estava localizada na posição superior. Foi verificado que a razão entre as 

condutividades térmicas da fonte e do fluido não afetaram a performance do sistema. 

1.4 - OBJETIVOS DO PRESENTE TRABALHO 

 No presente trabalho são estudados problemas envolvendo a convecção mista entre 

placas planas paralelas horizontais. Como aplicações deste estudo, destacam-se os sistemas de 

ar condicionado, trocadores de calor, resfriamento de componentes eletrônicos e muitos 

outros de utilização industrial. 

 Em todos os casos são mostradas as linhas de corrente e isotérmicas, bem como a 

análise dos números de Nusselt em algumas superfícies dos respectivos domínios. 

1.5 - DELINEAMENTO DO PRESENTE TRABALHO 

 O presente trabalho é apresentado na forma de capítulos e apêndices. Nos capítulos são 

descritos os problemas estudados, os resultados numéricos obtidos, o tipo de solução 

numérica utilizada, o modelo de turbulência, a validação do código computacional 

desenvolvido e a revisão bibliográfica realizada. Já nos apêndices, são apresentadas as 

informações mais detalhadas dos assuntos mais importantes abordados no presente trabalho.  

 A seguir, visando uma melhor compreensão do trabalho, é dada uma idéia geral do 

desenvolvimento dos capítulos e apêndices. 
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 No capítulo 2 apresenta-se o modelo matemático. É apresentada a formulação 

matemática para as equações instantâneas, médias e o modelo de turbulência - para 

escoamento com simetria axial . 

 No capítulo 3 é apresentado o método numérico. Neste capítulo são apresentados o 

método dos volumes finitos, os esquemas convectivos Upwind e Quick e o princípio da malha 

deslocada. 

 No capítulo 4 o tratamento numerico consiste na integração das equações de 

conservação sobre um volume de controle, e a seguir o teorema de Gauss é utilizado para 

transformar certas integrais de volume em integrais de superfície utiliza-se o princípio da 

malha deslocada para a discretização espacial. As equações são discretizadas no tempo sob a 

forma semi-implicita. 

 No capítulo 5 é feita a validação dos resultados. Neste quinto capítulo é testado o 

programa computacional desenvolvido para escoamento laminar e turbulento. Comparam-se 

os resultados obtidos com aqueles encontrados na literatura para validação do programa 

computacional. 

 No capítulo 6, são apresentados os resultados para o escoamento num canal aquecido 

inferiormente por duas fontes discretas. 

 No capítulo 7 são apresentadas as conclusões e sugestões para trabalhos futuros. Nesse 

capítulo, são apresentadas as principais conclusões obtidas nesse trabalho. Também são feitas 

algumas recomendações para possíveis trabalhos futuros, visando estender os estudos 

realizados neste trabalho. 

 No apêndice A é apresentado o tratamento matemático para as equações locais. Aqui é 

apresentada a discretização das equações sobre os volumes de controle. 

 



Capítulo 2 

MODELO MATEMÁTICO 

2.1 - EQUAÇÕES LOCAIS INSTANTÂNEAS 

 As relações necessárias para descrever o escoamento de um fluido e a transferência de 

energia dentro de um meio em movimento, são as equações da conservação da massa, da 

quantidade de movimento e da energia. Estas equações instantâneas são deduzidas com base 

nos princípios fundamentais da conservação da massa, da quantidade de movimento e de 

energia, fundamentadas em um volume de controle diferencial. 

 As equações de conservação instantâneas são apresentadas a seguir: 

 

 Equação da Conservação da Massa: 

 
0

x

u

t j

i 







 
 .                                                                                                       (2.1) 

Para escoamento incompressível ( constante), a equação (2.1), reduz-se a: 
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 Equação da Conservação da Quantidade de Movimento: 
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Para escoamento incompressível, com propriedades físicas constantes, a equação (2.3), 

torna-se: 
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 Equação da Conservação da Energia: 

Desprezando o transporte de energia devido a dissipação viscosa, a geração interna de 

calor e os efeitos de radiação, tem-se a equação de energia escrita como:  

  






















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
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i

i x
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x
Tu

xt

T
  .                                                                                  (2.5) 

2.2 - EQUAÇÕES MÉDIAS 

No presente trabalho para escoamento turbulento, utiliza-se a decomposição de 

Reynolds, que é a decomposição das variáveis aleatórias instantâneas na soma de um valor 

médio no tempo e uma flutuação desta média. 

' Φ  ,                                                                                                                   (2.6) 

sendo  o valor instantâneo, Φ  o valor médio e '  o valor flutuante. 
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 Aplicando a equação (2.6), para as componentes de velocidades, pressão e 

temperatura, respectivamente, tem-se 

 

'uUu iii  , 

i'vVv  , 

'pPp  ,                                                                                                               (2.7) 

'TTT  . 

Antes de se aplicar a decomposição de Reynolds, faz-se necessário introduzir alguns 

conceitos referentes à média estatística. 

A média temporal de uma quantidade U em um ponto fixo no espaço é dada por: 





Tt

t

0

0

dtu
T

1
U  .                                                                                                         (2.8) 

Os valores médios são calculados num intervalo de tempo T suficientemente grande 

para que sejam completamente independentes do tempo. Sendo assim, por definição, todas as 

quantidades médias descrevendo flutuações são iguais a zero, ou seja: 

.0'T

,0'p

,0'v

,0'u









                                                                                                                          (2.9) 

Aplicando a decomposição de Reynolds e obtendo a médias estatísticas, as equações 

instantâneas, dadas por (2.2), (2.4) e (2.5), podem ser escritas na forma de equações médias, 

como: 

 Equação da Conservação da Massa: 

0




j

i

x

U
 .                                                                                                                  (2.10) 
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 Equação da Conservação da Quantidade de Movimento: 
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 Equação da Conservação de Energia: 
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  .                                                                         (2.12) 

 Comparando e analisando a equação média da quantidade de movimento com a equação 

instantânea, verifica-se o surgimento do termo contendo o produto das componentes de 

flutuação de velocidades, ji uu '' , o qual, é denominado tensor de Reynolds. Analogamente, 

nas equações média e instantânea de energia, surge um segundo termo, correspondente ao 

fluxo de calor turbulento, '' Tu i , o qual, representa a correlação entre as flutuações de 

velocidade e temperatura. Com o surgimento desses termos, o sistema de equações resultantes 

não pode ser resolvido por conter um número de incógnitas maior que o número de equações. 

Neste caso, a fim de resolver o sistema de equações, faz-se uso de metodologias de “Modelos 

de Turbulência”. 

 Podem ser determinadas as incógnitas a partir de suas equações de transporte, porém 

isso proporcionara o aparecimento de momentos de ordem superior e de novas incógnitas. 

Como conseqüência estes novos termos necessitarão uma nova modelação. Desta forma um 

modelo de turbulência deve ser introduzido com a aproximação das correlações de uma certa 

ordem, em termos de correlações de menor ordem e de quantidades do escoamento médio. 

2.3 - MODELOS HIDRODINÂMICOS PARA TURBULÊNCIA 

 No presente trabalho, a fim de determinar as componentes do tensor de Reynolds, 

utiliza-se o “Modelo -  padrão”, representado pelo sistema de duas equações diferenciais 

dados pelas equações (2.16) e (2.18). 
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 O Modelo de turbulência κ-ε padrão pertence a família dos modelos baseados em duas 

equações diferenciais, onde as grandezas turbulentas transportadas são: i) a energia cinética de 

turbulência κ ; ii) a taxa de dissipação de energia cinética de turbulência ε. 

 O conceito da viscosidade turbulenta de Boussinesq ( t ), considera que o tensor de 

Reynolds é proporcional ao gradiente de velocidade média. Tem-se, segundo Rodi (1978), 

para uma situação geral de escoamento, a seguinte relação: 

ij

i

j

j

i
tji

x

U

x

U
uu 

3

2
'' 























  ,                                                                              (2.13) 

sendo t  a viscosidade turbulenta, que ao contrário da viscosidade molecular υ , não é uma 

propriedade do fluido, mas depende fortemente do escoamento, variando de um ponto ao 

outro do escoamento e de escoamento para escoamento. 

 O termo envolvendo o delta de Kronecker δij é necessário para tornar a equação 

aplicável também para o tensor normal (quando i=j), pois, neste caso, de acordo com a 

equação (2.11), o termo envolvendo o gradiente de velocidade média é nulo. Contudo, os 

tensores normais são, por definição, quantidades positivas e sua soma é igual ao dobro da 

energia cinética de turbulência κ (Rodi 1978), ou seja: 

ii uu ''
2

1
  .                                                                                                              (2.14) 

 De acordo com a hipótese de Chou, que pode ser vista em Rodi (1978), a viscosidade 

turbulenta pode ser determinada em função da energia cinética de turbulência κ e da 

dissipação da energia cinética de turbulência ε, como: 




 

2

Ct   ,                                                                                                               (2.15) 

sendo que Cμ = 0,09 é uma constante. 

 A equação da energia cinética de turbulência, conforme mostrado em Carvalho (1993), 

pode ser escrita como: 
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sendo  =1,0 o número de Prandtl para a difusão da energia cinética de turbulência κ, com o 

termo G, dado por: 

j

i
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x

U
uuG




 ''  .                                                                                                       (2.17) 

 Para a dissipação de energia cinética de turbulência , conforme mostrado em Carvalho 

(1993), tem-se: 
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
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 .                                                     (2.18) 

sendo  =1,30 o número de Prandtl para a difusão da dissipação de energia cinética de 

turbulência e Cε1=1,44 e Cε2=1,92 constantes empíricas  

 Com a utilização das equações (2.14), (2.16), (2.17), (2.18), torna-se possível a 

resolução do sistema de equações formado pelas equações da conservação da massa (2.10) e 

da conservação da quantidade de movimento (2.11). 

2.4 - MODELOS TÉRMICOS PARA TURBULÊNCIA 

 O problema de fechamento para o problema térmico aparece na equação da energia 

(2.12). Nessa equação é necessário determinar o fluxo de calor turbulento 'T'ui . 

Uma forma largamente utilizada para determinar o fluxo de calor turbulento é 

considerar a hipótese que relaciona a difusividade térmica turbulenta ( t  ), com o gradiente 

de temperatura, dado por: 

i

ti
x

T
Tu




 ''  .                                                                                                          (2.19) 
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 No problema de fechamento térmico é necessário determinar a difusividade térmica 

turbulenta t . Isto é realizado considerando relação (2.20), sendo o número de Prandtl 

turbulento Prt , constante com o valor de 0,9 . 

t

t
t

Pr


   .                                                                                                                  (2.20) 

2.5 - EQUAÇÕES PARA ESCOAMENTO COM SIMETRIA 

AXIAL EM COORDENADAS CILÍNDRICAS 

 Para proporcionar maior generalidade no estudo desse trabalho, as equações de 

conservação serão tratadas em coordenadas cilíndricas, para uma geometria com simetria 

axial. Embora, seja apresentada uma validação para escoamento turbulento em tubo, outros 

estudos são apresentados, somente para problemas com geometrias descritas em coordenadas 

cartesianas. 

  O escoamento com simetria axial é entendido aqui, como um escoamento que possui 

duas componentes de velocidade U e V nas respectivas direções x e r , conforme mostra a 

figura 2.1. 

 

 

Figura 2.1 – Sistema de coordenadas cilíndricas para escoamento de simetria axial, 

bidimensional, direções x,r. 

 

 As equações da conservação da massa, da quantidade de movimento e da energia em 

coordenadas cilíndricas para  o escoamento, são apresentadas a seguir: 

 

 

r 
x 

Parede do tubo 
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 Equação da Conservação da Massa: 
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 Equação da Quantidade de Movimento na Direção “x” (axial): 
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 Equação da Quantidade de Movimento na Direção “r” (radial): 
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 Equação da Conservação da Energia: 
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2.5.1 - Equações para o modelo de turbulência  - 

 Hipótese da viscosidade turbulenta de Boussinesq 
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sendo:      C
2

t



    e  09,0C  . 

 Os tensores de Reynolds em coordenadas cilíndricas são dados por: 


3

2
2'' 






x

U
uu t  ,                                                                                              (2.26) 



 

 

22 
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 Energia cinética de turbulência  : 
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 Dissipação de energia cinética de turbulência  : 
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Sendo: 
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2.5.2 - Equações para o modelo térmico 

Utilizando a equação (2.20), os fluxos de calor turbulentos são dados por: 
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2.5.3 - Condições de contorno para as grandezas turbulentas 

 Condições de contorno na entrada: 

 

 

 A energia cinética de turbulência ( ) e a dissipação de energia cinética de turbulência  

(ε) são admitidas uniformes na entrada do canal conforme Pun e Spalding (1977) e Lin(1989): 

 
2 005,0 U ,                                                                                                                 (2.33) 

 

R
C

03,0

23
  .                                                                                                                (2.34) 

 

 Sendo U a velocidade média de entrada, R o raio do duto, Cμ uma constante igual a 

0,09. 

 

 Condições de contorno na saída: 

 

 

 As condições de contorno utilizadas na saída são: 
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 Condições de contorno na parede: 

 

 

 Para a aplicação de condições de contorno em uma parede, é necessário um tratamento 

especial. Esta necessidade provém do fato que, nas proximidades da parede, existe uma 

subcamada laminar com fortes gradientes na direção normal à parede e, para obter-se uma 

solução com boa precisão, faz-se necessário uma malha bastante refinada nesta região, o que 

aumentaria consideravelmente o tempo de cálculo. Por outro lado, o modelo -  é válido para 

grandes números de Reynolds e, portanto não se aplica à região da subcamada laminar 

próxima a parede onde os efeitos viscosos são importantes. 

 Para evitar a utilização de modelos de turbulência mais complexos que levam em conta 

esses fortes gradientes ou ainda para evitar a utilização de malhas mais refinadas, nessas 

regiões faz-se uso das chamadas leis de parede, que correspondem à distribuição de 

velocidade U
+
 em função de Y

+
, definidas a seguir. 
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 Considerando que y é a distância entre um determinado ponto do escoamento e uma 

superfície sólida, U a velocidade média tangencial a esta superfície neste ponto. As variáveis 

U
+
 e Y

+
 são definidas como: 

 



yU
Y

*

  ,                                                                                                               (2.36) 

 

*U

U
U   ,                                                                                                                (2.37) 

 

sendo Y
+
 a distância adimensional à parede, e U

+
 a velocidade adimensional que relaciona a 

velocidades médias U e a velocidade de atrito *U . 

 A velocidade de atrito U* é definida como: 

 


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 A região próxima à parede segundo Carvalho (1993), pode ser dividida em três regiões 

para as quais os valores da energia cinética de turbulência  e da dissipação da energia 

cinética de turbulência , são determinados conforme se mostra a seguir: 

 

 

Região 1: Sub-camada viscosa (Y
+
  5) 

 

U
+
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 = 0 ,                                                                                                                      (2.40) 

 

 = 0 .                                                                                                                      (2.41) 

 

Região 2: Sub-camada tampão (5  Y
+
  200) 
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 
K

U
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  .                                                                                                            (2.44) 

 

 

Região 3: Sub-camada inercial (Y
+
  200) 
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 Sendo, K a constante de Von Kármán igual a 0,4; A é uma constante igual a 26,0; E é 

um parâmetro de rugosidade, que para paredes hidraulicamente lisas tem um valor igual a 9,0. 

 Para determinar a velocidade de adimensional U
+
 utilizada no cálculo de  e  na região 

próxima a parede, substitui-se nas equações (2.36) e (2.37), (as quais relacionam U
+
 com Y

+
) 

as equações (2.39), (2.42) ou (2.45), dependendo do valor de Y
+
. 

 O tensor misto de Reynolds vu   na região próxima a parede é calculado segundo Warsi 

(1993) como: 



 ovu   .                                                                                                         (2.48) 

 

 Na simulação numérica a condição de contorno dada pela equação (2.48) apresentou 

bons resultados quando aplicada na parede. Os valores de o e de U
+
 não são impostos no 

escoamento, eles são determinados através de um método de convergência considerando as 

condições do escoamento no passo de tempo anterior. 



Capítulo 3 

MÉTODO NUMÉRICO 

3.1 - INTRODUÇÃO 

 Através das leis de conservação da massa, quantidade de movimento e energia obtém-se 

as equações diferenciais que relacionam as grandezas relevantes para um contínuo de espaço e 

tempo. Tais equações podem utilizar o método analítico ou o método numérico para a sua 

resolução. Um método analítico ao resolver as equações que representam um problema físico 

dará uma solução fechada, e será possível então calcular os valores das variáveis dependentes 

em nível infinitesimal, ou seja, para um número infinito de pontos. 

 Já o método numérico tem por fim resolver uma ou mais equações diferenciais, 

substituindo as derivadas existentes na equação por expressões algébricas que envolvem a 

discretização da função incógnita. Neste caso deve ser escolhida uma região de estudo 

(domínio computacional) que será discretizado, ou seja, dividido em volumes, sendo que para 

cada volume está associado um ponto nodal. Ao conjunto de pontos discretos dá-se o nome de 

malha. A solução será obtida para cada um desses pontos da malha. Então, fica claro que ao 

se optar em fazer uma aproximação numérica da equação diferencial, obtém-se a solução para 

um número finito e discreto de pontos. 

 Os requisitos fundamentais de uma boa aproximação numérica é que ela tenha 

consistência, estabilidade e convergência. A consistência existe quando os erros de 

truncamento tendem a zero quando a malha tender a um número infinito de pontos. Assim, a 
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solução das equações discretizadas deve tender a solução das equações diferenciais, quando o 

tamanho da malha tender a zero. A estabilidade existe quando não houver oscilações 

numéricas espúrias. A instabilidade ocorre quando o esquema numérico não é apropriado, ou 

alguns parâmetros como incremento de tempo e dimensões dos volumes de controle não são 

escolhidos convenientemente. Outros fatores também influenciam na estabilidade, tais como: 

erros de arredondamento de máquina, método de tratamento de acoplamentos entre as 

variáveis, etc. A solução numérica obtida apresenta convergência, quando os desvios com 

relação à solução exata forem menores que um desvio máximo especificado. No caso de não 

se conhecer a solução exata de um problema, procura-se comparar os desvios nos resultados 

numéricos correspondentes a uma malha menos refinada com outra mais refinada. Os 

resultados serão satisfatórios quando os cálculos indicarem independência da malha. A 

convergência é conseqüência da consistência e da estabilidade, estas dão condições 

necessárias para que a solução numérica tenda para a solução das equações diferenciais 

quando a malha é refinada. 

3.2 - MÉTODO DOS VOLUMES FINITOS 

 O método dos Volumes Finitos (Patankar, 1980), (Versteeg e Malalasekera, 1995) e 

(Maliska, 2004) consiste na divisão do domínio de cálculo em uma malha com um número 

finito de volumes de controle não sobrepostos. Cada volume de controle possui em seu 

interior um único ponto da malha, chamado de ponto nodal, como mostrado na figura 3.1. 

 A integral de volume das equações de conservação é realizada, considerando-se um 

perfil para a variável . Será utilizado para as aproximações um perfil linear contínuo entre os 

pontos da malha. Assim, as equações da conservação da massa, da quantidade de movimento 

e da energia são integradas num volume de controle genérico do domínio, obtendo-se um 

conjunto de equações algébricas para cada volume de controle. 

 A vantagem é que as variáveis transportadas são sempre conservadas sobre qualquer 

número de volumes de controle e deste modo sobre todo o domínio de cálculo. O método 

garante a conservação das quantidades como massa, quantidade de movimento e energia tanto 

localmente como globalmente. 
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3.3 - GERAÇÃO DE MALHA 

 Como descrito por Maliska (2004) o princípio do arranjo desencontrado ou princípio da 

malha deslocada (“staggered grid”) é utilizado para manter as características reais do 

problema, sendo um arranjo fisicamente consistente. As expressões de balanço das grandezas 

escalares, como pressão, massa, energia cinética de turbulência (), dissipação de energia 

cinética de turbulência () e temperatura são avaliadas no centro dos volumes de controle 

principais, enquanto que as grandezas vetoriais, como as velocidades são determinadas nas 

faces dos volumes de controle principais. Este procedimento propicia melhor estimativa dos 

fluxos convectivos. Na figura 3.1 é mostrada a malha a ser utilizada na discretização do 

domínio do problema. As malhas definidas pelas linhas pontilhadas representam os volumes 

principais, onde no centro geométrico estão as grandezas escalares e nas faces destes as 

velocidades. 

 As equações da conservação da massa, quantidade de movimento, energia, energia 

cinética de turbulência e dissipação de energia cinética de turbulência podem ser escritas em 

uma forma compacta geral que será apresentada através da equação (4.1), do capítulo 4. A 

formulação numérica da equação geral (4.1) será objeto de estudo, integrando as equações de 

conservação sobre cada um dos volumes de controle. A discretização do domínio físico é feita 

usando o princípio da malha deslocada e o método semi-implícito Sola. Dois esquemas de 

discretização espaciais serão utilizados no presente trabalho, para o termo convectivo: o 

esquema Upwind, que embora seja extremamente simples apresenta bons resultados, e o 

esquema Quick, este último apresentando menor difusão numérica que o primeiro. Os 

retângulos hachurados das figuras 3.1, 3.2, 3.3 definem os respectivos volumes principais e 

deslocados para as variáveis do problema, que são: P, U, V e T. O entrelaçamento dos três 

volumes de controle utilizados podem ser vistos nas figuras 3.1 até 3.3. 

 As Figuras 3.2 e 3.3 mostram a malha principal subdividida geometricamente. Os 

volumes deslocados são definidos pela área hachurada, onde em seu centro geométrico, 

estarão localizadas as variáveis vetoriais, que são as componentes de velocidade. Estas duas 

malhas entrelaçadas como dito anteriormente constitui o princípio da malha deslocada.  

 Os pontos de avaliação dos tensores de Reynolds são mostrados na figura 3.4. Os 

tensores quadráticos vvuu  , e também '' , '' TvTu  são avaliados no centro da malha 
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principal, enquanto que o tensor misto vu  é avaliado no ponto proposto inicialmente por 

Pope e Whitelaw (1976) e estendido por Hogg e Leschziner (1989) para o caso de 

escoamentos axissimétricos, com o objetivo de aumentar a estabilidade do método de 

simulação. 

 

Tabela 3.1 – Legenda para as figuras 3.1, 3.2 e 3.3. 

 

 

 

Posição da componente u da velocidade 

 

 

 

Posição da componente v da velocidade 

 

 

 
Posição das outras variáveis (P, κ ,ε, T , etc) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura. 3.1 – Princípio da malha deslocada - Malha principal, 

Domínio bidimensional dividido em volumes de controle. 
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Figura. 3.2 – Princípio da malha deslocada – Malhas deslocadas para a componente média de 

velocidade axial U na posição w. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura. 3.3 – Princípio da malha deslocada – Malha deslocada para a componente média de 

velocidade radial V na posição s. 
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Figura 3.4 – Pontos de avaliação dos tensores de Reynolds. 

3.4 - ESQUEMAS CONVECTIVOS 

Os esquemas convectivos são funções de interpolação usadas para determinar o valor 

das variáveis a serem transportadas em pontos da malha onde essas variáveis não são 

calculadas. 

Para o tratamento numérico do termo convectivo, dois esquemas de fácil 

implementação são introduzidos no programa, o esquema Upwind e o esquema Quick. 

3.4.1 - Esquema convectivo Upwind 

Considerando-se um caso unidimensional mostrado na figura 3.5, onde a variável a ser 

convectada dentro do escoamento é e , o esquema Upwind estima e  em função de sua 

vizinhança conhecida O  e E , da seguinte forma: 

 

vvuu  ,  E W 

N 

S 

O 

''vu  

',' TvTu 
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Oe  
           se           Ue   0       (velocidade no sentido + x) 

Ee              se           Ue   0       (velocidade no sentido – x) 

 

sendo Ue  a velocidade no nó  e. 

X

O

e

E

U
e

e

o

E



 

Figura 3.5 – Esquema convectivo Upwind 

 

O esquema Upwind leva a uma discretização estável, porém, introduz erros de 

truncamento de primeira ordem ( Hand et al, 1981 ). Um refinamento da malha, a princípio, 

poderia amenizar estes erros, porém, em problemas de engenharia como escoamentos 

turbulentos em regime não permanente e altas velocidades, o grau de refinamento necessário 

pode tornar-se impraticável. 

 

3.4.2 - Esquema convectivo Quick 

Considerando-se um caso unidimensional onde a variável a ser convectada dentro do 

escoamento é e , o esquema Quick estima e  em função de sua vizinhança conhecida O , 

e , W  e EE , da seguinte forma: 
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   OEWEOe  2
8

1

2

1
     se    Ue  0 , 

   EEEOEOe  2
8

1

2

1
      se    Ue  0 . 

Sendo Ue  a velocidade no nó e. 

X

W

O

e

E

EE

U
e

EE

E

e

O

W



 

Figura 3.6 – Esquema convectivo Quick 

 

O esquema Quick (Leonard, 1979) consiste em uma interpolação quadrática sobre três 

pontos, combinando uma interpolação linear e um termo de correção. Os erros de truncamento 

causados pela utilização deste esquema são de terceira ordem, que são menores que os erros 

de truncamento causados pela utilização do esquema Upwind, sem, contudo aumentar 

significativamente o tempo computacional. 

Como pode ser visto na figura 3.6 o esquema Quick considera um maior número de 

nós vizinhos para estimar o valor da variável e que o esquema Upwind, o que lhe confere a 

possibilidade de maior acerto. 



Capítulo 4 

TRATAMENTO NUMÉRICO 

4.1 - INTRODUÇÃO 

 Neste capítulo é apresentado o tratamento numérico das equações para escoamento 

laminar ou turbulento, incompressível, bidimensional, para fluidos com propriedades físicas 

constantes, no sistema de coordenada cilíndricas. Destacam-se como pontos importantes neste 

capítulo: a discretização das equações; as propriedades dos esquemas de discretização; a 

apresentação da definição de viscosidade efetiva nas equações de quantidade de movimento 

devido aos tensores de Reynolds, esta somente para a turbulência; o tratamento do 

acoplamento pressão-velocidade; a técnica da solução semi-implícita; condições iniciais e 

condições de contorno. 

4.2 - FORMA GERAL DA EQUAÇÃO DA CONSERVAÇÃO 

 As equações da conservação da massa, quantidade de movimento, energia, energia 

cinética de turbulência e dissipação de energia cinética de turbulência podem ser escritas em 

uma forma compacta geral dada por: 
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 Na equação (4.1),  uma é grandeza que pode representar: 1, U , V , T , κ ou ε. 

Dependendo da grandeza  , os parâmetros 
1 , 2 , 

1 , 
2  e 

S  assumirão os valores 

apresentados na tabela 4.1. 

 

Tabela 4.1 – Expressões para os termos da equação (4.1). 
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  A equação geral (4.1), aplica-se para escoamento laminar ou turbulento. Entretanto, 

para o escoamento laminar consideram-se os termos 1  e 2  nulos. E as equações (2.16) e 
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(2.18), para o modelo - que são exclusivas para o escoamento turbulento e que portanto não 

são considerados para o escoamento laminar. 

4.3 - DISCRETIZAÇÃO ESPACIAL 

4.3.1 - Discretização das equações 

 Seja um domínio qualquer de volume , invariante no tempo, tendo como fronteira uma 

superfície regular S e seja n


 o vetor unitário normal a um elemento de S dirigido para o 

exterior de , (figura 4.1). Os processos de transporte no domínio  podem ser expressos pela 

equação (4.1). A integração dessa equação no volume  resulta: 
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Figura 4.1 – Domínio arbitrário de cálculo de volume . 

 

 Aplicando-se o teorema de Gauss no segundo e terceiro termos do lado esquerdo da 

equação (4.2) tem-se: 
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ou ainda: 
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 As figuras (4.2) e (4.3) mostram a forma e a nomenclatura utilizada na discretização do 

domínio do problema, a posição das grandezas a serem obtidas também é mostrada. A tabela 

4.2 mostra a legenda utilizada nas figuras 4.2 e 4.3. 
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Figura 4.2 – Malha principal dividido em volumes de controle 
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 O princípio da malha deslocada conforme visto no capitulo 3, é utilizado para manter as 

características reais do problema (Patankar, 1980). Este procedimento propicia melhor 

estimativa dos fluxos convectivos. A figura 4.2 mostra os volumes de controle principais para 

as grandezas escalares e secundários para as velocidades, já a figura 4.3 mostra os volumes de 

controle deslocados para as grandezas escalares e para as velocidades. 

 

Tabela 4.2 – Legenda das figuras 4.2 e 4.3. 

 

 

 

Posição da componente u da velocidade 

 

 

 

Posição da componente v da velocidade 

 

 

 
Posição das outras variáveis (P, κ ,ε, T , etc) 
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Figura 4.3 – Malha deslocada. Volumes secundários para velocidades. 
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4.3.2 - Componente média da velocidade axial U 

 A equação (4.1), integrada para a componente média da velocidade axial U, no volume 

de controle w ,definido pela figura (4.3) para o escoamento com simetria axial, pode ser 

escrita na forma: 

    OWWfw
w

w PPaUFLUX
t

U





.                                                                    (4.5a) 

sendo: 

 


),1(
,

),( JIP
P

JIP
P WO


 ,                                                                            (4.5b) 

 
     

   swswfnwnwf

WWfOOfw

UFLSNaUFLSNa

UFLWEaUFLWEaUFLUX




.                                                (4.5c) 

 

 As áreas das faces do volume de controle w  e o volume w  são dados por: 

 

)I(DX)J(YVC)J(R

)I(DX)J(RVa

)I(DX)1J(RVa

)J(YVC)J(Raa

w

swf

nwf

WfOf









.                                                                                    (4.5d) 

 Sendo a soma dos fluxos convectivos e difusivos dados, respectivamente, por: 

     

     

     

     swswsw

nwnwnw

WWW

UDIFFUCONVUFLSN

UDIFFUCONVUFLSN

UDIFFUCONVUFLWE

UDIFFUCONVUFLWE







 000

 .                                                                (4.5e) 

 

 Utilizando-se o esquema Upwind para os termos convectivos da componente média de 

velocidade axial U, nos diversos pontos nodais, tem-se: 

CONV OOO UU)U(  ,                                                                                                   (4.6) 
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sendo: 

    JIUJIUUO ,,1
2

1
     e                                                                                (4.7) 

 

 

  .0se,1

;0   se,





OO

OO

UJIUU

UJIUU

                                                                                      (4.8) 

 

 

 CONV WWW UU)U(  ,                                                                                              (4.9) 

sendo: 

     JIUJIUUW ,1,
2

1
     e                                                                              (4.10) 

 

 

  .0se,

;0se,1





WW

WW

UJIUU

UJIUU

                                                                                 (4.11) 

 

 

 CONV nwnwnw UV)U(  ,                                                                                           (4.12) 

sendo: 

     1,11,
2

1
 JIVJIVVnw    e                                                                      (4.13) 

 

 

  .0se1,

;0se,





nwnw

nwnw

VJIUU

VJIUU

                                                                                 (4.14) 

 

 

 CONV swswsw UV)U(  ,                                                                                            (4.15) 

sendo: 

     JIVJIVVsw ,1,
2

1
    e                                                                                (4.16) 

 

 

  .0se,

;0se1,





swsw

swsw

VJIUU

VJIUU

                                                                                 (4.17) 
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 Utilizando-se o esquema Quick para os termos convectivos da componente média de 

velocidade axial U, nos diversos pontos nodais, tem-se: 

 CONV   OOO UUU                                                                                                   (4.18) 

sendo: 

    JIUJIUUO ,,1
2

1
    e                                                                                   (4.19) 

 

           

            .0se,12,2,
8

1
,1,

2

1

;0se,2,1,1
8

1
,1,

2

1





OO

OO

UJIUJIUJIUJIUJIUU

UJIUJIUJIUJIUJIUU

  (4.20) 

 

 

 CONV   WWW UUU                                                                                                  (4.21) 

sendo: 

     JIUJIUUW ,,1
2

1
    e                                                                              (4.22) 

 

       

           

            .0se,2,1,1
8

1
,,1

2

1

;0 se,12,,2
8

1
,,1

2

1





WW

WW

UJIUJIUJIUJIUJIUU

UJIUJIUJIUJIUJIUU

(4.23) 

 

 CONV   nwnwnw UVU                                                                                                (4.24) 

sendo: 

     1,11,
2

1
 JIVJIVVnw    e                                                                      (4.25) 

 

           

            .0 se1,22,,
8

1
1,,

2

1

;0se,21,1,
8

1
1,,

2

1





nwnw

nwnw

VJIUJIUJIUJIUJIUU

VJIUJIUJIUJIUJIUU

(4.26) 
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 CONV   swswsw UVU                                                                                                  (4.27) 

sendo: 

     JIVJIVVsw ,1,
2

1
    e                                                                                (4.28) 

           

            .0 se,21,1,
8

1
,1,

2

1

;0se1,2,2,
8

1
,1,

2

1





swsw

swsw

VJIUJIUJIUJIUJIUU

VJIUJIUJIUJIUJIUU

(4.29) 

 

 

 Para os termos difusivos é utilizado o esquema de diferenças centradas como segue: 

 

        
 

 OO

O

O 'u'u
IXVC

J,IUJ,1IU
'u'u

x

U
UDIFF 







 













  ,                 (4.30) 

 

 

          WW

W

w 'u'u
)1I(XVC

J,1IUJ,IU
'u'u

x

U
UDIFF 

























  ,                (4.31) 

 

          nwnw

nw

nw 'v'u
)1J(DY

J,IU1J,IU
'v'u

x

U
UDIFF 

























  ,             (4.32) 

 

          swsw

sw

sw 'v'u
)J(DY

1J,IUJ,IU
'v'u

x

U
UDIFF 







 













  .              (4.33) 

4.3.3 - Componente média de velocidade radial V 

A equação (4.1) integrada para a componente média de velocidade radial V no volume 

de controle s definido pela figura (4.3), para escoamento com simetria axial, pode ser escrita 

na forma: 
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     sOSs
s

s )SFV(PP)I(XVC)J(RVVFLUX
t

V





,                                 (4.34a) 

sendo: 

 


)1,(
,

),( 


JIP
P

JIP
P SO ,                                                                           (4.34b) 

 

 
     

   SSfOOf

swswfsesefs

VFLSNaVFLSNa

VFLWEaVFLWEaVFLUX




.                                               (4.34c) 

 

 As áreas das faces do volume de controle s e o volume s são dadas como: 

 

 

)I(XVC)J(DY)J(RV

)I(XVC)1J(Ra

)I(XVC)J(Ra

)J(DY)J(RVaa

S

Sf

Of

swfsef









,                                                                               (4.34d) 

e 

     

     

     

     SSS

swswsw

sesese

VDIFFVCONVVFLSN

VDIFFVCONVVFLSN

VDIFFVCONVVFLWE

VDIFFVCONVVFLWE









000

,                                                                (4.34e) 

e ainda: 

 
)(

),()()(

JRV

JIVJDYIXVC
SFV s




                                                                        (4.34f) 

 

 

 Utilizando-se o esquema Upwind para os termos convectivos da componente média de 

velocidade radial V, nos diversos pontos nodais, tem-se: 

 CONV   sesese VUV   ,                                                                                                (4.35) 

sendo: 

     1,1,1
2

1
 JIUJIUU se     e                                                                  (4.36) 
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 

  .0se,1

;0se,





sese

sese

UJIVV

UJIVV

                                                                                    (4.37) 

 

 

 CONV   swswsw VUV  ,                                                                                              (4.38) 

sendo: 

     1,,
2

1
 JIUJIUU sw     e                                                                             (4.39) 

 

 

 

  .0se,

;0se,1





swsw

swsw

UJIVV

UJIVV

                                                                                   (4.40) 

 

 

 CONV   OOO VVV  ,                                                                                                (4.41) 

sendo: 

     1,,
2

1
 JIVJIVV O     e                                                                              (4.42) 

 

 

 

  .0se1,

;0se,





OO

OO

VJIVV

VJIVV

                                                                                      (4.43) 

 

 

 CONV   SSS VVV  ,                                                                                                  (4.44) 

sendo: 

     JIVJIVV S ,1,
2

1
     e                                                                              (4.45) 

 

 

 

  .0se,

;0se1,





SS

SS

VJIVV

VJIVV

                                                                                      (4.46) 
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 Utilizando-se o esquema Quick para os termos convectivos da componente média de 

velocidade radial V, nos diversos pontos nodais, tem-se: 

 CONV   sesese VUV  ,                                                                                               (4.47) 

sendo: 

     1,1,1
2

1
 JIUJIUU se     e                                                                    (4.48) 

 

 

           

            .0se,12,2,
8

1
,1,

2

1

;0se,2,1,1
8

1
,1,

2

1





sese

sese

UJIVJIVJIVJIVJIVV

UJIVJIVJIVJIVJIVV

 (4.49) 

 

 

 CONV   swswsw VUV  ,                                                                                              (4.50) 

sendo: 

    1,,
2

1
 JIUJIUU sw     e                                                                               (4.51) 

 

           

            .0se,2,1,1
8

1
,,1

2

1

;0se,12,,2
8

1
,,1

2

1





swsw

swsw

UJIVJIVJIVJIVJIVV

UJIVJIVJIVJIVJIVV

 (4.52) 

 

 

 CONV   OOO VVV  ,                                                                                                 (4.53) 

sendo: 

     1,,
2

1
 JIVJIVV O     e                                                                              (4.54) 

 

           

            .0se1,22,,
8

1
1,,

2

1

;0se,21,1,
8

1
1,,

2

1





OO

OO

VJIVJIVJIVJIVJIVV

VJIVJIVJIVJIVJIVV

  (4.55) 
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 CONV   SSS VVV  ,                                                                                                  (4.56) 

sendo: 

     JIVJIVV S ,1,
2

1
     e                                                                               (4.57) 

 

 

           

            .0se,21,1,
8

1
,1,

2

1

;0se1,2,2,
8

1
,1,

2

1





SS

SS

VJIVJIVJIVJIVJIVV

VJIVJIVJIVJIVJIVV

   (4.58) 

 

 

 Para os termos difusivos é utilizado o esquema de diferenças centradas como segue: 

      sese

se

se vu
)1I(DX

)J,I(V)J,1I(V
vu

x

V
VDIFF 

























  ,                (4.59) 

 

      swsw

sw

sw vu
)I(DX

)J,1I(V)J,I(V
vu

x

V
VDIFF 







 













  ,              (4.60) 

 

      OO

O

O vv
)I(YVC

)J,I(V)1J,I(V
vv

r

V
VDIFF 







 













  ,                 (4.61) 

 

      SS

S

S vv
)1I(YVC

)1J,I(V)J,I(V
vv

r

V
VDIFF 

























  .                  (4.62) 

4.3.4 - Equação da energia 

A equação (4.1) integrada como equação da energia no volume de controle O definido 

pela figura (4.2) para escoamento bidimensional com simetria axial, resulta: 
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            0
  

0



 TFLUX

t

IXVCJYVCJR
TT ttt ,                                        (4.63a) 

sendo: 

 

     

        

          
we

sn

TFLWETFLWEJYVCJRTFLUXU

TFLSNTFLSNIXVCTFLUXR

TFLUXUTFLUXRTFLUX







  

 

0

0

000

,                                      (4.63b) 

 

 

   
   
   
   

sss

nnn

www

eee

TDIFFTCONVTFLSN

TDIFFTCONVTFLSN

TDIFFTCONVTFLWE

TDIFFTCONVTFLWE









)(

)(

)(

)(

 .                                                              (4.63c) 

 

 Utilizando o esquema Upwind para os termos convectivos da equação da energia, tem-

se: 

 CONV   eee
TUT .                                                                                                   (4.64) 

sendo: 

 JIUUe ,1     e                                                                                                 (4.65) 

 

  .0se,1

;0se, 





ee

ee

UJITT

UJITT

                                                                                 (4.66) 

 

 

CONV   www
TUT                                                                                                       (4.67) 

sendo: 

  JIUUw ,     e                                                                                                        (4.68) 
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 

  .0se,

;0se,1





ww

ww

UJITT

UJITT

                                                                                     (4.69) 

 

 CONV   nnn
TVT                                                                                                     (4.70) 

sendo: 

  1,  JIVVn     e                                                                                                    (4.71) 

 

 

 

  .0se1,

;0se,





nn

nn

VJITT

VJITT

                                                                                       (4.72) 

 

 

 CONV   sss
TVT                                                                                                      (4.73) 

sendo: 

  JIVVs ,     e                                                                                                          (4.74) 

 

 

 

  .0se,

;0se1,





ss

ss

VJITT

VJITT

                                                                                    (4.75) 

 

 

 Utilizando o esquema Quick para os termos convectivos da equação da energia, tem-se: 

CONV   eee
TUT                                                                                                            (4.76) 

sendo: 

 JIUUe ,1     e                                                                                                    (4.77) 
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           

            .0se,12,2,
8

1
,1,

2

1

;0se,2,1,1
8

1
,1,

2

1





ee

ee

UJITJITJITJITJITT

UJITJITJITJITJITT

 (4.78) 

 

 

 CONV   www
TUT                                                                                                   (4.79) 

sendo: 

  JIUUw ,     e                                                                                                        (4.80) 

 

     

           

            .0UseJ,IT2J,1ITJ,1IT
8

1
J,ITJ,1IT

2

1
T

;0UseJ,1IT2J,ITJ,2IT
8

1
J,ITJ,1IT

2

1
T

ww

ww





(4.81) 

 

 

 CONV   nnn
TVT                                                                                                     (4.82) 

sendo: 

  1,  JIVVn     e                                                                                                    (4.83) 

 

 

           

            .0se1,22,,
8

1
1,,

2

1

;0se,21,1,
8

1
1,,

2

1





nn

nn

VJITJITJITJITJITT

VJITJITJITJITJITT

    (4.84) 

 

 

 CONV   sss
TVT                                                                                                      (4.85) 

sendo: 

  JIVVs ,     e                                                                                                          (4.86) 
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           

            .0se,21,1,
8

1
,1,

2

1

;0se1,2,2,
8

1
,1,

2

1





ss

ss

VJITJITJITJITJITT

VJITJITJITJITJITT

    (4.87) 

 

 Para os termos difusivos, será utilizado o método das diferenças centradas: 

 

    
   

)1I(DX

J,ITJ,1IT
a

x

T
a)T(DIFF t

e

te
















  ;                           (4.88) 

    
   

)I(DX

J,1ITJ,IT
a

x

T
a)T(DIFF t

w

tw















  ;                          (4.89) 

    
   

)1J(DY

J,IT1J,IT
a

r

T
a)T(DIFF t

n

tn
















  ;                           (4.90) 

    
   

)J(DY

1J,ITJ,IT
a

r

T
a)T(DIFF t

s

ts















  .                            (4.91) 

 Isolando a temperatura no instante de tempo em que está sendo avaliada, na equação 

(A3.9), tem-se: 

  
      IXVCJYVCJR

t
TFLUXTT

ttt

  
0






.                                                   (4.92) 

 Em cada instante de tempo as temperaturas são calculadas em todos os volumes de 

controle do domínio, aplicando-se a Equação (A3.23). 

4.3.5 - Equação da conservação da massa 

A equação (4.1) integrada como equação da conservação da massa no volume de 

controle  O  definido pela figura (4.2) para escoamento bidimensional com simetria axial, 

resulta: 

 0  tt

ssf

tt

nnf

tt

wwf

tt

eef VaVaUaUa .                                                    (4.93a) 
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 As áreas das faces dos volumes de controle  O são dadas por: 

 

 

)I(XVC)J(RVa

)I(XVC)1J(RVa

)J(YVC)J(Raa

sf

nf

wfef







 .                                                                                   (4.93b) 

4.3.6 - Discretização Temporal 

Os termos dependentes do tempo são escritos da seguinte forma: 

 
tt

ttt






 




.                                                                                                        (4 .94) 

 Sendo que t  representa a grandeza no instante t e tt   representa a grandeza no 

instante. t+Δt. 

 Assim, as equações da quantidade de movimento para as componentes médias de 

velocidade podem ser escritas na forma: 

 

   
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



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 ),(),( .                     (4.95) 
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e
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                                          (4.98) 
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4.3.7 - Acoplamento pressão-velocidade utilizando o método SOLA 

O acoplamento pressão-velocidade é feito através do método SOLA que consiste em  

substituir as expressões das componentes médias de velocidade no instante tt   dadas pelas 

equações (4.95) a (4.98), obtidas a partir da equação de quantidade de movimento, na equação 

da continuidade discretizada, dada pela equação (4.93). Para o volume de controle O, resulta: 

 aO PO - aW PW – aE PE – aS PS – aN PN = bO ,                                                              (4.99) 

 

sendo que os coeficientes das pressões são: 

 

 aO = aW + aE + aS + aN      ,                                                                                     (4.100) 
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)(

IDX

JYVC
aW  ,                                                                                                          (4.101) 

 

 
)1(
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


IDX
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aE ,                                                                                                      (4.102) 
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)(

JDY

IXVC
aS  ,                                                                                                          (4.103) 

 

 
)1(
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


JDY

IXVC
aN ,                                                                                                      (4.104) 

e 
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



(4.105) 

 As equações anteriores formam um sistema de equações lineares representado pela 

equação (4.106). 

    ObPa ' ,                                                                                                         (4.106) 
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sendo  a  uma matriz de coeficientes conhecidos,  Ob  um vetor conhecido e dependente do 

campo de velocidades e temperaturas. 

 O método SOLA consiste em calcular as velocidades explicitamente através das 

equações (4.55) a (4.58), em seguida resolver implicitamente a expressão (4.106) e calcular o 

campo de pressões. 

 

4.4 - SOLUÇÃO DO SISTEMA DE EQUAÇÕES E CÁLCULO 

DO PASSO DE TEMPO 

4.4.1 – Solução do sistema linear de equações 

 Observa-se que os coeficientes ai (i=E,W,S,N) da equação (4.99), dependem apenas de 

parâmetros geométricos, enquanto que o termo bO, no lado direito da equação depende do 

campo de velocidades e temperaturas no tempo anterior e do passo de tempo de cálculo. 

 Desta forma, em cada caso obtém-se uma equação linear para cada nó do domínio de 

cálculo. O sistema de equações resultante gera uma matriz  a que é calculada uma só vez, 

pois depende apenas de parâmetros geométricos da malha, enquanto o vetor  Ob  tem que ser 

calculado a cada passo de tempo, por depende do campo de velocidades e temperaturas 

anterior. 

 A matriz de coeficientes formada pelo sistema de equações lineares possui banda 

simétrica, definida e positiva. Para sua solução, foi utilizado o método de Choleski (Brebbia, 

1978). 

 O sistema linear formado pelo conjunto de todas as equações dos nós principais do 

domínio de cálculo pode ser escrito como: 

 

    ObPa ' ,                                                                                                         (4.106) 
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 A matriz dos coeficientes de pressão [a] é decomposta uma só vez, pois seus elementos 

dependem apenas de grandezas geométricas da malha, que são independentes do tempo. O 

método de Cholesky calcula uma matriz triangular inferior, de modo que: 

    tLLa  ,                                                                                                          (4.107) 

 

sendo que [L] é a matriz triangular inferior e [L]
t
 é a sua transposta. 

 Substituindo a equação (4.107) em (4.106), tem-se: 

       O

t
bPLL ' .                                                                                                    (4.108) 

 

 Fazendo-se: 

 

      X'PL
t

 ,                                                                                                         (4.109) 

 

 Das equações (4.108) e (4.109) vem: 

 

     ObXL  ,                                                                                                           (4.110) 

como [L] e {bO} são conhecidos em cada passo de tempo, determina-se {X }. Substitui-se 

então {X }na equação (4.109) e determina-se o campo de pressões {P’}. 

4.4.2 – Estabilidade numérica e cálculo do passo de tempo 

 Nesse trabalho é utilizado o método SOLA (Hirt et al., 1975) que consiste em integrar 

os termos difusivos e convectivos de forma explícita e o termo de gradiente de pressão de 

forma implícita. Os termos convectivos e difusivos das equações da quantidade de movimento 

sendo estimados de maneira explícita, resulta numa limitação do passo de tempo de cálculo. 

Para que haja estabilidade do método numérico foi adotado neste trabalho o cálculo do passo 

de tempo recomendado por (Viland, 1986), por ter sido satisfatório em referências 
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pesquisadas por (Martinelli, 1994) e (Carvalho, 1993). A seguir é apresentada a metodologia 

adotada: 

 Condição de convecção: 

y

v

x

u
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





1

                                                                                                     (4.111) 

 Condição de difusão: 
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                                                                                        (4.112) 

 O passo de tempo considerando ambos os fenômenos será: 

DIFFCONV tt

t







11

1
                                                                                               (4.113) 

 A formulação apresentada é aplicada em todo o domínio de cálculo e em cada passo de 

tempo é adotado o menor valor obtido de Δt. A metodologia utilizada para a determinação do 

passo de tempo térmico é semelhante à utilizada para o passo de tempo hidrodinâmico, 

diferindo-se apenas na difusão. 

 Condição de convecção: 
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u
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                                                                                                     (4.114) 

 Condição de difusão: 
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                                                                                       (4.115) 

 O passo de tempo térmico, considerando ambos os fenômenos será: 
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DIFFCONV

T

tt

t







11

1
                                                                                             (4.116) 

 A formulação acima é aplicada em todo o domínio de cálculo e em cada passo de tempo 

é adotado o menor valor obtido de Δt. O passo de tempo final de cálculo será o menor valor 

obtido entre o hidrodinâmico e o térmico. 

4.5 – DIAGRAMA DO ALGORITMO COMPUTACIONAL 

 A Figura 4.4 apresenta o fluxograma do programa desenvolvido na linguagem 

FORTRAN. A seguir, apresenta-se o diagrama de blocos do algoritmo computacional com 

uma breve descrição de cada bloco do programa. 

 No bloco B2, são lidos os dados do caso a ser calculado, como a geometria básica, 

número de volumes sistema de coordenadas e esquema convectivo. 

 No bloco B3, tem-se a geração da malha do domínio de calculo, as propriedades do 

fluido, número total de interações e condições iniciais da temperatura e velocidades bem 

como as respectivas condições de contorno. 

 O bloco B4 gera a matriz dos coeficientes de pressão, que depende exclusivamente de 

parâmetros geométricos do problema. 

 No bloco B5, inicia-se o processo iterativo do programa, com a determinação do passo 

de tempo hidrodinâmico e térmico, os quais são calculado a cada interação.  

 O bloco B6 calcula o vetor solução para as pressões nos volumes de controle. 

 No bloco B7, tem-se a resolução do sistema matricial para as pressões. 

 No bloco B8, determina-se as componentes horizontal e vertical das velocidades em 

função das pressões, aplicando-se as equações da quantidade de movimento discretizadas nos 

volumes do domínio. Neste bloco temos também a determinação dos perfis de energia 

cinética de turbulência, a dissipação da energia cinética de turbulência e do campo de 

temperaturas para cada volume de controle do domínio. 
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 No bloco B9 verifica-se o loop de tempo. 

 Para a apresentação dos gráficos é utilizado o programa Tecplot para as linhas de 

corrente e isotermas e Sigma Plot para os demais. 

 Os programas deste trabalho foram executados num microcomputador PC Athlon XP 

2800+, com 512 Mb de memória RAM, utilizando-se o compilador Compaq Visual Fortran 

6.5 em plataforma Windows XP. 

 

Tabela 4.3: Tempo de processamento em (s) para os métodos Quick e Upwind. 

 Escoamento laminar 

Re = 10
3
 

Escoamento turbulento 

Re = 10
8
 

Método Quick 114 s 745 s 

Método Upwind 112 s 736 s 

 

 A tabela 4.3 apresenta o tempo de processamento típico para escoamento laminar ou 

turbulento num canal com duas fontes discretas do presente trabalho. Foi considerada uma 

malha com 6000 volumes, 10000 passos de tempo, Gr = 10
5
 e Pr = 0,70. 

 O método Upwind apresenta um tempo menor do que o método Quick tanto para os 

casos turbulentos como para os laminares, mas nada expressivo. Considerando que o método 

Quick é um modelo de ordem superior em relação ao Upwind, a pequena diferença de tempo 

apresentada nos guia a preferir o método Quick. 
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Figura 4.4 – Algoritmo computacional. 

t=t + t 

B3-Condições iniciais e de 

contorno 

B4-Montagem da matriz dos 
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B5-Cálculo de t 

B6-Cálculo do vetor  

bo 

B8-Resolução dos sistemas para 

U,V,, e T. 

 Campo de velocidades, 
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 Campo de pressões 

B9-Atingiu 

o tempo 

final tf ? 

B10-Fim 

Não Sim 

B2-Leitura de dados 

B1-Início 



Capítulo 5 

VALIDAÇÃO DOS MÉTODOS 

5.1 - INTRODUÇÃO: 

 Neste capítulo são comparados para efeito de validação, os resultados obtidos neste 

trabalho, nos quais se utilizou o Método dos Volumes Finitos, com vários problemas 

experimentais e numéricos padrões da literatura, como listados abaixo:  

 Validação 1: Escoamento laminar em um canal aquecido por baixo e com um degrau na 

entrada. 

 Validação 2: Escoamento de Poiseuille num canal aquecido por baixo. 

 Validação 3: Escoamento bidimensional laminar em canais com degrau na entrada 

 Validação 4: Escoamento turbulento em tubo utilizando o modelo de turbulência κ-ε. 

 Validação 5: Escoamento bidimensional turbulento num canal com degrau. 

 No apêndice B são apresentadas as definições dos diversos parâmetros adimensionais 

que serão utilizados neste trabalho. 
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5.1.1 - Validação 1: Escoamento laminar em um canal aquecido por 

baixo e com um degrau na entrada. 

 Para a primeira validação do código computacional desenvolvido em FORTRAN, foi 

realizado um estudo do escoamento de convecção mista num canal aquecido por baixo com 

um degrau na entrada. São apresentadas comparações com os resultados do trabalho de 

Guimarães (2007). O estudo é realizado considerando um escoamento bidimensional em 

regime laminar, incompressível e não-permanente, num canal formado por placas paralelas. 

Na entrada do canal existe um degrau onde se considera um perfil parabólico de velocidades e 

um perfil linear de temperaturas. 

 A figura 5.1 mostra a geometria e as superfícies do contorno do problema para a análise. 

 

 

 
Figura 5.1 – Canal com degrau na entrada. 

 

 

As condições iniciais e de contorno adimensionais são dadas por: 

 

Condições iniciais (t = 0): 

No domínio: U=V= T=0 

 

Condições de contorno (t > 0): 

Em SE: U = 24Y(0,5-Y); V = 0; T = 1 – 2Y; 

Em SF: U = V = 0; T = 0 

Em SQ: U = V = 0; T = 1;  

Em SI: ∂T/∂X = 0; 

 

sendo a velocidade de referência U0 igual à velocidade média na entrada. 

T 
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 A figura 5.2 apresenta três discretizações, utilizadas no estudo de refinamento da malha 

para o problema de convecção mista laminar num canal horizontal com um degrau na entrada. 

Todas as malhas são estruturadas contendo volumes quadrilaterais. As malhas estão 

mostradas parcialmente. A quantidade de volumes nas três malhas são, respectivamente, 

4000, 5000 e 6000 volumes. 

 A tabela 5.1 mostra os desvios dos números de Nusselt para casos com Re = 20 e Fr = 

1/75, 1/150 e 1/300 para as três malhas da figura 5.2 Nesta tabela são apresentados entre 

parênteses os valores percentuais dos desvios em relação a malha anterior . Considera-se que 

a malha com 6000 volumes apresenta desvios pequenos comparados à malha de 5000 

volumes. O máximo desvio é de 2,20% , e o menor desvio é de 0,12%. Assim, a malha com 

6000 volumes foi considerada satisfatória, para ser utilizada na obtenção dos presentes 

resultados. 

 

 

Malha de 4000 volumes, vista parcial 

 
 

 

Malha de 5000 volumes, vista parcial 

 
 

 

Malha de 6000 volumes, vista parcial: 

 
 

Figura 5.2 – Malhas utilizadas no estudo da sensibilidade da malha para o caso do escoamento 

em um degrau. 
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 Nas figuras 5.3 e 5.4 são apresentadas as distribuições de temperaturas para o 

escoamento no interior do canal, respectivamente, para os métodos Upwind e Quick. Nessas 

figuras o número de volumes de controle nas malhas são 4000, 5000 e 6000, o número 

Reynolds é fixado em 20, e o número de Grashof varia de 30000, 60000 e 120000. 

 A dinâmica do escoamento para esta geometria é muito curiosa e complexa. O 

escoamento principal do fluido tem o efeito de promover um escoamento por convecção 

forçada e que tem como parâmetro relevante e dominante, o número de Reynolds. Um outro 

escoamento secundário se origina devido ao empuxo causado pelo aquecimento na placa 

inferior ou do resfriamento na placa superior. O aquecimento do fluido na superfície inferior 

faz que o fluido tenha a tendência de se movimentar para cima na forma de plumas térmicas 

ascendentes. O fluido junto a superfície superior fria tem a tendência de formar plumas 

térmicas descendentes. Esse movimento ascendente ou descendentes das plumas térmicas é 

controlado pelo número de Grashof. 

 Comparado os casos das figuras 5.3 e 5.4, com os mesmos parâmetros, porém com 

métodos diferentes (Upwind e Quick), não se verificam grandes diferenças nos padrões de 

escoamentos. Verificam-se em geral um defasamento entre as plumas formadas no 

escoamento devido a convecção natural. 

 A tabela 5.1 mostra uma comparação dos resultados para os métodos Upwind e Quick, 

deste trabalho, com os de Guimarães (2007) que utilizou o método de elementos finitos. São 

apresentados resultados para três malhas com 4000, 5000 e 6000 volumes. Nessa tabela são 

apresentados entre parênteses , os desvios percentuais entre os valores obtidos pelo método 

correspondente, porém comparando uma malha mais refinada e uma menos refinada. Por 

exemplo, para Fr = 0,0133 com o método Quick o desvio é de 1,81 % quando se compara 

uma malha com 5000 e 6000 volumes. Para uma malha com 6000 volumes, o máximo desvio 

do presente trabalho é de 1,98 % para o método Upwind e 0,67 % para o método Quick. 

 A figura 5.5 apresenta uma comparação dos resultados do número de Nusselt médio da 

tabela 5.1, para 6000 volumes, em função do número de Froude. O máximo desvio entre os 

três métodos para números de Froude 0,0133; 0,0066 e 0,0033 são, respectivamente, 

24,592%, 8,353 % e 12,545 %. 
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Malha de 4000 volumes: 

Caso 1.1: Re=20, Gr=30000. 

 
Caso1.2: Re=20, Gr=60000 

 
Caso1.3: Re=20, Gr=120000 

 
 

Malha de 5000 volumes: 

Caso 1.4: Re=20, Gr=30000. 

 
Caso1.5: Re=20, Gr=60000 

 
Caso1.6: Re=20, Gr=120000 

 
 

Malha de 6000 volumes: 

Caso 1.7: Re=20, Gr=30000. 

 
Caso1.8: Re=20, Gr=60000 

 
Caso1.9: Re=20, Gr=120000 

 
 

Figura 5.3 – Distribuição da temperatura ao longo do canal pelo método Upwind, variando Gr 

e o número de volumes na malha. 
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Malha de 4000 volumes: 

Caso 1.1: Re=20, Gr=30000. 

 
Caso1.2: Re=20, Gr=60000 

 
Caso1.3: Re=20, Gr=120000 

 
 

Malha de 5000 volumes: 

Caso 1.4: Re=20, Gr=30000. 

 
Caso1.5: Re=20, Gr=60000 

 
Caso1.6: Re=20, Gr=120000 

 
 

Malha de 6000 volumes: 

Caso 1.7: Re=20, Gr=30000. 

 
Caso1.8: Re=20, Gr=60000 

 
Caso1.9: Re=20, Gr=120000 

 
 

Figura 5.4 – Distribuição da temperatura ao longo do canal pelo método Quick, variando Gr e 

o número de volumes na malha. 
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Tabela 5.1 – Comparação dos desvios do número de Nusselt médio na parede superior fria do 

canal. 

Método 

Número 

de 

Volumes 

Número de Nusselt médio na parede fria Nu 

Re=20 

Fr=1/75 = 0,0133 Fr=1/150 = 0,0066 Fr=1/300 = 0,0033 

Guimarães 

(2007) 

4000 2,7907 2,9575 3,1965 

5000 2,815 (0,86%) 3,096 (4,47%) 3,226 (0,90%) 

6000 2,8469 (1,12%) 3,1655 (2,20%) 3,2585 (1,01%) 

Upwind 

4000 2,5965 3,1322 3,6578 

5000 2,6596 (2,43%) 3,2066 (2,37%) 3,7299  (1,97%) 

6000 2,7123 (1,98%) 3,2572 (1,58%) 3,7710 (1,10%) 

Quick 

4000 3,0179 3,5536 4,2951 

5000 3,0462 (0,93%) 3,5496 (-0,11%) 4,2923 (-0,06%) 

6000 3,1014 (1,81%) 3,5541 (0,12%) 4,3212 (0,67%) 
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Figura 5.5 – Número de Nusselt médio ao longo da parede fria em função do número de 

Froude para 6000 volumes. 
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5.1.2 - Validação 2: Escoamento de Poiseuille num canal aquecido 

por baixo 

 Para a segunda validação do código computacional desenvolvido em FORTRAN, foi 

realizado um estudo do escoamento de convecção mista num canal aquecido por baixo. Os 

resultados são comparados com o trabalho de Comini et al. (1997). O estudo é realizado 

considerando um escoamento bidimensional em regime laminar, incompressível e não-

permanente da convecção mista num canal com placas paralelas. Na entrada do canal tem-se 

um perfil parabólico de velocidades e um perfil linear de temperaturas. As figuras 4.1 e 4.2 

apresentam a geometria utilizada nesta comparação. As dimensões utilizadas para o canal são: 

H=1, L=5. Como condição inicial se considera em todo o domínio: U=V= T=0. As condições 

de contorno para as velocidades u e v, e a temperatura T são: na superfície S1 (entrada do 

canal) u= 6yU(1-y), v = 0, (sendo U a velocidade média na entrada do canal) e temperatura 

T= 1-y; na superfície S2: u = v =0 e T =0; para a superfície S3 ( saída do canal) 0




x

u
 e 

0




x

T
; e para a superfície S4: u = v = 0 e T = 1. Os parâmetros, Re, Pr e Fr, têm os 

seguintes valores atribuídos: Re=10, Pr=0,67 e Fr=1/150. 

 
Figura 5.6 – Geometria do canal. 

 
 

 

 

Figura 5.7 – Geometria e condições de contorno. 
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Figura 5.8 – Malha estruturada com 4000 volumes utilizada na validação. 

 

Pode-se ver nas figuras 5.9 (a) e (b) as distribuições das temperaturas ao longo do 

canal juntamente com os vetores velocidades, para o tempo de 97416,54 segundos. 

Observam-se células de recirculação que caminham ao longo do canal, como também um 

escoamento principal passando por entre estas células. 

 

 

 

a) Upwind 

 

b) Quick 

Figura 5.9 – Isotérmicas e vetores velocidade para os métodos Upwind e Quick. 

 

A figura 5.10 mostra o número de Nusselt médio na superfície superior em função do 

o tempo. A figura 5.11 é idêntica à figura 5.10, porém com ampliação da escala. 

Aproximadamente após 36500 segundos, o regime se torna quase-periódico. O número de 

Nusselt médio temporal na parede superior para o método Upwind é 2,25 e para o método 

Quick é 2,34. O valor do número de Nusselt médio temporal encontrado por Comini (1997) 

foi 2,34, caracterizando um desvio de 3,84 % para o método Upwind e 0 % para o método 

Quick. 
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Figura 5.10 – Número de Nusselt médio na superfície superior em função do tempo. 
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Figura 5.11 – Número de Nusselt médio na superfície superior versus tempo, mostrado em 

detalhe. 
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5.1.3 - Validação 3: Escoamento bidimensional laminar em canais 

com degrau na entrada 

A terceira validação é realizada fazendo a comparação com resultados experimentais 

apresentados por Lee e Mateescu (1998) e Armaly et al. (1983); e com resultados numéricos 

encontrados por Lee e Mateescu (1998), Gartling (1990), Sohn (1988) e Guimarães (2007). O 

escoamento do ar, na presente análise de comparação, é bidimensional, laminar, isotérmico, 

incompressível e não-permanente. O domínio é um canal horizontal com um degrau na 

entrada, com as condições iniciais e de contorno semelhante ‘a validação 1, exceto que nesse 

caso o escoamento é isotérmico. Considera-se na entrada do canal um perfil parabólico de 

velocidades dado por )5.0(24 yUyu   e v = 0, sendo U  a velocidade média na entrada do 

canal. O domínio computacional juntamente com as condições de contorno estão mostrados 

na figura 5.12. 

 A figura 5.13 apresenta a malha estruturada utilizada para gerar os resultados para a 

validação 3. São utilizados 6000 volumes quadrilaterais. 

 

 

 
Figura 5.12 – Geometria e condições de contorno da validação 2. 

 

 

 

 
Figura 5.13 – Visão detalhada (ampliada) de uma pequena parte na entrada do canal. 
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 As figuras 5.14 e 5.15 mostram as distâncias Xs, Xrs e Xr medidas para comparação 

pelos métodos Quick e Upwind, respectivamente. Somente parte do canal é mostrada em 

ambas as figuras. 

 

 

 
 

 

 
Figura 5.14 – Distâncias comparadas com resultados numéricos e experimentais (método 

Quick). 

 

 

 
 

 
Figura 5.15 – Distâncias comparadas com resultados numéricos e experimentais (método 

Upwind). 

 

A tabela 5.2 mostra os resultados calculados nesse trabalho usando os métodos 

Upwind e Quick, comparados com trabalhos numéricos e experimentais encontrados na 

literatura. Nesta tabela são mostrados os comprimentos de separação (Xs), os comprimentos 

de recolamento na parede superior (Xrs) e os comprimentos de recolamento na parede inferior 

(Xr), bem como o comprimento de recirculação superior (Xrs- Xs). Sendo que Hd=1 e 

Hu=0,5 são as alturas do canal e da abertura na entrada, respectivamente. 

Como pode ser visto na tabela 5.2, O método Upwind prevê os comprimentos (Xrs) e 

(Xrs- Xs) bem abaixo dos outros valores numéricos e experimentais. Entretanto, o método 

Quick, no geral, apresenta boa concordância dos presentes resultados comparados àqueles da 

literatura. 

 

 

 

Xr 

Xs Xrs 

Xr 

Xs Xrs 
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Tabela 5.2 – Comparação dos resultados do presente trabalho com valores numéricos e 

experimentais para escoamentos em canais com um degrau na entrada. 

 Resultados 

experimentais 

Resultado numéricos 

Lee and 

Mateescu 

(1998) 

Armaly et 

al. (1983) 

Presente 

trabalho 

(Quick) 

Presente 

trabalho 

(Upwind) 

Guimarães 

(2007) 

Gartling 

(1990) 

Lee and 

Mateescu 

(1998) 

Sohn 

(1988) 

xr 6,45 7,0 5,9 4,3 5,75 6,1 6,0 5,8 

xs 5,15 5,7 4,1 3,9 4,95 4,85 4,8 - 

xrs 10,25 10,0 9,6 6,3 9,9 10,48 10,3 - 

xrs-xs 5,1 4,3 5,5 2,4 4,95 5,63 5,5 4,63 

Re 805 800 800 800 800 800 800 800 

Hd/Hu 2 1,94 2 2 2 2 2 2 

5.1.4 - Validação 4: Escoamento turbulento em tubo utilizando o 

modelo de turbulência κ-ε. 

 Neste item tem-se o propósito de validar o escoamento turbulento, com simetria axial, 

isotérmico, em coordenadas cilíndricas para modelo de turbulência κ-ε juntamente com o 

método Quick. 

 Na figura 5.16 é mostrado o esquema que consiste num duto de seção circular de raio R 

e comprimento L = 165R. O fluido entra com velocidade uniforme U na direção x e com 

velocidade nula na direção r. Nas paredes do tubo a velocidade do fluido é nula. 

 

 

 

   

 

 

 

 

Figura. 5.16 – Esquema do duto para o caso bidimensional em coordenadas cilíndricas. 
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 A figura 5.17 mostra a geometria  da malha utilizada no cálculo computacional, a qual, 

devido à simetria representa a metade superior da geometria do duto. Nesta figura são 

representadas em linha tracejadas as fronteiras dos volumes e pelas linhas cheias os centros 

onde estão os nós. Nos centros dos volumes estão as grandezas escalares como pressão, 

temperatura, energia cinética de turbulência e a dissipação de energia cinética. Nas faces do 

volume estão velocidades. 
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Figura 5.17 – Representação dos volumes para metade superior da geometria do duto. 

 

 

 A figura 5.18 mostra a componente média de velocidade axial U, comparados com os 

dados experimentais de Nikuradse (1933); para escoamento completamente desenvolvido 

tubo com Re=380000. Observa-se que o perfil obtido pelo modelo de turbulência κ-ε mostrou 

boa concordância com os dados de Nikuradse. 
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Figura 5.18 – Componente Média de Velocidade Axial versus r/R, para x/D = 80 e 

Re=380000. 

5.1.5 - Validação 5: Escoamento turbulento num canal com degrau 

Para validar o modelo de turbulência κ-ε foi estudado o caso do escoamento turbulento 

de um canal com um degrau. A figura 5.20 apresenta a geometria estudada e a figura 5.21 

apresenta detalhes da malha utilizada, a qual possui 180 volumes na direção x e 45 volumes 

na direção y, com um total de 8100 volumes de controle. Nessa quinta validação foram 

considerados os seguintes parâmetros: número de Reynolds Re = 1,32x10
5
 e número de 

Prandtl Pr = 0,7. Utilizou-se um perfil de velocidade turbulento desenvolvido na entrada do 

canal. 
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Figura 5.19 – Geometria do canal com degrau. 

 

 

 

Figura 5.20 – Detalhe da malha na entrada do canal. 

 

 

 Foi identificado o ponto de recolamento sobre o eixo x após o degrau. Comparou-se o 

comprimento de recolamento (medido a partir da origem dos eixos) com os resultados 

experimentais de Kim (1978), e os resultados numéricos de Brito et al. ( 2000) e Oliveira 

(2005). A tabela 5.3 apresenta a comparação dos resultados do comprimento de recolamento 

obtidos neste trabalho e aqueles obtidos numérica e experimentalmente por outros autores. 
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Tabela 5.3 – Comparação entre o presente trabalho e literatura. 

Comprimento de Recolamento 

Kim (1978) Brito et al. (2000) Oliveira (2005) Presente Trabalho 

7,1±1,0 6,1 6,2 7,7 

 

 Comparando o valor de 7,1 do comprimento de recolamento médio experimental obtido 

por Kim (1978) com os resultados de Brito et al. (2000), Oliveira (2005) e do presente 

trabalho tem-se um desvio, respectivamente, de -20,77 %, -19,48 % e 7,79 %. Verifica-se que 

o presente trabalho apresenta melhor concordância com os dados experimentais. 

 Após apresentar as validações do programa computacional desenvolvido, verificou-se 

que os métodos e modelos mostraram no geral, que houve boa concordância, tanto com 

resultados numéricos quanto experimentais. Isto qualifica os métodos e modelos 

desenvolvidos a serem utilizadas em situações semelhantes àquelas testadas. No capítulo 

seguinte estuda-se o escoamento laminar ou turbulento num canal aquecido inferiormente em 

regiões discretas, com fontes mantendo a superfície discreta isotérmicas. Para a geometria 

estudada não se encontraram trabalhos numéricos ou experimentais para comparação dos 

resultados. 

 

 

 

 

 

 

 



Capítulo 6 

RESULTADOS 

6.1 – INTRODUÇÃO 

 Neste capítulo são apresentados os resultados das distribuições de temperaturas, 

velocidades e número de Nusselt médio para o caso de convecção mista em canal horizontal 

com fontes discretas de calor. 

 Os resultados apresentados são para o escoamento de convecção mista,  incompressível, 

bidimensional, laminar ou turbulento, permanente ou não permanente, fluido newtoriano e 

propriedades físicas constantes. Embora o estudo considere o regime não permanente, vários 

resultados são apresentados após ter atingido o regime permanente. 
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6.2 – CONVECÇÃO MISTA EM CANAIS COM FONTES 

DISCRETAS DE CALOR 

 A figura 6.1 mostra a geometria e as condições de contorno em um canal horizontal com 

duas fontes discreta de calor e com perfis de velocidade e temperatura uniformes na entrada. 

A superfície superior é resfriada e a inferior é isolada termicamente, exceto nas fontes de 

calor, onde se mantém uma temperatura uniforme alta. 

 Como condição inicial se considera em todo o domínio: U=V= T=0. 

 

  

U=1 

U=V=0 

Fonte 1 

1 1 5 

T=0 
1 

Fonte 2 

1 

U=V=0 

T=1 T=1 

T=0 

Y 

X 

15 

0 YT

Figura 6.1 – Geometria do canal e condições de contorno 

6.2.1 – Escoamento laminar 

 As figuras 6.2, 6.3 e 6.4 mostram as distribuições das temperaturas pelo método Quick, 

para números de Reynolds Re= 1, 10, 50, 10
2
, 10

3
, 10

4
, e números de Grashof Gr= 10

3
, 10

4
, 

10
5
, respectivamente.  Pode ser verificado nessas figuras, que o número de Reynolds e o 

número de Grashof tem grande efeito no padrão do escoamento, na distribuição de 

temperaturas, na transferência de calor e em conseqüência no número de Nusselt médio nas 

fontes de calor. 

 A figura 6.2 mostra a variação do número de Reynolds na distribuição de temperaturas 

para número de Grashof 10
3
. Para o caso de números de Reynolds, 1 e 10, o efeito da 

convecção natural é predominante. Para a figura 6.2 (a), com Re=1, o fluido tem um 
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movimento ascendente causado pelas forças de empuxo, que sobrepõe ao campo de 

velocidades do escoamento por convecção forçada no canal. Nota-se que para este caso 

forma-se uma pluma convectiva que aquece o fluido nas proximidades das fontes, tanto na 

parte superior quanto lateralmente. Para a figura 6.2 (b), com Re=10, o fluido tem um 

movimento ascendente causado pelas forças de empuxo, entretanto, o campo de velocidades 

do escoamento por convecção forçada no canal, força o escoamento da pluma convectiva no 

sentido do escoamento principal. Para as figura 6.2 (c) até (f), o escoamento do fluido devido 

à convecção forçada é predominante. Com o aumento do número de Reynolds a espessura da 

camada limite térmica torna-se mais fina, o que reduz o aquecimento das camadas de fluido 

nas partes mais altas do fluido no canal. 

 A figura 6.3 mostra a variação do número de Reynolds na distribuição de temperaturas 

para número de Grashof 10
4
. Para o caso de números de Reynolds, 1 e 10, o efeito da 

convecção natural é predominante sobre a convecção forçada. Já para números de Reynolds 

maior ou igual a 50, predomina a convecção forçada. 

 Comparando as figuras 6.2 (a) e 6.3 (a), para Re=1, verifica-se que na figura 6.3 (a), 

uma pluma térmica distinta surge em cada uma das fontes, e tem um efeito de aquecimento do 

fluido numa maior extensão que da figura 6.2 (a).  

 A figura 6.4 mostra a variação do número de Reynolds na distribuição de temperaturas 

para número de Grashof 10
5
. Para o caso de números de Reynolds, 1 até 50, o efeito da 

convecção natural é muito importante, e as plumas térmicas passam a ter efeito numa maior 

extensão do canal. Já para números de Reynolds maior ou igual a 10
2
, predomina a convecção 

forçada. Desse modo pode-se verificar que a combinação do número de Reynolds e do 

número de Grashof determina o tipo de escoamento que irá prevalecer. 

 As figuras 6.5, 6.6 e 6.7 apresentam as distribuições dos vetores velocidade para Re = 1, 

10, 50, 10
2
, 10

3
 e 10

4
 e Gr = 10

3
, 10

4
 e 10

5
, respectivamente. 

 Para a figura 6.5, no caso de Re = 1, verificam-se recirculações do fluido, causadas 

pelas plumas térmicas, as quais são originadas do empuxo. Não se verificam recirculações no 

escoamento para números de Reynolds maior ou igual a 10. 

 Para a figura 6.6, no caso de Re = 1, verificam-se recirculações do fluido, causadas 

pelas plumas térmicas. Para Re=10, o efeito combinado da convecção natural e forçada, causa 
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um escoamento oscilatório após as fontes. Não se verificam recirculações no escoamento para 

números de Reynolds maior ou igual a 50. 

 Para a figura 6.7, nos caso de Re = 1 e 10, verificam-se recirculações do fluido, 

causadas pelas plumas térmicas. Para Re=50, o escoamento do fluido é oscilatório após as 

fontes. Não se verificam recirculações no escoamento para números de Reynolds maior ou 

igual a 10
2
. 

 Analisando em conjunto os perfis de velocidades, mostrados nas figuras 6.5, 6.6 e 6.7, 

verifica-se que o escoamento torna-se oscilatório, dependendo do par: número de Grashof e 

número de Reynolds. Para essas figuras, os escoamentos são oscilatórios para os pares: i) Gr 

= 10
3
 e Re  1; ii) Gr = 10

4
 e Re  10; iii) Gr = 10

5
 e Re  50. 

 

 

 
 

(a)  Re=1 

 
 

(b)  Re=10 

 
 

(c)  Re=50 

 
 

(d)  Re=10
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(e)  Re=10
3
 

 
 

(f)  Re=10
4
 

 
 

Figura 6.2 – Distribuição de temperaturas para escoamento laminar com Gr=10
3
. 
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Figura 6.3 – Distribuição de temperaturas para escoamento laminar com Gr=10
4
. 
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Figura 6.4 – Distribuição de temperaturas para escoamento laminar com Gr=10
5
. 
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Figura 6.5 – Distribuição dos vetores velocidade para escoamento laminar com Gr=10
3
. 
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Figura 6.6 – Distribuição dos vetores velocidade para escoamento laminar com Gr=10
4
. 
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Figura 6.7 – Distribuição dos vetores velocidade para escoamento laminar com Gr=10
5
. 

 

 

 A figura 6.8 mostra o número de Nusselt médio nas fontes 1 e 2, versus o número de 

Reynolds. São comparados dois métodos de interpolação, o método Quick e o método 

Upwind. Considera-se como parâmetro o número de Grashof que varia de Gr=10
3
, 10

4
 e 10

5
. 

Os lados, esquerdo e direito da figura 6.8 mostram o número de Nusselt médio da fonte 1 e 2, 

respectivamente. 

 Primeiramente, faz-se uma comparação entre os métodos Quick e Upwind. Como se 

sabe, o método Upwind é um método de interpolação de primeira ordem, enquanto que o 
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método Quick consiste em uma interpolação quadrática sobre três pontos, combinando uma 

interpolação linear e um termo de correção. Portanto, o método Quick é mais preciso, porém 

apresenta custo computacional um pouco maior. Comparando-se os métodos Upwind e 

Quick, nas figuras 6.8 (a) até (d), verifica-se boa concordância entre os métodos. Para as 

figuras 6.8 (e) e (f), os métodos apresentam desvios maiores, para número de Grashof 10
5
 e 

números de Reynolds entre 1 e 50. 

 A seguir analisam-se os resultados do número de Nusselt médio nas duas fontes. A 

figura 6.8 (a) mostra o número de Nusselt médio na fonte 1, para Gr=10
3
. Verifica-se que o 

número de Nusselt médio cresce com o aumento do número de Reynolds. Isto ocorre porque o 

aumento do número de Reynolds acarreta num aumento da velocidade média do fluido, e isto 

favorece a transferência de calor. Entretanto, como pode ser visto na figura 6.8 (b), para a 

fonte 2, com Gr=10
3
, o número de Nusselt é praticamente constante para números de 

Reynolds entre 1 e 10. Para número de Reynolds maiores que 10, o número de Nusselt cresce 

com o aumento do número de Reynolds. Isto se justifica pelo fato da fonte 2, ter sua troca de 

calor afetada pela presença da fonte 1, dependendo dos parâmetros térmicos envolvidos. Para 

baixos números de Reynolds, tipicamente Re=10, o fluido passa pela primeira fonte e recebe 

calor, ao passar pela segunda a troca de calor fica comprometida. Quando o número de 

Reynolds aumenta, este efeito é minimizado. 

 Para a figura 6.8 (c), valem os mesmos comentários da figura 6.8 (b). 

 Para a figura 6.8 (d) verifica-se que para o número de Reynolds de 1 a 10, o número de 

Nusselt diminui. Para número de Reynolds maior que 10, o número de Nusselt aumenta com 

o aumento do número de Reynolds. 

 As figuras 6.8 (e) e (f) apresentam comportamentos semelhantes, com o número de 

Nusselt decrescendo para número de Reynolds de 1 a aproximadamente 70, em seguida 

aumenta o número de Nusselt médio, para números de Reynolds de 70 a 10
4
. 
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Figuras 6.8 – Comparação entre os métodos de interpolação Quick e Upwind para o 

escoamento laminar. 
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 A figura 6.9 mostra o número de Nusselt médio das fontes 1 e 2, versus o número de 

Reynolds para escoamento laminar. O número de Grashof varia de 10
3
, 10

4
 e 10

5
. Nessa 

figura pode-se comparar melhor a variação do número de Nusselt em função dos números de 

Grashof e Reynolds. 

 Verifica-se na figura 6.9 que quando o número de Reynolds está na faixa de 1 a 10
3
, e 

mantém-se fixado o número de Reynolds, o aumento do número de Grashof, acarreta aumento 

no número de Nusselt para as fontes 1 e 2. 

 Pode-se observar ainda que para números de Reynolds maiores que 1, quando todos 

parâmetros são fixados, o número de Nusselt da fonte 1 é sempre maior que da fonte 2. 

 Observa-se ainda na figura 6.9, que as curvas relativas ao número de Nusselt médio 

passam por valores mínimos. Os valores mínimos do número de Nusselt médio dependem do 

par: número de Grashof e número de Reynolds. Da figura 6.9 podem-se obter os valores 

mínimos aproximados, para os seguintes pares: i) Gr = 10
3
 e Re  1; ii) Gr = 10

4
 e Re  10; 

iii) Gr = 10
5
 e Re  50. 

 Analisando em conjunto as figuras 6.5, 6.6, 6.7 e 6.9 verifica-se que os valores mínimos 

do número de Nusselt médio, da figura 6.9, correspondem às situações de escoamentos 

oscilantes, mostrados nas figuras 6.5 até 6.7. 

 As figuras 6.10 e 6.11 mostram o número de Nusselt médio versus o tempo em (s). O 

número de Reynolds varia de 1, 10, 50, 10
2
, 10

3
, 3x10

3
 e 10

4
. Verifica-se que nos tempos 

iniciais, o número de Nusselt médio nas fontes é muito grande. Isto se deve ao fato do fluido 

ter temperatura T = 0 no tempo t = 0, e as fontes serem mantidas na temperatura T = 1. 

Devido aos altos gradientes de temperaturas nos tempos iniciais, existe uma grande taxa de 

transferência de calor, e em conseqüência altos números de Nusselt médio. 

 Com o aumento do tempo, o fluido vai se aquecendo nas proximidades das fontes, e em 

conseqüência há diminuição do número de Nusselt médio. Para os tempos finais o número de 

Nusselt estabiliza, e nestas condições o regime permanente é atingido. 

 Verifica-se que para o número de Reynolds igual a 1, que nos tempos iniciais, há uma 

pequena oscilação do número de Nusselt médio. Porém, as fontes 1 e 2 apresentam os 

números de Nusselt médios quase coincidentes. Isto indica que para baixo número de 
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Reynolds, o aquecimento do fluido proveniente da primeira fonte, praticamente não afeta a 

segunda fonte. 

 No regime permanente, o número de Nusselt médio na primeira fonte é maior que da 

segunda fonte, exceto para Re = 1. 
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Figuras 6.9 – Comparação dos escoamentos laminares nas fontes 1 e 2  
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Figuras 6.10 – Variação temporal do Nusselt Médio nas fontes para Gr=10
4
 e método Quick 
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Figuras 6.11 – Variação temporal do Nusselt Médio nas fontes para Gr=10
5
 e método Quick 

b) 

d) 
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6.2.2 – Escoamento turbulento utilizando o modelo κ-ε 

 A figura 6.12 mostra as distribuições das temperaturas utilizando o modelo de 

turbulência κ-ε com o esquema Quick, para números de Reynolds Re = 10
6
,10

7
 e 10

8
 e número 

de Grashof Gr = 10
5
. Observa-se a influência da variação do número de Reynolds que dá ao 

escoamento uma característica predominante de convecção forçada. 

 O esquema Upwind não foi utilizado no regime turbulento, pois o esquema Quick, nesse 

regime apresenta melhores resultados. 

 Na figura 6.12a ainda se percebe a pluma térmica, mas com o aumento do número de 

Reynolds, figuras 6.12b e 6.12c, a espessura da camada limite térmica torna-se mais fina, o 

que reduz o aquecimento das camadas de fluido nas partes mais altas do fluido no canal. 

 A distribuição dos vetores velocidades para o escoamento é apresentada na figura 6.13 

que mostra o predomínio da convecção forçada que praticamente anula os efeitos da 

convecção natural. Sendo que a convecção forçada é controlada pelo número de Reynolds e a 

convecção natural pelo número de Grashof. 

 A figura 6.14 apresenta o número de Nusselt médio nas fontes 1 e 2 versus o número de 

Reynolds. Consideram-se como parâmetros os números de Grashof iguais a 10
3
, 10

4
 e 10

5
. 

 Como se pode ver na figura 6.14, o número de Nusselt médio da fonte 1, é maior que da 

fonte 2, para número de Reynolds menores que 10
8
. Para número de Reynols maiores que 10

8
, 

o número de Nusselt médio das fontes são praticamente constantes e iguais. 

 Verifica-se ainda que o número de Nusselt médio de cada fonte não é afetado pela 

convecção natural para números de Grashof iguais a 10
3
, 10

4
 e 10

5
. 

 Na faixa de números de Reynolds de 10
6
 até 10

8
, a troca de calor da fonte 1 influencia a 

troca de calor da fonte 2. Porém, essa influência torna-se menor, na medida em que se 

aumenta o número de Reynolds de 10
6
 até 10

8
. 

 Para número de Reynolds maiores que 10
8
, o aquecimento do fluido na fonte 1, não 

afeta a troca de calor da fonte 2. 
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Figura 6.12 – Distribuição de temperaturas para escoamento turbulento com Gr=10
5
 e método 

Quick. 
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Figura 6.13 – Distribuição dos vetores velocidade para escoamento turbulento com Gr=10
5
 e 

método Quick. 
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Figuras 6.14 – Comportamento do número de Nusselt nas fontes para escoamento turbulento 

com altos números de Reynolds utilizando o modelo - . 
 

 

 A figura 6.15 mostra o número de Nusselt médio em função do tempo (s), para números 

de Reynolds de 10
6
, 10

7
, 10

8
 e 10

9
. 

 Verifica-se que nos tempos iniciais o número de Nusselt médio nas fontes é muito 

grande. Nas figuras 6.15c e 6.15d, eles se mantém ao longo do tempo devido a velocidade do 

fluido ser alta. Estes números de Nusselt alto se deve ao fato do fluido ter temperatura T = 0 

no tempo t = 0, e as fontes serem mantidas a temperatura T = 1. A figura 6.15a apresenta uma 

curva muito parecida com as curvas laminares, mas somente no desenho, a escala do número 

de Nusselt está bem acima dos casos laminares. Para ocaso da figura 6.15b esta apresenta sua 

variação inicial do número de Nusselt diminuída quando comparada a figura 6.15a. Ambas as 

figuras após um certo tempo mantém seu número de Nusselt praticamente invariável e com a 

fonte 1 com maior eficiência que a fonte 2. 

 Para os Re = 10
8
 e 10

9
 figuras 6.15c e 6.15d respectivamente e praticamente instantânea 

a convergência do número de Nusselt, bem como a eficiência da fonte 1 sobre a fonte 2 ser a 

mesma. 
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Figuras 6.15 – Variação temporal do Nusselt Médio nas fontes para Gr=10
5
 e método Quick 

para altos números de Reynolds utilizando o modelo  -. 

 

6.2.3 – Comparação de resultados dos regimes laminar e turbulento 

 A figura 6.16 apresenta o número de Nusselt médio nas fontes 1 e 2, respectivamente, 

em função do número de Reynolds, tendo como parâmetro os números de Grashof iguais a 

10
3
, 10

4
 e 10

5
. 

 A figura 6.16 tem por finalidade confrontar os resultados dos escoamentos laminares e 

turbulentos. Os comportamento e características dos fenômenos relativos a essa figura já 

foram discutidos anteriormente. O que se pretende destacar na figura 6.16 é que para o 

escoamento laminar o número de Nusselt médio é bem menor que no escoamento turbulento.  

a) b) 

c) d) 
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Figuras 6.16 –  Comparação dos escoamentos laminar e turbulento utilizando o modelo -. 
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Além disso, destaca-se o fato do escoamento laminar ser apresentado para número de 

Reynolds até 10
4
, enquanto que para o escoamento turbulento os resultados são para número 

de Reynolds maiores que 10
6
. Na faixa intermediária para números de Reynolds entre 10

4
 e 

10
6
 os modelos não produzem resultados apropriados. A explicação para isso é que o 

escoamento laminar em dutos ocorre, em geral, para número de Reynolds baixos, já o modelo 

de turbulência -, utilizado nesse trabalho aplica-se para altos números de Reynolds. 

 Nessa faixa intermediária de transição de escoamento laminar para turbulento, é 

necessário utilizar outros modelos, válidos para baixos números de Reynolds, os quais não 

são tratados nesse trabalho. 



Capítulo 7 

CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA TRABALHOS 

FUTUROS 

7.1 – CONCLUSÕES 

 No presente trabalho foi desenvolvido um código computacional, escrito em linguagem 

FORTRAN, para realizar estudos numéricos de escoamentos incompressíveis, em regime 

laminar e turbulento, bidimensionais com transferência de calor por convecção mista, usando 

o método de volumes finitos. Comparam-se os resultados de dois métodos de interpolação 

Quick e Upwind implementado no código computacional. Utiliza-se em todo o trabalho o ar 

como fluido de estudo. 

 Foram realizadas comparações para a validação do código computacional e também um 

estudo do refinamento de malha para verificar a convergência dos resultados. Cinco 

validações foram realizadas, sendo três para o regime laminar e duas para o regime 

turbulento, onde os resultados foram comparados com valores experimentais e numéricos da 

literatura, mostrando que há uma boa concordância entre eles. O estudo da convergência no 

refinamento da malha foi abordado para cada caso. 
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 Por fim, geraram-se resultados para a convecção mista dos escoamentos laminares e 

turbulentos, em canais planos, cuja parede superior é mantida em baixa temperatura e 

aquecido inferiormente por duas fontes discretas. O fluido frio entra no canal com perfis 

uniformes de velocidades e temperaturas. 

 Na análise numérica foram variados alguns parâmetros físicos, tais como: 

i) Escoamento laminar: número de Reynolds Re = 1, 10, 50, 10
2
, 10

3
 e 10

4
; número de 

Grashof Gr = 10
3
, 10

4
 e10

5
; número de Prandtl Pr = 0,7. 

ii) Escoamento turbulento: número de Reynolds Re = 10
6
, 10

7
, 10

8
, 10

9
 e 10

10
; número de 

Grashof Gr = 10
3
, 10

4
 e 10

5
; número de Prandtl Pr = 0,7. 

 

 ESCOAMENTO LAMINAR: 

 Nos escoamentos laminares, destaca-se que, para o número de Grashof de 10
3
 a 10

5
, e 

número de Reynolds de 1 a 10, tem-se o predomínio da convecção natural. 

 Já para a faixa de números de Reynolds entre 10 a 10
3
, tem-se o número de Nusselt 

médio afetado tanto pelo número de Reynolds quanto pelo número de Grashof. Nesta faixa 

tem-se os efeitos simultâneos da convecção forçada e natural. 

 Para números de Reynolds superior a 10
3
, observa-se que o número de Grashof não tem 

influência sobre o Nusselt médio, ou seja, predomina a convecção forçada ditada pelo número 

de Reynolds do escoamento principal. 

 Quando são fixados os parâmetros Re e Gr, observa-se que o número de Nusselt médio 

na fonte 1 é sempre maior que o da fonte 2. Isto ocorre devido a troca de calor com a primeira 

fonte, aquecer o fluido, o que ocasionará uma redução na troca de calor com a segunda fonte. 

Este fenômeno só não é observado quando o número de Re está próximo de 1. A explicação 

para isso é que, nessa situação predomina a convecção natural com um escoamento 

ascendente, com a troca de calor de uma fonte não influenciando a outra. 

 Analisando em conjunto as figuras 6.5, 6.6, 6.7 e 6.9 verifica-se que o número de 

Nusselt médio passa por valores mínimos, mostrados na figura 6.9. Estes valores de mínimos, 

correspondem às situações de escoamentos oscilantes, mostrados nas figuras 6.5 até 6.7.  
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 Os valores mínimos do número de Nusselt médio ou de escoamento oscilantes 

dependem do par: número de Grashof e número de Reynolds. Da figura 6.9 podem-se obter os 

valores mínimos aproximados, para os seguintes pares: i) Gr = 10
3
 e Re  1; ii) Gr = 10

4
 e Re 

 10; iii) Gr = 10
5
 e Re  50. 

 O método Upwind é um método de interpolação de primeira ordem, enquanto que o 

método Quick é um método interpolação de segunda ordem. Entretanto, o método Quick é 

mais preciso, porém apresenta custo computacional um pouco maior. 

 Os métodos Upwind e Quick, para as faixas dos parâmetros estudados, apresentam boa 

concordância. Exceto na faixa de Re entre 1 e 20, para Gr = 10
5
, onde o esquema Upwind 

apresenta valores um pouco maiores que o esquema Quick. 

 Observa-se que inicialmente partindo de um alto valor de Nusselt médio, este sofre uma 

queda brusca nos tempos iniciais. Nos tempos finais o número de Nusselt médio tende a 

convergir ao atingir o regime permanente. Em geral, o número de Nusselt médio não 

apresenta oscilações com o tempo, exceto para Re = 1, quando se verifica pequenas 

oscilações, nos tempos iniciais. 

 

 ESCOAMENTO TURBULENTO: 

 O esquema Upwind não foi utilizado no regime turbulento, pois o esquema Quick, nesse 

regime apresenta melhores resultados. 

 Como se pode ver na figura 6.14, o número de Nusselt médio da fonte 1, é maior que da 

fonte 2, para número de Reynolds menores que 10
8
.  

 Para número de Reynols maiores que 10
8
, o número de Nusselt médio das fontes são 

praticamente constantes e iguais. Isto implica que o aquecimento do fluido na fonte 1, não 

afeta a troca de calor da fonte 2. 

 Na faixa de números de Reynolds de 10
6
 até 10

8
, a troca de calor da fonte 1 influencia a 

troca de calor da fonte 2. Porém, essa influência torna-se menor, na medida em que se 

aumenta o número de Reynolds de 10
6
 até 10

8
. 
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 Verifica-se ainda que o número de Nusselt médio de cada fonte não é afetado pela 

convecção natural para números de Grashof iguais a 10
3
, 10

4
 e 10

5
. 

 

7.2 – SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

1) Estudo da convecção mista em um canal inclinado com fontes discretas.. 

2) Desenvolvimento de programa tridimensional para estudo de escoamentos laminares e 

turbulentos. 

3) Estudo e desenvolvimento de modelos para escoamentos com baixos números de 

Reynolds, no regime de transição laminar para turbulento. 

4) Utilização do método de volumes finitos para outras configurações geométricas e 

condições de contorno. 

5)  Construir um banco experimental para comparação com os modelos teóricos. 

 



Apêndice A 

TRATAMENTO MATEMÁTICO PARA AS EQUAÇÕES 

DE CONSERVAÇÃO 

A.1 - EQUAÇÃO DA CONSERVAÇÃO DA ENERGIA 
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b ) Termos de transporte convectivo e difusivo na direção (r): 
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c ) Termos de transporte convectivo e difusivo na direção (x): 
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Portanto: 
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 (A1.5) 

 

 A integração da equação da energia no volume de controle O , resulta na seguinte 

expressão, discretizada para a temperatura no centro do volume: 

        
  0

  
0



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t

IXVCJYVCJR
TT ttt                                                       (A1.6) 

 

A.2 - EQUAÇÃO DA CONSERVAÇÃO DA MASSA 

 
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O primeiro termo da integral da equação (A2.2) 

 
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                                                                                (A2.3) 

O segundo termo da integral da equação (A2.2) 
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Substituindo as equações (A2.3) e (A2.4) em (A2.5), resulta: 

                0,1, ,,1  IXVCJIVJIVJYVCJRJIUJIU                         (A2.5) 

A.3 - EQUAÇÕES DA CONSERVAÇÃO DA QUANTIDADE 

DE MOVIMENTO 

A.3.1 - Equação da Quantidade de Movimento na Direção x (Axial) 
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A integração da equação da quantidade de movimento na direção “x” no volume de controle 

fica: 
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Integrando-se cada termo separadamente, tem-se: 

a ) Integral do termo 
t

U




: 
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b ) Integral do termo 
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c ) Integral do termo 
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d ) Integral do termo 
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A equação da quantidade de movimento para a componente de velocidade u torna-se: 
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 Para uma manipulação mais fácil da equação (A.3.6) esta será escrita da seguinte forma: 
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A.3.2 - Equação da Quantidade de Movimento na Direção r (Radial) 
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 A integração da equação da quantidade de movimento na direção “r” no volume de controle 

fica: 
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Integrando-se cada termo separadamente, tem-se: 
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b ) Integral do termo 
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c ) Integral do termo 
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d ) Integral do termo 
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e ) Integral do termo 
2r

V
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A equação da quantidade de movimento para a componente de velocidade v torna-se: 
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  Para uma manipulação mais fácil da equação (A3.16) esta será escrita da seguinte 

forma: 
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Apêndice B 

PARÂMETROS ADIMENSIONAIS 

B.1 – INTRODUÇÃO 

 Neste apêndice são apresentadas as definições de alguns parâmetros adimensionais. 

B.2 – NÚMEROS DE NUSSELT LOCAL E MÉDIO 

 Os números de Nusselt local e médio são definidos, respectivamente, por: 

k

Hh
Nu L

L  ,                                                                                                                          (B1) 

k

hH
Nu  ,                                                                                                                              (B2) 

 Sendo hL o coeficiente de convecção local, h o coeficiente de convecção médio, H é a 

altura do canal, k a condutividade térmica do fluido. 

 Da lei do resfriamento de Newton, o coeficiente de convecção local é relacionado ao 

fluxo de calor local (q) na fonte, pela equação. 
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ch

L
TT

q
h


 .                                                                                                                         (B3) 

 Pelo teorema do valor médio, o coeficiente da convecção média (h) na superfície S é 

dado por: 


S

L dSh
S

h
1

,                                                                                                                        (B4) 

sendo S a área da superfície da fonte discreta. 

 Da lei de Fourier, o fluxo de calor local transferido da fonte discreta para o fluido, é 

dado por: 

S
y

T
kq



 .                                                                                                                          (B5) 

substituído (B5) em (B3), vem: 

Schch

L
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T

TT

H

TT

q
h









 .                                                                                             (B6) 

substituído (B6) em (B1), vem: 

Sch

L
L
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T

TT

H
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Nu






 .                                                                                             (B7) 

Sendo por definição: 

H

y
Ye

TT

TT

ch

c 



                                                                                                     (B8) 

 Das equações (A1.7) e (A1.8), resulta 
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S

L
Y

Nu






.                                                                                                                      (B9) 

 O número de Nusselt médio na superfície S é calculado pelo teorema do valor médio 

como: 

 dSNu
S

Nu L

1
.                                                                                                                (B10) 

B.3 – DEFINIÇÃO DOS NÚMEROS DE PRANDTL E 

GRASHOF 

 O número de Prandtl é definido por: 






k

c
Pr

p
                                                                                                                    (B11) 

 O número de Prandtl turbulento é definido por: 

t

t
tPr




                                                                                                                               (B12) 

 O número de Grashof é definido por  

 
2

3



 HTTg
Gr ch                                                                                                         (B13) 

 O número de Froude é definido por: 

Gr

Re
Fr

2

                                                                                                                             (B14) 
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