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RESUMO

SILVA, H. Termodinadmica do Efeito Casimir a Baixas Temperaturas. 2018.
129p. Dissertagao (Mestrado em Ciéncias) - PGF, Universidade Federal de Itajubé,
Itajubéa, 2018.

Neste trabalho realizamos um estudo sistematico da termodinamica do efeito Casimir
baseado em sua configuracao mais simples: duas placas paralelas, neutras e perfeitamente
condutoras. A énfase recai sobre o regime de baixas temperaturas e/ou pequena separagao
entre as placas. Primeiramente, com o intuito de ilustrar alguns metédos, trabalhamos
com o campo escalar sem massa e com este tratamos o problema da construcao do
propagador de Feynman sujeito a condigoes de contorno de Dirichlet e de Neumann
para duas placas paralelas. Usando as expressoes ja renormalizadas obtidas para estes
propagadores, calculamos as flutuagdes quanticas no estado de vacuo para os dois tipos de
condi¢ao de contorno mencionadas, ilustrando como a obtenc¢ao de observaveis fisicos pode
ser feita via propagador. Continuamos com o campo eletromagnético onde encontramos
as componentes do propagador para a configuracao de Casimir a temperatura nula e
finita. Com estas expressoes, calculamos as componentes do tensor energia-momentum,
que por sua vez, nos possibilitam encontrar a energia livre de Helmholtz do sistema para
baixas e altas temperaturas, e consequentemente, derivar as grandezas termodinamicas
relevantes do sistema para ambos os regimes. Nesse estagio, fazemos um estudo detalhado
dos aspectos termodinamicos do sistema que consiste na analise de processos isotérmicos,
isentrépicos e livres. Também estudamos a viabilidade de idealizar ciclos de Carnot, além
de verificar que o teorema de Carnot é satisfeito. Por fim, fazemos uma investigacao
minuciosa da estabilidade termodinamica do sistema. Derivamos as condi¢oes de equilibrio
que devem ser satisfeitas pela entropia e a energia interna, e com estas, juntamente com as
expressoes obtidas para estas grandezas no regime de baixas temperaturas, encontramos
que o sistema ¢ instavel. Motivados por este resultado e pela existente conexao entre os
regimes de baixas e altas temperaturas, que estd codificada na simetria de inversao de
temperatura, executamos a mesma andlise para o regime de altas temperaturas. Quando
nao levamos em consideragao as flutuagoes quanticas do vacuo para esse regime, temos que
a radiacao de corpo negro é um sistema estavel. Contudo, quando a interacao de Casimir
¢é considerada, o sistema a altas temperaturas também viola as condig¢oes de estabilidade

termodinamica.

Palavras-chave: Teoria Quantica de Campos. Termodinamica. Estabilidade.






ABSTRACT

SILVA, H. Thermodynamics of the Casimir Effect at Low Temperatures. 2018.
129p. Dissertagao (Mestrado em Ciéncias) - PGF, Universidade Federal de Itajubé,
Itajubéa, 2018.

In this work we carry out a systematic study of the thermodynamics of the Casimir
effect based on its simplest configuration: two perfectly conducting and neutral parallel
plates. The emphasis is on the regime of low temperatures and/or small plate separation.
Firstly, in order to illustrate some methods, we work with the massless scalar field which
allows us to treat the problem of the construction of the Feynman propagator subject to
Dirichlet and Neumann boundary conditions for two parallel plates. Using the already
renormalized expressions obtained for these propagators, we calculate the quantum vacuum
fluctuations for these two types of boundary conditions and show how physical observables
can be obtained through the propagator. We continue with the electromagnetic field
where we find the components of the propagator for the Casimir configuration at zero and
finite temperature. With these expressions, we compute the components of the energy-
momentum tensor, which in turn enable us to find the system’s Helmholtz free energy
and consequently to derive the relevant thermodynamic quantities of the system for both
regimes. At this stage, we make a detailed study of the thermodynamic aspects of the
system where we analyze isothermal, isentropic and free processes. We also study the
feasibility of performing Carnot cycles, as well as verifying that Carnot’s theorem still
holds. Finally, we do a thorough investigation of the thermodynamic stability of the system.
We derive the equilibrium conditions to be satisfied by the entropy and the internal energy,
and with these, together with the expressions obtained for these quantities in the low
temperature regime, we find that the system is unstable. Motivated by this result and by
the existence of the connection between the low and high temperature regimes, which is
encoded in the temperature inversion symmetry, we perform the same analysis for the high
temperature limit. When we do not take into account the quantum vacuum fluctuations for
this regime, we find the blackbody radiation to be a stable system. However, when Casimir
interaction is turned on, the system at high temperatures does also violate thermodynamic

stability conditions.

Keywords: Quantum Field Theory. Thermodynamics. Stability.
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1 INTRODUCAO

O vacuo é um conceito que ainda hoje suscita uma grande curiosidade gracas ao
interesse de cientistas e filésofos em compreendé-lo. Popularmente, ele tem sua nocao
conectada a ideia de vazio. Por vazio, somos remetidos a ideia de nada, que fisicamente pode
ser interpretada como a plena auséncia de matéria. Este misterioso elemento da natureza
pode dar origem aos mais diversos questionamentos, culminando em varios cenarios. E
em um destes cenarios que reside o tema deste trabalho de mestrado. Neste trabalho

abordamos o vacuo quantico e suas manifestagoes.

Na Fisica, o vacuo quantico é aquele que permeia regides do espago-tempo onde
0s campos sao quanticos. Os avancgos alcancados na pesquisa - teérica e experimental -
neste tema durante o tltimo século, conduziram a um cenério que nos dias de hoje nos
permitem ter um conhecimento apurado acerca do papel que este vacuo desempenha em
fenomenos fisicos, seja no dominio microscoépico ou macroscépico. Ha muitos fendmenos
onde o vacuo quantico possui papel de destaque, a saber, o desvio de Lamb, a emissao
espontanea, as forgas dispersivas de Van der Waals, entre outros. Nao obstante, o efeito
mais notavel advindo das flutuagoes do vacuo quantico é certamente o Efeito Casimir, e

serd sobre este que versara essa dissertagao.
Mas em que consiste o efeito Casimir?

Considere duas placas paralelas, neutras e perfeitamente condutoras, que estao
separadas por uma distancia d no vicuo, & temperatura nula. E conhecido da eletrodindmica
classica, que devido ao fato das placas serem neutras, nao deve existir forca elétrica entre
elas. Eventualmente, poder-se-ia questionar a presenca de uma forga gravitacional entre as
placas, mas estamos considerando suas massas despreziveis. Dessa forma, ao se medir a
forca entre elas, presumimos que esta seja nula. Classicamente, é exatamente isso o que
ocorre. Entretanto, ao se medir tal forga, descobrimos que para separacoes muito pequenas
entre as placas, esta existe e ndo é nula! Ainda mais espantoso é que as placas nao se

repelem, elas se atraem!

Este curioso fenomeno é conhecido como Efeito Casimir, e foi previsto teoricamente
em 1948 por Hendrik Brugt Gerhard Casimir [1]. Casimir, aconselhado por Niels Bohr,
decidiu levar em consideragao a chamada energia de ponto-zero do vacuo do campo
eletromagnético. O resultado encontrado por ele foi:

2
= —210}1; , (1.1)
onde vemos o carater atrativo dessa forca revelado pelo seu sinal negativo. Além disso, ela
aumenta em modulo a medida que a distancia entre as placas diminui. Julian Schwinger

2], laureado com o prémio Nobel em Fisica de 1965, por suas singulares contribuigoes a
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compreensao da eletrodinamica quantica, fez o seguinte comentario anos depois sobre este

resultado:
“One of the least intuitive consequences of quantum electrodynamics.”*

Atribuir a existéncia do efeito Casimir as flutuagoes quanticas do vacuo é somente
uma das varias interpretacoes existentes na literatura, que, de fato, sdo muitas. Indepen-
dente da natureza e contetido de cada uma delas, o efeito por si s6 ja é contra-intuitivo.
Wolfgang Pauli [3], que recebeu o prémio Nobel de Fisica de 1945 por seu Principio de
FExclusao, fez o seguinte comentario a respeito da energia de ponto-zero durante sua Nobel
Lecture em 1946:

“It is clear that this physical zero-point energy has no physical reality.”?

Bryce DeWitt [4], que foi aluno de Schwinger, um dos principais opositores & essa

ideia, também mostrou seu espanto com o resultado obtido por Casimir:

“What startled me, in addition to the crazy idea that a pair of electrically
neutral conductors should attract one another, was the way in which Casimir
said the forces could be computed, namely, by examining the effect on the
zero-point energy of the electromagnetic vacuum caused by the mere presence
of the plates. I had always been taught that the zero-point energy of a quantized

field was unphysical.”

Neste trabalho, nos abstemos de discutir os detalhes de tais interpretacoes sobre a
natureza do efeito Casimir, embora citamos algumas fontes para que o leitor interessado
no tema possa consultar a sua conveniéncia. As diferentes interpretagoes existentes na

literatura podem ser agrupadas em trés grupos:

o Energia de ponto-zero: Essa linha assume a existéncia de um campo eletromagnético
que possui flutuagoes no seu estado fundamental, o estado de vacuo, que contém uma
energia disponivel para a realizagdo de trabalho. (Exemplos desse método incluem
Casimir [1], Mostepanenko [5]; Sahni & Starobinski [6]). A energia do campo é
modificada pela imposi¢ao de restrigoes topoldgicas trazidas pela presenca e tipo

de material. No caso das duas placas paralelas, essa energia do vacuo ¢ reduzida

“Uma das consequéncias menos intuitivas da eletrodindmica quantica.”

“E claro que esta energia fisica de ponto-zero ndo possui realidade fisica.”

“O que me assustou, além da idéia maluca de que um par de condutores eletricamente neutros
deveria atrair um ao outro, foi a maneira como Casimir disse que as forgas poderiam ser
calculadas, a saber, examinando o efeito sobre a energia de ponto-zero do vacuo eletromagné-
tico causado pela mera presenca das placas. Eu tinha sempre sido instruido que a energia de
ponto zero de um campo quantizado nao era fisica.”
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(torna-se mais negativa) através do movimento de uma placa em diregao a outra. A

forga de Casimir atrativa é uma consequéncia da “energia de ponto-zero” do vacuo.

» Forga de Van de Waals devida ao contetido material: Essa segunda linha defende
que nao é necessario invocar as flutuagdes quanticas do vacuo eletromagnético para
explicar o efeito Casimir, que ¢é essencialmente reinterpretado como uma gigante
forca de Van der Waals (para exemplos desse método, veja os trabalhos de Schwinger,
DeRaad & Milton [2] e Jaffe [7]). O material que constitui as placas é sujeito a
flutuagodes quanticas. Essas pertubacoes espontaneas produzem correntes que geram
campos dentro das placas, que por sua vez, interagem com o campo eletromagnético

retardado que elas criam, resultando numa forga sobre as placas.

o Aspecto quantico dual: Nessa interpretagao, a forca de Casimir é fundamentalmente
uma propriedade do sistema acoplado campo-matéria, no qual a interagao entre as

placas é mediada por campos de ponto-zero [8, 9].

Adotaremos a interpretacao de Casimir, onde é assumido que o efeito é decorrente das
flutuagoes quanticas do vacuo do campo eletromagnético entre as placas. Apesar de Casimir
ter realizado os seus calculos para o campo eletromagnético, é importante salientar que o
efeito existe para todos os campos quanticos relativisticos. Além disso, a natureza atrativa
da forca de Casimir ndo é universal. Ela pode depender do campo, do niimero de dimensoes
e da geometria [10, 11]. Um exemplo é o efeito Casimir para uma casca esférica. Casimir
chegou a estuda-lo inclusive afirmando que a forga seria atrativa. Anos mais tarde, coube a
Timothy Boyer [12] em sua tese de doutorado mostrar que tal forga era repulsiva. Ambjorn
& Wolfram apresentam um estudo relativamente completo do calculo da energia de Casimir
para diferentes geometrias e campos [13]. Conhecida a energia, a forga pode ser obtida

sem muitos esforgos.

A primeira tentativa de medigao da forca de Casimir foi feita por Sparnaay em 1958
[14]. Porém, os resultados obtidos apresentaram grandes barras de erro. Steven Weinberg
no review sobre O Problema da Constante Cosmoldgica escrito ha algumas décadas depois,
apontou esse experimento como a primeira evidéncia da existéncia do efeito Casimir [15].
Na época, Sparnaay foi cauteloso e se restringiu a dizer que seus resultados nao eram
inconsistentes com a predicdo de Casimir. A verificagdo experimental do efeito foi feita
em um experimento conduzido por Steve Lamoreaux [16] em 1997, quase cinquenta anos
depois de sua descoberta. Outros experimentos independentes foram executados, dentre os
quais destacam-se os de Mohideen & Roy [17] e Capasso, Munday, lannuzzi & Chan [18].
Devemos enfatizar que embora esses experimentos tenham comprovado o efeito, nenhum
deles foi feito com a configuragao original de duas placas paralelas. Logo, nenhum deles
mediu o resultado (1.1) encontrado por Casimir, mas sim resultados j& derivados na época

para outras geometrias. Um dos poucos experimentos que utilizou o setup original foi o
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executado por Bressi et al [19], que apresentou erros na casa de 15%. Experimentalmente, o
setup das duas placas paralelas representa uma tarefa muito complexa para ser idealizada,

pois é muito dificil manter a sua estabilidade.

A motivacdo na realizagdo dos experimentos vai muito além do interesse em
comprovar os resultados tedricos que foram obtidos ao longo dos anos para configuragoes
diversas. H4 também um grande interesse tecnoldgico. O avango alcangado no entendimento
da mecanica quantica nos ultimos anos propiciou uma maior compreensao das propriedades
dos materiais a nivel microscépico, impulsionando os investimentos em tecnologias que estao
intimamente relacionadas a fendOmenos sensiveis nas micro e nanoescalas, que podem afetar
positivamente ou negativamente o funcionamente de dispositivos. Um desses fendmenos
¢é o efeito Casimir, que possui uma estreita relagdo com efeitos dissipativos. O efeito
Casimir também pode aparecer no contexto de atomos ultrafrios, uma area que cresceu
vertiginosamente nos tltimos vinte anos. Atomos ultrafrios oferecem um cenério tnico
para a simulagao de sistemas de muitos corpos. O alto grau de controle dos pardmetros
fisicos que pode ser alcancado nesse tipo de sistema, proporciona configuracoes atraentes
quando comparados com os sistemas naturais da matéria condensada, indo na direcao
da visdo de Feynman para a construgao de simuladores quanticos [20]. Como o préprio
nome ja indica, esses atomos ultrafrios sao mantidos a temperaturas baixissimas, muito
proximas ao zero absoluto. Nessa faixa de temperatura, propriedades quanticas se tornam
extremamente importantes, sendo justamente ai onde entram em cena as forcas de Casimir.
Um exemplo muito interessante envolve os chamados Quantum Droplets. Recentemente,
pesquisadores do grupo de Atomos Ultrafrios do Instituto de Ciéncias Fotonicas (ICFO) em
Barcelona [21], em experimentos com misturas de condensados de Bose-Einstein, criaram
goticulas que sao muito menos densas que qualquer liquido existente em circunstancias
normais. As particulas que formam essas goticulas, que foram batizadas como Quantum
Droplets, possuem uma tendéncia maior de atracao do que de repulsao entre si mesmas.
Esse aspecto contribui para a formacao e manutencao da estabilidade desse liquido, o
que esta diretamente associado com as flutuacoes quanticas do vacuo, logo, as forcas de

Casimir.

Voltando ao desenvolvimento teérico acerca do efeito, Liftshitz [22] generalizou
os resultados encontrados por Casimir para placas metalicas mais realisticas e também
dielétricos. Para o leitor interessado em obter uma visao mais robusta dos avancgos alcan-
cados, hé vérios reviews, dentre os quais destaca-se o de Steve Lamoreaux [23], publicado
em 2005 onde é apresentada uma revisao da teoria da forca de Casimir e suas corregoes
para materiais reais e para temperatura finita, além de abordar a parte experimental e

aplicagoes.

O estudo apresentado nessa dissertacao versa sobre a termodindmica do efeito

Casimir, com énfase no regime de baixas temperaturas e/ou pequena separagio entre
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as placas. No regime oposto, veremos que nossas expressoes se resumem a radiagao de
corpo negro acompanhadas de corregoes devidas a inclusao da energia de ponto-zero.
Quando a distancia entre as placas ou a temperatura tende ao infinito, os termos de corpo
negro prevalecem e entao ficamos com a termodinamica do gas de fétons, que é bem
compreendida. Sem duvidas, a principal motivacdo para o desenvolvimento desse trabalho
é a escassez de estudos sobre a termodindmica do efeito Casimir. Brown & Maclay foram
os primeiros a tratar aspectos termodindmicos do efeito Casimir [24], mas de forma bem
discreta. Estes foram seguidos por Ambjorn & Wolfram [13] e Balian & Duplantier [25]. Ja
no ano 1998, Sassaroli et al. [26] apontaram que a energia entre as duas placas paralelas,
neutras e perfeitamente condutoras, isto é, a energia de Casimir, viola a condigao de
estabilidade normalmente associada com a 2% Lei da Termodinamica. No ano de 2000,
Mitter & Robaschik exploraram alguns processos termodindmicos desse sistema [27]. Um
estudo mais completo se mostra fundamental, ndo somente para o desenvolvimento tedrico
e experimental da area, mas também tendo impactos no desenvolvimento de tecnologias

que estejam estreitamente ligadas ao efeito. E este é o objetivo desse trabalho.

Esta dissertacao esta organizada como segue:

o No capitulo 2 apresentamos a construcdo do propagador de Feynman sujeito as
condicoes de contorno de Dirichlet e Neumann. Com estas expressoes, mostramos
como o propagador pode ser usado para obter observaveis fisicos. Em especial,
calculamos a flutuacao quantica no vacuo para o campo escalar entre duas placas,

isto é, (0|¢*(x)|0), para os dois tipos de condigdo de contorno mencionadas.

e No capitulo 3 discorremos sobre o propagador de Feynman para o campo eletro-
magnético sujeito a condi¢oes de contorno para o condutor perfeito. Calculamos
as componentes de Dy, (x,2') entre duas placas paralelas, neutras e perfeitamente

condutoras a temperatura nula e a temperatura finita.

« Ja no capitulo 4 utilizamos as expressoes encontradas para o propagador de Feynman
eletromagnético sujeito as condigoes de contorno do condutor perfeito para encontrar

as componentes do tensor energia-momentum.

o Finalmente, no capitulo 5, obtemos a energia livre de Helmholtz para os regimes
de baixas temperaturas e/ou pequena separagao entre as placas (T'd — 0) e altas
temperaturas e/ou grande separacao entre as placas (T'd — oo). Com a energia livre
conhecida, derivamos as demais quantidades termodinamicas do sistema. Analisamos
alguns processos termodinamicos para o regime T'd — 0 e finalizamos com um estudo
da estabilidade do sistema. Buscaremos sempre comparar os resultados obtidos para
o regime T'd — 0 com aqueles ja conhecidos para a radiagdo de corpo negro usual,
com o intuito de facilitar a interpretacao da nova fisica trazida pela introducao da

energia de ponto-zero.
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Utilizaremos a métrica de Minkowski com assinatura (+ - - -). Com respeito a
unidades, empregamos o sistema natural, ou seja, h = ¢ = k = 1. Estas serao restabelecidas

no final do capitulo 4.
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2 PREAMBULO: O CALCULO DAS FLUTUACOES QUANTICAS DO VACUO
ENTRE DUAS PLACAS PARALELAS.

Este capitulo possui dois objetivos: o primeiro, é exemplificar o calculo do propaga-
dor de Feynman sujeito a condigdes de contorno. O segundo é ilustrar como este mesmo
propagador pode ser empregado na obtencao de observaveis fisicos. Para isto, calcularemos
o valor esperado do campo escalar ¢(Z,t) ao quadrado entre duas placas paralelas no
estado de vdcuo, isto é, estamos interessados em obter (0| ¢*(x) |0) (ou simplesmente, (¢?))
que é um observavel. Esse exemplo visa familiarizar o leitor com o procedimento que sera
utilizado posteriormente para a construcao do propagador para o campo eletromagnético
também entre duas placas paralelas, porém estas serdo neutras e perfeitamente condutoras.
Ademais, introduziremos um processo de renormalizagao, que tém como efeito suprimir os

infinitos, resultando em valores finitos para as quantidades fisicas de interesse.

Para o campo escalar, o propagador de Feynman ¢é definido como sendo:
iGp(z,2') = (0] 7 (¢(x)p(2")) |0) (2.1)

onde .7 representa o Operador de Ordenamento Temporal *. A equacdo de movimento
obedecida por este propagador é dada pela equagao (B.10) do Apéndice B para m =0, o

que resulta em:

O, Ge(t, 7t 3") = -6z — o), (2.2)
onde
0, = 6F — 08— 92 — &, (2.3
e
Sz —2) =0t —t)o(x— 7). (2.4)

Mais detalhes acerca das fung¢oes de Green para o campo escalar, podem ser consultados

no Apéndice B.

O propagador de Feynman sera obtido para dois tipos de condigoes de contorno.
Na secao 2.1 trataremos o caso da condicao de contorno de Dirichlet, onde denotaremos
por ww7,;(x) as autofuncgoes do operador O, sujeitas a este tipo de condigao de contorno.
J& na secdo 2.2 serd abordada a condi¢do de contorno de Neumann, cujas autofuncoes do
operador O, serao representadas por Tw’,;(x). Por 1ltimo, na se¢ao 2.3, calcularemos as
flutuagoes quanticas do operador de campo escalar no estado de vacuo para os dois casos

e faremos uma andlise dos resultados obtidos.

4 Na literatura, a convencdo é utilizar a letra T para denotar este operador. Porém, como mais

adiante lidaremos com a temperatura, preservaremos a letra T para se referir a esta grandeza
escalar.
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2.1 Propagador para o campo escalar sem massa - “Placas de Dirichlet”

A figura 1 mostra a configuracao de duas placas paralelas que sera utilizada nesse
capitulo para calcular as flutuagées do quadrado do operador de campo escalar para
condicao de contorno de Dirichlet e Neumann, e posteriormente, nos demais capitulos
onde tais placas serao feitas de um material condutor perfeito. Cada um destas placas
possui uma area A e estas estao separadas por uma distdncia d, que assumimos ser muito

menor comparada as dimensoes longitudinais as superficies destas.

<Y

Figura 1: Representacao de duas placas paralelas separadas por uma distancia d.

Comecamos com a situacao de duas placas de Dirichlet. Nesse caso, as autofuncoes

do operador O, dadas por v () sdo solugdes da seguinte equacao:

Dx ww,E('r) = Ew,E ,l/}w,lg(‘r) (25)

sendo I os autovalores do operador O,. A condigao de contorno de Dirichlet assume
que a autofuncao se anula na superficie das placas. As placas estao localizadas em z =0 e

z =d. Logo, ¥, i deve obedecer as seguintes condi¢oes de contorno:
ww,,;(t,x,y,()) =0 , wwﬁ(t,x,y, d)=0. (2.6)

O préximo passo consiste na construgao das autofungoes que satisfazem (2.5) sujeito
a condigao de contorno de Dirichlet, que é expressa pelas relagdes dadas em (2.6). Para

isto, vamos utilizar o seguinte ansatz:

wwj(t? z,y,z) = A exp [i(k, z + kyy — wt)] sin(k, 2) (2.7)

Da equagao (2.5), segue que

—

Dx ww,%(t’ iU, y’ Z) = (k 2 - w2) ww,]g(t? .I', y7 Z)
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ou seja,
E -=k>—uw (2.8)

sao os autovalores do operador O
Retornando a condigao de contorno de Dirichlet na Eq. (2.6), obtemos a seguinte
restricao para os valores de k,:

kzd:m;»kzz%,nzl,z,&... (2.9)

Dessa forma, as autofuncgoes serao dadas por:

Vo ow by (b 2,1, 2) = X expli(ky © + kyy — wt)] sin (ngz) , (2.10)
com autovalores
nm\ 2
B kpiym = ko + k) + <d> —w?. (2.11)

Essas autofunc¢oes devem ser ortonormalizadas. Tal exigéncia é representada pela

relagdo de completeza [28]:

/ dk, / dk, / dw Z ok by (O oy (@) = 8(E = 1)3(x = )3 (y — )6 (2 — 2')

(2.12)

que possibilita determinar o valor da constante de normalizacao .

Substituindo ¥y k, &, (t, 7, ¥, 2) dada em (2.10) em (2.12), para o lado esquerdo,

teremos:

/_ dkz/_ dky/_ dw Z?/fw,kz,ky,n($)¢:,kz,ky,n(95/)

=[P / ke @2 g / et Fy =y’ dk: / e = g Zsm (ngz) sin <m;2)

n=1
(2.13)
E invocando as seguintes representacoes para a distribuicao Delta de Dirac® :

1 oo . ,

5t—tl :7/ fzw(tft)d
( ) 21 J -0 ¢ v

1 oo . /
d(x—2a') = 2—/ e~ thel@=2) g

™ 00
vy = - [

27

6z —2') Zsm (mrz) sin (m;z) ,

Todas estas representagoes podem ser encontradas na Ref. [29]. Em especial, a representagao
da Delta de Dirac para a variavel z é discutida no exercicio 14.4.6 (a) da pagina 781.

5
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permite colocar a equagao (2.13) na forma

[ ke [k [ de 3 st (0 ()
—oo —00 —00 n—1

(2.15)
2 (27T)3 / / ! /
= |\"d i It —t)o(z —2")o(y—y')o(z —2').
Finalmente, comparando (2.15) com (2.12), leva a:
2 3
IN?d (2m) 6t —t)o(x — 2oy —y)o(z— 2 ) =0(t —t")o(x — 2)d(y — v )d(z — 2)
(27T)3 9 9 2 2
——dN"=1 A= A= : 2.16
;A== =G50 2n)d (2.16)
Portanto, as autofunc¢oes que obedecem a condi¢ao de contorno de Dirichlet sao
dadas por:
2
Voo kea kg (6 T, Y, 2) = W exp [i(ky x + kyy — wt)] sin (nzz) . (2.17)

Vamos denotar o propagador de Feynman sob condicoes de Dirichlet por GR (z, z’).
Para construi-lo, utilizaremos uma representacao chamada de Representacao de Tempo
Préprio [28]. Vamos considerar o kernel K (z, z',n) que satisfaz uma equagdo de movimento

dada por:

i;K(x,x'n) = 0,K(z,2'n). (2.18)
n

O parametro 1 ¢ um nuimero real que tem como papel representar o tempo, neste caso, o
que chamaremos de tempo préprio. Assumindo que para 7 = 0 e n = +o00 , este kernel

satisfaca as seguintes condig¢oes de contorno:
K(z,2',0)=6(x —2') , K(x,2',+00)=0 (2.19)
o propagador de Feynman pode ser entao dado pela relagao:

GR(z,2') = —i /OOO K(z,2',n)dn. (2.20)

Para nos certificarmos que este ansatz realmente funciona, aplicamos o operador

0O, a esta férmula. Ao fazer isto, teremos:

0,GR(x.a) = —i0, | K (w2l n)dy
0

=—1 /OO [DxK(%«T,ﬂ?)] d777
0

e recorrendo as equagoes (2.18) e (2.19), encontramos:

.GR . a') = =i [ [BLK ol ) dy
L [0 /
= —Z(%)/O %K(I,x ,n)dn
= K(x,:c’,n)’
0

o 0.GR(z,0) = —§(z — '),
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confirmando a equagao (2.2).

Podemos verificar facilmente que K (z,2’,7n) é dado por:

Kam) = [~ do [" by [ dhy Y e Bk g @)@ (221)
—00 —00 —0o0 n=1

e substituindo-o na equagdo (2.20), encontramos que GE(z,z’) vem dado pela relagao:

GR.a) = =i [y [ dw [ dk, [T dk, 3 e E b (@), ()
—00 —00 —00 n—1
(2.22)

Antes de prosseguir com o célculo do propagador, devemos verificar que (2.22) é
realmente solugao da equagao (2.2). Para isto, precisaremos das relagoes (2.5) e (2.12).

Segue que
0, GR(z, ') = —i0, /OOO dn /OO do /OO dk, /OO dk, S e P U, (@) ()
—oo —00 —0 n=1
— /OOO dn /OO dw /OO dk, /Oo dk, i e 0, [%g(iﬂ)?ﬂ:,g(fﬂ
—oo —0 —o0 n=1
_ /0 “ /  d / = dk, / Tk, Y e U (@) |Bath, 1 ()]
—oo —00 —o0 n=1

= —q ~ OO > s o * / o —inE
i [T [ an, 3 f ) I
= —id(t —t)o(x —a")o(y —y')o(z — 2) /OO dne """ B
0
(2.23)

Para a integral em 7, consultando a Ref. [30], encontramos:
/ e ' “adr=—i; Im(a) <0. (2.24)
0

Como em (2.23), Im(E) = 0, serd necessério escrever E como sendo igual ao limite:

E =lim(F —ia). (2.25)

a—0

Com isso, teremos:

/ e e B dn = lim e~ HE—ia)n (E —ia)dn =ilim e(—iE—a)n (—iE — a)dn

0 a—0 /o a0 Jo
=9 hm(—/lE — Oé) / e(*iE*Oé)T] dn =4 lim e(fiE'fa)n

a—0 0 a—0 0

= —1.

(2.26)

Dessa forma, a equagao (2.23) se torna

0, GR(z,2") = —6(t —t')0(% — ')
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confirmando a equagao (2.2).
Retomando o célculo de GE(z,2'), a substituicdo das expressoes de E, y, k,.n €
Ve kea kym () dadas em (2.11) e (2.17) em (2.22), implica em:

21 o0 O inw? —iw(t—t! —ink2+iky (z—a’
G2 (z,a') = _(277)3d/0 dn/_ooe” C t)dw/ooe kS ik (o—e') gk

00 o O w22 /nmz\ . [(nnZ
e~k tiky (y=y") g Ze 72 sin ([ —— ) sin
—o0 Y d d

n=1

Como o termo da soma em n é uma fungao par, podemos reescrevé-lo na forma
oo / oo /
> e‘inn%z sin (mrz) sin (mrz ) _ 1 > e_mn%2 sin (mrz) sin (mrz >
— d d 2,7 d d

observando que o termo correspondente a n = 0 é identicamente nulo. Com essa alteracao,

GER(z,2') se torna

D __; > > inw?—iw(t—t') i k2 +iky (z—x')
)= gy [ wof . (227)

0 2k (g X _gnie® . (nmz\ | [nnd
/ e~ Myt gk N e E sin | —— ) sin
—o00 d d

n=—oo

Antes de realizar as integrais, é necessario manipular um pouco a expressao que envolve o

somatorio. Utilizando a notagao de Euler para escrever a funcao seno, segue que:

X gl (nwz\ . [ nwd
Z e a2 sin { —— | sin
d d

n=—oo

0 2.2 / !
1 _7] n-m CNTZ _snmz CNTZ _snmz
:_1 Z e =gz (ez i —e [ d) 67, i —e 1
n=—oo
74n7r(z+zl)

1 e . p2g2 .n7r(z+z,) 'nTr(zle) 1 ©© . p252 .nTr(zle)
— _Z Z efmidg (eld _ezd) o Z Z efm—cﬂ (6 g _ ezd)

n=—oo n=—oo

Trocando n por —n na segunda soma, esta se torna idéntica a primeira. Logo, encontramos:

oo 2 2 / o0 2 _2 ’ ’
_ipnom . nmz . nmwz 1 _sonm .nm(z+z) .nm(z—z")
> e & sin <> SlIl( ) =-3 Y e <eZ i —ea ) ,

n=-—oo d d n=—oo
ou ainda,
0 2 2 ! o 2 2 / 2 2 /
_ipnirt nmz . nmz 1 _ipnint | snm(ztz) _pnint  nm(z—z])
Zemdz Sln( )sm( >:_Z (emdzﬂ d _emderz d )
(2.28)

Essas somas podem ser manipuladas um pouco mais, a fim de obter formas mais con-
venientes e simples. Para isto, usaremos a representacao integral da Delta de Dirac e a

Férmula de Poisson® [29], que sao dadas pelas seguintes expressoes, respectivamente:
/ 5y —2mn)dx =1, (2.29)

6 Veja o exercicio 14.3.12 na péagina 776 da Ref. [29].
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i 5()(—27Tn)—217r i e xm, (2.30)

n=—0oo n=—0oo

O uso destas expressoes na soma (2.28), conduz a

ad - n27'r2 cnm(z42 . n27r2 n(z—z'
— 1 Z efdeJ”% _ e*deJrz%
2
n=-—00
1 & > Lin X2 Lix(ztz) Lin X2 Lix(z=2")
= _5 Z / 5(X - 27Tn) dX <€ W]4d2+l 2d —e e +io5g >
n=—oo VX
1 00 o0 02 x(z42) I
= —in Ty g S by e e P
2 /,OO > d(x —2mn)dx <e eI — et T > (2.31)
n=-—00
o0 s . . 2 (242! i 2 (s
= —} Z ieflxn dX 67“74%?+1X(2Z ) . 671174%?4»7/%
2 —00 27
n=-—00

1 0 . XZ .X(z+z/—2dn) . X2 .X(z—z/—an)
=g X (e i)
™

n=—oo

A implementagio da alteracio dada em (2.31) na expressio parcial para GE(z,z') em
(2.27), resulta em:

D Z o o0 ; 2_, t o0 . k}2 ik , oo . k2 " ,
Gp(z,2) = 7/ dn/ gim—ili= )dw/ e~ katike(z—a )dkm/ e kyFiky =) g,
20myd _Oo o
[e'e} 0 . 2 x(z+2 —2dn) . 2 x(z—2'—2dn)
3 [T ay (e et
n=—oo Y X

(2.32)

Nesse ponto, podemos iniciar o calculo das integrais. A integral em n sera a tltima

—a’k?+bk

a ser realizada. Todas as demais possuem o integrando da forma e e seus limites

de integracao vao de —oo a oo. Para calcular esse tipo de integral vamos usar a equacao
(3.323.2) da Ref. [30],

2
> —a2k2Lbk VT b 2
e dk = —e — ; Re(a®) > 0. 2.33
I Tow (1) ¢ Rel@) (23

Iniciamos com a integracao em k,. Porém, devemos estar atentos a restricao de
convergéncia que acompanha (2.33), isto é, que Re (a?) > 0. De (2.32), comparando a

integral em k, com (2.33), podemos fazer as seguintes identificagoes:

a®>=in,b=i(x — ) (2.34)
Como Re(a*) = 0, a condigao de convergéncia nao é satisfeita. Para contornar esse

problema devemos tratar a? = in como sendo igual ao limite:

a® = lim i(n — ie) (2.35)

e—0t
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Com a introdugao desse fator € podemos calcular a integral e garantir a convergéncia da

mesma. Ao fazer isso, encontramos:

/OO €_ink§+ikx(m_rl)dk‘m — lim o e—i(n—ie)k%—i—ikx(m—x')dkr
—00 e—0t —00
y T (x —2')?
= lim | —exp |————
e\ i(n —ie) P | 4i(n — de) (2.36)
N2
= ™ e [_M] |
m 4im

Podemos fazer o mesmo para a integral no momento £, com a introducao de um

fator infinitesimal v, o que leva a:

> e—i(n—iv)kiny(y—y')dky

. o | WY
_vlﬁ()* i(n —iv) pl 42'(77—2'7)]

Prosseguindo com a integral em w, analogamente ao que foi feito acima para as

—ink2+iky (y—y') .
e My Ty dk, = lim
— 00

’7—>O+ —00

™

(2.37)

integrais nos momentos k, e k,, introduzimos um fator infinitesimal o, de tal forma que:

a’> = lim —i(n + io) (2.38)

o—0t

e de (2.33), implica:

/OO einwz—iw(t—t’)dw = lim o 6—[—i(n+i0)]w2—iw(t—t’)dw
—00 o—0t —00

= _i(n?la)eXP [M] (2.39)
— —7Tz'neXp [(t ;;’)2] ‘

A integral em y é calculada similarmente, ja que esta possui a mesma forma de

(2.33). Porém, é conveniente fazer a seguinte mudanga de vériavel:
w==—= —=dw=—"= (2.40)

Dessa forma, o calculo da integral resulta em:

00 n 2. (sk2'-2dm) o,
/ e taE X T2 dy = 2d / o~ inw? tiw(zE2'~2dn) g,
oo -

= 92d lim > efi(nfir)w2+iw(ziz’f2dn) dw
70t J -0
+ 2 — 2dn)? (2.41)
—2d lim |— (2 2 n)
=0t \i(n —i7) 4i(n — iT)

!/ _ 2
_ 9 /,ﬂexp[—(ziz ‘ 2dn) ] |
mn 4in
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A substituicao de (2.36),(2.37),(2.39) e (2.41) em (2.32), culmina na seguinte expressao
para GE(z,2'):

(t—t')2—(z—z')?—(y—y') > —(z+2'—2dn)?
exp [—z }
D 4n
Gy (z,2) = 1o 2n—zoo/ { 7
(t—t')2—(z—z')?—(y—y')?—(z—2'—2dn)?
exp |—1
_ [ 5 4n }} (242)
n

Por 1ltimo, calculamos a integral em 7). Para isto, usaremos o resultado (3.471.1)
da Ref. [30]
u €XpP (%) 1 b

onde tomando b = *I- e notando que u — 00, encontramos:

ZCL2

/Oooe}(pgﬂ)dx— jl Im(a?) <0. (2.44)

Finalmente, encontramos:

(t t)?—(z—a")?—(y—y')? — (242" —2dn)*
exp
GR(z,2') { i a7 }
n=—o00 n
exp [_Z-(tft) —(z—2z) f(Z;y) —(z—2'—2dn) }
_ -
1 e 1
167T2 n—z:oo( Z) [(t - t/)2 - (I — $,)2 - (y - y,)2 - (Z + 2z — 2dn)2
1
t—t)2—(r—2)2—(y—vy)?— (2 — 2 —2dn)?
( y—y
2GRz, ) Z 1
47T2 neo | =)= (z —2')? = (y —y)? — (2 — 2/ — 2dn)?
1

(2.45)

TP (@2~ g~y — (2 + 7 — 2dn)?

¢é o propagador de Feynman entre duas placas com condi¢oes de contorno de Dirichlet.
Fazendo n = 0 em (2.45), teremos:
1 1
i (== (=2 = =y~ (= 2
1
(t—t)—(r—a)P2=(y—y) - (z+2)

GR(z, 2" ) o =

(2.46)
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O primeiro termo dessa expressao é exatamente o propagador de Feynman na

auséncia das placas [31], que denotaremos por GR (¥ (x,z'), ou seja:

D (0) T QS/ — v 1 .
GF ( ) ) 47T2 (t _ t/)g _ (:E _ x/)z _ (y _ y/)Q _ (Z _ Z’)2 (2 47)

Notamos que no limite z, — z/,, G O (x,2") diverge. Introduzimos aqui um processo de
renormalizagdo com o objetivo de suprimir essa divergéncia. Essa renormalizacao ¢ bem

simples: ela consiste na redefinicao do propagador de Feynman como segue:

GR(z,2") = GR(z,2") — GE O(z,2") . (2.48)

Portanto, GR (z,2') serd dado por:

D (g, 0') = —— 3 !
Celwa) =1 2 l(t—t')z‘—(:v—m’)t(y—y’)Q—(Z—z’—?‘dn)Q]

e (2.49)
oy [ 1 1
42 = (=) —(r—a')2 = (y—y)? — (z+ 2 —2dn)?|

2.2 Propagador para o campo escalar sem massa - “Placas de Neumann”

Agora faremos o mesmo para a condicao de contorno de Neumann. Essa condicao
assume que a derivada da autofuncao se anula na superficie das placas. Lembrando que
as placas estao localizadas ao longo do eixo z, em z = 0 e 2z = d. Portanto, T i deve

obedecer as seguintes condicoes:

dY z(t,z,y,z2) dT  z(t,z,y,2)
w, =0 lad) =0. 2.50
dz 2=0 ’ dz 2=d (2:50)

O préximo passo consiste na construgao das autofungoes que satisfazem (2.2) sujeito
a condigao de contorno de Neumann, que é expressa pelas relagoes em (2.50). Para isto,

vamos utilizar o ansatz:

T, i(@) =c expli(k; z + kyy — wt)] cos(k, z) (2.51)

Os valores de k, continuarao sendo dados por (2.9) e os autovalores do operador O,
por (2.11). Novamente, as autofungdes devem satisfazer a condicao de completeza (2.12).
Aplicando-a ao ansatz (2.51) e seguindo o mesmo procedimento realizado anteriormente
para a construcao dos modos que satisfazem (2.2) sujeitos a condigao de contorno de

Dirichlet, encontramos o seguinte valor para a constante de normalizagao ¢ em (2.51):

G (2.52)

E importante mencionar que os calculos envolvendo as integrais nos momentos k; e na

frequéncia w sao os mesmos feitos para o caso anterior. A tnica diferenca esta na funcao



35

dependente de z. Para a condigao de contorno de Dirichlet, ¥, x, r,n € proporcional a
fungao seno, enquanto que T, j, x,.» € proporcional a funcdo cosseno. Assim, no célculo
de ¢ utilizamos a seguinte representacao para a Delta de Dirac em z ao invés daquela

apresentada em (2.14):

2 oo /
§(z—2")= 7 > cos <n;rz> cos (m;z ) : (2.53)
n=0

Portanto, as autofuncoes sdo dadas por:

T e oy (T) = exp [i(ky x + ky y — wt)] cos <W> . (2.54)

(2m)3d d

A construcao do propagador de Feynman também é semelhante com as autofungoes
dadas por (2.54). Novamente haverd uma sutil diferenga devido & presenga da fungao
cosseno, que se refletird num sinal positivo para o segundo termo de (2.46) ao invés do

sinal negativo.

Portanto, o propagador de Feynman que satisfaz a condi¢ao de contorno de Neumann

sera dado por:

o0

Nz, o _ !
Ce(00) = 33 2 [(t—t’)Q—(:6—96’)2—(3/—?;’)2—(Z—Z’—an)2

n=—oo

1

Tty =@ —eP -y —yP— (47— 2dn)2] - (255)

confirmando a expressao encontrada na Ref. [32]. Sua expressao renormalizada, obtida
com a remocao de (2.47), é dada por:
i

S s 1
Gp(y ) 42 Z l(t—t’)Q—(x—ﬁ’)Q—(y—y’)Q—(Z—Z’—2dn)2

n=—00,n#0

. : (2.56)
Fie 2 [@ S (e (=)= (17— 2dn)?)
Resumindo, temos
G?(m,x')—% i N2 N2 1 2 / 2
Ar? o G =) = (=) = (y—y)* — (2 — 2/ — 2dn)? |
N : S (2557
_Rn_z_:oo (t—t)2—(z—2)2 = (y—v)?— (242 —2dn)?|’
ég(% z') = 4Lﬂ_2 - i (t—t)2 — (z—a)2 — (yl— y)2 — (z — 2/ — 2dn)?
"i‘*‘”fé“ ) : ~(2.58)
R DI e e e ) B SR VIO
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2.3 Flutuacdes quanticas do operador de campo no estado de vacuo

Utilizando as expressoes (2.57) e (2.58) podemos calcular (0] ¢*(z) |0) para os dois
tipos de condi¢ao de contorno analisados e entdo compara-los. A expressao que nos permite
obter esse resultado estd presente na Ref. [28] e vem dada por:

(0] $*(x) [0) = lim ;G“)(m, ') (2.59)

!
xy, Ty

De fato, da definicio de G (z,2’) na equacio (B.2) do Apéndice B, teremos:

GW(x,2') = (0[{g(x), (") }|0)
= (0] (¢(x) () + o(a")p(x)) |0)
que no limite z/, — z,,, leva a:
lim GU(z,2") = 2(0|¢°(2)[0) ,
Ty =Ty
Assim, ficamos com:
1
lim S GW(z,2") = (0]¢*(2)|0) = (¢*(x)) -
T =Ty 2
Ainda, usando a definicdo do propagador de Feynman em termos da Func¢do de
Green média, G(z,2') e da Fungio Elementar de Hadamard, GV (z,2') na equacio (B.7)
do Apéndice B, podemos escrever {¢?(z)) na forma:
1 1 _
lim ~GW(z,2') = lim = {QiGF(x,x’) + ZiG(:E,x')]

! /
T, =Ty Ty, =Ty

=4 lim Gg(z,2')+i lim G(z,2)

/ !
Ty, Ty Ty, =Ty

e como limys ., G(z, 2/ ) = 0 [28], encontramos, finalmente, que:

(@) =i Jim Gr(e.o'). (2.60)
Em todas estas expressoes, |0) representa o vicuo de Minkowski. Porém, o cdlculo do valor
esperado de ¢?(x) serd feito entre duas placas paralelas. Neste caso, o vacuo de Minkowski,
|0), ndo é o estado de vacuo para os modos Vuo ko kym € Lo kg kym- LOgO, devemos definir
um novo estado de vacuo para cada uma das situagoes, isto é, um estado referente ao
problema de Dirichlet e outro para o problema de Neumann. Denotaremos estes estados
por |04) e |0,,), respectivamente, que estarao associados com os modos dados em (2.17)
e (2.54). Podemos pensar em |04), |0,) e |0) como estados diferentes do mesmo sistema

fisico, uma vez que as duas placas estdo naturalmente inseridas em R? [33].

Assim, utilizando o propagador de Feynman, (04| ¢()|04) e (0,] $*(z) |0,,) serdo
calculados das expressoes:
(0a] &*(2) 10a) = (0] & () [0a) = (0 ¢*(2) [O)usore =@ Jim Gg (') (2.61)

!
T} =Ty
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(0a] 9*(2)[0) = (0u] 6*(2) [0n) — (0] ¢*(2) [0)tivre =@ lim G () (2.62)

Ty =Ty
onde (0| #*() |0)jire Tepresenta as flutuagoes quanticas do estado de vacuo na auséncia

das placas.

Comecamos com o caso de Dirichlet, onde denotaremos o observavel por (04| ¢2(z) [04) b,

ou simplesmente, { $*(x))p. No limite ), — x,, das Egs. (2.57) e (2.61) , temos:

~ ) > 1 (R 1
lim G2 N = __"_ - 4 S
o, O (1) = =1 n:iﬁ:n AP 4 2 s = 2dny
. -1 o0 . o
{ 1 1 ? 1
T 16m2d? n:z_:oo n? * nzz:1 n? * 1672 n:z_:oo (z —dn)?

e notando que para a primeira soma no colchetes, a fun¢ao somada é par, obtemos:

—1 1 -1 00
Lo & 1 1 =1
DO D DR D~ P Of:
Entao
; -1 00 o0
~ i 1 1 ? 1
lim GR(z,7") = — — —
x;gu P ) 1672 d? [ ;OO n? * 712::1 nQ] * 1672 n;oo (z —dn)?
? =1 =1 ? > 1
— _ - — - e — 2.63
1672 d? L; n? N nz::l n2] N 1672 n:z_:oo (z —dn)? (263)
? =1 l > 1
=TS E 2wt T iee 2 = dn)?

A primeira soma pode ser representada em termos da Fun¢io Zeta de Riemann [29], que

possui a seguinte definigao:
((2) =) —; Re(z) > 1. (2.64)

Logo, comparando-a com a primeira soma em (2.63), vemos que z = 2. Ou seja, a primeira

soma ¢ igual a ((2), que tem como valor [29]:

((2) = e (2.65)
J& para a segunda soma, podemos colocé-la na forma:
> 1 1 & 1
Z N 2 . Z R 2
e usando a equagao (1.422.4) da Ref. [30],
> 1
> = 12 cesc?(mx) (2.66)

(z —mn)?

n=—oo
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para x = Z, encontramos o seguinte resultado
00 00 2 2(7mz
1 1 1 m esc?(%F)

S et =-TEL (2.67)

2
z
n=—oo n=—oo (7d — n)

Substitutindo as equagoes (2.65) e (2.67) em (2.63), resulta:

lim G2 ' '
@l 1—%# (z,7) 772 d? Z 167T2 n_z:m (z — dn)
Tz
_ —_—-— 2 - -
872 d2<< )+ 16 de m* esc ( d ) (2.68)
= Z 7T CSC2 <7T>
T 82?6 16d2 d
’l
Jim GR(e o) =~ + 5 o

Retornando a Eq. (2.61) com o auxilio da Eq. (2.68), leva a:

<¢~52($)>D:i lim GR(z,2')

Ty Tp

)
e T e Y a0

e portanto, o valor de (?(x))p serd dado por:

481d2 [1 — 3 csc? (7;2)] : (2.69)

Para a condi¢ao de contorno de Neumann, os calculos sao feitos utilizando as Eqgs.

(qu(x)b =

(2.58) e (2.62). O limite limg 4, GE (z,2') leva & seguinte expressio:

Lo e (™
ey Cr (o) =~ @ ~ Toa ( d > ’ (2.70)
e portanto, (%(x) )y serd dado por:
~ 1 mZ
2 _ 222 . 2.71
@I =z [H?’CSC (dﬂ 271)

Os graficos de (¢*(z))p e (¢*(z) )y sdo mostrados nas figuras 2 e 3. Do grafico de
(¢*(x))p vemos que seu valor é negativo embora tenhamos calculado o valor esperado
do quadrado de um campo que é real. E comum a perda de certas “propriedades formais”
para tais quantidades quando sujeitas & renormalizacdo [33]. Para (¢?(z) )y o resultado é
positivo e coerente com nossa intuicao fisica. Para obter mais conhecimento acerca destas
quantidades, vamos explorar alguns de seus comportamentos. Na proximidade das placas,

ou seja, z — 0 ou z — d, utilizando uma expansao em séries de Laurent, teremos:

1 1
esc?(y) = " 3T oy?), (2.72)
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e entdo para ( ¢%(x))p, encontramos:

(@00~ 5 |13 7z 5+ )]

1 3d?
— 1— -1 (2.73)
482 ( 222 >

B 1
167222

J& para ( ¢*(z) )y, teremos:

. 1 2 1
(¢*(z) )N =~ T [1+3<W222+3+...>1

1 3d?
SR RI Ca (2.74)
48d2 ( + w222 + )
1 1

"o T 16m2
Uma primeira diferenca que notamos entre estas duas expressoes é o sinal do termo
dependente de z, que apesar de ser igual em modulo, é negativo para o caso de Dirichlet
e positivo para o de Neumann. Uma segunda diferenca estd no termo adicional para
(¢(x) )N, que é constante e é o termo dominante. Para { ¢%(z))p, o termo dominante é
aquele que depende somente de z. Para d — 00, a expansao (2.72) pode ser utilizada. Neste
caso, o problema é fisicamente equivalente aquele de uma placa satisfazendo condigoes de
contorno de Dirichlet ou Neumann, isto é, R? x (0, 00), culminando nos mesmos resultados
obtidos em (2.73) e (2.74). Por outro lado, notamos que no ponto médio, z = d/2, temos
(¢*(x))p = —(24d?) " e (§*(x) )y = (12d%)~*. Contudo, devemos salientar que a flutuacio
quantica no estado de vacuo para duas placas nao é igual a soma das contribuigoes de
duas placas de Dirichlet ou de Neumann separadamente. Como fora mencionado acima, as
expressoes (2.73) e (2.74) sao equivalentes ao problema de uma placa. Podemos usa-las
para calcular o efeito que cada placa possui no ponto médio e entdao multiplicar por dois
para obter o efeito das duas placas. Fazendo isso para os dois casos, os efeitos considerando
duas placas de Dirichlet ou de Neumann, separadamente, serao aproximadamente iguais
a —(20d%)7! e 2(15d?)~!, respectivamente. Estes resultados revelam que as flutuagoes
possuem, em modulo, valores maiores para a situacdo onde somamos as contribuigoes
individuais das duas placas do que para o problema combinado destas. A explicacao para
essa diferenca reside no fato que, para o problema de uma placa, contribui¢bes como as
provenientes do efeito Casimir nao estao presentes, diferentemente da situagao de duas

placas. Logo, os resultados realmente nao devem ser os mesmos.
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(#°ea),

Figura 2: Comportamento de (04| ¢*(z) |04)p para d = 1.

(#°va),,

z

Figura 3: Comportamento de (04] ¢*(z)|04)n para d = 1.

No Capitulo 3 construiremos o propagador de Feynman para a situacao de interesse
desse trabalho: duas placas paralelas, neutras e perfeitamente condutoras, sendo este

objeto essencial para o calculo das componentes do tensor energia-momentum, que sera

abordado no Capitulo 4.
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3 O PROPAGADOR DE FEYNMAN PARA O CAMPO ELETROMAGNETICO
ENTRE DUAS PLACAS PARALELAS, NEUTRAS E PERFEITAMENTE CON-
DUTORAS

O objetivo desse capitulo é o de apresentar as componentes do propagador de
Feynman para o campo eletromagnético sujeito as condi¢oes de contorno para um condutor
perfeito. No Apéndice C sao apresentados detalhes acerca da quantizagdo do campo
eletromagnético e da construgao do propagador no calibre de Lorenz, com a escolha do
parametro de fixagao de calibre y como sendo igual a 1. Neste calibre, a equacao de
movimento para Dy, (z,2’) em (C.19) assume uma forma bem simples. Essa relagao é

dada por:

0, Dp (z,7") =1, 6" (x — /). (3.1)

Além disso, temos de (C.20) a conveniente relacao no caso livre, D, (z,2") = —n,, Dr(z,2'),

onde Dg(x,z’) é o propagador de Feynman para o campo escalar sem massa [31].

Para construir as componentes de Dy, (z,2’) precisamos analisar as condigoes
de contorno que devem ser satisfeitas. Nossa configuragao consiste, assim como antes,
em duas placas paralelas. Contudo, adicionalmente, essas placas sdao neutras e o mais
importante, sao feitas de um material condutor perfeito. Essa ultima caracteristica, que é

uma idealizacao, ¢ responsavel por induzir a restricoes sobre os campos elétrico e magnético.

As condigoes que devem ser satisfeitas pelos campos elétrico e magnético sao aquelas
entre dois meios, onde um deles é o vicuo e o outro é o condutor perfeito [34]. Para a

nossa configuracao, essas condi¢oes de contorno sao expressas pelas relagoes

2.B| =0,2xE =0 (3.2)

sendo Z o vetor unitario normal a superficie das placas.

Fisicamente, essas condi¢oes nos informam que o campo elétrico deve ser perpendi-
cular a superficie das placas, enquanto que o campo magnético s6 pode ter componentes
tangenciais a superficie das mesmas. Ambjorn & Wolfram calcularam as energias de
Casimir para campos quanticos e cavidades com geometrias variadas [13]. Para o campo
eletromagnético, eles utilizaram o Calibre de Radiagao, que nao é explicitamente covariante
sob transformagcoes de Lorentz. Contudo, mesmo com a escolha de calibre sendo distinta,

usaremos como ansatz os modos que eles apresentam para as componentes do potencial
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A,,. Estes sao dados por:

=1 sin(kzz)ei(kw$+kyy—wt)
A, = i sin(k,z)eFerthyy=—wt) y
Ay — Z Sin(kzz)ei(kz$+kyy—wt) ( . )
A, = cos(k,z)e!Ferthyy—wt)
Vemos que em z = 0 e z = d, esses modos satisfazem as seguintes relagoes:
0A,

o que também implica na restrigdo dos valores de k,, ainda dados por (2.9). De (3.3),
vemos que ¢, A, e A, satisfazem a condicao de contorno de Dirichlet, enquanto que A,
deve obedecer a condicao de contorno de Neumann. Ademais, a condi¢cdo que expressa
o Calibre de Lorenz também deve ser satisfeita, isto ¢, J,A" = 0. A verificagdo desta

condi¢do com os modos dados em (3.3), leva a seguinte relagao:
A" =89+ V- A

0 , 9 |
= a [Z SiIl(kzZ)@Z(kx;r—&-kyy—wt)] + % [2 Sin(kaz)ez(kxx—i-kyy_“’t)]

0 . o A
+ gy i sin(koz)e Cerhonmet ] 4 2 foos k)l

= w sin(k, Z)ei(kmrkyy—wt) — kysin(k,2) pi(kazthyy—wt)
— kysin(k,z)eFem Rt _ o gin(k,z)elkerthuy=eb

(3.5)

Portanto, teremos:
A" =0 = wo—k Ay — kA, — kA, =0, (3.6)

¢ a relagao decorrente do Calibre de Lorenz que deve ser obedecida.

O proximo passo é confirmar que os campos B e E, construidos com os modos
apresentados na equacao (3.3), satisfazem as condigoes de contorno colocadas em (3.2)
para nosso condutor perfeito, isto é, as duas placas condutoras. Os campos B e F sao

definidos como sendo [34]:

B=VxA (3.7)
. OA
E=-Vo—— (3.8)

Usando (3.3) em (3.7) e (3.8), obtemos:

B

——i{[(ky-+»kz)i — (ky — kz)g]cos(kzz)—%i(kx-+»ky)sin(kzz)ﬁ}e?“”$+kyy_Wt) (3.9)
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—

E = { [(ky +w)E + (ky +w)y | sin(k,z) —i(k, + w) cos(kzz)é}ei(k””kyy_“t) (3.10)

Comegamos a verificagdo das exigéncias estabelecidas por (3.2) com o campo

magnético B. Na superficie das placas, (3.9) é igual a:

(ky + k) sin(k, z) elkazthyy=wt) =0,
z=0
2B, =0= (3.11)
z=d )
(ky + k) sin(k, z) elkazthyy—ot) —0.
z=d
J4 para o campo elétrico E, dado por (3.10), teremos:
[—(ky + w)T + (ky + w)if] sin(k, z) ellkarthyy—wt) =0,
z=0
¢xEl =0= (3.12)
ng
: (= (ky + ) + (ky + )] sin(k,z) eilzathm—sn|  — g
z=d

De fato, os campos elétrico e magnético dados nas Eqs. (3.9) e (3.10) obedecem as condigoes

de contorno (3.2) para quaisquer valores de k,. Isso atesta que os modos (3.3) sao corretos.

Com isso, estamos prontos para calcular as componentes do propagador de Feynman

para nossa configuragao, o que sera feito na préxima secao.

3.1 Dg,(x,2') a temperatura nula

Iniciamos com as componentes para temperatura nula. Para Dgg(x,2’), vemos da
equacao (C.18) do Apéndice C que precisaremos do modo Ay, ou melhor, ¢(z). De (3.1)

extraimos sua equac¢ao de movimento, que vem dada por:

O, Dpoo(z, 2) = 0*(x — 2') (3.13)

Como ja haviamos feito na se¢ao 2, recorremos a [28] para obter uma expressao

para o propagador. Isso, aliado com a relagao (C.20), nos permite escrever:

Drool,2') = i / AT / " dw / =k, / Tk, S e T Eakeon o ()i k()
0 —00 —o0 —o0 n—1 ey
(3.14)

onde a autofungao 1oy, k,.» (%) ¢ assim denotada, pois é construida para o modo temporal
de A, ou seja, Ay dado em (3.3) e E, k, k,n 580 0s autovalores do operador O,, que sao

dados por:

n 2
Eo kg kyn = k2 + k:; + (;) —w?, (3.15)
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atentando-se a restrigao k, = " ,n = 1,2, 3, ..., proveniente das condigoes de contorno para
o condutor perfeito postas pela presenca das placas que sao feitas deste material. Como
podemos ver de (3.4), que esse resultado coincide com aquele proveniente da quantizagao
do campo escalar com condigoes de contorno de Dirichlet e também de Neumann. Dessa
forma, as componentes Dgiq(z,x"), Draa(x,2') e Dysz(x,2’) também serao construidas
utilizando esses autovalores. Consideracoes similares serao feitas para as autofuncgoes
correspondentes as outras componentes do propagador. Precisamos resolver a equacgao
(3.13) sujeita as condigdes de contorno (3.2). A aplicagdo do operador O, na equagao
(3.14), leva a:

a * ee ] / o0 . / o0 . /
O Droo (7, 2) = =il A (atQ oV >/ dr /, e =)y [ e @, L et g

" Z T [k k24 ()’ } sin (W) sin [ 1T
n=1 d d

= —z\)\| / dT/ —zwt t)d(,U/ e’ (z—a' dk‘ / y(y— y)dk‘

y i e—zT [k2+k2+<””) _w2} k:2 N ]{;2 <nﬂ.> ol <W> . ns
n=1 d d d

— —Z‘)\’ / fzw(t ') d / zk:z (z— x’)dk / zky y—y')

2 0y 2 g2, (nm)2_ 2
<y [ki + k2 + (m) —w2] sin (W> sin <"“> / T R =]
= d d d 0

Agora, usando o resultado
o) . 0o
/ e """ dz =lim e
0 e—0Jo

1 0
= —lim [He—i(a—ie)z‘|
—0 | i(a — ie) -
—iaz ,—ez]0 (316)
1. € €
=7 lim l]

e—0 a — 1€

i(a—i€)z

(e 9]

)
a

encontramos

Oa Droo(, ') = —i|A]? /Oo e~ duy /oo ke (=) qf.. /OO em =) qf,
oo 2 / 0o _j 2,12, (nx 2_w2
X ngl lki + K + (i;) — wQ] sin (nzz) sin (m;z ) /0 s [k”kﬁ( ) } AT
‘)\’ / —Zw(t ') d / Z (z— x/)dk /
00 2 , 5
X n;l l/{:i + k; + <n;) — wQ] sin (n;rz) sin (m;z ) [ki + k;f/ + (?) _ wﬂ
= _‘)\’2 /OO e~ w(t=t") 7., /oo eikm(z*“/)dkx /oo eiky(y*y/)dky

e nmwz nmwz'
X sin <> sin < ) ,
2 i

-1
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E relembrando as representacoes da Delta de Dirac dadas em (2.14), ficamos com:

2
Oy Droo(z,2') = _@m7d W) A28 % (z —2').
Mas da equagao (3.13), segue que:
— 4 (27T)3 d 2 . 2 2
O, Dpoo(z, @) = 64 (x — ') = — 5 AF=1. M = “@nd (3.17)

Conhecido o valor de [A|?, voltamos a (3.14) e encontramos Dggo(, ). Examinando

(3.14) com essa escolha de A, vemos que:
Droo(z,2') = =GR (z,2'), (3.18)

onde GR(z,z') é o propagador de Feynman renormalizado para o campo escalar sem massa
sujeito a condi¢ao de contorno de Dirichlet que foi encontrado no capitulo anterior (veja a

Eq. (2.49)). Assim, Dpgo(z,2') também ja estd renormalizado.

Portanto, usando (2.49), temos

N 7 e 1
Dpoo(z,2') = —— Y
42— (=)= (x—2')? = (y —y)? — (2 — 2/ — 2dn)?
= O;;eo( )2 = ( )2 —( ) (3.19)
T - L
4?2 = (t—t)2 = (x — )2 — (y —y')? — (2 + 2/ — 2dn)?

No caso de Dygy1(z,2") € Dpaa(z, '), também teremos uma correspondéncia entre
o propagador de Feynman para o campo eletromagnético e o campo escalar. Para cons-
truir essas componentes, precisaremos dos modos A, e A, dados em (3.3), que como ja

observamos, também satisfazem a condi¢ao de contorno de Dirichlet.

Dessa forma, analogamente ao que ocorre para Dgg(z,z'), teremos as seguintes

relagoes:
Den(z,2') = GR(z,2) |
~F11( ) NF( ) 5.20)
Dros(2,2") = G (z,2'),
e novamente, recorrendo a equacao (2.49), encontramos:
Dgyi(,2') = Dpos(z,2') = i i 1
F11(Z, F22 3
47T2 n=— oon;éO (t - t,)2 - (ZL’ - I/>2 - (y - y,)Q - (Z — 2 — 2dn)2
Z 1
47T2 n=—oo t/)Z - (IE - x/)Z - (y - y’)Q - (Z + Z, — 2dn)2
(3.21)

Finalmente, para Dyss(z, 2), dos modos dados em (3.3), observamos que A, obedece
a condi¢ao de contorno de Neumann. Seguindo o que fizemos acima para DFOO(J:, x'), mas

agora usando A, podemos obter a seguinte relagao:

Dyss(z,2') = GY (z, '), (3.22)
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e da expressdo calculada no capitulo anterior para G (z,2’), dada pela equacio (2.56),

obtemos:
~ 1 > 1
DF33(33,1”) = Z l ]
42—~ t—t)2—(r—2)?—(y—vy)?— (2 — 2 — 2dn)?
ne—oemzo L(E—1)% = ( = (y—y)*—( ) (3.23)
T !
4?2 = (=) —(r—a')2 = (y—y)?— (z+ 2 —2dn)?]|

Dessa forma, calculamos as componentes do propagador de Feynman para o
campo eletromagnético entre duas placas paralelas, neutras e perfeitamente condutoras a

temperatura nula. A seguir, faremos o mesmo para temperatura finita.
3.2 Dg,(x,2') a temperatura finita

Para obter o propagador de Feynman a temperatura finita devemos modificar o
estado no qual os valores esperados do produto de operadores sao calculados. Na se¢ao 3.1,
para calcular Dy, (z,2) utilizamos o estado de vacuo |0), que é um exemplo de estado
puro. Contudo, a temperatura finita, Dy, (z,2") devera ser calculado através da média
no ensemble, isto ¢, uma média sobre um conjunto de estados do espago de Hilbert em
questao. Para sistemas com T' # 0, serda mais conveniente usar o formalismo do ensemble
Grao-canonico, onde é permitido que o niimero de particulas varie [35]. Neste ensemble, a

funcao particao vem dada por:

7 =Y e PEmmm) = = h0 (3.24)

J

sendo Q o Potencial Termodinamico [31] e 8 dado por:

8= ; (3.25)

Seja | 1; ) um estado puro do espago de Hilbert em consideragao. Para um operador A,

sabemos que a média no ensemble a temperatura T = 1/ é obtida da relagao:

(A)g = ZPZWJJ Al (3.26)
onde p; é o autovalor do operador matriz densidade p, cuja definicao é:

p=exp[B(Q+ puN — H)] (3.27)

Sendo |1); ) autoestado dos operadores N e H’, com autovalores iguais a n; e E;, através
de (3.24) e (3.27), encontramos:
e B(Ei—pni)
pl - Z

N e H denotam o operador Niumero e o operador Hamiltoniano, respectivamente. Para mais
detalhes, consulte a Ref. [31].

(3.28)

7
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Como a soma de todas as probabilidades deve ser igual a unidade, ou equivalentemente,
Trp = 1, podemos verificar que o valor esperado (3.26) do operador A no ensemble se

reduz a:

(A)g=TrpA. (3.29)

Com esta expressao podemos partir para o calculo das fungoes de Green a temperatura
finita. Iniciamos com as fung¢oes de Wightman (ver Apéndice B). A média no ensemble

( )p sera denotada por:

G (. 2') = (3(x)d(z'))

(3.30)
G (x.a') = (B(a') () 5.

Considerando o potencial quimico nulo, introduzimos o quadro de Heisenberg para ¢(Z, t)
[31]:

6(t,7) = €1 3(0, &) e~ 1" (3.31)
Se t for interpretado como uma variavel complexa, entao esta pode ser continuada ana-

liticamente para um valor imaginario puro ¢t = —i7. Voltando as fungoes de Wightman

térmicas em (3.30) e calculando G (z,2") com o auxilio de (3.31), encontramos:

ngr(t’ f; t/, fl) _ Ir »e_IBH ¢(t,_f) ¢(t,, f/)} _ Tr [e—ﬁH ¢(t’ f) efH G_BH(b(t/, f,)}
Tre PH TrePH

Tr [e=BH et (0, 7) e~ 1HE BH o~0H (¢!, f')}
N Tre PH

L ) (3.32)
N Tre BH

Tr |g(t +iB, e ot &) Tr [e P o(t', ") §(t +i8.7)]
- Tre PH - Tre PH

=Gyt +ip, 4t 7")
onde usamos a propriedade T'r AB = Tr BA. Para G (t,%;t',Z'), o célculo é andlogo.

O propagador de Feynman térmico é definido pela expressao [36]:

iGo(z,2) = Tr [p T (¢(z)p(2))]

3.33
= Tr [e7" T (¢(z)p(a)))] 33

onde .7 é o Operador de Ordenamento Temporal.

Para obter uma forma semelhante a que obtemos em (3.32) para G (t,Z;t', 7”)
vamos considerar a continuacao analitica de t, que como ja mencionamos anteriormente,
consiste em ter t = —i7. Vamos considerar a situacao onde 7/ — § < 7 < 7/, sendo 7’ = it’.
Seja T a coordenada temporal imaginéria de 7, que por sua vez, ¢ dado simplesmente

por T, := (T, ). Esta coordenada temporal 7 denota o tempo imaginario resultado da
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translacao de 7 por 3, ou seja, T, possui as mesmas coordenadas espaciais de z, mas

coordenada temporal imaginaria 7 + 3. Logo, teremos:

T 71 T (¢(7, D)o (7', &"))] T 71 o7, B)g (7', &")]

iGo(T, 7, T

TreBH TrebBH
T {e‘BH {ePH (T, f)e_ﬁH}gzﬁ(T’,f’)} _Tr [gzﬁ(r, f)e_BH(b(T’,f’)}
TrePH TreBH
Tr e (', 3)¢(r,&)|  Tr e T (g(r,5)p(r, "))
Tre PH TrePH

— (B 2 2!
=1GR(r, %, 7,2,
e assim, vemos que:

Gu(r+ B, 77,2 = Go(r, &7, ). (3.34)

Portanto, se Gg(T, 7,7, 2") é tal que |T — 7| < 3, este serd periédico em cada
variavel temporal com periodo igual a . Esta periodicidade representa uma condigao de
contorno adicional que deve ser levada em consideragao na construcao do propagador de
Feynman térmico. A relagdo dada pela equacao (3.34) é conhecida na literatura como
Condigao KMS devido a Ryogo Kubo, Paul Cecil Martin e Julian Schwinger [37].

Equivalentemente, se as autofungoes do operador O, sdao denotadas por ¥(7,7),
estas deverao satisfazer a seguinte condi¢ao de contorno adicional decorrente da condi¢ao
KMS:

U(r+6,x,y,2) =V (r,x,y,2). (3.35)

Na secao anterior apresentamos os modos que satisfazem as condigoes de contorno
para o condutor perfeito, que no nosso problema é representado pelas duas placas pa-
ralelas, neutras e perfeitamente condutoras. Estes modos sdo dados na equagao (3.3) e
utilizando qualquer um destes, podemos constatar facilmente que a condi¢ao de contorno

de periodicidade no tempo imaginario dada pela equacao (3.35) leva a:
B — 1,

de onde vemos, que diferentemente do caso de temperatura nula onde a frequéncia w é
continua, & temperatura finita, w assumird valores discretos dados por:
2mm

Estas frequéncias sdo conhecidas na literatura como Frequéncias de Matsubara. A integragao
em w presente no propagador de Feynman na representacao de “tempo proprio” para
temperatura nula dado na equagao (3.14) serd agora substituida por uma soma no indice
m de —oo até oo com os valores de w dados pela equagao (3.36). Ao calcular o propagador
a temperatura finita com estas alteracoes, podemos constatar que havera uma mudanca

na coordenada temporal, dada por:

t—t—ifB. (3.37)
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A implementagao dessa mudanga na coordenada temporal faz com que a diferenca (t — t')
se torne (t —t' —imp3). Reforcamos que a equagdo (3.1) deve ser resolvida novamente com
a condicao de contorno adicional da periodicidade do propagador expressa pela equagao
(3.34), o que basicamente, consiste em implementar a modificagao dada pela equagao
(3.37). Embora tenhamos derivado as fun¢oes de Green térmicas para o campo escalar,
a generalizagao para o campo eletromagnético é direta: ao invés de usar o operador de
campo ¢(Z,t), teremos A,(7,t). Como as expressoes para o propagador a temperatura
nula foram calculadas em (3.19), (3.21) e (3.23), podemos utiliza-las para implementar a
mudanga na coordenada temporal descrita em (3.37). Ao fazermos isso, encontramos que

as expressoes para Dg,, (z,2") a temperatura finita serao:

Dg‘OO(x7 x,) -

 4r? ; _Z; (t—t —imB)2—(x—a2)2—(y—y)2—(z— 2 —2dn)2 (3.38)

T 2 2 (t—t' —imB)2 —(x — ') — (y —y')? — (2 + 2/ — 2dn)?

n=—oo m=—oo

Dgn(%x/) = ng(x,x') =
2 =B — =V — (= yP — G720 (339

n=—oo0 Mm=—0o0o
1

 4m2 Z Z (t—t' —imB)2— (v —a")2—(y—y)?— (242 —2dn)?’

n=—000 Mm=—0o0

D§33(l’,l‘/) =
A2 Z Z (t oy Zmﬁ)Q _ (x _ x/)2 _ (y _ y/)2 — (z — 2 — 2dn)2 (3.40)

n=—0o0 Mm=—0oo
1

Z’ oo oo
+477r2 2 2 (t—t' —impB)2—(x—2')2— (y—y)? — (2 + 2/ — 2dn)?

n=—oo m=——0oo

B

Fu (T, 7'), na primeira das somas

E importante frisar que em todas estas componentes de D
duplas, ou seja, aquela que carrega a diferenga (z — 2’ — 2nd) no denominador, o termo
n =m = 0 deve ser removido, ja que este corresponde a contribuicao de Minkowski, que

como sabemos, é divergente no limite x;l — Ty

Portanto, temos calculado as componentes do propagador de Feynman renormali-
zado para o campo eletromagnético entre as duas placas paralelas, neutras e perfeitamente
condutoras a temperatura nula e a temperatura finita. No Capitulo 4, com o auxilio
dos resultados aqui obtidos, calcularemos as componentes do tensor energia-momentum

eletromagnético para o nosso sistema.
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4 TENSOR ENERGIA-MOMENTUM ELETROMAGNETICO ENTRE DUAS
PLACAS PARALELAS, NEUTRAS E PERFEITAMENTE CONDUTORAS

Neste capitulo apresentamos os calculos para obtencao das componentes do tensor
energia-momentum eletromagnético entre duas placas paralelas, neutras e perfeitamente
condutoras. O conteido desse capitulo serda de extrema importancia, uma vez que as
componentes de (T}, (z)) representam a densidade de energia eletromagnética, as pressoes

de radiacao e os fluxos de energia.

O valor esperado do tensor energia-momentum eletromagnético pode ser calculado
através do propagador de Feynman. De Deustch & Candelas [38], segue que tanto para
T = 0 ou a temperatura finita, teremos:

<Tuu(x)> = —¢ lim {aa a/DFw/ - (9M a/DFaV - aaV/DFM @ + aw,/DFa @
!, =T
wo (4.1)

—;77#,, (8a alDFgﬁ — aa 'Blbpg a) }

lembrando que Dy, (z,2") = Dgy,(7,2') — D© g, (v,2) é o propagador de Feynman
renormalizado. O processo de obtencdo da férmula (4.1) pode ser encontrado com mais
detalhes no Apéndice D.

Veremos que um aspecto fundamental de (7),,(z)) é que todas suas componentes
fora da diagonal principal sao nulas. Calculando as componentes nao nulas através de
(4.1), encontramos as seguintes expressoes:

(Too(z)) = B lim {aOO’DFll + 0oy Draz + Ooo Drss + 011 (DF22 + DF33)

!
Ty = Ty

+ O (DFH + DF33> + Os3 (DFII + [71?22) + all’DFOO + 322/[)1?00 + a33'DF00} )

(4.2)
i g 5 g .
(Thi(x)) = 5 Jim {(800' — O — O33/) Dp11 + Owrr (DFOO — Dpaz — DF33>
x Zu
" (4.3)
— Door (DF22 + DFSS) + Oay (DF33 - DFOO) + 033/ (Draz — DFOO)} )
[ ~ = ~ ~
(Toa(7)) = 5 a:’hﬂm:v { (Ooor — Oazr — O33/) Dz + Oog (DFOO — D11 — DF33>
meo (4.4)
— Joor (DFll + DF33) + O (DF33 - DFOO) + D33/ (DFll - DFOO) } )
(Ts3()) = D) ,ILm { (Ooor — Or1r — Do) D33 + sy (DFOO — Dp11 — DF22)
TuT (4.5)

- 800’ (DFll + DF22) + 811’ (DFQQ - DFOO) + 822’ (DFH - DFOO) } .
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E interessante observar que como DFll(Z’,l’/ ) e [?Fgg(:v,as’ ) sao iguais, entao (T11(x)) e
(Ty()) também serdao. Essas componentes, sejam para o propagador de Feynman sejam
para o tensor energia-momentum, sao iguais porque se referem a quantidades ao longo
da direcao paralela a placa. Essa simetria é revelada através das condi¢oes de contorno
para o condutor perfeito. De 14 vem os modos nas dire¢oes paralelas, x e y, que devem ser
iguais. Os modos ao longo da direcao z sao diferentes, pois é ao longo dessa direcao que

estao localizadas as placas, o que leva a quebra de isotropia espacial.

O tensor energia-momentum em (4.1) é convenientemente decomposto em trés

termos [24], podendo ser colocado na seguinte forma:

(T )y = (L) ©) + D) 0y + (L) (c0) - (4.6)

onde (T},,) () é 0 termo correspondente & temperatura nula, (7},,)(r,q) € 0 termo misto, isto
¢, a temperatura finita e dependente da distancia entre as placas, e finalmente, (T),,) (o0)
que representa o termo da radiacao de corpo negro, que consiste na situacao onde T e d

tendem ao infinito.

A partir de agora, as componentes destes termos serao calculadas. Adotaremos a

seguinte denominacao:

« Componentes de Casimir, que correspondem a (7}, (z)) em T =0 : (T,)(0);
+ Componentes da radiacao de corpo negro, isto é, (T, (2)) em T — 00 : (T))(c0);
« Componentes mistas, ou seja, (T,)(1,4);

o (T,)(r) para ambos os regimes, ou seja, obter as componentes através de (4.6).

4.1 As componentes do termo de Casimir : (7),,) )

No capitulo anterior calculamos as componentes do propagador de Feynman renor-
malizado para o campo eletromagnético entre duas placas paralelas, neutras e perfeitamente
condutoras a temperatura nula. Estas componentes sao dadas no texto pelas equagoes
(3.19), (3.21) e (3.23). Junto com as expressoes gerais para as componentes de (7, (x))
dadas em (4.2), (4.3), (4.4) e (4.5), podemos calcular as componentes do termo de Casimir
do tensor energia-momentum, o que resulta em:

7T2

(Too) o) = T i (4.7)
7.(.2
(Th1)(0) = (T22)(0) = 0 i’ (4.8)
2
T
(Ts3)0) = (4.9)

T 24044
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A expressao de (Tyo) (o) encontrada é denominada Densidade de Energia de Casimir. Para
as pressoes de radiacao, vemos que (T11)) € (T22)0) que sao iguais pela simetria do
problema, sdo positivas, ao contrario da Pressao de Casimir, dada por (T33)(0), que tende a
—o00 a medida que a distancia de separacao entre as placas tende a zero. Mais comentarios

sobre estas expressoes serao feitos no Capitulo 5 .

4.2 As componentes do termo de Radiacdo de Corpo Negro : (7},,) ()

Como mencionado anteriormente, as componentes de (7},,,) () correspondem aquelas
da Radiagcdio de Corpo Negro. Para calculd-las, devemos colocar n = 0 em todas as
componentes do propagador a temperatura finita e desconsiderar todas as somas neste
indice, visto que nao estamos interessados nas contribuigdes advindas do vacuo. Recordamos

que tais expressoes sdo dadas pelas equagoes (3.38 - 3.40).

Dessa forma, desconsiderando as somas em n, ficamos com as seguintes expressoes
para DFW(x, ) p=o:
~ 7 > 1
DS (z, 2 )y = —— ,
FOO( ;2 )n=0 A2 Z (t—t —imB)?2 — (x —a2')2 — (y —y)2 — (2 — 2')?

1 s 1
N P DI oy o) gy e
(4.10)
D§11($a$/) D ( />n—0 =
7 © 1
zmzm_%;mﬂ (t—t' —imB)2 — (x —a')2 — (y —y)% — (z — 2/)? (4.11)
) ° 1
Q= DI ey ey gy e
D5 (z, ) _ i 1
R0 T gy =t —imPE = (m— 2= (y—y)P— (2= 2)?
) s 1
N0 D e e s ey e

(4.12)

Iniciamos com (Tp0) (). Utilizando a expressao (4.2) junto com (4.10 - 4.12), e

depois calculando as derivadas e o limite z — 2/, leva a:

(Too) 3 i 1 3 l i 1 N i 1 ]
00/ (c0) — —_— = _ — 1,
(00) 2 34 e mi  w2pt | S md = mA

e atentando-se ao fato que o termo na soma, isto €, # é par, entao podemos fazer m — —m

na primeira soma. Isto implica em:

311001]

(Th0) (00) =25 > — 4> —

4 4
m*  =m

> 1 > 1
72 34 [Z:m+zzm]:7r254z
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e sendo esta soma igual a [29]

4

> 1 T
=2 3= (4.13)
m=1
obtemos finalmente que:
n2 T
(To0) (00) = ST (4.14)
Para (T11)(0) € (T32)(0), teremos:
1 kS 1 1 O A |
T — T - _— = R -
T =Pl = Zaga 2. o = g Lt S
1 > 1 > 1 2 X1
e de (4.13), resulta:
7T2 T4
(T11) (00) = (T22) (00) = IE (4.15)

Por fim, para (T3) (o) encontramos o mesmo valor de (T11) (o) € (T22) (), OU S€ja.

w2 T4

T33) (00) =
< 33>( ) 45

(4.16)

o que ¢é esperado, pois sabemos que a pressao para a radiagdo de corpo negro ¢ homogénea.

Os resultados obtidos em (4.14 - 4.16), podem ser concatenados em uma tnica

expressao como segue [24]:

1
(T35) (00) = 3035 {To0) (o) - (4.17)

3
Calculados os termos de Casimir e da radiagdo de corpo negro, na se¢ao 4.3

determinaremos o termo misto de (7),,).

4.3 As componentes do termo misto : (7),,)rq

Nessa segao calculamos o termo misto de (7),,(z)). Estas componentes desaparecem
para T" = 0 e para d — oco. Para obté-las precisaremos das expressoes do propagador
de Feynman a temperatura finita. Estas foram encontradas na tltima se¢ao do capitulo
anterior, e sdo dadas pelas equagoes (3.38 - 3.40), enfatizando a necessidade em se remover
o termo n = m = 0 correspondente & contribuicdo de Minkowski, que é divergente no
limite 2, — x,. Na subsegao 4.3.1, discutimos o regime de baixas temperaturas e/ou
pequena separagao entre as placas. O regime de altas temperaturas e/ou grande separacao

entre as placas é tratado na subsecao 4.3.2.
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4.3.1 (Tw)ra para — 0

Comegando com (Too)(r,4), calculando todas as derivadas em (4.2) e tomando o
limite x — 2/, obtemos:
1 > i 4 d*n? — 3m?[3?
T - ¥ S ,
{Too) .0 2 (m252 + 4d2n2)°

T n=—00,n#0 m=—00,m#0

onde ja vemos a independéncia na coordenada z, o que reflete a homogeneidade do
problema. Podemos reescrever as somas, dividindo-as em duas partes, a saber, de m e
n indo de —oo a —1 e de 1 a co. Agora observamos que a fungao de m e n é par com
respeito a ambas variaveis. Dessa forma, as somas de —oo a —1 e de 1 a oo sao iguais.

Mais detalhadamente, temos:

1 00 00 4d277,2 _ 3m262
{Too)(ra) = T2 Z Z 232 272)3
T n=—o0,n#0 m=—o00,m#0 (m 5 +4d°n )

-—%|x ¥

m? | 7=—00 m=—00,m#0 ( 262 + 4d*n 2 nzjl m——%o:m;éo (m262 + 4d2n2)3
1 [ 0o 4d2n2—3m262 0o 0o 4d?n? — 3m2 B> ]

L[ & & 4 -3m%p > AP 2—3m252]

-5 |X ¥

T |t m="aomzo (M?B? +4d°n?) nzlm__gm;ﬁo (m2pB2 + 4 d2n2)?

1 =7 & 8d2n2—6m262 > 8d*n? — 6m?p?
:_72 Z m2 32 223+Z 222 2,,2\3
@ n=1 Lm=—oc0 6 +4dn) m:l(mﬁ +4dn)
| X & 16cz2 2 _ 12m2p2
:_TZZ 2132 2,2
T 1 (m2pB +4dn)

(4.18)

Agora faremos uso de um resultado presente na Ref. [24]. Brown & Maclay traba-
lharam no mesmo problema de encontrar as componentes de (7}, (z)) entre duas placas
paralelas, neutras e perfeitamente condutoras, mas utilizando um método diferente do
nosso. Contudo, ao calcular as componentes do tensor energia-momentum, em certo ponto
intermediario dos céalculos, somos levados a mesma expressao. Definimos como eles, uma

funcao arbitraria f de uma variavel &, tal que:

fff; 2@ : (4.19)

n=1 26)% n?|

onde

=2 (4.20)

As componentes do termo misto do tensor energia-momentum serao dadas em

termos dessa fungao f(§) [24]. Para (Tyo)(r,q), teremos:

W) _ SO £dfE 421)

(Too) (1,a) = F7R dtde
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onde
u(§) = f(§) +&s(8) (4.22)
com s(§) sendo igual a: ]
s(§) = —j;i(g). (4.23)

Usando (4.19) e (4.21) é facil verificar que somos levados a nossa expressao (4.18).
Para (Th1)(r,a) € (T22)(r,q), utilizando (4.3) e (4.4) juntamente com as componentes do

propagador & temperatura finita (3.38 - 3.4())7 encontramos:

(e.) o0 1
(T)(ra) = (Ta2)(r.a) = Z > 5 - (4.24)

n=1m=1 (m262 + 4 d2n2>

Novamente, consultando [24], para (Th1)r.q) € (T22)(1,q)

1€

<T11>(T,d) = <T22>(T7d) == 4

(4.25)

e vemos que de (4.19) somos levados a (4.24).

Ja para (Ts3)(1,q), utilizando (4.5) e as expressoes (3.38 - 3.40) para as componentes

do propagador térmico, encontramos:

o) [e%e) 262 12d2 2

(T33) (1,0) g Z: m? B 4 42 n2) (4.26)
que pode ser colocado equivalentemente em termos de f(§) [24]:
0 [f(©)
T =——|—=. 4.2
(T33) (7,0 5d [ B (4.27)

Resumindo, temos que os termos mistos de (T},,)(r,q) em termos de (&) sao:

w) _ [ £dfE)

(Too) (r.0) = 7S TR 7} dg

(Th1)ra) = (Ta2) (r.a) = —fcgf) (4.28)
0

(Ts3)(1,0) = ~3d [fc(l?] :

Devemos agora estudar o comportamento assintético da fungao f(§) para os regimes
onde £ — 0 e & — oco. A expressao que define f(§) em (4.19) pode ser colocada na seguinte

forma:

4oooo

1 (0] (o]
f - 47T2 Z Z )2 n2]2 T 4r2 Z:: z:: mg) ] : (4-29)

nlml

Para o somatoério em n, o uso da equacao (5.125) da Ref. [39], resulta em:

Z_% nZ 1 b2 = o + 10 coth(mb) + 1 csch2(7rb) ) (4.30)
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Logo, aplicando-a & equagao (4.29), encontramos:

1 & 1

2
fO=—5> |- T— coth( ) b csch? <m7r>
anle(g) ey VX e \X
B 1 [ 8¢ 2xgd m2£2 mm
~—i & e T () + T e (5 )

Nesse momento, iniciamos a investigagao dos comportamentos assintéticos de f(&).

(4.31)

Para tanto, faremos uma andlise termo a termo na equagao (4.31). Comegamos pelo regime
de baixas temperaturas e/ou pequena separacao entre as placas, isto é, ¢ — 0. Para a

funcao cotangente hiperbodlica, temos:

b mi cosh(mm /2¢) emm/2 4 g=mm/2
co — _
sinh(mm/28)  emm/2%6 — g—mm/2¢

2

(4.32)
e
1 e/
e no limite & — 0,
m7r/2§ —m /2
. mm +e
%1_1}1(1) coth <2§> %—m e T — T =1. (4.33)

Portanto, em leading order, coth(mm /2¢) tende & unidade. Como o termo e~"7/¢ é
exponencialmente pequeno para & — 0, podemos invocar a aproximagao binomial e entao

escrever
1

e Lt e~mm/tE (4.34)

Dessa forma, segue que:

mm 1 4 e—mm/E
coth =~ (1+ e_mﬂ/f 1+ 6—m7r/§

=14+ 26—m7r/§ + e—2m7r/§ )
Para a fungdo cossecante hiperbdlico ao quadrado em (4.31), teremos:

csch? mr 1 = ( 2 )2
25 smh ( - ) - emm/26 _ o—mm/2¢
4 4

= = 4.36
(emﬂ/Qf _ €—m7r/2£)2 [emﬂ/Qg(l _ e—mw/f)]Z ( )
4 e=mm/é
(1 —e-mn/&)?’
e tomando-se o limite ¢ — 0, implica em:
—mm /¢
limesch? [ 20 ) = 4 lim e— =0. (4.37)
£—0 25 £—0 (1 —e mﬂ/{)
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Portanto, em leading order, csch2(m7r /2¢) tende a zero. Novamente, recorrendo a

aproximacao binomial para e ™"/¢, obtemos:

4 e—mn/§
csch? <m7r> = (6 ~ 4e /¢ (1 + Ze_m”/é)

26 1 — e—mn/€)? (4.38)

_ 4€—m7r/§ + 86—2m7r/§ )

Dessa forma, podemos escrever a expressao assintética para f(§) que expressa seu

comportamento para & — 0. Retornando a equagao (4.31) com (4.35) e (4.38), encontramos:

1 & 8¢t 2med w2E2 mm
f(f)z—mz; [—m4+ th<2€>—|— csch? <2§>]

1 oo 8 4 1T 3 7T2 2
N m}_jl [—ﬂi | e - (142678 4 e72mm/8) 4 mi (4e7mmre + 86—2””/5)]
9¢t o 1 3 0 1 63 00 e—mw/&
[P DI = D R D
3 o 672m7r/£ 00 7mTI'/£ 72mﬂ'/§
o s - 27 Z

e usando a representacao da Fungdo Zeta de Riemann (2.64), vemos que:
o0
1

@) =2 — . Z (4.39)

m=1 =

onde C(4) = “—4 [29]. Assim, a equacao f(£) no limite & — 0 se torna:

3 oo 1 §3 [e%s) e—mTr/E

- Zﬁ_% ﬁ—?mzl =
3 oo e—2m7r/§ QZ —mTr Z —2m7r/§
-5 —2¢2
2T
B 547.‘_2 B 554'( ) B éj f: e—mw/f B i?; 00 e—2m7r/§ _52 i e—mTr/E _252 i e—2m7r/§
45 27 T iz md 2r —~  m3 = m? = om?

Podemos simplificar essa expressao um pouco mais. Para os termos envolvendo

e~™"/¢ notamos que:
o0
S el = e eI eI

m=1

—e (14 pe L )

e observamos que em leading order, essa soma tende a e~™/¢, uma vez que as exponenciais

no ultimo parénteses sao extremamente pequenas no limite £ — 0. Considerando termos

¢
5—, VEImos que:

00 —m7r/§ s e—27r/§ 6—37{'/5
Z et ——+ + ...

da forma &

9

—m/€  o—2m/E
— e/ (14 C ¢
e < + 1 + 9 + ) )
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onde outra vez, o termo dominante dessa soma tende a e~ ™¢. Entretanto, os termos
exponenciais sao agora ainda menores, ja que cada um ¢ dividido pelo quadrado de m.
Dessa forma, concluimos que nesse limite

oo —mn/
¢ ~ e (4.40)

2
m=1 m

e—mﬂ'/f

Analogamente, para a soma em m de “——, implica:
00 e—m7r/£
e e/ (4.41)
m=1

Como ja estamos desprezando termos exponenciais da forma e /¢ , entao nao iremos

considerar termos da forma e~27/¢, em razdo destes serem ainda menores.

Por fim, somos levados a seguinte expressao para f(£) no limite & — 0

o i) [é —n/ —on/
f() = B 2. —[WJF&?]e S 0%, (4.42)

Isso ja é suficiente para prosseguirmos com o calculo das componentes do termo
misto do tensor energia-momentum. O comportamento assintético para o regime & — oo

serd obtido na subsecao 4.3.2.

Voltando as expressoes para as componentes em (4.28) juntamente com a expressao

(4.42), para (Too)(r,a), teremos:
u(@) _ &) £df(§)

T = — =
< 00>(T,d) d4 d4 dt de

54 2 £3C 3 53 52 . ik -2 /€
B 457;4 B 2724) B <7rd4 * d4> e (€d4 :
4 3
P £¢(3) e /8 (263 O(e=2/%) 2
= mat YT G a BV <7r+£2> AT (1_ g)

A2 3¢(3 e T/ (263 O(e /¢ 2T
S ORI I Gl N A
15d* mdt d* T d* 19
Negligenciando os termos exponencialmente pequenos e usando (3.25) para escrever o
resultado em termos da temperatura T, encontramos:
w2 T N ¢(3) T3
15 rd

(Too)(r,a) = — (4.43)

Para (T11)(r,a) € (Th2)(1.0), de (4.28), teremos:

<T11>(T,d) = <T22>(T,d) = _f;?
54 2 €3g 3 53 52 7ﬂ_ O(e /¢
:_457;4+ 27T(d4)+<71'd4+d4>e /6_(6654)7
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onde desprezando os termos exponencialmente pequenos, implica em:

BT (BT

T T _ 4.44
(T1)r,a) = (Ta2)(1,0) 5 e d (4.44)
Por dltimo, para (T33)(r.q), de (4.28), segue que
d [f()
T S FASY
(Ts3) (1,0) 9d [ B
P ) 3¢(3 3 2 O (e—2m/¢
__ofen ) (€ €Y e, 0
od |45 d3 21 d3 Td®  d3 d3
0 [RTU_ T (T T L, Ol
od 45 27 T d d3
w2 T4 T T? 3 2
— _ 0 s —m/Td Vi —27/Td < o >
15 +<ﬁ ﬂ)e oG e )
onde mais uma vez, preterindo termos exponencialmente pequenos, encontramos:
w2 T
T: = - 4.45
(Ts3) (1.0 5 (4.45)

Em resumo, os termos mistos do tensor energia-momentum no limite & — 0 serao:

2T N ¢(3)1*

Too)(r.a) = —
(Too) (7.a) 15 rd
m Tt ((3)T?
. . _ 4.46
(T1) 10y = (T22)(1,0) 45 + ord 0
7T2 T4
Ts)ra) = —
(Tss)(1,0) 15

4.3.2 (Ty)(r,a) para { — oo

Para encontrar as componentes do termo misto do tensor energia-momentum no
limite £ — oo podemos seguir um caminho semelhante ao que foi feito na subsegao anterior.
Nao obstante, isso seria mais laborioso. Gragas & uma simetria envolvendo (&), que conecta
os regimes £ — o0 e £ — 0, somos capazes de obter facilmente a forma assintética de f(&)

para o limite desejado.

A simetria de Inversao de Temperatura foi observada pela primeira vez por Brown
& Maclay [24] . Anos depois alguns trabalhos foram publicados com o propésito de
compreendé-la em mais detalhes. Dentre estes trabalhos destaca-se o de Ravndal &

Tollefsen [40] que mostram que essa simetria é satisfeita também para campos fermidnicos.

Essa simetria é expressada matematicamente pela equacgao

F(6) = (2)* @) | (4.47)
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Para & — oo, f (i) assume o comportamento de argumento pequeno, ou melhor, é — 0.

Dessa forma, regressando a equagao (4.42), obtemos:

F©) = (29 f (L)

:1664[7T2 1 ¢(3) 1 (1 1 " 1 >6_4ﬂg+ﬁ(e—8ﬂ£)]

4525664 27 64€3  \ w6463 T 16£2
™1  ((3)¢ (15

4516 2r 4 \4nx

— 2 —471'5 —87r5
516 27 4 +§>6 ToE)

e portanto, o comportamento assintético de f(&) para & — oo é dado por:

f(§ = 77;20 — Cgir)g — <4€r + §2> e L O(e7¥) (4.48)

Imediatamente, podemos retornar a (4.28) com esta expressao e encontrar os termos

mistos do tensor energia-momentum no limite { — oco. Para (Tyo)(1,4), teremos:

d
(Tohir = 51 = £18) _ £4766

i ((3)¢ . (f +§2> e—4mE | ﬁ(ef&rg)

:ﬁ_ 8 47

§ d 2 C(3)5 § 2\ —4r¢ -8

S 2 o S\Y)S S T ﬁ Ie3
dYde|T20 8o e o)
m? 'S —an O(e™5)

—W—F@e +T(1+87T§),

Negligenciando os termos exponencialmente pequenos e usando (3.25) para escrever o

resultado em termos da temperatura T, encontramos:

7T2

T = _—. 4.4
(o) = =3 (4.49)
Para (Ti1)(r,a) € (Th2)(1.0), de (4.28), teremos:
f(§)
(T1) gy = (To2)(r,a) = — i
m? ((3)¢ § £ —4rg ﬁ(€_8ﬂ§>
T T0d T enat \dmat T )¢ T T @
onde desprezando os termos exponencialmente pequenos, resulta:
w2 ¢3)T
T = (T = — . 4.50
(T1) 1,0y = (T22)(1,0) o0di T Sr (4.50)
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Por tltimo, para (Ti3)(1,4), de (4.28), obtemos:

(Tss) ) = =5 lfc%)]

— _6[ 2 B ¢3)T B ( T n TZ) e—AmdT | ﬁ(e—&rdT)]

od | 720d? 8w d? 47 d? d
m ¢B3)T T 7 4rdT 3
— o o - —4m ﬁ —8mdT (_ - T)
510d  dnd® \am@ T &)C T a—8T),
onde, desprezando os termos exponencialmente pequenos, encontramos:
w2 ¢3)Tr

T = — . 4.51
T = 5100 ~ ar e (4.51)

Resumindo, os termos mistos do tensor energia-momentum no limite £ — oo sdo:
2

T
T -
(Too) (1,a) 0t

w2 C(3)¢€
— —— 4.52

(T1) gy = (To2) (1,0 0 Rt (4.52)

2 ¢3)T
T - - .
(Tss)(ra) 240d4  AndB

Na préxima segao, computamos a forma completa de (7),,)(r) para os dois regimes.

4.4 (T,,)r) completo

Para encontrar a forma de (7),,) ) em (4.6) devemos alimentar esta equagao com
as expressoes calculadas nas se¢oes precedentes deste capitulo. Adotamos a mesma ordem
seguida até o momento, isto é : primeiro, computamos as componentes para o regime

¢ — 0 e depois fazemos o mesmo para o regime & — co.

441 (T,)(r) para § — 0

Para (T, )r), devemos substituir as equacoes (4.7 - 4.9), (4.14 - 4.16) e (4.46) em

(4.6). Fazendo isso, obtemos:

(Too)(r) = i T/ ?{ (@

720 d4 15
(Twi)r) = <T22>( T) = 8 ?( T/{ g
720 d4 45 27Td
(T33) (1) = i /7‘( /7‘{
@ = 240 @
e portanto, as componentes de (7},,)(r) no regime § — 0 sdao dadas por:
w2 ¢(3) T3
T = —
Tood) = =5 + =74
w2 ¢3) 13
T = (T: = 4.53
(Th1) )y = (To2) (1) 20 d rd (4.53)

71.2

Tsshr) = = 34041
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4.4.2 (T,.)(r) para §{ — oo

Analogamente, para (T),,) ), substituindo (4.7 - 4.9), (4.14 - 4.16) e (4.52) em

(4.6), resulta em:

Ty = — o 4 2 T
00/(T) = ~ 20 gd T 290 44 15

2 2 2 T4 C(3>T
T = (oo = -
(o =Tk = 5 ~ et i ™ 5 T ar
Ty = — = 4 =~ BT T
BIM = T oq0ar T 2404t And® 45

e portanto, as componentes de (TW>(T) no regime £ — oo sao

w2 T4
Too) ) = ———
(Tio)ry = =
2TV ((3)T
T — (T _
(Th1) 1y = (Ta2)(m) 15 + S7dd
2T ((3)T
Tys) ) = .
D)) = 5=~ T

Antes de partimos para o Capitulo 5, onde estudaremos a termodinamica deste
sistema, € necessario restabelecer as unidades, com o intuito de tornar nossos resultados
mais claros. Tudo o que precisamos fazer é inserir as poténcias corretas de hc e de k,
onde h é a Constante Reduzida de Planck, ¢ é a Velocidade da Luz e k é a Constante
de Boltzmann. E essencial ter em mente que (Tyw) (1) deve ter dimensao de energia por

volume.

O passo inicial é observar as poténcias na temperatura T. Usando unidades usuais,

f definido em (3.25) vem agora dado por:

1

P=5T

(4.54)

Logo, cada termo T'™ se transformard como (k7')". Para os termos independentes da
temperatura, o restabelecimento das dimensoes corretas sera feito em poténcias de hc. Por
fim, podemos ter termos mistos, isto é, que envolvam produtos k71" e hc. Independente
disso, o critério é sempre observar que o resultado final tenha dimensao de energia por

volume.

Procedendo da maneira descrita, é facil verificar que as componentes de (7},,)(r)

sao dadas por:

w2 he  ((3) (kT)3

T - _
Toodr) = =708 + " (ko)
w2 he  ((3) (kT)?
(T) 1y = (To2) (1) = 7204 " 27 d (ho)? ;o &= 0 (4.55)
72 hc

(Ts3) (1) = 200
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(Too) 1) = 715((122))3
(T1)(ry = (Ta2)(r) = ™ (KT) + C(3) kT & — 0

(hc)? 87 d? ;
KT C(3) kT
s = 7415((&»))?’ - 4(172 d

enfatizando, que £ é adimensional, e vem redefinida como:

kTd
= e

(4.56)

(4.57)

Rumamos agora para o Capitulo 5, onde faremos o estudo da termodinamica deste

sistema.
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5 A TERMODINAMICA DO EFEITO CASIMIR

Neste capitulo apresentamos o estudo da termodinamica do efeito Casimir. Este
estudo é de grande interesse tedrico e experimental, pois através dele podemos obter
um entendimento de como o efeito Casimir influencia na termodinamica do sistema, em
especial, vinculando-o com a radiacao de corpo negro e investigando de forma apropriada
a estabilidade termodinamica do sistema. Tal estudo serd divido em duas partes: regime
de altas temperaturas e/ou grande separacao entre as placas, isto é, quando £ — oo
(kTd/hc >> 1), e o regime de baixas temperaturas e/ou pequena separagio entre as placas,
caracterizado por & — 0 (kT'd/hc << 1).

O caminho a ser seguido para ambos os regimes serd o mesmo: a largada sera
dada com a Energia Livre de Helmholtz que serd encontrada através das componentes de
(T, (z)) que correspondem & densidade de energia (Tho(x))(r) € as pressoes de radiacao do
sistema, ou seja, (111(x)) (1), (To2(x))(r) € (T33(x))(r). Com a energia livre de Helmholtz
seremos capazes de derivar as demais quantidades termodinamicas, tais como a entropia,

entalpia, energia livre de Gibbs, entre outras.

Apos obter as quantidades termodinamicas relevantes do sistema, serao analisados
alguns processos termodinamicos para o regime £ — 0, a saber, expansoes e compressoes
livres, expansoes e compressoes isotérmicas, entre outros. Também discutiremos ciclos de
Carnot que podem ser idealizados tendo como substancia de trabalho esse gdas modificado

pela presenca das flutuagoes do vacuo quantico do campo eletromagnético.

Finalmente, encerramos com um estudo sistematico da estabilidade termodinamica
deste sistema. Durante todo esse capitulo é buscado sempre o estabelecimento de uma
conexao com a ja elucidada termodinamica da radiacao de corpo negro, a fim de facilitar
a interpretacao fisica de alguns resultados, algo que nao ¢ tao simples devido a nova e
curiosa fisica trazida pela forca de Casimir, uma forca atrativa entre as placas paralelas,
neutras e perfeitamente condutoras, aspecto proveniente das flutuagoes do vacuo quantico,

que num primeiro momento, se mostra totalmente contra nossa intuigao fisica.

5.1 Regime { — oo (kT'd/hc >> 1)

Comegamos com o regime kT'd/hc >> 1 que é caracterizado por altas temperaturas
e/ou grande separagao entre as placas. As expressoes que serao aqui obtidas terdo como
termos dominantes aqueles da radiagao de corpo negro, mas agora estes terao a companhia
das corregoes devidas as flutuagdes quanticas do vacuo. Mesmo que tais contribuigoes
se tornem despreziveis no limite onde T'd — oo, elas ainda podem influenciar, mesmo

que de forma infima, em alteracdes da termodinamica da radiacdo de corpo negro. Em
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especial, veremos na secao 5.5, que elas desempenham um papel interessante na estabilidade

termodinamica do sistema nesse regime.

Recordamos que a pressao de radiagao perpendicular as placas é dada pela compo-
nente (T53) () € a pressao paralela dada pela componente (T11) 1y ou (T2) (1), que sao iguais
devido a simetria da configuracao. Denotaremos as expressoes para a pressao perpendicular

T33) (1 € para a pressao paralela (T11) ) ou (Ts) 1), por P, e Py, respectivamente.
(T) (T) (T) [

Entao, das expressoes dadas em (4.56), teremos:

~ m(ET)* (B)kT
b= 45 (he)®  4And? (5.1)

M= e s 62

Notamos que no limite onde d — oo ou T' — oo, tanto P, como P} tendem a conhecida
pressao de radiacao do corpo negro. A radiagdo de corpo negro é comumente apresentada
numa situacao ideal, onde o meio ¢ isotrépico e homogéneo, isto é, a pressao de radiacao é
a mesma em todas as dire¢des com o mesmo valor nas paredes da cavidade independente
da sua forma. A insercdo da energia de Casimir, que é sensivel a forma da cavidade, leva a
quebra dessa isotropia. A corregao em P é positiva enquanto que para P, ¢ negativa, o
que esta de acordo com o esperado para a atuacao do efeito Casimir entre duas placas
perfeitamente condutoras, neutras e pararelas: o aparecimento de uma forca atrativa entre
as placas. Outrossim, como a correcao devida a energia de ponto zero é positiva em P
e negativa em P, , haverda uma forca maior sobre as paredes da cavidade nas dire¢oes
paralelas as placas em comparacao com a direcao perpendicular. A contribuicao a P, é
comumente designada Pressdo de Casimir térmica. Finalmente, vemos que todos os termos,
sejam estes dominantes ou de correcdo, dependem da temperatura. De outra forma, nao

ha contribui¢oes atribuidas exclusivamente as flutuagoes quanticas do vacuo.

Neste momento, nosso proposito reside na obtencao da energia livre de Helmholtz,
pois sera através desta quantidade que derivaremos as demais grandezas termodinamicas
de interesse do sistema. E conhecido da termodindmica que a energia livre de Helmholtz,

denotada por F, estd associada a pressao através da seguinte relacao [41]:

oOF
P=- <W>T (5.3)

O potencial termodinamico F que buscamos deve ser tal que P, e P sejam reproduzidas
utilizando-se a relacao de Maxwell acima. O volume em nosso sistema é igual ao produto

Ad, onde A é a area das placas e d é a distancia entre estas. Para P; quem varia é d com
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A permanecendo constante. Isto nos leva a uma primeira relacao

= (av), =~ o),

0.4
(o Y
- A\ad),
Substituindo a equagdo (5.1) na (5.4), implica:
OF\  w*(kT)* C(3)kT
(aa)T = 15 (o A+ o A. (5.5)

Analogamente, para P quem varia ¢ A, e agora d fica inalterada. Dessa forma, teremos:
P <8F> B ( oF )
| av )., d(Ad) ) ,

__Lfor
~a\oa),

Substituindo a equagdo (5.2) na equagao (5.6), encontramos:

OF\ @ (KT)* (3T
(aA)T__45 (hc)?’d_ 87> (5:7)

(5.6)

Integrando a equacao (5.5) com respeito a d, mantendo A constante, leva a:

72 (KT)* Ad  C(3)kTA
45 (he)®  8wd?

F(A,d,T) = + B(A), (5.8)

onde B(A) é uma funcao a ser determinada. A seguir, integramos a equagao (5.7) com

respeito a A, mantendo d constante. Fazendo isso, obtemos:

w2 (kT)* Ad  ((3)kTA
45 (he)®  8wd?

F(A,d,T) = +C(d), (5.9)

com C'(d) sendo outra funcao a ser encontrada.

Para determinar as fungdes B(A) e C'(d) devemos comparar as expressoes para a

energia livre de Helmholtz obtidas em (5.8) e (5.9). Desse processo, resulta:

(5.10)

Portanto, a energia livre de Helmholtz para o regime & — oo ¢ dada pela expressao:

72 (kT)* C(3)kTA
 (h? Ad = (5.11)

o que estd de acordo com o resultado encontrado por Balian & Duplantier [25], que

F(A,d,T) = —

utilizaram um método alternativo para obté-la. Estes autores também apontaram a
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manutencao da simetria de Inversdo de Temperatura globalmente. Em outras palavras, ja
somos capazes de obter a expressao de F para o regime £ — 0, invocando essa simetria,
que foi apresentada na se¢ao 4.3.2 e é expressa pela equagio (4.47). Contudo, adiaremos

isso para a se¢ao 5.2.

Uma vez que a energia livre de Helmholtz é conhecida, podemos partir para a
obtencao das demais grandezas termodinamicas do sistema. A primeira delas, é a entropia

S, que esta relacionada com F através da equacao:

OF
S=-{5p » (5.12)

Calculando S, encontramos a seguinte expressao:

S:

Am? (KT)° ¢(3)

—————kAd+ kEA. (5.13)
45 (hc)? 8md?

Notamos que a expressao acima é formada pela entropia da radiacao de corpo negro acom-
panhada de uma correcao proveniente do vacuo. Na literatura essa correcao ¢ usualmente
chamada de Entropia de Casimir. Como também estamos considerando a entropia da
radiagdo de corpo negro, que representa em (5.13) o termo dominante, a denominagao
para o segundo termo atribuida a Casimir fica um pouco fora de contexto, ja que esta
trata-se somente de uma corregdo. Em outras abordagens, como a que ¢ feita por Balian &
Duplantier [25], a energia livre de Helmholtz é regularizada e o termo devido a radiagao de
corpo negro ¢ subtraido. Neste caso, o termo remanescente é a Energia Livre de Casimir
que quando diferenciada com respeito a temperatura, nos leva a expressao para a Entropia
de Casimir. Um outro fato importante que deve ser mencionado a respeito deste termo de
correcao ¢ que, equivocadamente, este ¢ visto como “classico” pelo simples fato de nao
conter h, o que lhe atribuiria um carater quantico. Porém, esse equivoco é desfeito quando
tomamos o limite & — 0 : o primeiro termo devido a radiagao de corpo negro ¢ muito
maior que o termo de corre¢ao, que assim se torna desprezivel. Agora, talvez o aspecto
mais importante da expressao (5.13) estd na aplicacdo da Terceira Lei da Termodindmica.
Novamente ela pode nos induzir a tirar conclusoes equivocadas. Quando a temperatura vai
a zero, vemos claramente que a expressao (5.13) nao vai a zero, o que violaria a Terceira
Lei ! No entanto, nao faz sentido avaliar a Terceira Lei para essa expressao porque ela
é definida somente para altas temperaturas e/ou grande separacao entre as placas. Esse
ultimo detalhe ja elimina a confusao que eventualmente pode ser causada. Uma tltima
observacao, nao menos importante, que devemos fazer com respeito a expressao para S é o
fato de sua expressao também nos induzir a pensar que esta perde seu cardter extensivo.
Relembrando que o volume V é igual ao produto da area A pela distancia d entre as placas;
sabemos que na equagao (5.13), o primeiro termo correspondente a radia¢ao de corpo
negro é extensivo, mas o termo de correcao nao. Assim, vemos que este tltimo termo tem

natureza nao-extensiva. Contudo, ao tomarmos o limite d — oo o termo de correcao tende
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a zero, tornando-se desprezivel novamente e eliminando qualquer equivoco a respeito da

extensividade da entropia.

Conhecidas a energia livre de Helmholtz e a entropia, podemos calcular a Energia
Interna. Sua defini¢do em [41],

F=U-T§S,

leva a:

U=F+TS. (5.14)
Usando as equagoes (5.11) e (5.13), obtemos a seguinte expressao:

_ m(kT)*
T 15 (he)3 T

U (5.15)

que ¢é exatamente a expressao para o corpo negro, isto é, sem correcoes devidas ao vacuo.

Ulteriormente, a Entalpia é definida na termodinamica pela equagao
H=U+PV. (5.16)

Devido a anisotropia instaurada pelas flutuagoes do vacuo quantico em nosso sistema,
- que como salientamos, implica em duas pressoes distintas - teremos duas expressoes
diferentes para H: uma correspondente a pressao perpendicular e outra correspondente
a pressao pararela as placas. Posteriormente, ao calcular a Energia Livre de Gibbs, nos
depararemos com a mesma situa¢ao. Com o auxilio da equagao (5.2), a expressao para a

entalpia correspondente a pressao paralela é dada por:

_An? (D) CB)RT

= A. 1
=45 (hc)3 8mwd? (5.17)

Utilizando-se a expressao (5.1), a entalpia correspondente a pressdo perpendicular sera:

g, 2 A D) CBRT

45 (he)3 4rd?

A. (5.18)

A comparacao das expressoes (5.17) e (5.18) nos permite fazer uma conexdo com a
intepretacao que fizemos no comeco desta secao para as expressoes obtidas para P, e Pj.
Vemos que as expressoes para H | e H) obviamente carregam os mesmos tipos de correcoes,
o que é esperado devido a definicao formal de entalpia. Ao se tomar o limite de d — oo,
ambas reproduzem o conhecido resultado para a entalpia da radiagao de corpo negro, ja
que os termos de correcao tornam-se despreziveis quando o volume é muito grande. O
mesmo acontece se analisamos o comportamento das duas expressoes quando T é muito
grande. Ambas as corre¢oes que advém da introducao da energia do vacuo, que variam
linearmente com a temperatura, serao muito menores do que as contribuig¢oes de corpo

negro que crescem com 714,
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O préximo potencial termodindmico a ser calculado é a Energia Livre de Gibbs.

Esta ¢é definida pela expressao:

G:=H-TS (5.19)
Das expressoes para H e H, obtemos G| e G |, respectivamente, dadas pelas expressoes
a seguir:
Gy=0 (5.20)
e
472 (KT)%) C(3)kT 47c® (KT)? ¢(3)
= — Ad — A-T|— kAd kA
GL 45 (he)3 Ard? 45 (he)3 * 8md? (5.21)
33T '
N 8md?

A dltima expressao nos apresenta algo muito interessante. Quando negligenciamos a
presenca da energia do vacuo, ao calcularmos a energia livre de Gibbs, encontramos que
ela é igual a zero (um resultado conhecido da termodindmica da radiacao de corpo negro).

Da termodindmica, sabemos que [42]:
G = puN. (5.22)

Se G = 0, isto nos leva a ter u = 0, visto que N é o nimero de fétons na cavidade de
3
volume V, que para a radiagao de corpo negro é igual a N = %(23) (%) Ad [41]. Entretanto,

algumas inconsisténcias surgem de termos G = 0. A principal delas resulta na derivacao da

entropia e do volume a partir de G. Para um sistema isotrépico [42], S e V sdo dados por:

(%) . o9

oG
oo (2) o0

Porém, como nossa configuracao é anisotropica, estas relagdes devem ser ligeiramente
modificadas. Segundo as defini¢oes dadas nas equagoes (5.23) e (5.24), temos que para a
radiacao de corpo negro, a entropia e o volume seriam indeterminados. Para se convencer
disso, basta lembrar que neste caso, temos P = P(T'). Dessa forma, se a pressao é mantida
constante, a temperatura também sera e vice-versa. Isto faz com que os denominadores

nestas defini¢bes sejam iguais a zero, e portanto, teremos indeterminagoes.

Levando em consideracao a anisotropia da nossa configuracao, podemos derivar as

seguintes relacoes para S e V:

len
e 2
== (%), =

V:(aGL> . (5.26)
0P, AT
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Escrevendo (5.21) em termos da pressao P, dada pela equagao (5.1), obtemos a seguinte

expressao:

T 2 4 2/3
G (P, T, A) = —3253) kT A {Q(g)kT [45((];7;))3 — PL]} . (5.27)

Se usarmos a equacao (5.27) em (5.25) e (5.26) encontraremos as mesmas expressoes para
a entropia (5.13) e também para o volume. Portanto, a expressao encontrada em (5.21)
resolve a inconsisténcia que temos na teoria da radiacao de corpo negro. Verifica-se assim
que a variavel d que determina a distancia entre as placas atua como um regulador para
os célculos em (5.25) e (5.26).

Por fim, vamos calcular as capacidades térmicas para o sistema. A capacidade

térmica a volume constante pode ser encontrada através da relacao:

ou
Cy = () : (5.28)
oT Ad
Utilizando a equagao (5.15), a expressao para Cy sera dada por:
472 (kT)3
= — kAd 5.29
V15 (he)r T (5:29)

que é exatamente a expressao para o corpo negro [41]. Apesar de Cy permanecer a mesma
expressao que temos para o corpo negro sem levar em conta a contribuicao da energia do
vacuo, a relagdo Cy = 35, (onde Sy é a entropia do corpo negro) nao é mais vélida. Isto
porque agora a entropia é igual a soma da entropia de corpo negro mais uma contribuicao

proveniente da energia do vacuo. De fato, teremos agora:

B 3¢(3)kA
Cy =35 - =", (5.30)

sendo S dada por (5.13).

Para calcular Cp, utilizamos sua defini¢ao:

dQ
Cp = () . (5.31)
T ) ,,
O diferencial dQ pode ser reescrito utilizando a Primeira Lei. Ap6s manipular um pouco a

expressao, encontramos que (5.31) é equivalente a:

OH
Cp = <8T>P . (5.32)

No nosso caso, como ha duas pressoes diferentes também teremos duas entalpias e conse-
quentemente, duas expressoes diferentes para a capacidade térmica a pressao constante
que denotaremos por C’p‘“d e Cp, 4. Para derivar essas expressoes, procedemos de forma

analoga ao que fazemos para derivar a expressao (5.32). Entao, encontramos:

dQ (9H|| dQ o0H |
Cpa= () = () , Cpoa= ( = . 5.33
” dr Py.d or Py.d T’ Py ,A or P ,A ( )
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Dessas expressoes, vemos que H| e H devem ser escritas como H| (P, T,d) e H, (P, T, A).
Para a entalpia paralela, ndo podemos eliminar a varidvel A ja que P depende somente de
T e d. Adicionalmente, sendo P = (T, d), as exigéncias de que P} e d sejam constantes,
requerem que T também seja constante (vide Eq. (5.2)). Logo, observamos que na férmula
de Cp 4 em (5.33), teremos a razao de uma quantidade finita por uma quantidade nula
(dT' = 0). Portanto, Cp, 4 ¢ infinita, da mesma forma que temos para a radiacdo de corpo
negro [41]. Com relagao a Cp, 4, nao discutiremos seu valor para o regime £ — oo pois este
carece de uma analise mais detalhada. Num primeiro momento, o que esperamos é para

T — oo ou d — 00, seu valor também seja infinito, visto que o sistema seria isotrépico.

5.1.1 A relagado de Euler para & — oo

Vamos discutir agora uma importante propriedade que envolve a entropia do sistema
no regime £ — oo. Como vimos, S é dada pela expressao (5.13), que pode ser escrita em
termos da energia interna (5.15), da drea e da distancia entre as placas na seguinte forma:
4 l w2k

((3)kA
8md?

(5.34)

Podemos verificar facilmente que a entropia escrita nessa forma é uma funcao
homogénea de primeira ordem nas variaveis U e A, mas nao na variavel d. Matematicamente,

isto é equivalente a dizer que S obedece a seguinte relagao:
S(AU, A, d) = \S(U, A,d) . (5.35)

Diferentemente da entropia da radiacao de corpo negro, que é proporcional ao volume da
cavidade, a entropia que leva em conta as flutuagées do vacuo quantico nao é extensiva
com respeito a distancia entre as placas. Contudo, vemos de (5.13), que ela é extensiva

com respeito a area: dobrando-se S e U, temos que S também dobra.

A relagdao de Euler para um sistema isotrépico onde o nimero de moléculas nao é

constante [42] é dada pela expressao:

u P
S = T + TV. (5.36)
Como as flutuagoes do vicuo quebram a isotropia do nosso sistema (lembre-se que P, e
Py sao diferentes), devemos obter a relagao de Euler apropriada que nos leve a entropia
correta (5.13) obtida através da energia livre de Helmholtz (5.11). Para tanto, partimos

da equagao (5.35). Diferenciando-a com respeito a A, encontramos:

9S O\U)  3S 9(\A) s oS

ao0) on Tapa) an oWUAd = GRmUH s d = S0 Ad)

Como a equagao (5.35) é valida para qualquer valor de A, em particular, para A = 1,

teremos: 59 59
S(U, A d) = 55U+ -2 A
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Da conhecida relagdo da termodinamica [41]

s = Cg + PdV (5.37)

para S = S(U, V), terfamos:

1 oS oS
(), - Prlav),

Contudo, nossa configuracao é anisotrépica. Portanto, como ja visto anteriormente, para

T (0S T (95
rn-1(%) . a-i(5m) (5.39)
A\od),, d\oa),,

Portanto, a Relacao de Fuler modificada para nosso sistema assume a seguinte

as pressoes, teremos:

forma: U
T,A iy .
S(T,A,d) = Tt T d. (5.39)
Ao substituir as expressoes da energia interna (5.15) e da pressao paralela (5.2) em (5.39),
encontramos:
u_n 2 (kT 7r C(3)kA
— Ad=—(— — A
T+Td 15<hc> 4( )kd 8md?
kT
= — | kAd+
45 < he ) 87rd2
=S(T,A,d).

concordando com a expressao encontrada anteriormente em (5.13). Caso tivéssemos
utilizado P, ao invés de P, terifamos encontrado uma expressao que nao ¢ igual a (5.13).
O fato de S nao ser uma fung¢ao homogénea de primeira ordem na variavel d explica esse
resultado. A anisotropia revelada pelos diferentes valores da pressao resulta na existéncia

de uma energia livre de Gibbs perpendicular, G} , como vimos em (5.21).

A expressao (5.39) apresentada para a relagdo de Euler modificada ja antecipa o
que ocorre para o caso onde a energia livre de Gibbs do sistema é nula. A forma completa

para essa relagao ¢ dada por [42]:

el N A4
S = T+TV L (5.40)

onde u € o potencial quimico do sistema e N o niimero total de particulas. Ainda dessa
relagdo, somos levados a (5.22). Se a entropia nao for uma fun¢ao homogénea de primeira
ordem nas variaveis U, V e N, a relagdo (5.22) que define a energia livre de Gibbs, deve
ser diferente de zero. Para nossa configuragao, encontramos que Gy = 0 e G # 0. Sera

que isso concorda com a equagao (5.22)7
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Para P}, teremos:

G” =F+ P||Ad
72 (kT)* CB)KTA =2 (kT)* C(3)kTA
45 (he)? Ad==gr T 15 (hc)3 s (5.41)
=0.

o que corrobora o resultado encontrado anteriormente (5.20).
EG. 7

Substitutindo P, no lugar de P em (5.40), leva a:

G, =F+P.Ad
72 (KT) C(3)kT A 1@/ C(3)kT A
- e Ad = >, +W 47rd2 (5.42)
 3¢(3)kTA
Srd?

confirmando o valor obtido anteriormente em (5.21). Portanto, o fato de G ser diferente de
zero, esta diretamente relacionado a quebra de homogeneidade da entropia que é causada

pela variavel d, ou seja, a distancia entre as placas.

5.2 Regime { — 0 (kTd/hc << 1)

Seguimos com a obtencao das grandezas termodinamicas e aplicacoes para o regime
¢ — 0, que é caracterizado por baixas temperaturas ou pequena separacdo entre as
placas. Identicamente ao que foi feito para o regime & — oo, temos a pressao de radiacao
perpendicular as paredes das placas sendo dada pela componente (Ts3) (1) do tensor energia-
momentum, e a pressao paralela dada pela componente (Ti1) ) ou (Th2)(7), que possuem

0 mesmo valor.

Segue das expressoes em (4.55),

w2 he
P=——" 4
240 dt (5:43)

w2 he  C(3) (KT)?
720d% " 2wd (he)?

Se olhamos para a expressao de P, vemos que ela d4 origem a uma forga atrativa, que

B = (5.44)

cresce em modulo a medida que a distancia entre as placas decresce. Esta expressao é
muito importante e foi a mesma encontrada por Casimir em 1948. Comparando as duas
expressoes, vemos que P possui uma parte térmica diferentemente da Pressao de Casimir
(vide 5.43). Para qualquer valor da temperatura T, a Pressdo de Casimir mantém seu valor

constante. No caso especial de T = 0, o termo térmico de P desaparece, sobrando somente
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o termo dependente da distancia d entre as duas placas. Para esta situagao, comparando
a Pressao de Casimir com a expressao remanescente de P - esta ultima, que da origem
a uma forga repulsiva - vemos que a medida que a distancia entre as placas diminui, a
primeira sera maior em médulo do que a segunda. Um outro aspecto importante destas
duas expressoes, que inclusive é comentado por Brown & Maclay [24], é que ambas as
expressoes dependem da distancia entre as placas, diferentemente daquelas para o regime

§ — 00, onde todos os termos P| e P dependem da temperatura.

Novamente, o ponto de partida rumo a obtencao das grandezas termodinamicas é
calculo da energia livre de Helmholtz do sistema. Seguindo o protocolo utilizado na se¢ao
anterior para o regime £ — 00, as expressoes para as derivadas parciais de F' com respeito

a d e A serdao dadas por:

oF w2 he
— | =——A 5.45
( od ) s 240 d4 ( )
F 2 h ETH?
OF\ __m he C(B3)(FT) (5.46)
0A) . 720 d? 21 (he)?
Integrando a equacao (5.45) com respeito a d, mantendo A constante, teremos:
w2 he
F(AdT)=———A+ B(A A

onde B(A) é uma funcio a ser determinada. Fazendo o mesmo para a equagao (5.46) com

respeito a A, mantendo d constante, resulta:

_ n* he ¢(3) (kT)?
FAAT) = =250 54~ or (he)?

A+ C(d) (5.48)

onde C(d) também é uma funcao que deve ser determinada. Comparando as expressoes
para a energia livre de Helmholtz obtidas em (5.47) e (5.48), concluimos que:
T 3
Biay = SO,
2m (he) (5.49)
C(d)=0.

Dessa forma, a energia livre de Helmholtz para o regime & — 0 vem dada pela expressao:

w2 he . ((3)(kT)?
FAAT) = =20 34~ "0 oz

(5.50)

de acordo com a Ref. [25], onde outros métodos foram usados.

Uma vez que F é conhecida, podemos prosseguir com a obtencao das demais
grandezas termodindmicas do sistema. Para calcular a entropia, usamos sua definicdo em

(5.12) junto com a expressao de F em (5.50), resultando em:

3¢(3) (KT)?
21 (he)?

S = kA, (5.51)
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Esta expressao é a mesma que encontrariamos caso tivessémos calculado a entropia de
um corpo negro escalar em um espago-tempo 2 + 1 dimensional. E interessante notar que
a expressao acima nao depende da distancia de separagao entre as placas, mas somente
da area destas e da temperatura. Para T e d fixos, a tnica forma de alterar a entropia é
através da variacao da area das placas. Consequentemente, neste cenario, um processo
isotérmico que envolva ganho ou perda de calor, s6 sera possivel, se houver o aumento
ou a diminuicao de A. Se além de isotérmico, um dado processo termodinamico for tal
que a area também seja constante, entao teremos AT? = cte, e este processo isotérmico,
também serd adiabdtico. Em outras palavras, AT? = cte implica em d@Q = 0. H4 outros
aspectos muito interessantes que devemos salientar sobre esta expressao. Porém, antes de

aborda-los, vamos avancar um pouco mais e obter a energia interna.

Substituindo (5.50) e (5.51) na defini¢do de U em (5.14), encontramos:

7 he ¢(3) (KT)?
V=08 = ot

(5.52)

Vemos que a correcao a energia de Casimir é caracterizada por um termo térmico que

varia com o cubo da temperatura.

Conhecida U retornamos a nossa discussao sobre a entropia. Entre os aspectos
importantes de sua expressao, é que através dela podemos obter a pressao de Casimir
(5.43) que depende somente da distancia de separacao entre as placas. Este resultado pode
parecer curioso, pois como essa pressao ¢ independente da temperatura, isso pode conduzir
equivocadamente a conclusao de que essa pressao nao pode ser obtida da termodinamica.
Para mostrar que isso é de fato um equivoco, recorremos a Primeira Lei da termodinamica.
Denotaremos, momentaneamente, a distancia entre as placas por “a” ao invés de d, pois
vamos trabalhar com diferenciais nas proximas equacoes. Como o volume V' ¢é igual ao

produto Aa, teremos:
dU = dQ — PdV = dQ — Pd(Aa) = dU = dQ — AP, da — aPdA,

e sendo d@ = T'dS, segue que:

1 AP P
dU = TdS — AP.da — aPjdA = dS = —dU + —+da+ “LdA. (5.53)

Se S = S(U, A, a), podemos colocar o diferencial dS na forma:

as= (2} aw(2) w+ (%) aa (5.54)
v ) .. da ), , 04 ),

Comparando as equagoes (5.53) e (5.54), e desfazendo a mudanga a — d, encontramos:

1 oS
7= <8U>A,d (5.55)
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T (0S
n=a ()., o

T (89S
PL=7 ((%) y (5.57)

Para verificar se estas relagoes reproduzem os resultados ja encontrados, devemos
escrever a entropia como fun¢ao da energia interna, da drea e da distancia de separacao
entre as placas. Para isto, recorremos & expressao de U em (5.52) para obter uma relagao
para T em termos de U, A e d. A relagdo encontrada é entao substituida em (5.51), o que

leva a seguinte expressao:

3C(3)k*A | w(hc)? w2 he A\
A D) =5 o [g(s)km <U+ 720d3>] ' (5.58)

Agora, podemos trabalhar com as relagoes (5.55 - 5.57) recém obtidas. Para o inverso da

temperatura, teremos:

05\ _3@KA 0 [[ xlhep (. whea)]’
<aU>Av - om(hep aU{lC(S)kSA <U+ 720(13)1 }Ad
_ KWA 2m(hef [ ane) (o wheA)] T

| w(he)? w2 he A\
- [g(s)km <U+ 720 & )1 ’

e substituindo a expressao de U dada em (5.52), implica em :

().,

=

208 7 Gz’ T 08

w(he)? [ 72 he . C(3)(KT)® w2hcA\] 3
((3)k3A <_A 4 )]

Il
L — |

Wl

I
L — |

m(he)* ((3) (kT)* |
CB)RPA = (hc)QA]

= ()

(5.59)

M»—A

confirmando (5.55).
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Agora, usando (5.56), teremos:
T @ _BEKT 9 [ [ whe? (o 7 hed
d\0A), ~ omd(he)? 0A | |CB3)k3A 720 &3 y

XEKT 0 [ [ (ot |
27rd(hc)2 0A {A _C(S)k3AU+ 720 (3)k3 d31 }

Wi

T lw(hcy C(3) (KT)? A]é [w(hc)Q C(3) (kT)? A] 21 (he)?
2w d (he)? |C(3)k3A m (hc)? C(B)k3A 7w (hc)? 3¢(3)k3A

= M |:T3 _ LHC)Q
21 d (hc)? 3¢(3)k3A
3¢(3) (K
27 d(hc)
_ ™ he (@) (RT)
720d*  2mwd (hc)?
= B(T, A, d),

720d*  wd (hc)? 27 d(hc)?

=2 HEGTP = he  (3) () 3CB)(ET)

concordando com (5.44).

Finalmente, chegou o momento de mostrar que podemos obter a Pressdo de Casimir

dada por P, , usando a relagao (5.57). Fazendo isso, teremos:

T (as) CBMT 9 lﬂ(hc)Q <U+7r2hcA>F

ANad ), 2m(he)? Od | [((3)k3A 720 d? -
_ 3¢B)k*A 2m(he)®  2m(he)? mw2heA | w(he)? m*hcA\] @
~ 2m (he)? 3C(3)k3A 3¢C(3)k3A (=3) T304 l((i&)k?’A( 720 3 )]

m2he

240d*T

B m2he

©240d*
= P, (d),

[

corroborando o resultado dado em (5.43). Portanto, temos mostrado que P, pode ser

obtida através da termodinamica.

Um 1ltimo comentario sobre essa entropia, é o de esta depender da area e nao do
volume, o que é interessante, visto que ha poucos sistemas fisicos onde isso acontece. Um
exemplo notavel, é a entropia de Bekenstein-Hawking para um buraco negro, que depende

da drea de seu horizonte de eventos [43].

De volta a tarefa de obter as grandezas termodinamicas do sistema, seguimos com
a entalpia. Novamente, enfatizamos a existéncia de duas expressoes para esta grandeza
devido ao fato de termos duas pressoes, a perpendicular e a paralela as placas. Usando a

definigao de H em (5.16) juntamente com as expressoes de P, P e U dadas em (5.43),

o
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(5.44) e (5.52), obtemos para Hj e H,:

w2 hcA ¢(3) (k:T)3A le he  ((3) (k‘T)?’]

720 d3 7w (hc)? 720d* " 27d (he)?
33) (1)’ (560
o or (hc)?
e
7w he C(3) (kT)? 7% he
L= T an)zf‘*(‘m&) Ad o)
A he () (T |

180 d3 7w (hc)?

Conhecida a entalpia e a entropia podemos calcular a energia livre de Gibbs. Da
relacao (5.19) e das expressoes obtidas recém calculadas para Hy e H, em (5.60) e (5.61),

encontramos para G| e G| os seguintes resultados:

B OTY [3¢<3> Gy Al

21 (he)? 2 (he)? (5.62)
=0
7w he () (KT)? ¢(3) (kT)?
LETR0 e T T ezt T [3% (he)? kA] .

180 d3 21 (hc)?

72 hcA C(3) (kT)3

Novamente, como ocorre no regime { — 0o, a energia livre de Gibbs que corresponde a P
¢ nula e a relativa a P, diferente de zero. GG ser identicamente nula indica a presenca de

um gas de bosons escalares num espago-tempo 2 + 1 dimensional.

Se analisarmos a forma funcional da entropia (5.51) e fizermos uma analogia com o
fato conhecido da radiacao de corpo negro, onde S e N sao proporcionais, esperamos que
o ntimero N de particulas para o regime ¢ — 0 seja algo proporcional a AT?. Podemos
calcular este N para nossa configuragao. Consultando a Ref. [44], encontramos o seguinte

valor para o nimero de bdsons escalares em um espago-tempo 2 + 1 dimensional:

N = %(i) (l;;f)zA. (5.64)

Por fim, vamos calcular as capacidades térmicas para o sistema. Para volume

constante, das equagdes (5.28) e (5.52), teremos que Cy serd dada por:

kA (5.65)
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Se buscamos uma relacao entre Cy e a entropia dada em (5.51), como é feito no regime

& — 00, obteremos:

Cy = 285. (5.66)

Assim, vemos que para o regime & — 0 a capacidade térmica e a entropia sdo proporcionais,
o que é esperado. Se estudarmos a radiagdo de corpo negro para um campo escalar em um
espago-tempo 2 + 1 dimensional [44], concluiremos que as expressoes para as grandezas
termodinamicas, tais como a energia livre de Helmholtz, a energia interna e entropia sao
iguais aos termos de correcao encontrados para nossas expressoes no regime & — 0. Isto
sugere, que nesse regime, devem haver bosons escalares que possuem momento somente
nas direcdes paralelas as placas, isto é, z e y. E como se o momento perpendicular, k,,

estivesse “congelado”.

Por fim, calculamos a capacidade térmica a pressao constante. Lembramos que
teremos duas expressoes para Cp: C’p” 4 ¢ Cp, 4 cujas defini¢oes foram dadas em (5.33).
Para CpH,d, H) deve ser escrita em termos de P, T e d. Porém, nao ¢ possivel eliminar a
varidvel A da expressao de Pj. Assim como acontece no regime § — oo, Cp,,a serd infinita
para £ — 0, visto que a exigéncia de P e d serem constantes, faz com que a temperatura
também o seja (vide Eq. (5.44)). Logo, temos dT = 0, o que acarreta em um valor infinito
para Cp, 4 de sua defini¢ao em (5.33). Ja para Cp, 4, escrevemos H,; como fungao de P, ,
T e A. Como H, varia com a distancia d entre as placas, podemos eliminar essa variavel

usando a expressao para P, dada na equagao (5.43), resultando em:

1
1 [—240P "
—=|— . 5.67
d ( m2he ) (5.67)
Substituindo (5.67) em (5.61), teremos:

3

m2heA [ —240P, \ " C(3) (KT)?
180 ( m2he ) T (hc)QA' (5.68)

HL(PL7T7 A) - =

Voltando a expressao (5.33) e calculando Cp, 4, encontramos:

_ (O0H. _3¢(3) (kT)?
Cp oa= < T >PL = (ho)? kA.

Portanto, vemos que a razao entre Cp, 4 e Cy ¢é igual a unidade.

(5.69)

5.2.1 A relagdo de Euler para & — 0

Anélogo ao que foi feito na subsecao 5.1.1, analisamos na presente subsecao a
relagdo de Euler para o regime & — 0. Nesse regime, a representacao da entropia S em
termos das varidveis U, A e d é dada pela equagao (5.58). Novamente, pode ser verificado
que S escrita nessa forma, ¢ uma funcao homogénea de primeira ordem nas variaveis U e

A, mas nao na variavel d. Ou seja, S satisfaz a relagao (5.35).
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A relacao de Euler modificada neste regime é a mesma obtida para & — oo, que
é dada pela equagao (5.39). Substituindo as expressoes da energia interna (5.52) e da

pressao paralela (5.44) em (5.39), encontramos:

A Y hcA+<(3)<kT>2kA+ ~ hCA+<(3)<kT>2k:A

7T 0BT T 1 \he 2087 27 \ e
3¢(3) (kT\?
=2 (22 ) kA
2m (hc) &
= S(T,A,d).

concordando com a expressao encontrada anteriormente em (5.51). A anisotropia também
se apresenta aqui, dando origem a uma energia livre de Gibbs perpendicular, G, , como

vimos em (5.63).

Substituindo (5.44) para P e (5.50) para F' em (5.40), encontramos:

GH =F+ PHAd
" e, ()T whe  (3) (KT)

720 3 or (k)2 720d* T 27d (hc)?
=0.

(5.70)

ratificando o resultado encontrado anteriormente (5.62).

Jé para G|, substitutindo P, dada por (5.43) no lugar de Pj em (5.40), nos leva a:

G, =F+ P Ad
 m he C(3) (KT)? 7 he

= T0E T 2m (hor T 207 (5.71)

e . ((3) (RT)?

180 o (hc)?

confirmando o valor obtido anteriormente em (5.63). Aqui também, a entropia nao é uma

funcao homogénea de d, o que acarreta num valor nao nulo para G .

Finalizado o processo de obtencao das grandezas termodinamicas, apresentamos
na tabela 1 um resumo das expressoes obtidas para os regimes { — oo (kKTd/hc >> 1) e

€ — 0 (kTd/hc << 1), e também aquelas da radiagdo de corpo negro .

5.3 Outros aspectos termodinamicos do regime £ — 0

O objetivo desta se¢ao é o de estudar alguns processos termodinamicos para o
sistema no regime £ — 0, que possam revelar mais detalhes acerca das caracteristicas deste
sistema. Analisamos como o sistema se comporta em processos isotérmicos e adiabaticos.

Também investigamos processos de expansao e compressao livre. Todos os resultados
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Tabela 1: Grandezas termodinamicas para os diferentes regimes.

Corpo negro | & — oo (KTd/hc >>1) | € = 0 (kTd/hc << 1)
Py Z% ((I;Z)); L; ((Ig));l - Cz(li);T _%%
B Z*; ((]2{)): L; ((’g))f4 + Céi);f 7%20% + % ((;Z));
Fo| 5% | 5% S | e - R0
s | ZlDpAd | A EDpAd+ (kA X0 00 kA
U 71% ((];Z)); Ad 7{*2 ((Ig));L Ad - 7%20 FA+ @ ((];Z)); A
Hy % ((];Z)); Ad % ((];f)); Ad — gz(li);ZTA _%%A + @ ((,;f)); A
B | g | gemaacaprs | g0
G 0 _%A _1%20%’4 - ? ((ZZ)EA
G| 0 0 0
Cv | 5 GagrkAd o g kA OKLA Y]
C P.d %) 00 00
Cp, A %) Indefinido 34723 ((’;f)); kA

obtidos sao comparados com aqueles ja conhecidos para a radiagao de corpo negro, com
o intuito de facilitar nossa compreensao acerca da termodinamica do regime de baixas

temperaturas e/ou pequena separacao entre as placas.

5.3.1 Processos Isotérmicos

Vamos supor que o sistema sofra uma expansao (ou compressao) isotérmica, isto
é, a temperatura constante, e que tal processo seja reversivel. A quantidade de calor

absorvida de uma fonte externa (o que possibilita a manutencao do valor da temperatura)
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pode ser facilmente encontrada da relacao:

Q= /TdS. (5.72)

Comecamos este estudo com a radiacao eletromagnética de corpo negro. Neste caso, a

entropia vem dada pelo primeiro termo da expressao (5.13), que é o termo dominante a
altas temperaturas. Substituindo-o na equagao (5.72), encontramos:

472 (kT)* 42 (kT)*

= TdSzi/dV Q= ——"AV, 5.73

@ / 45(he)? © 45(he)? (5.73)

onde poderiamos igualmente ter considerado o volume V' variando somente com a area

das placas ou a distancia de separacao entre estas. Nesse caso, teriamos d ou A fixo,

respectivamente. O sistema absorve calor para uma variacao positiva do volume e perde

calor para uma variagado negativa.

Em seguida, calculamos a variacao de energia interna nesse processo. Da equacao
(5.15) para U, como T é constante, entdo o volume V tem que variar para que AU seja

diferente de zero. Logo, obtemos:

(KT)*

7 (kT)*
(o) AV (5.74)

15 (he)® —

7T2
AU:/dU:T5 /dV.'.AU:

Conhecidos @ e AU podemos calcular o trabalho isotérmico realizado pelo sistema. Fazendo

isto, encontramos:
™ (kT)!
45 (he)?

Analisando as expressoes obtidas para Q e W, podemos inferir que a quantidade de calor

W=Q—AU W = AV . (5.75)

absorvida pelo sistema sera positiva, se AV > 0 ou negativa, para AV < 0. Recordamos
que a pressao ¢ isotrépica - vem dada pelo primeiro termo em (5.1) ou (5.2) - e depende
somente da temperatura. Além disso, o calor isotérmico deve ser igual & variacao de
entalpia no processo [45]. Do trabalho computado, concluimos que o sistema realizard
trabalho e sofrerd uma expansao isotérmica caso AV > 0. A energia interna também
aumentard. Mas se AV < 0, entdo serd realizado trabalho sobre o sistema e este sofrerd

uma compressao isotérmica, além de levar a um decréscimo na energia interna.

Apos essa revisao feita para a radiacao de corpo negro, vamos investigar o que ocorre
para o nosso sistema no regime £ — 0. Da expressao (5.51) para a entropia, encontramos

que a quantidade de calor absorvida pelo sistema é dada por:

3¢(3)(KT)° 3¢(3)(KT)°
= [TdS = 7/@4.‘. = ——F—AA. 5.76

@ / 27 (he)? @ 27 (he)? (5.76)
Para o sistema absorver calor, devemos agora ter AA > 0. Ressaltamos que para um
processo isotérmico e com d mantido fixo, essa é a inica maneira do sistema no regime

& — 0 receber calor de uma fonte externa. Como mencionado acima, no caso da radiagao
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de corpo negro, temos ) = AH. Serda que o mesmo ocorre aqui? Devemos estar atentos
ao fato que hd duas expressoes para a entalpia no regime de { — 0: H e H,. Somente
olhando as expressoes de H| e H, dadas pelas equagoes (5.60) e (5.61), respectivamente,
podemos concluir que ) = AH|. Este resultado ¢ esperado, pois como ja mencionamos,
este sistema se comporta como a radiacao escalar de corpo negro em um espago-tempo

2 4+ 1 dimensional.

Movendo agora para a energia interna e sua variagao, devemos nos atentar ao fato
que, a temperatura constante, U pode variar devido a mudancas em A, d ou ambas. Por
simplicidade, consideraremos apenas variagoes em A, isto é, d é mantida constante. Assim,
de (5.52), segue que a variagdo U sera:

w2 he  ((3) (KT)?
“T0# T x (hop?

AU, = [ ] AA. (5.77)

Nessa expressao temos que levar em consideragao que o termo térmico é somente uma

correcao ao de Casimir. Ou seja, devemos estar atentos ao fato que:

w2he  ((3) (kT)S] Ay _"he [1 ~720¢(3) <de>3

Y

AUy = |—
Ua [ 72043 N 7w (hc)? 72043 3 he

e como & — 0, implica em:

n2he [ | T200(3) (de)S

m2he

AA~ ——
720d3

AUy = AA.

72043 73 he

Portanto, concluimos que AU, < 0 para uma expansao isotérmica do sistema. Em
outras palavras, o sistema fornece energia para equilibrar o trabalho realizado por P. A

funcao de Q dado por (5.76) é de somente manter a temperatura T constante.

Da Primeira Lei, o trabalho isotérmico envolvido na expansao reversivel da area

das placas sera dado por:

2 he  C(3) (KT)? m2he 720¢(3) (kTd\’
Wa=Q— AUy = AA = AA
A =Q=AUA= 1o E T T (he)? 7205 @\ he
w2he
~ oA
(5.78)

o que comprova que o calor absorvido pelo sistema é desprezivel comparado a mudanca na
energia interna do sistema. As expressoes obtidas nessa analise serao tteis no estudo do

ciclo de Carnot na se¢ao 5.4.

5.3.2 Processos adiabaticos no regime £ — 0

Comecamos este estudo apresentando resultados ja conhecidos para a radiacao de

corpo negro e para o gas ideal com o objetivo de simplificar a interpretacdo dos resultados
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para o regime ¢ — (0. Para um processo adiabatico, temos que nao ha troca de calor entre
o sistema e o ambiente externo. Assumimos que o processo é executado reversivelmente.

Dessa forma, sendo d@Q) = T'dS = 0, a entropia deve ser conservada.

Para a radiagdo de corpo negro, como sua entropia é dada pelo primeiro termo em
(5.13), ou seja:

472 (kT)3
= 5.79
45 (he)® 7 (5.79)
a exigéncia que esta seja conservada, leva a:
VT? = cte. (5.80)

onde V' = Ad. Podemos inverter a equagao (5.79) e escrever T em funcao de S e V, o que

- [45(?1@)3]_3 V-3 (5.81)

conduz a equagao:

4m2kA
Como a pressao é dada pelo termo dominante em (5.1) ou (5.2), a substituicdo de T dado

em (5.81) em P, culmina na seguinte relagao:

PVi = cte. (5.82)

Para o gas ideal, a relagao equivalente é dada por [42]:

PV7 = cte. (5.83)

= g—"j é denominado Indice Adiabdtico. Portanto, através da comparacio de (5.82)

e (5.83), concluimos que v = % para a radiacdo de corpo negro . Entretanto, esse valor nao

onde 7 :

pode ser calculado utilizando-se a razao entre Cp e Cy/, uma vez que a primeira é infinita

para a radiacao de corpo negro [41].

Recapitulado casos mais simples, como a radiacao de corpo negro e o gas ideal,

rumamos agora para o nosso sistema no regime £ — 0. Da Primeira Lei, segue que:

dS =0=dU + PdV =0 = dU + aPjdA+ AP da =0
onde estamos usando temporariamente “a” no lugar de d para a variavel que representa a
distancia de separacgao entre as placas, dado que estamos lidando com diferenciais.

Para a constante, teremos:
dU + aPjdA =0 (5.84)

Agora, podemos escrever U como fun¢ao de P e A. Isto é feito eliminando a varidvel d em

(5.44) e substituindo a rela¢ao obtida em (5.52). Ao fazer isso, encontramos:

m2hcA

(5.85)
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Com essa expressao podemos escrever dU, o que implica em:

ou ou m2he

e a substitui¢do desse resultado em (5.84), leva a:

2

m*he
20AdP + <2aP 20003 +aP||> dA =0
2 2a dPH dA
= 2aAdP, 3P| dA=0= /——"— = — _
a |+ < 21005 + a ||> = 27;20103 — 3CLP|| 2 (5 87)
dP, dA dP,
:>2a/ﬂ_2ﬁc—‘|: élnA+cte—2a/7r2hc—”.
51003 — 20D A 21003 — 00D
Para calcular a integral em P fazemos a seguinte mudanca de varidvel:
w2he du
= P P .
U 2403 —3a ||=>d|| 3@
Logo, temos que:
dP, du 1 1 2h,
/ 5 ” — u :—711’1/&:_7111 (ﬂ. 03 —3(1P> .
108 — SQPH 3a 3a 3a 240a
Retornando a (5.87),
2
2 m2he m2he 3
In A+ cte = —£1 (24(%@3 — 3aP||> =InA+In (240 3 3aP|> = cte
2he 5 ©2he 5
= In A <240a3 — 3(1P> ] = cte = A <W — 3(1/P||> = cte
m2he 5
AlaP| — =ct
= <CL I 720a3> cte,
ou ainda, desfazendo a troca a — d, na forma
P
A3d (P” + ;) = cte. (5.88)

Portanto, o analogo da relagao adiabatica entre a pressao e o volume da radiagao
de corpo negro para o regime £ — 0 vem dado pela relagao (5.88). Notamos que se a

configuragao fosse isotrépica, ou seja, A = d* e P = P, = P, terfamos:

P P 4
Atd(R+ ) = @)k (P ) = SPdt = e

eseV =d3 entdo d = V3. Logo d* = V3, e assim, obtemos:

4
gPd4:cte:>Pd4:cte:>PV% = cte,
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consistente com a relagao obtida em (5.82).

Uma outra relagao adidbatica que ¢ valida nesse regime é obtida pela simples

andlise da entropia. Como S deve ser constante, segue de sua expressao (5.51), que:
AT? = cte ou TA? = cte. (5.89)

Como ja foi previamente mencionado na secao 5.1, essa relagdo nos informa que para um
processo adiabatico onde a area das placas é mantida constante, a temperatura permanecera
constante. Em outras palavras, um processo isentropico (aquele que é reversivel e adiabético)
é equivalente a um processo isotérmico para A constante. Veremos na secao 5.4, que quando
a area das placas for constante, entdo nao sera possivel obter um ciclo de Carnot no regime
de baixas temperaturas e/ou pequena separacao entre as placas, uma vez que nao havera
uma forma para que o calor seja absorvido ou removido do sistema durante as fases de

expansao e compressao.

Com as relagoes obtidas, podemos uséa-las para calcular o trabalho feito pelo sistema
numa expansao ou compressao adiabatica. Para tanto, consideraremos d constante, isto é,
a expansao ou compressao do sistema sera devida somente a variacao da area das placas.

Logo, o trabalho adiabatico vem dado por:
W= [Pav—d [ P (5.90)

Podemos utilizar a equagao (5.88) para obter uma rela¢ao entre dois pontos numa

curva adiabatica, o que resulta em:

3
P, 3 P, P\ A? P,
A P :A2 P —_— P: ? o T =
(”+3> (”+3>:' ” <+3>A§ 3

onde A; e P denotam os valores iniciais da area das placas e da pressao paralela. Substi-

tuindo esta relagao em (5.90), conduz a:
W= [Pav—d [ PdA- d(P||+ 4} [ataa- d—/dA
:2d(P|f+1;)Ai—2d< Z+};> AFAT? —diE 4y — A)
_ 24 [(Pﬁ'+ ?) A — ( iy ?) AEAﬂ —ath A - Ay,

e usando

somos levados a
;P Py
W_zd[(P,|+3>A (P||+ )AA |- a2y -
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onde temos usado o fato de que d é mantida constante, e como P, = P, (d), isto nos
permite escrever que P; = P'| = P/ |. Podemos usar (5.43) e (5.85) para colocar a

energia interna na forma:

U(P, A d) = 2dPjA+d P A. (5.92)

Usando a Primeira Lei, o trabalho feito pelo sistema é dado por:
W=-AU=U, - Uy
e da equagao (5.92), resulta:
W = 2d(PjA; — P/ Ap) + d P(A; — Ay) (5.93)

concordando com o que haviamos obtido em (5.91).

Para finalizar essa subsecao, reunimos na tabela 2, as condig¢oes adiabaticas para o
gas ideal, a radiacao de corpo negro e para o sistema no regime £ — 0, reforcando que

estas foram derivadas para o caso onde d é mantido constante.

Tabela 2: Relacoes adiabaticas para diferentes sistemas.

Gés ideal | Corpo negro | £ — 0 (kTd/hc << 1)

PV7Y = cte PVi = cte A3d (PH + %) = cte

T+ = cte VT3 = cte T?A = cte

TVt =cte | TV3 = cte TAZ = cte

5.3.3 Processos Isentropicos

Nesta subsecao exploramos um pouco mais a discussao iniciada por Mitter &
Robaschik [27] sobre as caracteristicas de um processo isentrépico (dS = 0) para a radiagao

de corpo negro e sua comparac¢ao com o regime & — 0.

De (5.13), o valor constante da entropia para & — oo implica em:

A T pa s S8 g (5.94)

= t = —
S = e = i he)s Srd2

que tende assintoticamente a entropia da radiagao de corpo negro nos limites onde
T — oo ou d — oo. Trabalhando somente com a expressao nesse limite assintético, ou
Y

seja, o primeiro termo em (5.94), vemos que a constancia de S implica em AdT® = cte.
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Considerando a area das placas constante, entdao para d — 0, temos que a temperatura
deve tender ao infinito para que a entropia fique constante. Porém, em algum momento, a
medida que d fique cada vez menor, o regime £ — oo deixa de ser valido. Entao devemos

migrar para o outro extremo, isto é, para o limite & — 0 [27].
Sera que a temperatura continua a crescer no regime £ — 0 7

Da expressao da entropia nesse regime (5.51), para S = cte, teremos:

_3(3) (T2
21 (hc)?

S = cte (5.95)
Para que S permaneca imutavel, com A também constante, vemos que a temperatura
também deve manter seu valor. Inclusive, podemos determina-lo através da equagao acima.

Resolvendo (5.95) para T, encontramos:

1
1
T [BCZ;ZM] e, (5.96)
contrariando o que temos para a radiacao de corpo negro. A explicacdo para este resultado
pode residir no fato de ocorrer uma reducao dos graus de liberdade na transi¢ao entre os
regime £ — oo e & — 0. Reiteramos que para baixas temperaturas e/ou pequena separacao
entre as placas, os termos de correcao aqueles de Casimir (vide tabela 1), indicam a presenga
de um gas de bdsons escalares em um espaco-tempo 2 + 1 dimensional na regiao entre as
placas, enquanto que para altas temperaturas e/ou grande separagao entre as placas temos
a radiacdo eletromagnética para um espaco-tempo 3 + 1 dimensional. Eventualmente, essa
transicao pode ser um elemento que esteja codificado (entre outros) na fungao f(€), que
como vimos anteriormente, envolve a simetria de inversao de temperatura, conectando os

regimes de altas e baixas temperaturas.

5.3.4 Expansao e Compressao livre

Nesta subsecao investigamos a ocorréncia de processos livres, que sao aqueles onde
a energia interna é mantida constante. A Segunda Lei da termodindmica serd muito ttil
na analise dos resultados que obteremos. Esta lei nos diz que a entropia de um sistema

isolado nunca decresce.

Além dela, hd um teorema envolvendo a energia livre de Helmholtz que enuncia que
para um sistema mantido a temperatura constante, F nunca aumenta. Da termodinamica,
recordamos que a relagao entre P e F é dada pela equacao (5.3), de onde florescem dois

cenarios:

1. Se F' cresce com o volume, entao a pressao do sistema é negativa;

2. Se F' decresce com o volume, entao a pressao do sistema é positiva.
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Devemos analisar as equagoes de estado do sistema sob a 6tica da Segunda Lei, pois ela

nos ajudara a concluir se o sistema expande ou comprime livremente.

Comecamos tratando a expansao livre no contexto da radiagao de corpo negro.
Para idealizar um experimento de expansao ou compressao livre para um gas de fétons,
devemos assumir que a cavidade no qual este se encontra esta termicamente isolada com
paredes rigidas e perfeitamente refletoras. Também devemos assumir que a cavidade esta

dividida por uma parti¢do opaca e isolada. Este experimento é esquematizado na Figura 4.

T=0
P=0

|

Vacuo

P

Figura 4: Expansao livre para radiacao de corpo negro.

Suponhamos que um lado da particao esteja a uma temperatura 7' = 0, e portanto,
como na radiagao de corpo negro temos P = P(T), segue que P = 0. Uma expansao livre
ocorre quando tal particao é removida. Devido a natureza das paredes, nao ha transferéncia
de calor do ambiente externo para dentro da cavidade e também nao ha a realizagao
de trabalho. Portanto, segue da Primeira Lei que a energia interna do sistema deve ser
mantida constante. Uma vez que U é dada por:

_ m(kT)*
U=t (5.97)

entdo o produto VT deve ser constante. E sabido que esse processo livre aplicado ao gas

de fétons culmina numa expansao livre. Reforcando que livre significa U = cte, segue que
de (5.97), que a medida que V cresce, a temperatura deve decrescer para U permanecer
inalterada. Mas por que uma expansao ao invés de uma compressao livre? Para responder
a esta pergunta, recorremos a Segunda Lei. Da equagao (5.79) e do enunciado da Segunda
Lei, S deve aumentar. Como S o< VT3, a taxa de crescimento de V deve ser maior que a
de decréscimo de T. Portanto, a justificativa para o gas expandir e ndo comprimir, reside

na analise de sua entropia sob a dtica da Segunda Lei.

Este comportamento da radiacao de corpo negro ¢é diferente daquele de um gas

ideal. Numa expansao livre, a temperatura do gas ideal antes e depois da expansao ¢ a
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mesma. A explicagdo para estes comportamentos distintos se baseia no fato da energia
interna da radiacao de corpo negro ser dependente do volume, enquanto que para o gas
ideal, ela é independente de V', visto que o niimero de moléculas é mantido fixo, como é

usualmente assumido.

Portanto, como na expansao livre do gas de fétons a temperatura diminui, o mesmo
ocorrera para sua pressao, que € dada por:
_ m(kT)*
"~ 45 (he)?

Ja a sua entropia aumenta, o que pode ser concluido ao se escrever S como func¢ao de U,

resultando em:
B 4U

=37

Investigamos agora o que ocorre para o sistema no regime & — 0. Neste regime

S

a energia interna é dada pela expressao (5.52), composta pelo termo de Casimir, que é
dominante, e o termo térmico de corre¢ao. Reforcamos que a energia interna deve ser
mantida constante. Logo, (5.52) indica que deve haver um balango entre os dois termos
para que U = cte. Neste regime, a entropia é dada pela equacao (5.51), que quando escrita
na forma S(U, A, d) resulta na expressao dada em (5.58). Vamos supor que A também
seja constante. Olhando (5.58), qual é a inica maneira de S aumentar? Concluimos desta
equacao que d deve diminuir para que ocorra um aumento da entropia do sistema, para
satisfazer a Segunda Lei. Portanto, as placas se atraem e toma lugar uma compressao livre!
Além disso, devido ao decréscimo de d, o termo de Casimir na energia interna torna-se
mais e mais negativo. Para compensar isso, o termo térmico deve crescer. De outra forma, a
temperatura tem que crescer para que U fique constante, o que revela um comportamento
diferente do que encontramos para a radiagao de corpo negro. Este processo, contudo, é

valido desde que a condigdo T'd << 1 seja obedecida.

5.4 Ciclos de Carnot

Considere um tipico ciclo de Carnot que consiste de uma expansao isotérmica do
ponto 1 até o ponto 2, de uma expansao adiabatica de 2 a 3, de uma compressao isotérmica
de 3 a 4, e finalmente, de uma compressao adiabatica de 4 a 1, estando todos os pontos
representados no diagrama P| — A — d da Figura 5. Por simplicidade, vamos considerar
que a distancia entre as placas seja constante. Usaremos os resultados encontrados nas
secoes H.3.1 e 5.3.2 para calcular as quantidades de calor e os trabalhos envolvidos em

cada etapa do ciclo.

As pressoes, areas e temperaturas nos pontos 1, 2, 3 e 4 serdo denotadas por
Py, Ay, Ty Py, A, Ty Py, Az, To e Py, Ay, To, respectivamente. Como P é dado por
(5.44), observamos que P = Py e Py = Py, jd que d ¢ mantida constante. Além disso,

temos Ty > Te.
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Piy

\ 4

A1 A4 As

A

Figura 5: Representacdo esquematica do ciclo de Carnot simples em & — 0.

Comecamos com o segmento 1-2. Nas isotermas, a pressao é independente de A.
Logo, as isotermas devem ser horizontais. Ao longo da isoterma 1-2; da equagao (5.76),

teremos:
3¢(3)k*
27 (he)?

Qi = Qu = Ty(Ay — Ay). (5.98)

De forma similar, para o segmento 3-4, encontramos:

3¢(3)k3
27 (he)?

Q34 = Qu = T(Ay — As). (5.99)

Para uma curva adiabética, vimos que a relagdo (5.88) ou a relagao (5.89), que
sao equivalentes, devem ser satisfeitas. Devemos salientar que P, = cte, uma vez que ela
depende somente da distancia de separacao entre as placas, que como ja mencionado,
¢ mantida constante. Iniciando do ponto 2, que é caracterizado pelo par pressao-area
(P, A2), para uma expansao adiabatica até o ponto 3, caracterizado pelo par (Ps, As),

nos permite escrever

ASTE = ATA . (5.100)
De forma analoga, para o trecho 4 — 1, teremos:

ATE = AT . (5.101)
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A unido dessas duas expressoes, leva a:

NG

2 102
As Ay Ty (5.102)

Como a variagdo da energia interna é nula no ciclo completo, da Primeira Lei,
segue que o trabalho W realizado no ciclo deve ser igual a soma do calor recebido pelo
sistema no trecho 1 — 2 a temperatura Ty com o calor rejeitado pelo mesmo no trecho

3 — 4 a temperatura T>. Somando as equagoes (5.98) e (5.99), encontramos:

W= Q1—>2 + Q3—>4

3C(3)E3 ¢
— 27€<(h)c)2 _Tfl(Ag — A) +T2(Ay — Ag)}
3¢ T Ay As
2 (hc)? _TEIAI (/11 B 1) +ToAs (1 a 144)}
3C(3)k3 T A A
= seghey [ (G 1) wrereac (- )]

mas de (5.102), teremos:
Az Ay

A4T62v - A1T12{ y A74 - Ail

e assim podemos escrever,

%@)hﬂ%& )+%m&G_&ﬂ

27 (he Ay Ay
G B
3¢(3

i (32 -1) (1- 7).
= T34, (22 1) (1-22
21 (he)? Ay Tn
A eficiéncia 1 de uma maquina térmica é definida como sendo a razao do trabalho

realizado no ciclo completo pela quantidade de calor absorvida pelo sistema [41]:

wow

K QH Ql%? ( )
Segue de (5.98) e (5.103), que a eficiéncia (5.104) desta méquina serd igual a:
34(3)k3 Ay _ _Ic
w o sERao00-B)
- - 3
Q12 gfr((hcl;2 T3 (Ay — Ay)
:AJ%—)@—%) (5.105)
(A2 — Ay)
- T

que é o resultado familiar para a eficiéncia de um ciclo de Carnot.
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Este ciclo ndo traz nenhuma novidade, visto que é um ciclo de Carnot que utiliza
como substancia de trabalho um gas de bdsons escalares em 2 + 1. Queremos apresentar
uma proposta diferente, onde as flutua¢oes quanticas do vacuo representadas pela forca
de Casimir possam desempenhar um papel que modifique a situacao anterior. Para isto,

implementaremos um ciclo que possui duas fases adicionais comparado com o anterior.
Esse ciclo é caracterizado pelos seguintes passos:
o 1 — 2 : Expansao isotérmica variando A, mantendo-se d fixo, & temperatura Ty;
o 2 — 3 : Expansao adiabatica com a variacao de A, novamente com d fixo;
o 3 — 4 : Compressao adiabatica com a variacao de d, para A e T mantidos constantes;

e 4 — 5 : Compressao isotérmica a temperatura T, para A variando e a distancia

entre as placas inalterada;

e« 5 — 6 : Expansao adiabdtica alcangada com a variacdo de d, mantendo-se A, e

consequentemente T com o valor T¢ constantes;

e 6 — 1 : Finalmente, uma compressao adiabatica mantendo-se d fixo.

Uma representagao esquematica desse ciclo é mostrada na Figura 6.

Pia

Figura 6: Representagao esquematica do ciclo de Carnot modificado no regime £ — 0.
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Das expressoes encontradas nas secoes 5.3.1 e 5.3.2, calculamos as quantidades de

calor e trabalho, seja este isotérmico ou adiabatico, em cada etapa do ciclo, resultando em:

ciclo,

’[7:

1—2
Q= Qu = S (4, — 4
Wi = ;T; (;ch + Céi)(g? (Ay — A)) = b Pyy(Ay — Ay) (5.106)
2—3
Q23 =10
Wz = 2b (Pyj Az — Py As) + bPy(As — As) (5.107)
3—4
Q354=0
4 =5
Qa5 = Qo = 25(?!;2 To(As — As)
Wi 77;202‘; Céi)(’;if;g ] (Ag— As) = a Pyy(Ay — As) (5.109)
5—06
Q56 =0
6 —1
Q6—>1 = 0
W1 = 2b (Psj Ay — PyjAy) + b PL(Ay; — Ay) (5.111)

Com todas as expressoes para as quantidades de calor e trabalhos realizados no

podemos encontrar a eficiéncia deste ciclo. Fazendo isso, segue que:

720b° 2

+bP) (Ay — Ag) + e (i - ;) + Zs (Ag — As)

720 a3 b3 720a3

33
ST (Ag — Ag) + Tlea (L — 1) 4 9b (Pyy Ay — PyAy) + b PL(As — Ay)

720 b3

T (Ay — Av) + SUE TS (Ay — Ay) + 2b (Py Ay — Py As)

SCORTS (A, — Ay)

27r(hc
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onde as pressoes sao dadas por

7 he  ((3) (kTy)?

Pur=221= 75050 T 200 (hep?
P =P = T + 503
2 p
P = _;Toz?f‘

Substituindo essas expressoes no calculo parcial da eficiéncia, encontramos

w2he Ay — Ay — Az + Ay + 24, — 24,
72003 —2A5 +2A4 — 3A4 +3A; — 3A5 + 345

n= 3
T - A

gfr((?;c [ (A2 — AT + (Ag — A3) TP }
et i (Ao — A1)
Th (A2 — A1) + T2(As — 43)
T3 (Ay — Ay)
T2 (A, — A3)
T3 (Ay — Ay)

e usando as relagoes adiabéticas (5.102), obtemos finalmente:
n=1——. (5.112)

Portanto, a eficiéncia do Ciclo de Carnot é a mesma, independente se a pressao de

Casimir é levada ou nado em consideragao, como deveria ser.

5.5 Estabilidade termodinamica

O objetivo desta secao é o de apresentar um inédito estudo da estabilidade ter-
modinamica deste sistema. Comegaremos recapitulando brevemente as condigoes que
devem ser satisfeitas por um dado sistema termodinamico para que este seja estavel.
Depois, aplicaremos as condi¢oes de estabilidade ao nosso sistema, o que nos permite tirar

importantes conclusoes sobre a estabilidade a baixas e altas temperaturas.

5.5.1 Condigoes intrinsecas de estabilidade para sistemas termodinamicos

O principio de extremizacao basico da termodindmica enuncia que dS = 0 e que
d*S < 0. Em palavras, a primeira condicdo nos diz que a entropia S é um extremo. Para
definir se este extremo é um maximo ou um minimo, recorremos a segunda derivada. A

segunda condigao revela isso: a entropia do sistema é um extremo, e em particular, este
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extremo deve ser um maximo. Logo, a entropia deve ser uma funcao concava das variaveis
do sistema. Podemos também investigar a estabilidade do sistema através do estudo de
sua energia interna. Ao contrario de S, U deve ser tal que d*U > 0, ou seja, a energia
interna deve ser uma fungao convexa. Dito isto, vamos explorar quais sao as condigdes que

devem ser satisfeitas para que um dado sistema termodinamico seja estavel.

A derivacao das condigoes de estabilidade para a entropia e energia interna, assim
como as referentes aos demais potenciais termodinamicos podem ser facilmente obtidas.
Entretanto, derivaremos somente aquelas relacionadas a S [46]. Para U o processo é
analogo ao que apresentaremos aqui para S, mas levando em consideragdo que a energia
interna deve ser uma fun¢do convexa. Mais detalhes sobre as condig¢oes de estabilidade que
devem ser satisfeitas por outros potenciais podem ser encontrados na Ref. [42]. A ideia
bésica é considerar dois subsistemas idénticos, cada um com uma entropia S(U, A, d). A
estabilidade termodinamica é garantida pelo principio de extremizacao mencionado no
primeiro paragrafo dessa subsecao. Vamos supor que A e d sejam mantidos constante
enquanto que uma quantidade AU de energia seja removida de um dos subsistemas
e direcionada ao outro. A entropia total dos dois sistemas passa de um valor inicial
25(U, A, d) para um valor final igual a S(U + AU, A,d) + S(U — AU, A,d). Se a entropia
inicial S(U, A, d) é um méximo, entdo a soma das entropias iniciais deve ser maior ou igual

a soma das entropias finais, ou seja:
S(U+ AU, A, d) + S(U - AU, A,d) <25(U, A,d). (5.113)

Expandindo o lado esquerdo em uma série de Taylor até segunda ordem em AU, leva a:

825>
—— ] <o (5.114)
<8U2 Ad

no limite onde AU — 0. Podemos fazer o mesmo para as varidveis A e d sempre variando
uma destas enquanto a outra é mantida constante juntamente com U. Ao fazer isso,

encontramos nos limites AA — 0 e Ad — 0, respectivamente:

82S>

——] <0 (5.115)
(7).,

8%‘)

— ] <o (5.116)
(&),

Podemos também manter somente uma das variaveis fixa, por exemplo, d. Novamente, a
soma das entropias finais deve ser menor ou igual a soma inicial para mudancas simultaneas

na energia interna e na area. De forma equivalente, devemos ter:
S(U+ AU, A+ AAd)+ S(U—- AU, A—AA,d) <25(U,A,d). (5.117)

Esta desigualdade ¢ satisfeita pelas equagoes (5.114) e (5.115). Porém, ela leva a outra

exigéncia. Expandindo o lado esquerdo até segunda ordem em AU e AA, obtemos:

Suv(AU)? 4 2SyaAUAA 4 Su4(AA)? < 0. (5.118)
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onde S;; = 92S/dx;0x;. Multiplicando (5.118) por Sy, somando e subtraindo S3, no

lado esquerdo, permite que a tltima desigualdade seja posta na forma:
(SurAU + SyalA)* + (SyrSaa — Sga) (AA)? > 0. (5.119)
Como o primeiro termo no lado esquerdo de (5.119) é sempre positivo, entao é suficiente

928\ (928 925 \?
_ > .
<0U2> (am) (awm) =0 (5.120)

Para derivar as demais desigualdades, seguimos o mesmo itinerario mas agora fixando

que tenhamos:

variando os pares (A,d) e (U,d), um de cada vez. Para o primeiro caso, isto é, U fixo,

teremos:
Saa(AA)? + 2S84 gAAAd + Sgq(Ad)? <0, (5.121)
que ¢é satisfeita por:
9*S\ (9°S 85\
—_— — | = > 122
<8A2> <8d2> <8A8d> 20 (5 )
E entao, para A fixo, encontramos:
S (AU)? 4+ 25y AUAd + Sga(Ad)* <0, (5.123)
que ¢é satisfeita por:
925\ (928 925\’
— — ] = > 124
(502) (5~ (ata) = © 5121

Finalmente, podemos considerar mudancas simultaneas nas trés variaveis do sistema, o

que implica em:
S(U+ AU, A+ AA,d+ Ad) + S(U - AU, A—AA d— Ad) <25(U,A,d). (5.125)

Agora devemos expandir o lado esquerdo de (5.125) até segunda ordem em AU, AA e Ad,

O que acarreta em:

Suv(AU)? 4 Spa(AA)? + Sga(Ad)? + 2SpaAUAA + 2S5 AUAd + 2S 4qAAAd < 0.
(5.126)
Multiplicando (5.126) por Sy, observamos que:

(SyuAU + SyaAA + SyaAd)® = S, (AU)? + S2 ,(AA)? + 52, (Ad)?

2500 SuaAUAA + 2SyuSyaAUAd + 28y 4SuaAAAd,
(5.127)

e substituindo esta equagao em (5.126), leva a:

(SyrAU + SyaAA + Syald)? + (SyySaa — Sha) (6A)?

, ) (5.128)
+ (SutrSaa — St4) (Ad)? + 2 (SyurSaa — SyaSya) AAAd > 0.
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Usando os resultados (5.120) e (5.124) e notando que o primeiro termo na desigualdade

(5.128) é sempre positivo, obteremos a seguinte condigao:
028 028 028 028
— > A2
<(9U2> <8d8A> <8U(9A> <3Uad> =0 (5.129)

O processo de obtencao para as condi¢oes de estabilidade que devem ser satisfeitas

pela energia interna do sistema é similar. A tnica diferenca esta no fato ja mencionado
de que U ter que ser uma fungao convexa das variaveis do sistema. Ao seguir itinerario
semelhante que fizemos para S, encontramos as condigoes de estabilidade que devem ser

satisfeitas por U e que sao dadas a seguir:

(gig)&d >0 (5.130)

(gig) . > 0 (5.131)

@g) N > 0 (5.132)

(5) (5%) - (i) =
GG
CCE)-Gals e
() (e o

Antes de verificar se as grandezas termodinamicas do nosso sistema satisfazem estas
condigoes, investigaremos a estabilidade da radiagao de corpo negro com o objetivo de

obter conclusoes que possam servir de parametro de comparacao para os nossos resultados.

5.5.2 Anadlise da estabilidade termodinamica da radiagao de corpo negro

A radiagdo de corpo negro é um sistema termodinamico que possui uma equagao
fundamental para a entropia do tipo S = S(U, V). Sabemos que a entropia expressa em
termos de V e T, é dada pelo termo dominante de (5.13), ou seja:

_Am? (kT)?

S =

ki 1
TR (5.137)
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enquanto que a energia interna, é simplesmente igual a (5.15):

7 (KT)*

= 5.138
15 (hc)3 ( )
Escrevendo S como funcao de U e V, encontramos:

4 7T2 k‘4 i 1
S(U,V) =< U*V)i 5.139
O = || @V (5.130)

ao passo que U como funcao de S e V' é igual a
2 kY [45 (he)? 5 /5H\3
= — . 14

uis,v) 15 (he)? [ 4 w24 Vv (5.140)

Para um sistema termodinamico com duas variaveis independentes, o nimero de
condigoes de estabilidade é reduzido [42]. Para a presente andlise, as condi¢bes que devem

ser obedecidas pela entropia e a energia interna, sao, respectivamente:
2
ouz ).,

825>
——] <0 (5.141)
(av2 U

(82[ ) > 0 (5.142)
<82U> (62U> - ( 02U )2 -
852 ) \ov? asov ) =

Comegamos a verificar essas condigoes na ordem como sao apresentadas. Para a

entropia, usando (5.139) junto com as condigoes de estabilidade em (5.141), obtemos:

028 15(hc)?

- - =—— ~ 7 .
(am)v kTS = (5.143)

%S w2 kAT

— = < 144
(aw)U 60(hc)PV = " (5.144)

928\ (928 925 \*
) =22 — .14
(am) (aw) (amv) 0 (5.145)
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Verificando as condigoes relacionadas a energia interna, da equagao (5.140) junto

com as condigoes de estabilidade em (5.140), encontramos:

U 15(hc)?
D = > .
(as2>v vy =0 (5.146)
02U 42 kAT
- = > .
(8‘/2)5 145 (heppv = (5.147)
U\ (02U U\
(852> <av2> - (asav) =0 (5.148)

Estes resultados nos informam que a radiacao de corpo negro é um sistema estavel.
Entretanto, chama a atencao as relacoes de “fluting”, que sdo aquelas que envolvem
derivadas mistas. A curiosidade reside no fato de estas serem identicamente nulas, o que
indica que a estabilidade do gas de fétons na cavidade esta na fronteira entre um sistema
estavel e um instavel. Retornaremos a essa discussao na secao 5.5.4, onde analisamos este
sistema levando em consideragao as contribuigoes trazidas pelas flutuacoes quanticas do

vacuo.

5.5.3 Analise da estabilidade termodinamica para o regime & — 0

Finalmente, comecaremos a andalise da estabilidade termodinamica do sistema
levando em consideracao as flutuacoes do vacuo quantico do campo eletromagnético.

Iniciamos com o regime de baixas temperaturas e/ou pequena separac¢ao entre as placas.

Primeiro, estudamos a estabilidade verificando as condigdes (5.114 - 5.116), (5.120),
(5.122), (5.124) e (5.129) para a entropia. Vimos na se¢do 5.2 que a entropia no regime
¢ — 0 escrita como fungao de U, A e d resulta na equacao (5.58).

Verificando as condig¢oes de estabilidade, encontramos:

025 _ m(hc)?
<6U2>A7d T 3C(3)kBAT® =0 (5.149)
oS 7(hc)?U?
<8A?) va  3C(3)KBAST?
B 7(hc)? n* he , ¢(3) (KT)° ?
T 3(¢(3)k3A3TH [_720d3 7 (he)? ]

)
m(he) ) 7 he
3¢(3)k3A3T 720 d3

™

- )(hc)2 [ 2 hcAr

0 2
720¢(3) [k
- H (5.150)

~
~

3C(3)RBASTE | 720 &
L 7°(hc)* A* <0
©3¢(3)(720)2k3A3d5T4 —
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<325>  w2hed
o ), 60Td5

B w3 e \*
720 x 240C(3) \kTd

= (RLE (5.151)
720 x 240 x 60¢(3)T*d®
7T5k he 4
20(720)2¢(3)d* \kTd) —
*S\ (98 825 \?
<3U2> (814“’> - (aUaA) =0 (5.152)
0?8\ (0°S 925 \? 3 he \®
_ _ - |
<8U2> <3d2> <8U8d> 180C (3)d2T (KTd> <0 (5.153)
D*SY\ (02S 925 \? 57 k2 he \?
_ _ _ |

0?5\ ( 9°S 925 8?5 3 he \°

_ = > 0 (5.155)
ouU? 0doA OUOA ouod 720¢(3)AdT? \ KTd
Para testar as condigoes de estabilidade para a energia interna (5.130 - 5.136),

devemos escrever U em (5.52) como fungdo de S, A e d. Para fazer isso, eliminamos a

temperatura em (5.51) e substituimos em (5.52). Por fim, obtemos a seguinte expressao:

m2hcA 8T 2 S3 3
US, A d) = -+ (27C(3)k:3) he <A> (5.156)

Verificando as condigoes de estabilidade (5.130 - 5.136) para a energia interna, encontramos:

(fgig)m _ _7%20720;4 <0 (5.159)
(gﬁg) <gig> B (;;(;JA>2 —0 (5.160)

e}

0*U 0’U O0*U 2 Wg(hc)3
(852> <5d2> (858d> 180C(3)K3Td> = (5.161)

U\ (U (U N | wCB)RT)  x(he)?
_ _ - 3 |
<8A2> <3d2> (8/18(1) R0%hcd® 240248 = 0 (5.162)
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2 2 2 2 3 3
PUN (DU _(PUN(PUN o (5163)
052 ) \9doA) ~ \9SoA) \0Sad) — T20¢(3)k3T Ad?

Assim, vemos que para a entropia, as Eqgs. (5.153) e (5.154) em comparagao com

as Eqgs. (5.122) e (5.124), violam as condigoes de estabilidade. Para a energia interna,
as Egs. (5.159), (5.161) e (5.162) em comparagao com (5.132), (5.134) e (5.135) sao as
que apresentam violagoes. Este cenario de instabilidade é devido a Pressdo de Casimir.
Vamos imaginar que a placa em z = d possa se mover. Além disso, vamos assumir que
uma forga externa esteja balanceando a Forca de Casimir de tal forma que o sistema
se encontre numa configuragao estavel. Agora, suponhamos que ocorra uma flutuacao
positiva do volume devido a um ligeiro aumento da distancia de separacao entre as placas.
Da expressao de P, em (5.43), vemos que se a distancia entre as placas cresce, entdo P
decresce em modulo, mas cresce em valor relativo. Logo, vemos que a pressao aumenta
quando o volume também aumenta. Dessa forma, a forca externa responsavel por balancear
a Forca de Casimir nao sera mais suficiente e a placa movel serd empurrada para longe da
outra placa devido a esta Forca de Casimir. Agora, se ocorrer uma flutuacao de volume
negativa, entao o decréscimo de d implica no crescimento em moédulo de P, mas numa
diminuicao de seu valor relativo. Assim, se inicialmente, o sistema esta estavel, com uma
flutuacao negativa do volume, a Forca de Casimir se tornara ainda mais negativa e a placa
movel em z = d serd atraida em direcdo a outra. Em ambas as situagoes, vemos que o

sistema, é de fato, instavel.

5.5.4 Analise da estabilidade termodinamica para o regime £ — 0o

Por 1ltimo, analisamos a estabilidade termodinamica do sistema no regime & — oc.
Usamos a equacao (5.15) para expressar T em termos de U, A e d. Substituindo a expressao
obtida em (5.13), encontramos que S(U, A, d) é dada por:

C(3)kA
8md?

4[ 72kt
l T (5.164)

S(UAd) =5 15(710)3] (U Ad): +

Verificando as condigbes de estabilidade para a entropia (5.114 - 5.129), resulta em:

S 15(hc)® 1
(am)Ad = a2kt Ads < (5.165)
825 w2k (kTd\’
(M) " 60Ad? <hc> =0 (5.166)
U,d
%S m2kA (kTd\’
(acp)m: e (n) <0 (5.167)

925\ [0S 925 \*
_ — 1
(522) (52) - (50ma) ~0 (5169
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025\ [9%S 925 \* 45¢(3) Fe \?
_ _ . |

25\ (025 ?S\*_ T [CEPK 1 2k
<8A2> <6d2> - (&46(1) - _d?’{ 720(hcf® | 16n2(Td)P 18 [15(%)3] (Td) }

T3 1 274 72
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PN (SN (SN (@SN _ 1 |1 15
oU? ) \ 0doA OUOA) \oUuod) ~  T2Ad |12 16W3(Kﬁ%d)3 (5.171)
1
~N—— <
1272 Ad — 0

Logo, vemos que para a entropia, as Eqgs. (5.169) e (5.171) em comparagdo com as
Egs. (5.124) e (5.129), violam as condigoes de estabilidade. A comparagao dos resultados
obtidos nesta subsecao com aqueles de 5.5.2 mostra que as corregdes provenientes do vacuo
possuem papel decisivo na estabilidade do sistema. Anteriormente, os resultados obtidos
para a radiagdo de corpo negro revelaram que aquele sistema reside na fronteira que separa
uma configuracao estavel de uma que é instavel. Ao se considerar as flutuagoes quanticas
do vacuo, vemos que o sistema migra para uma configuragao termodinamica instavel. Para
entender como isto ocorre, vamos imaginar que exista radiagao eletromagnética na regiao
externa as placas a uma temperatura T. Na regiao entre as placas, sabemos da Eq. (5.1)
que além da mesma pressao que temos na regiao externa, que varia com a quarta poténcia
de T, também temos uma pressao negativa decorrente das flutuacdes quanticas do vacuo.
Fazendo o mesmo exercicio que fizemos para explicar a instabilidade no regime & — 0,
podemos concluir que flutuacoes positivas ou negativas de volume, levarao a placa movel,
que esta inicialmente localizada em z = d, a ser empurrada para longe ou a ser atraida na
direcao da outra placa. Seja para & — 0 ou £ — oo, a pressao de Casimir cresce quando V
também cresce, o que leva o sistema a entrar numa configuracao mecanica instavel em

ambos os regimes.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho examinamos a termodindmica para a configuracao original do efeito
Casimir, isto é, duas placas paralelas, neutras e perfeitamente condutoras. Para obter as
quantidades termodindmicas relevantes do sistema, o caminho trilhado foi iniciado com a
obtenc¢ao do propagador de Feynman para o campo eletromagnético sujeito as condigoes
de contorno para um condutor perfeito. Contudo, antes de construir este propagador,
tivemos que lidar com alguns aspectos peculiares relacionados com a quantizacao do campo
eletromagnético, uma vez que a teoria eletromagnética classica nao pode ser diretamente
quantizada [47]. Um processo de fixagao de calibre foi introduzido através da adi¢ao de um
termo a Lagrangeana de Maxwell, termo este que traz o parametro de fixacao de calibre
X. Encontramos o propagador de Feynman dependente deste parametro e entao fixamos
o calibre. Nossa escolha foi pelo valor x = 1 que é comumente conhecido com Calibre
de Feynman. Além disso, vimos que é necessario a imposicao de uma condicao adicional
que nos leva de volta a teoria de Maxwell. Essa condicao é dada pelo calibre de Lorenz,
0, A" = 0. Implementado esse esquema de quantizagao, encontramos uma expressao muito
conveniente para o propagador de Feynman Dy, (z,2’) que pode ser escrita em termos do

propagador para o campo escalar.

Primeiramente, foram encontradas as componentes para DFW(QL‘, z') & temperatura
nula. Depois, encontramos as componentes a temperatura finita. Em ambos os casos
usamos modos que respeitam as condigoes de contorno para um condutor perfeito [13].
Recordamos a necessidade em se aplicar um processo de renormalizacao simples, que
consiste em remover a contribuicao de Minkowski que assume um valor divergente no
limite z, — xﬁl Com o propagador renormalizado, DFW (z,2'), avangamos para a etapa
seguinte, que consistia em encontrar as componentes do tensor energia-momentum para a
configuracao do sistema. Para isto, fizemos uso da expressao de (7),,(x)) em termos de
derivadas do propagador [38]. A escolha conveniente de calibre que realizamos, possibilitou
a obtencao de um (7},,(z)) cujas componentes fora da diagonal e trago sdo iguais a zero
[24].

Com o tensor energia-momentum ji temos imediatamente algumas quantidades
termodindmicas do sistema, como sua densidade de energia interna e as pressoes de radiagao.
Para ter acesso as demais grandezas termodinamicas de importancia, foi calculada a energia
livre de Helmholtz para os dois regimes: £ — 0 e £ — co. Como foi mencionado ao longo
deste trabalho, o nosso interesse se concentrou no regime de baixas temperaturas e/ou
pequena separacao entre as placas. A razao é que a termodindmica para o outro extremo
ja é bem conhecida, pois esta se resume na radiagao de corpo negro acompanhada das

contribuicoes de vacuo que se tornam despreziveis para T'd — oo. Embora este regime de
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altas temperaturas nao tenha sido o foco principal desse trabalho, este nos ajudou a entender
os resultados obtidos para o outro regime (7'd — 0), e especialmente na interpretacao das

informacgoes geradas durante a investigacao da estabilidade termodindmica do sistema.

Ainda com respeito as grandezas termodinamicas do sistema, tivemos uma atengao
especial com a entropia. Examinamos a Relagdo de Euler para o sistema em ambos os
regimes. Pela anisotropia do nosso problema, observamos que uma nova relacao de Euler
deveria ser obtida, o que culminou na expressao dada em (5.39). Para derivé-la, tivemos
que escrever S como funcao de U, A e d. Verificamos que tanto para £ — oo quanto
para £ — 0, S(U, A, d) ndo é uma funcdo homogénea de primeiro grau na varidvel d. Por
ultimo, mencionamos um aspecto muito importante e interessante envolvendo a entropia
no regime de baixas temperaturas. Sua expressao possui uma dependéncia linear com
a area das placas e quadratica com respeito a temperatura. Essa lei de area é algo que
realmente nos chama atencao, visto que nao sao conhecidos muitos sistemas fisicos com
tal caracteristica. Como mencionamos no texto, talvez o mais famoso seja a Entropia
de Bekenstein - Hawking para um buraco negro cuja expressao varia com a area de seu
horizonte de eventos [43]. Finalmente, devemos salientar que essa entropia nos fornece
a pressao de Casimir que é dada por P,. A expressao de P, pode dar origem a certo
ceticismo a respeito de sua origem termodinamica, em virtude desta nao depender da
temperatura. Entretanto, para eliminar quaisquer duvidas a respeito de sua obtencao via
termodindmica, mostramos explicitamente que S escrita como S(U, A, d) (vide Eq. (5.58))
reproduz com sucesso P, P, e também o inverso da temperatura. Uma analogia pode
ser estabelecida com o gas de Fermi a baixas temperaturas, onde o termo dominante
da pressao também é independente de T', embora possua um carater repulsivo (pressao

positiva).

Foram investigados alguns processos termodinamicos e também analisamos a
viabilidade da idealizagao de ciclos de Carnot para o regime de baixas temperaturas,
com o objetivo de atribuir um papel as flutuagoes do vacuo durante o funcionamento da
maquina térmica. Vimos que os termos de Casimir nao influenciam no resultado final da
eficiéncia do ciclo, que para este tipo de maquina deve obedecer ao Teorema de Carnot.
Para situagoes onde se deseja realizar expansoes e compressoes na direcao perpendicular as
placas, é necessario utilizar P, , e a nossa proposta é um toy model que ilustra bem como
isso pode ser alcancado. Também analisamos um ciclo onde nao levamos em consideracao
a atuacao da componente perpendicular da pressao, verificando que este caso corresponde
a um ciclo de Carnot comum que tem como substancia de trabalho um gas de bdsons

escalares em um espacgo-tempo 2 + 1 dimensional.

Por fim, fizemos um estudo detalhado da estabilidade termodinamica do sistema.
Primeiramente, derivamos as condicoes de estabilidade que devem ser obedecidas pela

entropia e a energia interna. Lembramos que a entropia deve ser uma fun¢ao concava, ao
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passo que a energia interna uma func¢do convexa das variaveis independentes. Testamos
essas condigoes para a radiagao de corpo negro e verificamos que uma destas condigoes
resulta ser nula tanto para S (5.145) como para U (5.148). A estabilidade para a radiagao
de corpo negro nao é violada, mas este resultado indica que o gas de foténs preso na
cavidade se encontra na fronteira entre um sistema estéavel e um sistema instavel. Motivados
por esta andlise, investigamos o comportamento deste mesmo sistema com a entropia
adicionada da correcao devida as flutuagoes quanticas do vacuo utilizando a expressao
(5.164). Encontramos que as condigoes dadas pelas Eqgs. (5.124) e (5.129) nao sao obedecidas.
Posteriormente, estudamos a estabilidade para o regime & — 0, onde constatamos que as
condigoes de estabilidade dadas pelas Eqgs. (5.122) e (5.124) sao infringidas. Notamos que
ha algo em comum com as condi¢oes de estabilidade que sdao violadas: todas envolvem
variagoes com respeito a distancia de separagdo entre as placas. Concluimos que a causa
desta instabilidade é a Pressdo de Casimir, que cresce com o volume tanto para & — 0o
(5.1) (neste caso, o termo de Casimir é a corregao térmica a pressao do gas de f6tons)
quanto para & — 0 (5.43). Quaisquer flutuagdes no valor da distancia entre as placas, e
consequentemente, do volume, fardao com que o sistema mude para uma outra configuragao

e nao retorne a situagao inicial.

Finalmente, podemos levantar algumas propostas de estudo e investigagoes futuras
decorrentes dos resultados deste trabalho. Imaginar as placas como sendo feitas de um
material condutor perfeito é uma idealizacao. A ampliacao do estudo feito aqui levando-se
em consideracao a estrutura do material se mostra essencial. Os modelos mais utilizados
sao o modelo de Drude e o de Plasma. Ultimamente, as discussoes tém aumentado, pois
nao ha um consenso de qual destes modelos representa mais fielmente os resultados
obtidos no campo experimental. Um estudo termodinamico como o nosso, poderia elucidar
muitas das questoes presentes nos dias de hoje. Certamente alguns dos aspectos estudados
neste trabalho nos possibilitaram enxergar uma estreita relacao entre os comportamentos
termodinamicos apresentados pelos dois regimes. No que tange a isto, devemos enfatizar
o papel fundamental envolvendo a simetria de inversao de temperatura que vem trazida
pela fungao f(§), fungao esta que conecta os dois regimes. Quiga um estudo baseado em
simulagoes computacionais envolvendo a funcao (), atentando-se aos possiveis fenémenos
envolvidos na inversao dos regimes, em especial a instabilidade termodinamica do sistema,

possa ser um caminho interessante para abordar esse problema.
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APENDICE A - A QUANTIZACAO DO CAMPO ESCALAR NO
ESPACO-TEMPO DE MINKOWSKI

Neste apéndice discorremos brevemente sobre o campo escalar e sua quantizagao.
Para tal, adotaremos como background o espaco-tempo de Minkowski em 3 + 1 dimensoes.
Neste caso, para um campo escalar ¢(Z,¢) de massa m definido em todos os pontos (¥, )

do background mencionado, este campo deve satisfazer a seguinte equacao de movimento:
(D + m2) o(7,t) =0 (A1)

onde O = 1*9,0, é o operador diferencial d’Alembertiano e 7" representa o tensor
métrico de Minkowski. Esta equacao é conhecida como Equacao de Klein-Gordon. Para

obté-la, escrevemos a agao da teoria livre, cuja densidade de Lagrangeana é dada por:

1

£ (@) =3 (0" 0.0, — m* ¢*) (A.2)

Como a agao da teoria livre é a integral de £ (x) dada em (A.2) no espago quadridimensi-
onal, a imposigao da condi¢ao 65 = 0, leva a equagao (A.1).

Ao resolver a equacado de Klein-Gordon, devemos estar atentos as condigoes de
contorno que devem ser satisfeitas por ¢(Z,t). No caso livre, a expansdao em ondas planas
representa um conjunto de solugoes possivel. Isto é, o campo ¢(Z,t) é escrito como uma

combinacao linear de modos ug(Z,t) dados por:
up = by ei(lzljfm) (A.3)

sendo by uma constante de normalizacao e k = (kg ky, k.). A substituicio de (A.3) em

(A.1) implica em:

e como ug(7,t) é diferente da solucao trivial, entao:

w=\k2+m?2, (A.4)

onde as componentes de k podem assumir valores no intervalo —oo < k; < oo para
1=1,2,3.
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E interessante obter os modos uz(#,t) normalizados. Para isto, sendo o produto

escalar de Klein-Gordon
(g ) = —i | {uE(f, B0t (7, 1)] — [Ouug(F, D)t (7, t)}d% (A.5)
a substituicao de (A.3) em (A.5), juntamente com a escolha
up (T 1) = — T (A.6)
culmina em
(ug, up,) = 6%k — k). (A7)

Agora, abordamos a quantizacdo do campo escalar. Analogamente ao que é feito
na mecénica quantica, empregamos o esquema de quantizagdo candnica. O campo ¢(Z, t)

é elevado a classe de operador e deve satisfazer as relagoes de comutacao:

[¢(t7 f)? ¢(t7 fl)] =0,
0,

(7 (t, 7), m(t, 7)) = (A8)
[¢(ta f)7 7T(t7 f/)] = 153(1_’: - f,)
onde 7(Z,t) é o momentum canonicamente conjugado, cuja definigao é
0L
T = = 0,0. A9
500) e (A.9)

As solucoes dadas pelos modos ug(Z,t) em (A.6) e seus respectivos complexos
conjugados formam uma base ortonormal que pode ser utilizada para escrever o agora,
operador de campo ¢(,t), na forma:

o(7,t) = [agup(a, 1) + alur(&,1)] . (A.10)

—

k

Nesta expressao, aj; e aj sao operadores denominados de operador de criagdo e aniquilagao,

respectivamente. Com a equagao (A.10), podemos obter 7(Z,t) através de sua definigdo

. ~ - - . T B
em (A.9). O conhecimento das expressoes de (7, 1) e 7(7,t) permite expressar a e a;
em termos destes operadores. Ao fazermos isso e substituirmos as expressoes obtidas em

(A.8), somos conduzidos a

[a,;, ag,] = 0,
[a%, a%/] =0, (A.11)
lag, ak,] = 6 &,

que sao as relagoes de comutacao obedecidas por aj; e ag.
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Antes de seguir com a quantizacao do campo escalar, é interessante fazermos uma
pequena revisao de alguns conceitos importantes da mecanica quantica que usaremos
mais adiante. Um estado fisico é representado pelo vetor de estado, que é definido num
espaco vetorial complexo, sendo este conhecido como Espaco de Hilbert. Dirac cunhou o
termo ket para se referir a um vetor de estado e denotou-o por | >. Este ket contém
toda informacao fisica a respeito do estado. Um outro conceito de vital importancia ¢é o
de observdvel. Este vem representado por um operador, digamos A, definido no espago
de Hilbert em questao. Grandezas fisicas sdo descritas por observaveis representados por

operadores chamados de Hermitianos. Um operador A é dito Hermitiano, se A = AT [48].

Com essas consideracoes feitas, podemos falar um pouco sobre processos de medigao.
Antes de medir uma propriedade fisica do sistema, este deve estar numa configuracao dada
pela combinacéo linear dos vetores de estado que formam o Espacgo de Hilbert em questao.
Definimos o Valor Esperado do observavel A tomado com respeito ao estado |« > como

sendo:

(A) = (a| Ala). (A.12)

Voltando a quantizagao do campo escalar, escolhemos uma base conveniente no
espaco de Hilbert denominada de Representagio de Fock. Um vetor de estado de extrema
importancia é dado pelo ket |0 >, conhecido como estado de vdcuo. A atuagao dos

operadores a% e aj sobre o estado de vicuo, fornece:

az|0)y =0,V k, (A.13)

al0) =|1z) . (A.14)

Estes resultados mostram que o estado de vacuo ¢ aniquilado por a;, enquanto
que a atuacao de a% sobre |0) resulta em um novo estado, o estado de uma particula com
momento k. Generalizacoes podem ser concebidas para a criacao de estados de muitas
particulas com momentos distintos, ou estados de varias particulas com mesmo momento

[31]. Em especial, mencionamos as seguintes relagoes:

aplng) =n?|(n—1);). (A.15)

1
akng) = (n+1)7 [(n+ 1)), (A.16)
onde o ket |ng) é o vetor de estado que contém n particulas com momento k. Podemos
ver que para n = 0, essas relagoes nos levam aquelas em (A.13) e (A.14), respectivamente.

Para finalizar este apéndice, comentamos sobre o contetido de energia e momentum

associado ao campo escalar. Para isto, analisamos o Tensor Energia-Momentum, denotado
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por T,,. Sua obtengao formal é através da variacao da agao com relacao a métrica do

background em questao.

Para o campo escalar, este tensor vem dado por [31]:

1 1
T/u/ = ¢7u ¢7V _577MV77A5 Cb,)\ ¢75 +§m2¢2nuu (A17)

Como estamos interessados no conteido de energia e de momentum, nao é necessario
calcular todas as componentes de 7,,. A componente Tp, corresponde a densidade de

energia, enquanto que Tp; sdo as componentes que fornecem a densidade de momentum.

De (A.17), teremos:

1 3
Tin = 3 (0000 + X 00 + (A9
i=1
A substituigao de (A.10) em (A.18) e (A.19) seguida da integragdo em todo o espago, leva
a .
H= /TOO Pr=3 (aga% + 2) w (A.20)
K
P = /de?’x = Z a;%al; k; (A.21)
k

Devemos enfatizar que H e P; sdo observaveis. Logo, podemos calcular seus valores
esperados como definido em (A.12) para o operador A. De fato, fazemos isso com relagao
.|.

ao estado de vacuo, |0). Das relagoes de comutagao para a; € ag em (A.11), teremos:

(0| P|0) =0 (A.22)

1 1
(0| H |0) = <0|O)Z§w = Z?; (A.23)
K K
sendo (0|0) = 1. Estes resultados revelam que o valor esperado do momentum no estado
de vécuo é nulo. Em contrapartida, a expressao (A.23) mostra que o valor esperado para a

energia no mesmo estado é igual a uma soma, que resulta ser infinita! Para mais detalhes,
consultar a Ref. [31].
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APENDICE B - FUNCOES DE GREEN EM TEORIA QUANTICA DE
CAMPOS

Neste apéndice apresentamos as Funcoes de Green, que sao objetos de extrema
importancia em Teoria Quantica de Campos. Estas estao relacionadas aos valores esperados

do produto de campos quéanticos. Aqui restringiremos nossa exposi¢ao ao campo escalar.

Comecgamos com as chamadas Funcao de Schwinger ou Fun¢do de Pauli-Jordan e

Funcao Elementar de Hadamard, cujas defini¢bes sao, respectivamente:

iG(z,2") = (0|[¢(x), ¢()]|0) , (B.1)

GW(w,2") = (0[{(x), 6(«")}|0). (B.2)

Uma funcao de Green muito importante é Propagador de Feynman. Este é definido

iG(@,2") = (0] 7 (6()(a")) [0) B3
— 0(t — )G (x,2) + 0( — )G (z,2') '

sendo .7 o Operador de Ordenamento Temporal e G*(x,x') as Fungoes de Wightman, que

por sua vez, sao dadas por

Gz, 2") = (0]¢(x)p(2)[0) , (B.4)

Outras funcoes de Green de interesse sao Gre (2, 2') € G agp(z, '), as fungdes de

Green retardada e avancada, respectivamente. Estas sdo dadas por

Gret(z,2') = =0(t — t')G(z,2")

(B.5)
Gaw(z, ) =0t — t)G(x,2)
e a média destas, denotada por G(z, '), é simplesmente
— 1
Gz, ") = 5 (G Ret(x, ") + G ggp(x, 2")] . (B.6)

Notamos que o propagador de Feynman pode ser expresso em termos de G(x, ') e
GW(x,z') na forma _

Gp(z,2') = —G(z,2) — %G(l)(x, z'). (B.7)

Por fim, apresentamos as equacoes de movimento que devem ser obedecidas por

estas fungoes de Green. Usando a Equagdo de Klein-Gordon dada em (A.1), vemos

facilmente que G, G e G* satisfazem a equacio homogénea

(Op +m>)Z(z,2') =0. (B.8)
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Ja para as fungoes de Green retardada e avancada e o propagador de Feynman, as
equagoes de movimento podem ser obtidas utilizando-se a relacao 9,0(t —t') = d(t —t')
juntamente com as relagoes de comutagao dadas na equagao (A.8). Estas equagoes de

movimento sao dadas por:

(O, + mz)GRethdv(x, 7)) =6z — ) (B.9)

(O, +m?)Gp(z, ') = —6*(z — 2) (B.10)
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APENDICE C - ASPECTOS DA QUANTIZACAO DO CAMPO
ELETROMAGNETICO

Este apéndice tem como objetivo apresentar alguns aspectos da quantizacao do
campo eletromagnético e uma discussao da construcao de seu propagador de Feynman.
Diferentemente de outras teorias, a eletromagnética classica representa um limite que nos
orienta durante seu processo de quantizacao, uma vez que observamos campos elétrico e

magnético classicamente.

Contudo, ao quantizar a teoria, ndo podemos utilizar B e E como varidveis dindmi-
cas pois essa escolha ndo garante que o carater local da teoria seja preservado [47]. Entao
recorremos ao potencial eletromagnético. Nao obstante, este também traz consigo um
problema: seu nimero de componentes, quatro, ¢ maior do que o nimero de graus de liber-
dade. Sabemos que ha dois tipos de fotons, que diferem com respeito a polarizagao. Logo,
duas das componentes do potencial devem ser ndo-dinamicas. Portanto, estas nao devem
ser quantizadas.A existéncia destas varidveis sem papel decisivo na dinidmica é devida a
existéncia de uma simetria interna local: a simetria de calibre, ou também conhecida como
simetria de calibre. Como consequéncia desta simetria, o processo de quantizacao candnico
do eletromagnetismo deve ser modificado. De forma breve, discorreremos sobre isso nos

proximos paragrafos.

Definimos o Tensor Eletromagnético como sendo:
Fr = 0FAY — 0" A* | (C.1)

onde A" = (¢, /T) sendo ¢(z) o potencial escalar e A o potencial vetor. Este tensor possui

um dual, *F*, dado por:

1
P = S, (C.2)

Com estes dois objetos, as equagoes de Maxwell homogéneas (aquelas que nao carregam
termos de fontes e correntes) e ndo-homogéneas (que contém termos de fontes e correntes)

sao dadas, respectivamente, pelas expressoes:

DM =0, (C.3)

0, F" = v (C.4)

onde j* = (p, J ) é o quadrivetor densidade de corrente, cuja componente temporal é a

densidade de cargas e as componentes espaciais formam o vetor densidade de corrente.
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Com respeito a simetria de calibre que mencionamos anteriormente, F'*¥ é invariante

sob transformagcoes de A* da forma:
At (z) — A¥(x) — 0"0(x),

FHv _y pav (G:5)

Este tipo de transformagao é denominado Transformagao Local de Calibre. Vemos de (C.5)
que A* é uma quantidade dependente de calibre, visto que esta é modificada quando
submetida a uma transformacdo desta natureza. Ou seja, para cada escolha de 6(x)
obteremos um A* diferente. Dessa forma, esta transformacao de calibre nos permite
escolher A* & nossa conveniéncia através da imposicdo de uma condicdo que deve ser
satisfeita pelo mesmo. Esse método recebe o nome de Fizac¢do de Calibre. Entre as escolhas

usuais de calibre, podemos citar:

o ¢ =0, conhecido como Calibre de Radiagcdo ou Calibre Temporal,
o A3 =0 ¢é o Calibre Azial;
e V-A=04¢o chamado Calibre de Coulompb;

e 0,A" =0 é denominado Calibre de Lorenz.

Podemos escolher uma dessas opg¢oes para proceder com o processo de quantizacao.
Porém, nenhuma delas resolve de forma definitiva o problema que mencionamos acerca da
redundéancia de A*. Nossas varidveis dinamicas devem ser independentes da escolha que
fazemos da funcao arbitraria 0(x), caso contrario, nossas quantidades serdo dependentes
do calibre, e consequentemente, nao possuirao significado fisico. Para garantir que os
resultados fisicos nao sejam afetados pela manifestacao de varidveis nao dindmicas, isto é,
variaveis sensiveis a escolha do calibre, vé-se necessario implementar uma modificagdo no
processo canonico de quantizacao. Dentre as escolhas mais plausiveis, estao o calibre de
Coulomb e o de Lorenz. Contra o primeiro pesa o fato de este ser nao-covariante. Para
assegurar a covariancia de Lorentz, podemos trabalhar com a segunda escolha, e sera esta
que abordaremos a seguir. Para mais detalhes sobre a quantizacao no calibre de Coulomb,

recomenda-se a consulta da Ref. [47].

Antes de quantizar a teoria no calibre de Lorenz, discutiremos brevemente o processo

de quantizacao candnico diretamente aplicado a teoria eletromagnética. A Lagrangeana é

dada por:
1 1, = —
& :—ZFWW: §(E2—B2),. (C.6)
de onde podemos calcular o momentum canonicamente conjugado a A*, o que leva a:
0L
= —— = 0
7T-O(x) 8(80A0)
5. (C.7)

(90 A7)
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O Hamiltoniano pode entao ser escrito, resultando em:

= [ds [ (B2 B2+ B-vA (C.8)

O passo seguinte é estabelecer as condi¢oes de comutacao. Porém, o fato de termos
mo = 0 traz algumas complica¢des. Se nao levarmos em consideragao o comutador entre

= ¢ e m, as relagoes de comutacao serao:
[Ai(Z, 1), B5(2',1)] = —idy; (7 — i”’)
[Au(E,1), A (Z',1)]

[Ei(Z,1), Bj(T',1)]
[Ei(Z, 1), Ao(Z 7)]20.

Como 71y = 0, entdo ¢ comuta com tudo e nao é uma variavel dindmica. Desprezar
o comutador de ¢ com 7y, ameniza o problema de termos 7y nulo, mas o preco a se pagar
¢é a perda da covariancia de Lorentz. Felizmente, isto pode ser contornado com a imposi¢ao
do Calibre de Lorenz.

Comecamos impondo a relagao de comutacao covariante entre A, e 7, na forma:
(A (Z,1), m,(F',1)] = inud(F — F) (C.10)

onde estamos assumindo um espaco-tempo plano, isto é, g, = n,. A covaridncia é
garantida com a presenca de todas as componentes de A, no comutador. Deste processo
surgem quatro fétons: dois fétons transversais que sao fisicos e dois fétons nao fisicos, um
longitudinal e o outro temporal. E necessdrio lidar com este cardter nio-fisico relacionado
a estes dois fotons para evitar que as quantidades fisicas mensuraveis nao sejam afetadas
por eles. Embora tenhamos 7y = 0, a relagdo de comutacao dada em (C.10) informa

que 7y # 0. Para contornar esta inconsisténcia, devemos modificar a Lagrangeana (C.6),

escrevendo: )
L == Fu " — g - A)? (C.11)
que agora leva ao seguinte momentum canonicamente conjugado
0¥
A ——— /LT T | C.12
00A) xn"7(0 - A) (C.12)

Agora, segue que 0 = x(9 - A) # 0. Também da Lagrangeana modificada (C.11), as

equacoes de movimento tomam a forma:s:
0,0'A, — (1 —x)0,(0-A)=0 (C.13)

O parametro y pode ser levado até o final dos calculos, uma vez que nenhum resultado

fisico deve depender do seu valor. Porém, vamos neste momento fixa-lo, escolhendo y = 1.
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A equagao de movimento (C.13) ndo corresponde as Equagoes de Maxwell da teoria cléssica.
Mas com a imposicao d,A" = 0, que é o Calibre de Lorentz, somos remetidos novamente
a teoria classica. Ainda, devemos estar atentos a maneira com a qual esta exigéncia é

implementada. A forma correta ¢ expressar 9,A* = 0 como um valor esperado, ou seja:
(|0 Alp) =0 (C.14)

onde |¢) sao estados do espago de Fock. Portanto, as equagoes de Maxwell da teoria
classica sao recuperadas como valores esperados na Teoria Quantica de Campos. A escolha
X = 1 é comumente conhecida como Calibre de Feynman. Para esta escolha, A* satisfaz
uma equagao de onda similar a do campo escalar sem massa e pode entao ser expandido

em termos de ondas planas,

dgk 3 - —i(kT—wt t x/7 i(k-Z—wt
A= [ iz 2o amazB e 50 -l e (e (C.15)

sendo 5“(12:, A) o vetor de polarizacao, que em geral satisfaz a relagao

— —

e(k, ) -e(k/,N) =™ (C.16)

Com a expansao (C.15) podemos expressar os operadores ag , e alg , em termos de

A, e m, para encontrar as relagoes de comutacao entre os operadores de aniquilacao e
criacao, o que leva a:

1 3. 0N g3/, T

g ns @z, o, | = —(27)" " 6% (k — k)

450 ] (C.17)

P N
[“k,»%,x} = [“E,x“m 0

Para finalizar este apéndice, vamos falar sobre o Propagador de Feynman para o
campo eletromagnético no Calibre de Lorenz. Este propagador é definido pela seguinte
expressao [31]:

i Dy (2, 2') = (0].7 (Au(z) Ay(2))]0) (C.18)
e possui como equacao de movimento:
720z — (1= X" )0205| Dy (w, ') = 0, 6" (& — 2. (C.19)

Substitutindo a expansdo para A, no calibre de Lorenz dada em (C.15) em (C.18),

Dy, (x,2") serd dado por:
DF,uu(xa $/> = —TIWDF(% .Z‘/) (CZO)

onde Dg(z,2’) é o propagador para o campo escalar sem massa [31]. Essa férmula simples

¢é obtida gracas a covariancia que caracteriza o calibre de Lorenz.
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APENDICE D - (7,,(z)) PARA O CAMPO ELETROMAGNETICO

Neste apéndice, obtemos a expressao de T}, , () em termos do tensor eletromagnético
F

v, € posteriormente, o seu valor esperado no estado de véacuo, isto é, (T),,(z)).

A agdo do campo eletromagnético é dada por :

1
S = —1/d4x\/—gFa5Faﬁ, (D.1)

onde Fop(x) = 0,Ap(x) — 0sAa(z). Lembramos que o tensor eletromagnético é anti-
simétrico, ou seja, Fi,3 = —Fp,. O tensor energia-momentum ¢ obtido formalmente através

da variacdo da agdo com respeito a métrica [31]:

2 05

T .
[—g(x)] 09" (2)

w(T) =

(D.2)

Calculando 6.5, segue que:

| 1
55 =6 (— [dtev=g FQBFO‘B) =6 (/ &tz GFP g, ggg)
= —7/d4 (5\/ FaﬂFp Gap 930 + v FaﬁFpa(s(gap>g,80 + \2 FaﬁFpggaP 5(9[30)]

e o uso das relagoes
o/—g = _;\/__ggxw 09" . 09w = —Gup Guo 09"
leva a:
S / 'z [(0V/=9)F*° F* Gap gso + NV =GF " F*"5(gap) Gso + V=9F P F gap (95|

1 v [0 loa (07 o
= —4/d496[—2x/—ggw5g“ F°F% g G50 — NV —9F P F* gory 900 09" 950

-V _gFaﬁFpggapgﬁ’y 9o0 5979
(D.3)
Para os dois ultimos termos dentro dos colchetes, notamos que:
/d4 TN —g (FaﬁFpUga'y gp@ 5976 9,80 + FaﬁFpagap gﬁ’y 9o0 5970)
- /d4 TN — (FaﬂFpagav ng 930 + FaﬂFpogap gﬁw ga@) 5979 (D4>

_/d4x\/ ﬂF@ 790 + F'* L F? ggap) 5g79
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No termo F'* ., F* 4g,,, trocando a por 3 e p por o, encontramos F* ., F7 ygs,. Ainda,

observamos que:

FﬂA, = gﬂ”‘F,.w = —g'B“Fwi = —F75

(D.5)
F79= 9" Fup = —9"" Fo. = —Fy°
Substituindo as expressoes de (D.5) em (D.4), leva a:
/ d' /=g (F, " Fy"gse + F* \F? g0, 667
= /d4 V=g [, Fyggo + (= F, *(=Fy7)gs,| g™ (D.6)

=2 / d4 \/__ng 5F0 09606970
Retornando a Eq. (D.3), usando o resultado obtido na Eq. (D.6), encontramos:
1 1
0S = _Z/d4x |: - 5 V _gguuéguyFaﬁFpagapgﬁa -V _gFaﬁFpaga’ygpeég’yggﬂa

-V _gFaﬁFpUgapgﬁ’ygaeég’ye

= [ d*zv/—g 1 FoB ppo Sat” lp BE %0, §a7° (D7)
- g 89;w Gap9ps09g + 9 ¥ 0 9ps0g

1 1
= /d4 Ty —g <8guuFa/8FpUgapg/305.glw + §Fu BFI/ Ugﬂaégwj>
1 1
= /d4 I —3g <8guuFaﬁFpggapgﬁa + §FM ﬁFV UQ,BU) 5gwj
Utilizando a definicao de 7, (x) dada em (D.2), segue que:

Tw/(I)

- \/2—_9 / e (;g“”(ff')Fo‘ﬁ(SC’)F””(x')gap(xl)gﬁa(x') + ;FH ’(2")F, ”(m’)gﬂcr(“’,)) ZZ((Z/))

Mas recorrendo a relagao [49]

(SJ(Z") _ 4 /
57(x) =0"(z —2a'), (D.8)

para J(z') = g (2') e J(z) = g"(x), teremos:

T/w@)
_ 2 4 1 1 N o N po (] / / 1 / o( / 5gul’<x/)
= = [ 4T (G @V W () gap ()90 )+ 5V @ g0 ) s
2
TV

1 o o
:ZguquUFp +Fu FI/O'

N <;gw,(x)Fo‘ﬁ(x)F””(:B)gap(I)g,Ba(I) + ;FM ’(x)F, "(rc)gw(x))
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e usando a anti-simetria do tensor eletromagnético para escrever F, 3 = —Fp,, encontramos
finalmente,
1
THV(:E) = Zg/wFpong - Fu °F,, . (Dg)

corroborando o resultado apresentado em [31].

Agora calcularemos o valor esperado de T, (x) no estado de vacuo. Queremos
encontrar uma expressao que seja dada em termos do propagador de Feynman para o

campo eletromagnético.

Basicamente, estamos interessado em obter a seguinte quantidade:

(T (2)) = <o o> (D.10)

1 [e% «

em termos de Dgy,(z,2"). Vamos considerar o espaco-tempo de Minkowski, ou seja,
Gy = M- A expressdo que desejamos encontrar, ja conhecida na literatura [38], é dada
por:
(T (2)) = —i x/li_r)l;lv {8a alDFW — O O/DFCW - aaV’DFu “+ a;w/DFoc “
© I

X (D.11)

_inuu (3a O/DFﬂ B _ aa 6/DF5 a) }

Ao invés de derivar (D.11), mostraremos que esta se reduz a (D.10). Da defini¢do
de Dg,,, em (C.18), teremos de (D.11):

<T#V(:E)> = —¢ lim {8a alDij — 8M alDFa,, — 8al,/DFH @ —+ 6/“,/[71:& @

/
Ty, Ty

- ;n,w (0™ Drs” — 0o Dps ) }

= —i(i) Jim. {aa V(01 Au(2) A, (2')]0) = 8, (01 Aa(2) A, (@)[0) — Do (0] 4, () A* (') 0)
+ 0 01 A2 A°)]0) — S [0 (01A5(2) A%()]0) — B (0] A5(r) A° (/) 0)] }

!

{% “Au(@) Ay ()] = 0, [Aa(2) Ay (2')] = us [Au(2) A% (2)]

i

lim {aa’Ay(g;') [00A,(2) — 0,A0(2)] + 0, A%(2) [0, A0 (1) — OnA,(2)]

xu—m’u
0>

0% Ay(') Foy () + 0, A*(2') Fya () — ;muaaAﬁ<w>Faﬁ<x'>]

= lim <0
T =y

I

+ 0 [Aa(@) A% (@) = 21 [0 [Aal@) A (@)] — 8 ¥ [Ap(2)A° ()]

(i 2

- ;n,waaAﬁ(x) 07 AP(a') — 07 A*(a)] }

:<0

lim
Tp—Ty,

)
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= lim <0
Tu—T),

Vemos que

Ja para o segundo termo,

1 L1 s .
5nwaoﬂzxﬁ(:U)Foﬂ(;c) = |00 Ap(2)0% AP (') — 0aAp(2)0” A% ()]

1 / / ! @ /
= v (200 A5(2)0% AP (2') — 200 Ag(x)0" A*(2)]

1 I ! /
= 1w |OaAg(2)0” AP (&) + 00 Ag(x)0” A (2')

— 0, Ag(2)0% A%(2) — DaAg(x)0% A%(2)

]. [ / /
— an, Do Ap(x)0” Aﬁ(:c') + 8ﬁAa(x)85 A% (')

(D.14)

— Do Ap(2)0% A%(2) — D5 An()0” AP(2)
_ inwaaAﬁ(x) [0 472!y — 07 A°(2)]
- }lnw,aBAa(@ |07 A% (') — 0 A°(2/)]
= DA (D) F ) = {0 Aa(0) FO ()

1
= s () F ()
Por fim, substituindo os resultados encontrados em (D.13) e (D.14) em (D.12),

resulta em:

(Toul2)) = <o 0> (D.15)

1 (6% (6%
(477HVF01/3F - Fy ch)

concordando com a expressao dada em (D.10) para o caso g, = 1.
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