UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA
INSTITUTO DE ENGENHARIA MECANICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA

TESE DE DOUTORADO

QUANTIFICACAO DE INCERTEZAS DE
MODELAGEM EM MODELOS ESTRUTURAIS
DINAMICOS

Autora: Luciana Bernardo Justino

Orientador: Prof. Dr. José Juliano de Lima Junior

Itajubd, Outubro de 2018



UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA
INSTITUTO DE ENGENHARIA MECANICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA

TESE DE DOUTORADO

QUANTIFICACAO DE INCERTEZAS DE
MODELAGEM EM MODELOS ESTRUTURAIS
DINAMICOS

Autora: Luciana Bernardo Justino

Orientador: Prof. Dr. José Juliano de Lima Junior

Curso: Doutorado em Engenharia Mecéanica

Area de Concentracio: Projeto, Materiais e Processos

Tese submetida ao Programa de Pds-Graduacdo em Engenharia Mecanica como
parte dos requisitos para obtencédo do Titulo de Doutor em Engenharia

Mecanica.

Itajuba, Outubro de 2018
M.G. — Brasil



UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA
INSTITUTO DE ENGENHARIA MECANICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA

TESE DE DOUTORADO

QUANTIFICACAO DE INCERTEZAS DE
MODELAGEM EM MODELOS ESTRUTURAIS
DINAMICOS

Autora: Luciana Bernardo Justino

Orientador: Prof. Dr. José Juliano de Lima Junior

Composicdo da Banca Examinadora:

Prof. Dr. Fernando José de Oliveira Moreira - EMBRAER
Prof. Dr. Antonio Wagner Forti - FEG/UNESP

Prof. Dr. Jesus Antonio Garcia Sdnchez — IEM/UNIFEI
Prof. Dr. André Garcia Chiarello — IEM/UNIFEI

Prof. Dr. José Juliano de Lima Junior, Presidente - IEM/UNIFEI



Dedicatoria

Aos meus pais Aparecida e Geraldo, aos meus irmdos Lucimary e José e as minhas

afilhadas Beatriz e Patricia.



Agradecimentos

Primeiramente a Deus, por ter me conduzido sempre as escolhas certas e por me permitir

realizar mais esta conquista.
Ao meu Orientador, Prof. Dr. José Juliano de Lima Junior, pela competéncia e dedicacao.

A UNIFEI pela oportunidade e ao Instituto de Engenharia Mecanica, representado pelos
seus dedicados Professores e Servidores Técnicos Administrativos em Educacéo, pelo grande

apoio e convivio profissional.
A CAPES pelo apoio financeiro por meio do Programa de bolsas de estudos.
A minha familia pelo apoio e incentivo na minha formagao profissional.

A Comunidade Sol de Deus pelo permanente incentivo, amizade e principalmente pelas

oracdes. Vocés foram fundamentais para que eu pudesse estar agora concluindo este trabalho.

Enfim, a todos os meus verdadeiros amigos e irmaos em Cristo, que de alguma forma

contribuiram para que mais esta conquista fosse possivel em minha vida.



“Inspirai Senhor as nossas acées e qjudai-nos a realiza-las para que em Vés comece

e para Vés termine tudo aquilo que fizermos, por Cristo Senhor nosso. Amém.”

Liturgia das Horas



Resumo

JUSTINO, L. B. (2018), Quantificacdo de Incertezas de Modelagem em Modelos Estruturais
Dinamicos, Tese de Doutorado (Doutorado em Projeto, Materiais e Processos), Instituto

de Engenharia Mecanica, Universidade Federal de Itajubd, Itajuba - MG, 215 p.

Atualmente varios estudos tém sido realizados a respeito da abordagem ndo-paramétrica.
Ela possibilita a quantificacdo de incertezas que ocorrem devido a falta de conhecimento do
sistema, tornando assim 0 modelo numeérico possivel de ser utilizado em substituicdo a modelos
experimentais em testes e avaliacbes computacionais, ao inves de fabricar prototipos de
estruturas complexas e caras que podem tornar o processo invidvel. Assim sendo, esta tese
apresenta o desenvolvimento matematico para a aplicacdo da abordagem ndo-paramétrica de
forma que englobe todo o contelido tedrico e exemplos praticos para quantificacdo de incertezas de
modelagem em modelos estruturais dindmicos lineares com n graus de liberdade, passando por trés
fases distintas. A primeira é a Modelagem estocastica em que se obtém a funcdo densidade de
probabilidade das matrizes aleatdrias e seus parametros. Posteriormente, vem a propagacao da
incerteza na matriz massa do sistema dindmico pela simulacdo de Monte Carlo e a obtencdo das
respostas. Por Gltimo, chega-se a andlise de resultados. Os estudos sdo conduzidos de forma que
seja possivel também a verificacdo da influéncia do parametro de dispersdo na quantificacdo e a
importancia em determina-lo corretamente. Nos dois estudos de caso apresentados pdde-se
visualizar, pelos resultados graficos, a existéncia da incerteza de modelagem. P6de-se constatar a
necessidade da quantificacdo da incerteza, ja que o modelo numérico ndo tem confiabilidade
suficiente para representar o modelo experimental inclusive quando se procede a simulagdes
convencionais sem a utilizagdo da correta funcao densidade de probabilidade. Além disso, ainda foi
possivel quantificar a incerteza de modelo de forma a aumentar no modelo numérico a sua
capacidade de previsdo do modelo experimental, o que possibilita ao analista tomar decisdes com

niveis de confianga conhecidos.

Palavras-chave
Abordagem ndo-Parametrica, Incertezas Epistémicas, Incertezas de Modelo, Modelos

Dinamicos, Quantificacdo de Incertezas, Vibracbes Mecanicas.



Abstract

JUSTINO, L. B. (2018), Quantification of Modeling Uncertainties in Dynamic Structural
Models, PhD. (These), Institute of Mechanical Engineering, Federal University of
Itajubd, Itajubd — MG, 215 p.

Currently, several studies have been carried out on the non-parametric approach. It
enables the quantification of uncertainties that occur due to the lack of knowledge of the system,
thus making the numerical model possible to be used in place of experimental models in
computational tests and evaluations, instead of making prototypes of complex and expensive
structures that can make the process impracticable . Thus, this thesis presents the mathematical
development for the application of the non-parametric approach in a way that encompasses all
theoretical content and practical examples for quantification of modeling uncertainties in linear
dynamic structural models with n degrees of freedom, passing through three distinct phases.
The first is Stochastic Modeling in which we obtain the probability density function of the
random matrices and their parameters. Then, the uncertainty propagation in the mass matrix of
the dynamical system comes from the Monte Carlo simulation and the answers are obtained.
Finally, we come to the analysis of results. The studies are conducted in a such way that it is
also possible to verify the influence of the dispersion parameter on the quantification and the
importance in determining it correctly. In the two study cases presented, it was possible to
visualize, by the graphical results, the existence of the modeling uncertainty. It is possible to
verify the necessity of uncertainty quantification, since the numerical model does not have
enough reliability to represent the experimental model even when performing conventional
simulations without using the correct probability density function. In addition, it was still
possible to quantify the uncertainty of the model in order to increase in its numerical model its
predictive capacity of the experimental model, which allows the analyst to make decisions with

known levels of confidence.

Keywords
Non-Parametric Approach, Epistemic Uncertainties, Model Uncertainty, Dynamic

Models, Uncertainty Quantification, Mechanical Vibrations.



Sumario

DEDICATORIA vV
AGRADECIMENTOS \Y
RESUMO il
ABSTRACT VI
SUMARIO |
LISTA DE FIGURAS VI
LISTA DE TABELAS Xl
SIMBOLOGIA XII
LETRAS LATINAS X1
LETRAS GREGAS X1V
SOBRESCRITOS X1V
SUBSCRITOS XV
ABREVIATURAS XV
OPERADORES XV
SIGLAS XVI
CAPITULO 1 1
INTRODUCAO 1

1.1 ODbjetivo da PeSqUISA ==-======mmmmm e o e e e e e 3

1.2 Motivacgéo 4

1.3 Contribuicéo S

1.4 Conteldo 5
CAPITULO 2 7
REVISAO DA LITERATURA 7
CAPITULO 3 21
A ABORDAGEM NAO-PARAMETRICA E SUAS FASES DE APLICACAO 21

3.1 FASE 1: Modelagem Estocastica 23




3.2 FASE 2: Propagacdo da Incerteza e Obtencdo das Respostas 24

3.3 FASE 3: Analise de Resultados -28
CAPITULO 4 32
FUNDAMENTOS DA ABORDAGEM NAO-PARAMETRICA 32

4.1 Conceito de Erro e Incerteza ---32

4.2 Incertezas em Sistemas Dindmicos 36

4.3 As Fontes da Incerteza de Modelo 37

4.4 Abordagens de Quantificacdo de Incertezas de Modelo ---38

4.5 A Incerteza de Modelo e 0 Parametro de DiSpersao -----------======nmmmmmmmmmmmmmmmmemoeee 42

4.6 M0odelo Projetad --------=-mmmmm oo oo e 43

4.7 MOdEIO MEAI0 === == oo 44

4.8 Modelo EXPerimental ------nmmmm e oo oo e oo 46

4.9 Banda de Frequéncia e Regides de Frequéncia de Vibracao 46

4.10 Resposta do Sistema estrutural DINAMICO ------=-========-mmmm oo 48

4.11 Previsibilidade do MOdel0 ------=-====mmmm oo 48
CAPITULO5 50

PRINCIPIOS PARA A QUANTIFICACAO DA INCERTEZA DE MODELO:

SHANNON E JAYNES 50
5.1 Contextualizag80 HiStOriCa ==-=====n=n=mmm oo oo e 50
5.2 Representacdo da Incerteza: a Entropia de Shannon----------=-==-=--mmsmmmcmmem oo 51

5.2.1 Shannon e a medida do grau de ignorancia humana ---51
5.2.2 Definicdo da entropia de Shannon para o caso continuo 53
5.2.3 O Sinal negativo da entropia de Shannon ---------=-==-=-m oo s oo 54
5.2.4 A constante k da entropia de Shannon --------=======m oo 55
5.2.5 A entropia de Shannon S em funcéo da FDP pxii ---57
5.2.6 A integral na entropia de Shannon Spxii -------------==-======mmmmmmmm oo 57
5.2.7 Propriedades da medida de Shannon --------=-=-==m o mm oo 58
5.3 Jaynes e 0 Principio da Maxima Entropia ---------==-=-====-=mmmmmmm oo 59
5.3.1 O Raciocinio correto do Principio da Maxima Entropia PME 60
5.3.2 As Informagdes prévias do PME 62
5.3.3 0 formaliSmo d0 PME ---------==m e 66

CAPITULO 6 70




CONJUNTO POSITIVO-DEFINIDO (CPD) E SUAS PROPRIEDADES

6.1 Conjunto de Matrizes Quadradas Reais: MnR

6.1.1 Determinante das matrizes aleatorias

6.1.2 Traco das matrizes aleatorias

6.2 Conjunto de Matrizes Reais Simétricas: MnSR

6.2.1 Matrizes similares

6.2.2 Diagonalizagdo de matrizes

6.2.3 Matrizes ortogonais

6.3 Conjunto de Matrizes Reais Simétricas e Positivas-Definidas: Mn + R

6.3.1 Matrizes inversas
CAPITULO 7

RESTRICOES E PROBLEMA DE OTIMIZACAO A SER RESOLVIDO

7.1 A Restricdo Natural

7.2 A Restricao do Modelo Médio

7.3 A Restricao Referente a Existéncia do Momento Inverso da Matriz de Rigidez

Dinamica

7.3.1 Diagonalizacdo de G

7.3.2 Traco de G

7.3.3 Poténcia de G

7.3.4 Norma de G

7.3.5Momentovde G —1

7.3.6 Primeiro momento de G — 1

7.4 Restricdo de Ndo-Negatividade

7.5 Problema de Otimizacao a ser Resolvido

CAPITULO 8

SOLUCAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO

8.1 O Lagrangeano e a Fungéo Densidade de Probabilidade pGG
8.2 Multiplicador Escalar de Lagrange

8.3 Multiplicador Matricial de Lagrange

8.4 Obtencdo da FDP Final

8.5 Parametros Otimos da Distribuicdo Wishart

CAPITULO 9

100
104
107



ESTUDOS DE CASO 107

9.1 Estudo de Caso I: Viga Fixa-Fixa 112
9.1.1 Configuracdo experimental da viga fixa-fixa ----------=-=====mmemmmmmmmmmm oo 113
9.1.2 Cuidados na realizagédo do ensaio da viga fixa-fixa -115
9.1.3 Obtencdo das respostas do ensaio da viga fixa-fixa -116
9.1.4 Visualizacdo da existéncia da incerteza no modelo médio 116
9.1.5 Visualizacdo da existéncia da incerteza de modelagem 118
9.1.6 Visualizacdo da necessidade da quantificacdo da incerteza de modelagem ------ 121
9.1.7 Simulagdo numérica convencional do modelo médio 123
9.1.8 Quantificacdo da incerteza de modelo --------=-===mmmmm e 125

9.1.8.1 Quantificacdo da incerteza de modelo para é = 0,01 126
9.1.8.2 Quantificacdo da incerteza de modelo para é = 0,05 128
9.1.8.3 Quantificacdo da incerteza de modelo para 6 = 0,1 131
9.1.8.4 Quantificacdo da incerteza de modelo para é = 0, 2 134
9.1.8.5 Quantificacdo da incerteza de modelo para 6 = 0,5 137

9.2 Estudo de Caso II: Viga Fixa-Livre 140
9.2.1 Configuracdo experimental da viga fixa-livre ---------==-emmmmmmmmm e 141
9.2.2 Cuidados na realizacdo do ensaio da viga fixa- livre 144
9.2.3 Obtencao das respostas do ensaio da viga fixa-livre -145
9.2.4 Visualizacdo da existéncia da incerteza no modelo médio 145
9.2.5 Visualizacdo da existéncia da incerteza de modelagem 147
9.2.6 Visualizacdo da necessidade da quantificacdo da incerteza de modelagem ------ 150
9.2.7 Simulagdo numérica convencional do modelo médio 152
9.2.8 Quantificacdo da incerteza de modelo --------=--===-mmm o mm o 155

9.2.8.1 Quantificacdo da incerteza de modelo para é = 0,01 155

9.2.8.2 Quantificacdo da incerteza de modelo para 6 = 0,05 159

9.2.8.3 Quantificacdo da incerteza de modelo para 6 = 0,1 163

9.2.8.4 Quantificacdo da incerteza de modelo para 6 = 0, 2 167

9.2.8.5 Quantificacdo da incerteza de modelo para 6 = 0,5 171
CAPITULO 10 177
CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS 177
10.1 Conclusdes 177

10.2 Perspectivas FULUIAS —----====nmmmmm o oo oo e oo e 181



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 182




Vi

Lista de Figuras

Figura 1: Representacdo do modelo projetado, modelo médio e modelo experimental. Fonte:

AU O === 2

Figura 2: Grafico representativo do aumento da confiabilidade do modelo médio. Fonte:

AUEOK, === e o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 3
Figura 3: Fases da abordagem ndo-paramétrica. Fonte: autor, ----------====m=mmmmmmmmmmmmmmmmmmeee 22
Figura 4: Fases da modelagem estocéastica. Fonte: autor, -------=-====mmmmmmmmmmmmm oo 24

Figura 5: Fluxograma referente a entrada de dados no programa construido na plataforma do

software MATLAB®. Fonte: autor. ---25
Figura 6: Fluxograma da analise de resultados. Fonte: autor -----------=-=-=-==-mmmmmmmmmmeeeee 29
Figura 7: Fluxograma da analise de resultados. Fonte: autor -----------=-=-=-=-=mmmmmmmmmmemeee 30
Figura 8 — Conceitos de exatiddo e precisdo. Fonte: Batista (2011). 33
Figura 9 — Casos de precisdo/imprecisao e exatiddo/inexatidao. Fonte: Cabral (2004). -------- 34
Figura 10 — FDPs correspondentes a cada caso da Figura 9. Fonte: Cabral (2004). ------------ 34
Figura 11 — Representacdo da incerteza em diferentes distribui¢fes continuas de

probabilidade. Fonte: Mattos e Veiga (2002). 35
Figura 12: Nomenclatura para os tipos de incertezas. Fonte: autor. 37

Figura 13: Tipos de incertezas em modelos estruturais dindmicos e suas correspondentes

abordagens de calculo. Fonte: autor. --41
Figura 14: Desenho representativo da construgdo do modelo médio. Fonte: autor, ------------- 45
Figura 15: Desenho representativo do experimento. Fonte: autor. -46

Figura 16: Valor da entropia de uma variavel aleatdria continua em funcdo da sua distribuicdo

de probabilidade para valores diferentes de k. (a) k = 1. (b) k = 1In2. Fonte: autor.---------- 56
Figura 17: O CPD e suas principais propriedades. Fonte: autor. ---73
Figura 18: Modelos a serem considerados nas analises. Fonte: autor. 108

Figura 19: Etapas para a avaliagdo da confiabilidade de um modelo numérico. Fonte:
QUL O —mmm e 110

Figura 20: Visao geral do sistema de viga fixa-fixa. Fonte: (Adhikari, Friswell, & Lonkar,
2007D). ---113




vii

Figura 21: Variacdo na localizacdo das 12 massas. Fonte: (Adhikari, Friswell, & Lonkar,

2007b). ---114
Figura 22: Massas posicionadas em localizacOes aleatérias da viga. Fonte: (Adhikari,

Friswell, & Lonkar, 2007h). ==---=-mmnmmmm oo e e 114
Figura 23: Utilizacdo do shaker que age como um martelo de impacto. Fonte: (Adhikari,
Friswell, & Lonkar, 2007h). =----=-==mmmm oo 115

Figura 24: FRF do modelo médio e modelo base para toda a faixa de frequéncia. Fonte:
Tl ] G 117

Figura 25: FRF do modelo médio e modelo base para a faixa de baixa frequéncia. Fonte:
AU O, === e mm e e e e e e e e e e e e e 117

Figura 26: FRF do modelo médio e modelo base para a faixa de média frequéncia. Fonte:

QU0 === mm o m e o oo e 118
Figura 27: FRF do modelo médio e modelo base para a faixa de alta frequéncia. Fonte:
QU0 === mm o m e o oo e 118

Figura 28: FRF do modelo base e conjunto médio experimental para toda a faixa de

frequéncia. FONte: QULOY, ======nmmmmmmmmmmm e e 119

Figura 29: FRF do modelo base e conjunto médio experimental para a faixa de baixa

freqUeNCia. FONE: AULOT. ====mmnmmmm e 120

Figura 30: FRF do modelo base e conjunto médio experimental para a faixa de média

freqUeNCia. FONE: AULOT. ====mmnmmm e 120

Figura 31: FRF do modelo base e conjunto médio experimental para a faixa de alta frequéncia.
Fonte: autor. 121

Figura 32: FRF do modelo médio e conjunto médio experimental para toda a faixa de

frequéncia. FONe: AULON, =====nmmmmmmm e 122

Figura 33: FRF do modelo médio e conjunto medio experimental para a faixa de baixa

frequencia. FONTE: QULON, ===n=nmmmmmmm e e 122

Figura 34: FRF do modelo médio e conjunto médio experimental para a faixa de média

frequéncia. FONTE: QULON, ===n=nmmmmmmmm e e e 123

Figura 35: FRF do modelo médio e conjunto médio experimental para a faixa de alta

freqUENCia. FONTE: AULOT. ===mmmmmmm e e 123

Figura 36: FRF do conjunto médio simulado e conjunto médio experimental para toda a faixa

de frequéncia. FONTE: AULOK. —-=-==-=mmmmmm oo oo oo e 124



viii

Figura 37: FRF do conjunto médio simulado e conjunto médio experimental para a faixa de

baixa frequéncia. FONte: AULOT. —-=-==-===mmm s oo o e 124

Figura 38: FRF do conjunto médio simulado e conjunto médio experimental para a faixa de

média frequéncia. FONte: aULOr. ----=-=-=mmmmmm oo e e 125

Figura 39: FRF do conjunto médio simulado e conjunto médio experimental para a faixa de

alta frequéncia. FONte: auLOr, -----m-=mmmmm oo 125

Figura 40: Grafico de convergéncia do método para 6 = 0,01. Fonte: autor. ----------------- 126
Figura 41: Modelo médio e IC para toda a faixa de frequéncia e § = 0,01. Fonte: autor. --- 127
Figura 42: Modelo médio e IC para a faixa de baixa frequéncia e § = 0,01. Fonte: autor. -- 127
Figura 43: Modelo médio e IC para a faixa de média frequéncia e § = 0,01. Fonte: autor. - 128
Figura 44: Modelo médio e IC para a faixa de alta frequéncia e § = 0,01. Fonte: autor. ---- 128
Figura 45: Grafico de convergéncia do método para 6 = 0,05. Fonte: autor. ----------------- 129
Figura 46: Modelo médio e IC para toda a faixa de frequéncia e § = 0,05. Fonte: autor. --- 129
Figura 47: Modelo médio e IC para a faixa de baixa frequéncia e § = 0,05. Fonte: autor. -- 130
Figura 48: Modelo médio e IC para a faixa de média frequéncia e 6 = 0,05. Fonte: autor. - 130
Figura 49: Modelo médio e IC para a faixa de alta frequéncia e § = 0,05. Fonte: autor. ---- 131
Figura 50: Grafico de convergéncia do método para § = 0,1. Fonte: autor. -----------=-=----- 132
Figura 51: Modelo médio e IC para toda a faixa de frequéncia e § = 0,1. Fonte: autor. ----- 132
Figura 52: Modelo médio e IC para a faixa de baixa frequéncia e 6 = 0,1. Fonte: autor.---- 133

Figura 53: Modelo médio e IC para a faixa de média frequéncia e § = 0,1. Fonte: autor.--- 133

Figura 54: Modelo médio e IC para a faixa de alta frequéncia e § = 0,1. Fonte: autor. ------ 134
Figura 55: Grafico de convergéncia do método para 6 = 0,2. Fonte: autor. ----------=-=------ 135
Figura 56: Modelo médio e IC para toda a faixa de frequéncia e § = 0,2. Fonte: autor. ----- 135

Figura 57: Modelo médio e IC para a faixa de baixa frequéncia e § = 0,2. Fonte: autor.---- 136
Figura 58: Modelo médio e IC para a faixa de média frequéncia e § = 0,2. Fonte: autor.--- 136
Figura 59: Modelo medio e IC para a faixa de alta frequéncia e § = 0,2. Fonte: autor. ------ 137
Figura 60: Grafico de convergéncia do metodo para 6 = 0,5. Fonte: autor, ------------------- 138
Figura 61: Modelo meédio e IC para toda a faixa de frequéncia e § = 0,5. Fonte: autor. ----- 138
Figura 62: Modelo médio e IC para a faixa de baixa frequéncia e § = 0,5. Fonte: autor.---- 139
Figura 63: Modelo médio e IC para a faixa de média frequéncia e § = 0,5. Fonte: autor.--- 139
Figura 64: Modelo medio e IC para a faixa de alta frequéncia e § = 0,5. Fonte: autor. ------ 140

Figura 65: Visao geral do sistema de viga fixa-livre. Fonte: autor. 142

Figura 66: Visao geral do sistema de viga fixa-livre. Fonte: autor. 142




Figura 67: Variacdo na localizacdo das 12 massas. Fonte: autor. 143
Figura 68: Massas posicionadas em localizacGes aleatérias da viga. Fonte: autor. ----------- 143
Figura 69: Marca feita na viga para excitagdo com o martelo de impacto. Fonte: autor.----- 144
Figura 70: Simulacdo numeérica da amplitude para toda a faixa de frequéncia. Fonte: autor. 146
Figura 71: Simulacdo numérica da amplitude para a faixa de baixa frequéncia. Fonte:

AU O, = m o o - 146
Figura 72: Simulacdo numérica da amplitude para a faixa de média frequéncia. Fonte:

(0] B 147
Figura 73: Simulacdo numérica da amplitude para a faixa de alta frequéncia. Fonte: autor. 147
Figura 74: Simulacdo numérica da amplitude para toda a faixa de frequéncia. Fonte: autor. 148
Figura 75: Simulacdo numérica da amplitude para a faixa de baixa frequéncia. Fonte:

(0 B 149
Figura 76: Simulacdo numérica da amplitude para a faixa de média frequéncia. Fonte:

AU O = m oo o e 149
Figura 77: Simulacdo numérica da amplitude para a faixa de alta frequéncia. Fonte: autor. 150
Figura 78: Resultados do modelo médio e do conjunto médio experimental para toda a faixa
de frequéncia. FONLE: AULOT. === mmmmmm s oo o e 151
Figura 79: Resultados simulados e experimentais para a faixa de baixa frequéncia. Fonte:
L] G 151
Figura 80: Resultados simulados e experimentais para a faixa de média frequéncia. Fonte:
(0 e 152
Figura 81: Resultados simulados e experimentais para a faixa de alta frequéncia. Fonte:

AU O = m oo e 152
Figura 82: Resultados simulados e experimentais para toda a faixa de frequéncia. Fonte:

(0] G 153
Figura 83: Resultados simulados e experimentais para a faixa de baixa frequéncia. Fonte:

AU O, === e mm oo oo oo e e e e 154
Figura 84: Resultados simulados e experimentais para a faixa de media frequéncia. Fonte:
(0] G 154
Figura 85: Resultados simulados e experimentais para a faixa de alta frequéncia. Fonte:

AU O = m o m o e e 155
Figura 86: Grafico de convergéncia do método para 6 = 0,01. Fonte: autor. ----------------- 156

Figura 87:

Modelo médio e IC para toda a faixa de frequéncia e § = 0,01. Fonte: autor. --- 156



Figura 88:
Figura 89:
Figura 90:
Figura 91:
Figura 92:
Figura 93:
Figura 94:
Figura 95:
Figura 96:
Figura 97:
Figura 98:
Figura 99:

Figura 100:
Figura 101:
Figura 102:
Figura 103:
Figura 104:
Figura 105:
Figura 106:
Figura 107:
Figura 108:
Figura 109:
Figura 110:

Modelo médio e IC para a faixa de baixa frequéncia e 6 = 0,01. Fonte: autor. -- 157
Modelo médio e IC para a faixa de média frequéncia e 6 = 0,01. Fonte: autor. - 158
Modelo médio e IC para a faixa de alta frequéncia e § = 0,01. Fonte: autor. ---- 159
Gréfico de convergéncia do método para 6 = 0,05. Fonte: autor. -----------------
Modelo médio e IC para toda a faixa de frequéncia e § = 0,05. Fonte: autor. --- 160
Modelo médio e IC para a faixa de baixa frequéncia e 6 = 0,05. Fonte: autor. -- 161
Modelo médio e IC para a faixa de média frequéncia e § = 0,05. Fonte: autor. - 162
Modelo médio e IC para a faixa de alta frequéncia e § = 0,05. Fonte: autor. ---- 163
Gréfico de convergéncia do método para 6 = 0,1. Fonte: autor. -------------------

164

Modelo médio e IC para a faixa de baixa frequéncia e 6 = 0,1. Fonte: autor.---- 165

Modelo médio e IC para toda a faixa de frequéncia e § = 0,1. Fonte: autor.

Modelo médio e IC para a faixa de média frequéncia e § = 0,1. Fonte: autor.--- 166
Modelo médio e IC para a faixa de alta frequéncia e 6 = 0,1. Fonte: autor. ---- 167
Gréfico de convergéncia do método para 6 = 0,2. Fonte: autor.------------------
Modelo médio e IC para toda a faixa de frequéncia e 6 = 0,2. Fonte: autor.---- 168
Modelo médio e IC para a faixa de baixa frequéncia e 6 = 0,2. Fonte: autor. -- 169
Modelo médio e IC para a faixa de média frequéncia e 6 = 0,2. Fonte: autor. - 170
Modelo médio e IC para a faixa de alta frequéncia e 6 = 0,2. Fonte: autor. ---- 171
Gréfico de convergéncia do método para 6 = 0,5. Fonte: autor.------------------
Modelo médio e IC para toda a faixa de frequéncia e § = 0,5. Fonte: autor.---- 172
Modelo médio e IC para a faixa de baixa frequéncia e § = 0,5. Fonte: autor. -- 173
Modelo médio e IC para a faixa de média frequéncia e § = 0,5. Fonte: autor. - 174

Modelo médio e IC para a faixa de alta frequéncia e § = 0,5. Fonte: autor. ---- 175



Lista de Tabelas

Tabela 1:
Tabela 2:
Tabela 3:
Tabela 4:
Tabela 5:
Tabela 6:
Tabela 7:
Tabela 8:
Tabela 9:

Propriedades materiais e geométricas da viga fixa-fixa.
Propriedades materiais e geométricas da viga fixa-livre.
Frequéncias referentes a Figura 88.
Frequéncias referentes a Figura 89.
Frequéncias referentes a Figura 90.
Frequéncias referentes a Figura 93.
Frequéncias referentes a Figura 94.
Frequéncias referentes a Figura 95.

Frequéncias referentes a Figura 98.

Xi

Tabela 10:
Tabela 11:
Tabela 12:
Tabela 13:
Tabela 14:
Tabela 15:
Tabela 16:
Tabela 17:

Frequéncias referentes a Figura 99.

Frequéncias referentes a Figura 100.
Frequéncias referentes a Figura 103.
Frequéncias referentes a Figura 104.
Frequéncias referentes a Figura 105.
Frequéncias referentes a Figura 108.
Frequéncias referentes a Figura 109.

Frequéncias referentes a Figura 110.




Simbologia

Letras Latinas

Al

In(e)

matriz aleatoria de amortecimento

matriz média de amortecimento

matriz de rigidez dindmica

valor esperado de [e]

forca média de (o)

Simbolo para o sistema de matrizes aleatédrias: G; = {M;, C;, K;}
Simbolo para o sistema de matrizes médias: G = {M, C, K}
Medida da entropia de Shannon

Funcdo Resposta em Frequéncia (FRF)

contador

matriz identidade

constante positiva

matriz aleatdria de rigidez

matriz média de rigidez

logaritmo natural de (e)

Xii



Xiii

M matriz aleatoria de massa

matriz média de massa

=l

M (R) conjunto de matrizes reais quadradas, reais, simétricas e positiva-

definidas
M,,(R)  conjunto de matrizes reais n X n
M, (R) conjunto de matrizes reais quadradas
M3 (R) conjunto de matrizes reais quadradas simétricas

M;O(R) conjunto de matrizes reais simétricas semi-positiva-definidas

n dimensdo da matriz ou nimero de graus de liberdade do sistema
nep namero de eventos possiveis
P matriz ortogonal que contém os autovetores de G

[pg)(*);] vetor aleatdrio das FDPs de (¢);

S(e) entropia de Shannon

tr(e) traco de (o)

u(e) vetor de deslocamento em funcdo de (o) m
u(e) vetor de velocidade em funcéo de (e) m/s
ii(e) vetor de aceleracdo em funcéo de (e) m/s?
X; variavel aleatério

z numero imaginario



Xiv

Letras Gregas

An autovalores de G

Vg ordem do momento inverso de G

wmin  frequéncia natural angular minima rad/s
Wmare  frequéncia natural angular maxima rad/s
50 desvio padréo normalizado medido de ()

v, autovetor de G

Sobrescritos

-1 inversa de uma matriz
me modelo experimental
mm modelo médio

t transposto de uma matriz



Subscritos

min minimo

man maximo

Abreviaturas

det[s] determinante de [e]
In[e]  logaritmo natural de [e]
log[s] logaritmo decimal de [o]

tr(e)  trago da matriz (s)

Operadores
Il norma de uma matriz (e)
]|~ norma de Frobenius de uma matriz (e)

N Determinante de (e)

XV



XVi

Siglas

CPD  conjunto positivo definido
EF elementos finitos
FDP  funcédo densidade de probabilidade
FRF  funcdo resposta em frequéncia
gdl  graus de liberdade
GOE  conjunto ortogonal gaussiano
IC intervalo de confianca
IEM Instituto de Engenharia Mecanica
MEF  método dos elementos finitos
MEFE método dos elementos finitos estocasticos
MME  método da maxima entropia
PME  principio da maxima entropia
SMC  simulacdes de Monte Carlo
TMA  teoria da matriz aleatoria

uQ uncertainty quantification



Capitulo 1

INTRODUGAO

A quantificacdo de incertezas tem sido alvo de constantes pesquisas devido a sua
importancia em diversas areas na engenharia, principalmente ao se tratar de projetos de sistemas
complexos como no caso de aeronaves, automoveis, navios, dentre outros. Este interesse
decorre do fato de que incertezas sdo inevitaveis em projetos de engenharia e 0 que se procura é
quantifica-las para que seja possivel tomar melhores decisGes com niveis conhecidos de

confianga e, para este fim, métodos de quantificacéo sdo estudados.

Sendo assim, 0 modelo concebido por engenheiros projetistas, descrito como modelo
projetado na Figura 1, ao ser construido (tornando-se assim o modelo experimental), deve
corresponder as expectativas do engenheiro em termos de funcionalidade e performance para o qual
foi desenvolvido. Entretanto, a presenca de incertezas ndo permite que tal proposito seja alcangado
satisfatoriamente, ja que o processo de se construir um sistema tendo por base um projeto
desenvolvido leva consigo incertezas que tém suas fontes, por exemplo, em pardmetros
geométricos, nas propriedades dos materiais, nos modelos considerados (barras, vigas, placas,
cascas, com e sem amortecimento, vinculagdes, carregamentos, ndo-linearidades e outros), enfim,

sdo sobretudo incertezas que resultam da falta de conhecimento sobre o sistema em estudo.

Neste contexto, vé-se a necessidade de aumentar o conhecimento sobre o sistema e, para isso,
testes experimentais devem ser realizados na tentativa de se conseguir informag0es sobre ele. No

entanto, sistemas reais, sobretudo os mais complexos, sdo dificeis e caros de serem ensaiados.



Segundo Soize (2005b), “para sistemas reais complexos, apenas um sistema manufaturado
pode ser considerado como disponivel para se realizar experimentos de modo a reduzir o nivel
de incertezas”. Além disso, mesmo que tais experimentos sejam possiveis de serem realizados,
apenas algumas informac6es ou conclusdes podem ser deles deduzidas. Diante disso, a solugédo
portanto, é fazer-se uso de modelos numéricos (também chamados de modelos computacionais
ou modelos médios) construidos a partir dos dados do modelo projetado. Com isso, 0s testes que

antes seriam realizados em laboratorio passam agora a serem realizados computacionalmente.

MODELO PROJETADO
(MODELO MATEMATICO)

MODELO MEDIO
(MODELO COMPUTACIONAL)

MODELO EXPERIMENTAL
(DESCREVE 0 EVENTO FiSICO)

Figura 1: Representacdo do modelo projetado, modelo médio e modelo experimental. Fonte:
autor.

Em suma, modelos matematicos computacionais (construido pelo MEF) séo construidos para
que seja possivel simular situagdes reais em softwares adequados considerando que tal simulacéo
possa substituir experimentos reais que seriam realizados por modelos experimentais. Para que isto
seja possivel, é preciso que 0 modelo médio possa representar com fidelidade méxima o modelo
real de forma que conduza a analises e proporcione conclusdes confidveis. No entanto, esta transi¢ao
entre 0 modelo projetado reproduzido num modelo de EF também carrega incertezas. Entdo, devido
a presenca dessas incertezas, 0 modelo médio, em geral, apresenta divergéncias quando comparado

ao modelo experimental, ndo podendo, portanto, substitui-lo em estudos computacionais.

Sendo assim, o que se faz para corrigi-lo e deixa-lo uma representacdo fiel do modelo

experimental, é quantificar suas incertezas. Tal processo pode ser visualizado de forma esquematica



na Figura 2 e ocorre portanto, na tentativa de se aumentar a confiabilidade do modelo médio

com relacdo ao modelo experimental.

I
|
QUANTIFICACAQ DE INCERTEZAS |
! AUMENTAR A CONFIABILIDADE

I

| DO MODELO MEDIO

; ‘ v (Tornam os modelos mais
I

|

I

|

MODELO MEDIO
(MODELO COMPUTACIONAL)

confidveis no que diz respeito a
sua capacidade de previsao)

|

I

i TOMAR MELHORES DECISOES
ABORDAGEM NAO-PARAMETRICA | COM NIVEIS DE CONFIANGA

I

|

I

|

CONHECIDOS

Figura 2: Gréfico representativo do aumento da confiabilidade do modelo médio. Fonte:
autor.

Assim sendo, em especial no caso de projetos complexos, como por exemplo, aeronaves,
espagonaves, automadveis dentre outros, que necessitam de varios testes e avaliacGes antes de
serem finalizados e aprovados pelo projetista, é possivel utilizar o modelo médio para tais testes
e avaliagBes computacionais ao invés de fabricar prototipos de estruturas complexas e caras e

que, por vezes, tornam o processo inviavel.

E por este motivo que, na tentativa de validar o0 modelo médio para tais estudos, a
quantificacdo de incertezas € indispensavel. Para isto faz-se uso da Abordagem n&o-
paramétrica, que sera apresentada em detalhes nesta tese.

1.1 OBJETIVO DA PESQUISA

O objetivo principal desta tese consiste em detalhar o arcabolso teérico da abordagem néo-
paramétrica, aplicando-a em exemplos experimentais de quantificacdo de incertezas em modelos

estruturais dindmicos lineares com n graus de liberdade.

Além disso, um segundo objetivo sera o desenvolvimento matematico detalhado para a
obtencédo da funcdo densidade de probabilidade (FDP) apropriada para a propagacao da incerteza
de modelo nas matrizes aleatorias consideradas. Tal desenvolvimento corresponde a fase de

modelagem estocastica da abordagem nao-paramétrica aplicada para a quantificagdo de incertezas.



Por altimo, um estudo a respeito da importancia de calcular o pardmetro de dispersao sera
realizado. Tal parametro é a variavel que carrega a informacgédo da incerteza no modelo. Alguns
autores propdem que ele possa ser adotado segundo a experiéncia do analista, entretanto sera
possivel verificar nas analises propostas que este parametro deve ser calculado corretamente. Isto é
necessario para que sejam obtidas respostas de quantificacdo adequadas a realidade do sistema
estudado e para que ele seja um fator que contribuia para o aumento da confiabilidade do modelo

médio ao invés de tornar as analises tendenciosas.

1.2 MOTIVACAO

As incertezas sdo inevitaveis na modelagem de sistemas dindmicos, principalmente os mais
complexos. Estes, em especial com relacdo a incerteza que vem devido a falta de conhecimento do
sistema, deve ser testado para que detalhes de complexidade possam ser revelados e analisados e se
adquira o conhecimento sobre o sistema tornando-o confidvel em termos técnicos e de seguranca.
Para o cumprimento de tal propoésito, faz-se necessaria a construcdo de protétipos para ensaios
experimentais. No entanto, testes em laboratdrio sdo muitas vezes proibitivos ja que prot6tipos sdo
demasiados caros, principalmente ao se tratar de estruturas complexas. Sendo assim, a principio
se tem uma Unica amostra. Disso resulta duas consequéncias principais. A primeira é que com
um Unico prototipo é possivel se obter poucas informacdes a respeito do sistema. Ja a segunda
consequéncia se refere ao nimero de amostras suficientes para que os resultados dos ensaios
sejam confidveis, 0 que certamente ndo ocorrerd ao se fazer uso de uma unica amostra.
Juntamente a isto, a quantidade de amostras suficientes a serem construidas e testadas tornaria

0s estudos inviaveis.

Sendo assim, a solugdo para o problema portanto, é a substituicao dos testes experimentais
pelos testes computacionais, em que o modelo experimental em estudo é substituido por um
modelo numerico (também chamado de modelo computacional ou modelo médio) de alta
confiabilidade. Nesse contexto, a quantificacdo da incerteza € indispensavel pois, desempenha um
papel chave no estabelecimento de uma maior confiabilidade do modelo medio. Neste ponto esta a
motivacao para este trabalho que tem o objetivo principal de mostrar o detalhamento de um método
de quantificacéo de incertezas de modelo que ao ser aplicado corretamente tem grandes chances de
viabilizar projetos complexos a serem modelados, testados e analisados computacionalmente ao

invés de se proceder a testes experimentais por vezes dispendiosos ou até mesmo inviaveis.



1.3 CONTRIBUICAO

A contribuicdo desta tese estd em apresentar o arcabolso tedrico detalhado da abordagem
ndo-paramétrica, método essencial para quantificacdo das incertezas, em especial incertezas de
modelagem, em modelos estruturais dindmicos lineares com n gdl. Tal estudo inclui
explicacbes sobre os fundamentos, principios e limitacbes do método, alem de um maior
detalhamento na obtencdo das equacbes (detalhamento este ndo encontrado na literatura)
sobretudo da fase correspondente a Modelagem Estocéstica, que corresponde a principal etapa
da aplicacdo da abordagem ndo-paramétrica em que se obtém a FDP (Funcdo Densidade de
Probabilidade) adequada para as varidveis aleatorias consideradas. Além do mais, exemplos

reais sdo apresentados de forma a se ter um passo-a-passo na aplicacdo do método.

Somando-se a isto, é também uma importante contribuicdo o desenvolvimento de um
programa computacional que quantifica a incerteza de modelagem de sistemas dinamicos ao se

propagar a incerteza na matriz aleatoria de massa do sistema.

1.4 CONTEUDO

Este trabalho esta estruturado em dez capitulos elaborados e organizados de maneira a
formar uma sequéncia légica que proporcione um claro entendimento e aprofundamento do
processo de concepcao, desenvolvimento e conclusdo da abordagem ndo-paramétrica tendo por
base sobretudo os estudos de Shannon (1948), Jaynes (1957a até 1995), Soize (1998 até 2005)
e Adhikari (2006 até 2010).

O Capitulo 1 introduz o assunto desta tese de forma global além de incluir também os

objetivos, a motivacgéo e a contribuicdo deste trabalho.

No Capitulo 2 é realizada uma revisdo da literatura referente a quantificacdo de incertezas

em modelos dinamicos por meio da abordagem nao-paramétrica.

Ja no Capitulo 3 sdo apresentadas as fases da abordagem néo-paramétrica. A partir disso
é estabelecida uma linha de estudos l6gica com calculos consecutivos que contribuem para o

bom entendimento e aplicacdo da abordagem.



No Capitulo 4 os fundamentos da abordagem ndo-paramétrica séo colocados. Algumas
defini¢cOes e conceitos importantes sdo apresentados e explicados para melhor compreensdo e
aplicacdo da abordagem, em especial no que diz respeito aos tipos de modelagem (do modelo
projetado, do modelo médio e do modelo experimental) que se tem, como eles se relacionam e

como sdo incorporados na abordagem nao-paramétrica.

O Capitulo 5 refere-se aos principios para a quantificagdo da incerteza de modelo
propostos por Shannon e Jaynes desde demonstragdes sobre como Shannon chegou a formula
matematica da entropia até como representar da melhor maneira as informac@es disponiveis

para a solucdo do problema proposto por Jaynes.

O Capitulo 6 define o Conjunto Positivo-Definido (CPD) e mostra suas propriedades. Foi
preparado a fim de apresentar as limitacbes da abordagem ndo-paramétrica. As matrizes
aleatérias do sistema dindmico devem pertencer a este conjunto para que seja possivel a

aplicacdo do método.

No Capitulo 7 as restri¢cbes do problema de otimizagdo obtidas por meio de informacdes
prévias tomam suas formas definitivas e o problema de otimizacao final, juntamente com suas

restricoes.

O Capitulo 8 resolve o problema de otimizacéo obtido no Capitulo 7 pelo método dos

multiplicadores de Lagrange.

No Capitulo 9, dois estudos de caso sao apresentados e um passo-a-passo dos calculos é
mostrado desde a visualizacdo da existéncia da incerteza de modelagem e a necessidade em
quantifica-la até sua quantificacdo pela aplicacdo da abordagem ndo-paramétrica por meio de
um programa elaborado na plataforma MATLAB®.

Por fim, o Capitulo 10 trata das conclusdes referentes a este trabalho juntamente com as

sugestdes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

REVISAO DA LITERATURA

A necessidade de métodos de quantificacdo de incertezas de modelagem com o objetivo
de se proporcionar a alta confiabilidade de modelos de sistemas dindmicos estruturais fez
surgirem varios estudos a respeito da abordagem paramétrica. Sendo assim, hoje em dia, tal

abordagem ja esta consolidada para a quantificacdo de incertezas nos dados do modelo.

Porém, a falta de informacdes a priori sobre o sistema em estudo e a necessidade de
quantificacdo de incertezas no modelo construido pelo MEF possibilitou o desenvolvimento da

abordagem ndo-paramétrica proposta inicialmente por Cristian Soize (2000).

Soize (2000), (2001) e (2003a) trabalhou inicialmente com a apresentacdo dessa nova
abordagem para a construcdo de um método que quantifica incertezas nas matrizes aleatorias
de massa, amortecimento e rigidez globais para faixas de baixa frequéncia de vibragao que varia
entre 0 a 120 Hz. Esse método é utilizado para construir um modelo probabilistico para matrizes
aleatorias reais, simétricas e positivas-definidas por meio do principio da otimizacdo da
entropia. E apresentado um modelo adequado de matriz reduzida para as matrizes de massa,
amortecimento e rigidez, nas quais também se propagam as incertezas de modelo. Além disso,
as propriedades fundamentais relacionadas & convergéncia da solucdo estocastica em relacdo a
dimensdo do modelo de matriz reduzida aleatéria foram analisadas. Isso comprova a

consisténcia do método e permite que os parametros da distribuicdo encontrada sejam



claramente definidos. Ademais, valores limites (minimo e maximo) para os parametros de
dispersdo foram determinados, dessa maneira foi possivel deixa-lo fixo e independente da
ordem das matrizes. Fez-se ainda uma comparagdo entre o conjunto positivo-definido (CPD),
constituido por matrizes aleatorias reais, simétricas e positiva-definidas e o conjunto ortogonal
gaussiano, chamado pelo autor de GOE, em que se tém matrizes aleatdrias reais e simétricas.
Neste caso, somente a matriz de rigidez € considerada aleatdria, ja que 0 GOE nao permite a
modelagem de sistemas dinamicos amortecidos como no caso do CPD. O que se pode dizer
com relacdo aos resultados € que o modelo probabilistico obtido estd muito bem adaptado com
os calculos algébricos e com as SMC na obtencdo de respostas de sistemas dinamicos lineares.
Acrescenta-se também que a abordagem ndo-parameétrica € Util quando o nimero de parametros
incertos é alto ou quando é dificil construir o modelo probabilistico para o conjunto de
parametros considerados. Além disso, tais resultados possibilitam e facilitam bastante a
quantificacdo e propagacdo das incertezas em softwares adequados, pois ja se tem a correta
FDP para as simulagdes, a qual necessita, como informac6es disponiveis, apenas da matriz
reduzida média, que pode ser obtida deterministicamente, e do parametro de dispersdo
relacionado a matriz aleatoria cujo valor no intervalo entre zero e um pode ser fixo pelo analista.
O autor ainda chama a atencdo para o fato de que este parametro de dispersdo é um parametro
global que resulta da experiéncia do analista. Por fim, na analise correspondente ao CPD e ao
GOE, os resultados mostraram que o primeiro é mais adequado para o modelo ndo-paramétrico
de incertezas aleatdrias em analise de vibracdo de baixas frequéncias, principalmente no que se

refere a valores mais elevados do parametro de disperséo.

Em outro artigo, Soize (2003b), agora com estudos para faixas de média frequéncia de
vibracdo, considerou a abordagem ndo-paramétrica proposta em Soize (2000) e Soize (2001) —
0s quais consideram regides de baixa frequéncia — combinada com o0 modelo de matriz reduzida
para faixas de média frequéncia (que varia, neste artigo, de 1.600 a 1.800 Hz), desenvolvido
em Soize (1998). O modelo de sistema dindmico ndo-homogéneo estudado pelo autor constitui
uma placa retangular fina homogénea e isotropica com duas massas e duas molas anexadas em
sua superficie. Os resultados mostram que, para a faixa de média frequéncia, os efeitos da
incerteza no amortecimento sdo menores do que os efeitos das incertezas nas massas e rigidezes.
Mostram também que os efeitos das incertezas nas rigidezes sdo equivalentes aos efeitos das
incertezas nas massas. E como resultado final, pode-se concluir que a nova abordagem nao-
paramétrica com a nova matriz reduzida proposta para quantificacdo de incertezas em faixas de

média frequéncia de vibracao constitui um modelo adequado para este tipo de célculo.



Numa tentativa de realizar uma validacdo experimental para a abordagem né&o-
paramétrica ja proposta, Chebli & Soize (2004) desenvolvem um estudo que leva em conta
incertezas aleatdrias ndo-homogeéneas, ja que é o que se tem em sistemas dindmicos complexos
reais. O sistema estudado é constituido por duas placas retangulares conectadas por uma ligacéo
complexa (2 placas com 40 parafusos), totalizando-se trés subestruturas (ou subdominios). O
que caracteriza a incerteza ndo-homogénea € que o nivel de incerteza é diferente de uma
subestrutura para outra. Pode-se dizer que, no caso da ligagdo complexa, tem-se uma incerteza
epistémica alta, portanto, € importante calcula-la, e no caso das duas placas simples, a incerteza
€ menor. No modelo numérico médio construido por modelagem em EF, a incerteza de
modelagem € induzida no modelo ao se considerar uma placa continua ortotropica simples com
espessura constante em substituicdo da conexdo complexa. Numa comparacdo do modelo
médio com o experimental considerando-se uma faixa de frequéncia de 20 a 2.000 Hz pode-se
notar que a teoria proposta é eficiente e prevé uma regido de confianca a qual cresce com o
aumento da frequéncia. Houve ainda a constatacdo de que em extensas faixas de baixa
frequéncia, a utilizacdo do modelo probabilistico ndo-paramétrico permite a previsdo de
respostas dindmicas de estruturas, incluindo conexdes complexas, por meio da utilizacdo de

modelos mecanicos médios usuais de conexao.

Soize (2005a) trata da aplicacdo da abordagem ndo-paramétrica para quantificacdo de
incerteza de dados e epistémica em sistemas dinamicos lineares e ndo-lineares. O sistema
dindmico estocastico linear é representado por duas placas com extremidades livres, isotropicas
e homogéneas unidas por uma articulagdo complexa (duas placas e 20 parafusos). A incerteza
aqui é caracterizada por ser ndo-homogénea, caso este similar ao estudado em Chebli & Soize
(2004). Ja o sistema ndo-linear é constituido por uma placa fina com trés lados simplesmente
apoiados com acréscimo de algumas ndo linearidades, no caso, uma massa € uma mola
posicionados em sua superficie. Dos estudos realizados chegou-se a algumas conclusdes
principias. A primeira € que a abordagem paramétrica é util quando o nimero de parametros
incertos ndo € muito grande e quando o modelo probabilistico pode ser construido para o
conjunto de parametros considerados. Ja a abordagem ndo-paramétrica é adequada quando o
numero de parametros incertos é alto e/ou quando o modelo probabilistico € dificil de construir
com o conjunto de parametros considerados. Outro fato é que a modelagem paramétrica ndo
permite levar em conta as incertezas epistémicas, porque esta abordagem esta associada com
um modelo fixo que exibe alguns parametros, ja a ndo-paramétrica sim. Além disso, sabe-se

que na abordagem néo-paramétrica a distribuicdo de probabilidade de cada matriz aleatoria
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global depende apenas da disponibilidade de dois dados: a matriz média global associada com
0 modelo de elementos finitos médio, e o pardmetro escalar de dispersdo que carrega as
informagdes sobre a incerteza no sistema dinamico estudado. Este é um parametro global e
resulta da experiéncia do analista ou deve ser identificado por ele. Seu valor deve ser fixo dentro
do intervalo [0,1] para que se possa dar um nivel de disperséo a matriz aleatdria global. Estudos
relacionados a metodologia para identificacdo experimental do parametro de dispersdo também
foram realizados. A identificacdo usa, além dos dados experimentais, dois estimadores. O
primeiro é chamado estimador natural, que vem da prdpria abordagem ndo-paramétrica, e que
é mais facil de se aplicar. O segundo é construido por meio do método da maxima

verossimilhanca e € o mais eficiente.

Soize (2005b) tenta mostrar uma visdo geral da abordagem ndo-paramétrica desenvolvida
pelo autor. Conceitos fundamentais, como modelos reais, projetados e médios, sdo introduzidos
com uma linguagem mais simples e de fécil entendimento, passando pela estimacdo dos
parametros de dispersdo, critérios de convergéncia e um simples exemplo numérico. Séo
realizadas simulaces para um modelo de viga de Euler-Bernoulli e experimentos para a faixa
de frequéncia de 0 a 1.000 Hz. Com os resultados obtidos mais uma vez a teoria é validada
para a aplicacdo da abordagem ndo-paramétrica na quantificacdo de incertezas em modelos

estruturais dinamicos.

Foram realizados também estudos na area aeroespacial envolvendo quantificacdo de
incertezas, tanto paramétricas quanto ndo-paramétricas, numa faixa de frequéncia de 0 a 100
Hz. Um deles foi feito por Capiez-Lernout, et al. (2006), no qual o objetivo € analisar o papel
desempenhado pelas incertezas de dados e epistémicas na resposta dindmica de sistemas
mecanicos complexos considerando faixas de baixa frequéncia de vibragdo. Dois sistemas
foram analisados. O primeiro é composto por um satélite livre e o segundo corresponde ao
satélite acoplado em seu lancador. O mesmo nivel de dispersdo foi introduzido nas duas
abordagens. Foram obtidos resultados relativos ao modelo médio de EF, ao conjunto medio da
resposta do modelo estocéastico e ao IC de 96%. Chegou-se a conclusdo geral de que as
abordagens paramétrica e ndo-paramétrica sdo complementares. A paramétrica estima a
robustez com relacdo as incertezas de dados, ja no que diz respeito a incerteza de modelo, as

duas abordagens séo necessarias para estimar a robustez do sistema estudado.
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Adhikari (2006), ao invés de estudos em faixas separadas de frequéncia de vibracao,
propde o desenvolvimento de uma ferramenta geral de quantificacdo de incerteza ndo-
paramétrica para sistemas dinamicos estruturais baseada no PME e na TMA que possa ser
utilizada para anéalise em toda a faixa de frequéncia de vibracdo que, neste estudo, variou de 0
a 1.200 Hz. Tal estudo € importante porque na maioria das vezes ndo se tem nenhuma
informacdo disponivel sobre o sistema, 0 que torna a abordagem ndo-paramétrica possivel de
ser aplicada. Além do mais, a Unica informacao que deve ser calculada previamente é a matriz
média do sistema. Esta matriz média, juntamente com o seu parametro de dispersdo, definem a
sua aleatoriedade. Uma placa de a¢o em balango € carregada com trinta pequenas massas em
posigdes aleatorias, que correspondem a um total de 0,15% da massa da placa, isso caracteriza
a incerteza na matriz massa do sistema. A FRF do modelo médio, que corresponde ao resultado
deterministico, foi obtida pelo MEF. O parametro de dispersdo da matriz massa é de 2,0449. E
oportuno lembrar neste momento que este parametro é a Unica informacdo que se tem sobre a
incerteza epistémica no sistema. As SMC foram realizadas para 500 amostras, das quais obteve-
se a FRF do conjunto médio e também as FRFs do IC de 95% (curvas de 5 e 95%). O principal
resultado desse estudo é que se a Unica informacdo que se tem para proceder a andlise for o
valor médio do sistema de matrizes, entdo as matrizes seguem a distribuicdo Wishart com
parametros apropriados. No entanto, vale ressaltar que, segundo o autor, ndo € muito 6bvio que
a TMA deva ser formulada com relacdo a G ou G~ ou qualquer outra distribuicdo de G, porém,
dependendo da escolha entre elas (informacdo disponivel), as distribui¢fes resultantes podem
se diferenciar drasticamente uma da outra. Logo, foi necessaria a obtencdo de parametros
6timos para a distribuicdo Wishart de forma que E[G]~G e E[G™1]~(G) ™, ou seja, a média da
matriz e sua inversa devem produzir desvios minimos com relagdo aos seus valores
deterministicos. Dessa maneira evita-se escolhas tendenciosas na obtencéo da FDP apropriada.
Ademais, o autor menciona que o estudo sobre a Wishart é importante no ambito da
quantificacdo de incertezas ja que a anélise se torna simples com esta distribui¢do. Além disso,
a ferramenta da quantificacdo e propagacdo desenvolvida nesse artigo ndo requer informacoes

explicitas a respeito da natureza da incerteza no sistema.

Por outro lado, Sampaio, Ritto & Cataldo (2007) escreveram um artigo com o objetivo
de comparar as duas estratégias de modelagem de incertezas, paramétrica e ndo-paramétrica,
por meio do estudo de um sistema dindmico massa-mola de 2 gdl. A faixa de frequéncia

trabalhada foi de 0 a 7 Hz. As incertezas foram consideradas somente na rigidez da mola, sendo
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que na primeira abordagem foram inseridas em cada rigidez de mola, caracterizando a variavel
aleatoria escalar. O modelo probabilistico neste caso é construido para cada varidvel aleatéria
associada com cada rigidez de mola. Ja para a segunda abordagem as incertezas sao
consideradas de uma forma global, isto €, 0 modelo probabilistico é construido para a matriz
rigidez e entdo se tem uma variavel aleatoria matricial. Neste caso a matriz de rigidez é
globalmente considerada como incerta. Com o uso somente de informacdes disponiveis, a FDP
é deduzida do PME para as duas abordagens. A anélise dos resultados mostra que 0 método
paramétrico é bom para modelar incertezas de dados e o ndo-parametrico é capaz de considerar
incertezas de modelo. Além disso, 0 espaco de eventos resultante da abordagem paramétrica €
menor que o espago de eventos resultante da abordagem ndo-parameétrica, o que significa que a
ultima abrange mais casos de incertezas. Por fim, nota-se que a escolha do mesmo parametro
de dispersdo para as duas abordagens ndo mostrou resultados imediatos na comparacao entre
elas. Ndo se tem uma clareza de que a abordagem ndo-paramétrica englobe a paramétrica

quando se considera um Unico parametro de dispersdo em ambas as abordagens.

Entretanto, Adhikari (2007b) prop0s investigar a possibilidade de se trabalhar coma TMA
como uma ferramenta de modelagem unificada de incertezas, que leve em conta tanto as
paramétricas quanto as nao-paramétricas e que seja valida para quantificacdo em problemas de
vibracdo em toda a faixa de frequéncia, neste artigo considerada de 0 a 8.000 Hz. Tal estudo
considerou a distribuicdo Wishart com parametros 6timos apropriados obtidos anteriormente
em Adhikari (2006). As simulagdes realizadas contaram com um sistema de placa de aco em
balan¢co com ranhura e modelada com 702 gdl. Para o célculo paramétrico foram obtidos
resultados pelo MEFE. Ja para o calculo ndo-paramétrico usou-se a distribuicdo obtida pela
aplicacdo da TMA. 500 simulac@es foram realizadas na tentativa de se comparar resultados das
duas modelagem (MEFE e TMA). Percebe-se que a diferenca entre os dois métodos esta no
montante de informac6es que se tem sobre a incerteza e ndo em como a incerteza é propagada
usando a mesma informag&o. A matriz aleatdria para o0 método proposto ndo requer informacoes
explicitas referentes a descri¢cdes detalhadas das incertezas do sistema. Contudo, conclui-se que
a matriz Wishart pode ser usada como uma ferramenta consistente e unificada de quantificagéo

de incerteza valida para regides de media e alta frequéncias.

Contudo, para novos avangos, se fez necessario obter maior conhecimento sobre a
natureza das incertezas em toda a banda de frequéncia, que nesse artigo corresponde a faixa de

0a4.200 Hz. Por isso, Adhikari, Friswell, & Lonkar (2007a) realizaram dois experimentos. No



13

primeiro, o sistema dindmico é representado por uma viga Euler-Bernoulli fixa-fixa de aco
(régua) cuja incerteza epistémica na matriz massa resulta devido a presenca de 12 massas (imés)
posicionadas aleatoriamente sobre a viga. Uma distribuig@o uniforme com 100 amostras gerou
a localizacdo das massas na régua. O outro ensaio tem por sistema dindmico uma placa de aco
em balanco com 10 osciladores massa-mola posicionados aleatoriamente. Isto permite a
simulacdo de incertezas dinamicas ndo modeladas. A incerteza neste caso é propagada nas
matrizes de massa e rigidez. Um fato muito importante aqui € que 0s experimentos séo
realizados de forma que seja possivel se conhecer a fonte da incerteza, que no caso € o
posicionamento aleatdrio dos imas no caso da viga e dos osciladores no caso da placa. Para isso
alguns cuidados sdo tomados. Primeiramente, a viga € uma régua, dessa forma se garante que
o0s imas possam ser facilmente posicionados em localizacOes pré-determinadas, isso evita erros
de posicionamento (medidas de posicionamento) e garante que as incertezas sejam geradas
unicamente devido a localizacdo aleatoria dos imas e dos osciladores. Em segundo lugar, é
utilizado um shaker para excitacdo da estrutura ao invés de um martelo de impacto. Isso se
justifica pelo fato de que no caso do martelo é dificil garantir que o impacto ocorra exatamente
na mesma localizacdo com a mesma forca em cada uma das amostras, dessa forma, a utilizacéo
do shaker elimina as incertezas que surgem das forcas de entrada. Uma terceira medida de
controle se faz com a utilizacdo de imds facilitando assim o posicionamento das massas na viga
e a fixagdo dos osciladores na placa. Tanto ao se considerar a viga quanto a placa fizeram-se
100 experimentos. As respostas sdo obtidas por meio da instalagdo de trés acelerdbmetros no
caso da viga e seis no caso da placa. Para os dois experimentos foram obtidas graficamente as
FRF's do sistema base (composto pelo sistema dindmico sem o acréscimo dos imas), de cada
uma das 100 amostras do espaco amostral (com os imds posicionados aleatoriamente), do
conjunto médio (correspondente a média dos 100 sistemas do espaco amostral) e do IC de 95%
(curvas de 5 e 95%). Os resultados obtidos mostram uma maior variabilidade na FRF da viga
na faixa de alta frequéncia (que nesse artigo varia de 2.600 a 4.200 Hz) comparada com a regido
de baixa frequéncia de vibragcdo. Ja no caso do ensaio da placa observa-se o comportamento
contrario ao da viga, a variabilidade é maior na regido de baixa frequéncia (0 a 1.000 Hz nesse

artigo) quando comparada a de alta frequéncia.

Em Adhikari, Friswell & Lonkar (2007b) e Adhikari, et. al. (2007), os autores d&o
sequéncia aos estudos realizados em Adhikari, Friswell, & Lonkar (2007a), considerando uma
faixa de frequéncia que varia de 0 a 4.500 Hz e utilizando-se das FRF's ja obtidas nos

experimentos realizados. Aqui também foi encontrada uma maior variabilidade da FRF da viga
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na faixa de alta frequéncia, enquanto que para a placa obteve-se maior variabilidade da FRF na
faixa de baixa frequéncia. Além disso, nos dois estudos ocorreram discrepancias entre as duas
abordagens ao se comparar resultados obtidos pela SMC e experimento que podem ser
atribuidas ao valor incorreto do fator de amortecimento usado no modelo numérico. Isto sugere
que valores corretos de amortecimento s&o cruciais para a previsao da variancia da resposta de

sistemas dinamicos estocasticos.

Ja Ritto, Sampaio & Cataldo (2008) discutem sobre incertezas presentes na condigédo de
contorno de um sistema dindmico representado por um modelo de viga de Timoshenko. A viga
esta livre em uma extremidade e, na outra, é fixa. O que se pretende nesse artigo é fazer uma
comparacao entre as duas abordagens, paramétrica e ndo-paramétrica, e discutir a respeito da
sua capacidade em melhorar a previsibilidade da resposta do sistema. Na primeira abordagem
considera-se que a rigidez da mola é incerta, com isso, ela € modelada por uma variavel aleatoria
(abordagem parameétrica). J& no caso do modelo probabilistico da matriz rigidez, a prépria
matriz como um todo é considerada como incerta (abordagem ndo-paramétrica). O MEF é
usado para discretizacdo do sistema e 0 MME é utilizado para construcdo das funcdes densidade
de probabilidade nos dois modelos estudados. As simulagdes foram realizadas para a faixa de
frequéncia de 0 a 1.000 Hz considerando-se 0 mesmo parametro de dispersdo para ambas as
abordagens. As analises mostram que € possivel levar em conta incertezas de modelo com a
modelagem ndo-paramétrica, o que ndo ocorre com a abordagem paramétrica. Os possiveis
resultados da abordagem néo-paramétrica encontram-se em um espaco amostral maior do que
0s possiveis resultados da abordagem paramétrica. Pode-se dizer também que, para o estudo
realizado, a abordagem ndo-paramétrica inclui a paramétrica. Com relacdo ao parametro de
dispersdo, os autores concluiram que ele deve ser determinado experimentalmente, sendo, caso
seja ajustado para incluir alguma resposta, provocaria a diminuigdo da previsibilidade do
modelo. Além disso, para as duas abordagens, € verificado que a medida que a frequéncia de
vibracdo aumenta, a regido de confianca vai se tornando cada vez mais larga, o que mostra o
aumento da influéncia da incerteza em faixas de altas frequéncias de vibragdo e uma diminuigéo
na previsibilidade do modelo, por isso, deve-se tomar muito cuidado ao se analisar problemas

em regides de alta frequéncia de vibracao.

Tendo em vista que a obtencéo da FDP Wishart por meio do uso do PME (em que 0
processo de otimizagdo é caracterizado pela maximizacao da entropia e suas restri¢ces) € o

unico que fornece os parametros apropriados dessa distribuicdo, Adhikari (2008b), trabalhando



15

em uma faixa de frequéncia de 0 a 4.000 Hz e ja sabendo que tais parametros podem produzir
discrepancias entre a expectativa matematica da inversa da matriz aleatoria e a inversa da matriz
média, testa quatro critérios de selecdo de pardmetros para que se possa definir a melhor op¢éo
a ser utilizada no processo de analise estocéstica. E conhecido também que os parametros da
FDP néo sdo fixos, eles dependem de quais restricbes sdo usadas no processo de otimizagéo,
por isso se considerada que os dados disponiveis sobre o sistema sejam a média e desvio padréo
das matrizes aleatorias de massa, amortecimento e rigidez. O critério 1 foi definido por Soize
(2000) e (2001) e diz que a expectativa matematica da matriz aleatoria deve ser igual a sua
matriz média. O segundo vem de Adhikari (2006) e (2007b), onde a expectativa matematica da
matriz aleatoria deve ser proxima a sua matriz média e a expectativa matematica da inversa da
matriz aleatdria deve ser proxima a inversa da mesma matriz aleatéria. O terceiro critério é
proposto nesse artigo, Adhikari (2008b), e requer que a expectativa matematica da inversa da
matriz aleatoria deve ser proxima & inversa da sua matriz média. Nesses trés critérios
apresentados, é preciso considerar também que o desvio padrdo normalizado calculado e
medido da matriz aleatdria devem ser iguais. Por fim, o quarto critério € também proposto por
Adhikari (2008b) e exige que a expectativa matematica da inversa da matriz aleatoria de massa
deve ser igual a inversa da matriz média de massa, a expectativa matematica da inversa das
matriz aleatéria de rigidez deve ser igual a inversa da matriz média de rigidez, o desvio padréo
normalizado calculado e medido da matriz aleatéria de massa devem ser iguais e 0 desvio
padrdo normalizado calculado e medido da matriz aleatdria de rigidez devem ser iguais. As
abordagens paramétrica e ndo-paramétrica foram incluidas na analise do sistema constituido
por uma placa de ago com 1.200 gd!. Na paramétrica utilizou-se do MEFE para propagacao da
incerteza nos parametros (propriedades materiais) da placa. Ja no método ndo-paramétrico, a
placa ¢ “perturbada” por osciladores massa-mola colocados sobre ela em posigdes aleatorias.
Neste caso, as incertezas sdo propagadas nas matrizes aleatdrias de massa e rigidez por meio da
TMA (distribuicdo Wishart). O objetivo do estudo é identificar qual dos quatro critérios de
ajuste da matriz Wishart propostos vai produzir resultados altamente fiéis aos resultados obtidos
pelo MEFE. A analise mostrou que a diferenca entre as FRF's dos quatro critérios é maior na
faixa de baixa frequéncia e menor na regido de alta frequéncia de vibracdo. Além disso, 0
critério nimero trés mostrou melhor concordancia nos resultados. E mais uma vez pode ser
concluido que a matriz Wishart com pardmetros mostrados pelo terceiro critério de selegdo pode
ser usada como uma ferramenta de quantificacdo de incerteza consistente e unificada para

problemas de vibracgdo nas regides de média e alta frequéncia.
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Ainda com a intencdo de se obter maiores conhecimentos sobre a natureza da incerteza,
Adhikari, et. al. (2009) utilizam os mesmos ensaios de viga e placa de ago descritos
respectivamente nos artigos Adhikari, Friswell & Lonkar (2007b) e Adhikari et. al. (2007) para
novas analises. Os resultados experimentais sdo diretamente comparados com o0s resultados
numericos obtidos pela SMC. A principal conclusdo foi a mesma obtida nos artigos citados: que
as discrepancias entre as duas respostas (SMC e experimento) podem ser atribuidas ao valor
incorreto do fator de amortecimento usado no modelo numérico, o que sugere que valores
corretos de amortecimento sdo cruciais para a previsao da variancia da resposta de sistemas

dinamicos estocasticos.

Mais uma vez, maiores informacGes sdo necessarias a respeito das abordagens
paramétricas e ndo-paramétricas. Entdo, Sampaio & Cataldo (2010) consideraram os resultados
obtidos em Sampaio, Ritto, & Cataldo (2007), que trabalharam em uma faixa de frequéncia de
0 a 7 Hz, para uma nova comparacdo das duas estratégias de modelagem. A anéalise mostra,
além das conclusdes ja tomadas em Sampaio, Ritto, & Cataldo (2007), que a comparacao entre
as duas estratégias nao é obvia e, de fato, pode acontecer que elas ndo sejam comparaveis. O
principal ponto que deve ser enfatizado nesse estudo é o fato de que o espagco amostral dos dois
método ndo é o mesmo e nem sequer tém a mesma dimensdo. Dependendo do nivel de
incertezas e do numero de resultados considerados, o conjunto dos resultados da estratégia
paramétrica, cujo espaco de amostra tem a menor dimensdo, ndo pode ser completamente
incluida no conjunto de resultados da estratégia nao-paramétrica. Além disso, o uso das
estratégias estd diretamente relacionado com o nivel de incertezas consideradas. Também ¢é
observado que, em casos préaticos, embora amplos valores de parametros de dispersao possam
prever diversos resultados, ndo é evidente que todos eles sejam fisicamente possiveis ou mesmo
relevantes. E se tal parametro ndo é suficientemente bom, alguns resultados importantes nao

podem ser previstos. Em geral, este problema é pior na abordagem nao-paramétrica.

Adhikari (2010b), depois de progressos no estudo de quantificacdo de incertezas de
modelagem, trabalha com a possibilidade de que outros modelos da matriz aleatéria Wishart
sejam utilizados na quantificacdo de incertezas em sistemas dinamicos estruturais complexos.
O objetivo € explorar ainda mais a ideia de selecdo adequada de pardmetros das matrizes
Wishart. De forma especifica, deve-se investigar qual é o modelo de matriz aleatdria Wishart
mais simples possivel, que pode ser usada sem comprometer a precisdo dos resultados. Isto

inclui melhorar as previsdes estatisticas, simplificar as formulacGes analiticas e melhorar a
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eficiéncia computacional. Sendo assim, aléem da Wishart, chamada neste trabalho de Wishart
generalizada ou central, estudada em artigos anteriores, dois novos modelos séo propostos: as
chamadas matriz Wishart escalar e matriz Wishart diagonal. O sistema dindmico em estudo foi
0 mesmo proposto por Adhikari, et. al. (2009). Dois casos de incertezas sdo considerados na
analise. O primeiro corresponde a incerteza parameétrica em que € assumido que a placa tem
propriedades materiais ndo-homogéneas. Ja o segundo caso diz respeito a consideracdo de
perturbacdo da placa por osciladores massa-mola fixados em posicdes aleatdrias, o que
caracteriza a abordagem ndo-paramétrica. Da comparacdo de resultados conclui-se que a
distribuicdo Wishart escalar generalizada se mostra mais simples, porém imprecisa em regides
de baixa frequéncia, j& a distribuicdo Wishart diagonal generalizada é mais precisa na faixa de
frequéncia estudada, que no caso ¢é de 4.000 Hz e, além disso, ela ainda apresenta as melhores
concordancias da resposta estatistica calculada com a simulagdo numérica e os resultados
experimentais. Verifica-se também que a diferenca entre as trés abordagens aparece mais em
regides de baixa frequéncia e € menor em altas frequéncias de vibracdo. Conclui-se que a
distribuicdo Wishart diagonal generalizada com parametros sugeridos pode ser usada como uma

ferramenta consistente e unificada de quantificagdo de incerteza.

Em outro artigo, Adhikari & Chowdhury (2010), investigam a possibilidade de se ter um
método de simulacéo eficiente para obtencdo das FRF's com a utilizacdo da matriz Wishart.
Para isto € proposta uma matriz Wishart reduzida para faixas de frequéncia de 0 a 4.000 Hz.
Isto se justifica, pois segundo os autores, modelos de sistemas dindmicos de alta resolucdo com
milhdes de gdl podem ter suas respostas dindmicas calculadas dentro da faixa de frequéncia
considerada por apenas algumas centenas ou milhares de modos. A transformacao e reducdo do
sistema estocastico ocorre no dominio modal e deve ser considerada apenas para sistemas
dindmicos com amortecimento proporcional. O sistema em estudo corresponde a uma placa de
aco com propriedades materiais ndo-homogéneas para aplicacdo da abordagem paramétrica e
com osciladores massa-mola com frequéncias naturais aleatrias e também posicionados
aleatoriamente na placa para aplicagdo da abordagem n&o-paramétrica. Trés métodos foram
aplicados. No primeiro, as matrizes de massa e rigidez sdo matrizes Wishart inteiramente
correlacionadas (este caso tem o maior custo computacional). No segundo tém-se as matrizes
Wishart generalizadas (médio custo computacional) e no Gltimo faz-se uso de matrizes Wishart
diagonais reduzidas (tem o menor custo computacional das trés abordagens). A analise dos
resultados mostra que é possivel prever a variacdo da resposta dindmica usando a nova

abordagem de matriz reduzida com uma precisdo aceitavel, poréem a viabilidade de se adotar
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um modelo simples de matriz aleatéria Wishart reduzida na quantificacdo de incertezas em
sistemas dindmicos estruturais ainda deve ser investigada fazendo-se uso de resultados
experimentais. Por fim, e de forma geral, a nova abordagem de matriz reduzida proposta abre
uma possibilidade de realizar a quantificacdo de incertezas em sistemas dinamicos estruturais

reais com muitos gdl de uma maneira mais eficiente computacionalmente.

Em uma nova tentativa de obter uma abordagem que possa ser utilizada para quantificar
simultaneamente incertezas paramétricas e ndo-paramétricas em um método unificado,
Adhikari (2010a) realiza estudos sobre a distribuicdo Wishart ndo-central, da qual resulta a
distribuicdo Wishart estudada até aqui nesta tese (também chamada de Wishart central)
considerando-se frequéncias de vibracdo de 0 a 600 Hz. A Wishart ndo-central tem uma maior
quantidade de parametros que a Wishart central. Por esse motivo, além da quantificacdo da
incerteza epistémica, tal distribuicdo, segundo o préprio autor, tem maior capacidade para
“captura” da natureza paramétrica da incerteza do que a Wishart central, mantendo o calculo
ndo-paramétrico inalterado. Este fato, entdo, traduz a ideia central do artigo que tenta explorar
esses gdl estatisticos adicionais oferecidos pela distribuicdo ndo-central. Na modelagem faz-se
uso da fatoracdo da matriz aleatdria. Ja no calculo dos parametros utilizou-se o método dos
minimos quadrados baseado nas matrizes de média e covariancia do sistema de matrizes. A
implementacdo numérica e experimental é realizada considerando-se o sistema dindmico de
1.440 gdl constituido por uma placa de aco em balangco com propriedades ndo-homogéneas.
Resultados foram obtidos para a abordagem paramétrica e ndo-paramétrica. A analise mostra
que esta abordagem é particularmente adequada quando se conhece com precisdo todos 0s
elementos da matriz de covariancia do sistema de matrizes. Por outro lado, quando nenhuma
informacdo sobre a matriz de covariancia esta disponivel, a abordagem se reduz ao caso da
distribuicdo Wishart central. Observou-se também que os resultados mostram uma
desvantagem na utilizacdo da distribuicdo Wishart ndo-central com relacdo a Wishart central
pelo fato de que a determinacdo dos parametros da primeira precisa de tempo e armazenamento
computacional maiores. Entretanto, considerando as comparacfes de resultados, chega-se a
conclusdo de que a matriz Wishart ndo-central pode ser utilizada como uma ferramenta de
quantificacdo de incerteza consistente e unificada, e que é valida para todo o espectro de

frequéncia de problemas de vibracdes lineares.

O trabalho de Justino (2012), que considera frequéncias de 0 a 1.200 Hz, tem como

principais objetivos descrever o procedimento para quantificacdo de incertezas epistémicas em
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modelos estruturais dinamicos lineares com n graus de liberdade utilizando-se a abordagem
ndo-paramétrica proposta por Soize (1998 a 2005) e estudada mais intensamente por Adhikari
(2006 a 2010), fazer um estudo a respeito do parametro de dispersdo no sistema dindmico e sua
importancia no processo de quantificacéo de incertezas e analisar o comportamento da resposta
guando se aumenta a massa no sistema considerado — neste caso representado por imas
adicionados a viga. O sistema dindmico amortecido € constituido por uma viga de aco com
condicBes de contorno fixa — livre. Inicialmente, a modelagem estocéastica que envolve a
obtencdo da FDP Wishart por meio da aplicacdo da TMA e do MME é descrita. Um programa
para propagacao da incerteza epistémica na matriz aleatéria de massa é construido no software
MATLAB®, do qual se obtém as FRF's juntamente com suas respectivas curvas de
convergéncia. A fase experimental contou com trés configuragbes distintas: viga sem o
acréscimo dos imds, viga com acréscimo de 2 imds e viga com acréscimo de 4 imés. FRF's
foram obtidas para 0 modelo médio, gerado por elementos finitos, para o resultado experimental
realizado em uma faixa de frequéncia de 0 a 1.200 Hz, e para o IC 95%. Este trabalho teve
duas conclusdes principais. A primeira, para a faixa de frequéncia de 1 a 800 Hz é que 0s
resultados experimentais e tedricos ndo concordaram muito bem, porém nao se espera que a
abordagem ndo-paramétrica estudada dé bons resultados nesta faixa de baixa frequéncia. Ja
para a faixa de 800 a 1200 Hz e sem acréscimo de massa, os resultados foram satisfatérios até
a frequéncia de 980 Hz. Foi concluido também que o parametro de disperséo deve ser calculado
corretamente para que sejam obtidas respostas de quantificacdo adequadas e que correspondam
a realidade do sistema estudado. Por fim, verifica-se que a incerteza epistémica aumenta quando
também se aumenta a massa no sistema, 0 que provoca alteracdes na resposta do sistema

original considerado.

Fontanela & Lenzi (2014), ja sabendo que durante a modelagem incertezas sdo geradas
devido a variabilidade do produto, oriunda do processo de manufatura, e também devido a
impossibilidade ou inviabilidade de representar processos fisicos de maneira exata, trabalham
com o objetivo principal de analisar a resposta dinamica de um duto de descarga, sujeito a
diferentes niveis de incertezas paramétricas e nado-parametricas. O modelo numérico &
construido e os valores para o parametro de dispersédo sao escolhidos de forma arbitraria. O que
se concluiu é que as incertezas na resposta do modelo aumentam com a frequéncia assim, é
possivel afirmar que em altas frequéncias as estruturas sdo mais sensiveis a pequenas variagdes
em suas configurac@es originais. J& com relacdo ao parametro de dispersao, o estudo concluiu

para a estrutura e niveis de incerteza analisados, que em baixas frequéncias (< 1.200 Hz) a
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estrutura ndo altera, de maneira apreciavel, a sua resposta dindmica, tornando-se mais sensivel
em frequéncias mais altas. Porém, a afirmacdo anterior ndo é capaz de garantir que o sistema
real apresente tais caracteristicas, uma vez que os valores dos parametros de dispersdo ndo séo
conhecidos, necessitando-se da determinacdo desses parametros através de resultados

experimentais.
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Capitulo 3

A ABORDAGEM NAO-PARAMETRICA E SUAS
FASES DE APLICAGAO

A abordagem ndo-paramétrica € um método que engloba técnicas para quantificacdo de

incertezas em modelos de sistemas dindmicos complexos.

Este método esta inserido no contexto da abordagem estocastica que estuda fungdes
temporais que variam aleatoriamente. Para que 0 processo seja estocastico, é preciso que ele
tenha origem em eventos aleatorios. Pode-se dizer também que a variavel relacionada ao
processo deve ser uma variavel temporal, neste caso, o processo aleatorio designa-se como
processo estocastico. E ai tais variaveis aleatdrias representam a evolugdo de um sistema com
o0 tempo. No caso de problemas deterministicos, ja se conhece como sera sua evolugdo. Eles
tém um dnico modo de evoluir para a resposta final. Ja em um processo estocastico hd uma
indeterminacdo, mesmo que se conhega a condicao inicial do problema, existem varias, por
vezes infinitas, dire¢des nas quais o processo pode evoluir. Sendo assim, faz-se necessaria a
utilizacdo de uma abordagem estocéstica em estudos sobre a quantificacdo de incertezas em
modelos de sistemas dindmicos j& que suas variaveis, alem de aleatorias, ainda dependem do

tempo.
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Isto posto, é valido salientar que a aplicacdo da abordagem ndo-paramétrica obriga ao

analista a passar por trés fases consecutivas representadas na Figura 3. Sendo assim, segue uma

breve explicacdo sobre cada uma delas.

ABORDAGEM

NAO-
PARAMETRICA

MODELAGEM

ESTOCASTICA

PROPAGAGAO
DA INCERTEZA E
OBTENCAO DAS

RESPOSTAS

ANALISE DE

RESULTADOS

Trata da obtencdo de uma distribuicido
adequada que represente o
comportamento das variaveis aleatorias
do sistema dindmico. Hoje em dia, ja se
tem tal distribuicdo, chamada Wishart.

A incerteza de modelo pode ser
considerada nas matrizes aleatérias de
massa, amortecimento e/ou rigidez.
Nelas, a incerteza é propagada pela SMC
e as FRFs sdo obtidas.

A incerteza de modelo é dada pelo IC,
que por sua vez, deve conter a FRF do
modelo médio. A previsibilidade do
modelo médio é determinada e, entfo,
pode-se concluir se ele tem ou nao a
confiabilidade esperada.

DESCRIGCAO DA FASE NESTA TESE:

--> Principios para a quantificacdo da
incerteza de modelo.

--> CPD e suas propriedades.

--> Restri¢bes e problema de otimiza¢do
a ser resolvido.

--> Solucdo do problema de otimizacdo e
obtencao da FDP Wishart e seus
pardmetros 6timos.

NESTA TESE: ESTUDOS DE CASO

Passo-a-passo da aplicagdo da abordagem ndo-paramétrica
desde o momento em que se evidencia a presenca da incerteza
e a necessidade da quantificacdo até a sua propagacio (que
neste trabalho ocorrerd na matriz aleatéria de massa por meio
da FDP Wishart), quantificacdo e conclusio final.

b

Figura 3: Fases da abordagem ndo-paramétrica. Fonte: autor.




23

3.1 FASE 1: MODELAGEM ESTOCASTICA

Esta primeira fase é aquela em que se estuda e se valida a correta FDP das matrizes

aleatdrias do sistema dinamico.

Tendo em vista os estudos apresentados no Capitulo 2 sobre a revisdo da literatura da
abordagem nao-paramétrica, conclui-se que a distribuicdo Wishart € aquela que apresenta
melhores resultados para a quantificacdo da incerteza tanto paramétricas quanto nao-
paramétricas em modelos de sistemas dindmicos analisados nas faixas de media e alta
frequéncia de vibrac&o. E preciso, além disso, complementar que as distribuicdes validadas por
Adhikari (2010b), referente a distribuicdo Wishart diagonal generalizada, e por Adhikari
(2010a), que se refere a distribuicdo Wishart ndo-central, também podem ser utilizadas como
método unificado de quantificacdo porém, é preciso que se realizem mais estudos sobre elas.
Sendo assim, nesta tese, tal distribuicéo, ja validada em pesquisas, chamada FDP Wishart, sera

considerada daqui em diante.

Isto posto, é preciso esclarecer que a fase da Modelagem Estocastica, de maneira geral,
também pode ser dividida em fases que seguem uma trajetdria linear até a obtencdo da
distribuicdo Wishart e que sdo apresentadas na Figura 4. Elas serdo detalhadas no Capitulo 5
(Principios para a quantificagdo da incerteza de modelo: Shannon e Jaynes), Capitulo 6
(Conjunto positivo-definido (CPD) e suas propriedades), Capitulo 7 (Restri¢cdes e problema de
otimizacdo a ser resolvido) e Capitulo 8 (Solucdo do problema de otimizacdo) seguindo a

descricdo mostrada na Figura 3.
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MODELAGEM
ESTOCASTICA

o JAYNES SOIZE ADHIKARI
[;mmf gA — (PRINCIPIO DA (ABORDAGEM (APERFEICO-
MAXIMA NAO- »
INCERTEZA) . — AMENTO DA

ENTROPIA) PARAMETRICA)

ABORDAGEM)

!

Validou a abordagem ndo-paramétrica
como uma método unificado aplicada a
faixas de média e alta frequéncia de

Idealizou e validou a abordagem nao- :
] vibragio.

paramétrica para quantificagio de
incertezas de modelo em faixas de baixa
e média frequéncia de vibragao.

i

i

|

H

i A construgao da FDP que representa
Medida do grau de ignorancia do i honestamente um estado de
engenheiro ao projetar o sistema | conhecimento incompleto deve ocorrer

dinamico i pela maximizagio da entropia sujeita

| atodas as informagdes que se tem.
1
i
|
|
1

1 =-> FDP WISHART: modelo médio e
parametro de dispersio
| > PARAMETROS OTIMOS

--> CPD (Limitagdo do método)
--> FDP GAMMA: modelo médio e
pardmetro de dispersdo

] J | I

SOLUCAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO

i
!

--> Metodologia de solugao do problema de otimizagao ja havia sido ]

i
PRINCIPIOS PARA A QUANTIFICAGAO DA INCERTEZA DE MODELO dada por Jaynes. }
i

--> CPD: suas propriedades sao fundamentais para a obtengao da FDP i

DO PROBLEMA DE OTIMIZAGAQ em que se maximiza a entropia, que Wishart e seus parametros . i
significa incerteza, sujeita a restri¢coes resultantes de informacdes 3
|

i

i

|

i

i

|

i

prévias que se tem sobre o sistema em estudo --> Restricdes do problema de otimizagdo: sdo resultantes das

informacoes prévias sobre o sistema

--> Solugdo do problema de otimizagio: obtengdo da FDP Wishart e seus

i
i
i
i
i
--> A teoria desenvolvida por Shannon e Jaynes resulta na OBTENGAO i
i
i
i
i
i
i pardmetros 6timos.

Figura 4: Fases da modelagem estocéstica. Fonte: autor.

3.2 FASE 2: PROPAGACAO DA INCERTEZA E OBTENCAO
DAS RESPOSTAS

Esta segunda fase apontada na Figura 3 sera realizada no programa desenvolvido na
plataforma MATLAB®, detalhado na Figura 5, que mostra um fluxograma do programa e

apresenta suas sub-rotinas.



Matrizes médias de massa e rigidez
(matrizes deterministicas)

Matriz média de amortecimento (matriz
deterministica)

INicIO DO
PROGRAMA

ENTRADA DE
DADOS

OBTENCAO
DA RESPOSTA
DO MODELO
MEDIO

CALCULO DOS
PARAMETROS
DA FDP
WISHART

SIMULACAO
ESTOCASTICA
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Propagacdo da incerteza na matriz
aleatdria de massa

Figura 5: Fluxograma referente a entrada de dados no programa construido na plataforma do

software MATLAB®. Fonte: autor.
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Entrada de dados: esta sub-rotina é necessaria para que sejam introduzidos ao programa

as seguintes informacgoes:

1. Matrizes médias de massa e rigidez M e K: obtidas do modelo em EF e segundo

as informacdes do sistema a ser considerado.

2. Matriz média de amortecimento C: pode ou n&o ser assumida como sendo uma

matriz de amortecimento proporcional da matriz média de massa e rigidez.

3. Numero de gd!l do sistema: determinado segundo a dimensdo n das matrizes

médias do sistema.

4. Parametro de dispersdo J: é apresentado no subitem 4.5 A Incerteza de Modelo e
o Pardmetro de Dispersdo, e corresponde ao parametro que carrega a informacéo
sobre a incerteza. Serdo considerados para os dois estudos de casos a serem
realizados os valores de 0,01/0,05/0,1/0,2/0,5.

5. Numero inicial de simulacdes nsi: é determinado de forma que possam ser obtidas
convergéncias e, consequentemente, respostas satisfatdrias para o problema em
estudo. Sampaio & Ritto (2008) propde nsi = 200. Este nimero significa que
ocorrerdo inicialmente 200 iteragdes e no final delas o desvio €é calculado. A partir
dai, ocorrerdo sempre acréscimos de 200 iteracdes em cada simulacéo realizada.
O valor do desvio é calculado sempre ao término de cada uma dessas simulagdes
até que ocorra a verificacdo da convergéncia do método segundo um desvio

minimo assumido pelo analista.

6. Banda de frequéncia considerada na simulagdo: definida para cada estudo de caso

separadamente.

7. Forga de excitacdo e leitura de resultados: ponto em que é aplicada a forga e ponto
onde se faz a leitura de resultados. Sao diferentes para cada estudo de caso.

8. Desvio utilizado para a convergéncia da resposta: analista define segundo critérios

de projeto.
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9. NUmero maximo de iteragdes niter: este nimero funciona como um limite do

numero de simulacGes permitidas para a convergéncia.

Construcdo da resposta do modelo médio: A FRF do modelo médio é construida

levando-se em conta as matrizes M, C e K.

Célculo dos parametros da distribuicdo Wishart: tais parametros, denominados p e X

séo calculados conforme mostrado na Equagédo (181).

Simulacédo estocéstica: caracterizada pela SMC em que se pode propagar a incerteza na

matriz massa do sistema e construir as respostas graficas para analise.

E necessario gerar um nimero suficiente de amostras de modo que se possa fazer
estatisticas da resposta, ou a determinacdo de uma série de momentos (média e de
dispersdo). O principal problema neste momento é determinar quantas simulacdes
s80 necessarias para construir uma aproximagdo da resposta para um erro pré-
definido. Para isso, é utilizado o método de convergéncia quadratica. (Justino,
2012)

Segundo Soize (2005b), a convergéncia, de acordo com a dimensdo das matrizes

aleatdrias e 0 numero de realizagdes necessarias na SMC, é dada por:

1 ong n 2 1/2
conv(ngn) = (=0, [, 0,107 (i 6)12dw)

1)

em que: n é a ordem das matrizes aleatérias; n, corresponde ao nimero de SMC utilizado para
se construir as estatisticas da resposta; w é a frequéncia na banda B; Q™ (w; 6,,) corresponde a
resposta do sistema estocastico calculada para cada simulagdo k com resultado correspondente
0,.. Para se verificar a convergéncia méedia quadréatica determina-se um erro aceitavel para que
o namero de simulacdes seja verificado e, dependendo deste erro, o resultado de conv(ng, n)

se modifica.
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3.3 FASE 3: ANALISE DE RESULTADOS

Mais uma vez convém fazer uso de um fluxograma para apresentar esta fase de forma

mais clara, o que pode ser visto na Figura 6 e na Figura 7.



ANALISE

PRELIMINAR

Modelo numérico em EF
(FRF do Modelo médio)

X

Modelo experimental
(FRF do Modelo real)

Verificagao da i
Previsibilidade do Modelo i
Médio :

]

Modelo Médio segue o
Modelo Experimental?

i 1
Modelo Médio representa com i i Modelo Médio NAO representa com
fidelidade o Modelo Experimental ! | fidelidade o Modelo Experimental e
e pode ser utilizado em seu lugar. | i NAO pode ser utilizado em seu lugar.
! i
! L

Buscar por mais informacdes sobre o
sistema e melhorar a modelagem em
Elementos Finitos.

Figura 6: Fluxograma da analise de resultados. Fonte: autor
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ANALISE DOS

RESULTADOS

Modelo numérico em EF
(FRF do Modelo Médio)

X

Programa Computacional em Matlab
(Intervalo de Confianca)

Modelo Médio esta dentro do
Intervalo de Confiancga?

777777777777

| ~ |
Modelo Médio tem confiabilidade | i Modelo Médio NAO tem |
suficiente para representar o Modelo | i confiabilidade suficiente para ;
Experimental. i | representar o Modelo Experimental. i

Verificar o calculo do pardmetro de
dispersao

Buscar por mais informac¢des sobre o
sistema e proceder & quantificacao
novamente.

Figura 7: Fluxograma da analise de resultados. Fonte: autor

30



31

Todas as fases da abordagem mostradas serdo detalhadas no decorrer dos capitulos desta
tese porém, antes disso, faz-se necessaria uma contextualizacdo e apresentacdo de conceitos
fundamentais para uma melhor compreensdo e aplicagdo do que vird a seguir, 0 que sera

concretizado no Capitulo 4 sobre os fundamentos da abordagem néo-paramétrica.



Capitulo 4

FUNDAMENTOS DA ABORDAGEM NAO-
PARAMETRICA

4.1 CONCEITO DE ERRO E INCERTEZA

O estudo das incertezas tem sido alvo de constantes pesquisas devido a sua importancia
na modelagem de sistemas dindmicos amortecidos lineares. No entanto, o termo incerteza é
frequentemente utilizado como sindnimo de erro, o0 que ndo condiz com a realidade. Estes dois
termos tém definicBes e caracteristicas bem diferentes e para que ndo haja qualquer duvida,

cabe neste ponto esclarecer tais definicdes.

Segundo Vandepitte & Moens (2011), ‘erro’ é definido como uma deficiéncia que pode
ser reconhecida e/ou identificada e que ndo ocorre devido a falta de conhecimento. E a diferenca
entre o valor obtido no processo de medicao, experimento ou teoricamente e o valor verdadeiro
da grandeza medida. Ja a incerteza, 0 mesmo autor define que se trata de uma deficiéncia que

ocorre devido a falta de conhecimento do sistema.

Por outro lado, pode-se dizer que a incerteza esta relacionada com o conceito de precisao
ja que se associa a repetibilidade da analise ou do experimento, ou seja, relaciona-se com a
dispersdo dos valores resultantes da repeticdo das mesmas analises ou medicfes em

experimentos e é um indicativo da qualidade e refinamento dos resultados; no caso do erro, este
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se relaciona com o conceito de exatiddo que, por sua vez, indica a conformidade com o valor

verdadeiro.

Uma maneira de visualizacdo grafica desses conceitos seria por meio da FDP, como

mostrado na Figura 8.

Exatidao

&
w

Precisdo

Valor de referéncia Medidas

Figura 8 — Conceitos de exatid&o e precisdo. Fonte: Batista (2011).

Cabral (2004) faz uma analogia desses conceitos com resultados obtidos por disparos de
um projétil contra um alvo, apresentado na Figura 9 para que se possa relacionar os conceitos
de erro e incerteza com as defini¢Oes de exatid&o e precisdo. A exatiddo corresponde ao fato de
acertar o alvo ou acertar um ponto proximo a ele, j& o caso de precisdo ocorre quando 0s

disparos acertam pontos bem préximos entre si.

[ ] . ..
.
. »
.
-
.

Caso 1 - Reduzida precisdo. Caso 2—  Elevada precisdo.

Reduzida exactid3o. Reduzida exactiddo.

L
Caso 3 - Reduzida precisio. Caso 4 -  Elevada precisio.

Alguma exactidio. Elevada exactiddo.
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Figura 9 — Casos de precisao/imprecisao e exatiddo/inexatidao. Fonte: Cabral (2004).

Com base nos resultados obtidos pelos atiradores que realizaram os disparos, pode-se
fazer agora uma relacdo entre os conceitos de precisdo, exatiddo e a FDP dos dados
considerados. Isto quer dizer que a partir da Figura 9 obtém-se as respectivas FDPs que, por

sua vez, séo representadas na Figura 10.

Erro aument=a . Erro aumenta
“7 "wWalar
Verdadeiro"

Figura 10 — FDPs correspondentes a cada caso da Figura 9. Fonte: Cabral (2004).

Nestas curvas a distancia de cada pico ao valor verdadeiro representa o erro médio,
enguanto a largura de cada curva, que caracteriza a dispersdo dos dados, representa a incerteza.
Pode-se dizer que as areas sob as curvas devem ser iguais, ja que se considera que os atiradores
fazem o mesmo nimero de disparos. E observando que existem diferencas nas amplitudes de
pico, conclui-se que quanto menor for a dispersdo dos dados maior sera a amplitude do pico da
curva (Cabral, 2004).

Uma abordagem importante é realizada por Mattos e Veiga (2002) ao se estudar a
otimizacdo da entropia de Shannon que é dada como sindnimo de incerteza associada a uma
distribuicdo de probabilidade. Segundo os autores, “cada distribuicdo reflete um grau de
incerteza e diferentes graus de incerteza estdo associados a diferentes distribuicdes (embora
diferentes distribui¢des possam refletir o mesmo grau de incerteza”. De uma maneira geral
pode-se dizer que quanto mais “espalhada”, ou seja, quanto maior a dispersdo da curva, maior
é a incerteza que ela reflete. Um valor mais baixo de dispersdo, ou variancia, indica que a
distribuicéo esta concentrada perto do valor médio. J& um valor de dispersdo mais alto, indica
que a FDP esta distribuida por um intervalo mais amplo de valores possiveis. Isto pode ser visto

na Figura 11.
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Incerteza
Menor

Incerteza
Moderada

Incerteza
Miéxima

_ A\

Figura 11 — Representacao da incerteza em diferentes distribuicdes continuas de
probabilidade. Fonte: Mattos e Veiga (2002).

Na Figura 11 pode ser verificado que a distribuicdo que tem maior incerteza é a Uniforme,
em que se atribui probabilidades iguais aos resultados possiveis de um experimento sobre o
qgual ndo se tem nenhuma informacdo a priori. Esta atitude reflete o Principio da Razdo
Insuficiente de Laplace, em que se atribuem chances iguais aos eventos que sdo possiveis de
ocorrer, tendo em vista que esta € a maneira mais razoavel de alguém refletir sua ignorancia,

ou sua incerteza, quanto as chances de ocorréncia de cada evento.

Entretanto, no momento em que se conseguem obter informacGes a respeito do
experimento, dos eventos possiveis de se ocorrer, a probabilidade sobre cada evento vai
mudando, e ja ndo se pode falar em probabilidades iguais para resultados possiveis. Neste caso,
o0 analista assume outra distribuicdo que possa expressar corretamente sua incerteza sobre a

ocorréncia de cada evento.

Pode-se dizer ainda sobre a incerteza que, como ela € uma estatistica que expressa
quantitativamente a qualidade da modelagem, ela é, obviamente, uma estatistica ndo-negativa.
Ademais, quanto maior for a dispersdo que a incerteza representa, menos confiavel sera o
resultado da modelagem. Além disso, a incerteza do modelo € o intervalo de confianga ao redor
de um valor médio tal que, se o experimento for repetido nas mesmas condi¢des, uma

determinada fracdo dos resultados estara neste intervalo.
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4.2 INCERTEZAS EM SISTEMAS DINAMICOS

De uma forma bem abrangente, as incertezas em sistemas lineares dinamicos podem ser

divididas em dois grandes grupos.

O primeiro tipo, identificado na primeira coluna da Figura 13, é chamado de incerteza
aleatdria, incerteza irredutivel ou incerteza inerente e “surge devido a variacdo natural e
imprevisivel no desempenho do sistema em estudo” (Lin, 2012). Ela descreve uma variagdo
“causada, normalmente, pela natureza aleatdria dos dados associados ao problema” (Barrico,
2007). E necessério caracterizar, com amostras suficientes, a sua variabilidade por métodos
estatisticos bem estabelecidos e representa-la por meio de uma distribuicdo de probabilidade
adequada que descreva o comportamento dos parametros em estudo. “Esse tipo de incerteza
ndo pode ser reduzido pela realizacdo de medicdes exaustivas ou pela definicdo de um modelo
melhor” (Lin, 2012).

Ja o segundo tipo de incerteza, identificado na segunda coluna da Figura 13, que pode ser
encontrada em modelos de sistemas dindmicos € a chamada incerteza de modelagem, também
designada por incerteza redutivel, incerteza subjetiva ou incerteza do modelo. Ela “esta
associada a um certo nivel de ignorancia, ou informacéao incompleta do sistema ou do ambiente
que o rodeia” (Barrico, 2007). De outra maneira, pode-se dizer que a ocorréncia desta incerteza
se deve a falta de conhecimento sobre o comportamento do sistema. A principio, ela pode ser

reduzida a medida que se obtém mais informac6es sobre o sistema.

Contudo, as incertezas de modelagem também podem ser classificadas em dois outros
grandes grupos. O primeiro € o que comporta a incerteza paramétrica (ou incerteza de dados) e
se relaciona com os parametros do sistema. Ja o segundo grupo compreende as incertezas néo-
paramétricas (ou incertezas epistémicas) e sdo decorrentes, principalmente, devido a falta de
conhecimento do sistema e ndo dependem dos seus parametros. Como exemplos podem ser
citados os erros associados a equacdo de movimento, que pode ser linear ou ndo linear, ao
modelo de amortecimento que pode ser considerado viscoso ou ndo viscoso, condi¢cbes de

contorno, condig¢des iniciais, dentre outros.

Vale mencionar que dentre alguns autores ndo se encontra um padrdo de nomenclatura
para 0s grupos de incertezas mencionados anteriormente, portanto, para que se tenha bastante

clareza no que diz respeito a esta tese, serd adotada a seguinte nomenclatura mostrada na Figura
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Figura 12: Nomenclatura para os tipos de incertezas. Fonte: autor.

4.3 AS FONTES DA INCERTEZA DE MODELO

As fontes de incertezas sdo diversas. No caso da paramétrica, podem resultar de
imprecisdes (informacgdes pouco claras ou definidas de forma imprecisa) nas propriedades
constitutivas (modulo de elasticidade, massa especifica, coeficiente de Poisson, coeficiente de

amortecimento, dentre outros) e propriedades geométricas.

Em particular, com relacdo a incerteza epistémica, ela pode ser causada, por exemplo,
guando se tem informac6es incompletas resultantes de imprecisées (da mesma forma que para
a incerteza paramétrica) e também por falta de especificacbes, que € quando se tém disponivel
diferentes modelos que descrevem o mesmo fendmeno. Pode-se dizer ainda que decorrem da
utilizacdo de modelos matematicos simplificados ou que, por algum motivo, divergem dos que
deveriam realmente serem aplicados em projetos de sistemas reais. Podem resultar de
limitagdes no conhecimento e/ou na compreensdao do fendmeno pelo analista devido, por
exemplo, a complexidade dos sistemas e fendbmenos em estudo ou entdo quando tais sistemas e
fendmenos sdo novos e ainda ndo se sabe representa-los adequadamente. Podem surgir também

devido a simplificacGes deliberadas acrescentadas pelo analista.

Portanto, de maneira generalizada, diz-se que a incerteza de modelo pode ser entendida
como sendo o desvio existente entre 0 modelo real considerado e a sua representagdo

simplificada, principalmente quando se trata de sistemas complexos, em que a traducdo para



38

modelos com hipoteses tedricas nunca esta em perfeita concordancia com o modelo real a ser

construido.

4.4 ABORDAGENS DE QUANTIFICACAO DE INCERTEZAS
DE MODELO

E essencial esclarecer de imediato que o objetivo da analise da incerteza quantitativa é
usar as informacdes que se tém disponiveis para quantificar o grau de confianga nos dados e
modelos existentes e ndo reduzir tal incerteza. Mesmo porque, a reducdo da incerteza de
modelo, como ja dito anteriormente, s6 pode acontecer por meio da obtencao de informacdes

adicionais sobre o sistema em estudo.

O que se faz é construir modelos que incorporem a incerteza e, posteriormente,
abordagens para determinar as solugdes destes modelos. Isto se consegue porque as incertezas
de modelo podem ser introduzidas na modelagem do sistema mecanico-matematico do sistema

projetado, ou seja, elas podem ser introduzidas no modelo médio.

Primariamente, incertezas de dados e epistémicas sdo quantificadas separadamente
segundo abordagens adequadas, denominadas paramétrica e ndo-paramétrica, respectivamente.
Porém, atualmente admite-se também a possibilidade de estudos sobre uma abordagem

unificada, que quantificaria simultaneamente os dois tipos de incertezas citados.

A abordagem paramétrica é capaz de quantificar as incertezas relacionadas aos
parametros do sistema. Para possibilitar tal quantificacdo, € preciso ter em mdaos todas as
informagdes sobre os pardmetros incertos e suas variagdes para que sejam utilizadas na anélise.
Quando se tém informagdes estatisticas substanciais disponiveis, a dispersao nos parametros do
modelo pode ser representada usando métodos probabilisticos adequados. Pode-se ajustar uma
FDP que corresponda aos dados disponiveis e, consequentemente, os parametros do modelo
podem ser expressos como variaveis aleatdrias. Desta forma, tem-se um processo aleatério e 0
problema resultante pode ser solucionado usando o MEFE (Método Estocastico de Elementos
Finitos).

Entretanto, tal abordagem pode néo ser adequada quando os parametros que contribuem
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para os erros de modelagem ndo sdo conhecidos a priori e também quando um ndmero
extremamente alto de varidveis ou processos aleatdrios sdo necessarios para se resolver o
problema de quantificagdo. Como resultado, a representacéo e a quantificagdo desse tipo de
incerteza de modelagem, mesmo quando se trata de incertezas paramétricas, tem dificuldades

conceituais e computacionais.

Problemas semelhantes ocorrem quanto a quantificacdo de incertezas epistémicas. Nestes
casos, a falta de conhecimento sobre o sistema ndo permite ao analista a posse de informacoes
a priori para a quantificacdo destas incertezas. Isto sugere que ndo se tém, pelo menos de
imediato, informac@es disponiveis em maos; e quando elas existem, estas informacdes podem
ndo ser suficientes ou até mesmo podem ndo ser muito confidveis para se obter a solucdo da

quantificacéo.

A dificuldade é que na maioria dos problemas praticos, ndo é possivel se obter
informacBes completas e suficientes com relacdo as incertezas, mesmo as relativas a dados, pois
geralmente elas ndo estdo disponiveis e na pratica pode ser extremamente dificil identificar os
pardmetros incertos e quantificar os graus de incertezas de cada um deles. Isto torna necessaria

a realizacdo de experimentos em busca de informacdes para aplicacdo das duas abordagens.

Tendo em vista que a quantificacdo de incertezas de modelagem é aplicada especialmente
em sistemas complexos e que muitas vezes a construcdo de protdtipos para ensaios
experimentais é proibitivo, a principio se tem uma Ginica amostra. Sendo assim, um experimento
deste sistema ndo traz informaces suficientes para a construcdo da sua FDP para que através
dela possa se propagar as incertezas do modelo. E esta é uma questdo importantissima, pois
deve-se ficar atento com o tamanho da amostra considerada (Adhikari, 2008a). Pode-se dizer
entdo que o volume de dados de entrada, por sua vez, pode ndo ser realista para que sejam
obtidos resultados de analise probabilistica confidveis. Neste contexto, portanto, ndo importa
se 0 objetivo é estudar a incerteza paramétrica ou ndo-parametrica, pois independentemente do
tipo de incerteza que existe em um sistema estrutural mecanico, ndo se tem como obter a

amostragem suficiente do sistema para ensaios experimentais.

Fica claro, portanto, que a abordagem paramétrica nao é capaz de quantificar incertezas
epistémicas e, por vezes, nem as incertezas de dados, ja que nem sempre é possivel obter todas
as informacdes que se precisa para a analise. Isto tornou necessario o desenvolvimento de uma

método que fosse mais adequado para a quantificacdo. Tal método é denominado abordagem
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nédo-paramétrica.

Com isso, convencionou-se que a abordagem paramétrica é aplicada para a quantificacdo
de incertezas de dados, enquanto que a ndo-paramétrica quantifica incertezas epistémicas.

Contudo, um outro problema decisivo no que diz respeito a utilizacdo destas abordagens
se refere ao fato de que apesar de se fazer diferenca entre um tipo e outro de incerteza
(paramétrica e ndo-paramétrica), na pratica, € muito dificil, sendo impossivel, separa-las.
Portanto, levando-se em conta tal dificuldade, além de todas as outras citadas anteriormente,
alguns autores apostam no desenvolvimento de abordagens unificadas de quantificacédo, ou seja,
qgue quantificam incertezas paramétricas e ndo-paramétricas simultaneamente. Esta seria a
forma de se obter modelos numéricos confiaveis de sistemas dindmicos complexos. E neste
caso, a abordagem ndo-paramétrica deve ser melhor estudada para este fim ja que ela “é capaz
de levar em consideracao incertezas no modelo” (Sampaio & Ritto, 2008). Isto porque em tal
abordagem “algumas realiza¢fes das matrizes aleatdrias acoplam os modos do sistema”

(Sampaio & Ritto, 2008), o que ndo ocorre com a abordagem parameétrica.

A Figura 13 deixa mais clara a diferenca entre as incertezas na modelagem de sistemas

estruturais dindmicos amortecidos e seus métodos de quantificacéo.
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Incertezas e suas
Abordagens de
Quantificagdo em Modelos
de Sistemas Dinamicos
Amortecidos

( )

Incerteza devido a variabilidade
inerente nos parametros do
sistema.

Incerteza aleatoria irredutivel.

Abordagem probabilistica.

Incerteza devido a falta de
conhecimento sobre o sistema.
Ela é redutivel e é chamada de

incerteza de modelo.

Aincerteza de modelo pode ser
dividida em dois grup

- incerteza paramétrica
- incerteza ndo-paramétrica

Abordagem estocdstica. Abordagem Estocastica

As incertezas paramétricas e
nao-parameétricas sdo
quantificadas por métodos

As incertezas paramétricas e
nao-parameétricas sdo
quantificadas por um método

Figura 13: Tipos de incertezas em modelos estruturais dindmicos e suas correspondentes
abordagens de calculo. Fonte: autor.
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amortecimento (viscoso ou
ndo-viscoso), modelos de
articulagdes, métodos
numéricos (truncamento,
discretizagdo) etc.
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4.5 A INCERTEZA DE MODELO E O PARAMETRO DE
DISPERSAO

O parametro de dispersdo 6 € fundamental na aplicacdo da abordagem de quantificacdo
da incerteza tendo em vista que é ele que permite a propagacéo da incerteza de modelagem no

sistema por meio das matrizes aleatorias de massa, amortecimento e rigidez.

Uma vez determinado o parametro de dispersao, que, segundo Adhikari (2007b), o deve
ser obtido a partir de experimento fisico ou computadorizado, é possivel proceder a aplicacdo
da abordagem ndo-paramétrica. N&o é possivel quantificar a incerteza de modelagem sem a

determinacdo prévia de tal parametro.

Soize (2005b) cita que a determinacdo do parametro de dispersdo pode resultar da
experiéncia do analista ou pode ser calculado por ele. Sendo assim, segundo consta em Soize

(2000), o célculo do parametro de disperséo é dado por:

_ /2
_ E{uc—an%}}1
5“‘{ IGIIZ

@)

que depois de alguns célculos resulta em:

— 1/2
6G = {n+1i-2v(; (1 + S’Zgzz))}

(3)

onde &g é o parametro de dispersdo ou desvio padrdo normalizado para G = {M, C, K}. Logo,
tendo por base as Equacdes (2) e (3) para as matrizes aleatorias de massa, amortecimento e

rigidez separadamente, obtém-se:

5, = {E{nm_mé}}l/ ? b = {E{nc-fn,%}}l/ ? b= {E{IIK—I_(II%}}U : %

IMI1% [[4]F3 K%

ou.
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= 1/2 = 1/2
om={m (v Z) T = (5 a= e (14

k)2 (5)

tr(K?2)

em que &y, O¢ e Ok Sao respectivamente os parametros de dispersao das matrizes aleatérias M,
Cek

E possivel observar que a medida que se aumenta o valor de vg, 0 parametro de dispersio
diminui, portanto a incerteza no sistema de matrizes diminui. Isto faz com que seja possivel um
controle da incerteza escolhendo-se valores de v diferentes. Se os pardmetros vy, ve, vk —
+00, entdo, Sy, ¢, 5k — 0 e consequentemente M — M, C — C,K — K em probabilidade.
O que se conclui disso é que 0s parametros vy, Ve, Vg permitem que a dispersdo do modelo

probabilistico seja controlada.
Fazendo-se 68 = 2v¢ na Equacéo (3), vem:

- 1/2 ~
e e () = - ()

_ 1 {tr@3*)
0= 5% {1 + tr(G2) } (n+1)

(6)

4.6 MODELO PROJETADO

O modelo projetado é concebido diretamente pelo projetista. Ele € construido segundo
parametros geométricos, propriedades constitutivas e modelos matematico-mecanico pre-
definidos. Este modelo da origem a dois outros denominados modelos médio e experimental

como ja mostrado Figura 1.

Nesta tese, 0 modelo projetado é dado por um sistema estrutural dinamico linear
amortecido com n graus de liberdade. Tal sistema é representado pela seguinte equacdo de

movimento no dominio do tempo:
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Mii(t) + Cu(t) + Ku(t) = f(¢t) (7)

Aplicando a transformada de Fourier na Equacdo (7) com condigdes iniciais nulas,

obtém-se a equacdo de movimento do sistema no dominio da frequéncia:
—w*Mi(zw) + zwCi(zw) + Ki(zw) = f(zw) (8)
(—w?*M + zwC + K) (zw) = f(zw) )

em que os vetores u(e), u(e) e ii(e) representam respectivamente os vetores aleatorios
de deslocamento, velocidade e aceleracdo; i(zw) é a transformada de Fourier do vetor

aleatorio u(t); f(e) representa o vetor deterministico da forca externa aplicada ao sistema;

f é a transformada de Fourier do vetor deterministico f; z = v—1 é denominado nimero
imaginario; M, C e K sdo respectivamente as matrizes aleatérias n xn de massa,
amortecimento e rigidez. Tais matrizes sao reais, simétricas e positivas-definidas e pertencem

ao conjunto CPD a ser apresentado no Capitulo 6.

As matrizes aleatorias M, C e K, por simplicidade, sdo representadas por uma matriz
aleatoria geral denominada G, em que G = {M, C, K}. Esta representacdo é possivel porque estas

matrizes tém caracteristicas probabilisticas similares.

4.7 MODELO MEDIO

O modelo médio pode também ser chamado de modelo deterministico, modelo preditivo,
modelo numeérico, modelo computacional ou modelo matematico. Eles sdo idealizagdes que
descrevem a realidade dentro de um determinado grau de aproximacao, o qual ndo se conhece
totalmente. Um modelo implica em uma representacdo simplificada do sistema estrutural que
torne possivel a obtencdo de expressdes matematicas capazes de descrever o comportamento

do sistema com suficiente precisao.

O modelo médio é um modelo de previsédo do modelo real (ou experimental). Ao observar

a Figura 14, pode-se dizer entdo que seu objetivo é prever a saida de um sistema real para uma
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dada entrada. Isto quer dizer que os parametros de entrada do sistema médio preveem 0s

parametros de entrada do sistema real e a FRF do sistema médio prevé a FRF do sistema real.

O modelo médio ainda exibe parametros de entrada de dados que sdo levados em conta

na construcdo do modelo matematico-mecanico.

ENTRADA
(FORGA DE EXCITACAO)

— (PREVE O MODELO REAL) (MODELO MEDIO)

I I

I I

- ! |

I I

MODELO MEDIO i ::; FRF i
I I

I I

I I

PARAMETROS
(ENTRADA DE DADOS)

Figura 14: Desenho representativo da construcdo do modelo médio. Fonte: autor.

O modelo médio é representado pela seguinte equacdo no dominio do tempo:
Mu(t) + Cu(t) + Ku(t) = f(t) (10)

Aplicando a transformada de Fourier na Equacdo (10) com condig¢des iniciais nulas,

obtém-se a equacao de movimento do sistema no dominio da frequéncia:
—w?M {i(zw) + zwC i(zw) + K i(zw) = f(zw) (11)
(—w?M + zwC +K) ti(zw) = f(zw) (12)

em que os vetores ti(e), i(e) e () representam respectivamente os vetores deterministicos
(também chamados de vetores médios) de deslocamento, velocidade e aceleracdo; ti(w) é a

transformada de Fourier do vetor deterministico ti(t); f(s) representa o vetor deterministico

(ou vetor médio) da forga externa aplicada ao sistema; ?(a)) é a transformada de Fourier do
vetor deterministico f(t); z =+/—1 é denominado nimero imaginario; M, C e K sdo as
matrizes deterministicas (ou matrizes médias) n X n de massa, amortecimento e rigidez
respectivamente. Tais matrizes sdo reais, simétricas e positivas-definidas e pertencem ao

conjunto CPD apresentado no Capitulo 6.

De forma semelhante as matrizes aleatorias, as matrizes deterministicas M, C e K, por
simplicidade, serdo representadas por uma matriz deterministica geral denominada G, em que
G={M,CK]}.
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4.8 MODELO EXPERIMENTAL

O modelo experimental, também chamado de modelo real ¢ o modelo produzido,
manufaturado, tendo por base 0 modelo projetado. Ele é um sistema fisico construido por méos
humanas, e por isso, nunca é exatamente conhecido. A Figura 15 mostra um desenho que

representa o processo do experimento.

As diferencas que ocorrem nos resultados do modelo médio e do modelo projetado é que
caracterizam e explicitam a incerteza de modelo. Isto porque ao se construir o modelo médio,
consideracBes matematicas-mecanicas sdo admitidas e isto faz com que seus resultados
contenham diferencas por vezes significativas com relagcdo as do modelo projetado. E por outro
lado, 0 modelo experimental também n&o é idéntico ao modelo projetado no que diz respeito a
sua construcdo e funcionamento. Dessa forma, tanto do modelo médio quanto do modelo real
se obtém FRFs diferentes com relacéo ao resultado do modelo projetado e também entre eles.
Pode-se dizer entdo que o modelo médio é considerado um “modelo” incerto com relagdo ao

modelo real.

(FORGA DE EXCITAGAO) (MODELO FABRICADO) (MODELO EXPERIMENTAL)

i I
; i
MODELO REAL ‘ FRF
ENTRADA i — =
‘ ‘
| i

Figura 15: Desenho representativo do experimento. Fonte: autor.

Contudo, ao se propagar as incertezas no modelo médio, seus resultados sdo comparados
com os resultados do modelo experimental. Na distin¢do entre os dois se torna evidente a
presenca da incerteza de modelo. E é neste momento que o analista avalia a confiabilidade do

modelo médio.

4.9 BANDA DE FREQUENCIA E REGIOES DE FREQUENCIA
DE VIBRACAO

Um passo também importante na aplicacdo da abordagem n&o-paramétrica é definir a

banda de frequéncia B para um sistema dindmico linear amortecido que é dada por

B = [wmin: wmax]' 0 < Wmin < Wmax (13)
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onde wy,;, é a frequéncia minima e w,,4, corresponde a frequéncia méaxima considerada na

analise.

Esta definicdo indica a faixa de frequéncia na qual se vai trabalhar e que, por sua vez, é
um fator importante que também deve ser levado em conta na escolha da metodologia adotada

para a quantificacdo. Tem-se entdo, segundo Adhikari (2007b), a seguinte divisao:

1. Faixas de baixa frequéncia de vibragdo: os comprimentos de onda dos modos de
vibracdo podem se tornar maiores entdo, o resultado é que a resposta de vibracao
ndo é muito sensivel aos detalhes do sistema, logo, as incertezas paramétricas
podem ser mais facilmente quantificadas nesta faixa de frequéncia por meio da
aplicacdo da abordagem paramétrica, pois este método considera as incertezas de

dados em detalhe.

2. Faixas de média frequéncia de vibragdo: deve-se considerar ambos 0s métodos,

pois incertezas paramétricas e ndo-paramétricas devem ser quantificadas.

3. Faixas de alta frequéncia de vibracdo: os comprimentos de onda dos modos de
vibracdo podem se tornar muito pequenos e o resultado é que a resposta de
vibracdo pode ser muito sensivel a pequenos detalhes do sistema. Entdo,
incertezas ndo-paramétricas sdo melhores quantificadas nesta faixa por meio da

utilizacdo da abordagem ndo-paramétrica.

E claro que ndo se tem nenhum limite fixo para a definicdo das faixas de frequéncia
estudadas em regides de baixa, média e alta frequéncia de vibrac&o. E necessario que o analista
defina a faixa de frequéncia que deseja trabalhar e avalie se o resultado da quantificacédo é, de

certa forma, aceitavel.

Considerando, em ultima analise, e ao se observar os principais autores citados no

Capitulo 2, é possivel observar que eles trabalham em faixas bem diferenciadas de frequéncia.

Em seus artigos, inclusive no altimo sobre a abordagem ndo-paramétrica, Soize (2005b)
trabalha com faixas de frequéncia até 1.900 Hz. Portanto, o método é aprovado pelo autor até

esta faixa de frequéncia.

Ja em (Sampaio, Ritto, & Cataldo, 2007) e (Sampaio & Cataldo, 2010), a faixa de

frequéncia trabalhada vai de 0 a 7 Hz. Ja em (Ritto, Sampaio, & Cataldo, 2008) as analises sdo
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realizadas para frequéncias de 0 a 1.000 Hz. No &mbito das analises realizadas, resultados
promissores foram encontrados somente para este Gltimo artigo citado. Foi concluido para o

estudo realizado que a abordagem ndo-paramétrica inclui a paramétrica.

Tal conclusdo é um ponto de partida para que se estudem os artigos de Sondipon Adhikari
que tenta validar a abordagem nao-paramétrica para quantificar ndo sé incertezas de modelo
mais também as de dados. Além disso, este autor, em suas pesquisas de (Adhikari, 2006) até
(Adhikari S. , 2010b) avalia a possibilidade de se aplicar o método ndo-paramétrico de
quantificacdo de incertezas em toda a faixa de frequéncia de vibracéo, que em seus artigos varia
de 0 a 8.000 Hz, tendo em vista facilitar o calculo e a analise do profissional. Entretanto, a

validacdo da abordagem ocorre somente para faixas de média e alta frequéncia de vibracéo.

4.10 RESPOSTA DO SISTEMA ESTRUTURAL DINAMICO

A saida ou resposta FRF do sistema estocastico, considerando-se a Equacéo (9), é dada

por:
?((ZLZ)) = (—w?M + zwC +K) ' =D 1(zw) = H(zw)
D(zw)
(14)
H(zw) = (—w*M + zwC + K)71 (15)

em que D(zw) é a matriz de rigidez dindmica, H(zw) € uma matriz n X n complexa e aleatoria
que corresponde a FRF e é obtida para uma banda de frequéncia definida como na Equacao
(13).

4.11 PREVISIBILIDADE DO MODELO

Em geral, a partir do modelo projetado se constréi um modelo em Elementos Finitos e

também um modelo experimental. Ao se obter as curvas FRFs desses dois ultimos, verifica-se
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que devido as incertezas de modelo presentes, tanto de dados quanto epistémicas, que nao foram
quantificadas, o erro, ou desvio, entre 0 modelo médio e 0 modelo experimental geralmente ndo
é pequeno o suficiente e deve ser reduzido para que o0 modelo médio seja uma previsao confidvel
do modelo experimental. Se este valor fosse zero, os modelos experimental e médio seriam
iguais e ndo haveria incerteza de modelagem, o que nao corresponde a realidade portanto, néo
é possivel de acontecer. Neste ponto, entdo, € que se percebe a importancia da quantificagdo da
incerteza.

Em uma nova tentativa de construir um modelo confiavel, o analista, apds a construcao
do modelo médio, quantifica as incertezas, obtém as respostas dos sistemas, calcula o desvio
entre os modelos e avalia os resultados obtidos. Se o valor deste desvio for suficientemente
pequeno, significa que o0 modelo médio pode ser considerado um modelo que prevé o modelo
real. Porém, se o erro ndo for suficientemente pequeno para as consideracfes de projeto pré-
determinadas, o analista deve obter mais informacdes sobre o sistema de forma a reduzir as
incertezas. Tendo tais informagdes em maos, os célculos anteriores sdo refeitos e seus
resultados novamente avaliados. E o ciclo se repete até que seja suficientemente melhorada a

previsibilidade do modelo médio com relacdo ao modelo real.

Por fim, a modelagem de incertezas de dados e epistémicas dardo subsidio para que o
analista tenha a possibilidade de obter um modelo verdadeiramente representativo do modelo

real, tornando-o viavel.



Capitulo 5

PRINCIPIOS PARA A QUANTIFICAGAO DA
INCERTEZA DE MODELO: SHANNON E JAYNES

5.1 CONTEXTUALIZACAO HISTORICA

De acordo com Jaynes (1978), a forma de representacdo da incerteza foi obtida no
contexto do Principio da Maxima Entropia (PME), que por sua vez se desenvolveu como uma
extensdo natural e unificada de duas linhas diferentes de estudos relacionados a Teoria da
Probabilidade (TP).

Na primeira, pesquisadores como Jakob Bernoulli (1654 — 1705), Thomas Bayes (1701 —
1761), Pierre Simon Laplace (1749 — 1827), Harold Jeffreys (1891 — 1989), Richard Threlkeld
Cox (1898 — 1991), dentre outros, sabiam “que ndo se pode fugir do primeiro passo da
aplicacdo da teoria da probabilidade que consiste na atribuicdo de um valor numérico de
probabilidade decorrente de um julgamento inicial para que seja possivel o inicio dos calculos”
(Justino, 2012) e procuravam encontrar maneiras que fossem adequadas para este fim. Alguns
ainda acrescentavam que fossem também diferentes do Principio da Raz&o Insuficiente de
Laplace, que, ainda segundo Jaynes (1978), foi rejeitado terminantemente pelos pesquisadores
do século XVI1I. Contudo, foi Abraham Wald (1902 — 1950) quem apresentou em 1950 “regras

gerais de conduta pra tomar decisdes diante da incerteza”. Porém, varios pesquisadores
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rapidamente perceberam, trabalhando independentemente uns dos outros, que as etapas
matematicas utilizadas na resolugdo de problemas especificos “eram idénticas as regras dadas
por Laplace no século XVIII, que geracBes de estatisticos haviam rejeitado como absurdo

metafisico!”. E a partir desta linha de pesquisa se obteve toda a filosofia parao PME.

Na segunda linha de estudos, destacaram-se James Clerk Maxwell (1831 —1879), Ludwig
Eduard Boltzmann (1844-1906), Josiah Willard Gibbs (1839 — 1903), John von Neumann (1903
— 1957), dentre outros, que foram os precursores para que Claude Elwood Shannon (1916 —
2001) desenvolvesse seus estudos na area da Teoria da Informacdo e que contribuiram de
maneira fundamental para o desenvolvimento do PME. A partir desses estudos, a sua base
matematica péde ser desenvolvida. Baseando-se nos estudos de Shannon (1948), Edwin
Thompson Jaynes (1922 — 1998) estabeleceu critérios construtivos para que fossem encontradas
distribuictes de probabilidade tendo por base um conhecimento parcial e que levam a um tipo
de inferéncia estatistica chamada de estimativa de maxima entropia. Segundo Jaynes, esta é a
estimativa menos tendenciosa possivel sobre as informagdes dadas. Jaynes (1978).

Mais adiante, alguns detalhes sobre os estudos de Shannon e Jaynes serdo mostrados de
forma a contextualiza-los com o tema desta tese, porém, maiores informaces sob a perspectiva
historica da medida da incerteza caracterizada pela entropia de Shannon e do PME
desenvolvido por Jaynes podem ser encontrados em Jaynes (1958), Jaynes (1963), Jaynes
(1967), Jaynes (1978), Jaynes (1979), Jaynes (1981), Jaynes (1984), Jaynes (1986), Jaynes
(1988), Jaynes (1991), Uffink (1997), Kyriazis (1998), Pineda (2006), Tavares (s.a.) e Justino
(2012).

5.2 REPRESENTACAO DA INCERTEZA: A ENTROPIA DE
SHANNON

5.2.1 Shannon e a medida do grau de ignorancia humana

Shannon, reconhecido hoje como o pai da teoria da informacéo, ofereceu as bases para a

solugéo do problema de representacdo do conhecimento. Ele foi o primeiro a considerar a
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comunicacdo como um problema matematico rigorosamente embasado na estatistica. Em seu
artigo A Mathematical Theory of Communication de 1948 ele cita que o problema fundamental
da comunicacdo é se reproduzir em um ponto a mensagem selecionada em outro ponto de

maneira exata ou aproximada.

A mensagem real é aquela que € selecionada a partir de um conjunto de mensagens
possiveis. O sistema deve ser projetado para operar para cada selecdo possivel,
ndo apenas para aquela que efetivamente sera escolhida mesmo porque esta é
desconhecida no momento do projeto. Se o nimero de mensagens no conjunto for
finito entdo este nimero ou qualquer funcdo monétona dele pode ser considerada
como uma medida da informacgdo produzida quando uma mensagem é escolhida
a partir do conjunto, sendo todas as escolhas igualmente possiveis. (Shannon,
1948).

Shannon atribuiu, no &mbito do processo de comunicac¢do, uma probabilidade p; para a
mensagem transmitida mt;, e a entropia S para a medida da informacéo. Porém, tendo em vista
gue Shannon ndo disse explicitamente qual o estado de conhecimento que considerou em seu

artigo (Shannon, 1948), Jaynes, depois de o estudar, concluiu que:

As diferentes mensagens consideradas devem ser o conjunto de todas aquelas que
serdo ou deveram ser enviadas através do canal durante sua vida util; e, portanto,
0 S de Shannon mede o grau de ignoréncia do engenheiro de comunica¢do quando

ele projeta o equipamento técnico do canal. (Jaynes E. T., 1978)

No entanto, a primeira reacdo de Jaynes ao estudar a teoria de Shannon sobre a
quantificacdo da incerteza como sendo a quantificacdo da entropia, foi perguntar a si mesmo de
qual informacdo tratava Shannon. Tal rea¢do também era compartilhada por outros autores, ja
gue a entropia é uma quantidade fisica que pode ser medida em laboratério e cada pessoa tem
um nivel, ou uma quantidade de ignorancia, diferente uma da outra. Contudo, Jaynes responde
tal questionamento levando em conta variaveis discretas, mas que certamente é valido também

para variaveis continuas, da seguinte forma:

Certamente, pessoas diferentes tém diferentes quantidades de ignorancia. O
envolvimento de um sistema termodindmico é uma medida do grau de ignorancia
de uma pessoa cujo Unico conhecimento sobre seu microestado consiste nos
valores das grandezas macroscopicas X; que definem seu estado termodinadmico.
E uma quantidade completamente "objetiva", no sentido de que é apenas uma

funcdo de X;, e ndo depende da personalidade de ninguém. N&o h4, entdo,
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nenhuma razdo pela qual ndo possa ser medida em laboratério. (Jaynes E. T.,
1978)

J& as probabilidades p; “[::-] atribuidas a mensagens individuais ndo sdo medidas de
frequéncia; elas sdo apenas meios para se descrever o estado de conhecimento” (Jaynes E. T.,
1978).

Shannon apresentou sua teoria para sistemas discretos em que “tanto a mensagem quanto
o sinal s&o uma sequéncia de simbolos discretos”, para sistemas continuos “em que a mensagem
e o sinal séo ambos tratados como fung¢Bes continuas™ e para sistemas mistos que sdo aqueles

“em que ambas as variaveis discretas e continuas aparecem”. (Shannon, 1948)

5.2.2 Definicdo da entropia de Shannon para o caso continuo

Segundo Shannon (1948), se for considerado que com as informacdes disponiveis se

possa ter um conjunto nep de eventos possiveis cujas probabilidades de ocorréncia para a

variavel x;, em que 1 < i < nep, dadas por (px;)4, (pxz)z,---,(pxnep)nep s&o conhecidas,
pode-se encontrar uma funcdo capaz de medir a incerteza existente neste conjunto. No caso, se
tal medida existe e é chamada de H ((pxl)l, (px3) 2, (pxnep)nep)’ é razoavel, entdo, que se

exija dela as seguintes propriedades:
(1) ela deve ser continua em (px;)1, (Px2)5, -, (pxnep)nep'

(2) Se todas as probabilidades (px;)1, (px2)5, (pxnep)nep s&o iguais a (px;); = %,

entdo deve ser uma funcdo monotonicamente crescente de nep. Neste caso, se 0 numero de
eventos possiveis aumenta, a probabilidade de cada evento diminui em casos de eventos
igualmente provaveis, entdo, como esta é a Unica informacao que se tem a respeito do processo,

a incerteza sobre o resultado acaba aumentando.

(3) Se uma “escolha” é dividida em duas escolhas sucessivas, a medida original H deve

ser a soma ponderada dos valores individuais de H.

Assim, Shannon (1948) afirma que a Unica medida H((px;);) que satisfaz as premissas

acima para o caso continuo é dada por:
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S =Spx;); = -k f::(pxi)i log,(px;)idx, 1<i<nep (16)

em que S(px;); é a entropia de um conjunto de probabilidades (px;);, log,(px;); € o logaritmo
de (px;); na base 2 e k € uma constante positiva que representa a escolha de uma unidade de

medida.

5.2.3 O Sinal negativo da entropia de Shannon

Sabe-se que na Termodinamica a entropia corresponde a desordem de um sistema. Assim,

pode-se dizer que quanto maior a desordem desse sistema, maior sera sua entropia.

Quando um sistema muda de uma situagdo de maior ordem (menor desordem) para uma
situacdo de menor ordem (maior desordem), diz-se que a entropia aumentou, ou que a variagdo
de entropia foi maior do que zero. Quando um sistema muda de uma situa¢do de menor ordem
(maior desordem) para uma situagdo de maior ordem (menor desordem), dizemos que a entropia

diminuiu, ou que a variagdo de entropia foi negativa.
De forma resumida, estas ideias podem ser expressas da seguinte maneira:

Nota 1. Se a ordem do sistema diminui = a desordem do sistema aumenta = a entropia

aumenta = AS > 0.

Nota 2. Se a ordem do sistema aumenta = a desordem do sistema diminui = a entropia

diminui= AS <0

No que diz respeito a quantificacdo de incerteza, a maior entropia se encontra na
distribuicdo uniforme onde nédo se tem informacgdo nenhuma sobre o sistema, pois a desordem,
que pode ser traduzida aqui como falta de conhecimento, é grande, no caso, é maxima. Contudo,
a medida que as informagdes (como média e variancia) sobre o sistema vao sendo obtidas, o
conhecimento sobre ele vai aumentando e o valor da entropia quantificada vai diminuindo.
Sendo assim, a incerteza, denominada aqui como uma medida da ignorancia humana, vai
diminuindo e a ordem do sistema vai aumentando. Esta é a tendéncia: aumentar o conhecimento
sobre o sistema e diminuir a incerteza. Com isso, e levando-se em conta as notas colocadas
acima, pode-se considerar que, neste caso, 0 sistema segue 0 comportamento indicado na nota

2. Isto leva a concluir que a entropia do sistema resulta em um valor negativo.
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No entanto, considerando que a entropia corresponde a medida da ignorancia humana,
um valor negativo ndo faz sentido portanto, tal medida de Shannon deve ser positiva. Isto
justifica o porqué da medida de Shannon ter um sinal negativo, como pode ser verificado na

Equacao (16).

Outro raciocinio que justifica o sinal negativo da equacao da entropia de Shannon é que
como (px;); < 1, entdo, com o acréscimo do sinal negativo e sendo o resultado do logaritmo

um valor negativo, a entropia assume um valor positivo. (Dionisio, Menezes, & Mendes, 2003)

5.2.4 A constante k da entropia de Shannon

A constante positiva k “representa apenas a escolha de uma unidade de medida”
(Shannon, 1948).

No caso da Equacdo (16), o logaritmo na base 2 é que faz o valor da entropia resultar em
uma unidade de medida mais adequada para a teoria da informacdo que é chamada digito
binario, ou bit. Dessa forma, a medida da incerteza foi definida para esta unidade de medida e
neste caso k = 1. Mas dependendo do tipo de trabalho que se vai realizar, é possivel alterar a
base do logaritmo de forma a facilitar os calculos e, com isso, a constante k devera ser corrigida
e podera assumir outros valores. Por exemplo, se for feita uma mudanca do logaritmo de base
2 para a base 10, a unidade da informacdo obtida ser4 em decibel ou Hartley. Se for realizada a

mudanca da base 2 para a base e, a unidade de informacao serd Napier ou Nats. (Caliman, 2014)

Shannon (1948) diz que em trabalhos analiticos em que estdo envolvidas operagdes de
integracdo e diferenciacdo, como esta tese, pode ser til utilizar a base e, cujo resultado da
medida da entropia ¢ dado em unidades naturais. Portanto, considerando-se o logaritmo
apresentado na Equacdo (16), pode-se fazer o seguinte calculo para a mudanca da base 2 para
base e:

loge(pxi); _ In(px;);

1
loga(pxi)i = = " == = =5 = 1ng X In(px0); 17

neste caso portanto,

k=— (18)
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e a Equacéo (16) pode ser reescrita da seguinte forma:

S(px)i = —— _:Zo (px;); In(px;); dx (19)

In2

Outro ponto importante € que a escolha da variavel k influencia apenas no maior valor
obtido pela medida H, nédo tendo, assim, influéncia na FDP (ou seja, na forma da curva)
considerada na andlise e consequentemente na FDP a ser obtida pelo MME, como foi mostrado

por Belonsi, Lima, & Gongalves (2014).

Na tentativa de demonstrar esta propriedade para varidveis continuas, um grafico
apresentado na Figura 16 foi construido a fim de comprovar tal afirmacéo dada pelos autores
citados. Ele foi construido por meio do céalculo da entropia considerando-se uma variavel

uniforme continua e também dois valores distintos para k. A entropia, neste caso, é representada

por H.
Entropia H versus Probalidade
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Figura 16: Valor da entropia de uma variavel aleatdria continua em fungéo da sua distribuicdo
de probabilidade para valores diferentes de k. (a) k = 1. (b) kK = 1/In 2. Fonte: autor.

Contudo, ja que a constante k ndo influencia na obtencdo da FDP de méxima entropia,

pode-se considerar para efeito desta tese e tendo em vista facilitar a manipulacéo algébrica que
vira mais adiante, k = (miz) = 0,693147 = 0,7 = 1. Sendo assim, da Equacgéo (19) resulta

em:

S((px)) = — [ (px); In(pxy); dx (20)
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5.2.5 A entropia de Shannon § em funcdo da FDP (px;);

Um ponto que deve ficar muito claro é que a entropia S ndo é em funcdo da varidvel x;
apesar de ser escrita muitas vezes por Shannon como S(x;). Ela é sempre em funcdo da FDP
da variavel x;, representada na Equacéo (20) por (px;); (Dionisio, Menezes, & Mendes, 2003).
Pode-se dizer mais concretamente que se x; € uma variavel ou evento possivel de ocorrer, entdo

sua FDP pode ser obtida dentre um conjunto de probabilidades [(px;);]* =

|(Px)1, @)z, (PXnep),, | € sUa entropia ¢ dada por S((px,)y).

No caso desta tese, a variavel aleatoria x; € uma matriz aleatoria representada por G; =
{M;, C;, K;} cujas FDPs sao representadas por (pgG;); = {(pmM,)i, (pcCi):i, (pxK;);}. Assim,

considerando-se G;, pode-se escrever que:

t
[pG;]t = [(PGG1)1, (PcG2)2, (pGG3)3""'(pGGnep)nep] , 1<i<nep (21)

em que [pgG;]t é o vetor aleatdrio composto por todas as FDPs das matrizes G e que tem as

incertezas propagadas na matriz aleatoria G;.

Logo, a Equacéo (20) resulta em:

S(PcG) = — [ (96Gy); In(pGy); dG (22)

em que S(pgG;) corresponde a entropia ou incerteza associada a uma distribuicdo de
probabilidade. Esta medida assume sempre um valor ndo-negativo. Além disso, p¢G; pode
corresponder a qualquer uma das probabilidades pertencentes ao conjunto mostrado na Equagéo

(21) ja que ainda ndo se sabe qual a FDP de maior entropia.

5.2.6 A integral na entropia de Shannon S((px;);)

A entropia é calculada para cada FDP da matriz aleatéria G;. E como tal matriz deve ser

uma matriz real simétrica positiva-definida, a integral deve ser calculada para valores positivos

de G;. Isto quer dizer que f::(-) dx deve ser representada aqui por fG_>O(-) dG.

Assim, mais uma vez reescreve-se o calculo da entropia, agora a partir da Equacéo (17):
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S(PGi) = — [ ,(PcGi):i n(peGy); dG (23)

em que S(p¢G;) na Equacdo (23) constitui a férmula final da entropia de Shannon a ser aplicada

nesta tese.

5.2.7 Propriedades da medida de Shannon

Como se sabe, a entropia na teoria da informacg&o corresponde a incerteza probabilistica
associada a uma distribuicdo de probabilidade, e Shannon derivou a medida da entropia, ou a
medida da incerteza, de forma com que ela refletisse certas caracteristicas desejadas. Algumas

delas sdo citadas a sequir.

Propriedade 1: S(p¢G;) = 0 se, e somente se, todas as probabilidades na Equacao (21)
sdo zero, exceto uma delas que deve ter valor unitario. Com isso, pode-se dizer que a medida
S(p¢G;) so desaparece, ou seja, sO é nula quando ndo existe incerteza, quando se esta certo
quanto a possibilidade de ocorréncia de um determinado acontecimento. Neste caso, o nivel de
entropia € minimo, porém, o nivel de informacdo é maximo. Isto posto, conclui-se que este é

um caso irreal para a modelagem de sistemas dinamicos em especial 0s mais complexos.

Propriedade 2: Para uma distribuicdo continua, se a matriz aleatéria G € limitada a um
certo volume ¥V em seu espaco, entdo S(pgG;) € maximae igual a In V quando p¢G; é constante
e igual a (1/V) no volume. Elas terdo o valor (1/V,1/V,1/V,---,1/V) que representa a
probabilidade correspondente a uma distribuicdo uniforme. Isto é também intuitivamente a
situacdo mais incerta. Qualquer outra distribuicdo faz S(p¢G;) ser menor do que InV. Esta
propriedade segue o principio da razdo insuficiente de Laplace, “onde atribuir chances iguais
aos eventos possiveis € a maneira mais razoavel de alguém refletir sua ignorancia (e sua
incerteza) quanto as chances de ocorréncia de cada evento” (Mattos & Veiga, 2002). Pode-se
dizer também a respeito desta propriedade que a medida S(psG;) s6 € maxima, ou seja, s6 €
unitaria, quando existe total incerteza. Aqui também se esta certo quanto a possibilidade de
ocorréncia de um determinado acontecimento. Neste caso, o nivel de entropia € maximo, porém,

o0 nivel de informagéo é minimo.

Propriedade 3: Para duas matrizes aleatorias quaisquer G; e G,, tem-se que
S((P6G1)1, (P6G2)2) < S((pgG1)1) + S((pgG2)2). Aigualdade s6 ocorre se, e somente se, G4
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e G, sdo independentes. Um exemplo seria para p(Gq,G;) = pG; X pG, sem nenhuma

possibilidade para um conjunto de pontos com probabilidade zero.

Propriedade 4: S(pgG;) é uma funcdo duas vezes diferenciavel de

[(pGGl)l, (p6G2)2 (P6G3)3, ) (pGGnep)nep] . Esta propriedade é importante porque permite

a aplicacdo de técnicas para maximizacao de funcbes diferencidveis. As derivadas primeira e

segunda de S[p¢G;] existem e sdo continuas.

Propriedade 5: S(pgG;) € simétrica em relacgdo a permutacdo de

[(PGG1)1, (06G2) 2 (D6Gs)s, - (pGGnep)nep] . A importancia desta propriedade esta no fato

de que as probabilidades [(pGGl)l, (pcG2)2 (P6G3)3, (pGGnep)nep] podem ter sua ordem

invertida ao se calcular S(p¢G;) que seu resultado ndo se altera.

Propriedade 6: S(1/V,1/V,---,1/V) é uma funcdo monotonicamente crescente de V.
Esta propriedade quer dizer que a entropia da distribuicdo uniforme (méaxima entropia possivel)

cresce quanto maior for o nimero de resultados possiveis em nep.

Propriedade 7: S(pgG;) € uma funcdo estritamente concava de
[(pGGl)l, (pcG2)2, (PeG3)3, (pGG"eP)nep]' Esta propriedade faz 0 maximo local da funcao

corresponder ao seu maximo global (ou absoluto) e permite que S(pgG;) tenha um Unico

maximo global.

5.3 JAYNES E O PRINCIPIO DA MAXIMA ENTROPIA

Segundo Jaynes (1957a), o problema inicial ao se fazer uso da estimativa de maxima
entropia esta na dificuldade em se obter a FDP apropriada quando se tem pouca ou até mesmo
nenhuma informacdo disponivel a priori sobre o problema. Além disso, existe também a
possibilidade da obtengdo de mais de uma FDP as quais concordem de igual maneira com as
informagdes disponiveis consideradas e, neste caso, é preciso estabelecer um critério para a

escolha de uma FDP dentre elas.

Isto posto, Jaynes na tentativa de resolver o problema e tendo em vista as publicagdes de
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Shannon, depois de estuda-los, fez entdo a seguinte defini¢do relacionada a quantificacdo da

entropia, que quer dizer incerteza:

A Unica maneira conhecida de se construir a distribuicdo de probabilidade que
representa honestamente um estado de conhecimento incompleto é através da
maximizacao da entropia sujeita a todas as informacbes que se tem. Qualquer
outra distribuicdo necessariamente assumiria informagdo que ndo se tem, ou

entraria em contradicdo com as informacdes que se tém (Jaynes E. T., 1985).

Isto quer dizer que a distribui¢cdo que descreve honestamente o que um individuo sabe,
que descreve 0 seu estado de conhecimento sobre o problema em questdo, sem que seja
assumida qualquer informacdo a mais, é aquela distribuicdo que maximiza a entropia de
Shannon, aqui denominada conforme Equacdo (23) como S(pgG;), sujeita as restricdes

impostas segundo as informacéo disponiveis (Jaynes E. T., 1985).

Porém, antes de se proceder ao formalismo do PME, é oportuno, para que se entenda a
respeito da seu procedimento e aplicagdo, que se esclareca inicialmente o correto raciocinio que

se deve ter a seu respeito.

5.3.1 O Raciocinio correto do Principio da Maxima Entropia (PME)

Nos casos ja conhecidos das abordagens ortodoxas, o que se faz é considerar “a classe de
todos os conjuntos de dados {D;, D,, -+, D,, } consistente com a hip6tese H;”. Ja no caso do
PME, é considerada “a classe de todas as hipoteses {H,, H,, :--, H,, } consistente com o conjunto

de dados D, ;s que foi realmente observado”. (Jaynes E. T., 1985)

Usando um exemplo do préprio Jaynes, pode-se pensar da seguinte maneira: se uma
pessoa vai ao médico e diz a ele todos os seus sintomas, o médico “ndo comecara a pensar na
classe de todos os sintomas que vocé possa ter, mas que ndo tenha. Ele pensa sobre a classe
de todos os transtornos que podem causar 0s sintomas que vocé tem. O primeiro que ele ira
procurar € aquele que, nessa classe, parece ser a priori mais provavel de sua historia médica”
(Jaynes E. T., 1985).

Comparando tal processo realizado pelo médico a aplicagdo do PME, é como se 0S

sintomas apresentados ao médico correspondessem ao conjunto de dados observados pelo
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analista, ou seja, ao conjunto de restricdes do problema de otimizacao, sdo as informacdes (ou
dados) que se tém a priori sobre o problema a ser resolvido. J& os transtornos que podem causar
o0s sintomas do paciente correspondem as hipoteses adotadas no problema, ou seja, dizem
respeito as probabilidades de cada uma das possibilidades [p¢G;] mostradas na Equacédo (21)
Ja o diagnostico do médico, sua palavra final com relacdo a doenca do paciente segundo 0s
sintomas apresentados e o conjunto de hipoteses consideradas, corresponde & FDP calculada
no processo de maximizagdo da entropia de Shannon sujeita as restricdes do problema de

otimizacao.

Se, por ventura, o paciente se lembra de um ou mais sintomas, estes corresponderédo a
uma ou mais informacdes conseguidas sobre o problema, que por sua vez se transformam em
uma ou mais restricdes acrescentadas ao mesmo problema e, com isso, uma nova solucéo deve
ser encontrada. Este € o raciocinio que deve ser realizado na solucdo de um problema de

Maxima Entropia.

A probabilidade néo significa representar uma propriedade factual do mundo real,
mas sim um estado de conhecimento sobre o0 mundo. A teoria da probabilidade
ndo € uma ciéncia empirica e ndo se deve esperar derivar consequéncias empiricas
do MME. A distribuicdo de probabilidade de entropia maxima representa apenas
nossa melhor previsdo ou julgamento com base nas informagbes fornecidas.
(Uffink, 1997)

Além do mais, é interessante notar que nos problemas em que o MME é apropriado, 0

que inclui a mecanica estatistica,

estamos preocupados, ndo com frequéncias em qualquer experimento aleatério,
mas com pensamento racional em uma situacdo em que nossa informacao é
incompleta. Estamos tentando fazer o melhor raciocinio possivel sobre a situacdo
real que existe aqui e agora - e ndo sobre o longo prazo em algumas outras
situacdes que existem apenas na imaginacdo de um estatistico. Em tais aplicacdes,
uma distribuicdo de probabilidade ndo é uma afirmacg&o sobre frequéncias, mas

apenas um meio de descrever nosso estado de conhecimento. (Jaynes E. T., 1985)

E ¢ este estado de conhecimento que determina a qualidade das decisdes que o analista
pode tomar em problemas e nas situacbes que ele encontra no seu dia a dia. E também a

estimativa menos tendenciosa possivel que se pode obter sobre as informag6es dadas.
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5.3.2 As Informagdes préevias do PME

A principio, alguns estudiosos tiveram certa dificuldade em aceitar a aplicacdo do PME
na quantificacdo da incerteza. O primeiro motivo que os levou a isso foi por que “0s resultados
parecem vir faceis demais para acreditar” e o segundo ¢é que “parece, a primeira vista, que a
dinamica foi ignorada”. No entanto, a dindmica ndo ¢ ignorada ja que o que se faz ¢ incluir ao
formalismo matematico “apenas algumas questdes extremamente simples, (...) apenas
previsdes de coisas experimentalmente reproduziveis; e para estas, todas as circunstancias que
nao estao sob o controle do experimentador devem, necessariamente, ser irrelevantes”. (Jaynes
E.T., 1978)

E ainda completa:

Se certas condi¢Ges macroscopicamente controladas sdo encontradas, em
laboratério, e estas sdo suficientes para determinar um resultado que possa ser
reproduzido, entdo deve-se considerar que as informacdes sobre essas condi¢des
macroscopicas nos dizem tudo sobre o estado microscopico que € relevante para
a previsdo tedrica desse resultado. Pode parecer, a primeira vista, "incorreto"
atribuir probabilidades iguais a priori a todos os outros detalhes, como faz o
Principio da Méxima Entropia; mas, na verdade, estamos atribuindo
probabilidades uniformes apenas a detalhes irrelevantes para questbes sobre

fendmenos reprodutiveis. (Jaynes E. T., 1978)

Acrescentar tais detalhes, ditos irrelevantes, na analise provavelmente ndo levaria a
previsdes incorretas, “isso s nos forcaria a calcular detalhes intrincados que, no final,
acabariam com nossas previsdes finais. A solucdo do PME é tao inacreditavelmente simples
sO porque elimina esses detalhes irrelevantes logo no inicio do célculo, calculando a média
sobre eles” (Jaynes E. T., 1978).

A vista disso, se por um lado ¢ essencial que na distribuicio de maxima entropia nenhuma
informacdo a respeito do sistema seja ignorada, por outro, em hipdtese alguma se deve atribuir
ao problema informagdes arbitrarias. Jaynes (1957a) ainda nos recorda que “no problema da
previsdo, a maximizagdo da entropia nao é uma aplicacdo de uma lei da fisica, mas apenas um
meétodo de raciocinio que assegura que nenhuma suposicao arbitraria inconsciente tenha sido

introduzida”.
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Isto supde que

alguns tipos de informacdes sdo muito vagos para serem usados em uma teoria
matematica por qualquer método conhecido atualmente, embora nosso senso
comum seja capaz de fazer algum uso deles. (...) Com a experiéncia, a pessoa se
torna mais habil em converter informacfes verbais em restricbes matematicas.

(Jaynes E. T., 1985)

A primeira das restricBes a ser considerada no problema de otimizacdo é a chamada
condicdo de normalizacdo, j& que a soma de todas as possibilidades € igual a 1. Logo,

JoPpx)dx =1 (24)

=1

Assim sendo, substituindo-se a varidvel aleatoria x; pela matriz aleatéria considerada
neste trabalho e denominada por G; = {M;, C;, K;}, e considerando-se a Equagdo (21) tem-se,
a partir da Equacéo (24), que

J27 (066 dG = 1 (25)

1

As demais informacdes que conseguimos sobre o problema, sejam elas obtidas por meio
de dados experimentais ou por outros meios, nos levam a considerar que elas estdo contidas na

distribuicdo de probabilidade, ou seja, na FDP que se vai calcular.

Segundo Jaynes, é possivel que se ajuste a distribuicdo de probabilidade pgG; para que
se possa “incorporar determinada informacao” sobre G. Isso significa que, pela aplicacéo de

métodos adequados, é possivel retirar esta mesma informacéo de pgG;.

De acordo com (Jaynes E. T., 1978) “em principio, todo tipo diferente de informacao
testavel gerara um tipo diferente de problema matematico. Mas ha uma classe importante de
problemas para os quais a solucéo geral foi dada de uma vez por todas por Gibbs”. Neste caso,
e segundo 0 mesmo autor, se as restrigdes consistem em especificar valores médios de certas

funcdes (fx1)1, (fx2)2, -+, (fxm)m, Vale a equacao a seguir para variaveis continuas:
fiielp(Pxi)i (fx)rdx=f,, 1<r<m (26)

em que x; é a variavel continua considerada, nep é o nimero de eventos possiveis de ocorrer,

(px;); é a probabilidade em funcéo da variavel x;, (fx;), ¢ umafuncdode x; onde 1 < r < m,
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em que m € o numero de funcBes fx; e f, € um valor dado na declaracdo do problema e que é

chamado de valor médio.

Porém, como se sabe, o lado direito da Equacdo (26) é conhecido como valor médio
esperado (ou esperanga matematica) e, portanto, pode-se escrever que:

nep

E(fx)n) = [17 px)i (fxdy dx = f;, 1<r<m @1

Com isso, Jaynes (1978) quer dizer que o valor médio f, e a esperanca

matematica E ((fx;),) da variavel aleatdria x; devem coincidir.

Sendo assim, as restricdes matematicas envolvidas no problema de otimizacdo tomarao
a forma de “expectativas de varias quantidades sobre as quais temos algumas informacdes”.

Este € o tipo de restricdo mais simples e que geralmente se estuda (Jaynes E. T., 1985).

Entretanto, é preciso recordar que esta tese trabalha com uma variavel aleatéria (como
x;) e ndo com uma funcdo de variaveis aleatérias (como fx;), logo, é possivel reescrever a

Equacao (22) como:
E()) = [ (oxi )y dx=f, 1<r<my
(28)

A partir disto, tem-se a segunda restri¢cdo do problema de otimizagéo para esta tese. Com
base em uma quantidade m, de dados apresentados pelo problema, obtém-se m, variaveis
aleatorias x;, que no caso correspondem as matrizes aleatérias G; = {M;, C;, K;} portanto, m; =
3. A partir delas se obtém as matrizes médias G = {M, C, K}, que, por sua vez, substituirdo o

termo £, na Equacéo (28).
Logo, € possivel escrevé-la da seguinte maneira:

E[(G)] =[] (G)r (peG)i dG=G,, 1<r<m

(29)

Além da adigdo da média probabilistica, denominada na Equacao (28) por f,- e na Equacéo

(24) por G,., é preciso especificar a média probabilistica ao quadrado £.> ou qualquer nimero
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de momentos £." ou funcdes mais gerais (Jaynes E. T., 1978).

No caso desta tese, uma restricdo relacionada com a existéncia do momento inverso da
matriz de rigidez dindmica deve ser adicionada partindo-se do principio de que ela “deve existir
para que a solugdo estocastica (---) seja um processo estocéstico de segunda ordem” (Soize,

2005c¢) . Este € o terceiro tipo de restricao previsto por Jaynes.

Assim, pode-se escrever, tendo como referéncia as definicbes apresentadas pelas

Equacdes (14) e (15) que:
E[I[H@)|[F] < 4o, VYo (30)

em que v > 1 é um inteiro positivo que representa a ordem do momento que se esta querendo

calcular e |||z é a norma de Frobenius.

Mas como H(w) dada pela Equacdo (15) é também dependente das matrizes aleatdrias
M;, C; e K;, e estas sdo representadas por G; = {M;, C;, K;}, pode-se escrever, segundo (Soize,
2000):

E(IG7 ] <+, Vv
(31)

E segundo Jaynes,

geralmente, sempre que descobrimos que ndo estamos obtendo uma solugdo
normalizavel, é assim que a teoria nos diz que ainda ndo especificamos
informacoes suficientes para justificar quaisquer inferéncias definidas. Como em
qualquer situacdo de informacéo insuficiente, ndo podemos esperar obter algo por
nada, e o Unico remédio é obter mais informagGes. Quase sempre, acontece que a
pessoa que usa a teoria, na verdade, tinha mais algumas informacGes que ela ndo
havia colocado nas equacdes, sem perceber que isso era essencial. (Jaynes E. T.,
1985)

Ademais é fundamental observar que

como dito em Kyriazis & Waoger (1998), se duas pessoas estabelecem
distribuicGes de probabilidade diferentes considerando que se tenha a mesma

informacdo incompleta sobre um mensurado, entdo, isto sé pode significar que
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uma dessas duas pessoas fez uso de mais informagdo do que realmente foi
fornecida. (Justino, 2012)

5.3.3 0 formalismo do PME

Em teoria da informagdo, maximizar a entropia significa determinar a distribuicdo
de probabilidade que represente 0 maximo de incerteza, dadas certas restrigdes.
Ou seja, significa determinar a distribuicdo (...) que seja mais parecida com a
uniforme e diferindo dela apenas devido as restrigdes. Estas, por sua vez, refletem
algum tipo de informacédo prévia sobre o fendmeno probabilistico de interesse,
como, por exemplo, a média e a variancia da distribuicdo que se quer determinar.
(Mattos & Veiga, 2002)

No caso de sistemas dindmicos lineares, a variavel aleatoria é a matriz real, simétrica e
positiva-definida dada aqui por G; e ela assume varia¢fes com diferentes possibilidades, sendo
entdo distintas umas das outras. Sendo assim, pode-se representar tal conjunto de possibilidades
por [G;]¢ =[Gy, Gy, Gs, -+, G,]t. Além disso, a probabilidade de ocorréncia de G;, pgG;,
também assume diferentes valores ja representados anteriormente na Equacdo (21). Se a
dificuldade inicial foi amenizada com a existéncia de alguma informacéo I sobre pgG;, 0
problema agora € representar pgG; por uma funcdo densidade de probabilidade, denominada

FDP que tenha entropia maxima enguanto concorda com a informacéo /.

Tal problema sé pode ser solucionado por meio da aplicagdo do método de otimizacao
gue é um processo em que se encontra uma fungdo Gtima que expressa o objetivo a ser alcancado
pelo problema em estudo. Ele é tratado como um método utilizado na determinacdo de uma ou
mais solucdes admissiveis, as quais correspondem a valores extremos de uma ou mais funcoes,

denominadas funcGes objetivas.

A aplicacdo do PME asolucéo de um problema pressupde expressa-lo como um problema

de otimizacdao que, segundo Rao (2009), e de uma forma geral, pode ser representado como:
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X1
X2
Encontrar x =
xkl
que maximize f(x) (32)

hi(x)=0, j=1,2-k,
sujeita as restrigoes
g](X)SO' ]=1'2k3

em que x é chamado de vetor de projeto que, por sua vez é composto pelas variaveis de projeto
ou varidveis de decisdo. f(x) representa a funcdo objetivo que é escolhida em fungdo da
natureza do problema, ela indica um critério para que seja cumprido na escolha da melhor
solucdo do problema de otimizacdo e, neste caso, o problema é chamado monoobjetivo. Quando
existe mais de um critério a ser satisfeito simultaneamente, duas ou mais funcGes objetivo
podem ser usadas, neste caso, tem-se um problema multiobjetivo. Ja as duas restricdes
apresentadas e que correspondem a restrices de igualdade h;(x) e desigualdade g;(x),
compdem o conjunto das restricdes de projeto. Elas podem ou néo existir em um problema de
otimizacdo dependendo do projeto em andlise e sdo representadas por um vetor de restri¢des de
projeto denominado D = {dy,d,, :*,d,,-}, em que nr corresponde ao nimero de restricdes
consideradas. (Rao S. S., 2009)

Vale lembrar que existem dois tipos de restricdes que podem ser incluidas em um
problema de otimizagdo: as restricdes de comportamento ou funcionais, que representam
limitacdes referentes ao comportamento ou performance do sistema, e as restrigdes geométricas
ou laterais, que representam aquelas limitacoes fisicas relacionadas a viabilidade, fabricacédo e
transporte. (Rao S. S., 2009)

Neste contexto, levando-se em conta a Equacéo (32) e a medida da entropia de Shannon
apresentada na Equacdo (23), pode-se escrever o problema de otimizacdo da entropia de
Shannon, sujeita as restricdes dadas pelas Equactes (25), (29) e (31) para a quantificacdo de

incerteza referente a problemas continuos como:
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|( (PcG1)1 \|
G
Encontrar (PcGy)i = 4 (pG= )2 5

| (P6Ginep),

que maximize S(peGi)i = — fGi>0(pGGi)i In(peGy); dG
(33)
(2] 06G)idG =1, i=1,,nep

=1

E[(Gl)r] = fl-nep (Gi)‘r (pGGi)l- dG = CT , r=1, e, My

=1

E [”Gi_l”;ﬂ < 400 i=1,,nep

\ (pcG;); =0, i=1,,nep

em que se deseja maximizar a equacdo S(pgG;);, que corresponde a funcdo objetivo do
problema, de forma a encontrar uma FDP para G; que represente, juntamente com parametros
adequados, a maxima expressao da ignorancia humana sobre 0s possiveis resultados do
problema, e que satisfaca as condi¢Ges propostas pelo conjunto vidvel D, que, de acordo com
Camponogara (2006), definem o espaco factivel de solugdes. pgG; € a FDP de maxima entropia

gue se quer encontrar e que pertence ao vetor de FDPs p¢G; . Ele é o vetor de projeto e é
composto pelas variaveis de projeto [(pGGl)l, (pcGs)2, (pGG3)3,--~,(pGGnep)nep] definidas

na Equacdo (21) que sdo resultados possiveis de serem obtidos e que também sdo chamadas de
variaveis de decisdo. p;G; contém as FDPs resultantes da variacdo estocastica de G, que por
sua vez é uma matriz aleatdria n X n que contém variaveis aleatorias e que é utilizada para o
calculo das FDPs (pgG;); contidas em pgG;. E[e], segundo Mattos & Veiga (2002),
caracterizam as chamadas restricdes de consisténcia e aqui cada E[] representa 0 momento de
ordem v (que sdo inteiros positivos), ja previstas por Jaynes (1985). Por ultimo, a restricdo
(pgG;); = 0 é uma restricdo geométrica (ou lateral) que possui uma desigualdade. Séo as
restricbes de ndo-negatividade (pgG;); = 0 e elas implicam que todas as n FDPs devem ser

positivas.

Por ultimo, o conjunto viavel D é composto, de maneira geral, por quatro restricdes do
problema de otimizagdo. A primeira corresponde a restricdo de normalizagdo, a segunda € a

chamada restri¢cdo do modelo médio, a terceira € denominada restricdo do momento inverso de
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G; e a quarta é a restricdo de ndo-negatividade. Tais restricdes tem suas particularidades
portanto, serdo estudadas detalhadamente no Capitulo 7. Com isso, sera possivel apresentar o
problema de otimizagdo final a ser solucionado, sob uma férmula mais eficiente para a sua

solucéo.



Capitulo 6

CONJUNTO POSITIVO-DEFINIDO (CPD) E SUAS
PROPRIEDADES

Soize (2005a) coloca 5 espagos amostrais segundo propriedades distintas que “séo Uteis

para modelar dados e modelar incertezas em mecanica computacional”. Séo eles:
1. M, »(R): espago amostral de todas as matrizes retangulares (n x m) e reais.
2. M, (R) = M, ,(R): espago amostral de todas as matrizes quadradas (n X n) e reais.

3. M3(R): espaco amostral de todas as matrizes quadradas (n x n), reais e simétricas.

4. M;Y°(R): espaco amostral de todas as matrizes quadradas (n X n), reais, simétricas e

semi-positivas-definidas.

5. M;f (R): espagco amostral de todas as matrizes quadradas (n x n), reais, simétricas e

positiva-definidas.
Dessa forma, vale a relagéo:
My (R) € Mi°(R) € Mi(R) € My, (R) © M (R) (34)

Convém notar que no caso da modelagem estocastica é preciso atentar para 3 conjuntos
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cujas propriedades auxiliam de forma determinante no desenvolvimento algébrico das equacdes
envolvidas na obtencdo da FDP apropriada e seus pardmetros. Sdo eles: M,, (R), M5 (R) e
M;t (R), sendo que este Ultimo, além de ter suas propriedades especificas, ainda engloba as

propriedades dos outros dois.

Isto posto, pode-se agora definir o CPD, chamado de SE* por Soize (2005b), como sendo
0 conjunto de todas as matrizes aleatérias G; com valores em M,F (IR) que é o0 espago composto
por matrizes quadradas, reais, simétricas e positiva-definidas. No caso desta tese, deste conjunto

fazem parte, por exemplo, as matrizes G; e G, ja definidasCapitulo 6 Capitulo 5.

Este conjunto é a base para todo o processo de modelagem estocastica. Ao se fazer uso
do CPD, é possivel, por meio do PME no contexto da TMA, se obter a FDP com parametros
apropriados resolvendo-se o problema de maximizacdo da entropia de Shannon sujeita as
restricdes do problema de otimizacdo, que sdo definidas com base em informacdes confiaveis

e que estejam disponiveis a priori.
Segundo Soize,

para aplicacdes fisicas, 0 conjunto mais importante da teoria de matriz aleatéria é
0 Gaussian Orthogonal Ensemble (GOE) para o qual os elementos sdo
constituidos de matrizes aleatorias simétricas reais com entradas estatisticamente

independentes e que sdo invariantes sob transformagdes lineares ortogonais”.

(Soize, 2003a)

Porém, a utilizagdo do GOE nao foi validada “para a faixa de frequéncias de interesse
em dindmica estrutural, vibracao e sistemas vibro acusticos que sdo concernentes as faixas de
baixa, média e alta frequéncia” (Soize, 2003a). Dessa forma, se fez necessario o estudo de um
conjunto adequado que pudesse ser utilizado na quantificacdo de incertezas de modelagem de

sistemas dinamicos e tal conjunto adequado é chamado aqui de CPD.

Logo, o conjunto de matrizes CPD que pertencem ao espaco M;'(R) “é usado para
construir o modelo de probabilidade das matrizes generalizadas de massa, amortecimento e
rigidez do modelo reduzido para sistemas dinamicos sem deslocamentos de corpo rigido”
(Soize, 2005b).

No que diz respeito as matrizes G;, elas pertencem ao conjunto CPD. Considerando-se

que |||l é a norma Frobenius de (e), tal conjunto tém as seguintes propriedades colocadas
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por (Soize, 2005b):

1. E quase certo de que a matriz aleatoria G; seja real positiva-definida: G; €
My (R).

2. A matriz aleatéria G; é uma variavel aleatéria de segunda ordem: E[||G;||3] <

00,

3. O valor médio da matriz aleatéria G; ¢ tal que E{G;} = G € M;'(R).
. , - , -1 2 -1 2
4. A matriz aleatoria G; é tal que E [||Gi I ] <E [||Gl- ||F] < +oo.

Consequentemente, a matriz aleatoria G; pertencente ao conjunto CPD satisfaz as

restricdes do problema de otimizagédo apresentadas na Equacao (33).

Assim sendo, neste momento é oportuno observar a Figura 17 referente a um esquema
onde se pode verificar mais claramente as propriedades das matrizes aleatdrias do conjunto
CPD pertencentes ao espaco M;' (R) que, por sua vez, inclui aquelas derivadas dos conjuntos
M, (R) e M3 (R), como ja dito anteriormente. Na sequéncia, tais propriedades, que serdo

utilizadas diretamente na obtencdo da FDP de maxima entropia, sdo apresentadas em detalhe.

Vale destacar também que, por simplicidade na representacdo das matrizes e dos
formulérios apresentados, o indice i das matrizes aleatorias e das FDPs serdo suprimidos daqui

em diante neste capitulo.
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Propriedades das
matrizes do
conjunto CPD.

f—lﬁ )

Conjunto de

Coniunto de Conjunto de matrizes reais,
.J . matrizes reais, quadradas,
matrizes reais e e
X quadradas e simétricas e
quadradas: simétricas: positiva-
M, (R) ME(R) definidas:
Mz (R)
—— ——
| |
( N\ ( N\ ( N\ ( N\ ( N\
Se G é quadrada, o Se G ¢ positiva-
entdo, é possivel Se G e.5|metr|ca, Se G é simétrica e . dEfm'da.’ entdo
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Figura 17: O CPD e suas principais propriedades. Fonte: autor.

6.1 CONJUNTO DE MATRIZES QUADRADAS REAIS: M, (R)

Ja se sabe que as matrizes aleatorias M, C e K, tém dimensdo (n X n), ou seja, sdo
guadradas, e também sdo reais. Como, por simplicidade, elas serdo representadas por G =
{M, C, K}, entdo esta também é uma matriz quadrada (n x n) real, sendo n 0 nimero de graus

de liberdade da matriz G.

O fato de G ser uma matriz quadrada e real traz algumas propriedades importantes que
podem ser usadas para obtencdo da FDP no processo da modelagem estocastica. Segue algumas

delas.

6.1.1 Determinante das matrizes aleatoérias

Propriedade precedente: para que o determinante da matriz G exista é necessario que

esta matriz seja quadrada.
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Definicdo: Seja G uma matriz quadrada (n x n), o determinante de G, representado por

det(G) ou |G|, € um namero real associado a G.
Calculo: o determinante da matriz G € M,, (R) € dado por
det(G) = |G| =X gii " Gnn =M XAy X=X, 1< i<n (35)

emquen = gdlde Ge (A; X A, X -- X A,,) correspondem aos autovalores de G.

6.1.2 Tragco das matrizes aleatorias

Propriedade precedente: para que o traco da matriz G exista é necessario que esta matriz

seja quadrada.

Definicdo: Seja G uma matriz quadrada (n X n), o traco de G, representado por tr(G), é

“uma funcgdo escalar definida como a soma dos elementos da diagonal” de G. (Lima, 2007)
Célculo: o traco da matriz G € M,, (R) é dado por
tT(G) = Z?:l gii = Z?=1 Ai , 1<i<n (36)

emquen = gdl de Ge (A; X A, X --- X A,,) correspondem aos autovalores de G.

6.2 CONJUNTO DE MATRIZES REAIS SIMETRICAS: M3 (R)
Propriedade precedente: para uma matriz G ser simétrica (ndo-singular), ela deve antes
ser quadrada e real.

Definicdo: uma matriz real simétrica € aquela que obedece a regra g;; = g;; em que vale

a seguinte relacéo:
G=G! (37)

Teorema 1: Se G é uma matriz simétrica, entdo existe uma matriz ortogonal P (R)

(n x n), tal que, PGP = D, onde D é uma matriz diagonal de ordem n. (Elias, 2010)
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Teorema 2: se Ge D séo (n x n) e P (n X n) é ndo-singular, tem-se que, dessas matrizes
aleatorias, G e P sdo invariantes com relagdo a permutacéo ciclica dos fatores, ou seja, a ordem
de multiplicacdo das matrizes pode ser alterada conforme um padrao ciclico sem que se tenha
alteracdo no valor do traco. E deve-se ficar atento para que se faca realmente uma permutacéo

ciclica, j& que a permutagdo ndo-ciclica pode ndo preservar o traco. (Meyer, 2000)
Assim, pode-se escrever:
tr(P~1DP) = tr(DPP™ 1) = tr(PPD) = tr(D) (38)

Teorema 3: segundo (Lima, 2007), se D é (nxn) e P (n xn) é qualquer matriz

ortogonal, entdo,
tr(P‘DP) = tr(D) (39)

A seguir sdo apresentadas algumas propriedades importantes para o desenvolvimento da

modelagem estocastica e que derivam do fato da matriz aleatoria G ser simétrica.

6.2.1 Matrizes similares

Propriedade precedente: para que exista uma matriz ortogonal P que possibilite a

similaridade entre G e D, G deve ser simétrica.

Definicdo: Considerando-se G € D como sendo matrizes quadradas (n X n) de mesma
ordem, diz-se que as matrizes G e D sdo similares se, e somente se, existirumamatrizP € R,,x,

ndo-singular, ou seja, invertivel, e de dimensao também (n x n) tal que:
D =P 1GP
(40)

Este produto é chamado de transformacdo de similaridade em G e é essencial no processo

de diagonalizacdo de matrizes.

Teorema 1: As matrizes similares G e D tém a mesma equagdo (ou polindmio)
caracteristica e portanto, tém também os mesmos autovalores com as mesmas multiplicidades.

Estes autovalores ocupam a diagonal de D. Pode-se dizer entdo que G* e D* sdo similares para
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todo k € N. Por outro lado, matrizes similares ndo precisam ter os mesmos autovetores. (Meyer,
2000)

Teorema 2: Os determinantes das matrizes similares sdo iguais, ou seja, det(G) =
det(D). (Fogo, 2013)

6.2.2 Diagonalizac&o de matrizes

Propriedade precedente: para que G possa ser diagonalizada, é necessario que ela seja

simétrica, o que possibilita a similaridade entre G e D.

Condic0es para diagonalizacdo de matrizes: A matriz aleatéria G é diagonalizavel se,
e somente se, ela tiver n autovetores linearmente independentes e se D for uma matriz diagonal.
(Elias, 2010)

A aplicacdo do processo de diagonalizacéo fara com que a matriz G seja transformada em
uma matriz diagonal. Isto é conveniente tendo em vista que algumas operaces com matrizes
diagonais sdo muito mais faceis de serem realizadas do que quando se trabalha com matrizes
no-diagonais. E o caso, por exemplo, de matrizes elevadas a uma poténcia. Uma matriz cheia
elevada a uma certa poténcia é muito mais complicada de se trabalhar e resolver do que uma

matriz diagonal elevada a esta mesma poténcia.

Definicdo: Uma matriz aleatéria G, de dimensdo (n X n) é diagonalizavel se ela é
semelhante a uma matriz diagonal D, ou seja, se existe uma matriz P (n x n), tal que vale a
Equacao (35).

6.2.3 Matrizes ortogonais

Propriedade precedente: para que a matriz P,, seja ortogonal, € necessario que ela seja

simétrica.
Defini¢do: Uma matriz invertivel P é ortogonal se:

Pt =p!
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(41)

Teorema 1: P é uma matriz cujas colunas sdo, respectivamente, n autovetores

linearmente independentes de G. (Elias, 2010)

6.3 CONJUNTO DE MATRIZES REAIS SIMETRICAS E
POSITIVAS-DEFINIDAS: M; (R)

Propriedade precedente: para uma matriz G ser positiva-definida, ela deve antes ser
quadrada, real e simétrica.
Definicdo: A matriz real e simétrica G (R) é positiva-definida se:
x'Gx > 0 (42)
para todo autovetor x € R™ diferente de zero.

Identificacdo de uma matriz positiva-definida: é condicdo necesséria e suficiente para
gue uma matriz Hermitiana G seja positiva-definida, que todos os seus autovalores sejam

positivos. (Bronson, 1989)
Teorema 1: Se G é uma matriz positiva-definida, entdo, o det(G) > 0. (Elias, 2010)

Teorema 2: Se G é positiva-definida, entdo G é invertivel e G=1 também € positiva-
definida. (Elias, 2010)

Teorema 3: Se G é positiva-definida, entdo, os elementos de sua diagonal e, portanto,

seus autovalores, séo todos positivos. (Elias, 2010)

Teorema 4: Uma matriz G positiva-definida € ndo-singular. Vale lembrar que as matrizes

ndo-singulares tem inversa Unica. (Lima, 2007)

Para uma matriz ser positiva-definida, ela tem necessariamente que ser quadrada, real e

simétrica, portanto, as matrizes pertencentes ao conjunto M (R), além de terem as
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propriedades mostradas referentes as matrizes positivas-definidas, também tém todas as

propriedades ja mostradas anteriormente.

A seguir sdo apresentadas algumas outras propriedades importantes para o
desenvolvimento da modelagem estocéstica e que derivam do fato da matriz aleatoria G ser

positiva-definida.

6.3.1 Matrizes inversas

Propriedade precedente: para que uma matriz G tenha uma inversa G=1 é necessario

que ela seja positiva-definida. Assim sua inversa também sera positiva-definida.

Definicdo: A matriz quadrada G de dimensdo (n x n) € inversivel (ou invertivel), ou ndo-

singular, se existe uma matriz G~* também quadrada e de mesma dimenséo (n x n), tal que:
GG l=G"1G =1, (43)

em que G™! tem dimensdo (n x n) e é chamada de matriz inversa de G. I,, é a matriz

identidade também de dimensédo (n X n).

Teorema 1: G, de dimensdo (n X n), é inversivel (ou ndo-singular) se, e somente se,

det(G) # 0, sendo G n&o é inversivel (ou seja, é singular). (Junior, 2015b)



Capitulo 7

RESTRICOES E PROBLEMA DE OTIMIZAGCAO A SER
RESOLVIDO

A matriz aleatéria G; = {M;, C;,K;} é capaz de assumir valores matriciais continuos

G;(i=1,2,--,mep) que por sua vez tem sua FDP correspondente [pgG]¢ =
[(pGGl)l,(pGGZ)Z,(pGG3)3,-~,(pGGnep)nep], “determinada unicamente por certas

exigéncias muito elementares de consisténcia e aditividade” (Shannon, 1948). Tais exigéncias,
por sua vez correspondem as restrigdes impostas segundo as informacdes obtidas previamente.
Elas foram incorporadas ao problema de otimizacdo apresentado na Equacdo (33) e serdo

discutidas em detalhes nesse capitulo.

7.1 A RESTRICAO NATURAL

A primeira restricdo de projeto da Equacdo (33) € uma restricdo geometrica (ou lateral)
chamada condicéo natural ou de normalizacdo. Para entendé-la, deve-se ter em mente que 0
conjunto de todas as possibilidades que um experimento pode ter € chamado de espag¢o amostral
e que a soma de todas essas possibilidades é igual a 1, ou seja, (pgGy)1 + (PcG2), +

(pcG3)s + - + (pGGnep)nep = 1, em que nep é o nimero de eventos possiveis.
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Considerando-se cada uma das matrizes aleatérias do sistema dinamico linear

amortecido, vem que:

[2P(puM);dM =1, i=1-nep (44)
[P (peC)idC=1, i=1-nep (45)
[P (kKD dK =1, i=1-nep (46)

ou de uma forma generalizada para G; = {M;, C;, K;}, e como ja mostrado na Equacédo (25),
tem-se:

[P (pG)idG =1, i=1-nep (47)

1

Mas valendo-se do fato de que a matriz aleatoria G; deve ser uma matriz real simétrica
positiva-definida e que, por isso, a integral deve ser calculada para valores positivos de G;, é
também possivel escrever a Equacédo (47) da seguinte forma:

fGi>0(pGGi)i dG=1, i=1--nep (48)

7.2 A RESTRICAO DO MODELO MEDIO

De acordo com Mattos & Veiga (2002), a segunda restricdo de projeto apresentada na
Equacdo (33), denominada restricdo de comportamento (ou funcional), d& origem a restricdes

de consisténcia. No caso desta tese, receberd o nome de restricdo do modelo médio.

As matrizes médias, tambeém conhecidas por matrizes deterministicas, podem ser obtidas
por meio da modelagem em elementos finitos do sistema em estudo. Elas s&o representadas por
M, C e K e devem ser iguais as esperancas matematicas das matrizes M;, C; e K; que, por sua
vez, representam o “valor médio esperado” de uma experiéncia ao repeti-la um certo nimero

de vezes.

Sendo, entdo, as matrizes M;, C; e K; variaveis aleatdrias de segunda ordem pertencentes

ao CPD, como descrito no Capitulo 6, pode-se escrever:
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E[M),] =[] M), (puMy); dM =M,, r=1,-,m, (49)
E[(C),] = [ (€)r (pcC)i dC=Cp, T=1,--,my (50)
E[(KL)T] = if:«’lp (Ki)r (pKKi)i dK = KT , r=1, e, My (51)

ou de uma forma generalizada para G; = {M;, C;, K;}, como na Equacdo (29), as equacles

acima podem ser representadas por:

nep

E[(G).] = J_, (G)r (06G); dG=G,, r=1,,m (52)
em que E[e] é a esperanca matematica de ().

Ou ainda para matrizes reais simétricas e positiva-definidas:

E[(G)r] =[G (GOr (PeG); dG =G, T=1,,my (53)

7.3 A RESTRICAO REFERENTE A EXISTENCIA DO
MOMENTO INVERSO DA MATRIZ DE RIGIDEZ
DINAMICA

A terceira restricdo, também chamada de restricdo de comportamento (ou funcional), esta
relacionada com a existéncia do momento das matrizes aleatdrias inversas de massa,

amortecimento e rigidez.

Soize (2000) afirma que é necessario se introduzir esta restricdo relacionadaa M, *, C;~*
e K;~* para que seja possivel obter um modelo probabilistico consistente e uma propriedade de
convergéncia da resposta estocastica quando a dimensdo das matrizes se aproximarem do
infinito. O mesmo autor ainda declara que é quase certo de que as matrizes aleatorias sejam
positivas-definidas, entdo, é quase certo de que suas inversas existam, “mas esta propriedade
ndo implica na existéncia de momentos” (Soize, 2000). Entdo, a Ultima informacéo, que dara
origem a terceira restricdo do problema de otimizacdo, é introduzida com o objetivo de se

garantir a existéncia do momento das matrizes aleatorias inversas de forma que a solucao
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estocastica “seja um processo estocastico de segunda ordem” (Soize, 2005c¢).

Neste caso, para um sistema amortecido, a condi¢do proposta e descrita logo a seguir,
garante a existéncia dos momentos da funcdo resposta em frequéncia da matriz aleatéria

considerada. Logo, pode-se fazer, segundo Soize (2000):

EIM 7] < 40, w21 (54)
E [||Ci_1||;c] <tew, vzl (55)
E|IR| < 40, w21 (56)

ou de forma generalizada para G; = {M;, C;, K;}, como na Equac&o (31):
E [IIGi*IIZ“] <tow, vg=21 (57)

em que v,y = 1 € um inteiro positivo que representa a ordem do momento que se esta querendo

calcular e ||¢|| € a norma de Frobenius. Para momentos de segunda ordem basta fazer v,y =
2 na Equacdo (57). Porém, o que se pretende aqui é chegar a um formulario geral para que seja
possivel a obtencdo de momentos de qualquer ordem, portanto, tal valor ndo seré substituido

nos célculos seguintes.

Além disso, algumas operac¢des sdo necessarias para que se obtenha uma inequacdo que
seja mais facil de se trabalhar em termos algéebricos. Para isso, € preciso relembrar que a matriz
aleatéria G pertence ao conjunto CPD e tem valores em M, (R), portanto, suas propriedades, ja

colocadas no Capitulo 6, devem ser consideradas.

Convém observar que, por simplicidade, os indices i serdo omitidos das equagdes nas

operacdes seguintes apresentadas neste capitulo.

7.3.1 Diagonalizacéo de G

A diagonalizacdo de G se faz necessaria tendo em vista facilitar os célculos subsequentes

e que se relacionam a solucao do problema de otimizacao a ser resolvido.
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Sabe-se que para a diagonalizacdo da matriz aleatéria G é preciso inicialmente que ela
seja simétrica (0 que é garantido tendo em vista a sua pertenca ao conjunto CPD). Tal
propriedade é suficiente para que haja similaridade entre G e D, como j& dito no item 6.2.1
Matrizes similares. Assim sendo, ja que existe a matriz ortogonal P € R,, ,,, chamada de matriz
modal, também ndo-singular e de mesma dimensao que G, vale a Equacéo (40). A matriz P
contém os autovetores linearmente independentes de G como diz 0 Teorema 1 do item 6.2.3

Matrizes ortogonais.

A Equac&o (40) também comporta a matriz D, que é uma matriz diagonal real que contém
os autovalores de G em sua diagonal principal conforme descrito no Teorema 1 do item 6.2.1
Matrizes similares. Além do mais, e segundo Elias (2010), todos os autovalores de uma matriz

real simétrica sdo reais.

Partindo agora do fato de que P é simétrica, e portanto, ortogonal, pode-se considerar a

Equacdo (41) e substitui-la na Equacdo (40), o que resulta em:
D = P!GP (58)

Tal resultado valida o descrito no Teorema 1 do item 6.2 Conjunto de Matrizes Reais

Simétricas: M3 (R).

Para se isolar e obter G, € necessario pré-multiplicar a Equacdo (58) por P e pds-

multiplicar a mesma equagcéo por Pt. Logo:

PDP® = PP!GPP' = G (59)
I 1
G = PDP! (60)

Com a obtengéo da Equacéo (60), a matriz G esta escrita em funcdo dos seus autovalores
presentes na matriz diagonal D e seus autovetores que correspondem as colunas da matriz P.

Essas duas matrizes tem respectivamente a forma:

A, o 0
P ] (61)
0 - A,

D=

P =[v; v v,] (62)
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emque (A, A, ---2A,) sdo os autovalores de D e (v; v, ---v,,) Sd0 0s autovetores que formam,

cada um, uma coluna de P.

7.3.2 Traco de G

O traco da matriz G € M,, (R) corresponde & soma dos elementos da sua diagonal
principal conforme ja descrito no item 6.1.2 Traco das matrizes aleatdrias, logo vale a Equacéo
(36). Ademais, como D contém os autovalores de G, considerando-se a Equacéo (61), a Equacao

(36) pode ser reescrita como:
tr(G) = Xi1(gu) = Ximali=tr(D) =4 + A, + -+ 4, (63)

em que tr(G) é o traco de G e n € a dimensdo da matriz aleatdria G. Tal resultado comprova o

descrito pelo Teorema 3 do item 6.2 Conjunto de Matrizes Reais Simétricas: M3 (R).

7.3.3 Poténciade G

Sendo G uma matriz (n X n) diagonalizada e partindo-se do principio de que G* e D*
sdo similares para todo k € N, como descrito no Teorema 1 do item 6.2.1 Matrizes similares,
é possivel determinar com facilidade sua poténcia G*. Ento, elevando-se a Equacéo (60) a

poténcia de ordem k, vem:

G* = (PDPY)* = (PDP?) x (PDP?) x --- x (PDP?) x (PDP?) = [[*_,(PDP?) (64)

k vezes

G* = (PDPY)* = PD (P'P) x D (P'P) x D (P'P) X --- x D (P'P) x DP* (65)

1 1 1 1
k vezes
G* = (PDP)* = PDI x DI X DI X ---x DI x DP* (66)
k vezes
G* = (PDP!)* = PD*P! (67)

Considerando-se 0 Teorema 2 sobre a propriedade da permutagéo ciclica do item 6.2

Conjunto de Matrizes Reais Simétricas: M5 (R), pode-se fazer na Equacéo (67):
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G* = PD*P? = D¥ PP = D* (68)
I

Entao,

Gk = D¥ (69)

7.3.4 Norma de G

Sendo C™*™ um espago vetorial de dimensdo (m x n), a magnitude de uma matriz que

pertenca a C"™*™ pode ser mensurada empregando-se alguma norma de vetor em C™*™,

Para o caso da matriz G (n x n) com coeficientes reais, a norma de Frobenius sera

empregada. Sua definicao é dada por:

161 = (Zer gl (70)
em que || corresponde ao maédulo, ou valor absoluto, de (e).
Para p = 2, obtém-se a norma de Frobenius, definida por (Bronson, 1989) como:
|2

1
/
16l = (221 lgyl’) ™ = 282 lgy (71)

Sendo assim, a norma da matriz aleatoria G de momento v é calculada fazendo-se a raiz

quadrada da soma de todos 0s seus componentes.

Como G foi diagonalizada, o calculo da norma de Frobenius é simplificado e torna-se a

raiz quadrada da soma dos componentes da sua diagonal.

Logo, pode-se fazer:

IGllF = VX 19ul? (72)

Porém, ao se levar em conta o Teorema 3 do item 6.3 Conjunto de Matrizes Reais
Simétricas e Positivas-Definidas: M;;(R) (em que se diz que os autovalores de G — que sd0 0s

mesmos de D, sdo positivos), pode-se simplificar a Equacédo (72) da seguinte maneira:
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IGllF = Vi 9i® (73)

que pode ainda ser reescrita na forma:

IGllF = V2L, 94 = VXL, G* = XL, GG (74)

Comparando-se agora a Equacéo (74) com a definicdo do traco de G dada pela Equacéo

(63), pode-se dizer que:

IGllr = T, GGt = /tr(GGY) (75)

Substituindo-se a Equagéo (60) na Equagéo (75) fica:

Gl = /tr(GGY) = /tr(PDPt x (PDP?)t) = ,/tr(PDP! X PtD'P) (76)

Aplicando-se mais uma vez o Teorema 2 do item 6.2 Conjunto de Matrizes Reais
Simétricas: M5 (R), A Equacdo (76) fica:

G|z = \/tr(GGY) = \/tr(PDPt x PtD!P) = /tr(DPP X DPPt) =

G|l = \/tr (D PP x D 135) = /tr(D x Dt) = \/tr(DD?) = /tr(D2) (77)

I I

Logo,

IGllr = {tr(GGY) = /tr(DDY) = y/tr(D?) (78)

7.3.5 Momento v de G 1

A incluséo de G~ nos célculos que virdo é possivel (além de necessaria) tendo em vista
que tal matriz também é positiva-definida como mostrado no Teorema 2 do item 6.3 Conjunto
de Matrizes Reais Simétricas e Positivas-Definidas: M;; (R). Além disso, diz o Teorema 4 do
mesmo item que matrizes ndo-singulares tem inversa Unica, entdo, G=! € a inversa positiva-

definida de G e é Unica.
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Considerando-se agora a Equacao (60) e a propriedade da permutacdo ciclica dada pelo
Teorema 2 do item 6.2 Conjunto de Matrizes Reais Simétricas: M (R), tem-se, segundo
(Adhikari, 2007b):

1(GL)||% = tr (VPD—VePt X PD-"ePt) = tr (\/(PD—VGPt)Z) = tr (PDVeP!) =

IG DI = er (D EB) =t (D7) = 2770+ 2,70+ 4570 4+ 4 (79)
I

7.3.6 Primeiro momento de G™1

Como o que se deseja obter aqui € o primeiro momento (ou seja, a média) da matriz
aleatéria inversa apresentada pelo primeiro termo da Equacdo (57), pode-se fazer,

considerando-se o resultado da Equacéo (79):
E[IGTYIf] < +o0 = E[tr (D7) = E[A;"¢ + 2,7 + 43¢ + - + 4,,"¢] < +00(80)

Segundo (Adhikari, 2007b), por causa dos autovalores de G serem todos positivos, a
condicdo apresentada pela Inequacdo (80) € sempre satisfeita quando se aplica logaritmo no

primeiro termo desta mesma Inequagdo. Assim, obtém -se:
E[lma;"  +ma,"  + ;" ++n,"¢| <o (81)
Considerando a propriedade valida para logaritmos de mesma base descrita como
In(a) + In(b) = In(ab) (82)
e aplicando-a na Equacéo (76), vem:
E[mA]" + 2"+ n 27" + -+ In ;"] = E[In (4,7 x 2,7¢ X -+ x 1,"¢)] < o0 (83)

Considerando-se agora a Equacéo (35) colocada no item 6.1.1 Determinante das matrizes
aleatdrias e valendo-se do Teorema 2 do item 6.2.1 Matrizes similares, a Equacgéo (83) resulta

em:

E[ln (2776 x 4,7¢ X -+ x 4,,"¢)] = E[In |G| 7¥¢] (84)
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Aqui cabe retomar o Teorema 1 do item 6.3 Conjunto de Matrizes Reais Simétricas e
Positivas-Definidas: M} (R) em que se confirma o fato de que det(G) > 0. Assim, ndo se tem
problemas com o logaritmo, ja que In[0] ndo é definido. Ademais, é imprescindivel que
det(G) # 0 para que esta matriz seja singular, o que se atesta pelo Teorema 1 do item 6.3.1

Matrizes inversas.

Sabendo-se, no entanto, que para o calculo de E[G], denominada esperanca matematica

da variavel aleatoria G, faz-se:
E[G] = | GpeG dG (85)
para o célculo de E[Iln |G|~¢], chamada esperan¢a matematica de In |G|~V¢, faz-se:
Elln|G|™v¢] = [* In |G| ™¢ pgG dG (86)
Retomando o indice i = 1---nep na Equacao (86), resulta:

E[ln|G;|7v¢] = [P In |G;|™6 (pgGy;); dG, i=1--nep (87)

i=1

Ou ainda para matrizes reais simétricas e positivas-definidas:

Elln |G;|7ve] = In|G;|7V6 (pgG;); dG, i=1--nep (88)

fGi>O

Finalmente, a Equacéo (88) corresponde a terceira restricdo do problema de otimizacéo,

chamada restricdo do momento inverso, a ser considerada em substitui¢do da Equagéo (57).

7.4 RESTRICAO DE NAO-NEGATIVIDADE

A quarta restricdo apresentada na Equacdo (33) é chamada restricdo geométrica (ou
lateral) e é a Unica das restricfes que possui uma desigualdade. Sao as restricbes de nao-
negatividade (pgG;); = 0,i = 1---nep e elas implicam que todas as FDPs (pgG;); devem ser

positivas.

Porém, a funcdo objetiva contém o termo In(pgG;); que ndo esta definida para valores
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negativos de (pgG;);, ou seja, a medida da entropia estéd definida somente para (pgG;); maiores

que zero. Entdo,
1.3 In(peGy); para (peG;); >0, i=1-nep

2. A In(pgG;); para (pgG;); =0, i=1--nep, ou seja, [n[0] ndo é definido. No
entanto, e segundo Mattos & Veiga (2002), é valido lembrar que S(pgG;); esté definida para
valores nulos de (pgG;); pois quando G —» 0, lim(G InG) = 0.

A distribuicdo de maxima entropia tem automaticamente a propriedade (pgG;); =
0 porque o logaritmo tem uma singularidade em zero que nunca poderiamos
passar. Tem, além disso, a propriedade de nunca permitir que a automacao atribua
probabilidade zero a qualquer possibilidade, a menos que a evidéncia force essa
probabilidade a ser zero. O Unico lugar onde uma probabilidade vai para zero é
no limite onde a média é exatamente um ou exatamente trés. Mas é claro que,

nesse caso, algumas probabilidades tinham que ser zero. (Jaynes, 1958)

Isto posto, conclui-se que a quarta restricao é ndo-operante e pode ser retirada do conjunto
de restricdes da Equacdo (33).

7.5 PROBLEMA DE OTIMIZACAO A SER RESOLVIDO

Finalmente, o problema de otimizacao apresentado na Equacdo (33) pode ser reescrito
considerando-se as restri¢cdes obtidas e representadas nas Equacdes (48), (53) e (88) da seguinte

maneira:



|( (P6G1)4 \|
G
Encontrar (PcGy)i = 4 (pG= )2 5

| (66ner),

que maximize S(peGi)i = — fGi>0(pGGi)i In(peGy); dG

( ¢>0(P6G)i dG =1, i=1,-,nep
s.a. D= { E[(Gl)r] = fGi>0 (Gi)r (pGGi)i dG = Gr ) r= 1: e, My
E[ln|G;|7v¢] = fGi>O In|Gi|™¢ (pG;); dG, =1, nep
\

(89)

em que se determina (pgG;); por meio da maximizacao da entropia de Shannon S(pgG;);, a

qual representa a medida da ignorancia humana, ou seja, a incerteza do projetista na modelagem

do sistema dinamico.



Capitulo 8

SOLUGAO DO PROBLEMA DE OTIMIZAGAO

“Otimizacao é o ato de obter o melhor resultado sob determinadas circunstancias” (Rao
S. S., 2009). No caso desta tese, esta definicdo pode ser traduzida como sendo o ato de se obter
a FDP de méaxima incerteza, que quantifica o conhecimento do analista sobre o modelo
numeérico construido, e que ao mesmo tempo deve satisfazer as condi¢cdes impostas pelas

restricdes do problema de otimizagdo proposto.

Sendo assim, um método adequado para a solucdo do problema de otimizagédo deve ser
escolhido e, tendo isso em mente, pode-se fazer as seguintes observacBes relacionadas a
Equacdo

(89):

1. Tanto a fungdo objetiva quanto as restrigdes sdo ndo-lineares em relacdo a varidvel de
projeto G. Para este tipo de sistema, segundo o documento de (PUC-RIO, s.a.), pode-se fazer
uso de dois metodos de solucdo. O primeiro é o0 método deterministico (também chamado de
método classico) em que se maximiza ou minimiza a funcéo objetivo em sucessivas dire¢oes
por meio de uma férmula de recorréncia. Em geral, para que se obtenham essas direcdes de
busca é necessario se fazer uso do calculo de derivadas que englobam vetores gradientes e
matrizes Hessianas. O segundo método corresponde as técnicas ndo-deterministicas, que tentam

“imitar” fendmenos ou processos. Eles incluem, por exemplo, os algoritmos genéticos, muito
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utilizados em otimizagdes multi-objetivo. Nesta tese uma metodologia classica sera utilizada ja
que se faz atil ao encontrar a solugcdo 6tima de fungdes continuas e diferenciais. Sdo métodos

analiticos e usam técnicas de calculo diferencial na localizagéo dos pontos 6timos.

2. O problema proposto tem restricdes e, portanto, é solucionado por um método de

otimizacao com restrigdes.

3. O problema de otimizacgéo apresentado tem a formulacdo de um problema mono-objetivo,
ja que envolve somente uma funcao objetivo dada por S(p¢G;);, € portanto, tem-se uma Unica
meta a ser atingida que é a determinacdo de uma solucdo 6tima global. Dessa forma, sera

utilizada uma solugdo aplicada a otimiza¢do mono-objetivo.

4. O problema apresentado aqui é também um problema de programacao estocastica em que

as matrizes aleatorias G = {M, C, K} sdo estocasticas.
Contudo, para o tipo de problema proposto na Equacéo

(89), sera usado o método cléssico de célculo diferencial, utilizado para se encontrar,
neste caso, a FDP de maxima incerteza. Segundo Rao (2009), esta metodologia assume que a
funcdo objetivo seja duas vezes diferencidvel, o que ndo ¢ um problema para a equacao da
entropia de Shannon, ja que ela tem esta caracteristica, a qual pode ser observada na propriedade
4 do subitem 5.2.7 Propriedades da medida de Shannon. Por outro lado, no caso desse método
classico, para problemas com restri¢des de igualdade apenas, o que é o caso apresentado aqui,
utiliza-se o0 método dos multiplicadores de Lagrange para soluciona-las.

Como conclusdo, a metodologia classica de calculo diferencial, por meio da aplicacdo do

método dos multiplicadores de Lagrange, € a mais adequada para que o problema da Equacéo

(89) com uma variavel aleatéria, definida no conjunto (pgG;);, e trés restricdes de

igualdade, pertencentes ao conjunto viavel D, seja solucionado.

O objetivo é que seja possivel encontrar uma solugdo 6tima global (considera todo o
espaco de busca do problema) maximizando uma funcdo objetivo restrita a certas condic¢oes
especificadas em D. No caso desta tese, a FDP de maxima incerteza deve ser encontrada, para
que, desta forma, seja a expressdo de maxima ignorancia humana a respeito de sistemas

dinamicos lineares amortecidos modelados.
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Pode-se ter, com relacdo a solucdo de um problema de otimizacdo, dois casos distintos.
O primeiro esté relacionado ao fato de que a solucdo desejada esta no interior do conjunto
viavel. Neste caso, segundo (Padua S. G., 2008), é como se o0 problema fosse sem restri¢Ges, e
dai, a regra de Fermat é suficiente para soluciona-lo. Porém, se a solucéo pertence a fronteira
(ou no contorno) do conjunto viavel, ainda segundo o mesmo autor, “ele ndo precisa ser um
ponto critico, no sentido de ser um zero do vetor gradiente”. Neste caso, pode-se utilizar para
solucdo o teorema dos multiplicadores de Lagrange, j& que as restricdes sdo de igualdade. Além
disso, este método evita a parametrizacdo no caso de curvas. Isto significa que o ponto maximo
ou minimo se encontra no contorno, que é 0 caso em que as restricdes do problema de

otimizagao tém sinais de igualdade.

8.1 O LAGRANGEANO E A FUNCAO DENSIDADE DE
PROBABILIDADE p;G

Seja a funcéo objetivo definida por S(pgG;); € as funcdes pertencentes ao conjunto de restricdes
dado pelo conjunto viavel D, funcdes de classe C* (as funcdes sdo continuas e suas derivadas
existem e sdo fungdes continuas) e seja também a FDP a funcdo densidade de probabilidade
méaxima (mais incerta) de S(p¢G;); no conjunto viavel D (ja que ele contém a solucdo do

problema) dado pelas restri¢cbes do problema da Equacéo

(89), supde-se que a FDP satisfaz a condicdo de regularidade em que o posto da matriz
jacobiana deve ser igual ao numero de restri¢des do problema de otimizag&o. Se tal condigéo é
satisfeita, entdo existem numeros e/ou matrizes reais denominados multiplicadores de

Lagrange.
Sendo assim, o Lagrangeano na Equacgéo

(89) pode ser escrito, segundo Adhikari (2007b), da seguinte forma (por simplicidade, os

indices i e r serdo suprimidos):

LIPaG] = = [54P6G PG dG = (4= 1) (JoePeG G = 1) = f, In |GI ™ poG dG —

tr (A (fso G P6G dG— G)) (90)
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em que L[p¢G] é o Lagrangeano em fungdo da variavel do problema (pgG), 1 € o multiplicador

escalar de Lagrange, A é o multiplicador matricial de Lagrange.
Vale ressaltar que a primeira e terceira restricbes da Equacéo

(89) tém como solucdo resultados escalares, ou seja, numeros, portanto seus
multiplicadores sdo também escalares. Por outro lado, a segunda restri¢do, dada pela restricdo
do modelo médio tem como solugdo um resultado matricial, portanto o seu multiplicador de
Lagrange também deve ser matricial. Foi usado (# — 1) na primeira restricao apenas por razoes

de simplificacdo nos proximos passos.

A condicdo 6tima correspondente ao maximo € dada pelo calculo variacional definido
por:

0L[pgG]
IpcG 0 (91)

Sabendo da definicdo de integrais indefinidas dada por

[ f(x)dx = F(x) se e somente se dl;ix) = f(x) (92)

em que f(x) é uma funcdo cuja derivada é conhecida, faz-se:

fa(fG>0pGG npeG dG) 1
e = (1xlanG+pGme) = InpgG + 1
WoooPC 46-1) _ 1) g0 g
0pcG (93)

3(fg501n IGI™VG GG dG)
6ng
3(fg50 G PGG dGG)
\ opcG

= In[|G|]]7Y x 1 = In[|G]]”Y = —v In|G]|

=[Gx1-0]=G
Logo,

LIPaG] = = [54P6G PG dG = (4 = 1) (JoePeG G = 1) = f, In |GI ™ poG dG —

tr (A (fso G P6G dG— G)) (94)



65[17(;(;] =—(InpcG+1)— (u—1() +vIn|G| — tr(A(G))
peG

0L[pgG] _

5 —InpgG—1—u+1+vin|G|—tr(AG)
pGG

0LlpeGl _ _ 1 pcG — 1 + v In|G| — tr(AG)
ang

Igualando a Equagéo (97) a zero como mostra a Equacéo (91), vem:

9L[pgG]
6pGG

=—InpgG—u+vin|Gl —tr(AG) =0

entdo,
InpcG = —u +vIn|G| — tr(AG)
Considerando as propriedades de logaritmos e do traco, em que:
In[a] = x = a = exp{x}
exp{x + y} = exp{x} exp{y}
exp{ln[a]} = a
tr(cA) = ctr(4)
em que exp{-} corresponde ao exponencial {-} e ¢ € um escalar.
pode-se isolar pg(G) na Equacdo(99):
pcG = exp{—u + v In|G| — tr(AG)}
pcG = exp{—u} X exp{in|G|"} X exp{—tr(AG)}
PG = exp{—u} X |G|" x exp{—tr(AG)}
PG = exp{—u} X |G|" x exp{tr(—AG)}
Logo,

peG = exp{—u} |G|" exp{tr(—AG)}

95

(95)

(96)

(97)

(98)

(99)

(100)
(101)
(102)

(103)

(104)
(105)
(106)

(107)

(108)
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a Equagdo (108) corresponde a FDP da matriz aleatéria G. Porém, para utiliza-la os

multiplicadores de Lagrange devem ser encontrados o que serda feito na proxima subsecéo.

8.2 MULTIPLICADOR ESCALAR DE LAGRANGE

Na obtencdo do multiplicador escalar de Lagrange u, € preciso inicialmente substituir a
Equacdo (108) na Equacdo (48) que corresponde a primeira restricio do problema de

otimizacdo apresentado na Equacao (89). Logo,
JosoPeG dG =1 [._ exp{—u} |G|" exp{tr(~AG)}dG =1 (109)
Como exp{—u} é uma constante, a Equacdo (109) resulta:

exp{—1} [ ,|Gl" exp{tr(-AG)} dG = 1 (110)

exp(—u} = ([, |G expltr(~AG)} dG) (111)

A solucdo aqui esta na aplicacdo da transformada de Laplace do lado direito do resultado
da Equacdo (111). E para isso, faz necessario apresentar a defini¢do da transformada de Laplace
de matriz variavel que, segundo Adhikari (2007b), é dada por:

L{IG|*~ @+ D/2} = Z]7¢ [, [Y|*~ (D72 expler(=Y)} dY (112)

A Equacdo (112) é a resolucdo da integral da Equacdo (111). Entdo, a Equacdo (111) fica:
-1

exp{—p} = {|Z17¢ [, [YI9=0*D/2 exp{er(—)} av} (113)

Considerando-se agora a funcdo Gamma multivariavel, cuja definicdo, de acordo com
Adbhikari (2007b), € dada por:

Lh(@) = [i Y™ D/2 exp(tr(=Y)} dY (114)

a Equacdo (113) resulta em
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exp{—u} = {|ZI7* I,(@)} ™ = |Z|*( [y(a)) ™ (115)

Considerando Z = A, a Equagéo (115) torna-se:

-1
exp{—u} = |A|*( (@) (116)
em que A é o multiplicador matricial de Lagrange.

O resultado da Equacdo (116) sera posteriormente utilizado, juntamente com o
multiplicador matricial de Lagrange que serd obtido na proxima subse¢do. Ambos serdo
substituidos na Equacéo (108).

8.3 MULTIPLICADOR MATRICIAL DE LAGRANGE

O multiplicador matricial de Lagrange A deve ser encontrado partindo-se do célculo da

funcdo caracteristica da matriz aleatéria G que, de acordo com a Adhikari (2007b), é dada por:

96(Q) = Elexp {tr(iQG)}] = [, exp {tr(i2G)} ps(G)dG (117)
em que Q € uma matriz simétrica.

Substituindo pg (G) dado pela Equacéo (108) na Equacao (117), vem:
96(Q) = [ exp {tr(Q®) exp{-u} |Gl exp{tr(—AG)}dG  (118)
Agora, substituindo exp{—u} dado pela Equacédo (116) na Equacéo (118), vem:
0c(@) = [, exp (tr(QG)} |A1*( (@) IGIY exp{tr(-AG)}dG (119
Como |A|"‘(I“n(a))_1 é constante, resulta que:
0a(@) = (A% (@) [, exp {tr(QG)} |Gl exp{tr(-AG)}dG  (120)

Rearranjando os termos, fica:
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pc(Q) = |A|? (I“n(a))_1 fG>O exp {tr(iQG)} exp {tr(—AG)} |G|" dG (121)

#6(®) = IA1° (5(@) ™ [y, exp (tr(i96 — AG)} |GIY dG (122)
06(® = A% (@) [, exp {tr((~A +iD)G)} |GI” dG (123)
9a(@) = A1 (@) fo,,exp {tr(—(A— DG} |G” dG (124)

A integral do lado direito da Equacdo (124) também pode ser resolvida pela aplicacdo da
transformada de Laplace, como ocorreu com a Equacdo (111). E de acordo com Adhikari
(2007b), tem-se:

L{f (@)} =, exp{tr(~2G)} f(G) dG (125)

em que L{f(G)} ¢é a transformada de Laplace da fungdo f(G) e Z é uma matriz simétrica

complexan X n.
Comparando-se as integrais das EquacGes (124) e (125), é possivel concluir que:
Z= (A-iQ) (126)

Considerando-se a Equacdo (112), que corresponde a definicdo da transformada de

Laplace de matriz variavel dada por Adhikari (2007b), vem:

L{|G|o~ ™D/} = z|=@ [ [Y]|*~ D72 exp{tr(=Y)} dY

Ip(a)

(127)
Substituindo-se agora a Equag6es (114) na Equacgdo (127), resulta:
L{|G|*-"*D/2} = |Z|2 [(a) (128)
Substituindo-se a Equacéo (126) na Equagéo (128), vem:
L{|X|a-+D/2} = |A — iQ]™ [;,(a) (129)

Esta é a solucdo final da integral do lado direito da Equagéo (124). Entdo, substituindo a
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Equacdo (129) na Equacéo (124) resulta:
96(@) = 1A1* (F(@)” 1A= 121 I,,(a) (130)
Simplificando, vem:
() = |A|* |A — Q™ (131)
Fazendo algumas manipulacGes algébricas na Equacgéo (131), fica:
0e(@) = |A|* |A — i@ = |A]*|(A — i)™ Y" = |A (A—i@) 1" (132)

Trabalhando agora somente com o termo (A — i), pode-se colocar a matriz A em
evidéncia, logo (A — iQ) = A (I — iQA™1). Substituindo este resultado na Equacéo (132):

9@ = A (A—i@) " = |A [A U -ieA )] 1" (133)

Mas [A (I —iQA )] 1= A1 (I —iQA™1)71, entdo, da Equacdo (133), resulta:

a

(@ = |A [AU—iQA D] = [A A (1 —i@A )| = (134)
Pe(Q) = (I —iQA™H) 7 = | = iQA™ D)7 (139)
(@) = |(I —iQA D)7 (136)

onde I é a matriz identidade e ¢ (Q) € a funcdo caracteristica da variavel aleatéria G.
Aplicando logaritmo nos dois lados da Equacao (136), vem:
Inee(Q) =n|(I—-iQA )| =—-aln (I —iQA™Y) (137)
que segundo Adhikari (2007b), resulta em
neeg(Q) =a(iQA 1 +iQA™ L + ) (138)

Ainda segundo Adhikari , a esperanga matematica de G pode ser obtida pela seguinte

equacéo:

0 Inpg(Q)

E(G) - 0iQ lg=9o

(139)



100

que resulta em:
E(G)=aA! (140)

Agora, levando-se em conta a Equacao (53), que corresponde a segunda restricdo do
problema de otimizacdo apresentado na Equacdo (89), e comparando-a com a Equacéo (140),

tem-se:
E(G) =G=aA? (141)
Logo, pode-se concluir que:
A=aGt (142)

Com isso, o multiplicador matricial de Lagrange A ¢é dado pela Equacéo (142).

8.4 OBTENCAO DA FDP FINAL

Substituindo as Equacdes (116) e (142) na Equacao (108), vem:
PeG = 1A% (1,(@) " IGI" exp{tr(—a G G)) (143)
peG = 1a G ([(@) " |G exp{tr(-a G 6)} (144)
Considerando-se a propriedade dos determinantes dada por:
det(kG) = k™det(G) (145)

em que k € um namero real, n é a ordem da matriz considerada, e aplicando-a na Equacéo
(144),

peG = a™ [G 1 (L(a)) " 1G] exp{tr(—aG ! G)} (146)
Considerando-se agora uma outra propriedade dos determinantes dada por:

det(G™1) = 1/det(G) = [det(G)]™? (147)
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logo,
peG = a® [ (@) 1GIY exp{tr(-aG ! 6)}
(148)

sendo que, segundo Adhikari (2007b):

2v+(n+1) _ 2v+n+1l

1
a—v+5(n+1)— > >

(149)

A Equacdo (148) é a FDP que se queria encontrar para a propagacdo das incertezas. Ela
ja tem os multiplicadores de Lagrange substituidos e, assim, depende apenas da matriz média
de G, dos graus de liberdade do sistema e da ordem do momento inverso. No entanto, esta

equacdo ainda pode passar por alguns célculos e simplificagdes algébricas.

Assim sendo, substituindo a Equacédo (149) na Equacéo (148), fica:

pcG =
T S, (rn (”*"“))_1 161" exp {or (- (22) 61 6) }(150)

2

(2v+n+1)(2v+2—n+1)n

2

mas, (2v+2n+1) _ ( 2 )‘1, logo

2v+n+1

PeG =
2 \(EE) Sy o v\ 2v4n+1y =g
(2v+n+1) |G| ’ Fn ( 2 ) |G| exp {tT (_ ( 2 ) G G)}(151)
Da Equacéo (149) pode-se isolar v:
v=a- (712;1) (152)
Substituindo na Equagéo (151):
PcG =

2v+n+ 1)

)
2v+n+1

(153)

_(n+ 1)

|E|_(2v+z_n+1) (Fn (2V+;+1))_1 |G| T exp {tr (— (—2v+2n+1) G! G)}
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mas, substituindo-se o valor de a dado pela Equacéo (149) no termo marcado na Equacéo (153),

vem:

(n+1) _ 2v+n+1 (n+1)

. . 2= [@v+n+ 1) = (n+1)] (154)

Substituindo na Equacdo (153):

-2 @vintl) _ 1 -1 e
_ 2 2 -=(2v+n+1) 2vin+1 “[@v+n+1)-(n+1)]
Petr = (2v+n+1) |G| i (Fn ( 2 )) |G|2

exp {tr ( — (2v+2n+1) Gt G)} (155)

Considerando-se agora o termo marcado na Equacdo (155) e levando-se em conta que

2v+n+1 2 -1
(B42) = (2 )™ tomse
2 2v+n+1

_ (2v+n+1) G-1= _( 2 )_1 G-1= __ @ Gl=— 1( G )_1 (156)

2 2v+n+1 2v+n+1)~1 2 \(2v+n+1)

Substituindo este resultado na Equagéo (155):

“2v+n+1) _ -1
(2v+2n+1) 2 (2v+n |G|_%(2v+n+1) (Fn (2v+2n+1)) |G|§[(2v+n+1)—(n+1)]

PcG =

enfor(-2) ) s

Considerando-se agora o termo marcado na Equacdo (157), vem que:

n n
( 2 )_E (2v+n+1) —l—%(2v+n+1) _ (2) 2@V |E|—%(2v+n+1) _

|G 7
2v+n+1 (2v+n+1)_7(zv+n+1)

(2)—%(2v+n+1) |E|—%(2v+n+1)

Ial—%(2v+n+1) _ (2)—g(2v+n+1) _
1 - 1 -
((2v +n + 1n) 2BV +D ((2v +n+ 1n) 2@+ +D

— (2)—%(2v+n+1) ( |G|

—%(2v+n+1)
Qv+n+ 1)”)

(158)

Substituindo este resultado na Equacéo (157):
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;(2v+n+ 1)

ng — (2)—3(2v+n+1) ( IGI )

Qv+n+1)n

(Fn (2v+2n+1))_1 IGI%[(2v+n+1)—(n+1)]

exp {tr (_ ; ((2v+(j1+1))_1 G)} (159)

Considerando-se o termo marcado na Equacéo (159), levando-se em conta a propriedade

dos determinantes descrita na Equacdo (145) e sabendo que a soma (2v+n+ 1) é uma

constante, vem:

G

€] N Val -1 _ |~ -1\n _
((2v+n+1)n) = |G| ((ZV tnt 1) ) =16l (v c-'l;it:_nje) ) ~l@ven+1) (160)
Logo, a Equacéo (159) fica:
n = —=(2v+n+1) -1 .
_ ——=(2v+n+1) G 2 2v+n+1 Jev+n+1)-m+1)]
peG = (2) 2 (2v+n+1) (F"( 2 )) IGI2
1 G -1
exp {t?" (- E (m) G)} (161)
Fazendo
Qv+n+1)=p (162)

em que p € um escalar positivo, pode-se entdo substitui-lo na Equacédo (161):

=y -1

1
() -1 1
2 P 1@)-(n+1)] _(s
(Fn (2>) |G|2 exp {tr( > ((p)) G)} (163)

L (Fn Gp))_l G g {tr(_%(g)‘l G)} (164)

_n G
peG =27 |

IR
peG = (2)7'" |;

Fazendo-se agora

(165)

<ol
I
™M

em que X € uma matriz.

Substituindo-se agora a Equacéo (165) na Equagéo (164), vem:
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peG=| @5 127 (1,(2p)) | 16EP™ expler (-2@7i6))  (66)

2

Considerando-se o termo marcado da Equacéao (166), vem:

(1)

1 -1

@ e () =(@)

-1
- ((zﬁ“p 2 T, (gp)) (167)

Substituindo na Equacdo (166):

PG = ((2)%"p P I, Gp)>_1 IGIZPD exp {tr(-32716)} (168)

Pode-se notar que se 0 momento inverso de ordem v existe e apenas a média de G, ou
seja, G, esta disponivel, resulta que a FDP de méaxima entropia de G, dada na Equacéo (168),

corresponde a distribuigdo Wishart com os parametros mostrados nas Equacdes (162) e (165).

8.5 PARAMETROS OTIMOS DA DISTRIBUICAO WISHART

Adhikari (2008b) menciona que nao é 6bvio que o TM A deva ser formulada com relacdo
a G ou G~ ou qualquer outra distribuicdo de G, porém, dependendo da escolha entre elas
(informagdo disponivel), as distribui¢fes resultantes podem se diferenciar drasticamente uma
da outra. Assim sendo, o autor referido testa alguns critérios de sele¢do de parametros para que

ndo se corra o risco de uma escolha tendenciosa.

Os critérios adotados podem ser resumidos como se segue, de acordo com a Adhikari
(2008b):

Critério 1: proposto por Soize (2000) e (2001). Neste caso considera-se que:
E[G] =G (169)

oG = 6(; (170)
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em que E[G] é a média da matriz aleatéria G, G é a média da matriz deterministica, og é 0

desvio padrdo normalizado calculado e 65 é o0 desvio padrdo normalizado medido.

Critério 2: proposto por Adhikari (2006) e (2007b). Matematicamente, a condi¢do aqui

é dada pela Equacdo (170) e pelas duas equacdes seguintes:
IG — E[G]||r = valor minimo (171)
IG™t — E[G™Y]|lr = valor minimo (172)
onde ||-||r é a norma de Frobenius.

Critério 3: proposto por Adhikari (2008b). Neste caso, a condicao é dada pela Equacéo

(170) e também pela seguinte equacao:
E[G™1] =G (173)

Critério 4: proposto por Adhikari (2008b). A condicdo aqui é dada pelas equagoes:

E[M™] = M™? (174)
E[K] =K (175)
oM = G (176)
ok = G 177)

Adhikari (2008b), com base nos quatro critérios acima referidos, alcangou melhores
resultados ao utilizar o terceiro critério e usou-os para obter os parametros 6timos da FDP
Wishart.

Portanto, se a v-ésima ordem do momento inverso de um sistema de matriz G = {M, C, K}
existe e apenas a média de G, denominada G, esta disponivel, a distribuicdo ndo tendenciosa de
G segue a distribuicdo Wishart, representada pela Equacédo (168), com seus parametros 6timos

dados por

p=0+n+1 (178)

Il

T = (179)
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Onde 6 é dado pela Equacdo (6) repetida abaixo:

(180)

- tr (EZ)

9—1{1+@}—(n+1)

Por fim, tem-se o solucdo final da Modelagem Estocéstica que resultou a FDP e seus
parametros 6timos dados por:

peG = a®" |G|™@ (Fn(a))_1 IG|” exp{tr(—aG~*G)}

p=60+n+1 (181)

|

Yy =

em que vale a Equacéo (180).



Capitulo 9

ESTUDOS DE CASO

Muito se fala a respeito da necessidade da quantificacdo de incertezas, tanto paramétrica
quanto ndo-parameétrica, principalmente quando se tem em vista que modelos experimentais
sdo caros e ndo é possivel a construcdo de protdtipos em nimero de amostras suficientes para

realizar testes experimentais. A solucdo portanto, é realizar tais testes computacionalmente.

Neste capitulo portanto, dois estudos de caso serdo apresentados e neles se podera
identificar a incerteza presente no modelo do sistema dindmico considerado. Sera possivel
também verificar a sua real necessidade de quantificacdo e avaliar, depois de quantificada a
incerteza, se 0 modelo tem ou ndo alta confiabilidade para que seja utilizado em estudos

computacionais ao invés de se realizar estudos experimentais.

Além disso, para se proceder as analises, serdo considerados quatro tipos de modelos do

sistema em estudo e que sdo apresentados na Figura 18.

Para que as analises sejam possiveis em cada caso, foram utilizadas nos sistemas
dindmicos considerados uma certa quantidade de massas, representadas por imas fixadas nas
vigas para que desta maneira se pudesse simular a variagéo aleatoria na distribuigdo de massa,

com isso, somente a matriz massa sera considerada como incerta.
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p CONJUNTO
MODELO MEDIO - R MODELO BASE - MEDIO

EXPERIMENTAL

SIMULADO

Utiliza-se 0 MODELO MEDIO obtido | _— i
pelo MEF para proceder a simulagio. 0 h:iQDELO B,ASE e' lohtu.:lo pelq 0 CONJUNTO MEDIO i
As matrizes aleatérias sao geradas ensaio experimental. Sua FRF é EXPERIMENTAL & a média das FRF's |

i
P 1 gerada considerando-se o sistema !
or meio de um gerador randémico | 8 R ida i i 3
P L 8 . | de viga sem o acréscimo das massas, obtidas no ensaio experimental
e amédia das FRF's é calculada e 1

- ! ou seja, esse modelo nido tem considerando-se a viga com o
chamada de CONJUNTO MEDIO | e . acréscimo das massas. |
i\ aleatoriedade na matriz massa.

| 0 MODELO MEDIO é obtido pelo

MEF a partir das informacges
apresentadas na Tabela de

propriedades geométricas e

! constitutivas da viga de aco

i ensaiada. SIMULADO.

| i ESTUDO DE CASO I: 100 sinmla;:()es ! E . R
ESTUDO DE CASO II: 10 simulagaes | | ESTUDS DE GASO 1 10 s per mentos.
| ESTUDO DE CASO I: viga fixa-fixa i # LU experimentos

Nio hd aqui a quantificagdo da | ESTUDO DE CASO 1I: viga fixa-livre
incerteza de modelagem. A i
aleatériedade na matriz massa é
conseguida pelo gerador randémico.

|

A FRF do MODELO MEDIO nio se i
altera. Ela é obtida uma tnica veze é |
utilizada nas comparagoes graficas a |

i Aqui a aleatériedade na matriz massa é
serem realizadas.

conseguida pelo posicionamento
aleatério dos imas na viga.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 18: Modelos a serem considerados nas anélises. Fonte: autor.

MODELO MEDIO: é construido pelo MEF conforme os dados apresentados na tabela
de propriedades geométricas e constitutivas da viga de aco ensaiada. Nesse modelo ndo se inclui
nenhum tipo de aleatoriedade na modelagem, como se vera mais adiante no conjunto médio
experimental em que se considerara o acréscimo de massas posicionadas aleatoriamente na viga
ensaiada, haja vista que o modelo médio, ao ser modelado tendo por base um modelo projetado,

como mostra a Figura 1, ja € um modelo incerto.

ESTUDO DE CASO I: vale a Tabela 1. O célculo numérico considerou 120 elementos
de viga de Euler Bernoulli fixa-fixa com 2 gdl por no, 1 gdl de deslocamento vertical e 1 gd!
de rotacdo. O resultado de elementos finitos correspondeu a um modelo de 238 gdl. Apenas
metade dos modos, ou seja, 119, foram usados para o calculo das FRF's, ja que este modelo
gera 119 gdl de deslocamento e 119 gdl de rotacdo e a analise é baseada nos gdl's de
deslocamento. Foi considerado também um fator de amortecimento de 1,5% para todos 0s

modos.

ESTUDO DE CASO II: vale a Tabela 2. O sistema representado pela viga uniforme fixa-
livre ¢ modelado em EF. O calculo numérico considerou 95 elementos unidimensionais de viga
de Euler Bernoulli com 2 gdl por no, 1 gdl de deslocamento vertical e 1 gdl de rotagdo. O

resultado de elementos finitos correspondeu a um modelo de 190 gdl. Bem como no estudo de
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caso |, usou-se apenas metade dos modos para o célculo das FRFs, ou seja, 119. O
amortecimento utilizado foi o de Rayleigh. A matriz proporcional é dada por C = aM + K =
M + 10~8K, em que os pardmetros a e 8 foram escolhidos de forma a aproximar a FRF tedrica

da FRF experimental.

A FRF desse modelo médio serd comparada com a FRF do modelo base e do conjunto

médio experimental.

CONJUNTO MEDIO SIMULADO: ¢ obtido por meio da simulagdo numérica
convencional. Nela, o que se faz é obter a FRF das simula¢gdes de Monte Carlo em que as
matrizes aleatdrias de massa sdo geradas por meio de um gerador aleatério randémico sem a
aplicacdo da abordagem ndo-paramétrica tendo em vista que o objetivo é reproduzir o que €
feito usualmente por analistas portanto, aqui ndo ha a quantificacdo da incerteza de modelagem.
Dessa forma, por causa da geragdo aleatdrias das matrizes de massa, ocorre uma variagdo da
massa nessa matriz de forma semelhante ao que ocorre no experimento ao se acrescentar 0s

imds na viga em posic¢des aleatorias.

ESTUDO DE CASO I: foram obtidas as FRF's de 100 simulaces de Monte Carlo e o

conjunto médio simulado foi gerado como a média dessas FRF's.

ESTUDO DE CASO II: foram obtidas as FRF's de 10 simulacdes de Monte Carlo € o

conjunto médio simulado foi gerado como a média dessas FRF's.

Sendo assim, tendo as FRF's da simulagcdo em maos, o conjunto médio simulado é obtido

de forma a ser comparado com o conjunto médio experimental.

MODELO BASE: a FRF do modelo base é obtida considerando-se o sistema de viga
sem 0 acréscimo das massas. Este € um modelo considerado sem a aleatoriedade na matriz
massa e sua FRF sera comparada com a FRF do modelo médio e do conjunto médio

experimental.

CONJUNTO MEDIO EXPERIMENTAL: é a média das FRF's obtidas no ensaio

experimental considerando-se a viga com o acréscimo das massas em posi¢des aleatorias.

ESTUDO DE CASO I: foram obtidas as FRF's de 100 ensaios e 0 conjunto médio

experimental foi gerado como a média dessas FRF's.
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ESTUDO DE CASO II: foram obtidas as FRF's de 10 ensaios e 0 conjunto médio

experimental foi gerado como a média dessas FRF's.

Assim, tendo as FRF's da simulacdo em maos, a FRF do conjunto médio experimental
é obtida de forma a ser comparada com a FRF do modelo base, do modelo médio e do conjunto

médio simulado.

Com os resultados graficos dos quatro modelos citados anteriormente para cada um dos
estudos de caso separadamente, e considerando-se agora o0 esquema mostrado na Figura 19,
inicialmente a FRF do modelo médio serd comparada com a FRF do modelo base. Esses dois
modelos foram construidos sem se considerar nenhuma variacdo na matriz massa do sistema
portanto, suas respostas graficas deveriam ter uma boa aproximacgdo. No entanto, isso nao

ocorre devido a presenca de incertezas no sistema, tanto no modelado quanto no experimental.

VISUALIZACAO

VISUALIZACAO SIMULAGAO

DA EXISTENCIA VISUBLIZACAD DA NECESSIDADE NUMERICA QUANTIFICAGAQ
S DA EXISTENCIA e DA N
DA INCERTEZA — — = — CONVENCIONAL DA INCERTEZA
NOMODELO RAINCEKTHZA QUANTIFICACAO DO MODELO DE MODELO
frtels DE MODELAGEM DA INCERTEZA G

DE MODELAGEM

Modelo Médio
(Elementos Finitos)

X

| Modelo Base
| (experimento: viga sem massas)

0s modelos deveriam ter suas
| respostas com um comportamento
| bem préximo de forma que o modelo
| médio pudesse substituir o modelo
| base em testes computacionais.
Porém, a presenca da incerteza
impossibilita este processo.

Modelo Base |
| (experimento: viga sem massas) |

X

Conjunto Médio Experimental
i (experimento: viga com massas) |

| Oacréscimo de massas na viga leva a 3
| resultados graficos diferentes do |
i esperado. Este comportamento
diferenciado ¢ que evidenciaa |
i presenca da incerteza no modelo |
| representado pelo conjunto médio |
i experimental. |

Modelo Médio
(Elementos Finitos)

X

Conjunto Médio Experimental

| (experimento: viga com massas) |

0 modelo médio ndo pode
representar com fidelidade os

| modelos experimentais sobretudo |

em faixas de alta frequéncia de
vibraggo.

MELHORAR O MODELO DE
ELEMENTOS FINITOS
(alta resolugio)

Modelo Médio Simulado
(Simulagio randdmica)

X
Conjunto Médio Experimental
(experimento: viga com massas)

Modelos simulados ndo podem
representar com fidelidade os
modelos experimentais em anélises
computacionais sobretudo em faixas
de média e alta frequéncia de
vibragdo.

i AUMENTAR A CONFIABILIDADE DO 3
| MODELO MEDIO POR MEIO DA |
| QUANTIFICACAO DA INCERTEZA |

Modelo Médio
(Elementos Finitos)

X

Intervalo de Confianga
(Abordagem nao-paramétrica)

| Modelo médio deve permanecer |
| dentro do IC para representar com |
! fidelidade o modelo experimental. |

Figura 19: Etapas para a avaliacdo da confiabilidade de um modelo numérico. Fonte: autor.

No que diz respeito as comparacdo realizadas entre as FRF's do modelo base e do

conjunto médio experimental, 0 que se observa é que o acréscimo das massas (representadas

pelos imas) na viga fazem com que seu comportamento, representado pela FRF do conjunto
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médio experimental, se diferencie do observado no modelo base. E € isto que caracteriza a
incerteza de modelo. E possivel, entdo, visualizar, na diferenca entre as respostas obtidas, a
existéncia da incerteza e como ela torna diferente a FRF do sistema representado pelo conjunto

médio experimental quando comparado a do sistema representado pelo modelo base.

Diante do ocorrido, tenta-se construir um modelo em Elementos Finitos (EF) (chamado
nesta tese por modelo médio) que possa representar com maior fidelidade o conjunto médio
experimental de forma que o primeiro possa ser utilizado em analises computacionais ao invés
do segundo em testes experimentais. Sendo assim, FRF's do modelo médio e do conjunto
médio experimental também serdo comparadas e nelas se podera notar a real necessidade da
quantificacdo de incertezas tendo em vista que a resposta grafica do modelo médio também néo
acompanha de perto a FRF do conjunto médio experimental. O modelo médio, também
chamado de modelo numérico, pode ser melhorado ao se levar em conta o tipo de elemento
considerado, o numero de elementos e a qualidade da malha, por exemplo. Mesmo assim, em
muitos casos, a resposta obtida ainda ndo é satisfatdria, em especial quando se trata de sistemas

complexos.

Tendo isto em vista, e partindo-se agora para uma segunda tentativa de representacdo
computacional do sistema dindmico em estudo e também levando-se em conta que pesquisas
sobre a quantificacdo de incertezas de modelo em sistemas dinamicos e suas abordagens é
recente e ainda ndo acessivel a muitas empresas, 0 que se faz atualmente é proceder a
simula¢fes numéricas em que se usa um gerador aleatério randémico que gera as matrizes
aleatorias de forma a obter respostas computacionais que possam ser suficientemente confidveis
para representar as respostas experimentais. Se assim acontecesse, ndo haveria a necessidade
da construcdo de protdtipos para a realizacdo de testes, bastaria faze-las computacionalmente.
No entanto, o que sera observado mais adiante ao se comparar as FRF's do modelo médio
simulado e do conjunto médio experimental, é que a utilizacdo das simulagdes como descritas,
que deveriam reproduzir os resultados experimentais, ndo o fazem, e portanto, ndo podem ser
utilizadas de forma que representem com fidelidade tais modelos. Isto evidencia a necessidade
da quantificagdo da incerteza, que é caracterizada pela construcdo do Intervalo de Confianca
(I1C). Neste caso portanto, 0 modelo médio deve pertencer a tal intervalo e ainda cumprir com

critérios impostos pelo analista para que seja considerado de alta confiabilidade.

A quantificacdo da incerteza de modelo considerado neste capitulo sera realizada pela
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aplicacdo da abordagem ndo-paramétrica e por meio de um programa computacional
desenvolvido pela autora na plataforma do software MATLAB®. Inicialmente, ele constréi a
FRF do modelo numérico (modelo médio) e em seguida, o grafico de convergéncia e o intervalo

de confianca de 95%.

A convergéncia na quantificacdo da incerteza é determinada pela Equacédo (1) e os seus

valores nos gréficos sdo apresentados em dB.

Além disso, para uma melhor visualizagdo do comportamento das FRFs, 0s resultados
gréaficos serdo apresentados separadamente para toda a faixa de frequéncia de vibracéo, para a
faixa de baixa frequéncia, para a faixa de média frequéncia e para a faixa de alta frequéncia de

vibracéo.

9.1 ESTUDO DE CASO I: VIGA FIXA-FIXA

O primeiro estudo de caso a ser apresentado nesta tese tera seus dados retirados da
referéncia (Adhikari, Friswell, & Lonkar, 2007b), ja que se encontram disponibilizados pelo
autor por meio do endereco http://engweb.swan.ac.uk/~adhikaris/ug na intengéo de que sejam
utilizados em pesquisas. Com isso, serd possivel a reproducao das respostas graficas para que

se proceda a comparacdes entre as curvas de FRF.

O sistema dinamico é constituido por uma viga de aco de se¢do transversal retangular
uniforme. As extremidades da viga s&o aparafusadas em dois blocos de ago pesado, que por sua
vez, sdo fixos a uma mesa rigida por meio de parafusos. Este arranjo de fixacdo foi construido
com o objetivo de proporcionar a condi¢do de contorno fixa-fixa, como mostrado na Figura 20.
As propriedades do sistema mencionado sdo apresentadas na Tabela 1.

Tabela 1: Propriedades materiais e geométricas da viga fixa-fixa.

Propriedades geométricas e constitutivas da viga de aco ensaiada

Propriedade Valor Unidade

Comprimento efetivo (L) 1.200 mm

Largura (b) 40,06 mm
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Espessura (t) 2,05 mm
Densidade de massa (p) 7.800 kg/m3
Modulo de Young (E) 200 GPa
Area da secio transversal (a = bt) 8,212 x 107> m?
Momento de inércia (I = 1/12bt3) 2,876 x 10711 m*
Massa por unidade de comprimento (p;) 0,641 kg/m
Rigidez a flexdo (EI) 5,752 Nm?
Peso total 0,7687 kg

9.1.1 Configuracgao experimental da viga fixa-fixa

A visédo geral do ensaio de viga fixa-fixa pode ser vista na Figura 20. A incerteza sera
propagada na matriz massa do sistema dindmico por isso, para simular a aleatoriedade na
distribuicdo da massa, houve a fixacdo na viga, em posi¢des aleatérias, de 12 massas iguais.
Elas sdo pequenos imas e sua massa (2g cada) aleatdria corresponde ao total de 1,6% da massa

da viga.

Figura 20: Viséo geral do sistema de viga fixa-fixa. Fonte: (Adhikari, Friswell, & Lonkar,
2007b).

Primeiramente foram obtidas as respostas do sistema base que corresponde ao sistema
sem 0 acréscimo dos imas na viga. Posteriormente, foram realizados os testes com o acréscimo
dos im&s. Como foram realizados 100 ensaios, as posi¢des aleatorias dos imas sdo geradas por
uma distribui¢ao uniforme com 100 amostras, ou seja, sdo gerados 100 vetores de 12 posic¢oes
cada. Em cada um dos ensaios, a posi¢cdo aleatoria dos imas é alterada, e entdo, tem-se cem
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amostras nominalmente idénticas dos sistemas dinamicos criados e individualmente testados.
Cada linha da Figura 21 apresenta a posic¢ao das 12 massas ao longo da viga para a realizacéo
de cada um dos 100 ensaios. J& na Figura 22 € possivel observar alguns imés posicionados na

viga

Como se sabe, 100 conjuntos de amostras nao sao suficientes para uma analise estatistica
confiavel porém, e de acordo com Adhikari, Friswell, & Lonkar (2007b), “segundo o melhor
conhecimento dos autores, até agora esse talvez seja o conjunto mais abrangente de dados de

resposta medidos experimentalmente disponiveis para sistemas dinamicos estocasticos”.

100
90
80
70
60
50
40

Nuamero de amostras

30
20
10

Figura 21: Variagéo na localizagéo das 12 massas. Fonte: (Adhikari, Friswell, & Lonkar,
2007b).

Figura 22: Massas posicionadas em localizacGes aleatérias da viga. Fonte: (Adhikari,
Friswell, & Lonkar, 2007b).
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9.1.2 Cuidados narealizacédo do ensaio da viga fixa-fixa

Um fato muito importante aqui é que o experimento é realizado de forma que seja possivel
se conhecer a fonte da incerteza, que no caso vem do posicionamento aleatério dos imas na

viga. Para isso alguns cuidados foram tomados. S&o eles:

1. A viga é uma régua. Seu uso garante que os iméas possam ser facilmente colocados
em localizacbes pré-determinadas, evitando-se assim erros de posicionamento. E o

que se verifica na Figura 22;

2. As massas adicionadas sdo representadas por imds, o que facilita o seu
posicionamento em qualquer localizacdo da viga. Isto pode ser visto também na

Figura 22;

3. E utilizado um shaker para excitacio da estrutura que age como um martelo de
impacto. Isso se justifica pelo fato de que, no caso do martelo, é dificil garantir que o
impacto ocorra exatamente na mesma localizagdo com a mesma forca em cada uma
das amostras. Assim, a utilizacdo do shaker elimina, tanto quanto possivel, as
incertezas que surgem devido as forcas de entrada. Tal montagem pode ser vista na

Figura 23.

Figura 23: Utilizacdo do shaker que age como um martelo de impacto. Fonte: (Adhikari,
Friswell, & Lonkar, 2007b).

4. Uma pequena placa circular de latdo de 2g (como pode ser visto na Figura 23) foi
fixada na viga para evitar que o impacto do shaker causasse um entalhe na régua por

causa da utilizagédo da ponta de aco que ¢ mais ‘dura’ do que o material da viga.
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9.1.3 Obtencéao das respostas do ensaio da viga fixa-fixa

Na obtencdo das respostas experimentais foram utilizados trés acelerdmetros (cada um
deles tem massa de 6g) como sensores de resposta para obtencdo das FRF's experimentais. Suas
posicOes sdo selecionadas tal que dois deles ficam proximos as extremidades da viga e o terceiro
é posicionado na extremidade mais proxima a excitacdo. No entanto, nesta tese serdo utilizadas
somente as respostas referentes ao acelerdmetro 1 localizado no ponto de excitacdo, ou seja,
onde também esta localizado o shaker. A disposicédo dos acelerémetros pode ser verificada na

Figura 20.

A ponta de aco usada no experimento apenas fornece dados limpos até aproximadamente
4.500 Hz, e assim, esse valor de frequéncia é usado como o limite maximo das FRFs medidas,
obtidas na unidade dB[(m/s)/N] x Hz. A unidade dB foi escolhida, pois aproxima o tamanho

dos picos dos graficos FRF's, facilitando a analise.

9.1.4 Visualizacao da existéncia da incerteza no modelo médio

Compara-se nesse subitem as respostas graficas do modelo médio e do modelo base. Tais
modelos, como ja informado no inicio desse capitulo, foram construidos sem se inserir neles
nenhum tipo de aleatoriedade, como ocorre com o conjunto médio experimental ao se
acrescentar na viga ensaiada os imas em posi¢oes aleatorias. Pode-se dizer entdo que, devido a
esse fato, as FRF's de tais modelos deveriam concordar ja que sdo construidos tendo por base
um unico sistema projetado, denominado aqui de modelo projetado, conforme apresentado na
Figura 1.

No entanto, ndo € o que se observa nas respostas graficas mostradas na Figura 29, obtida
paratoda a faixa de frequéncia (0 a 4.500 Hz), melhor visualizadas na Figura 30 (faixa de baixa
frequéncia: 0 a 800 Hz), na Figura 31 (faixa de média frequéncia: 800 a2.200 Hz) e na Figura
27 (faixa de alta frequéncia: 2.200 a 4.500 Hz). Na faixa de baixa frequéncia de vibragédo a
FRF do modelo médio segue um pouco mais de perto a FRF do modelo base apesar de haver
um deslocamento dos picos de ressonancia das duas curvas. J& a medida que a frequéncia

aumenta, cresce a diferenca entre as respostas.

Como se sabe, ao se construir o modelo experimental incertezas aleatérias irredutiveis
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(como apresentadas na Figura 13) sdo nele introduzidas. 1sso, juntamente com o fato de que o

modelo médio carrega a incerteza de modelo, faz com que as curvas sejam demasiadas

diferentes impossibilitando que se utilize 0 modelo médio em lugar do modelo experimental,

tal qual € o objetivo da abordagem ndo-paramétrica. Sendo assim, pode-se dizer que 0 modelo

médio deve ter sua confiabilidade aumentada.
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Figura 24: FRF do modelo médio e modelo base para toda a faixa de frequéncia. Fonte: autor.
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autor.
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Figura 26: FRF do modelo médio e modelo base para a faixa de média frequéncia. Fonte:
autor.
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Figura 27: FRF do modelo médio e modelo base para a faixa de alta frequéncia. Fonte: autor.

9.1.5 Visualizagdo da existéncia da incerteza de modelagem

As respostas graficas a serem observadas a seguir mostram as alteracdes que se pode obter
na FRF quando se incorpora incertezas no sistema, que no caso dessa tese, se faz por meio do

acréscimo de imas na viga em posi¢des aleatdrias. Sendo assim, as andlises fardo uso das
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respostas resultantes do experimento referentes ao modelo base que é representado pela viga
sem acréscimo de imés, e do conjunto médio experimental, que € a média das 100 medidas

experimentais com o acréscimo das massas na viga.

A Figura 28 mostra o resultado para toda a faixa de frequéncia (0 a 4.500 Hz) porém, é
possivel observar na Figura 29, em que se tem as FRF's para a faixa de baixa frequéncia (0 a
800 Hz), que o conjunto médio experimental segue 0 modelo base mais de perto. Ja na Figura
30, gque mostra resultados para a faixa de média frequéncia (800 a 2.200 Hz), pode-se ver que
se inicia uma tendéncia de distanciamento entre as curvas no que diz respeito aos picos de
ressonancia, que apresentam um deslocamento entre eles desde aproximadamente 100 Hz. Os
resultados tendem a piorar na faixas de alta frequéncia (2.200 a 4.500 Hz), como apresentado
na Figura 31. Este comportamento ocorre devido a presenca de massas no conjunto médio

experimental, as quais ndo se acrescentou no modelo base.
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Figura 28: FRF do modelo base e conjunto médio experimental para toda a faixa de
frequéncia. Fonte: autor.
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Figura 31: FRF do modelo base e conjunto médio experimental para a faixa de alta
frequéncia. Fonte: autor.

9.1.6 Visualizacédo da necessidade da quantificacdo da incerteza de

modelagem

Em projetos reais, o que se espera é que o modelo médio possa representar com fidelidade
0 modelo experimental. No entanto, ndo é o que se observa nas comparacles das respostas
gréficas a serem realizadas entre o sistema modelado em EF, denominado modelo médio, e o

conjunto medio experimental.

Verifica-se em toda a faixa de frequéncia (0 a 4.500 Hz), apresentada na Figura 32, que
as curvas do conjunto médio experimental ndo seguem de perto as curvas do modelo médio.
Isso pode ser melhor observado principalmente na Figura 34, em que se tem as FRF's da faixa
de média frequéncia (800 a 2. 200 Hz) e na Figura 35, que mostra os resultados para a faixa de
alta frequéncia (2.200 a 4.500 Hz). Além disso, existe um deslocamento dos picos de
ressonancia melhor visualizados especialmente na faixa de baixa frequéncia (0 a 800 Hz)
apresentada na Figura 33. Isto decorre do fato de que em altas frequéncias se torna mais dificil

a previsibilidade do modelo.
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Figura 32: FRF do modelo médio e conjunto médio experimental para toda a faixa de
frequéncia. Fonte: autor.
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frequéncia. Fonte: autor.
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Figura 34: FRF do modelo médio e conjunto médio experimental para a faixa de média
frequéncia. Fonte: autor.
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Figura 35: FRF do modelo médio e conjunto médio experimental para a faixa de alta
frequéncia. Fonte: autor.

9.1.7 Simulagé&o numérica convencional do modelo médio

Aqui serdo comparadas as FRF's da viga para o conjunto médio simulado e o conjunto

médio experimental. Em toda a faixa de frequéncia (0 a 4.500 Hz) mostrada na Figura 36
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observa-se uma discordancia muito acentuada entre os resultados graficos. Para melhor

visualizagdo desses resultados sdo mostrados separadamente graficos em que a faixa de

frequéncia é dividida. Sendo assim, foi considerado na Figura 37 a faixa de baixa frequéncia (0

a 800 Hz), na Figura 38 a faixa de média frequéncia (800 a 2.200 Hz) e na Figura 39 a faixa
de alta frequéncia (2.200 a 4.500 Hz).
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Figura 36: FRF do conjunto médio simulado e conjunto médio experimental para toda a faixa
de frequéncia. Fonte: autor.
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Figura 37: FRF do conjunto médio simulado e conjunto médio experimental para a faixa de

baixa frequéncia. Fonte: autor.
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média frequéncia. Fonte: autor.
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Figura 39: FRF do conjunto médio simulado e conjunto médio experimental para a faixa de
alta frequéncia. Fonte: autor.

9.1.8 Quantificacéo da incerteza de modelo

A quantificacdo da incerteza de modelo seré realizada neste subitem para que se possa

aumentar a confiabilidade do modelo numérico, chamado modelo médio.
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Uma variavel fundamental para esta quantificacdo é o parametro de dispersdo. Ele carrega
a informacdo sobre a incerteza no modelo de EF e deve ser calculado para se proceda a
aplicacdo da abordagem ndo-paramétrica. Entretanto, tendo em vista que ele tem uma grande
influéncia na resposta da quantificacdo, a quantificacdo da incerteza de modelo neste subitem
sera realizada para cinco valores de parametros de dispersdo adotados arbitrariamente & (0,01 /
0,05/0,1/0,2/0,5) com a intencdo justamente de se estudar a sua influéncia na resposta ao se

considerar incerteza na matriz massa.

E preciso lembrar que a incerteza é dada pelo intervalo de confianca IC de 95%.

9.1.8.1 Quantificacdo da incerteza de modelo para 6 = 0,01

Sdo apresentadas a seguir as respostas graficas para o IC de 95% além da FRF do modelo
médio. A Figura 40 apresenta o gréfico de convergéncia do método para o parametro de
dispersdo considerado de 0,01. J& para as FRFs, toda a faixa de frequéncia (0 a 4.500 Hz) é
mostrada na Figura 41 porém, para melhor visualizacdo dos resultados, sdo mostrados também
graficos em que a faixa de frequéncia é dividida. Sendo assim, foi considerado na Figura 42 a
faixa de baixa frequéncia (0 a 800 Hz), na Figura 43 a faixa de média frequéncia (800 a

2.200 Hz) e na Figura 44 a faixa de alta frequéncia (2.200 a 4.500 Hz).
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Figura 40: Grafico de convergéncia do método para § = 0,01. Fonte: autor.
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Figura 43: Modelo médio e IC para a faixa de média frequéncia e § = 0,01. Fonte: autor.
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Figura 44: Modelo médio e IC para a faixa de alta frequéncia e § = 0,01. Fonte: autor.

9.1.8.2 Quantificacao da incerteza de modelo para § = 0,05

Aqui serdo apresentadas as respostas graficas para o IC de 95% além da FRF do modelo
médio. A Figura 45 apresenta o grafico de convergéncia do método para o parametro de
dispersdo considerado de 0,05. Ja para as FRFs, toda a faixa de frequéncia (0 a 4.500 Hz) é
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mostrada na Figura 46 porém, para melhor visualiza¢do dos resultados, sdo mostrados também

gréaficos em que a faixa de frequéncia é dividida. Sendo assim, foi considerado na Figura 47 a

faixa de baixa frequéncia (0 a 800 Hz), na Figura 48 a faixa de média frequéncia (800 a
2.200 Hz) e na Figura 49 a faixa de alta frequéncia (2.200 a 4.500 Hz).
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Figura 45: Grafico de convergéncia do método para 6 = 0,05. Fonte: autor.
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Figura 46: Modelo médio e IC para toda a faixa de frequéncia e § = 0,05. Fonte: autor.
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Figura 49: Modelo médio e IC para a faixa de alta frequéncia e § = 0,05. Fonte: autor.

9.1.8.3 Quantificacdo da incerteza de modelo parad = 0,1

Considerando-se o parametro de dispersdo de 0,1, 0 IC de 95% e a FRF do modelo médio
sdo apresentadas. O grafico da Figura 50 presenta a convergéncia do método. Ja a FRF para
toda a faixa de frequéncia (0 a 4.500 Hz) é mostrada na Figura 51 porém, para melhor
visualizacdo dos resultados, sdo mostrados também graficos em que a faixa de frequéncia €
dividida. Sendo assim, foi considerado na Figura 52 a faixa de baixa frequéncia (0 a 800 Hz),
na Figura 53 a faixa de média frequéncia (800 a 2.200 Hz) e na Figura 54 a faixa de alta

frequéncia (2.200 a 4.500 Hz).
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Figura 52: Modelo médio e IC para a faixa de baixa frequéncia e 6 = 0,1. Fonte: autor.
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Figura 53: Modelo médio e IC para a faixa de média frequéncia e § = 0,1. Fonte: autor.



134

FRF para s =0.1

100
[ Jic95%

— Modelo Médio

N RS

dB [(m/s)/N]

40
2500 3000 3500 4000 4500
frequéncia [Hz]

Figura 54: Modelo médio e IC para a faixa de alta frequéncia e § = 0,1. Fonte: autor.

9.1.8.4 Quantificacdo da incerteza de modelo para éd = 0,2

Ao se considerar o parametro de dispersdo de 0,2, 0 IC de 95% e a FRF do modelo médio
sdo apresentadas. O grafico da Figura 55 apresenta a convergéncia do método. J& a FRF para
toda a faixa de frequéncia (0 a 4.500 Hz) é mostrada na Figura 56 porém, para melhor
visualizacdo dos resultados, sdo mostrados também gréaficos em que a faixa de frequéncia é
dividida. Sendo assim, foi considerado na Figura 57 a faixa de baixa frequéncia (0 a 800 Hz),
na Figura 58 a faixa de média frequéncia (800 a 2.200 Hz) e na Figura 59 a faixa de alta

frequéncia (2.200 a 4.500 Hz).
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Figura 55: Grafico de convergéncia do método para 6 = 0,2. Fonte: autor.
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Figura 56: Modelo médio e IC para toda a faixa de frequéncia e § = 0,2. Fonte: autor.
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Figura 57: Modelo médio e IC para a faixa de baixa frequéncia e 6 = 0,2. Fonte: autor.
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Figura 58: Modelo médio e IC para a faixa de média frequéncia e 6 = 0,2. Fonte: autor.
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Figura 59: Modelo médio e IC para a faixa de alta frequéncia e 6 = 0,2. Fonte: autor.

9.1.8.5 Quantificacdo da incerteza de modelo para d = 0,5

Considerando-se o parametro de dispersao de 0,5, 0 IC de 95% e a FRF do modelo médio
sdo apresentadas. O grafico da Figura 60 apresenta a convergéncia do método. J& a FRF para
toda a faixa de frequéncia (0 a 4.500 Hz) é mostrada na Figura 61 porém, para melhor
visualizacdo dos resultados, sdo mostrados também gréaficos em que a faixa de frequéncia é
dividida. Sendo assim, foi considerado na Figura 62 a faixa de baixa frequéncia (0 a 800 Hz),
na Figura 63 a faixa de média frequéncia (800 a 2.200 Hz) e na Figura 64 a faixa de alta

frequéncia (2.200 a 4.500 Hz).
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Figura 64: Modelo médio e IC para a faixa de alta frequéncia e § = 0,5. Fonte: autor.

E possivel observar na Figura 40, Figura 45, Figura 50, Figura 55 e Figura 60 que a

convergéncia ocorre por volta de 400 simulagdes.

No que diz respeito a quantificacdo, ao se utilizar parametros de dispersdo § = 0,01, =
0,05 e § = 0,1, 0 modelo médio permanece dentro do IC por toda a faixa de frequéncia de
vibracdo. Ja para 6 = 0,2 e § = 0,5, ocorre uma tendéncia da FRF do modelo médio de se
afastar dos limites deste mesmo intervalo. Esta tendéncia se intensifica ainda mais a medida
que se aumenta o parametro de dispersao até que o IC passa a conter toda a curva do modelo

médio, 0 que é mais evidente ao se observar as respostas graficas para § = 0,5.

E perceptivel ainda que o IC cresce tanto tendo como referéncia o eixo da frequéncia
quanto tendo como referéncia o eixo da amplitude em dB. Isto quer dizer que o IC se torna
mais largo e, ndo s6 com o aumento da frequéncia como ja concluido por alguns autores citados

no Capitulo 2, mas também com o aumento do parametro de disperséo.

9.2 ESTUDO DE CASQO II: VIGA FIXA-LIVRE

O segundo estudo de caso a ser apresentado nesta tese resulta de ensaios realizados no
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Laboratério de Vibragbes Mecéanicas do Instituto de Engenharia Mecénica (IEM) da
Universidade Federal de Engenharia de Itajub4d (UNIFEI). Da mesma forma que no primeiro

estudo de caso, aqui também sera possivel a obtengdo das FRF's para que sejam analisadas.

O sistema dinamico neste caso é constituido por uma viga de aco de secéo transversal
retangular uniforme. Uma das extremidades da viga € presa em um bloco de aco, que por sua
vez, é fixo a uma mesa rigida por meio de parafusos. A outra extremidade da viga é livre. As
propriedades do sistema mencionado sdo apresentadas na Tabela 2.

Tabela 2: Propriedades materiais e geométricas da viga fixa-livre.

Propriedades geométricas e constitutivas da viga de aco ensaiada

Propriedade Valor Unidade
Comprimento efetivo (L) 950 mm
Largura (b) 32,94 mm
Espessura (t) 1,42 mm
Densidade de massa (p) 7.800 kg/m3
Modulo de Young (E) 210 GPa
Area da secdo transversal (a = bt) 4,677 X 107> m?
Momento de inércia (I = 1/12bt3) 2,415 x 107° m*
Massa por unidade de comprimento (p;) 0,313 kg/m
Rigidez a flexéo (EI) 5,071 Nm?
Peso total 0,2973 kg

9.2.1 Configuracao experimental da viga fixa-livre

A viséo geral do ensaio de viga fixa-livre pode ser vista na Figura 65 e um esquema com
a descricdo e posicionamento dos instrumentos € apresentada na Figura 66. A incerteza sera
propagada na matriz massa do sistema dindmico por isso, para simular a aleatoriedade na
distribuicdo da massa, houve a fixagdo na viga, em posi¢des aleatorias, de 10 massas iguais.
Elas sdo pequenos imas e sua massa (0,60g cada) aleatdria corresponde ao total de 2% da massa

da viga.
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Figura 65: Viséo geral do sistema de viga fixa-livre. Fonte: autor.
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Computador
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Figura 66: Visdo geral do sistema de viga fixa-livre. Fonte: autor.

Primeiramente foram obtidas as respostas do sistema base que corresponde ao sistema

sem o acréscimo dos imas na viga. Posteriormente, foram realizados os testes com o acréscimo

dos imés. Como foram realizados 10 ensaios, as posi¢Oes aleatorias dos imas sdo geradas por

uma distribui¢do uniforme com 10 amostras, ou seja, sdo gerados 10 vetores de 10 posicGes

cada. Em cada um dos ensaios, a posicao aleatoria dos imas é alterada, e entdo, tem-se dez
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amostras nominalmente idénticas dos sistemas dinamicos criados e individualmente testados.
A variagdo das localizagdes das 10 massas, ou iméas, € mostrada na Figura 67. J& na Figura 68

é possivel observar alguns imés posicionados na viga.

10

SN

th

Numero de Amostras

................................

L " I -

0 0.2 0.4 0. 0.8
Posicdo ao longo da viga (m)

Figura 67: Variacdo na localizacdo das 12 massas. Fonte: autor.

Figura 68: Massas posicionadas em localizagdes aleatdrias da viga. Fonte: autor.
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9.2.2 Cuidados narealizac&o do ensaio da viga fixa- livre

Neste ensaio foram tomados certos cuidados, alguns diferentes dos mostrados no primeiro
estudo de caso, porém, também importantes para que, na medida do possivel, se possa obter
respostas que traduzam a presenca da incerteza que resulta da falta de conhecimento do sistema.

Sao eles:

1. A viga é uma régua. Seu uso garante que os imés possam ser facilmente colocados
em localizagbes pré-determinadas, evitando-se assim erros de posicionamento. E o

que se verifica na Figura 68.

2. As massas adicionadas sdo representadas por imds, o que facilita o seu
posicionamento em qualquer localizacdo da viga. Isto pode ser visto também na

Figura 68.

3. Para que fossem eliminadas, tanto quanto possivel, as incertezas que surgem devido
as forcas de entrada, foi feita uma marca na viga para que a excitacdo com o martelo

de impacto fosse sempre na mesma posicdo, 0 que pode ser verificado na Figura 69.

& b

Figura 69: Marca feita na viga para excitacdo com o martelo de impacto. Fonte: autor.

4. As medidas foram realizada por um vibrémetro laser que ndo interfere no
comportamento do sistema ja que ndo se tem um acréscimo de massa na viga como

ocorre quando se fixa acelerdmetros.
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9.2.3 Obtencéao das respostas do ensaio da viga fixa-livre

A excitacdo foi realizada por meio de um martelo instrumentado com ponta de aco.
Obteve-se FRFs com frequéncia de até 3600 Hz, porem foram consideradas, para efeito de

andlise, frequéncias até 2700 Hz.

Na obtencdo das respostas experimentais foi utilizado um vibrémetro como sensor de

resposta para obtencdo das FRFs experimentais. A leitura foi realizada a 940 mm do engaste.

9.2.4 Visualizacao da existéncia da incerteza no modelo médio

Partindo do principio de que 0 modelo médio e 0 modelo base deveriam concordar a ponto
do modelo base, usado em testes experimentais, poder ser substituido pelo modelo médio em
testes computacionais, o que se pode dizer a respeito das respostas graficas obtidas € que se tem
uma boa concordancia das curvas em quase toda a faixa de frequéncia estudada ao se observar

a Figura 70.

Isso pode ser observado de forma mais clara na Figura 71 e na Figura 73, as quais
mostram, respectivamente, as FRF's para as faixas de baixa frequéncia (0 a 800 Hz) e alta
frequéncia de vibracdo (1.600 a 2.700 Hz). Ja na Figura 72, que apresenta os resultados para a
faixa de média frequéncia (800 a 1.600 Hz), verifica-se que ocorre mais uma vez um maior

deslocamento dos picos de ressonancia do modelo base com relacdo ao modelo médio.

Diante dos resultados, o que se deve fazer é aumentar a confiabilidade do modelo médio,

neste caso, devido principalmente aos resultados apresentados na faixa de média frequéncia.
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Figura 70: Simulacdo numérica da amplitude para toda a faixa de frequéncia. Fonte: autor.
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Figura 71: Simulacdo numérica da amplitude para a faixa de baixa frequéncia. Fonte: autor.
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Figura 72: Simulacdo numeérica da amplitude para a faixa de média frequéncia. Fonte: autor.
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Figura 73: Simulagdo numérica da amplitude para a faixa de alta frequéncia. Fonte: autor.

9.2.5 Visualizacdo da existéncia da incerteza de modelagem

As respostas graficas a serem observadas a seguir mostram as alteracdes que se pode obter

na FRF quando se considera incertezas na modelagem. Serdo utilizadas respostas resultantes
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do experimento referentes ao modelo base e ao conjunto medio experimental que podem,
inicialmente, serem vistas para toda a faixa de frequéncia estudada (0 a 2.700 Hz) na Figura

74.

Bem como no primeiro estudo de caso, o conjunto médio experimental segue 0 modelo
base mais de perto na regido de baixa frequéncia (0 a 800 Hz), cujas respostas podem ser vistas
na Figura 75. Porém, até mesmo nesta faixa de baixa frequéncia, a medida que a frequéncia
aumenta se percebe um deslocamento dos picos de ressonancia do conjunto médio com relacéo
ao modelo base. Essa tendéncia vai se intensificando nos resultados para as faixas de média
frequéncia (800 a 1.600 Hz), apresentados na Figura 76 e nas faixas de alta frequéncia (1.600

a 2.700 Hz), apresentados na Figura 77.
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Figura 74: Simulacdo numérica da amplitude para toda a faixa de frequéncia. Fonte: autor.
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Figura 75: Simulacdo numérica da amplitude para a faixa de baixa frequéncia. Fonte: autor.
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Figura 76: Simulacdo numérica da amplitude para a faixa de média frequéncia. Fonte: autor.
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Figura 77: Simulacdo numérica da amplitude para a faixa de alta frequéncia. Fonte: autor.

9.2.6 Visualizacao da necessidade da quantificacdo da incerteza de

modelagem

Em projetos reais, o que se espera é que o modelo médio possa representar com fidelidade
o modelo experimental. No entanto, a comparacéo entre as FRF's dos dois modelos mostra que
tal feito ndo se faz possivel devido ao fato das respostas ndo concordarem muito ao se verificar

toda a faixa de frequéncia de vibracdo estudada (0 a 2.700 Hz) apresentada na Figura 78.

Aqui mais uma vez se observa um deslocamento dos picos de ressonancia que tem seu
inicio na faixa de baixa frequéncia (0 a 800 Hz), cujos resultados podem ser vistos na Figura
79, e que se acentuam nas faixas de média frequéncia (800 a 1.600 Hz), observada na Figura

80 e na faixa de alta frequéncia (1.600 a 2.700 Hz), verificada na Figura 81.
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Figura 80: Resultados simulados e experimentais para a faixa de media frequéncia. Fonte:

autor.
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Figura 81: Resultados simulados e experimentais para a faixa de alta frequéncia. Fonte: autor.

9.2.7 Simulagdo numeérica convencional do modelo médio

Aqui serdo comparadas as respostas graficas referentes a amplitude da FRF da viga para

0 conjunto médio simulado e o conjunto médio do experimento. O grafico da Figura 82 mostra
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o resultado para toda a faixa de frequéncia (0 a 2.700 Hz) porém, para melhor visualizacdo dos
resultados, sdo mostrados também graficos em que a faixa de frequéncia é dividida. Sendo
assim, foi considerado na Figura 83 a faixa de baixa frequéncia (0 a 800 Hz), na Figura 84 a

faixa de média frequéncia (800 a 1.600 Hz) e na Figura 85 a faixa de alta frequéncia (1.600 a

2.700 Hz).

Em todos os casos, ou seja, em toda a faixa de vibracdo estudada, € possivel perceber a

ocorréncia de um deslocamento dos picos de ressonancia das curvas.
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Figura 82: Resultados simulados e experimentais para toda a faixa de frequéncia. Fonte: autor.
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Figura 85: Resultados simulados e experimentais para a faixa de alta frequéncia. Fonte: autor.

9.2.8 Quantificacéo da incerteza de modelo

Da mesma forma que para o sistema de viga fixa-livre, a quantificacdo da incerteza de
modelo sera realizada neste subitem para que se possa aumentar a confiabilidade do modelo
numérico, chamado modelo medio.

Além disso, é preciso lembrar que a incerteza é dada pelo intervalo de confianca IC de
95% e sera realizada para cinco valores de parametros de dispersédo 6 (0,01/0,05/0,1/0,2/

0,5) com a intencdo de se estudar a sua influéncia na resposta do sistema.

9.2.8.1 Quantificacdo da incerteza de modelo para 6 = 0,01

Sdo apresentadas a seguir as respostas graficas para o IC de 95% além da FRF do modelo
médio. A Figura 86 apresenta o grafico de convergéncia do método para o parametro de
dispersdo considerado de 0,01. Ja para as FRFs, toda a faixa de frequéncia (0 a 2.700 Hz) é
mostrada na Figura 87 porém, para melhor visualizagéo dos resultados, sdo mostrados também
graficos em que a faixa de frequéncia é dividida. Sendo assim, foi considerado na Figura 88 a
faixa de baixa frequéncia (0 a 800 Hz), na Figura 89 a faixa de média frequéncia (800 a

1.600 Hz) e na Figura 90 a faixa de alta frequéncia (1.600 a 2.700 Hz).
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Figura 86: Grafico de convergéncia do método para 6 = 0,01. Fonte: autor.

FRF para & = 0.01

4000

60

[ hcos%

— Modelo

Médio

50

40

30

dB [(m/s)/N]

20

R HHYVVIVVAVIVAVAVAAY,

Jves ST Y M VIV Y

-10

\/

500 1000 1500 2000 2500
frequéncia [Hz]

Figura 87: Modelo médio e IC para toda a faixa de frequéncia e § = 0,01. Fonte: autor.



dB [(m/s)/N]

FRF para 6 = 0.01

157

60

50

[ Jic 95%
— Modelo Médio

40

w
(=]

N
[=]

10

|\

| ]
|

AV,

\_/

\

\

\_/

-10

VAR

v

J\

100

200

300

500
frequéncia [Hz]

600

700
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Tabela 3: Frequéncias referentes a Figura 88.

0 < frequéncia < 800 Hz

6=0,01

Varl 1C5 Modelo Modelo 1C95 Desvio DP médio
Médio Base padréo (DP)
1 1,3864 1,3881 1,3882 1,3898 0,0010497  0,00075621
2 8,6884 8,6990 8,6999 8,7097 0,0065084  0,00074818
3 24,328 24,357 24,360 24,386 0,0180760  0,00074210
4 47,673 47,673 47,736 47,790 0,0353920  0,00074150
5 78,804 78,902 78,911 78,997 0,0587640  0,00074476
6 117,73 117,87 117,88 118,01 0,0881150  0,00074758
7 164,43 164,63 164,64 164,83 0,1232200  0,00074846
8 218,91 219,18 219,20 219,45 0,1657100  0,00075605
9 281,16 281,52 281,55 281,86 0,2110300  0,00074963
10 351,22 351,66 351,69 352,09 0,2599000  0,00073905
11 429,04 429,57 429,63 430,11 0,3247100  0,00075588
12 514,67 515,31 515,36 515,94 0,3848700  0,00074687

800
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13 608,09 608,83 608,89 609,56 0,44770 0,00073533
14 709,25 710,13 710,21 711,02 0,53159 0,00074858
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Figura 89: Modelo médio e IC para a faixa de média frequéncia e 6§ = 0,01. Fonte: autor.

Tabela 4: Frequéncias referentes a Figura 89.

6=0,01

800 < frequéncia < 1.600 Hz

Varl IC5 Modelo Modelo 1C95 Desvio DP médio
Médio Base padrdo (DP)
15 818,26 819,25 819,34 820,24 0,60625 0,00074000
16 934,98 936,15 936,25 937,30 0,70257 0,00075049
17 1059,6 1060,9 1061,0 1062,2 0,79280 0,00074731
18 1192,0 1193,4 1193,5 11949 0,88219 0,00073923
19 1332,0 1333,7 1333,8 1335,3 0,99567 0,00074656
20 1480,1 1481,8 1481,9 1483,6 1,09600 0,00073964

1600
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Figura 90: Modelo médio e IC para a faixa de alta frequéncia e § = 0,01. Fonte: autor.

Tabela 5: Frequéncias referentes a Figura 90.

6=0,01
1.600 < frequéncia < 2.700 Hz

Varl 1C5 Modelo Modelo 1C95 Desvio DP médio
Médio Base padréo (DP)
21 1635,7 1637,7 1637,9 1639,7 1,2141 0,00074138
22 1799,2 1801,4 1801,6 1803,6 1,3428 0,00074541
23 1970,6 1973,0 1973,2 1975,4 1,4903 0,00075536
24 21497 21524 2152,6 2154,9 1,5850 0,00073639
25 2336,7 2339,5 2339,7 2342,3 1,7171 0,00073396
26 2531,4 2534,5 2534,8 2537,6 1,8850 0,00074376

9.2.8.2 Quantificacao da incerteza de modelo para § = 0,05

S&o apresentadas a seguir as respostas graficas para o IC de 95% além da FRF do modelo

médio. A Figura 91 presenta o grafico de convergéncia do método para o parametro de
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dispersdo considerado de 0,05. J& para as FRFs, toda a faixa de frequéncia (0 a 2.700 Hz) é
mostrada na Figura 92 porém, para melhor visualiza¢ao dos resultados, sdo mostrados também
graficos em que a faixa de frequéncia é dividida. Sendo assim, foi considerado na Figura 93 a
faixa de baixa frequéncia (0 a 800 Hz), na Figura 94 a faixa de média frequéncia (800 a
1.600 Hz) e na Figura 95 a faixa de alta frequéncia (1.600 a 2.700 Hz).
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Figura 91: Grafico de convergéncia do método para § = 0,05. Fonte: autor.
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Figura 92: Modelo médio e IC para toda a faixa de frequéncia e § = 0,05. Fonte: autor.
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Figura 93: Modelo médio e IC para a faixa de baixa frequéncia e § = 0,05. Fonte: autor.

Tabela 6: Frequéncias referentes a Figura 93.

0 < frequéncia < 800 Hz

6=0,05

Varl IC5 Modelo Modelo 1C95 Desvio DP médio
Médio Base padrdo (DP)
1 1,3762 1,3847 1,3882 1,3933 0,005113 0,0036926
2 8,6226 8,6768 8,6999 8,7299 0,032280 0,0037204
3 24,155 24,298 24,360 24,447 0,088228 0,0036310
4 47,330 47,610 47,736 47,908 0,175410 0,0036842
5 78,221 78,695 78,911 79,174 0,292040 0,0037110
6 116,85 117,59 117,88 118,31 0,448990 0,0038184
7 163,23 164,22 164,64 165,22 0,608530 0,0037057
8 217,29 218,65 219,2 220,01 0,799740 0,0036577
9 279,15 280,88 281,55 282,58 1,036700 0,0036910
10 348,74 350,76 351,69 352,83 1,248800 0,0035603
11 425,97 428,54 429,63 431,16 1,572600 0,0036696
12 510,99 514,05 515,36 517,12 1,906700 0,0037091

800
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13 603,74 607,41 608,89 611,12 2,229700 0,0036708

14 704,07 708,46 710,21 712,77 2,634500 0,0037187

FRF para 6 = 0.05
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Figura 94: Modelo médio e IC para a faixa de média frequéncia e § = 0,05. Fonte: autor.

Tabela 7: Frequéncias referentes a Figura 94.

6=0,05
800 < frequéncia < 1.600 Hz

Varl IC5 Modelo Modelo 1C95 Desvio DP médio
Médio Base padréo (DP)

15 812,47 817,33 819,34 822,33 3,009 0,0036815

16 928,10 933,95 936,25 939,75 3,4517 0,0036958

17 1052,1 1058,5 1061,0 1065,2 3,9146 0,0036982

18 1183,3 1190,4 1193,5 1197,7 4,4104 0,0037048

19 1322,1 1330,4 1333,8 1338,4 4,9291 0,0037050

20 1469,2 1478,1 1481,9 1487,2 5,4885 0,0037131
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Figura 95: Modelo médio e IC para a faixa de alta frequéncia e § = 0,05. Fonte: autor.

Tabela 8: Frequéncias referentes a Figura 95.

6=20,05
1.600 < frequéncia < 2.700 Hz

Varl 1C5 Modelo Modelo 1C95 Desvio DP médio
Médio Base padrdo (DP)
21 1624,2 1634,1 1637,9 1643,7 5,9528 0,0036428
22 1786,9 1797,4 1801,6 1808,5 6,5501 0,0036441
23 1957,1 1968,7 1973,2 1980,4 7,1869 0,0036505
24 2134,4 21475 2152,6 2160,8 8,0968 0,0037703
25 2319,8 2334,1 2339,7 2348,8 8,9210 0,0038220
26 2514,5 2529,0 2534,8 2543,9 9,0810 0,0035908

9.2.8.3 Quantificacao da incerteza de modelo parad = 0,1

Sdo apresentadas a seguir as respostas graficas para o IC de 95% além da FRF do modelo

médio. A Figura 96 apresenta o grafico de convergéncia do método para o parametro de

dispersdo considerado de 0,1. Ja para as FRFs, toda a faixa de frequéncia (0 a 2.700 Hz) é
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mostrada na Figura 97 porém, para melhor visualiza¢do dos resultados, sdo mostrados também
graficos em que a faixa de frequéncia é dividida. Sendo assim, foi considerado na Figura 98 a
faixa de baixa frequéncia (0 a 800 Hz), na Figura 99 a faixa de média frequéncia (800 a
1.600 Hz) e na Figura 100 a faixa de alta frequéncia (1.600 a 2.700 Hz).
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Figura 96: Grafico de convergéncia do método para 6 = 0,1. Fonte: autor.
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Figura 97: Modelo meédio e IC para toda a faixa de frequéncia e § = 0,1. Fonte: autor.
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Figura 98: Modelo médio e IC para a faixa de baixa frequéncia e 6 = 0,1. Fonte: autor.

Tabela 9: Frequéncias referentes a Figura 98.

6§=01
0 < frequéncia < 800 Hz
Varl 1C5 Modelo Modelo 1C95 Desvio DP médio
Médio Base padrdo (DP)
1 1,3570 1,3737 1,3882 1,3904 0,010200 0,0074253
2 8,5075 8,6100 8,6999 8,7172 0,064568 0,0074992
3 23,818 24,110 24,360 24,412 0,180650 0,0074929
4 46,672 47,243 47,736 47,820 0,348450 0,0073758
5 77,154 78,096 78,911 79,062 0,580540 0,0074336
6 115,32 116,67 117,88 118,14 0,865710 0,0074202
7 161,01 162,98 164,64 165,03 1,228900 0,0075406
8 214,32 216,94 219,20 219,64 1,612900 0,0074346
9 275,37 278,71 281,55 282,27 2,076400 0,0074498
10 343,93 348,16 351,69 352,54 2,624100 0,0075372
11 419,91 425,32 429,63 430,68 3,229000 0,0075920
12 503,98 510,16 515,36 516,43 3,796100 0,0074410

800
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13 595,43 602,69 608,89 610,07 4,460000 0,0074002
14 694,47 703,10 710,21 711,88 5,269500 0,0074947
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Figura 99: Modelo médio e IC para a faixa de média frequéncia e § = 0,1. Fonte: autor.

Tabela 10: Frequéncias referentes a Figura 99.

6=01

800 < frequéncia < 1.600 Hz

Varl IC5 Modelo Modelo 1C95 Desvio DP médio
Médio Base padréo (DP)
15 801,52 811,19 819,34 821,02 5,9198 0,0072977
16 915,90 927,09 936,25 938,30 6,9031 0,0074460
17 1037,8 1050,4 1061,0 1063,1 7,6394 0,0072726
18 1167,6 1181,8 1193,5 1196,6 8,7875 0,0074358
19 1304,8 1320,8 1333,8 1337,0 9,7802 0,0074048
20 1449,9 1467,4 1481,9 1485,1 10,715 0,0073025

1600
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Figura 100: Modelo médio e IC para a faixa de alta frequéncia e § = 0,1. Fonte: autor.

Tabela 11: Frequéncias referentes a Figura 100.

=01
1.600 < frequéncia < 2.700 Hz
Varl IC5 Modelo Modelo 1C95 Desvio DP médio
Médio Base padrdo (DP)
21 1602,2 1621,9 1637,9 1642,0 12,066 0,0074390
22 1762,3 1784,4 1801,6 1806,4 13,415 0,0075180
23 1931,0 1954,6 1973,2 1978,4 14,372 0,0073529
24 2105,4 21319 2152,6 2159,2 16,264 0,0076289
25 2289,3 23175 2339,7 2345,2 17,214 0,0074276
26 2480,5 2511,4 2534,8 2541,8 18,635 0,0074201

9.2.8.4 Quantificacdo da incerteza de modelo para § = 0,2

Sdo apresentadas a seguir as respostas graficas para o IC de 95% além da FRF do modelo

médio. A Figura 101 apresenta o grafico de convergéncia do método para o parametro de

dispersdo considerado de 0,2. Ja para as FRFs, toda a faixa de frequéncia (0 a 2.700 Hz) é
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mostrada na Figura 102 porém, para melhor visualizacéo dos resultados, sdo mostrados também
graficos em que a faixa de frequéncia € dividida. Sendo assim, foi considerado na Figura 103 a
faixa de baixa frequéncia (0 a 800 Hz), na Figura 104 a faixa de média frequéncia (800 a
1.600 Hz) e na Figura 105 a faixa de alta frequéncia (1.600 a 2.700 Hz).
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Figura 101: Gréafico de convergéncia do método para § = 0,2. Fonte: autor.
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Figura 102: Modelo médio e IC para toda a faixa de frequéncia e § = 0,2. Fonte: autor.
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Figura 103: Modelo médio e IC para a faixa de baixa frequéncia e § = 0,2. Fonte: autor.

Tabela 12: Frequéncias referentes a Figura 103.

6§=0,2
0 < frequéncia < 800 Hz
Varl IC5 Modelo Modelo 1C95 Desvio DP médio
Médio Base padrdo (DP)
1 1,2968 1,3289 1,3882 1,3617 0,019612 0,014758
2 8,1276 8,3289 8,6999 8,5359 0,124010 0,014889
3 22,768 23,324 24,360 23,891 0,347640 0,014905
4 44,605 45,716 47,736 46,832 0,670990 0,014678
5 73,720 75,566 78,911 77,484 1,142100 0,015114
6 110,16 112,94 117,88 115,78 1,717000 0,015203
7 153,88 157,76 164,64 161,62 2,372200 0,015037
8 204,99 210,06 219,20 215,13 3,081200 0,014668
9 263,28 269,78 281,55 276,32 3,936500 0,014591
10 328,94 337,13 351,69 345,52 5,011200 0,014864
11 401,90 411,92 429,63 422,04 6,153200 0,014938

[N
N

482,13 494,11 515,36 506,33 7,279100 0,014732
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13 569,96 583,86 608,89 598,52 8,663700 0,014839
14 665,13 681,29 710,21 698,21 10,11500 0,014847
15 767,74 786,22 819,34 805,56 11,47900 0,014600
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Figura 104: Modelo médio e IC para a faixa de média frequéncia e § = 0,2. Fonte: autor.

Tabela 13: Frequéncias referentes a Figura 104.

6§=0,2
800 < frequéncia < 1.600 Hz
Varl IC5 Modelo Modelo 1C95 Desvio DP médio
Médio Base padrdo (DP)
16 877,09 898,47 936,25 919,97 12,955 0,014419
17 994,37 1018,5 1061,0 1043,2 14,747 0,014480
18 1119,3 1146,3 1193,5 11739 16,760 0,014621
19 1250,0 1280,6 1333,8 1311,6 18,768 0,014656
20 1389,6 14229 1481,9 1457,2 20,697 0,014546
21 1536,4 1573,3 1637,9 1610,8 22,735 0,014451

1600
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Figura 105: Modelo médio e IC para a faixa de alta frequéncia e § = 0,2. Fonte: autor.

Tabela 14: Frequéncias referentes a Figura 105.

6§=0,2
1.600 < frequéncia < 2.700 Hz
Varl IC5 Modelo Modelo 1C95 Desvio DP médio
Médio Base padrdo (DP)
22 1689,4 1730,7 1801,6 1773,3 25,591 0,014786
23 1850,2 1895,6 1973,2 1942,8 28,128 0,014839
24 2019,9 2068,9 2152,6 2118,6 29,905 0,014454
25 2195,4 22487 2339,7 2303,0 32,450 0,014431
26 2379,6 2437,4 2534,8 2496,6 35,691 0,014643
27 2570,9 2632,3 2737,6 2695,6 38,011 0,014440

9.2.8.5 Quantificacao da incerteza de modelo para d = 0,5

Sdo apresentadas a seguir as respostas graficas para o IC de 95% além da FRF do modelo
médio. A Figura 106 apresenta o grafico de convergéncia do método para o parametro de

dispersdo considerado de 0,5. Ja para as FRFs, toda a faixa de frequéncia (0 a 2.700 Hz) ¢
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mostrada na Figura 107 porém, para melhor visualizagéo dos resultados, sdo mostrados também
graficos em que a faixa de frequéncia € dividida. Sendo assim, foi considerado na Figura 108 a
faixa de baixa frequéncia (0 a 800 Hz), na Figura 109 a faixa de meédia frequéncia (800 a
1.600 Hz) e na Figura 110 a faixa de alta frequéncia (1.600 a 2.700 Hz).
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Figura 106: Gréafico de convergéncia do método para § = 0,5. Fonte: autor.
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Figura 107: Modelo médio e IC para toda a faixa de frequéncia e § = 0,5. Fonte: autor.
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Figura 108: Modelo médio e IC para a faixa de baixa frequéncia e § = 0,5. Fonte: autor.

Tabela 15: Frequéncias referentes a Figura 108.

6§=0,5
0 < frequéncia < 800 Hz
Varl IC5 Modelo Modelo 1C95 Desvio DP médio
Médio Base padrdo (DP)
1 5,6500 5,9995 8,6999 6,3618 0,21949 0,036584
2 15,836 16,810 24,360 17,874 0,62224 0,037015
3 30,938 32,977 47,736 35,037 1,25490 0,038053
4 51,269 54,508 78,911 57,986 2,04660 0,037546
5 76,882 81,684 117,88 86,878 3,05870 0,037446
6 107,24 113,99 164,64 121,03 4,18950 0,036752
7 143,18 152,08 219,20 161,57 5,62990 0,037019
8 183,91 195,60 281,55 208,22 7,37950 0,037727
9 230,20 244,52 351,69 259,84 8,99720 0,036795
10 281,94 298,99 429,63 317,19 10,6440 0,035601
11 338,74 358,71 515,36 380,64 12,7700 0,035601
12 400,10 424,57 608,89 450,44 15,4290 0,036341
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13 466,53 495,76 710,21 525,69 17,7430 0,035788
14 540,34 572,85 819,34 606,02 20,3300 0,035489
15 617,64 654,42 936,25 693,57 22,9370 0,035049
16 702,48 743,20 1061,0 787,36 25,8110 0,034729
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Figura 109: Modelo médio e IC para a faixa de média frequéncia e § = 0,5. Fonte: autor.

Tabela 16: Frequéncias referentes a Figura 109.

6§=0,5
800 < frequéncia < 1.600 Hz
Varl 1C5 Modelo Modelo 1C95 Desvio DP médio
Médio Base padrdo (DP)
17 791.78 836.86 1193.5 884.60 28.047 0.033514
18 886.95 936.30 1333.8 990.30 30.947 0.033052
19 985.99 1040.6 1481.9 1097.7 33.878 0.032558
20 1091.9 1152.7 1637.9 1213.4 36.802 0.031926
21 1201.9 1267.7 1801.6 1335.6 40.366 0.031842
22 1319.9 1390.6 1973.2 1464.5 43.985 0.031630

23 1444.3 1519.6 2152.6 1597.9 46.568 0.030644
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Figura 110: Modelo médio e IC para a faixa de alta frequéncia e § = 0,5. Fonte: autor.

Tabela 17: Frequéncias referentes a Figura 110.

1.600 < frequéncia < 2.700 Hz

6=05

Varl 1C5 Modelo Modelo 1C95 Desvio DP médio
Médio Base padrdo (DP)
24 1574,1 1653,3 2339,7 1737,7 49,673 0,030044
25 1706,2 1792,7 2534,8 1882,3 53,429 0,029803
26 1848,9 1938,4 2737,6 2030,4 56,247 0,029017
27 1993,6 2091,6 2948,3 2193,8 61,171 0,029246
28 2146,7 22477 3166,9 2350,0 62,774 0,027929
29 2299,6 2410,9 3393,3 2526,5 67,276 0,027905
30 2461,9 2582,5 3627,5 2698,9 71,999 0,027880

De forma semelhante ao primeiro estudo de caso, € possivel observar nos graficos de

convergéncia representados, neste caso pela Figura 86, Figura 91, Figura 96, Figura 101 e

Figura 106, que a convergéncia ocorre por volta de 400 simulagdes.

No que diz respeito a quantificacdo, também foram obtidos resultados semelhantes ao
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primeiro estudo de caso. Ao se utilizar parametros de dispersdo § = 0,01,6 = 0,05e § = 0,1,
0 modelo médio permanece dentro do IC por toda a faixa de frequéncia de vibragdo. J& para
d =0,2ed =0,5, ocorre uma tendéncia da FRF do modelo médio de se afastar dos limites
deste mesmo intervalo. Esta tendéncia se intensifica ainda mais a medida que se aumenta o
parametro de dispersdo até que o IC passa a conter toda a curva do modelo médio, o que é mais

evidente ao se observar as respostas graficas para § = 0,5.

E perceptivel ainda que o IC cresce tanto tendo como referéncia o eixo da frequéncia
quanto tendo como referéncia o eixo da amplitude em dB. Isto quer dizer que o IC se torna
mais largo e, ndo s6 com o aumento da frequéncia como ja concluido por alguns autores citados

no Capitulo 2, mas também com o aumento do parametro de disperséo.



Capitulo 10

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

10.1 CONCLUSOES

Tendo em vista que a abordagem ndo-paramétrica tem uma importancia fundamental na
quantificacdo da incerteza de modelagem em modelos de sistemas dindmicos, em especial ao
se trabalhar com sistemas de alta complexidade, esta tese apresenta e explica o arcabolso tedrico
desse método de quantificacdo além de apresentar um passo-a-passo para a sua aplicacdo em
exemplos praticos. Isto se justifica tendo em vista que ndo ha outra maneira de se fazer com
que o modelo médio represente com fidelidade o modelo real sendo pela quantificacdo da
incerteza, tanto paramétrica quanto ndo-paramétrica, € com isso, € possivel que empresas
possam fazer uso do método para aumentar a confiabilidade de seus modelos numéricos de
forma a torna-los suficientemente confiaveis para estudos computacionais. Assim, com 0
modelo médio substituindo o modelo experimental (manufaturado), é possivel evitar que haja
necessidade de testes demasiadamente longos e caros e que muitas vezes sdo até inviaveis de

serem realizados.

E claro que todo o procedimento para a correta aplicagdo do método ja foi estudada e
definida, em especial, por Jaynes. Porém, antes disso, Shannon, com a sua medida do grau de
ignorancia humana e sua formulagéo para o calculo desta ignorancia, denominada entropia de

Shannon, deu as bases para que Jaynes, de certa forma, ‘traduzisse’ os resultados do primeiro,



178

que se encontrava no ambito da Teoria da Informacéo, para que fossem aplicados também em
outras areas. Com isso, e diante do problema de se conseguir a correta FDP, tendo disponivel
pouca ou nenhuma informacdo sobre o problema, Jaynes constatou que a Unica forma de se
obter uma FDP que pudesse representar honestamente o estado de conhecimento incompleto
do analista sobre o problema era por meio da maximizagdo da incerteza sujeita a todas as
informagdes que se tém. A incerteza maximizada € a entropia de Shannon e as informages sdo
traduzidas em restricdes do problema de otimizacdo. Vale lembrar que estas restricdes sdo
expectativas matematicas de quantidades sobre as quais temos alguma informacdo. Esta

formulacéo torna o problema mais simples de ser resolvido.

Tendo por base todos estes estudos, Soize (1998 até 2005) apresentou a abordagem néo-
paramétrica para sistemas dindmicos, o que abriu um horizonte para a quantificacdo da incerteza
nestes sistemas. Adhikari veio depois dele e procedeu a alguns estudos promissores em especial
na primeira fase da abordagem, chamada Modelagem Estocastica, em que se obtém a FDP

apropriada para as matrizes aleatorias do sistema.

Porém, 0 que se Vvé nos artigos referentes ao tema do método ndo-paramétrico é que a
literatura ndo dispbe explicitamente alguns pontos de suma importancia para uma correta
compreensdo e aplicacdo do método. Sendo assim, foi detalhado em grande parte neste trabalho
a fase da Modelagem Estocéstica que resultou na obtencdo da FDP Wishart e seus parametros

otimos.

Ha de se notar, entretanto, que existem também limitacGes na aplicacdo do método néo-
paramétrico e elas estdo no fato de que as matrizes aleatdrias devem pertencer ao conjunto CPD
de matrizes reais, simétricas e positivas-definidas. Este conjunto é o fundamento de toda a
modelagem estocéastica. Com a aplicagdo de suas propriedades as restri¢des, estas se convertem
em equacgOes mais faceis de se trabalhar. Com isso, torna mais simples o processo de se calcular
a FDP com parametros apropriados resolvendo-se o problema de maximizacgdo da entropia de
Shannon sujeita as restricbes do problema de otimizacdo. Nao € possivel portanto, a aplicacao

da abordagem em modelos de sistemas com matrizes que ndo pertencam a este conjunto.

Por outro lado, dois estudos de casos foram apresentados para que um passo-a-passo fosse
mostrado no processo de avaliacdo da confiabilidade do sistema até a quantificacdo da

incerteza. O primeiro trata-se de uma viga fixa-fixa cujo experimento foi realizado por
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Adbhikari, Friswell e Lonkar (2007b) e o segundo se refere a uma viga fixa-livre cujo ensaio foi

realizado pelo autor.

E possivel constatar para os dois sistemas que o conjunto médio experimental segue o
modelo base mais de perto na regido de baixa frequéncia porém, a medida que a frequéncia
aumenta se percebe um atraso do conjunto médio experimental com relacéo as frequéncias do
modelo base. Essa tendéncia vai se intensificando com o aumento da frequéncia. Isto ocorre
porque a massa do modelo base € menor que a massa dos sistemas aleatorios experimentais. A
incerteza incorporada no conjunto médio experimental faz resultar em FRF's com
comportamentos diferentes do esperado, mesmo ao se levar em conta um simples sistema de
viga fixa-fixa. Em sistemas mais complexos provavelmente a diferenca entre as duas curvas
(modelo base e conjunto médio experimental) serd ainda maior. Estas conclusGes observadas
nas respostas graficas deixam mais clara a presenca da incerteza de modelo no sistema

considerado representada pelo comportamento diverso das FRF's.

No que diz respeito as curvas do conjunto médio experimental comparadas com as curvas
do modelo médio, verificou-se uma diferenca entre os dois estudos de caso. Enquanto no
primeiro, em especial a partir de aproximadamente 100 Hz, as curvas do conjunto medio
experimental ndo seguem de perto as curvas do modelo médio, no segundo estudo de caso as
curvas do conjunto médio experimental seguem um pouco mais de perto as curvas do modelo
médio em toda a faixa de frequéncia de vibragdo. Além disso, nos dois estudos de caso ocorrem
deslocamentos dos picos de ressonancia nas FRFs comparadas. No entanto, deve-se dizer que
0 modelo médio ainda pode ter a sua confiabilidade aumentada. Eis ai a evidéncia da
importancia e da necessidade da quantificacdo de incertezas de modelagem pois, ao quantifica-
las € possivel ‘melhorar’ o0 modelo médio, aumentar sua confiabilidade, e com isso utiliza-lo

em substituicdo do modelo experimental.

Porém, a tentativa imediata de solucéo para tal problema seria proceder a uma simulagéo
computacional que pudesse reproduzir de forma satisfatoria a resposta obtida pelo ensaio, ao
invés de quantificar a incerteza. No entanto, o que se verifica nos dois estudos de caso é uma
discordancia entre as curvas de FRF do conjunto médio simulado e do conjunto médio
experimental em toda a faixa de frequéncia e portanto, ndo se pode adotar o modelo que resulta
da simulagdo usual reproduzido aqui, ja que ele ndo produz respostas com confiabilidade

suficiente de forma a representar o modelo experimental em andlises realizadas
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computacionalmente. A solucéo portanto, como ja dito anteriormente, é quantificar a incerteza

presente no modelo médio.

Tendo este objetivo em vista, a quantificacdo da incerteza de modelo nos dois estudos de
caso apresentados foi realizada para cinco valores de parametros de disperséo 6 (0,01 / 0,05/
0,1/0,2/0,5) com o propésito de, além de quantificar a incerteza, também de se estudar a
influéncia de tal parametro na resposta dos sistemas e demostrar a sua importancia. Estudos
como estes sao essenciais na quantificacdo de incertezas, pois 0 comportamento da resposta pode
ser observado em funcdo da Unica informacdo que se tem sobre a incerteza do sistema dindmico,

que € o parametro de dispersao

Foi possivel verificar que ao se utilizar pardmetros de dispersdo § = 0,01,5 = 0,05 e
& = 0,1, o modelo médio permanece dentro do IC por toda a faixa de frequéncia de vibrac&o.
Japarad =0,2 e § = 0,5, ocorre uma tendéncia da FRF do modelo médio de se afastar dos
limites deste mesmo intervalo. Esta tendéncia se intensifica ainda mais a medida que se aumenta
0 parametro de dispersdo até que o IC passa a conter toda a curva do modelo médio, o que é
mais evidente ao se observar as respostas graficas para 6 = 0,5. Neste caso, tal comportamento
pode ser justificado pelo valor do parametro de dispersdo ser elevado para tal estudo, ja que o

sistema simulado corresponde a uma estrutura bem simples.

E perceptivel ainda que o IC cresce tanto tendo como referéncia o eixo da frequéncia
guanto tendo como referéncia o eixo da amplitude em dB. Isto quer dizer que a regido de
confianca, ou seja, 0 IC, se torna mais largo e, ndo sé com o aumento da frequéncia mas também
com o aumento do parametro de dispersdo. Este comportamento dificulta a previsibilidade do

sistema.

Por outro lado, vale aqui uma nota com relagdo ao critério utilizado na escolha do
parametro de dispersdo. Como ja mencionado no Capitulo 2, Soize (2005a), por exemplo, propde
que o parametro de dispersao deve ter seu valor entre zero e um. No entanto Adhikari (2006), por
exemplo, ndo considera tais limites e chega a usar neste mesmo artigo um parametro de
dispersdo da matriz massa igual a 2,0449. Isto sugere que este parametro, de suma importancia
para a aplicacdo da abordagem nao-paramétrica, deve ser cuidadosamente calculado para que
ndo haja respostas tendenciosas e que nao traduzem a realidade do problema. Um analista que
fosse escolher arbitrariamente o valor do parametro de dispersdo para os sistemas estudados

neste trabalho poderia optar por valores como § = 0,01, § = 0,05,6§ =0,1,6 =0,2,6 = 0,5
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ou até mesmo valores maiores. Mas considerar parametros elevados aumenta sobremaneira a
incerteza em um sistema, o que ndo faz sentido ja que o que se espera é que o modelo tenha o
minimo de incerteza e ndo o seu valor maximo. Por outro lado, considerar valores extremamente
pequenos, principalmente em sistemas muito complexos pode ndo ser o suficiente para que se
obtenham respostas satisfatorias e condizentes com o sistema em estudo. E por isso que o célculo
cuidadoso e correto deste pardmetro é tdo importante, s6 assim poderdo ser obtidas respostas que
traduzem a realidade do problema estudado fazendo com que a quantificacdo das incertezas
contribua de forma eficaz no aumento da confiabilidade dos sistemas considerados na anélise. So
assim, é possivel a modelagem de um sistema de forma que o modelo construido represente com

fidelidade maxima o modelo real.

10.2 PERSPECTIVAS FUTURAS

Haja vista todo o trabalho realizado referente ao desenvolvimento tedrico e pratico que
engloba as trés fases da aplicacdo da abordagem ndo-paramétrica que tem seu inicio na obtencéo
da FDP Wishart e seus parametros 6timos até a quantificacdo da incerteza e avaliacdo dos
resultados de dois estudos de caso, sdo sugeridos alguns estudos no intuito de complementar o
processo de quantificacdo pelo método ndo-paramétrico.

Em primeiro lugar, podem ser realizados estudos mais aprofundados com relacdo ao
desenvolvimento para obtencdo dos parametros 6timos da FDP Wishart para que o

detalhamento se torne ainda mais completo.

Além disso, estudos para obtencdo do parametro de dispersdo podem ser realizados
levando-se em conta critérios tedricos e experimentais. Uma comparacdo entre metodos de

calculo pode estimar a maneira mais eficaz de calcula-lo.
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