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Resumo

Considerando X um espaco de Banach real e ¢ : X — R uma funcio convexa, se-
micontinua inferior e prépria, veremos algumas propriedades de ¢ e de sua conjugada
0"+ X* — R. Além disso, estudaremos a relacdo entre a subdiferencial de ¢ e a sub-
diferencial da conjugada ¢*. Estas subdiferenciais aparecem como operador principal em
muitos modelos de EDP’s, por exemplo, o operador p(z)-Laplaciano perturbado é a sub-
diferencial de uma funcao convexa, semicontinua inferior e propria, e EDP’s com este

operador tem aplicacoes em processamento de imagens e fluidos eletroeologicos.

Palavras—chave: Subdiferenciais, funcoes convexas, semicontinuidade inferior.
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Abstract

Considering X a real Banach space and ¢ : X* — R a proper, lower semicontinuos and
convex function, we shall see some properties of ¢ and its conjugate ¢* : X — R. In
addition, we will study the relationship between the subdifferential of ¢ and the subdif-
ferential of the conjugate of ¢. These subdifferential appear as main operator in many
PDE’s models, for example, the perturbed p(z)-Laplacian operator is the subdifferential
of a proper, lower semicontinuo and convex function and PDE’s with this operator have

applications in image process and electrorheological fluids.

Keywords: Subdifferentials, convex functions, lower semicontinuity.
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Introducao

Dada ¢ : X — R = (—00, +00] uma fungao convexa, semicontinua inferior e propria,
com X sendo um espaco de Banach real, nosso objetivo é estudar a aplicacgao,

Jp : X — X*, conhecida como a subdiferencial de ¢, visando aplicagoes em EDP’s.

Para isso, veremos inicialmente uma breve revisao sobre conceitos de espacos de Ba-
nach, topologia fraca, entre outros, e enunciaremos alguns resultados que serao bastante
utilizados no decorrer deste trabalho. No primeiro capitulo, introduziremos o conceito de
funcoes convexas e concavas na reta, pois a convexidade de funcoes serd importante para
trabalharmos com subdiferenciais.

No segundo capitulo, definiremos o que é uma funcio ¢ : X — R semicontinua
inferior e propria, com X sendo um espaco de Banach real, e veremos algumas relacoes
de ¢ com os seus conjuntos de niveis e seu epigrafo. Além disso, definiremos a conjugada
de ¢, denotada por ¢* : X* — R, e mostraremos que, se ¢ for convexa, semicontinua
inferior e propria, entdao ¢* também tem estas mesmas propriedades.

Para o terceiro capitulo, teremos como foco trabalhar com a subdiferencial 0y de
funcdes ¢ : X — R que sdo convexas, semicontinuas inferior e proprias. Devido aos
resultados do capitulo anterior, estudaremos a subdiferencial da conjugada de ¢ e veremos
a relagao entre dp e Jp™.

No tltimo capitulo enunciaremos algumas propriedades do espaco LP(*)(2) e do espaco
de Sobolev generalizado W'?(*)(Q) e definiremos o operador p(x)-Laplaciano. Mostrare-
mos que para H = L?(Q2) o operador p(x)-Laplaciano ¢ a subdiferencial de uma fungio

convexa, semicontinua inferior e propria.
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Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos algumas ferramentas matematicas e notacoes que serao
utilizadas nos demais capitulos desta dissertacao.
Seja C' um subconjunto de um espaco vetorial F. x € E é uma cota superior de C

se x >y, para todo y € C'. x é uma cota inferior de C se x <y, para todo y € C.
Definicao 0.0.1.

(a) O supremo de um conjunto C, denominado sup C, é a menor das cotas superiores.
(b) O infimo de um conjunto C, denominado inf C, é a maior das cotas inferiores.
Definicao 0.0.2.

(a) Seja {an}nen uma sequéncia em (—oo,4+00) e sejam,
b = sup{ay, agi1, Gy, -}k =1,2,3,... e f = 1inf{by, by, b3, ...}

p € chamado limite superior de {a,},en € escrevemos,

£ = limsup a,.
n—-+00

(b) Seja {an}tnen uma sequéncia em (—oo,+00) e sejam,
b = inf{ay, ags1, ari2, ...}, k =1,2,3, ... e a =sup{by, bo, bs,...}.

a € chamado limite inferior de {a,}nen € escrevemos,

a = liminf a,,.
n—>-+oo

Definicao 0.0.3.

(a) Seja E um espago vetorial e C um subconjunto de E. O subconjunto C' € convexo se

dados x,y € C e A € [0,1], entdo [Ax + (1 — N)y] € C.



(b) Uma funcao ¢ : X — [—00, +00| € convera, se dados quaisquer v,y € X e X € [0,1]
entao:

e((1 =Nz +Ay) < (1= Np(x) + Ap(y).

Proposicao 0.0.4. Se f,g : X — R sao convexas, entio h : X — R dada por

h(z) = f(z) + g(z) € conveza.

Demonstragao:

Para quaisquer z,y € X e A € [0, 1] temos que,

h(Ax + (1 =XNy) = fAz+ (1 = Ny) +g(Az+ (1 — N)y)
<M (@) + A =N f(y) + Ag(x) + (1 = Ng(y)
= Alf(2) + g(x)] + (1 = N)[f(y) + g9(y)] = Ah(z) + (1 = N)h(y).

Portanto, h é convexa. O

Seja X um espaco vetorial real normado, com norma ||.||x, denotado por (X, |.||x)-
O espaco vetorial (X, ||.||x) é um espago de Banach quando X for completo em relagao
a métrica d(x,y) = ||z — y||, com z,y € X, isto é, se toda sequéncia de Cauchy em X
converge.

Neste trabalho, sempre que nao especificado, denotaremos X como um espaco de
Banach real.

Dizemos que f: X — R é uma aplicagao linear real sobre X se satisfaz:

(0)f(z+y) = f(z) + f(y), para todo x,y € X.
(17) f(Ax) = Af(x), para todo x € X e A € R.

Definicao 0.0.5. Sejam (E;||.||g) e (F;||.||r) espagos vetoriais normados. Dizemos que

uma aplicagcao linear T : E — F € limitada se existe uma constante M > 0 tal que,
T ()] < M||z]|5
para todo x € E.

Proposicao 0.0.6. Sejam E e F espaco vetoriais e T : X — R uma aplicacao linear.

As sequintes afirmacoes sao equivalentes:



(i) T € continua.
(i) T € continua na origem.

(111) T € limitada.
Demonstragao: Ver [9], pagina 91. O

Definicao 0.0.7.

(a) O conjunto formado por todas as aplicacoes lineares continuas

T: X — R serd chamado de espac¢o dual de X e serd denotado por X*.
(b) A norma usual adotada no espago X* €

T = nf{M € R : [[T(2)[| < M|[z||,V = € X}.

Proposicao 0.0.8. Sejam FE e F espacos vetoriais normados e T : E — F uma aplicacao

linear limitada. Entao,

T(x
Tl =sup{%; : eE—{O}} —sup {IT@): = € E e ||e]| < 1)
— sup{|IT@)[l: z€ E e |laf| = 1}.
Demonstracao: Ver [9], pagina 86. O

Notagao: Dados f € X* e x € X, denotaremos (f,z) := f(z). Temos que (.,.)
denota o produto dualidade entre X* e X.
Dados f,g € X*, z,y € X e A € R, temos que (., .) satisfaz

o (f+Ag,z)=(f,7) + g, ),

o (f,x+Ay) = (f,z) +Af,v).

Seja X um espaco de Banach e consideremos f € X*. Designaremos por ¢ : X — R,
a aplicacdo dada por ¢s(z) = (f,x), para todo x € X. A medida que f percorre X*, se
obtém uma familia {¢y}ex~ de aplicacoes de X em R.

Sejam (X;71) e (X; 7o) espagos topologicos. Se 71 C 7, dizemos que a topologia 71 é

mais grossa que T, ou que 7, é mais fina que 7.



Definigao 0.0.9. A topologia fraca o(X; X*) sobre X, € a topologia menos fina (ou mais

grossa) em X para a qual sdo continuas todas as aplicagoes ¢, com f € X*.

Dada uma sequéncia {y, }neny C X, se designa por y,, — y a convergéncia de y,, para y
na topologia fraca o(X; X*). Dizemos, neste caso, que {y,} converge fraco para y em X.
Uma sequéncia {y, }nen converge fraco para y em X se, e somente se, (f,y,) — (f,y)

quando n — 400, para toda f € X*.

Definicao 0.0.10. Seja C' um subconjunto do espaco vetorial normado X com norma

111,

e C ¢ fortemente fechado (ou, C é fechado na topologia forte de X ) se C é fechado

na topologia da norma, isto é, se dada uma sequéncia {y,}nen C C tal que ||y, —

y|| — 0 quando n — +o0, entio y € C.

e (' ¢ fracamente fechado se ele é fechado na topologia fraca de X, ou seja, se dada
uma sequéncia {y, }neny C C, tal que (f,yn) — (f,y) quando n — +o0, para toda
fe X, entaoy e C.

Lema 0.0.11. Seja f : R — R, temos que f € R* se, somente se, f(x) = ax para

algum o € R.

Demonstracao:

Se f € R*, entdo f(1) = «, para algum a € R. Assim, dado = € R, temos que,

fla)=flz.1) =2f(1) = ax
Por outro lado, se f(z) = ax, claramente f é uma aplicacdo linear continua, provando
assim o resultado. 0

Teorema 0.0.12. Sejam X e Y espacos de Banach. Existe um isomorfismo de (X x Y)*

para X* X Y*, neste caso, denotaremos (X x Y)* =~ X* x Y*.
Demonstracao: Ver [11]| pag. 6. O

Definicao 0.0.13. Seja X um espaco vetorial real. Um hiperplano afim de X é um

conjunto da forma

H={z € X; f(x) = a}.



sendo que a € R e f: X — R uma aplicacao linear nao nula.
Escrevemos que H tem equacao [f = af.

Proposicao 0.0.14. O hiperplano H de equacio [f = «] € fechado se , somente se, f é

continua.
Demonstracao: Ver [11] pag. 25. O
Definigao 0.0.15. Sejam X um espaco vetorial normado e A,B subconjuntos de X.

e O hiperplano H de equacao [f = o] separa A e B no sentido lato se,

f(z) < a, para todo x € A e f(x) > «, para todo x € B.

e O hiperplano H de equagio [f = o separa A e B no sentido estrito se,

f(x) < a, para todo x € A e f(x) > «, para todo x € B.

Teorema 0.0.16 (Teorema de Hahn-Banach, primeira forma geométrica). Sejam X um
espaco vetorial normado e A, B C X subconjuntos convexos, disjuntos e nao vazios. Se

A € aberto, entao existe um hiperplano fechado que separa A e B no sentido lato.

Teorema 0.0.17 (Teorema de Hahn-Banach, segunda forma geométrica). Sejam X um
espaco vetorial normado e A, B C X subconjuntos converos, disjuntos e nao vazios.
Assuma que A € fechado e B € compacto. Entao existe um hiperplano fechado que separa

estritamente 0s subconjuntos A e B.

Definicao 0.0.18. O dual topoldgico de X* é chamado bidual de X e o denotaremos por
X**. Em outras palavras, X* = {¢ : X* — R; ¢ € linear e continua }.

Ezxiste uma aplicacao canonica J entre X e X** definida como,

J: X — X
r— J(z): X* —R

rt — J(z)(x") = 2" (x) = (z", x).

Dizemos que X € um espago reflexivo quando J(X) = X**.



Proposicao 0.0.19. A aplicacao J : X — X** como na definiciao anterior é um iso-

morfismo isométrico de X em J(X).
Demonstracao: Veja [11], pag. 46

Teorema 0.0.20. Seja X um espaco de Banach reflexivo e K C X um subconjunto

convezo, fechado e limitado. Entao K é compacto na topologia fraca de X.

Demonstracao: Ver [4], pagina 46.



Capitulo 1

Funcoes Convexas e Concavas na Reta

Neste capitulo faremos uma revisao de funcoes convexas e cdncavas na reta tendo como

referéncia o livro 3.

1.1 Funcoes Convexas na Reta

Se a # b, a reta que liga os pontos (a, A) e (b, B) no plano R? ¢ o conjunto dos pontos

(z,y) € R? tais que:

B-A . B—A
(x — a) ou equivalentemente, y = B +
b—a b—a

y=A+ (z —b).

Definicao 1.1.1. Seja a funcao f : X — R. Dados a,b € X, o segmento de reta que
liga os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) serd chamado de secante ab.

Definicao 1.1.2. Seja I C R um intervalo. Uma funcdao f: I — R chama-se convexa
quando a parte de seu grdfico se situa abaizo de cada secante, a < x < b. Em termos

precisos, a convexidade de f se exprime assim.:
a<z<beml= f(x) §f(a)+b—(a7—a).
—a
ou equivalentemente,

a<zr<bemI= f(x) < f(b)+



Observacao 1.1.3. Sejam a,b,x € I. A funcdao f: I — R € convexa no intervalo I se,

[@) = fl@) _ )= e) _ [(x) = J(b)

e somente se, a < x < b =

r—a ~  b—a T xz-0b
Decorre direto do fato de:
F2) < fla) + f(b; - Z(a) (¢ a) = f@ - Z(a) < f(bz - £(a>
flz) < f(b)‘f’wm_b) — f(x;:l{(b) > f(b;:CJ:(a).

Consequentemente, para a < x < b, a secante ax tem inclinacdo menor que a secante

ab e esta por sua vez, tem inclinagao menor de que a secante xb.

Teorema 1.1.4. Se f : I — R € convezra no intervalo I entao existem as derivadas

laterais f (c) e f'(c) em todo ponto c € intl.

fx) = f(c)
xr—c
¢ monotona nao-decrescente no intervalo J = I N (¢, +00). Como ¢ € intl, existe a € I,

Demonstragao: Pela observag¢ao anterior a fungao definida como ¢.(z) =

com a < c. Portanto para,

e B N s s
<HO M0 T o)
Logo,
Pe() > M, para todo x € J.

a—c
Assim, a funcao ¢. : J — R é limitada inferiormente. Sendo assim, existe o limite a
direita lim ¢.(z) = f (c).

z—ct

Para a derivada a esquerda o raciocinio é analogo. O

Corolario 1.1.5. Uma funcao convexa f : I — R € continua em todo ponto interior do

mtervalo 1.

Demonstracao: Se f: [ — R é convexa, entao pelo teorema anterior as derivadas

laterais f’ (c) e f’(c) existem em todo ponto ¢ € intI. Note que,

ILEDENC

0= |f(c+h) - f(e) =L )| < M




Fazendo h — 0T e h — 0, temos que, lllirr(l] flc+h) = f(o).
H
Portanto f é continua em c. 0
Exemplo: f:[0,1] — R, definida por f(0) =1e f(x) =0se 0 < z < 1, é convexa

porém descontinua no ponto 0 (ponto extremo).

Teorema 1.1.6. As sequintes afirmacoes sobre a funcao f: I — R, derivdvel no inter-

valo I, sao equivalentes:
(1) f € conveza.
(2) A derivada f': I — R € mondtona nao-decrescente.

(3) Para quaisquer a,x € I tém-se f(x) > f(a) + f'(a)(z — a), ou seja, o grifico de f

estd situado acima de qualquer de suas tangentes.

Demonstragao: (1) = (2) :

Sejam a <z < bem I. Como f & convexa temos que

f@) = fla) _ JO) = fa) _ ) = 0)

T —a - b—a - z—0b

Aplicando o limite de z — a™ na primeira desigualdade e analogamente com z — b~

na segunda desigualdade, temos que:

f'(a) = fila) € =F——+<

Logo a < b= f'(a) < f'(b).
(2) = (3):

Suponhamos a < x em [. Pelo Teorema do Valor Médio, existe z € (a,x) tal que
f(z) = f(a)+ f'(2)(x—a). Como f"é monodtona ndo-decrescente, temos que f'(z) > f'(a).

Logo, f(x) > f(a) + f'(a)(z — a).

Se = < a, pelo teorema do Valor Médio, existe w € (z,a) tal que,

fla) = f(z) = fl(w)(a — 2) = f(z) = f(a) — f(w)(a —2) = f(a) + f'(w)(z — a).
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Como [’ &€ monotona nao-decrescente, temos f'(w) < f'(a). Como (x —a) < 0, temos que
f'(w)(xz —a) > f'(a)(x — a). Portanto, f(z) > f(a) + f'(a)(z — a).
3) = (1):

Suponhamos que vale a condicdo (3) e sejam a < ¢ < b em [. Queremos mostrar que,

De fato, consideremos g(z) = f(c) + f'(c)(z —¢) e H = {(z,y) € R*y > g(x)} o semi-
plano superior determinado pela reta y = g(z) que é a tangente ao grafico de f no ponto
(¢, f(c)).
Evidentemente H é um subconjunto convexo do plano, isto é, o segmento que liga quais-
quer dois pontos de H esta contido em H.

Da hipoétese, temos que os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) pertence a H, logo o segmento

de reta que une estes dois pontos estao contidos em H. Em particular, o ponto desse
f(b) — f(a)
b—a

f(b) — f(a)

segmento que tem abcissa ¢, (¢, f(a) + (¢ —a)), pertence a H, isto &,

fla) + (c—a) > g(c) = f(c).

Portanto, f é convexa. O

Corolario 1.1.7. Todo ponto critico de uma funcao convera € um ponto de minimo

absoluto.

Demonstracao: Seja a € I um ponto critico de uma fungao convexa f : I — R, isto
é, f'(a) = 0. Pela condicao (3) do teorema temos que f(x) > f(a)+ f'(a)(z —a),Vo € I,
como f'(a) = 0 segue que f(z) > f(a),V z € I.

Portanto, a é ponto de minimo absoluto para f. O

Corolario 1.1.8. Uma funcao f : I — R, duas vezes derivdvel em I, € convera se, e

somente se, f”(x) > 0 para todo x € I.

Demonstracao: f”(z) > 0V z € [ <= f': I — R & mondtona nao-decrescente

<= f é convexa. O
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1.2 Funcoes Concavas na Reta

Definicao 1.2.1. Uma funcao f : I — R diz-se concava quando —f € conveza, isto €,

quando o grdfico de f estd acima de qualquer de suas secantes.

a<z<bem = f(z) zf(a>+w&—a>.
Ou equivalentemente,
a<z<bem = f(z) zf(b)+f(b2:£(“)< —b).
Portanto, f : I —» R é concava se, somente se,
w<z<bem ] — @)~ f) > f(b) = fla) > flx) = f(b)
T—a b—a T —b

De forma analoga ao caso das fungoes convexas, obtemos os seguintes resultados.

Proposigao 1.2.2. Se f: [ — R € concava no intervalo I, entao existem as derivadas

laterais f (c) e f'(c) em todo ponto c € int(I).

Demonstracao: Analoga ao Teorema 1.0.1, basta tomar g(z) = — f(z) em I, e usar as

propriedades de g(z) ser convexa.

Coroléario 1.2.3. Uma funcao concava f: I — R € continua em todo ponto interior do

intervalo 1.

Teorema 1.2.4. As sequintes afirmagoes sobre a func¢ao f : I — R, derivdvel no inter-

valo I, sao equivalentes:
(1) f € concava.
(2) A derivada f': 1 — R é mondtona nao-crescente.

(3) Para quaisquer a,x € I tém-se f(x) < f(a) + f'(a)(z — a), ou seja, o grifico de f

estd situado abaixo de suas tangentes.

Corolario 1.2.5. Todo ponto critico de uma fungao céoncava é um ponto de mdrimo

absoluto.
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Corolario 1.2.6. Uma funcao f : I — R, duas vezes derivdvel no intervalo I, é concava

se, e somente se, f’(x) <0, para todo x € I.

Definicao 1.2.7. Uma funcao f: I — R € estritamente convexa quando,

a<z<beml= f(z) <f(a)—|—f(bl)):f(a)(m—a)
f € estritamente concava quando,
a<z<beml= f(x)> f(a)+ f(bl)):i(a)(x—a)

Observacao 1.2.8. Se f : [ — R € estritamente convexa, implica que f' € crescente,
mas nao implica que f”(x) > 0, para todo x € 1. Entretanto, f"(x) > 0, para todo x € I

implica que f' € crescente e portanto, f € estritamente conveza.

Exemplo 1.2.9. A4 funcio f: R — {0} — R, com f(z) = 1/z, é estritamente concava
2
para © < 0 e estritamente convezxa para x > 0. Como f”(x) = — e temos,
x
r>0= f"(z) > 0= f" € crescente .
Portanto, [ € estritamente conveza em (0, +00).

r< 0= f7(x) < 0= f' € decrescente.

Portanto, f € estritamente concava em (—o0,0).

Exemplo 1.2.10. A funcao f(x) = e® é estritamente convera em R, pois

f7(x) = €® > 0, para todo x € R. Portanto, f' é crescente e, consequentemente, [ ¢é
estritamente convezxa.

Enquanto a fun¢ao g(x) = In(x), para x > 0, € estritamente concava, pois

g’ (z) = —1/2* < 0, para todo z > 0.

Todo ponto x € [a,b] é escrito de modo tnico sob a forma = = (1 — t)a + tb, com

0<t<I1
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O segmento de reta que liga o ponto (a, f(a)) ao ponto (b, f(b)) no plano é definido

b) — f(a
o o1 2010
tem ordenada y(t) = (1 —t)f(a) + tf(b), pois

r—a), coma <z <b. O pontode abscissa x = (1 —t)a + tb

y(t) = fla) + W(u —t)a+1th—a) = f(a) + WHG + tb)
f(0) — f(a)

= fla)+ T2 40— )
= (L=t)f(a) +tf(b).
Portanto, uma funcio f: I —s R é convexa se, somente se,
a,be1,0<t<1= f((1—ta+1td) < (1—1)f(a)+Ltf(D).

Equivalentemente, f : I — R é convexa se, e somente se, para quaisquer ay,as € [ e

t1,t9 € [0,1] com t; + to = 1 tem-se f(t1a1 + taas) < t1f(ar) + taf(az).

Basta notar que substituindo ¢t; = 1 — £, na equacao acima obtemos:
ar,as € 1,15 € [0, 1] - f((l — tg)CLl + t2a2) < (1 — tg)f(@l) + tgf((lz).

Proposicao 1.2.11. Sejam aj,as,a3 € I e ty,to,t3 € [0,1] com t; +t2 +t3 = 1. Se
f: I — R é convezxa, entio f(tiay + taas + tzaz) < tif(ar) + taf(as) + t3f(as).

Demonstracao: Se t; =1, =0, entao t3 = 1 e a desigualdade decorre direto

(f(as) = f(az)).
Suponha agora que t; + t5 # 0, com t; + t5 + t3 = 1 e note que,

ty 2
tia1 + taas + tzas = (t1 + ¢ ai + as| +tsas e
101 209 + tzasz = (t; 2)[t1+t21 t1—|—t22} 303
t t t
1—1+2— : . Assim,

— = + 2
t1 4+t t1 + 1t t1 4 to

t to
tia1 + taag + tzas) = t1+ 1t a; + as| +t3a
f(11 202 33) f((1 2)lt1+t21 t1+t22] 33)

11 to
< (¢ t t
< (ti+ta)f (t1+t2a1+t1+t2a2) + t3f(as)

flar) + e

1
< (t t
< (it b) |:t1+t2 t1 + o

fla)] +tafa)

= t1f(a1) + taf(az) +t3f(as).
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As desigualdades ocorrem do fato de f ser convexa e as constantes satisfazerem as

hipoteses. O

Observacao 1.2.12. Analogamente, se f : [ — R € convexa entdao, dados ay,as, ..., a, €

I ety ty,....t, €[0,1] comt; +ts+ ...+ t, =1, vale
f(t1a1 + ...+ tnan) S tlf((ll) + ...+ tnf(an)

Com isso podemos provar a seguinte relagao entre a média aritmética e a média geo-

métrica:
1+ ...+x
Exemplo 1.2.13. Dados x1, 2o, ...,x, € R, temos que Y1123...0, < St Tom
n
Com efeito, considere a fun¢ao convexa f(x) = €%, t; =ty = ... = t, = % e a =

Inzy,...,a, = Inx, temos,
aj+...+an

12k, = Vere2. e =e n = f(tiay+...+tpa,) < tif(a) 4.+t f(an) =

ettt t o, 0
n n '

Exemplo 1.2.14. Sejam x4, ..., x,, nimeros positivos ety, ....t, € [0,1] com t1+...+t, = 1.

Entao vale a sequinte desigualdade:
x?x?a:;" < txy +txs + ...+,

De fato, se existir j € {1,2,...,n} tal que z; = 0, claramente a desigualdade ¢ vélida.
Considere a fungao convexa f(z) = e*, e a; = Inxy,...,a, = Inx,, com z; > 0, para todo

1=1,2,...,n. Entao,

t1 .t tn __ _ti1a1 _taao tnan _ tia1+..+tpan
i xg.x = et e et = e nin = f(tiay + ... + tpa,) <

<tif(ay) + .. Ftaf(an) = 1™ 4 4 1, = tiwy + tomg + o+ LT



Capitulo 2

Funcao Semicontinua Inferior e sua

Conjugada

Este capitulo e o préoximo sao baseados na segunda secao do primeiro capitulo do livro

[13].

2.1 Funcao Semicontinua Inferiormente

Chamaremos de dominio efetivo de ¢ : X — R, onde X é um espaco de Banach real, o
conjunto

D(p) = {z € X;p(x) < +o0}.
Definicao 2.1.1.

(a) p : X — R € uma funcdo prépria se D(p) # 0, ou seja, p nao é identicamente

+00.

(b) Dado X € R, o conjunto de nivel X de uma funcdo o : X — R ¢
fr € X;p(r) <A} = [, 2]

(¢c) Uma fungio ¢ : X — R é semicontinua inferiormente (s.c.i.) se,
liminf (u) > ¢(x), para todo x € X. Equivalentemente, temos
uU—T

lim iLnf o(zn) > (), onde {z,}'> C X, com x, — .
n—-—+0o0o

15
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Proposicao 2.1.2. Uma funcio ¢ : X — R € semicontinua inferiormente se, e somente

se, todos os conjuntos de niveis de ¢ sao fechados.

Demonstracao:

(=)
Seja ¢ : X — R uma funcdo s.c.i. e considere o conjunto de nivel [¢ < A] com A € R
fixado arbitrariamente. Seja {x,}52, C [¢ < A] uma sequéncia convergindo para z e

vamos mostrar que x € [p < A], ou seja, ¢(x) < A. Como ¢(x,) < A, para todo n € N,

entao,
o <\
}nginoi o(x,) < A (1)
Por outro lado, como ¢ é s.c.i. temos que,
o > '
liminf o(z,) > ¢(2) (2)

De (1) e (2) temos que p(x) < .
(=)
Suponha que [p < A\ = {z € X;¢(z) < A} seja fechado para todo A € R.

Dado x € X, seja {z,}>°; C X uma sequéncia convergindo para x.

e Se lim i+nf o(x,) = +00, entdo p(z) < +oo e o resultado decorre direto.
n—r-—+0oo

e Se }Jﬂinog o(z,) = a < 400, considere A\, = a + ¢, sendo € um nimero real positivo.
Temos uma subsequéncia {¢(x,, )} da sequéncia {p(z,)}nen com @(z,,) — «
quando k — +oo. Para todo ¢ > 0, existe ky € N tal que para k > kg temos
que ¢(z,,) < A.. Como z, — x, quando n —> 400, a subsequéncia x,, —
quando k — +o00, e o conjunto de nivel [p, .| é fechado, entao x € [p, A, isto é,

o(x) < Ae = a+ €. Fazendo € — 0 temos que

plr) <a= Eﬂinog o(xy). O

Observacao 2.1.3. Note que o resultado da Proposicao 2.1.2 independe da topologia

usada em X.

Proposicao 2.1.4. Cada conjunto de nivel de uma fun¢ao convexa ¢ : X — R é

convero.
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Demonstracao:

Seja A € R tal que o conjunto de nivel [p,\] # 0. Tome z,y € [p,\]. Como ¢ é
convexa, temos que,
ot + (1 —t)y) <tp(z)+ (1 —t)p(y) <tA+ (1 —t)A = A, para todo t € [0, 1].
Portanto (tz + (1 —t)y) € [p, A] para todo t € [0, 1]. O

Dada uma funcdo ¢ : X — R, chamaremos de epigrafo de ¢ o conjunto
Epi(p) ={(z,)) € X x Ryp(z) < A}

Proposicao 2.1.5. Uma funcio ¢ : X — R € s.c.i. se, e somente se, o conjunto Epi(yp)

é fechado.

Demonstragao:

(=)

Suponha que ¢ : X — R & s.c.i. e considere a sequéncia {(2,, \n)tnen C Epi()
convergindo para (x, \). Segue que z,, — z em X e A\, — A em R, quando n — +oc.

Como ¢ é s.ci. e p(z,) < A\, para todo n € N, segue que,

A= lim A\, > lim infp(z,) > p(z).

n—-oo n—-+oo
Portanto (x,\) € Epi(p).

(«<=) Suponha que o conjunto Epi(y) seja fechado. Tome x € X e uma sequéncia
{Zn}nen C X convergindo para x e note que:

(i) Se n1—1>1:Ii-loo info(x,) = 400 o resultado é direto.

(ii) Se nl_l)rfoo info(r,) = a < +0o, entdo a sequéncia {¢(z,) }neny possui uma subsequéncia
{¢(xn, ) }ken convergindo para a. Para todo € € R, com € > 0, existe kg € N tal que, para
k > ko, temos que o(x,,) < A\ := a+ € = (Ty,, A\c) € Epi(p), para k > k.

Como lim,, o 7, = = € 0 Epi(p) é fechado, entdo limy_,oo zpn, = = € (T, Ac) converge
para (x,\.) € Epi(¢) quando k — +oo. Portanto, (x,\.) € Epi(y), isto é, p(z) < A,

para todo € > 0. Fazendo ¢ — 0, temos que,

o(x) < a = liminf ¢(x,).

n—-—+oo
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Corolario 2.1.6. Seja ¢ : X — R. Entdo os conjuntos de niveis de ¢ sdo fechados se,

somente se, o Epi(p) € fechado.

Demonstracao:

Segue direto das proposicoes 2.1.2 e 2.1.5.

Proposicao 2.1.7. A funcdo ¢ : X — R ¢ conveza se, e somente se, o conjunto Epi(p)

é convero.

Demonstragao:

(=)

Tome (z, A\o), (y, A1) € Epi(p). Como ¢ é convexa, temos que,
olte+ (1 —t)y) <tp(z)+ (1 —t)p(y) < tho+ (1 —t)\, para todo t € [0, 1].

Assim t(x, \o) + (1 — t)(y, A1) = (tz + (1 — t)y,tAo + (1 — t)\1) € Epi(p), para todo
te0,1].

(=)

Dados z,y € X, note que (z,¢(x)),(y,o(y)) € Epi(¢). Como Epi(p) é convexo,

temos que

Az, o(2)) + (L= A)(y, ¢(y)) = Az + (1= Ay, Ao(z) + (1= A)e(y)) € Epi(e),V A € [0,1].
Portanto, p(Ax + (1 — A)y) < Ap(z) + (1 = N)e(y),V A € [0,1]. O

Teorema 2.1.8. Seja C' C X um conjunto convexo. Entao C' € fracamente fechado em

X se, e somente se, C € fortemente fechado em X.

Demonstragao: Ver [4] pag. 38.

2.2 Funcao Fracamente Semicontinua Inferior

Definicdo 2.2.1. Uma funcio ¢ : X — R é fracamente semicontinua inferior se for
semicontinua inferior num espaco X dotado da topologia fraca, isto €, se x, — x quando

n — +o00, entdo p(zr) < lirf inf p(z,,).
n—-+00
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Proposicao 2.2.2. Se ¢ : X — R € uma funcio propria e conveza entdo ¢ € semicon-

tinua inferior se, somente se, € fracamente semicontinua inferior.

Demonstracao:

(=)

Como ¢ é convexa e propria, pela Proposicao 2.1.4, temos que

[0, A] = {z € X;p(x) <A} & um subconjunto convexo de X.

O subconjunto [p, A] é fortemente fechado pois ¢ é s.c.i. na topologia forte em X (veja
a Proposigao 2.1.2). Pelo Teorema 2.1.8, temos que [p, A] é fechado para (X, X*) e o
resultado segue da Proposicao 2.1.2.

(<)

Seja ¢ fracamente s.c.i. e considere a sequéncia {z,} em X com z, — x fortemente
quando n — oo. Como a convergéncia forte implica a fraca, temos que z,, — z. Portanto,

lim info(r,) > o(z).

n—-+4o0o

O

Proposicao 2.2.3. Seja ¢ : X — R uma funcio propria, s.c.i. e convera. Entdo ¢
é delimitada por baizo por uma funcao afim, isto €, existe x5 € X* e B € R lal que

o(z) > (zf,x) + B, para todo x € X.

Demonstracao:

Como ¢ é propria, temos que existe xg € D(¢) tal que p(xg) < 0o. Seja Ay € R com
Ao < ¢(x0), entdo o ponto (zg, Ao) & Epi(yp).

Como ¢ é convexa e s.c.i., pelas Proposicoes 2.1.5 e 2.1.7, o Epi(¢) é um subconjunto
convexo e fechado de X x R. Note que Epi(p) # 0, pois ¢ é propria.

Por outro lado, B := {(xg, Ag)} € um subconjunto compacto e convexo de X x R e
Epi(p)B =0.

Pelo Teorema de Hahn Banach, segunda forma geométrica, existe ¢ € (X x R)* e

a € R tais que:
¥((x,A)) < o <P((wo, Ao)), para todo (z,A) € Epi(ep).
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Como ¢ € (X x R)* e pelo Teorema 0.0.12 e Lema 0.0.11 podemos escrever,
Y((z,\)) = h(xz) + kX, onde h € X* e k € R.

Assim,

h(x) + kX < a < h(xg) + kAo, para todo (x,\) € Epi(p).

Em particular, para A = p(z9), temos que (zg, v(xo)) € Epi(p). Portanto,

h(zo) + kp(xo) < h(xg) + kAo = k(@(x0) — Ao) < 0. Como ¢(xg) > Ao, temos k < 0.
Note que todo ponto (z,¢(z)) € Epi(p), sendo assim, tomando A = ¢(x) temos,

h(z) + kp(z) < a = —hiz)

? o(x) < %Oé. Tomando zf; : X — R dada por,

temos que,
(x5, 2) — p(x) < =B = ¢(x) = (25, ) + B, para todo x € D(p).
Se x ¢ D(yp), entao decorre direto, visto que ¢(x) = +00.
Portanto ¢(z) > (x§,x) + 5, para todo z € X. O

Proposicao 2.2.4. Seja ¢ : X — R uma funcdo conveza, s.c.i. e propria. Entio ¢ ¢é

continua no intD(p).

Demonstragao:

Ver [5], pag. 40.

Lema 2.2.5. Seja {fi}icr uma familia de fungoes s.c.i.. Entio ¢ : X — R, com

o(x) = supier{fi(z)} € semicontinua inferior.

Demonstragao:
Note que Epi(p) = ﬂEpi(f,—) pois,
el
(a) Epi(yp) C () Epi(f:) :
iel

Dado (z, ) € Epi(p) temos que,
o) <X = supicr{fi(z)} < A isto &, fi(x) <\, Viel.
Portanto, (z,\) € mEpz(fz)

icl

(b) () Epi(f:) C Epi(e) :

icl
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Dado (z,\) € ﬂEpi(fi), entdo fi(x) <\ Vi € I. Assim, sup;er{fi(z)} < A
iel
Portanto,

p(x) < A= (z,)) € Epi(p).
Como f; é s.c.i., para todo ¢ € I, pela Proposi¢ao 2.1.5 temos que o Epi(f;) é fechado
para todo i € I. Como a intersecao arbitraria de fechados é fechado, temos que o Epi(p)

é fechado, pela Proposicao 2.1.5 temos que ¢ é semicontinua inferiormente. 0

2.3 Funcao Conjugada
Definicao 2.3.1. Seja ¢ : X — R. A funcio ¢* : X* — R definida por,

©*(f) =sup{(f,z) — p(z) 1z € X}
€ chamada de conjugada de .

Proposicao 2.3.2. Seja ¢ : X — R uma funcdo propria, s.c.i. e conveza. Entdo ¢* ¢é

S.C.1., convexra e propria no espaco X*.
Demonstragao:
e (" é convexa.
Dados f,g € X* e x € X com t € [0, 1], temos que,

(tf + (1 =t)g,x) — o) =t(f,z) + (1 = t){g,2) — p(z) — to(z) + tp(z)
= t[(f,7) —o(@)] + 1 = )[(g,2) — o(z)].
Portanto,
e (tf+ (1 —t)g) =sup{(tf + (1 —t)g,z) — p(x);z € X}
= sup{t[(f,z) — ()] + (1 = 1)[{g, z) — p(x)];z € X}
< tsup{(f,x) — p(x);z € X} + (1 = t)sup{(g, z) — ¢(x),z € X}

=to"(f) + (1 = t)9"(9),

provando o resultado.
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e (" é propria.
Como ¢ ¢ s.c.i., convexa e propria, pela Proposicao 2.2.3 existe f € X* e § € R tal
que
() + B < 9(x), Y5 € X => (f,2) — p(x) < —B, para todo x € X

— ©"(f) = Sup{(f,z) —p(r);z € X} < —f < +o0.
Portanto, D(¢*) # () provando o resultado.

e ©* ¢ semicontinua inferior.
Para isso, usaremos o Lema 2.2.5.
Dado z € X, defina
by X* — R, por ¢, (f) = (f, 2) — ().
Mostraremos que 1, ¢ uma aplicacao continua, dai em particular, v, seré s.c.i..
Seja { fntnen uma sequéncia em X*, com f, — f quando n — 400 em X*, isto
¢,
lim sup [(f, — f,2)| =0,V z € X com ||z]| < 1.

n——+oo zeX

Entao,

lim [(fo = f,2)| = 0= lim _[(fn,2) = (f,2)[ =0

n—-+oo +oo
x
Para um caso geral, basta tomar y = m com z nao nulo, fixado arbitrariamente
x

em X e notar que

n—-4o00

) ) x

i [(a— Jo)] =0 =t [(fu— 201 =0
— L im (= fa) =0
- limoo|<fn,x>—<f,x>\:0.

Portanto, {1, }.cx ¢ uma familia de fungoes s.c.i..
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Pelo Lema 2.2.5, a fun¢do conjugada ¢* : X* — R, com ¢*(f) = sup{t.(f) }zex &
S.C.1.. 0

Proposicao 2.3.3. Se v : X — R ¢ uma funcdio fracamente semicontinua inferior tal
que os conjuntos de niveis [p, \] = {x € X : p(x) < A} sao fracamente compactos, entdo
@ atinge seu minimo em X. Em particular, se X é reflexivo e ¢ é convexa, s.c.i. e propria
em X tal que

¢(x) = o0,
]|+

entao eriste xog € X tal que p(xo) = inf{p(z);z € X}.

Demonstragao:

Defina d = inf{p(x);z € X}.

Se d = —o00, entdo existe uma sequéncia {x, },eny C X tal que, nl—lgloo o(r,) = —o0.
Logo, dado A € R, 3N, € N tal que, se n > Ny entdo ¢(x,) < A. Portanto, para n > Ny,
temos que {z,}7> . C [, A]. Entao, visto que [p, A] é fracamente compacta, existe uma
subsequéncia que nomearemos por {xy }ren de {z, }nen, tal que zx — z em [p, A], quando
k — +o00. Logo, ¢(x) < A
Como ¢ ¢ s.c.i. na topologia fraca de X temos que,

o(x) < liminf p(z;) = —o0.

k—4o00

Isto implicaria que ¢(x) = —o0, 0 que é um absurdo visto que ¢ : X — (—00, +00].

Portanto d > —oo0.

Pela definigao de infimo, temos uma sequéncia {x, },eny C X com

d<o(x,) <d+ %, para todo n € N.

Para A = d+1, temos que {x,, }nen C [, A]. Como todo conjunto de nivel é fracamente
compacto, existe uma subsequéncia {z,, }ren de {2, }nen, com z,,, — g em [p, \] quando
k — 00, logo p(zg) < A

Como d < p(z,,) < d+ nik’ para todo k € N e ¢ é s.c.i. na topologia fraca em X,
temos que,

d = liminf p(z,,) > ¢(z0).

k—>400
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Por outro lado, d < ¢(x), pois d é o infimo de ¢. Portanto, ¢(xg) = d.
Suponhamos agora que X é reflexivo e ¢ é s.c.i., convexa e propria tal que

lim ¢(z) = +o0.
||| =00

Pela Proposicao 2.2.2, ¢ é s.c.i. na topologia fraca em X. Mostraremos que para todo
A € R, o conjunto de nivel [p, A] é fracamente compacto e o resultado seguird da parte
anterior.

Seja Ao € R fixado arbitrariamente. Como lim ¢(x) = +o00, existe R > 0 tal que

||| =00

o(u) > Ao, para todo v € X, com ||u|| > R. Assim,

[, M) = {2 € X;0(z) < Ao} € Bgr(0). (2.1)

Pela Proposi¢ao 2.1.2, o conjunto de nivel [p, \o] é fechado na topologia fraca de X.
Por (2.1), temos que [p, \g] € limitado.
Visto que X é reflexivo, pelo Teorema 0.0.20, temos que [p, A] é fracamente compacto

e o resultado segue. OJ



Capitulo 3

Subdiferenciais

Considere f : X — R, sendo X um espago de Banach real. A funcao

f': X x X — R ¢ definida por

f/(x7y) — lim f(l’ + Ay) — f(x)

A—07F A

(3.1)

Caso exista o limite, serd chamado de derivada direcional de f em x na direcao y.
A fungao f : X — R é dita Gateaux diferenciavel em = € X se existe 7 f(x) €
X*, de modo que,
[ y) =(vf(z),y), Vy € X.
Se a convergéncia em (3.1) é uniforme em y sobre subconjuntos limitados, entdo f sera

chamada de Fréchet diferenciavel e \/f serd chamada de diferencial de Fréchet de

I
Obs: Note que Fréchet diferenciavel = Géateaux diferenciavel, mas nao vale a reci-

proca.

3.1 Subdiferenciais

Caso a funcdo ¢ : X — R seja convexa e propria, a aplicacio d¢ : X — X* dada por
Ip(z) ={2" € X" p(z) < p(y) + (2",0 —y),V y € X} (3.2)

serd chamada de subdiferencial de ¢.

25
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Em geral, 0¢ é um operador multivoco de X em X* nao definido em todos os pontos
x € X e pode ser visto como um subconjunto de X x X*.
O elemento z* € dp(x), caso exista, serd chamado de subgradiente de ¢ em x. Nos

denotaremos, como de costume, por D(Jp) o conjunto de todos os x € X para o qual

dp(x) # 0, isto é, D(0p) = {x € X;0p(x) # 0}.

Definicao 3.1.1. O mapeamento J : X — X* dado por,

J(x) ={2" € X"y (2", 2) = ||z]|* = [|2"||*}, para todo v € X,

€ chamado de mapeamento da dualidade do espaco X.

Sejam ¢ e ¢ funcionais multivocos (ou univocos) definidos num espaco X, escrevemos
© C 1 se p(x) CY(x), para todo x € X, equivalentemente, se w € ¢(z) entdo w € ¥ (x).

Vejamos alguns exemplos simples:

3.2 Exemplos de Subdiferenciais

Exemplo 3.2.1. Seja p(z) = 1||z||*. Entdo, dp = J (o mapeamento da dualidade do

espaco X).
a) J C Oyp:
Seja z* € J(z) e tome arbitrariamente y € X, entdo (z*, z) = ||z|* = [|z*||?. Assim,
Note que,
(™Il = [lyl1)* = 0 == [|2"|]* + [lylI* = 2l|2"|L.[lyl| > 0
[l=*[1* + [1ylI? . .
TP I > oy = (o)
_ *|12 2
O S RV
Assim,
x| |2 2 2 2 2 2
S | 117 et 1 117 1 17| o
el = (o) > e = LD AR e el I I DI
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Substituindo (1) em (2) temos que,

2 2
(o) 2 LR o i, (07,2 — ) 2 ola) — oly). ¥ y € X.
Portanto ¢(z) < (z*,x — y) + ¢(y), para todo y € X, logo z* € dp(x).

b) dp C J:

Seja z* € dp(x), entdo p(z) — p(y) < (¢, z —y),Vy € X. Assim,
1

sl =1lylP] < (&% 2 —y), vy € X. (3)
Tomando y = Az, com A € (0, 1) e substituindo em (3) temos que
. 1— A2 . L+ =N
(@ (1= 0) 2 e = (1= W) = T e

Como (1 — ) € (0,1) temos que,
1
(x*,x) > 5(1 + \)||z|[?, para todo A € (0,1). Fazendo A — 17, temos que

(@ 2) = ||| . (4)
Agora, tomando y = Az, com A > 1 e substituindo em (3) temos que,
1— )2
(1 =X (z",x) > ||2||?>. Como 1 — X < 0, temos que,
1+ M1 —-A 14+ A
) < LA e = A, para koo > 1.
Fazendo A — 17, temos que
(@ ) < [l . (5)
Portanto, de (4) e (5) temos que (z*,x) = ||z||?>. Agora, vamos mostrar a igualdade
[} =[]
Se x = 0, a igualdade ocorre direto. Seja x # 0 e note que ||z*||.||z|| > (z*, x) = ||z|]*.
Assim
|| = [|l]. (6)

Por outro lado, tomando y = x 4+ Au, com X\ > 0 e u € X arbitrarios e substituindo

em (3) temos que,
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(@, 2 =z = du) = 5(|[z|* — ||z + Aul[*), logo

Mo ) < S(llo + Al —[]]*)

< Sl + [al))* = [l[]
= %(HCL’||2+2|!$||-H)\U|| + Al * = [|=[*)
= A el
Como A > 0, temos que (z*,u) < ||z||.||u|| + M Fazendo A — 07 temos,

(x*,u) < ||z||.||ul|, para todo u € X. Assim, pela definicdo da norma de um operador
linear, temos que
[|z*(| < []]]- (7)
Portanto, de (6) e (7) segue a igualdade ||z|| = ||z*|].

Exemplo 3.2.2. Seja K um subconjunto nao vazio, convexo e fechado de X. A funcao

Ik : X — R definida por

0 ,se xreK
Ix(x) =
+oo ,se v ¢ K

¢ chamada de func¢ao indicatriz de K com subdiferencial
Olk(x) ={z* € X*; (2", x—y) > 0,Vy € K}, para todo x € K. Além disso, 0Iy(x) =0
se x € int(K), D(0Ik) = K e sua conjugada I}, (z*) = sup{(z*,z),x € K}.

Primeiramente, note que Iy é convexa, s.c.i. e propria.
e Como K # (), existe x € K, logo Ix(x) =0 < 400, portanto Iy é propria.

e [i és.c.i., pois seus conjuntos de niveis sao fechados.
Para A < 0, o conjunto de nivel [Ix, \] = (), é fechado. Se A > 0, entdo [Ix, \| = K,

que é fechado. Pela Proposicao 2.1.2 segue o resultado.

e [y & convexa, pois como o conjunto Epi(lx) = K x [0, 400) é convexo, o resultado

segue da Proposicao 2.1.7.



29

1) Vamos calcular a subdiferencial de I.

Ol (z) = {a* € X* Ix(x) < Ix(y) + (", z —y),Vy € X }.

(a) Se x ¢ K = Ix(x) = +o0o. Entao,

Olg(z) = {z* € X" Ix(y) + (2", — y) = +o0,Vy € X} = {0}, pois,

Seye K = Ig(y) =0= (2", 2 — y) = +00.

(b) Se z € K = Ik(x) = 0. Entao,

Olg(x) ={z* € X*;0 < Ix(y) + (2", 2 —y),Vy € X}.

Note que se y ¢ K, a desigualdade 0 < Ik (y) + (z*,z — y) é satisfeita, para todo
x* € X*. Assim,

Og(x) ={a* € X0 < Ix(y) + (2", 2 — y),Vy € K}, isto &,

Ol (z) = {z* € X*; (a*,x —y) > 0,Vy € K}.

Portanto,

Ol (x) = {zr e X" (" x—y) >0,Vye K ,se} ze€K (3.3)
0 ,se x¢K.

2) 0Ik(z) =0, se x € int(K).

Se x € int(K) = existe € > 0 tal que a bola B(z,¢) C K.

Se x* € Ol (x), entao (x*,x —u) > 0,Vu € K, em particular, Vu € B(x,¢).

Por outro lado, dado y € X com y nao nulo, existe A > 0 tal que ug := z+ Ay € B(z,€)
pois,

||z —wuol| = ||z — (. + Ay)|| = || — A\y|| = Al|lyl| < €, para \ suficientemente pequeno.
Assim,

0 < (z* 2 —uy) = (2" x— (x+ \y)) = (%, —\y) = —\(z*,y). Portanto,

(x*,y) <0,Vy € X. (1)
Dado z € X, considere y = —z. Temos que,
(x*,z) = (%, —y) > 0. (I1)

De (I) e (I1) temos que (z*,w) = 0,Vw € X. Portanto, 2* = 0.

3) Calculando a conjugada I} de I temos,
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I : X* — R & dada por,

I (x*) = sup{(z*,x) — Ig(x),x € X} =sup{(z*,z) — Ig(x),x € K}

= sup{(z*,z),z € K}.

4) O fato de D(0Ik) = K, segue direto de (3.3). Basta notar que 0 € dlk(x), para
todo x € K.

Exemplo 3.2.3. Seja p uma funcao convera e Gdateaux diferencidvel em x € X. Entao

dp(r) = vp(T).

o Vo(x) C dp(x):
Como ¢ é convexa, dado z,y € X e A € (0,1) temos que
p(r+ My — ) = oAy + (1 = N)x) < Ap(y) + (1 = N)p(z), para todo y € X.

Equivalentemente,
plr+ My — 7)) —p(@)
A
Fazendo A — 07 em (1) temos que

i P A —2)) — ()
A—0t A

< p(y) — p(x), para todo y € X. (1)

< o(y) — ¢(z). (2)
Como ¢ é Gateaux diferenciavel em x € X, existe V() € X* tal que

, e+ My =) — ()
ey =)= Jin A

= (ve(z),y — x), para todo y € X.
Substituindo em (2) temos que,

(Velr),y — ) < oy) — () = ¢(x) < (y) + (Ve(r), z —y), para todoy € X.

Portanto \yp(z) € 0p(x).
o Jp(x) C ve(z) :
Se w € dp(z) = p(z) < ¢(y) + (w,z —y), para todo y € X.

Equivalentemente,

o) — (w,z) < oy) — (w,y),VyecX. (3)



31

Defina a funcio g : X — R dada por g(2) = ¢(z) — (w, z). Como ¢ é Gateaux

diferenciavel em x, segue que g ¢ Gateaux diferencidvel em x e temos,

o+ Ay) — (w,z + Ay) — p(z) + (w, x)

(Vg(),y) = lim \ = X
= lim plet Ay; —elo) (w,y) = (Ve(r),y) — (w,y)

Portanto, \7g(x) = ve(x) — w. (4)
Afirmacgao: yg(x) = 0.

De fato, note que por (3) temos que z é ponto minimo de g, isto é, g(z) < g(y),

para todo y € X, logo
g9z + Ay) — g(x)

lim >0,Vy € X = (vyg(x),y) >0,Vy e X.
A—0F A
Considerando v’ = —y temos que,

0 <(vg(x),y) = (vy(z),—y) = —(vy(z),y),Vy € X = vyg(z) = 0.

De (4) concluimos que 7o (z) = w.

Lema 3.2.4. Seja ¢ : X — R uma funcdo s.c.i. e conveza. Temos que

o(x) = inf{p(u);u € X} se, e somente se, 0 € dp(z).

Demonstracao:

Seja x € X tal que p(r) = inf{p(u);u € X}, pela definicdo de infimo, temos que
o(z) < ¢(y) para todo y € X. Assim,

e(x) < @(y),Vy € X <= p(z) < p(y) + (0,2 —y),Vy € X <0 € Op(x). O

3.3 Subdiferencial da Conjugada da Funcao

Definicio 3.3.1. Se p* € propria, a funcio ¢** : X** — R dada por
©**(2*) = sup{(z**, f) — ¢*(f); f € X*} € chamada conjugada de p*.
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Pela Proposi¢ao 0.0.19 temos que J(X) C X**, no caso de X ser reflexivo temos que
J(X) = X*, ou seja, X = X** e escrevemos,
©**(z) = sup{(f,z) — ¢*(f); f € X*} via identidade com a defini¢do acima, pois dado

r** € X**, temos que existe x € X, tal que

(z, ) = (J(2), f) = J(f) = f(x) = ({f, 2).

Definigao 3.3.2. dp*(z*) = {z™ € X™; p*(2*) < (™, 2" — y*) + ¢*(v*),y* € X'},
equivalentemente, caso X seja reflexivo,

Ot (27) = {z € X;9" (") < (2" —y" 2) + " (y"), y" € X7}
Vejamos a seguir algumas relagoes entre 0y e 0p*.

Proposicao 3.3.3. Seja X um espaco de Banach reflevivo e ¢ : X — R uma funcdio
semicontinua inferior, convexa e propria. Entdo as sequintes condigcoes sao equivalentes.
(i) 2 € Op(x),
(ii) p(x) + ¢ (2") = (2", z),
(131) x € Op*(x*).

*

Em particular, 0o* = (0p)~! e (¢*)* = .

Demonstracao:
Note que, pela proposicdo 2.3.2 temos que ¢* : X* — R & s.c.i., convexa e propria.

Seja z* € Jp(x). Entao,
o) < ply) + ("2 —y),Vy € X = p(x) + (2%,y) — p(y) < (z*,2),Vy € X.

Consequentemente,
p(x) +sup{(z*,y) — ¢(y);y € X} < (2%, x). Portanto
pla) + ¢ (27) < (27, 7). (1)
Por outro lado, temos que ¢*(z*) = sup{(z*,y) — p(y);y € X} > (%, x) — ¢(x).
Assim,
p(x) +¢"(27) = (@7, z). (2)
De (1) e (2) segue a igualdade de (iz).
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De (ii) temos que,

(%, 2) = p(z) + p*(2") = p(z) + sup{(z", z) — p(z);x € X}

> p(x) + (2", y) — ¢(y), Yy € X. Assim,

e(x) < ey) + (a5, 2 —y),Vy € X = 2" € 0p(z).

Para provar que (ii) <= (7i7), primeiramente vamos mostrar que ¢** = .

Afirmacao 1: ¢ < .

Note que, p*(x*) = sup{(z*, ) — ¢(x),r € X},Va* € X*. Assim, para cada = € X,
temos que

©* (") > (a*,x) — p(x),Va* € X* = (2%, x) — ¢*(2*) < p(x),Va* € X*

Portanto, para cada x € X, temos,

sup{(z*, z) — ¢*(2%), 2" € X'} < p(2) = ™ (z) < p(z),V2 € X.

Provando a afirmacao 1.

Suponha que exista g € X tal que **(xg) < p(x0), logo (xo, o™ (x0)) ¢ Epi(p).
Pela Proposicao 2.1.5, Epi(y) é fechado e pela Proposi¢ao 2.1.7, temos que Epi(p) é
convexo em X X R. Como ¢ é propria, entdao Epi(p) # 0. Definindo A = {(zo, ¢**(x0))},
claramente A é convexo e compacto em X X R e disjunto de Epi(p).

Pela segunda forma geométrica do Teorema de Hahn Banach, existe ¢ € (X x R)* e
a € R tal que,

Y(wo, 9™ (10)) Ca—e<a<a+e<Y(r,\),¥(z,\) € Epi(p), (3)

para algum € > 0.

Pela Proposigao 0.0.12, temos que, (X X R)* &~ X* x R*. Logo, existe 2, € X* e k € R
tal que, ¥(z, \) = (2, z) + kX, V(z, ) € X x R. Substituindo em (3) temos,

(x5, o) + k™ (z0) < a < (xf, x) + kA, para todo (z,\) € Epi(p).

Tomando A = ¢(x), temos claramente que (z,¢(x)) € Epi(p). Supondo, sem perda
de generalidade, que k£ > 0, entao

(%,xo) + @™ () < (%,x} + ¢(z), para todo z € X.

Equivalentemente,



Portanto, sup{ (f, 7o) — ¢" (/); f € X"} = o™ (a0) < <i> —
contradiz a definicao de ¢**.

Portanto, segue que p** = ¢.

(id) = (4i):

Como (i7) vale e ¢** = ¢ temos que p**(z) + ¢*(z*) = (z*, z). Portanto,

—p* (") = —(z", ) + " (2)
= —(a*,2) +sup{{y*, ) — ¢"(y"),y" € X"}

> —(x"x) + (¥, x) — p*(y"),Vy* € X™.

Logo, ¢*(x*) < (z* —y*, z) + ¢*(y*), Vy* € X*.
Usando a reflexibilidade do espaco X temos,
Portanto x € 0p*(z*).

x € 0p*(z*) = ¢*(a") < (2" —y*,2) + ¢*(y"), Vy* € X*. Assim,
" (") + (¥, x) — " (y") < (2%, 2),Vy" € X

Equivalentemente,
@* (") +sup{(y", z) — ¢*(y"),y" € X"} < (2", x). Assim,
o (27) + ¢ (z) < (27, z).
Por outro lado, temos que
¢ (x) = sup{(y", z) —¢"(y"),y" € X"} > (%, z) — ¢*(z"). Logo
™ (2) +¢7(27) = (27, z).

De (6), (7) e do fato de ¢*™* = ¢, segue a igualdade de (7).

34

(7)

A prova da igualdade d¢* = (0p)~' = D(0y) segue da equivaléncia entre (i) e (i77).
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De fato, se x € (0p)~! entao existe z* € X* tal que z* € dp(x), como (i) = (i),
temos que x € Jp*(x*). Por outro lado, se z € Jdyp*(x*), para algum z* € X*, como

(i11) = (i) temos que z* € dp(x), portanto x € (Op) L. O

Definiciao 3.3.4. Seja ¢ : X — R uma funcio conveza, s.c.i. e propria. Para cada

e > 0 defina o conjunto d.p(x) de subgradientes aprozimados de ¢ em x por,

Ocp(r) = {a" € X750(y) = p(x) — e+ (z7,y —2),Vy € X}

={2" € X% p(x) + " (27) — (27, 2) < €}

A conjugada @™ de ¢* coincide com ¢ em X (considerando X como um subespago de

X*), isto é, p(x) = sup{(z*, x) — ¢*(x*),2* € X*}, para cada x € X.

Observacao 3.3.5. Note que, se x € D(p), entao d.po(x) # 0.

De fato, como x € D(p) temos que,

o(x) = sup{{y*, z) — ¢*(v*),y" € X*} < +oo. Assim, dado € > 0 existe z; € X* tal
que,

olr) —e< (zFx) — p*(2)) = p(z) + " (zF) — (zF, ) < €. Portanto, zF € O.p(x).

Lema 3.3.6. Seja ¢ : X — R uma funcdo convera, s.c.i. e propria com x* € O.p(x).
€
Entao, para cada X\ > 0, existe & € X e 2" € X* tal que ||z — z|| < A, ||z" — 2¥|| < 3 e

" € 0p(T).
Demonstracao: ver lema em [1], pag. 608. O

Proposicao 3.3.7. Seja ¢ : X — R uma funcdo s.c.i., convera e prépria. Entdo,

D(0¢) é um subconjunto denso de D(yp).

Demonstragao:
1) D(9¢) C D(¢)-
Seja x € D(0yp), entao existe z* € X* tal que,
p(z) < @(y) + (&, 2 — y), para todo y € X. (1)
Como ¢ ¢é propria, existe u € X tal que p(u) < +00. Tomando y = u em (/) temos

que, p(z) < @(u) + (z*,r — u) < +o0.
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Portanto, x € D(¢p).

2) D7) = Dip).

Agora vamos mostrar a densidade de D(d¢) no D(p). Seja x € D(y), e vamos mostrar
que existe uma sequéncia {z, t,en C D(Jp) tal que ||z, — z|| — 0, quando n — +o0.

Como x € D(yp), pela Observacao 3.3.5, dado € > 0, existe z € Jd.¢(x). Sendo assim,
para cada n € N defina ¢, = % >0e )\, = % > (0. Pelo Lema 3.3.6 temos que existe
T, € X ex; € X" tal que,

Zy, — || < Ay = %, ||z — ]| < ;—Z = % e I € 0p(T,) para todo n € N.

Portanto, a sequéncia {Z, }neny C D(0p) e fazendo n — +o00 em ambos os lados da

1
desigualdade ||z,, — z|| < —, temos que, ||Z,, — z|| — 0, e o resultado segue. O]
n

Proposicao 3.3.8. Seja ¢ : X — R wuma funcio s.c.i., conveza e propria. Entdo,

intD(p) C D(0yp).

Demonstracgao:

Se intD(p) = (), o resultado decorre direto.

Suponha que intD(p) # 0 e seja xg € intD(p), entdo existe r > 0 tal que,

V = B(zo,7) = {z € X;||lx — z0|| <1} C D(p). Pela Proposicao 2.2.4, temos que ¢
é continua em V.

Defina C' = {(z,\) € V X R; p(x) < A}

e C & aberto em X x R. De fato, dado (2/,\") € C, como ¢ é continua em V e
p(x') < N, podemos tomar § > 0 e € > 0, suficientemente pequeno, de forma que
p(x) < N —e, Vo € B(2',§) C V.Note que B(2',9) x (N —¢, ' +¢) =: A é um aberto
de X X R contendo o ponto (', \') e A C C. Portanto, C é um aberto de X x R.

e C é um conjunto convexo.

Dados (z, ), (y, ) € C, entdo ¢o(z) < a e ¢(y) < . Como V & um subconjunto

convexo de X e ¢ é convexa, temos que
oAz + (1= N)y) < Ap(x) + (1 = Ne(y) < da+ (1 —X)B,VA € (0,1). Assim,

Mz, o)+ (1 =N (y,8) = A+ (1 =Ny, da+ (1 —\)3) € C, para todo A € (0,1),

provando a afirmacao.
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Seja B := {(x0,¢(x0))} e note que BN C = (. Pelo Teorema de Hahn-Banach,
primeira forma geomeétrica, existe um hiperplano fechado que separa B e C no sentido

lato, isto é, existe 1) € (X x R)* e # € R tal que

Y(wo, p(w0)) < B < Y(x,A),V (z,A) € C. (1)
Como 1 é continua, temos
B <Y(z,\),V (z,\) € C. (1I)

Pelo Teorema 0.0.12 temos que (X x R)* ~ X* x R*. Portanto, existe f € X* e
K € R, K nao nulo (veja Lema 0.0.11 ), tal que,
W(w,A) = (f,2) + KAV (2,)) € X x R. (111)
Por (I), (II) e (III) temos,
(f, 20) + Ko(z0) < B < {f,x) + K\, para todo (x,\) € C.

Sem perda de generalidade, suponha que K > 0. Assim,

(%,x(ﬁ + (o) gf% < <%,x> —;/\7 para todo (x,\) € C.
Tomando z = 73 ceXea= 17 € R obtemos que,

(—xp,m0) + o(20) < a < (—x},2) + A, para todo (z,\) € C. Como (z,¢(z)) € C
para todo x € V' temos que, (—z, xo) + ¢(x0) < (—z, z) + ¢(z), para todo x € V.

Equivalentemente,

o(xg) — p(x) < (xh, 0 —x),Vx EV. (IV)

Para todo u € X, podemos tomar A € (0,1) tal que z = Azg + (1 — A)u € V pois,

[|Azo + (1 — Nu — xo|| = (1 — A)||u — x0|| < r para algum A suficientemente proximo
de 1. Substituindo x = Azg + (1 — A)u em (IV), temos pela convexidade de ¢ que,

P(x0) = Ap(zo) — (1= N)p(u) < (o) — @(Azo + (1 = Au) < (5, 20 — Azo — (1 = A)u),
para todo u € X. Assim,

o(xg) < Ap(xo) + (1 — Np(u) + (xg, (1 — N)(zo — u)), para todo u € X e X € (0,1).

Como ) é continua, fazendo A — 07, temos que,

o(zo) < o(u) + (z§, o — u), para todo u € X.

Portanto, xj € 0p(z9) = x9 € D(0p). O

Proposicao 3.3.9. Seja X um espaco de Banach reflevivo e ¢ : X — R uma funcdio
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propria, S.c.i. e convera. Se

lim ¢(z) =400
||| =00

Entao R(0p) = X*, sendo que R(Jp) :={a* € X*; Iz € X, a* € 0p(2)}

Demonstragao:

Dado f € X* temos que f é limitada, continua e convexa (pela linearidade de f).
Definindo g : X — R por g(z) = ¢(z) — f(z) temos que g é convexa, semicontinua
inferior, propria e

lim g¢(z)= lm ¢(z)— f(z)=+oo, pois f & limitada e l‘im o(x) = +oo.

||| =00 ||| =00 ||z|| =00

Pela Proposicao 2.3.3, segue que existe xg € X tal que g(xg) < g(y), para todo y € X.

Equivalentemente,
p(x0) = f(wo) < (y) — f(y),Vy € X = @(z0) < 9(y) + (f, 20 — ), Vy € X.
Portanto, f € dp(xg), provando que R(Jp) = X*. O

Observacao 3.3.10. Sejam p, v : X — R funcgoes convexas, semicontinuas inferior-

mente e prdprias. Se D(p) N D(¢) # 0 entao O + 0p C (¢ + ).

Seja w* = wj + w3}, com wi € OY(x) e wy € Op(x). Assim,

() < Y(y) + (wi,z —y), para todo y € X. (D)
o(z) < ¢(y) + (ws, x — y), para todo y € X. (IT)
Somando ambos os lados das desigualdades (I) e (II) temos que,

() +9(x) < ply) +¢(y) + (wi + w3,z —y), para todo y € X.

Portanto, w* € (¢ + ¢)(z).

Proposicao 3.3.11. Sejam ¢ e ¢ funcgoes converas, semicontinuas inferiormente e pro-

prias em X tais que int(D(¢)) N D(p) # 0. Entao 0(¢ + ) = 9y + .

Demonstracao:

Ver [5] p. 41. 0.



Capitulo 4
Aplicacao

Neste capitulo, definiremos o operador p(z)-Laplaciano perturbado e mostraremos que a
realizagao deste operador no espago H = L*(2) é a subdiferencial de uma fungao convexa,
propria e s.c.i.. O operador p(x) - Laplaciano aparece em muitos modelos de EDP’s com
aplicacoes em processamento de imagens e fluidos eletroreologicos. Os resultados deste

capitulo podem ser encontrados em |[8].

4.1 Algumas definicoes e resultados importantes

Nesta secao, iremos evidenciar algumas defini¢coes e resultados que serao tteis ao longo

do capitulo.
Definicio 4.1.1. O espago de Lebesgue generalizado LP®)(Q) é definido por
LP@)(Q) = {u Q—R:ué mensurdvel,/ lu(x)[P@dz < oo},
Q
onde Q CRY, N > 1, é um conjunto mensurdvel e p € L>(S), com p > 1.
Para u € LP®(Q) e p € LY := {q € L=() : infess q > 1} denotaremos
pla) = [ fu(a)da,
Q
p~ = infess p e pt = supess p.
Por [15, 7, 10], LP®)(Q)) é um espaco de Banach com a norma

39
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lu||p@) = 1nf{)\>0 p()\) <1}

Definicao 4.1.2. O espaco de Sobolev generalizado W'P®)(Q) ¢ definido por
WP (Q) = {u € LP(Q) : [Vu| € LF@(Q)}.
De acordo com [15, 6, 10|, temos que W'P(®)(Q)) é um espaco de Banach com a norma
[lull« = [lullp@) + [[Vullpe
Definigdo 4.1.3. W, ™" = WWLPM(Q).
Proposicao 4.1.4. [16, 10] As normas ||Vu||pw) e ||ul|« sGo equivalentes em Wyt
Teorema 4.1.5. [15, 10] Seja u € LP®)(Q). Entdo
(i) [|ullp@) < 1(= 1;> 1) se e somente se p(u) < 1(=1;> 1);
(i) Se llully) > 1, entio |[ull, < p(u) < [[ull);
(iii) Se [Jullyw) < 1, entdo [Jullo,) < p(u) < Jullfy,

Teorema 4.1.6. [2, 12, 10] Sejam p(x) e q(x) fung¢des mensurdveis tais que p(x) € L>(Q)
e 1 < p(x)g(x) < +o0 para quase todo x € Q. Seja f € LY (Q), f # 0. Entdo

+
1 @ae) < Moy < N wya) - 5€ Ifllp@a@ < 1,

1By < NPy < 1B » 5 1 lp@ra = 1.
Em particular, se p(x) = p € constante, entdo |[|f[P|lgw) = [1f1[5)q0)-
Proposigao 4.1.7. [6, 17, 10] O espaco conjugado de LP™)(Q) ¢ L12)(Q) onde zﬁ i
ﬁ = 1. Além disso, para f € L™ (Q) e g € LY*)(Q) vale a desigualdade

x)dx

< 2[[fllpa) 191 o)

Teorema 4.1.8. [15, 16, 10]
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(i) O espaco (LP(Q), || - |lpw)) € separdvel;
(ii) Se p~ > 1, entdo LP™(Q) € reflexivo;
(iii) Se p~ > 1, entdo WHP@(Q) ¢ separdvel e reflexivo.

Segue imediatamente da definicio de WaP™ e das propriedades de W@ (Q), que Wir

¢ um espaco de Banach reflexivo e separavel.

Teorema 4.1.9. [15, 16, 10] Seja Q wm dominio limitado de RN e p,q € LY (Q). Entdao
LP@)(Q) C L1®)(Q)

se e somente se q(x) < p(x) para quase todo x € ), e neste caso a imersao € continua.

Teorema 4.1.10. [16, 10] Seja Q um dominio limitado de RN e sejam p,q € C(Q) tal

que p~,q~ > 1. Assuma que

Np(z) .
W) <) = | N=pa) "IN
+00, p(z) = N

para todo x € Q. FEnldo,
Wie@)(Q) c L1®)(Q),
e a 1mersao é continua e compacta.

Definicao 4.1.11. Seja V um espaco de Banach. Dizemos que um operador A .V — V*

€ hemicontinuo se, para todo u,v € V,
A(u + Av) — Au,
quando X — 0.

Definicao 4.1.12. Seja V um espaco de Banach. Dizemos que um operador A .V — V*

é coercivo se

lim (Auj, uj)v v

| = +00
koo fuylly

qualquer que seja (u;)jen C V' com 'liin ||u;||v = +o0.
Jj—+oo
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4.2 O operador p(x)-Laplaciano

Nesta secdo, definiremos o operador p(z)-Laplaciano e mostraremos algumas propriedades
para esse operador, como monotonicidade, coercividade e hemicontinuidade.
Seja @ C RY um dominio limitado e consideremos V = W@ (Q) H = L*(Q),

p(z) € C(§2) com p(x) > 2 para quase todo x € 2. Pelos Teoremas 4.1.9 e 4.1.10 temos

que V. C H C V* com imersoes continuas e densas. Consideremos agora o operador

A:V — V* dado por
Au)(v) = / |Vu P2V u. Vods + / |u[P@)~2ypdz.
v Q
Lema 4.2.1. Sejam a e b niimeros reais positivos e ¢ > 1. Entdo (a + b)? < 2971 (a? 4 b?).

Lema 4.2.2. [16] Sejam &,n € RY e p > 2 uma constante. Vale a desigualdade
1 p
(-2 = apn) (€ =) = (5) le =P
, 1 1 ~ .
Lema 4.2.3. Sejam — + —— =1 e p(z) := p(x) — 1. Se ||u]|ly <1 entao

p(x)  q()

1

. +
() (Auu)y. y > oy

(ii) || Aul

ve < ||VU||§(;) + ||U||g(;) +1;

(i) [|Aulv- <2 (IIValllg, + lulllg, ).
Lema 4.2.4. Sejam ]ﬁ + ﬁ =1 ep(z) :=p(x) —1. Se ||ul]ly > 1 entao
(i) 1
llully s se llullowy 2 1 e [[Vullye > 1
(A, upvey 2 3 [Vulln ) + Ul o se [ulle <1 e [[Vullpe > 1
[Vl Py + [Py » se Hullp@) > 1 e [[Vaully@ < 1
(i)
[Vl + [l + 1, se [[ully@ > 1 e [[Vullpe > 1
[Aullv- < (IVullfg, + llulll,) + 1, se llullpe <1 e [[Vullye =1 ;
1Vul [Py + ul Py + 1 se [ullp@ > 1 e [[Vullye <1
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(iii)

>+ >+
2 (I7ulffyy + )  se llull 2 1 € [Vl = 1

p(z
— _
Aullv- <8 2 (IVully + ull,) - se llull <1 e [Vl > 1
5— +
2 (1IVulliy + 11l )+ se llullp > 1 e [[Vally <1

Definicao 4.2.5.

Um operador A : V — V* é mondtono se, dado z1,x9 € D(A), entao

(A(z1) — A(x2), 1 — x9) > 0.

O operador A € dito ser maximal mondtono, se ndao estiver propriamente contido em

qualquer outro operador mondtono.
Lema 4.2.6. O operador A:V — V* é mondtono.

Demonstracao: Sejam u,v € V. Usando o Lema 4.2.2 para cada x € () fixado

obtemos

(Au— Av,u —v)y«y = (Au,u — v)y» v — (Av,u — v)y= v

= / |VulP@ V.V (u — v)dz + / |uP@ =2y, (u — v)dx — / IVoP® 2TV (u — v)dz
Q Q Q

— / l0P@ =2y (4 — v)dz = / (|Vu|p(x)_2Vu - |Vv|p(”)_2VU) (Vu — Vo) dx
0 0

1 p(z)
" / (P20 — [oP®20) (i — v) do > / (E) V- Vol ds
Q Q

1 p(z) 1 pt
/ (—) lu — vP@dx > (—) (/ \Vu — VoP@dy —i—/ lu — v\p(x)dx) > 0.
o \2 2 Q 0

Lema 4.2.7. O operador A:V — V* € coercivo.

_|_

Lema 4.2.8. O operador A:V — V* é hemicontinuo.
Assim, o operador A : V — V* V = W@ (Q) definido por

A(u)(v):/|Vu|p(m)_2Vu.Vvdx+/|u|p(“”)_2uvdx,
Q Q
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é monodtono, coercivo e hemicontinuo para cada u,v, € V. Portanto, A é maximal mono-
tono (veja [13]). Agora, seja Ay a realizacdo de A em H = L?*({2) dada por
D(Ay) :={ueV;A(u) € H}

Ap(u) = A(u), se u € D(Ap)

Usualmente, podemos representar / IVulP") "2V u. Vodz por —Ayq) (u)(v). Mostraremos
Q

que Ag é a subdiferencial de uma funcao convexa, prépria e s.c.i. Considere
1 (x) L @
—|VulPPdx + | ——|u|P'dx ,se ueV
400, se ue H—-V

Lema 4.2.9. A aplicagdo @y € conveza e propria.

Demonstracio: Seja u € V = W@(Q). Entdo u € LP®(Q) e Vu € LPE(Q).

Assim,

1 1 1
/—|Vu|p($)dx—|—/ —|U|p($)dx <= {/ |Vu|p($)dx—|—/ |u\p(z)dx

donde ¢, ;) € propria. Como a aplicacao AP é convexa para A > 0, entao, para u,v € V' e

< 0

0<t<1, temos

@ (tu+ (1 —t)v) = /QI%|V(M + (1 —t))|PDdx +/ L|15u + (1 — t)oP@dz

% o (@)
1 1
= | —[tVu+(1-t va($)dx+/—tu+ 1 —t)oP@dy
| levu+a-val [ —hu+ (1=
1
< t|\Vul + (1 — t)|Vov d:z:+/—tu+1—tv 2) da
[ 5 1l + =019 e+ [ el + (1= )
1 1
S/ (¢ Vulr™ + (1 — )| Vo) —(t|u|p(x)+(1—t)|v|P(9”))d:p
pr Qb )
1
=t Vup(x)dijt/—up(x de+ (1 —t —|Vu|P®) g
/pr) ' ap@ 0 LoV
1
+ (1= ) [ P = o) + (1= Do (0).
Logo ¢,z € convexa e o lema esta provado. 0

Lema 4.2.10. A aplicagio pp) € semicontinua inferiormente.
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Demonstracao: Devemos mostrar que @, (u) < liminf @, (u,) se u, — w em H.
n—oQ
Seja entao (u,) tal sequéncia. Se liminf ¢, (u,) = +00 entdo
n—oo
Pp(a) (u) < +o0 = h}giogf Pp(a) (Un)-

Caso contrario, se liminf ¢, (u,) = a < 400 entdo existe uma subsequéncia (u,,) C V
n—oo

de (u,) tal que

1 1
lim o, (U, ) = lim —|Vu,, p(x)dx—i—/ — |, PPz ) = a.
tim () = tim ([ 219, [l
Assim, temos que p,,)(uy,;) ¢ limitada, isto ¢, existe M > 0 tal que
para todo 7 € N. Usando o Teorema 4.1.5 obtemos que

1

(™M)=, se |[un,|lpw) > 1

[ [t || p(a) < n
(p™M)e%, se ||y, ||p@) <1

¢ 1
o - (ptM)r=, se |[Vup,|lp@) > 1

[Vt ||p@) < oo
(pTM)#*, se |[Vup|lpe) <1

Assim podemos concluir que |[|u,, ||y ¢ uma sequéncia limitada no espago de Banach
reflexivo V. = W'@(Q). Logo (u,,) possui uma subsequéncia (que também iremos
denotar por (u,,)) tal que u,, — v em V para algum v € V. Como H* C V* temos
que u,;, — v em H e pela unicidade do limite fraco u = v € V. Considerando agora a

subdiferencial Jyp, ;) de @) obtemos,

(O@p(a) (1), tn; — Wy v < Op(a) (Uny) — Pp(a) (1),
para todo 5 € N. Logo,

(00p(a) (W); tn; — w)v=v + @pa) (1) < Pp(a) (Un,),
para todo j € N. Como u,;, —u em V e Jpy,)(u) € V* segue que,

<(9<,0p($) (U), Unj — u>V*,V — 0,
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quando j — +4o00. Portanto, quando 7 — +o0,
Pp(a) (1) < M @p(0) (un; ) = @ = T inf gy 0) ().
Teorema 4.2.11. Ay € a subdiferencial Oy de Qpz)-

Demonstracao Temos que Ay, que é a realizacao de A em H é maximal moné6tono

em H. Como d¢y,) ¢ mondtono em H temos

Opp(z)(u) C Ap(u)

qualquer que seja v € H. Assim, basta mostrar que Ay(u) C Oppw)(u). Seja entao
u € D(Ay) ={ueV;A(u) € H} esejav € A(u) = Ay(u). Entdo para todo £ € V

temos
(v, = wWvev = (An(u),§ —u)y-y = / Vu[P@ 2V, (VE = Vu)de
0
+ / |u[P@=20(¢ — u)dz = / \Vul[P® V. Vedr — / |Vul|P® dz
Q Q 0

+ /|u|p(x)_2u§d:v—/|u|p(x)dx:/|Vu|p(x)_2Vu.V§d$~l—/|u|p(x)_2u.§d:£
Q 0 0 0

— /]Vu|p(”)dx—/\u|p(“)d:c.
Q Q
1 1

Considerando ¢(z) de forma que — + — =1 temos

p(z)  q(z)
<v,£—u>v*y+/ |Vu|p(x)d:c—|—/ ]u\p(”‘")d:ﬂ:/\VMp(x)ZVu.Vﬁdx
0 Q 0

[P tugds < [ 9P weide + [ e gl
Q Q Q

1 1 1

< / V| r@-Da@) 4 L gepe) gy / L @) L jepog,
~ Jaa(z) p(x) o q(x) p(x)
1 1 1 1
= /—]Vu|p(x)dx+/—]VS]”(x)dw—l—/—\u|p(x)dx+/—]§\p(”)dx
q q() o p(x) q(z) o p(T)

logo,

(v,f—u>v*7v+/§2(1—$> yvuyp<w>dx+/g<1—$> P d

1 p() g 1 p(z) g
< Ammwg x*ﬁmwm g

e com isso concluimos que
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<U>£ - u>V*,V + Sop(x)(u> < Pp(zx) (f)

ou de forma equivalente

(0, & =)y v < Op)(§) — Ppa) (1)

para todo £ € H. Isso mostra que Ap(u) = v € Oppy)(u) e o teorema esta provado.
[
Pela Proposigao 3.3.7 em [14] sabemos que o dominio de Ay é um subconjunto denso
de D(ppw) == {u € H : pyy(u) < oo} =V = W (Q). Como V C H e as imersdes
sdo continuas e compactas, temos que W@ (Q) C mH para todo p(x) tal que
p(z) > 2 e p(z) continua em Q. Consequentemente, obtemos que mH = H para todo

p(z) tal que p(x) >2epe C(Q).
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