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Resumo

Neste trabalho estudaremos as solucoes do sistema

Oh+V x ([Vx P2V x h) = f(h), V-h = 0 em Qx (0,7)
IV x h|PPY 2V x h x n =0, h-n = 0 emI x(0,7)
h(-,0) = hy em Q,

em que © C R? é um dominio limitado simplesmente conexo, V x h denota o rotacional do

o—2

2
vetor funcional h = (hy, he, h3) e f(h) = )\h(/ \h\z) com A € {—1,0,1}. Quando
Q
A € {—1,0} consideramos 0 < ¢ < 2 e para A = 1 tomamos ¢ > 1. No caso A € {—1,0}
estudamos a extincao em tempo finito das solucdes e no caso A = 1 o comportamento

blow-up das solucgoes.

Palavras—chave: Blow-up, Sistemas rotacionais, Extin¢do em tempo finito.
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Abstract

In this work we will study the system solutions

Oih+V x ([V x hP')72V x h) = f(h), V-h = 0 inQx(0,7)
IV x hPUY2V x h xn =0, h-n = 0 inlx(0,7T)
h(,O) = ho in Q,

where Q C R? is a simply connected domain, V x h denotes the rotational of a vector

a—2

function h = (hy, he, h3) and f(h) = Ah(/ |h|2) with A € {—1,0,1}. When X €
Q

{=1,0} will study 0 < ¢ < 2 and for A = 1 we take ¢ > 1. In case A € {—1,0} we

studied the finite-time extinction of solutions and in the case A = 1 the blow-up behavior

of solutions.

Keywords: Blow-up, Rotational Systems, Finite Time Extinction.
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INTRODUCAO

Dentro da Matematica Aplicada, as equacoes diferencias tém tido um importante
papel, vinculando-se com outras ciéncias e descrevendo desde fenomenos ligados a Fisica
a fendmenos biologicos e epidemiologicos. O que se descobriu recentemente e desde entao
teve um significativo crescimento cientifico, é que o estudo de equacoes diferencias parciais
ou sistemas com expoente variavel nos da uma descricao de comportamento mais precisa
de certos fenomenos e comportamento de materiais. Neste trabalho faremos um estudo
aprofundado do artigo [I] que trata exatamente deste tipo de equagdo com o operador
p(+, t)-rotacional, introduzindo a partir de agora alguns conceitos basicos. Ao longo do
trabalho as funcgoes e espagos vetoriais serao representados em negrito.

A divergéncia de um vetor funcional h = (hq, hy, h3) é denotada por
V -h = 0y hy + Op,ho + Oy hs
e o rotacional de h por
V X h = (0y,hg — Opyha, Orsh1 — Oy b3, Op, ho + Opyhy).
Recordamos as seguintes identidades:
—Ah =V x(Vxh)—-V(V-h),

onde Ah = (Ahl, Ahg, Ahg) e Ahl =V- (th), 1:1,2,3

Vamos mostrar a existéncia de solucao do seguinte sistema chamado Laplaciano de h;,



analisar sua extincao em tempo finito e sua explosao dependendo dos parametros A e o

Oh+V x (|V x hP'D2V x h) = f(h), V-h = 0 em Qr (1a)
|V x hPUY72V x b x n =0, h-n = 0 emXp (1b)
h(-,0) = hy em €, (1c)

onde Q é um dominio limitado simplesmente conexo em R* CM! é uma fronteira suave
representada por I, T € RT, Qr =Qx (0,T) e Xy =T x (0,7).

Além disso, f(h) = )\h / |h|? Jg com A € {—1,0,1} e 0 é uma constante positiva.
A existéncia de solucio h € X (Qr)NVH (0, T : L*(2)) para o problema citado acima ser

provada usando o método de Galerkin, onde o espaco funcional
X(Qr)={veL*(Qr): VxveL")NQr),V-v=0uv-n.}

é a estrutura adequada para se resolver fracamente o sistema.

No primeiro capitulo foi feita uma revisao de alguns resultados essenciais para o
desenvolvimento do trabalho. O segundo capitulo é voltado para caracterizacao de um
espaco vetorial e de uma base topolégica apropriados para o espago de solucoes Wp(’)(Q)
e a apresentacao de uma estrutura funcional na qual foi possivel reformular o problema
acima para um outro equivalente. No capitulo trés inicialmente mostrou-se a existéncia
global de solugdo para este problema reformulado onde A € {—1,0} e 0 < 0 < 2 que
resulta na extincao da funcao a partir de um certo tempo %, isto é, a partir do tempo
to a solucao se anula. No ultimo capitulo também mostramos a existéncia de solucao do
problema equivalente com A = 1 e ¢ > 1, entretanto com essa variacao dos parametros

temos que as solugoes locais explodem num intervalo de tempo (0, ¢4z )-



Capitulo 1
Pré-requisitos

Neste capitulo serao apresentados alguns conceitos e resultados de Analise que serao
usados ao longo do trabalho. A menos de mencao contraria os resultados aqui enunciados
se encontram demonstrados na Dissertagdo de Cicero, J, G. [2], sendo devidamente

referenciados quando fora desse padrao.

1.1 O Espaco de Lebesgue L™(Q) e o0 espaco de Sobolev
Wwrt(Q)

Definicao 1.1. Seja QQ C R" um conjunto mensurdvel. Considere o conjunto
LE(Q) ={p e L>(Q) :inf ess p > 1}.
Definicao 1.2. Seja p € LT (S2). Definimos o espago LP9(Q) por
LPO(Q) = {u: Q — R : u é mensurdvel e/Q lu(z) [PV dz < oo}

Denotamos

plu) = / lu(z)[PUdz, p~ =infessp e pt = sup ess p.
Q

p(u) € dita Fungao Modular.



Proposicao 1.1. Para todos u,v € LPV(Q), tem-se
(a) p(u) =0 se e, somente se, u = 0;
(b) p(=u) = p(u);
(¢) ptu+ (1 —t)v) <tp(u)+ (1 —1t)p(v), para todo t € [0,1], i.e, p é fungao conveza;
(d) plu+v) <27 [p(u) + p(v)];

(e) Se A > 1, entao
plu) < Aplu) < N p(u) < p(Au) < N p(u)

e se )< \<1, temos as desigualdades invertidas;

(f) Para cada v € LPO(Q\{0}, p(\u) € uma fungdo crescente, continua e conveza em
A € [0, 00).
Proposigao 1.2. L”(')(Q) é um espaco vetorial.
Proposicao 1.3. ||u||,) = inf{A > 0: p(%) <1} € norma em LPV(Q).
Proposicao 1.4. Sejo u € LPY(Q). Entdo,
1 |ullpey < 1(=1;> 1) se, e somente se, p(u) < 1(=1;> 1);
. - +
2. 8e llullyy > 1, entio [lull”y, < plu) < |[ullZ5;
. + -
3. e llulyy < 1, entao |l < plu) < [full,
Teorema 1.1. L’V (Q) ¢ espaco de Banach.
Teorema 1.2. Seja p~ > 1 e seja g € L°(QY) tal que
1 1
—— + —— =1, para todo x € ).
p(z)  q(x)

Entéo, dado f € (LPY(Q))* existe um tinico v € L1V(Q) tal que

flu) = /Qu(x)v(x)dx para todo u € LPV(Q).
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Definicao 1.3. Seja f(x) uma fungao com dominio em Q C R" entao o suporte de f(x)

aqui denotado por supp [ € dado por:

supp f={x € Q: f(z) # 0}.

Denotando por C*(Q), 0 < k < 0o, o conjunto de todas as funcoes definidas em Q com
derivadas parciais continuas até ordem k, seja C’g(Q) o conjunto de todas as funcoes

© € CH(Q) com suporte compacto em Q.

Teorema 1.3. Seja Q@ C R"™ um conjunto aberto. Entao, os espagos Cy(2) e C5°(2) sdo

densos em LPO(Q). E além disso o espago LPY(Q) € separdvel.

Teorema 1.4. Suponha que [Q] < 0o e sejam p,q € LT (). Entao
LP(')(Q) C Lq(~)(Q)

se, e somente se, q(x) < p(x) q.t.p. z em Q. FE neste caso a imersao € continua, isto €

existe C' > 0 tal que,
ullg) < Cllullpey para todo u € LPY(Q).

Definicao 1.4. Chamamos de Espaco de Sobolev e representamos por Wl’p(')(Q) 0 se-

guinte espaco

WirO(Q) = {u e LPO(Q) : 5_“ e ’V(Q),j = 1,...,N}
L

0
com Q CRY e a a j-ésima derivada fraca de w. Também em Wl’p(')(Q) podemos definir

8xj

a sequinte norma,

N
el = fulloy + 3 ||
j=1

Observe que podemos escrever o espaco Wl’p(')(Q) €como

ou

p()

WhrO(Q) = {u e LPY(Q) : |Vu| € LPD(Q)}, (1.1)



usando convenientemente a seguinte norma equivalente:
[ull = ullpe) + TVullp).-

Teorema 1.5. Wl’p(')(Q) ¢ um espaco de Banach. E também separdvel e reflexivo se

p > 1.
Definicao 1.5. Definimos o espaco Wol’p(')(Q) como sendo fecho de C3°(Q2) em WP (Q).
Teorema 1.6. Wol’p(')(Q) € espaco de Banach, separdvel e reflexivo, se p~ > 1.

Teorema 1.7. Sejam p,q € LT(Q) tais que q(x) < p(x), ¢.t.p. em Q. Entdo
lep(')(Q) C V[/Lq(')(Q)7

e tal imersao € continua e compacta.

Teorema 1.8. Se p,q € C(Q) sdo tais que,
1 < p(x) < q(x) < p'(x), para todo x € Q,

entao

Wl’p(')(Q) C L’I(')(Q),

com imersao continua e compacta, onde:

Np(z)
prz)=4 N —p(z)’ ple) < N
00, p(r) > N

1.2 Conceitos de Distribuicao

Esta se¢ao, na qual introduziremos os conceitos de Distribui¢ao, é baseada em [3].
Claramente C;°(Q2) ¢ espaco linear, podemos assim introduzir em C§°(£2) uma conver-

géncia como na definicao que segue



Definigao 1.6. Dizemos que uma sequéncia {p;} C C5°(2) converge para ¢, se
1) existe um compacto K C Q tal que supp ¢; C K, para todo i € N;

1) lim D%p; = D%p uniformemente em K, para todo o = («q,...,an), onde DY =

11— 00 a
i =1,...,N.

D, ... DN D, =
, TR

1?7 TN
Quando um conjunto no espagco C3°(2) satisfaz estas condig¢oes o denotamos por D(€2).

Defini¢ao 1.7. Um funcional linear continuo h definido em D() € chamado uma dis-

tributcao em Q.

1.3 Mollifiers e Aproximacao por Funcoes Suaves

Esta secao tem o intuito de esclarecer a definicao e algumas propriedades de Mollifiers

e é baseada em [4].

Definicio 1.8. Seja J uma funcio de valor real, nio negativa, pertencente a Cg°(RY),

com as sequintes propriedades:
i) J(x) =0, se|zx| >1;
i) J(z)dr = 1.
RN

T

Se £ > 0, a fungao J.(x) = 5‘”]( ) ¢ chamada mollifier, e a convolucao

3

T+ u(z) = / x — y)uly)dy

definida para funcoes u para as quais o lado direito da equacgao faz sentido, ¢ chamado
molificacao ou regularizacao para u.

Por exemplo, vamos tomar

k exp[ se |z| <1,

—1
L=z )

J(z) =



onde k > 0 é escolhido de modo que i) seja satisfeita.

Valem as seguintes propriedades:

Lema 1.1. Seja u uma funcdo definida em RY e identicamente nula fora do dominio

QO Cc RV,

a) Seu € L} (RY), entdo J. xu € C®(Q);

b) Sesuppu C Q, supp u ¢ compacto e u € L} (), entdo J. xu € C°(RY), desde
que € < dist(supp u,0), sendo OQ a fronteira de §);

c) Seue LP(Q), onde 1 < p < oo, entdo J. xu € LP(Q). Além disso,

[z ull, < |[ull, e lim [|J % u —ul|, = 0;
e—0*

d) Seuc C(Q),G C Q eG é compacto, entdo lim J. x u(x) = u(z) uniformemente

e—0t
em G;

e) Seu € C(Q), entdo lim+ Je * u(r) = u(x) uniformemente em G.
e—0

1.4 Mais propriedades dos espacgos L ('>(Q) e Whet) (€2)
A partir de agora vamos assumir que
p = I;leigp(ﬂf) e pt = ngp(x% 1 <p™ <plx) <p' < oo, (1.2)
e que equivalentemente ao definido anteriormente
WPO(Q) = {u € LPO(Q) : [Vul’V) € LHQ)},

equipado com a norma

||u||W17P(‘)(Q) = ||UHLP(‘>(Q) + ||VUHLP<‘)(Q)‘ (1.3)



Considere ainda,
WoPO() = u e W) u, =0}
com a norma
lullyyrr0 ) = VUl @)-

Vamos agora apresentar algumas propriedades basicas dos espacos L0 (Q), W0 (Q),
I/VO1 P (')(Q) que usaremos ao longo do trabalho, cujas demonstragoes podem ser encontradas

na Dissertacao de Cicero [2].

Teorema 1.9. Considere a norma do espaco Lp(')(Q) entao para todo f € et

win (111 155y ) < 000 < (10 o 1) (010
Teorema 1.10. Para todo f € LPY(Q), g € L1(Q) com
X
p(z) € (1,oo), qle) = 2

as sequintes desigualdades sao vdlidas.

|/ fg\s(p— >HfHLp<> llgllzaorey < 2111 ooy llgllzaorn

Para os proximos dois resultados considere p : & — [1,00) uma fun¢ao continua,

usaremos a notacio p € Cp, () se p satisfaz,

Y 6.6 €0 j6 -6l <1,Ip6) - el < vl - &), Imswpu(r)log - =C (1)

T—0t

Teorema 1.11. Se p satisfaz vale que D(QY) € denso em Wol’p(')(ﬂ), e este ultimo
espago pode ser definido como o complemento de D(SY), com respeito 4 norma .

A densidade de fun¢oes suaves no espaco Wol’p(')(Q) é crucial para compreensao destes
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espagos. A condigdo de log continuidade de p(-) é a mais conhecida e mais usada para
densidade de D(Q2) em Wol’p(')(Q). Tal condi¢do nao é necessaria e pode ser substituida

por outras condi¢oes (encontradas em [5]), mas a manteremos a fim de simplificar o texto.

Teorema 1.12. Sabido que Wol’p(')(Q) C WP (Q), a Desigualdade de Sobolev

fllzaer @) < Cllfllwrvo @)

— sep < 3, qualquer sep” =3 eq =00 sep > 3. Onde

3
€ vdlida com, 1 < q < 3 P

C=C(p,8) € uma constante positiva.

1.5 Resultados e Desigualdades

O proximo teorema pode ser encontrado em [[6] Proposigao 3.5]

Defini¢ao 1.9. Seja (B, || - ||5) um espago de Banach e {x,},en uma sequéncia em

B. Entio z, — x fracamente se, e somente se f(x,) converge para f(x) para toda

feB ={f:B—R: f ¢ continua }.

Teorema 1.13. Seja (B,]|| - ||s) um espago de Banach e {x,}nen uma sequéncia em B.

Entao
i) se x, — x em B, entio x, — x fracamente em B;
i) Se x, — x fracamente, entdo ||z,|| € limitada e ||z|| < liminf ||z,||;
iii) Se x, — x fracamente e se f, — f em B* entdo f,(z,) — f(z) em R.
O proximo corolario pode ser encontrado em [[6] Corolario 3.30]

Teorema 1.14. Seja B um espaco de Banach separdvel. Se (fn)nen € uma sequéncia

limitada em B* entdo existe (fy, )ren tal que f,, — f fracamente.

O proximo resultado pode ser encontrado na dissertagao de Cicero, J, G. [[2] Apén-

dice A].
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Teorema 1.15. Sejam =,y € RY. Entdo

23-p
|l’ - y‘p7 p Z 2
<‘x|p72x — ylP %y, x - y> > P |z — y|?
p-1)—2"9 1 cp<a
(Jzlr + [ylr) "

Este resultado pode ser encontrado no Teorema 8.5.2 de [7].

Lema 1.2. Seja Q um conjunto lipschitz e suponha que 1 < p~ < p™ < oo. Se u €

WEP(Q), entdo existe wma extensdo a uma fungao em WEPO(R™).
O proximo corolario pode ser encontrado em [[8] Corolario 3.8].

Corolario 1.1. (Desigualdade de Young com c) Sejam a,b nimeros reais nao nega-

tiwos e p,q como na proposicao anterior. Entao,
ab < ea” 4+ C'(e)b?,

em que € > 0 e C(g) € uma constante real positiva que depende de .

O proximo resultado pode ser encontrado em [9].

Teorema 1.16. (Desigualdade de Sobolev) Sejam p > 1, onde p € finito, e ¢ = L

n—p
Entao,

1,p(+) Lq<Q)a < N
Wy (Q) = _
C0(Q), p(z) > N.

Isto €, se p > n, toda u € Wol’p(')(Q) tem wma (Uinica) representante continua em 2.

Ainda, eziste uma constante C = C(n,p) tal que para toda u € Wol’p(')(Q) temos

[lully < ClIVullp, p(x)

< N
1_1
sup [u} < CIO¥ 2 [[Vull,, p(zr) > N.

Em particular, a dinica funcao constante em Wol’p(')(Q) ¢ a funcao nula.
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Teorema 1.17. (Desigualdade de Poincaré) Seja p € C(Q) tal que p~ > 1. Entdo,

existe C' > 0 tal que
l|ullpy < C||Vullpey, para todo u € Wol’p(')(Q).

O proximo teorema pode ser encontrado [[10] Teorema 5]

Teorema 1.18. Sejam X C B C Y espacos de Banach, F de X wm B uma imersao

compacta e 1 < p < oco. Se
i) F € subconjunto limitado de LP(0,T; X);

i) Se ||f(t+h) = f(O)||lrror-ny) — 0 uniformemente sempre que f € F.
_)

Entao F ¢ relativamente compacta em LP(0,T; B) e em (C(0,T; B)) se p = oc.



Capitulo 2

Estrutura Funcional e Variaveis

Espaciais

Neste capitulo iremos caracterizar o espaco de funcoes vetoriais livre de divergéncia em
LPY(Q) com rotacional em LP(Q) e traco nulo normal. Também faremos a construcao

de uma base topologica adequada para esse espaco, que serd denotado por Wp(')(Q).

2.1 O espago W*(Q)

Seja © C R® um dominio limitado simplesmente conexo, I' = 0 uma fronteira suave,
Qr =0 x(0,T) e Xp =T x (0,T) com T € R". Seja ainda h = (hy, hy, h3) um vetor

funcional, entao a divergéncia de h é
V . h - lehl + &Eth -+ 8x3h3
e o rotacional

v X h = (aﬂ?2h’3 - axSh‘Q? a553h]. - aérlhf37 8x1h2 - axzhl)'

13
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Definimos
WrO(Q) = {fv € LPV(Q): V x v € L’V(Q),V -v = 0,v - n|. = 0}
equipado a norma:

1vllwro ) = [[0llLro @) + IV X l[Lo0q)

Teorema 2.1. Assuma que 1 < p~ < p(-) < p" < oo e que p satisfaca . Entao
©) 5 Lp(")
WP(Q) é um subespaco fechado de an’( (Q) onde,

W}l’f(')(ﬂ) ={ve Wl’p(')(Q) cv-n), =0}

. 6 N : , .
Além disso, se p~ > = entdo ||V X -|[pp0)q) € uma norma em WPO(Q) equivalente

norma induzida por Wl’p(')(Q). Em particular
||'U| |W17P(‘)(Q) S C| |V X 'v| |Lp(A)(Q)

com C = C(p~,pt, Q).

A prova deste teorema é apresentada no artigo [1]. A demonstragdo emprega técnicas
e resultados avancados da teoria de Equacoes Diferenciais Parciais como os utilizados em

[9] e [11].

6
Observacao 2.1. Seja p satisfazendo comp > 5 pelos Teoremas (1.19) e

seque que,

[vl[za0 @) < ClIV X v|[gp0q) (2.1)

3

desde que 1 < q < 5 P , qualquer se p- =3 sep < 3 eq =00 sep > 3, onde
_p—

C=C(p,p,0).
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2.2 Uma base para W0 (Q)

Nesta segao mostraremos que Wp(')(Q) tem uma base topologica contavel. Isso é
importante para podermos definir uma familia de problemas aproximados em subespacos

de dimensao finita.

Proposicao 2.1. Eziste uma base topoldgica contdvel {1}, de WP (Q) tal que, para
cadan € N, ¢, € X, onde

X={velC(Q):V-v=0v -n, =0}

Prova: Note que toda funcio u € W (Q) pertence a W)(Q). Assim, pelo Lema
1) existe uma extensao ainda denotada por u, pertencendo a Wl’p(')(R3). Dado € > 0,
seja p. € D(R?) um mollifier, defina

Ue = Uk pe = (Ug * P, Ug * Pe, U3 * Pe).

Sabemos que u. — u em WPO)(Q) quando ¢ — 0 e u. € D(R?).

Seja v. uma solucao do problema

—Av,=—-V-u, em £
ov,
on

=u.-n em I

Pela suavidade de u. temos que V-u, € W10) (2) e consequentemente v, € WQ’q(')(Q)
para 1 < ¢ < co. Em particular, v. € C'(Q).
Defina z. = u. — Vo, e observe que V-2, =0, Vx z. € C(Q) C Lp(')(Q) ez.-n. =0
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De fato,

V-z. = V-u.—V-(Vu,)
= Av.— V- (Vu.)
= V- (Vi) =V (Vi)
=0 em ).

Como v, € C'(Q) segue que, V x z. € C(Q).

. . v , .
Do célculo vetorial temos que — = Vv - n onde m ¢é vetor normal, assim

on
Ze My, = U N — VU Ty
ov
= | = Vo, - ).
on Ir
= 0.

Dessa forma, z. € X C Wp(')(Q) pela definicdo dos conjuntos.
Agora pelo Teorema temos que,

|ze = ullyro) = IV x(ze = w)|prorg)
= ||V><zE—V><uHLp(.)(Q)
= ||V x (u: = Vo) = V X | o0
= ||Vxue—VvaE—quHLp(A)(Q)

Como Wp(')(Q) ¢ um espago separavel, admite uma base topolégica contével digamos

{@,}n. Note que, como WP (Q) é espaco de funcoes, {¢, }» é sequéncia de funcdes em
1

Wp(')(Q), assim dados n,m € N construimos funcoes z, ,, como acima com ¢ = —, tal
m

que z,, € X e

1
||2n,m — ‘PnHWPH(Q) < m
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Isso implica que {2z m }nmen € um subconjunto contével de X tal que,
!
{Z pijzij ikl €Ny € R para i=1,...,k ¢ 7=1, ...,l}

=1 j=1

¢ denso em W*0(Q).
Em virtude disso podemos extrair de {2, }nm uma base vetorial topologica contéavel

de WPO(Q). m

2.3 Uma Formulacao Fraca Para o Problema

Nesta secao apresentaremos uma formulacao fraca do problema

Oh+V x ([V x hP'I2V x h) = f(h), V-h = 0 em Qr (2.2a)
IV x hPUD72Y x b x n = 0, h-n = 0 emYyp (2.2b)

h(-,0) = hy em Q, (2.2¢)

surgido em uma aplicacao de eletromagnetismo com uma funcao f nao linear, problema
esse que desejamos demonstrar a existéncia de solucao através do método de Galerkin o

qual consiste na busca de aproximacoes h,, = Z 07 (t)y; que sdo projeges ortogonais da
i=1

solugao desejada em um subespaco de dimensao finita. Denotaremos o campo magnético
o—2

2
poro h e f = )\h(/ ]h]2> com A € {—1,0,1}, quando A € {—1,0} consideramos
Q
0<o<2epara A =1 tomamos o > 1.
Seja p : Qr — (1,00) uma fungio. Diremos que p € Ciog(Qr) se p satisfaz a condigio

de log-continuidade no cilindro @, isto &, se existe uma funcio w tal que

V1,6 € Qr, = (2,8), = (y, 1), |G =GP =z —yP+ (t—7)° <1,
()~ p(G)] < w(la — G, Tmsupw(s)logs =0 (23)

s—0t
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No que segue usaremos a seguinte notagao

p- =minp(¢) e  p"=maxp(().
CEQr CeQr

Seja
X(Qr)={ve L*(Qr): Vxv e L")(Qr),V-v=0,v-n, =0}

equipado com a norma

vl x @ = IvllL2@r) + IV X vl| g -

6
Observacao 2.2. Lembremos que pelo Teorema sep > = dado v € X (Qr), para
g.t.p. t € (0,T) temos

||’U||W1’p("t)(ﬂ) < [V x 'v||LP(‘7*)(Q)

que 1mplica em

||V’UHLID<-¢>(Q) < C[|V x 'v||LP("t)(Q)7

assim pelo Teorema[1.9

/ Vol )P < ¢ / IV x v(-, )P
[9] Q

em que, denotando p~(t) = ingp(x,t) e pt(t) = supp(xz,t), C, é uma constante positiva
ze zEQ
dependente apenas de p~(t), pT(t) e Q. Como p~ < p (t) < p(a,t) < p™(t) < p' a

constante C independe de t.

Proposigio 2.2. Seja {1, }, uma base de WP (Q) definida como na Proposicio .

Entao o conjunto
V= {3 Gtwn() : G e ([0, T]),m € N}
k=1

¢ denso em X (Qr).
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Prova: Sabemos que o conjunto

Z:{Zm:pkwk:ukeR,meN}

k=1
¢ denso em W*")(Q) pela construcio feita na Proposicao .
Por outro lado, o conjunto
Y(@r) = {altoe): a e € (0.7).0 e W)} (2.9
é denso em L%(0,T; W”(')(Q)), para cada 1 < ¢ < co.
Como por definicio X (Qr) C L™™27}(0, T; WPH(Q)) o resultado segue. [

Definicao 2.1. Definimos o espaco das funcées
H'(0,T;L*() = {h € C([0,T}; L*(Q)) : h' € L*()}.

Munidos da base e das informacoes que extraimos anteriormente sobre ela, vamos
apresentar uma formulacéo fraca do Problema (2.2), ou seja: encontrar h € X (Qr) N
H(0,T; L*(Q)) que satisfaca para q.t.p. ¢t € (0,7) a seguinte equacio para todo 1) €
W”(')(Q)

/Qath(t)~zp+/9|v x h(t)|PPY 72V x h(t) -V x 1 = /Qf(h(t))-zp, (2.5a)
h(-,0) = hg (2.5b)

Observe que, para h € X (Qr) NH'(0,T; L*(Q)) temos que h € C([0,T]; L*(2)) e que
h(-,0) tem sentido.



Capitulo 3

Ocaso A€ {-1,0l e <o <2

Neste capitulo vamos provar a existéncia de solucoes globais e a extingao em tempo

2
finito das soluc¢oes do problema 1} com f(h) = /\h(/ |h|2> para A € {—1,0} e
Q

0<o<2.

3.1 Existéncia de Solucao

Seja {1, },, uma base de WP")(Q) definida como na Proposicio assuma que
ho € WC0(Q) (3.1)

e seja h,,, uma aproximacao em W'?09(Q) de hg tal que, by, € (2P, ...,7,,) , onde

(1, ...,1,,) denota o subespago gerado por {¢,,...,,, }.

Considere a familia de problemas aproximados em dimensao finita, vamos encontrar

B (t) = Z (),

20
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satisfazendo o seguinte sistema de EDQO’s nas icognitas (i, ..., Gn

/Qathm(t) b+ /Q IV X B (1) [POD 72V X Ry () -V X 4, (3.2a)
A o-w [ |hm<t>|2)022 ~o,
R (-,0) = By . (3.2b)

Da teoria de equacdes diferenciais esse sistema tem uma solucao ((", ..., (™) € C* ([0, T])m

e além disso é equivalente a

/ Oih,,(t) - +/ |V X By (1) POV X Ry () - V X ) (3.3a)
Q Q .
Sy -¢( / \hm<t>|2) T oo € (hr, )
B (-,0) = B (3.3h)

Proposigao 3.1. Assuma que 1 < p~ < p(-,-) < p" < oo, p e hy satisfazendo
e respectivamente. Seja h,, uma solucao do problema . Entao eriste uma

constante positiva, independente de m, tal que,
Pl Lo 0, r;220)) < €5 IV X Bl peco gy < C (3.4)

Prova: Note primeiramente que se d;h e h € L*(f2) entdo

/ath-hdx =
Q

—~

8th7 h> L2(Q)

((Oeh, h) 2y + (Oih, B) 12 )

N — DN -

((Deh, h) 2y + (R, Osh) 12 ) (3.5)

1
= (0 (k. h) o))

1 2
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Uma vez que h,,(t) € (¥, ..., ,,), podemos usé-la como fungao teste em ([3.3)) obtendo

/ ARy (t) - R (t)dz + / IV X B (1)|PUY 72V X by (t) - V X by (t)da

[ttt [ o) e

Usando [B.5] obtemos

1
30l 0y + [ 1V 5 BP0 x o (1)
Q

—)\/Q|hm(t)|2dx(/g|hm(t)|2dx)g1 0,

ou seja,

3000, [ 17 5P ([ (0 ):o.

Integrando de 0 a ¢ e denotando Q; = (0,¢) x Q temos

o . B t 3
5/ 8t|!hm(7)|!iz(g)+/ /|v><hm(7)|p(:)_x/ (/ !hm(T)P) —0.
0 0o Ja 0 &

Pelo Teorema Fundamental do Calculo

(31n(E o 19 A [ i) =

0

ou seja

1 o ! 2 1
SHBm Ol + [ |V X B (1) dr — A/ </ |hm(7)|2) dr = 5[[hm(0)l[72()
Qt 0 Q

No caso em que A = 0 obtemos

1 2 T 1 2
()]0 + /Q 19 BP0 = Sl
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No caso em que A = —1 obtemos

ey + [ 19 B

0y [ 19 b+ [ ( [ i)’

= Sl

IA

Em ambos os casos temos que

o ()220 + 2 /Q 19 % by (D)) < [ 20,

e portanto

sup |yhm(t)y\§2m)+2/Q ¥ 5 B < ([ s,
T

0<t<T

Assim sendo, [|hp|[p=orr2@) < C € ||V X hpl[prc g, < € para uma constante

C independente de m. [ |
Mostraremos agora que com hipoteses mais fortes sobre a func¢ao p(-,-) a derivada

parcial de h com respeito a t pertence a L*(Qr).

Proposigao 3.2. Assuma que 1 < p~ < p(-,-) < pt < oo, p e hy satisfazendo,
respectivamente, e , e que além disso exista uma constante positiva C' tal que

—C <0p<0qtp em Qr. Entao

/T|8th ()| +0335T(/ |V><h7t ) _§</|hm(t)‘2)§)

IV X R [P0 A / % c|Q|T
< _ - h,, . 3.6
—/Q (. 0) 5 ([ Jonl?) )2 (3.6)

Em particular,
10|20y < C. (3.7

Antes de iniciarmos a demonstracao da proposi¢ao, mostraremos um lema técnico que
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nos sera util em momentos oportunos.

Lema 3.1. Nas condi¢oes da proposicao acima temos que.

p

onde

p(-;t)
I = /Q v pr(t-mt()tg! <_ 1+ p(-,t)log |V x hm(t)|>6tp(.’t)‘ (3.8)

Prova: Note que

d IV X oy (£) PO B d IV F (£)[P0)
dt/” Pl 1) R /n(dt p(-t) )

_ IS X R (0|70 () ()7 P (1) P
= (3.9)
Q p(-t)?

Além disso,

d d ()
—|V x hm t p(t) 2 log|Vxhm(t)|P
7 (@) i

— (lor|Vxhm (B0 %(bg IV x hm(t)lp("t))

. d
= IV X hu@P 2 (p()10g |V % Bun(t)])

= [Uxhm@PCD  (9p(-1)10g [Vxhum (O]+p(-8)2% log [Vxhm(®)])  (3.10)

Substituindo (3.10) em (3.9) temos que,

4 [l (p<»f>\v><hm<t>|p<~vt>atp<-,t> log |V % B (1)
dt Q p(at) Q p('7t)2

+p(, 1)?|V X B (1)[PCD8, 10g |V X B ()] = O (-, )|V X hm(t)|p("t))
p('7t)2
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[ IV X By (t)P0D
‘iA p(-,1)? <_1+M”ﬂMMVXhW@D@Muﬂ
+/ Oelog (IV x h(1)]) |V % P (8) [P0

=1+ / Oy 1og (|V X (1)) |V X By () P01 (3.11)
Q
Sabemos que

Jo 0108 (IV % By (DY % ()P0 = [} e8|V X By (D][V % B (£) P09, (3.12)

assim se V X h,, = (g1, g2, g3) entdo |V X h,,(t)| = /g3 + g5 + g3, portanto

1
m 8t(9% +9§ +9§)

1
[V X B (1)]

1
TV x b)) (91, 92. 93) - Oe(g1, 92, 93)

1

H|V X hy(t)] =

2(g10,91 + g20192 + g30193)

N~ N~

A substituicao desta tltima igualdade em (3.12)) nos leva a seguinte igualdade

[V X B (£)[PC0
[V X b (8) 2

= / IV X Ry (1) [POD72 W X By (t) - V X Ophu (1)
Q

[, 0:10g (IV X Ry (1)) |V X Ry (D[P0 = /Q V X hy(t) -V X Oihy(t)

Portanto, se substituirmos essa altima igualdade em (3.11]) obtemos o resultado desejado.
|

Prova da Proposigao [3.2 Observe que podemos usar d:h,, como funcao teste em

(3.3) obtendo a seguinte equagao,

/ iRy (t) - Oy, (t) + / IV % hy (D)|PCY 72V x by (t) -V x 6thm(t)
Q Q

—)\/Q ) - Db (/|h ) —0,



26

ou seja,

/ |0k (1) + / IV X By (1) [PCD72V X Ry, (t) - V% athmu)
Q Q

—/\/Qh </|h > 0 (3.13)

Por outro lado temos o seguinte

24 [imior) = 25( Linnr) & [macr

Segue de (313, (B19) ¢ do Lema (B1) que,

/|ath (B2 + dt/ 'VXh7i) (/|h ) -7 (3.15)

I como em (3.8).

Usando que 0;p < 0 podemos estimar I da seguinte forma,

= ; 2= 14 20 1) 108 |V x A (1)) 1)

_ /\Vx’f )P0 (1= p( 108 |V % hun(0)]) 01 (-, )

/ IV X oy (£)[PC)
QN{1>p(-,t) log |V X hum (£) [} p(-,t)?

V x h,,(t)[PC?
/ VX RO (1 b 1) 108V x B (1)
Qﬂ{1<p(~,t)10g|V><hm(t)|} p(‘7t)

(1= p(,0)10g IV x hn(8)]) 940, )]




IV X R, (2)]P0)

<)
QN{1>p(-,t) log |V X hum (£) |} p(-,1)?

Note que considerando a func¢ao

0, se n=0
temos que:
FlemT) = (7)™ 1 log e
(e707) = (= pl ) loger™)
_ e (y_pt)
- zo(-,->2(1 p<',~>>
— 0= F(0)
) = 2 ()1 RIS
P = o (p w7 (0= pt o) = (), )
= w7 (O o) 1)
= _zﬁ )7 p(-, ) logn
= =" p(, ) log .
Ademais,
1
Oéii% F(n)=F(1) = )

Como por hipotese —C' < 9;p(+,t) < 0 temos que |9yp(+, )| < C, tomando

(1= Pl 1108V X (1)) 102 (-, ).

27
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7 = |V xhp(t)[PC) e sendo m(Q) = |Q| a Medida de Lebesgue de um conjunto €2, obtemos

1
/Qﬂ{lZp(~,t) log |V x hum ()|} p(', ')2
C
= =m0 {12 p(1)log |V x hul0)]})
C 19|
—p_

I < C

(3.16)
Integrando (3.15) de 0 & ¢ obtemos,
' Yd [V Xha(DPCD X td o
| [+ [ 4 [Tkl ——/—( WMW)Z/L
0 JQ 0 dt Jq p('vT) 0 Jo dt Q 0
usando (3.16)
thtp th )[pC A 2
[ o [ [ 2al0) /' i —/maw)
) o Q
$

+;</mmw> [

logo

V X (8¢ th A 2
[ oo+ /’ )' /’ —<|%m©
g Q

Portanto

/Tlath( +0i1tl£T(/WXh 0l ——(/Ih >)
[T )

provando assim a desigualdade (3.6). Resta provar a desigualdade (3.7). Note que pelo

Teorema (1.9)

1 < mae {11 1180
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assim

195 P < {9 5l 195 B

1
P
finalizando a demonstracao da proposicao. [ |

6 4
Teorema 3.1. Assuma que H <p <p() < pt < o0, p e hy satisfazendo e

, respectivamente e suponha também que exista uma constante positiva C tal que
—C < 0Op <0 qtp. em Qr. Entdio o problema tem uma solucao h € X (Qr) N

HY(0,T: L*(Q)). Além disso, se o > 1 entdo a solucio é unica.
; ¢

Prova: Pelas estimativas (3.4) e (3.7) e pelo Teorema existem G e h tal que,

passando a uma subsequéncia se necessario temos

Vxh, = Gem L") (Qr)
Ohy, — Ok em L*(Qr), (3.17)

quando m — oo.
Seja ¢ = min{2, p~ }, lembremos que da Observacao dado v € X (Qr) existe uma

constante positiva C' tal que

IVollLa@r) < ClIV X v[|Lyqr) < ClIV X 0o (4<p™<p)

[v]|Le@r) < CllvllL2 g (4<2),

logo

1vllza@n + [IVllze@n < ClIvllp2omn +1IV X 0llogn)-

Entdo {h,, }m € limitada em W(Qr) que pelo Teorema|1.8/ ¢ uma imersdo compacta

* . . . __ 6

em L7 (Qr), onde ¢* é o expoente critico de Sobolev e é maior que 2 pois p~ > £
Assim, ao menos para uma subsequéncia, temos que h,, — h fortemente em L (Qr)

e h,,(z,t) — h(z,t) para q.t.p. (z,t) € Q7 quando m — co.
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Outrossim temos que

%/Q|h(.,t)—hm(.,lt)|2 _ 2/Q (h(.,t)—hm(.,t)) . (Oth(-,t)—athm(-,t)),

Integrando ambos os lados de 0 a ¢ e tomando Q; = 2 x (0,t) temos

[ e =matp = 2 [ [ ()=o) - (0h0r) = 0 7)

isto é
/Q (1) = (1) — / I(,0) = (-, 0)]?
< 2/ (h(-,f) — hm(-,7)> - (ath(-,f) — athm(-,f)).

Aplicando a desigualdade de Holder em h(-,7) — by, (-, 7) e em Oih(-,7) — Ophy (-, T)
com p=q =2,

Q/Q (h(-,T) —hm(-,7)> : (ath(-,T) _athm<'>7—)>

<(/, (/.

Assim

k) = bt < 2(/62 A7) - hm<-m>2>é</T

+ ’h<70> —hm(',O)‘2, (318)

[ NI
D=

(1) — hon (- 7)‘2> (-, 7) — Oy (- T)f) .

[NIES

(-, 7) — athm<-,7)]2>

e esta dltima pelas hipoteses iniciais, converge a zero quando m — oo .

Assim {h,,},, — b em L>(0,T; L*(2)).
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k=1

N
Para N € N, seja ¢(t) = Z di(t)1p,. Por 1} temos que

/Qathm(-,t) p(t) + /Q IV X B (-, ) PO 72V X Ry (-, 1) - V % (1)

—)\/th(-,t)'cp(t)(/glhm(~,t)\2>052 0. (3.19)

Integrando com respeito a t temos
t t
/ /&hm(r) ~(7) +/ / IV X B (-, 7) PO 72V X B (-, 7) - V X o(7)
0 Jo 0 Ja

- f [t elr) (f |hm<-m>|2)022 0

ou seja

O (-, 7) - p(T) +/ IV X R (-, T) PO 72T X B (-, 7) - VX p(T)
Qr

- f hal7) () ( / \hm(-ﬁ)l2)052 0,

assim passando o limite de m — oo para N fixado obtemos

Qr

/ Oh(T) - (1) + lim |V X B (-, T) PO 72V X Ry (-, 7) - V X p(7)

m—0o0 Q
=2
2
A [ nenetn) ([ menE) " <o
T Q
N
primeiramente para esta @ = de(t)l/)k e posteriormente para ¢ € X (Qr) por densi-
k=1

dade.

Agora vamos mostrar que se A(v) = |V x v[P")72V x v entio

G-V xp= lim A(hm)~V><<,o:/ A(h) -V x ¢,

m—00
Qr Qr T
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€ consequentemente que

oh -+ G-ngo—/\/ h-p (/|h\2) 2 = 0. (3.20)
v

Qr Qr Qr

Note que pelo Teorema [1.15

/ (A(v) — A(w)) - V x (v —w) > 0. (3.21)

T

Subtraindo (3.20) com ¢ = h em (3.19) integrada no intervalo [0, 7] com ¢ = h,, temos

/8tso'so+/ \szolp("”VXso-szo—A/ (/so w)(/!sd?)
T T 0

— | Op-p— GVXsoJrA/ P p </\<P\2) =0,
Qr Qr Qr

simplificando chegamos a seguinte igualdade

T $
atcp-<p+/ \chp!”(*’—A/ (/|hm\2) — | e
Qr T 0 Qr

— G-Vx<p+)\( |go|2> =0,
Qr

desfazendo as substituicoes em ¢

$
8thm-hm+/ |V><hm|p("')—/\(/ |hmy2) — [ Oh-h
Qr T T Qr

- G-Vxh+)\</ \h\z) =0,
Qr T

isso implica que

o) () ()
o] (19 a5 1) 0
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Chamando

sz/QT (Othm.hm_gth.h)_A[(/QT |hm|2>%'_(/QT |h|2)g

temos que

Jom +/ (|v X hp|?0) — G-V x h) =0 (3.22)

e como h,, — h fortemente em Q7 e por hipotese d;h,, — 0;h entao, J,, — 0 quando m

vai a infinito e além disso, da igualdade acima segue que

/ IV X hp[P*) — | G-V xh
T Qr

ou de forma equivalente

/ IV X hp[P") 2V x by, -V X by, — | G-V x h. (3.23)
T QT

Subtraindo (3.22)) de (3.21) com w = h,, e passando o limite de m — oo obtemos

0 < / (A(v)—A(hm))-Vx(v—hm)dx—Jm—/ IV X hp[P") — G-V x hdx

T T

= / IV x vPt) 2V x v -V x v — |V x 0P 2V x vV x h,
Qr
—|V X B2V X By - V X 0 4 |V X Ry PO 72V X By, -V X Ry, da —
—/ IV X hp[P") — G-V x hdz. (3.24)

T

Assim aplicando o limite de m — oo

lim IV x w72V x v -V x v — |V x 0Pt 2V x v -V x hy,

m—00 QT

—|V X by P72V X By -V X0 + |V X By [PO) — |V xRy, [PO) + G-V X hda
—Jm > 0.
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Isto é

lim A(W) -V xv—AW)-V X hp — |V X hpP) 72V X Ay, - V x 0

m—r00
Qr

+G-V xhdx—J, >0,

pelo Lema [1.13

0 < / —Aw) - (- VXxv+Vxh)—-G-Vxv+G-Vxh
Qr
= / —Aw) - (-Vxv+Vxh)+G-(-Vxv+Vxh)
Qr
/ (G~ A(w)) - (V % (h - v)), (3.25)

T

Tomando v = h — vw sendo v um numero real positivo e w qualquer funcional em

X (Qr) e substituindo em (3.25)) temos que

0 < / (G — A(h —vw)) - (V x vw)

T

= 1// (G- A(h —rw)) - (V x w).

Como v é positivo temos que

/ (G- A(h —vw)) - (V x w). (3.26)
T
Fazendo v — 0, obtemos que 0 < / (G—A(h)) - (V xw). Como essa desigualdade
Q
vale para todo funcional em X (Qr) podjémos tomar —w de forma a inverté-la e portanto

temos que 0 = /Q (G —A(h)) - (V x w) donde G = A(h).

Lembremos que h € H'(0,T;L*(2)) implica que h € C([0,T); L*(Q2)). Tomando
q = min{p~,2}, pela Proposicao o conjunto {h,,},, é limitado em

Z={veL(0,T;W" () : dv € L*(Qr)}.
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Vamos mostrar agora que Z é uma inclusdo compacta em C([O,T]; LZ(Q)). Observe

que

[0 -nooea = [| [ anuar
/Q /ttwmthm(f) dr
LA o) (f mierar)’)
(e (e
- [ /j*ﬂathm(ﬂw)dx

T
< / 5ot / |0k (T)]4 dT)dx
Q t

- 5q_1||athquLq(

q

dx

q

dx

IN

-

IN

Qr)
< §7'C, (3.27)
onde ¢ é expoente conjugado de ¢ e portanto g, =q—1.
q
6
Como p~ > R temos duas possibilidades:
6 _ —\*
1. £ <P < 2 e portanto (p~)* > 2;
2. p~ >2entdo (p~)" > 6,

em ambos os casos vale os Teoremas e donde segue que W? (Q) C L*(Q) C
LQ(')(Q).
Por outro lado {h,,},, ¢ subconjunto limitado em L%(0,7; WP (Q)) pois o é em
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L0, T; W1(Q)), denotando 75(f(t)) = f(t + ) temos,

7s(hm) — Rl r-s090) = [[Rm(t 4+ 0) = R (t)||L 0750900
— sup ess|lh(t +8) — hn(®)] o)

t€[0,7—4]

o)
_ tG%qué(/m (t+ ) - <>|) ,

e esta ultima converge a zero com d — 0, por . Assim pelo Teorema Z & uma
inclusdo compacta em C([0,T]; L*(12)).

Entao pelo menos para uma subsequéncia de C([O, T; LQ(Q)]) temos que h,, — h em
todo ponto quando m — oo, em particular h(0) = WILLmOO h,,(0) = nlllgéo h.., = ho.

Isso conclui que h é solucao do Problema .

Provaremos agora a unicidade da solucao no caso o > 1. Vamos escrever a prova no
caso de A geral e posteriormente faremos as substitui¢coes com A = {—1,0}.

Sejam h; e hy duas solugoes do problema , usando hi — hy como func¢ao teste nos

problemas das respectivas fungoes e as subtraindo temos,

0 = / [@hl - (hy — hQ)]da: +/ l|v X hy|P'Y 72V x hy -V x (hy — hQ)} dx
Q Q

—)\/Q [hl-(hl—hg)]dx(/glh1|2dx)o22 —/Q [8th2~(h1—h2)}da:

—/ [|v X ho|PY72Y X hy - V x (hy — m)}d:@
Q

+A/Q [hQ-(h1 hQ)} (/|h2| dx) ’
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= / {@hl . (hl — hg) — 8th2 . (hl — hz):| dx +/ |:|V X h1|p(”t)_2V X hl -V X (h1 — hQ)
Q Q

a—2

—|V x hyPOY2Y x hy -V x (hy — hg)} dx — )\(/ |h1]2d9:) / [hl - (hy — hg)}dx
Q Q
+)\(/ thde) ) / {hz (hy - h2)} du
Q Q

_ /Q [@(hl—hQ)-(hl—hQ)]d:p

+/ {(IV X R[PCO72Y x By — |V x ho[PU972V x h2> LV x <h1 . hgﬂdx
Q

—)\(/Q|h1|2dx)022/9 {hl-(hl—hg)]da;+A(/Q|h2|2dx) UZQ/Q{hQ-(hl—hg)}da:

1
= iat/g;‘hl _h2|2
+/ {(IV X B[P 72T x By — |V x hoPOO72Y x h2> LV x <h1 - hgﬂdm
Q

—)\(/Q\hl\zdx>052/g {hl-(hl—hQ)}dx—l—A(/Q]hgﬁdx)U;Q/Q [h2~(h1—h2)]dx,

integrando de 0 até t temos

1
0 = §</yh1—h212)
Q 0

t
+/ / [(yv < b1 [POT72Y 5y — |V x BP0 72V x h2> LV x (h1 - hQ)}
0 Q

a—2

(o) [l f () [

(3.28)

t
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_ %(/ﬂyhl(t)—hz(t)ﬁ) —%(/ﬂ\hl(O)—hz(O)F)

t
+/ / {(\v X by POV % By — |V x hy[PD2Y x h2> LV x (h1 - hg)}
0 JQ

ag—2

ST [l [ () [
= 5( [1mo - mor)

+/ [(yv by [P x By — |V x By [POT2Y x h2> LV x <h1 . m)}
Qt

a—2

A () [ or [ () o n]

Note que pela equacao (3.21))

/ {(yv % hi[POT72Y 5y — |V x hofPUD 72V x h2> -V x <h1 - hQ)l >0,

logo se A =0

0 = %(/Q\hl(t)—hz(tﬁ)

+ / [(yv X By [PEY = [V % Ral PV s ) -V (B m)}

portanto

3 [ im0 - o) -

—/ {(\v % B[P 72T % Ry — |V x ho|POT 72V x h,2> LV x (h,1 _ hz)} <0

o seja 0 < %(/Q o (f) — hg(t)\z) <0.

Por outro lado se A = —1 temos que



- (o

h
(vah1|p<'vT>*2v % hy — |V X holPD 72V x h) V x (h h)]
Qt

gy
y
= ([
o,
= [
J

Chamando y; (7

|
(
(

() [
L) -

h,
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(o))
e 1

o) [l ][ () o]

hy - (hy h} /(/Ih) /[h (hy h)}
[(fome)™ [ [-mrona]

/ |hi]? e yaof / |hy|?, usando a Desigualdade de Schwarz e o

Teorema [1.15 temos para o > 1

02 [ () + () = ()T [ hroha= () T [
[ () () = () 7 () [
() 7 () [
> [ ()T ()" = () T () ([oma) ([ e
() 7 () (/h)(/h)
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(NI
N
(NI

_ <|yl|”¥2 2(41)* — Jyo| % 2 (1) _(y2>%>

> 0.

) (yl)

Assim pela desigualdade acima segue que yi(7) = yo(7) paraq.t.p. 7 € (0,7) e

também que

o—2

()™ L] () o] -

1
Consequentemente 0 < 5/ |hi(t) — hyo(t)]* < 0.
Q
Portanto em ambos os casos hy = hy para q.t.p em ()7 mostrando a unicidade da

solucao. m

3.2 Extincao em tempo finito e comportamento assin-
totico
Estudaremos nessa se¢io a extingao em tempo finito das solugoes do Problema (2.5)),

dependendo da escolha dos parametros A e o.

Teorema 3.2. Seja h uma solucao do pmblema (2.8) com 1 < p(-,") < o0, A = —1,
0<o<2ehyc L*Q). Entdo erviste t, = ||h0HL2 positivo tal que para t > t,,

temos ||h(t)||r2@) = 0

Prova: Note que uma solugao do problema ([2.5) nas condigoes acima deve satisfazer

2dt/’h OF + /‘VX’L (/Ih ) = 0. (3.29)

Denotando Y = / |h(t)]* = Hh(t)HQLg(Q) resulta que Y satisfaz a seguinte inequacao
Q
diferencial

Y () +2Y(t)? <0.
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Y)Y (t)"2 +2<0. (3.30)

Como

se multiplicarmos (3.30) por (1 — %) temos

Integrando de 0 a ¢

2—0o 2

= YY) —Y(0) T +(2-o0)t

assim Y (1) 2" < Y(0)F — (2— o)t e Y(1)'F = [|h(1)|%25, > 0.



42

Agora note que
Y(0) 2 —(2-0)t<0 & (2—0)t>Y(0)2
1
2—0

s t>Y(0)7

2—0o

1 5\ 2
& t> |ho| :
2—0 Q

2—0o

1
Ou se |10 |0y = 0 para 0o ¢ > 5 (| o)
2 — 0 Q
[ |

Observacao 3.1. Pela equacao , para o caso limite 0 = 2 e também para o > 2 hd

uma extingao assintotica da solucao quando t — 0o, ou seja, tlim Y(t)=0
—00

De fato, usando a notacao anterior temos que:

Se 0 = 2 entao
Y'(t) +2Y () <0,
multiplicando por e

0 > Y'(t)e* +2Y (t)e*
= <Y(t)€2t>/,

integrando de 0 a t

= [

Y(s)e25)
= (Y(t)e*) — (

Y (0)e).

Logo Y (t) < Y(0)e™® e quando t — oo temos que Y (0)e 2 — 0, ou seja Y (t) — 0

quando t — oo;
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Se o > 2 entdo

multiplicando por temos que
2—0
2
- (YO)F) +(2-0),

Y'Y ()"2 + (2 —0)

logo

o que implica

(V)
Y,
=
@)
N—
©
m‘\
Q
—~
—_
|
~
—~
(\]
|
Q
N~—
=
@)
N—
.
~—

e assim

Portanto Y'(t) vai a zero quando ¢ — oo finalizando a demonstragao da observagcao.
Faremos agora uma analise do comportamento assintotico de h(t) com respeito a t,

onde h & solucao do problema (2.5) quando o termo f(h) inexiste, isto ¢ A = 0.

Teorema 3.3. Seja h uma solucao do problema com1l<p(,)<pr <2, A=0¢
ho € L*(Q). Entdo eziste uma constante positiva finita t, tal que [|h(t)]|L2(q) = 0 para
todo t > t,.

Prova: Retomando a desigualdade (3.4) podemos assumir sem perda de generalidade
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que [[A(t)]|12(q) < 1. Assim, como h ¢ solugao do problema (2.5) e A =0
h(t)|?>+ [ |V x h(t)[Pt) = 0.
531 [ ImOF+ [ 19 h)
Pelo Teorema (|1.9)) e a Observacao (2.1) temos que

|h()|l2@) < ClIV X [0 q)

< C'max ((/ﬂ IV x h(t)|p(-,t)>p

Pela Proposicao (1.4}
Se ||V x h(t)||r2@) > 1 entdo

N
IV % h(t) /|V><h )P < IV xR0
disso de segue que

.
IV %Ay < ([ 195 AOPD) T <19 A0l

(&
1

- o
IV % B(1)] L2 (/|V><h |p<t> <[V x h(t)] [}

(/vah )[Pe )1+ (/\Vxh \P(>

donde pela equacao (3.31])

R0l <C(/|V><h Bl t>)

Se |V x h(t)|[2() < 1 entdo

e assim, temos
1

1

IV 5 R0y < [ IV 5 BOP <119 % (O
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disso de segue que

1

I % AW (/\Vxh (1) ) <V % B e

1 —
pt p_
IV x h(t)llz2q (/th pw) < ||V x Rl

e assim, temos

1

(o)’ s (fyrenre)’

donde pela equacao ((3.31])

0 < ([ 19 % B )1*

Segue que [B(0)[[}:q, < C [ [VxB@OP onque [B@)]}:, < C [ [VxhEP,
4 Q

podendo-se concluir que como [|h(t)|[g2q) < Tep™ <p*

+ ) - + .
IO ) = min (IR0 RO, ) < € [ 19 5Bl

Nomeando Y (t) = ||h(t)||2Lz(Q)7 da desigualdade acima e do fato de h ser solucao segue
— 2 p(-,t)
0 m/‘h ) /rwhmr
> Y0+ CIROI,
= ()+CY(f (3.32)

procedendo de forma anéloga a demonstracao feita no Teorema

2—pt 2-pT 2— p+
2 .

<Y(0)F - Ot
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27p+

_pt 2
Agora Y(t)QTp = (Hh(t)||iz(9)) = Hh(t)||2L§f$) e como 2 — pt > 0 temos que,

_pt
)]l =0 & [IAO]Z =0.

Agora
2-pt 2 —p+ o pt 2 — p+
Y(0) =2 —Ct <0 & Y(0) 2 <Ct
2
o to=lh||BP 2 <y,
H 0||L2(Q) 0(2 _p+) >
completando a prova do teorema. [ |
No que segue iremos considerar o caso limite em que

1<p(--) <supp(z,t)=p"(t) <2 e p"(t) /2 quando t — oo. (3.33)

e

Neste caso faremos uso do seguinte resultado cuja demonstracao pode ser encontrada no

Lema 9.1 de [12] e no Lema 6.7 de [13].

Lema 3.2. Seja uma func¢ao nao negativa O(t) satisfazendo as condigoes,

Ot)+COMI) <0 qtp. t>0
O(t) < O(0) < 0o, ©(0) > 0.

Se o expoente u(t) € (0,1) é mondtono crescente e C' é constante positiva, entdo ©(t) = 0

para todo t > t, com t, definido a partir da equacao

t* 00
C/ @u(S)—l(O)dS — / L
0 o er(l=u(2)

O(t
Prova: Seja J(t) = %, temos que J satisfaz as seguintes condigdes:

e J'(t) <0 uma vez que 0(t) < 6(0) < oo;
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o J'(t) + CH*I=1(0)J*D < 0, pois por hipotese
0'(t)+Co*rD(t) < 0

dai segue que

multiplicando e dividindo 6(0) por 1 = (9“(t)(0)) (9"“”(0)) temos

) (t)

6 O0) (@0 )

J'(t)+C

de onde segue o ultimo item.

t
Agora facamos a seguinte mudanca de varidvel, seja 7 = C’/ orO=L(0)dt, a(t) = u(t)
0
e I(1) = J(t), temos que I(7) satisfaz as seguintes condi¢oes q.t.p. 7 >0

o(t
e I(1) > 0, pois por definicao I(r) = J(t) = %, por sua vez #(t) é fungdo nao

negativa fazendo de J(7) uma func¢ao nao negativa.

o I'(T) + I°" <0, pois

I17) = J0)
) =

como Cji—; = COFOL0) e J'(t) < —CH*D71(0)J*D entdo,

I'(t)Co*I=1(0) < —CcorO=1(0) O,
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Simplificando e substituindo J*® por 1% o resultado segue;

e Do item anterior segue que I'(1) < —I) e como I é funcdo positiva temos que

I'(r) <0.

Assim [ é uma func¢ao decrescente pelo ultimo item portanto monétona, como 1(0) =

1 segue que no intervalo [0,¢), I(7) > 0, por outro lado para algum 7 > 0 podemos

identificar I(7) = 0.
Além disso I(7) < 1 e a(r) = p(t) € (0,1) donde, I(7) < I)(7) que nos leva a

seguinte inequagao:
I'()+I(r) < I'(t)+I°D(r) <0

ou seja

Integrando de 0 a 7 temos que

T ¢ ¢ ¢
2333
IN

Portanto a(7) < a(—1In (7)) e assim
I'(t) + ]a(_lnI(T))(T) <I'(r)+ IQ(T)(T) <0.

Multiplicando essa ultima desigualdade por I=*~(*)(s) e integrando no intervalo
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(0, 7) obtemos

/ I'(s) [~ (6) 11 ds <0
0

isto é

substituindo r = I(s) resulta que

o ar
/1 ra(—Inr) < -7

tomando z = — Inr e fazendo a mudanca de variavel obtemos que

—InI(T) dz
_ > >
/0 Cia(z) = T para todo 7 > 0.

t t*
Como 7 = C’/ 0"571(0)ds temos que 7 = C/ 0"=)=1(0)ds de acordo com a
0 0

escolha de t*, portanto, pela desigualdade acima

—InI(T*) dz . 00 dz
/0 i) =7 = /0 o i—al)”

Entretanto isso s6 acontece se [(7%) = = 0 para todo t* > 0 escolhido, o que finaliza

a demonstragao. ]

Teorema 3.4. Seja h uma solucao do problema com p(-,-) satisfazendo ,

A=0 e hy € L*Q). Assuma que o expoente p*(t) é mondtono crescente e

/ cod
0 oi(2-rr) '

Entdo existe uma constante positiva finita t. tal que |[h(t)||g2) = 0 para t > t..

pt@®

Prova: Note que pela desigualdade (3.32) Y'(t) + CY =2 (t) < 0, pois por hipotese
(t
b 2( ) € (0,1) e C é constante positiva. Além disso Y (0) = HhOHQLg(Q) = / |hol? < o0
Q

pois hy € L*(9).
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P+ p+
Y (t) < Y(0) para todo t > 0 pois, uma vez que CY’ > (t) > 0 temos que —CY > (t) <
+
0, como Y'(t) < oy (t) temos que que Y (t) é decrescente. Outrossim como por
Jr
pr(t)

hipotese p*(t) 7 2, 1, assim temos que pelo lema anterior existe uma constante

2
positiva t, < oo tal que ||h(t)|[3> = 0 para t > t, donde ||h(t)||12(q) = 0 para todo t > t,,

com t, podendo ser estimado a partir da seguinte equagao

tx _ oo dt
C [ lholl2%ds = / —
/0 I O||L2 0 t<17p+2(t))

e

[ dt
~ )y ererr®)

< Q.

Observagao 3.2. Um exemplo simples de um expoente p*(t) = supp(x,t) satisfazendo
TEQ

as condigoes do teorema acima €

logt
p*(t):2<1—a%> l<a, e<t.

log ¢
De fato, note que nestas condigoes como logt < t, 0 < a% < « e portanto
logt logt
2(1 — a%) < 2, além disso a% — 0.

t—o0

Temos também que p*(t) 2 quando t — oo, assim p'(¢) satisfaz as hipoteses de

E) e

; 1t —logt
(r®) :—204(%) >0 & —2a+2alogt>0

& logt >1

& t>e.

Portanto p*(¢) ¢ monotona crescente.

*_dr
. eser@) 0

Resta mostrar que



que é verdade pelo que segue

°° dt I dt
I () I (1= o)

t t
e

™t

- 0 ealogt

B /°° dt

= ; o
tl—a
11—«

o0

< o0 poisl<a.
0




Capitulo 4

OcasoA=1leoc>1

Neste capitulo, vamos provar a existéncia de solucao global ou local, do problema ({2.5|)

o—2

para f(h) = h(/ ]h|2) e 0 > 1. Também estudaremos o blow-up (a explosdo) das
Q

solugoes locais.

4.1 Existéncia de Solucao.

Considere como na Secdo a base {1}, de WPO(Q) definida como na Propo-
sicao Assumindo que hy satisfaz a condigao (3.1)), seja h,,, uma aproximagio em
WPCO(Q) de hy tal que Ry, € (P, ,1h,,) .

Denote
hn(t) =D ()b,
i=1
e o sistema de EDO’s nas seguintes incognitas (i, -, (",

L. p(-t)—2 ) o Caly 2\ ?
o).+ |19 % 0P x b0V 5 = [ Bl wz( Q|hm<t>|)
hm(,O) = h’mo

tem uma solucdo ((*, -+, () € C'([0,T])".

52
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Note que o problema acima é equivalente ao que segue,

/Othm(t) ) +/ IV X () PO 72V X Ry () -V x 9
Q Q

ag—2

:/Szhm(t)-¢</9|hm(t)|2> 2 , Ve (b, 1) (4.2a)

B (- 0) = R (4.2b)

6 4
Teorema 4.1. Assuma que 5 <p < p(,) < pt < oo, p e hy satisfazendo

e , respectivamente. Assuma também que existe uma constante positiva C' tal que

—C <0p<0qtp. em Qr.

1. Se
1 <o <max{2,p } (4.3)

entao o problema tem uma solugio h € X (Q7)NH(0,T; L*(Q)) para qualquer
T positivo.

2. Se
o> max{2,p"} (4.4)

o problema tem uma solucio h € X (Q7) NH (0, T; L*(Q)) para um Tax > 0

pequeno.

Prova: Primeiramente vamos obter estimativas, nas solucoes h,, dos problemas que sao
independentes de m. Estas estimativas serao globais, para todo T finito, se vale e
locais para um T,,, > 0 pequeno se (4.4]) vale.

Comecamos mostrando que no item 1 para cada T finito existe uma constante positiva

C tal que

[l Lo 075220 +/ IV x h,,|Pt) < C (4.5)

T
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/Q |0,h, |2 + sup /|V X hy (1) [POD < C. (4.6)

0<t<T JQ

Usando h,,(t) como fungdo teste em (4.2)) obtemos

/ O (t) - Ry (1) +/ IV X (1) POV X Ry (1) - V X B ()

= [t hat( [ |hm<t>|2)022

ou seja,
2 h, ()P0 = / R 4.
331 | I OF + [ 195 k(o) | (4.7

No caso 1 < o < 2, note que se Y (¢ / | (t)|? entdo

1 o

S0+ [ 19 b = v

0

donde,

Y'(t) < 2Y(t)%.

De forma analoga & demonstracao do Teorema se o <2

(/thm(t)\z)? < (2—o)t+ (/Q\hmo(t)p)z;g <acy

Agora por construcao analoga a feita no primeiro item da Observacao se 0 =2

J 1 < [ ng@F < [ o) = Ca (43)
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Em qualquer uma das duas situagoes

sup / () < Cs,

0<t<T JQ

ou seja ||k ||L°°(0TL2 ) < Cs

Pelas equagoes e 1} segue que / IV X b (1) [P0 < Cy, com C' e C° niimeros
rais. Assim concluimos a desigualdade Tpara 1< <2

No caso 2 < 0 < p~, pela equacao , para cada t fixado em [0, 7] temos

[ (8) 1200y < CIIV X Ao (D] oty

isto é,

([ 1n0F)" < CIT % B Ol

Agora se / |V X B ()P0 > 1 entio ||V x Ry ()] ppco(q) > 1 e pelo Teorema 1}
Q

temos que,

+

1V % B ()10 ) < (/ IV X B (£) [P0 ) < IV X R0

donde concluimos que

1V % B (8)[15 00 (/'VXh 2l t))

Por outro lado se / IV X B (1)]PCY < 1 entdo ||V x R ()| gre0 @) < 1 e novamente

o

)
pelo Teorema (|1.9) temos que,

Hth’ ()HLP( ) (0 |V><h’ ()|p(t <HVXh’ ()HLp( t)Q7
() ()
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donde concluimos que

LJF
1V % BBl 200 (/rwh |p)

Portanto

([ imacer)” < IV

IN

|V><h )Pt <1

/Vxh t)PPHY > 1

1
Usando o Corolario E com € = > ep= P ou p= P temos a seguinte desigualdade
o o

|
(/ |hm(t)|2) < —/ IV X hy (8) P08 + C.
Q 2 Q

Substituindo esta tltima inequagao em (4.7)), integrando de 0 & ¢ e multiplicando por

2 obtemos
LB + [ 195t /cf,
Qt 0

por fim tomando o supremo de ¢ em [0, 7] obtemos o resultado de (4.5) para 2 <o < p~.

Vamos agora mostrar (4.6). Usando 0:h,, como funcao teste em (4.2) resulta

/ O (1)|? + / |V X B (1) [POO72V X Ry (t) - V X Oyh (1)
Q Q

= [ hott-amnio [ |hm<t>|2)02_2

ou seja,

/ Do (1) + / IV % B ()25 x oy () - ¥ x Oy (1)
Q Q

(L) ([ mator)
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que é 0 mesmo que

adt (/ [om )‘5 = /Q [Ouhn (D + /Q IV X B ()P 72V 5 Ry (£) - VX Oy ().

Pelo Lema [3.1] temos para o mesmo I definido

p( t)

portanto

) g/!whm@)w_ 1d / 2\ ?
R e e S WO

I sendo estimado em (3.16) e |I] <

.
~ (p)?

2, 4 [IVxh, (P C 1d %
[lomnop+ & [FXRtOEZ o o S ( / |hm<t>|).

Integrando de 0 & t obtemos

Q2] isto é

OO+ /th SO AT
@ 0 k)

1
|Q|T+ /|h 1 /|hm0]2 . (4.9)
( g \Ja
. - 1 )\ 2
Retomando a inequacao (4.5) temos que — |R ()] < Cp para algum Cj real,
o \Ja

concluindo assim que

V X hy,(t)[PC)
Oyl (t 2+/| < 4.
[, oo+ | FE— <




o8

Logo, / IV x h,,(1)|PHY < O, donde
Q

/ |3thm|2+ sup /|V X hm(t)|p("t) <C
- 0<t<T Jo

com C e C; com i = {0,1,2} ntmeros reais positivos. Assim concluimos as estimativas
e localmente.

Provaremos agora as estimativas € ) para T > 0 suficientemente pequeno
para o item 2.

Assuma que
1

(0~ 2lIhol[7:5

t < Thax =

segue da equagao (4.7) que

s Lt < ([ imor)
th/ [P (O] — (/thm(t)ﬁ)g < 0.

Com calculo anélogo ao feito na demonstracao do Teorema segue que
2-c 2—0c
2 2
([imar) ™ = ([ nn0r) " -e-or
Q Q

chamando Y (¢ / |h(t)]? e evidenciando Y(O)%Tg temos

isto é

(4.10)

implicando que




29

logo
o=2 Y(0)°z
Y(t) =z < .
(1 —t(o — 2)Y(0)”52)
Elevando tudo a p— obtemos
Y(t) < (1 —t(o — 2)Y(())°22> Y0 (4.11)
< Y(0)

para algum t < T, pequeno.

Portanto / [P (t))? < K para algum K real. Como pela equagio 1)
Q

fresmor )

a equacao (4.5)) é satisfeita. Substituindo novamente em (4.9) obtemos (4.6) para t < Tipax.
A conclusao da prova da existéncia global de solugdes no caso (4.3) e solucao local no caso
(4.4) segue de forma idéntica a ultima parte da demonstragao de existéncia do Teorema

B.11 [ ]

4.2 Blow-up

Nesta segao, estudaremos a explosdo das solugoes locais do problema ([2.5)). Conside-

remos primeiro o caso onde p depende apenas de = e depois de (z,t).

Teorema 4.2. Seja h uma solucdo do problema com 1 < p(t) < oo, A =1c¢e
ho € L*(Q). Suponha que
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1 1
e o > max{2,pt}. Entio se u € (—,—+>, a solucao do problema explode no

o p
intervalo (0, tmax) com
o
o—2
(7 = D)o — Dllhallz2,

Usando 0,;h(t) como funcao teste em (2.5, obtemos

Imax =

Prova: Seja

og—2

2

/Q|c“)th(t)|2+/ﬂ|v x h(t)|PY72V x h(t) -V x O;h(t) = /Qh(t)-ﬁth(t)</g|h(t)|2)

= 5o [ mr( [ mer)
- 2o |h<t>!2)g

ou seja,

| omr+a | % _ ga( / \h(t)|2>g+l,

sendo que I é como definido no Capitulo |3, como neste caso p(-) ndo depende de t temos

que Oyp(+) = 0 implicando que I = 0. Assim integrando a equagdo acima de 0 & ¢ temos

[ omor+ [ A 2{.’;’“0 - ([ rhw)g_g( / |h0|2)g,

isto é

| 1ahoP + B0 = BO),

T

logo

E(t) = B(0) — / Qb2 <0, (4.12)
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Defina F(t / |h(t)|?, entdo temos

Ft)zé/g\h(t e F( :—a/m t)]* = /ah

Usando h como funcdo teste em (2.5

/Qc‘?th / IV x h(t)|PY2V x h(t) -V x h(t) = /Qh(t) : h(zf)(/Q |h|2) %71,
portanto
o= ()’ - -mor

1
e por 4.12,se—<,u<—
o pt

() freme]
- Q'pr'(’.> O ([ o) e (/Qh@)i)g/gvmaw(')]
= (o) ot (= 0)( fomor)

= (o) 17 xmor s (o ) (fwor)

= (s 3)(fpor)

Se definirmos Y (t) = / |h(t)* entdo teremos que
Q

pE"(t) = E(t)+p

0 < M%&:Y(t) - (u— %)y(t)g
_ gY’(t)Y(t)%" _ (u N l)

g

- (o)
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integrando de 0 a t resulta em

. —1 L
P v > (B2 )i+ 2 y(0)™,
2—0 o 2—0

ou seja

Portanto

para

o

t <tmax = o_
(0 = 2o — DlIkol%

(4.13)

Teorema 4.3. Seja h uma solucdao do problema com1<p(,) <oo, —C <dp<0

g.t.p. em Qp com C uma constante positiva, A = 1 e hy € L*(Q). Suponha que

IV x o0 1 ( / 2>3
E(0 :/——— h <0,
( ) Q p(-,O) 9 Q‘ 0|

|E(0)|(p~)?
2
em . Entao qualquer solucao do problema explode quando t ' tyax.

o > max{2,pt} e C pequeno o suficiente tal que tyax < para tyax definido
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Prova: Usando 0;h(t) como fungio teste em (2.5 e recordando agora que p depende
agora de (z,t) segue do que foi feito na prova da Proposigao que

fomor o [ 2GS <1 Za( [ mor)

X p(-t)
[ /Q %(_1 (8 log |V % B())0p(-.1).

onde

Integrando de 0 a t temos que

[ T [ [ ) ()’

e B(t) = / [V xhOP l( / \h<t>|2)g
B Q p(~,t) o Q

E@t)+ [ |0:h(T)]* = E(0) +/Ot1,

Qt
Cl9Q|
(p7)*

Entao para algum ¢, suficientemente pequeno temos que para todo t < %

concluimos que

mas por (3.16]) sabemos que [ <

E(0)+/0t1§0

e concluimos a demonstracao como no teorema anterior. [ |
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