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Resumo

Este trabalho tem como principal objetivo o estudo do perfil assimptotico de uma
familia de minimizadores globais correspondentes ao funcional de energia associado ao
problema —e*Au = h(|z|)*(u — a(]2]))(1 — u®) em B;(0) com condi¢do de Neumann
homogénea, onde a,h € C'([0,1]) tal que a’(0) = 0, //(0) = 0 e —1 < a(|z]) < 1.
Estudaremos o caso onde a fun¢ido a nao ¢é identicamente nula, mas a(r) = 0 em um
intervalo fechado I = [ry,rs] C (0,1). Mostraremos que u.(z) ¢ radialmente simétrico
e que o mesmo converge uniformemente & —1 e 1 nos subconjuntos compactos A_ =
{z € B1(0);a(]z|) < 0} e Ay = {z € B1(0);a(|z|) > 0}, respectivamente. Além disso,
estimaremos a energia da camada de transigao de u.(x) e mostraremos que esta camada é
tinica em I quando ¢ — 0. Também provaremos que o ponto de minimo de rV~'h(r) em
I terd um papel muito importante na localizacao desta camada. Por fim, apresentaremos
futuros problemas que poderao ser resolvidos com as técnicas que serao estudadas neste

trabalho, tais problemas, se resolvidos, consolidarao em resultados inéditos.

Palavras—chave: funcional de energia, camada de transicao, perfil assimptotico, método

variacional.
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Abstract

This work has as main objective the study of the asymptotic profile of a family of global
minimizers corresponding to the energy functional associated to the problem —e?Au =
h(|z|)*(u — a(]2]))(1 — »®) in B;(0) with homogeneous Neumann condition, where a, h €
C1([0,1]) such that a/(0) = 0, A'(0) = 0 and —1 < a(|z]) < 1. We will study the case where
the function a is not identically zero, but a(r) = 0 in a closed interval I = [ry,75] C (0, 1).
We will show that u.(x) is radially symmetric and that it converges uniformly to —1 and
1 in compact subsets A- = {z € B1(0);a(|z]) < 0} and A, = {z € B(0);a(|z|) > 0},
respectively. In addition, we will estimate the energy of the transition layer of u.(z) and
show that this layer is unique in a closed interval I = [ry,rs] C (0,1) when ¢ — 0. We
will also prove that the minimum point of »~1h(r) in I will play a very important role
in locating this layer. Finally, we will present future problems that can be solved with
the techniques that will be studied in this work, such problems, if solved, will consolidate

in results unpublished.

Keywords: energy functional, transition layer, asymptotic profile, variational method.
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Introducao

O foco principal deste trabalho é estudar o perfil assimptotico de uma familia de mini-
mizadores globais correspondente ao funcional de energia associado ao seguinte problema

de reacao e difusao com condicoes de Neumann homogéneas

—e?Au = h(]z|)*(u — a(lz]))(1 - u*) em By(0),

ou (1)
e 0 sobre 0B1(0).

Na equagao (1) temos que B;(0) denota a bola unitaria de centro na origem de R”;
€ ¢ um parametro pequeno e positivo; v representa o vetor unitario normal exterior a
9B1(0). Além disso, a € C([0,1]) satisfaz —1 < a(|]z|) < 1, '(0) =0 e h € C*([0,1]) é
positiva de tal modo que A/(0) = 0.

Sempre que conveniente, denotaremos |z| por r.

As equacoes de reacao e difusdo tém sido extensivamente estudadas nas tultimas dé-
cadas. Desde questoes relacionadas a boa-postura ou existéncia de solugoes nao-triviais
ou positivas ou que mudam de sinal ou simétricas e etc, até questoes relacionadas a
multiplicidade, estabilidade ou comportamento assimptoético.

Em particular, aquelas solucoes que sao minimos do funcional de energia associado
(e é essa a classe de solugdes que estamos interessados) possuem grande relevancia, por
exemplo no estudo dos mecanismos de formagao de padroes. Exemplos na biologia, nos
processos de modelagem dos organismos e na compreensao de genética populacional, e em
quimica, nos estudos de reagoes, podem ser conferidos em |[1| e em suas referéncias.

Além disso, tais equacoes modelam fenémenos relacionados a transigoes de fases e, em
alguns casos, as solucoes geram camadas de transicao quando o coeficiente da difusao (no

nosso caso, €) ¢ muito pequeno. Esta é exatamente a situagao explorada neste trabalho e



o responsével por isto é o termo de reagao dado por A(|z])?(u—a(|z]))(1 —u?). Neste caso
temos duas solucoes triviais para o problema que sao: © =1 e u = —1. Estas solugoes
podem representar duas fases distintas do problema. A grosso modo, e com as devidas
hipoteses sobre a, provamos que um minimo global do funcional energia associado a (1),
vai de uma fase para outra conforme o parametro € vai a zero.

A camada de transicao é vista como a interface das fases, ou de forma mais clara, ela
¢é vista como a ligacao entre as fases. Neste trabalho, estudamos o caso onde a funcao a
nao ¢ identicamente nula, mas a(r) = 0 em um intervalo fechado I C (0,1) e concluimos
que o ponto de minimo da fungao r¥~1h(r) em I tem um papel muito importante na
localizacao de tal camada de transicao em 1.

Evidentemente, o modo como as camadas se comportam e a suas localizacoes sao
fundamentais, por exemplo, para entender e classificar as classes de solu¢oes, mas princi-
palmente para compreender como sao formados os padroes no estudo de tais fendmenos.
Sendo assim, o estudo realizado neste trabalho é de importante valia para a mateméatica
aplicada em diversos campos.

Os resultados apresentados nesta dissertagao sao baseados nos resultados de 7] que,
por sua vez, foi inspirado no trabalho [4].

Assim, este trabalho estd estruturado da seguinte forma: inicialmente sdao expostas
algumas definicoes importantes para a compreensao do resultado principal e também dos
resultados preliminares, os quais também estao presentes no capitulo inicial. Posterior-
mente, enunciamos nosso principal resultado, tendo em sua companhia algumas figuras
para melhor compreensao do mesmo. Logo apo6s fazemos a demonstracao deste teorema,
tal demonstracao é dividida em trés partes e esta divisao se faz necessaria para uma
melhor organizacao deste trabalho.

Por fim apresentamos as conclusoes oriundas do presente estudo e, além disso, fazemos
uma exposicao de perspectivas de problemas futuros inspirados pela dissertacao. Especi-
ficamente, estudaremos o mesmo problema no caso onde o coeficiente de difusibilidade é
variavel e o objetivo serd exibir o perfil geométrico das solugoes; espera-se, novamente, a

formacao de uma camada de transicao, porém a lozalizacao da interface certamente ira



depender também do coeficiente de difusibilidade adicionado. Um segundo caso é estudar
o problema posto sobre uma superficie de revolucao; a simetria dos minimizadores do fun-
cional associado permitird aplicar a mesma técnica a fim de obter a formacao da camada
de transicao e, neste caso, a geometria da superficie devera interferir na localizacao da

interface. Tais problemas, se resolvidos, serao resultados inéditos.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo iremos expor algumas definicoes e resultados necessarios para a com-

preensao e demonstracao do Teorema Principal.

1.1 Definicoes

As defini¢oes a seguir foram baseadas em [5] e se fazem necessarias para as demons-

tracoes presentes neste trabalho.

1.1.1 Espaco de Sobolev

Definicao 1.1.1. Seja U C RY aberto, limitado e com fronteira suave. Dizemos que uma

funcao ¢ : U — R tem suporte compacto se existir um aberto V C U onde
supp ¢ C'V,

sendo

supp ¢ = {z € U; ¢(z) # 0}

Notagao: Seja C°(U) o espago das fungoes infinitamente diferenciaveis ¢ : U — R

com suporte compacto em U. Chamaremos ¢ € C°(U) de fungao teste.



1
loc

Definigao 1.1.2. Suponha que u,v € L, (U) e o um multi-indice. Nds diremos que v é

a a-ésima deriwada parcial fraca de u, escrevendo
D% = v,

se

Do di = (1)
para toda ¢ € CX(U).

Definicao 1.1.3. Fize 1 <p < oo e seja k € N. O Fspaco de Sobolev
WHE(U)

consiste em todas as funcoes v : U — R que sdo localmente L' tais que para cada

multi-indice o com |a| < k, temos que D*u existe no sentido fraco a LP(U).
Observacao 1.1.1. Se p = 2 entdo iremos escrever
HMU) =W"*(U); k € N.

A letra H é utilizada pois H*(U) é um Espacgo de Hilbert, ou seja, ¢ um espago com
produto interno completo. Tal demonstracao foge do escopo desta dissertacao, entretanto

ela pode ser encontrada na Secao 5.2.3 de [5].
Definicao 1.1.4. Denotaremos por

Wy (U)
o fecho de C=®(U) em Wkr(U).

Notaco: denotaremos Wi (U) por HE(U).



1.1.2 Calculo Variacional

Nesta subsecao a referéncia utilizada foi [5].
Suponha que queremos resolver alguma Equacao Diferencial Parcial, que nesta subse-

¢ao escreveremos na seguinte forma
Alu] =0, (1.1)

onde A[-] € um operador diferencial parcial e u é desconhecido. Em geral, nao existe uma
formula geral para resolver todas as equacoes diferenciais parciais, e o calculo variacional
identifica uma classe importante de tais problemas que podem ser resolvidos utilizando
técnicas relativamente simples.

Esta é a classe dos problemas variacionais que sao as Equacoes Diferenciais Parciais
da forma (1.1), onde o operador A[-] é a “derivada” (que no nosso caso sera chamada de
primeira varia¢ao) de um funcional de energia I[-].

Escrevemos

Alu] = I'[u].
Assim, (1.1) fica da seguinte forma
I'lu] = 0. (1.2)

A vantagem desta nova formulagdo é que podemos reconhecer as solucoes de (1.1)

como os pontos criticos de I[-], e estes, eventualmente, podem ser faceis de encontrar.

Definicao 1.1.5. Suponha que U C RY ¢ limitado, aberto e com fronteira suave e que
L:RVxRxU-—R
seja uma fun¢ao suave.
Notagao: Chamaremos L de Lagrangeano e escreveremos
L=L(p,z,x) = L(P1, e Pns 2, T1, - Tn),

para p € RV, z € R,z € U. Assim “p” representa Dw(x), “z” representa w(z).



Definicao 1.1.6. Considere o sequinte funcional

Tw] = /U L(Dw(z), w(z), z) dz, (1.3)

definido para w : B;(0) — RY.
Seja 1 < q < oo fizado. Suponha que

existem constantes o > 0,3 > 0, tal que

L(p,z,2) > alp|? — B (1.4)
Vp e RN,z € R,z € By(0).

Consequentemente

Iw] > ||Dw||%q(31(0)) =7 (1.5)

para v := B|B1(0)|. Entdo I[w] — oo quando |Dw||,, — oo. E comum chamarmos (1.5)

de condigcao de coercividade em I[-].

1.2 Alguns Resultados Necessarios

Teorema 1.2.1. Assuma que L satisfaca (1.4) e que L é convexo na varidvel p. Entdo

existe ao menos uma fungdo u € H*(B1(0)) que € solugio de

Iu] = min [I[w].
weH(B1(0))

O Teorema 1.2.1 nao é demonstrado nesta dissertacao, mas a sua prova pode ser
encontrada na Secao 8.2 de [5].

O funcional de energia associado a (1) é
2
w = [ |G = Pl
B1(0) 2

onde F(|z], u) = ul f(Jz],s) ds, com f(lz|,u) = h(]z])*(u — a(|x]))(1 — u?).

A seguir veremos que o nosso problema de minimiza¢ao tem um minimizador:

inf {J.(u) | u € H (B1(0))} . (1.6)



De fato, inicialmente observe que

Flzlu) = /iﬂ@h@ds

(Rl (s — alla))(1 — )] ds

u

D / [s— 5 — a(|z]) + s%a(jz])] d

I
L\

zmmvg———wm>§mmml

= MU (st 5t~ 120a(fal) + 45%a(a])]”,

= POV o2 — 361 1 (457 — 129a((a])]”,

_ MZP{MQ:M—%4 —120)a(fa]) — 6 — 3+ (~4 + 12)a(l2])]}
il

= [6u? — 3u* + (4u® — 12u — 8)a(|z|) — 3].
(1.7)

Assim usando o resultado obtido em (1.7) temos que

2
() z/ €—|Vu|2dx—/ F(|z],u) do
By (0) 2 B1(0)

g2 ) 2 1
> 5 |Vul” dz —[|hll 5 [6u?
B1(0) B1(0)

12
— 3u'+ (4’ — 12u — 8)a(|z]) — 3]| d=z
2
> = |Vul? do — M.
2 B1(0)

52

Portanto J.(u) > —/ |Vul? dz — M.
2 JBi(0)

Onde M é o maximo que a seguinte equacao

1
‘E[Guz —3u* + (4u® — 12u — 8)a(|z|) — 3]

atinge. Temos que este maximo ¢é atingido quando a = —1 e u = 1.



\\/ /\1\ . \ \\J /\L\

—1<a<0 =) O<a<l1

Figura 1.1: Ilustrando M com F(|z|,u) = [* f(|z|,s)dse —1<a < 1.

TN

Figura 1.2: Tlustrando M para a = —1e u = 1.

Note que, neste caso temos

2

L(p,z2) = 59" = h(jz])(= — al|2))(1 - 2*)

Assim, é facil ver que L é convexo na varidvel p. Logo, pelo Teorema 1.2.1 temos que

existe u. € H'(B;(0)) tal que u. é o minimizador de (1.6).

Agora seja D um dominio limitado em RY. Seja f(z,t) uma fungio definida em D x R

que é limitada em D x [—1,1]. Suponha que f é continua em ¢ € R para cada z € D e

mensuravel em D para cada t € R. Assuma também que:

f(z,t) > 0, paraze D, t < —1;
f(z,t) p (18)

f(z,t) < 0, paraz €D, t > 1.
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Considere o problema de minimizagao:

inf {Z(u, D) = / [%Q\Vuﬁ —F(a:,u)] de; u—ne€ Hé(D)}, (1.9)
D
onden € HY(D) com —1<np<lem De
F(z,t) = /t flx,s)ds .
-1
Lema 1.2.1. Suponha que f(x,t) satisfaga (1.8). Seja u. um minimizador de (1.9).
Entao —1 <u, < 1.

Demonstracao.

Provaremos que u. > —1 em D. Para isso considere o seguinte conjunto
M = {xeD; ul(x) < -1},

e defina 1, por

i) = us(x), se x € D\M,

—1, sex € M.

Como u. é um minimizador de (1.9) entdo u. — n = 0 sobre 0D e assim
Ue = 7] > —1

sobre 9D. Portanto M estd compactamente contido em D, ou seja, M C D.
Como consequéncia temos que 4. —n € Hg (D).

Agora considere m a medida de Lebesgue. Suponha que m(M) > 0, assim temos que

JwD) = [ . {
- [l

g2 —
< /|:—’Vu5|2—F(|$‘,u5):| dz
pl2

= J.(us, D).

Sa— . 2 _ 5 = B

5|Vug| —F(|x|,u5)] dz + /M[E|Vug| — F(|z|,a.)| dz
2
5
2

Vi |* — F(|z|, ﬂg)} dz

A desigualdade acima é valida pois u.(x) < —1em M, e assim f(z,u.(z)) > 0.

Logo

ue () —
—F(z,u(z)) = —/ flx,s)ds :/(1)T(x,s)ds>0.

-1
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Além disso, em D\ M temos que u.(z) > —1.
Entao obtemos

J.(ti., D) < J.(ue, D),

o que ¢ um absurdo, pois u. ¢ um minimizador de (1.9). Portanto, m(M) = 0 e assim
us(r) > —1em D, como queriamos demonstrar.
Similarmente é possivel mostrar que u.(x) < 1.
]
O proximo resultado serd utilizado na demonstracao do Lema 1.2.3 e sua demonstracao

pode ser encontrada em |[5].

Lema 1.2.2. (Refinamento do Lema de Hopf) Suponha que V C RY ¢ aberto, v € C*(V),
ece L>®(V). Assuma

—Av+cv>0, emV
v>0, emV

Suponha também que v £ 0.

(i) Se 2° € OV, v(2®) =0, e V satisfaz a condicao da bola interior em xq, entdo

ov, 4
(i1) Além disso, v >0 em V.

Lema 1.2.3. Suponha que f,(t,x) e fy(t,z) satisfacam (1.8) e a mesma reqularidade

assumida em f. Assuma que n; € H (D) tal que
-1 <n < lemD,

para i = 1,2. Seja u.;(x) um minimizador correspondente de (1.9) onde

f = fi n=nmn,

para i = 1,2. Além disso, suponha que

Fi(@,t) > fal,t), Y(z,t) € D x [-1,1]



Entao uc1(z) > uea(x).

Demonstracao.
Seja
M= {5€D: u(®) < ues(a)}
e defina p.(x) = (uc2(x) —ue1(z))™, lembrando que

(tep(¥) — e (7)) = (Uep(2) = uea(z)) V O.

Como por hipotese, 7, > 12 e u.;(x) ¢ um minimizador de (1.9), onde f = f, en

parat = 1,2, entao temos
U () = m(z) € Hy(D);
ue o () = my(x) € Hy(D).
Logo,
(te2(w) = uen(2)) — (n2(2) — m(x)) € Hy(D)
e assim u. o(z) — u.1(x) < 0em OD.
Portanto ¢.(z) = 0 em 9D e assim p.(x) € H}(D).
Seja
_ u(®) _

Fi(z,u) = fi(x,s)ds.

-1
Para i = 1,2 temos que u.;(z) é um minimizador de

Jei(u, D) = /D [%\VUF - Fz(x,u)} du
e p.(r) = 0 para x € D\M, assim
0 < J. 1(“5,1@) + gpa(x), D) - Ja,l(ua,l(x)a D)
1V (0es(0) + o) = Folosveala) + 92(0)] d
- /D {§|Vua7l(m)|2 - Fl(a:,u&l(x))] dz

- / 5 [V (ea(@) + (@) = [Vua@)] do

12

(1.10)



Observe que

/ [ (.T uEl( >+90€< )) F1($,U5,1($))} dx

J
A

/’ /ua 1(517 +<P€
Ue, 1

13

. Ue,1(x)
(z,s) ds —/
-1

-1
fi(z,s) ds+/
Ue,1 ()

z,s) ds dzx.

fi(z,s) ds] dz

Ue, l(x +905

Fy
/us 1(x)+pe (x

fi(z,s) ds] dz

Assim, voltando & (1.10) obtemos:

< Jea(uea (@) + @e(2), D) — Jea(uea(z), D)
e 9 9 ue,1 (%) tpe(z)
— /5 [\V(ug,l(:v)—i-cps(x))] — Ve, (z) ] dx—// fi(z,s) ds dz
D D Jue 1(x)
- [ 3 [|Vu51<w>+soe<w>|2—|Vua,1<x>|2] dr
D\M
ue,1(x)+pe (z
- / / x,s) ds dz
D\M Ju,
e? ) ) e (2)+pe () _
" /5[|v teale) + 9 = [Vua@)] do - [ f Fi(w, ) ds da
M M uE,l(z())
52 Ue,2(T _
< [ 5 [Vuea@)P = [V(ueala) = oula))] do = [ [ Fal,s) ds da.
M M Jue 2(x)—pe ()
(1.11)

Observe novamente que:

[
Ue,2(x) —pe (x

/.
/.

_/‘U&Q(I)
-1

x,s)ds dz

falx,s) ds + /_1 falz,s) ds] dx

ue,2(z)—pe (x)

e o(0)—pe(@)
s) ds —/ folz,s) ds| dx.
-1

/ug 2(x)
-1

f2(x7
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Retornando & (1.11) obtemos:

o
IA

e1 () + pe(x), D) = Jea(uea (), D)

(Ve 2()[? = |V (e 2(a) — dx—/ /( v.5) ds da

52(-77

alu

J.
< /.3
([Vtea(2)? = [V (uep(z) — oo(2))]*] do

te,2(2) _ ue,2(z)—pe () _
- / / folz,s) ds —/ folz,s) ds| dx
M -1 —1

52 9 UE,Z(x)_
= / g\Vu&Q(xﬂ —/ folz,s)ds| dx

M i -1
[ 2 ) ue,2()—pe () _
= [ |51~ e - | Fa.s) ds| da
M i -1

~ [ |5Vt - Fatonaato]| @ = [ [S1¥0at) - (ol

< 0.

Portanto, u.1(z) + ¢(x) é também um minimizador de J. ;(u(zx), D).

Agora seja L. > 0 suficientemente grande tal que
fi(x,t) + Lt

¢ estritamente crescente para x € D, t € [—1,1].

Assim, como u.1(x) + ¢.(z) é um minimizador de J. ;(u(x), D), obtemos da equagao

—&2Aucy (1) + @e(x)) = f1(ueq(x) + pe(2)),

o seguinte:

—*Ape(r) = filue(@) —go(2) — filuea(2)).

Entao ficamos com

—* Ape(2)+Loe(v) = Fi(uen(@)+0e(2))+L(ue (@) +0e(2)) = (f1 (e (@) + Lluea (2))).



Como f,(x,t) — Lt é estritamente crescente para « € D,t € [—1,1] entdo
—2Ap.(z) + Lo.(z) > 0, em D.
Agora suponha por absurdo que existe zy € M fixado e xy € OM tal que
|zog — 20| = dist(zp,OM).
Assim, utilizando o Lema 1.2.2 em

B = Bdist(zo,aM) (Zo)

obtemos
D (o)
< 0
ov
To— %0 , s .
onde v = ﬁ é o vetor unitario exterior a B em x.
To — 20

Entretanto, ¢.(x) = 0 com x € D\ M, logo

6906($0) o
By = 0.

Isto é uma contradi¢ao. Portanto o conjunto M é vazio.

O proximo resultado é o Teorema 2.3 de [6].
Teorema 1.2.2. Considere o problema de valor na fronteira
" = f(t,x,2'; p);

2(a) = a; 2(b) = B,

€ assuma
(I) f(t,z1,29; 1) € continuo em [a,b] x R3;
(1) Egziste uma solug¢ao xo(t) para o problema de valor na fronteira
" = f(t,@,2s po);

z(a) = ag, x(b) = fo,

15

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

tal que se x(t) € outra solugao de (1.14) e x(t;) = zo(t;), i = 1,2, para a < t; <

to < b entao x(t) = xo(t) em [ty,ts].
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Entao existe 0 > 0 tal que para todo p com | — po| < 6, existe uma solucio de x(t; 1)
para o problema de valor na fronteira em questao. Além disso, x(t; ) — xo(t) na norma

de C' em [a,b] quando p — .



Capitulo 2

O Teorema Principal

Neste capitulo apresentamos o Teorema Principal deste trabalho.
Teorema 2.0.1. Seja u. um minimizador de (1.6). Entao u. € radialmente simétrico e

1, uniformemente em cada subconjunto compacto de A_,
Ue —
—1, uniformemente em cada subconjunto compacto de A, .

quando € — 0, sendo

A_ = {z € By(0); a(|z]) < 0},
A, = {z € Bi(0);a(|z]) > 0}.

Em particular u. converge uniformemente prézimo a fronteira de B1(0), ou seja:

e se a(r) < 0 em [ro,1] para algum ro > 0, entdo u. — 1 uniformemente em

Bi(0)\B, (0);

e se a(r) > 0 em [ro,1] para algum ro > 0, entdo u. — —1 uniformemente em

B1(0)\By(0).
Além disso, para alguns 0 < r1 < ry < 1 com

a(r) #0, r <ry, r>ry, pequeno;

CL(T) = O, r e [Tl,T’Q].

17



1.

Se
a(r) <0, r < r

a(r) >0, r > ry,

entao para alguns 1,0 > 0 pequenos existe g > 0 tal que

(a) Para cada € € (0,¢¢] existem t.1 < t.o tal que

(w(r) > 1—mrelm—0,t0);
u(ten) = 1—mn;
us(teo) = —1+mn;

| ue(r) < =1+n,r € (teg,r2+0].

(b) A fungao u.(t) € decrescente em (t.1,tc2).
(c) Vale a desigualdade

t€,2 - ts 1

O<R1§ ’§R27
e

onde Ry e Ry sao constantes independentes de € > 0.

(d) Se lejaste; 2 — t para alguma sequéncia positiva g; — 0 com j — oo entao

hDEY ! = min ]h(s)stl.
sE|r1,r2

i erlh(r)

e

this %) a(r)

O

}'1 7L2

—1

Figura 2.1: Perfil de um minimizador global u. (Caso 1).

18



. Se

a(r) >0, r < r; pequeno;

a(r) <0, r > rq,
entdo para alguns n, 0 > 0 pequenos existe ¢ > 0 tal que

(a) para cada € € (0,e¢] existem t.; < t.o tal que

p

us(r) < —l+mn,relr—0,t.q1);
e(ten) = —1+n;
(
(

I

Ue t6,2) = 1- n;

us(r) > 1—mn,r € (teg,re +0).

\
(b) A funcao u.(t) € crescente em (t.1,t.2).
(c) Vale a desigualdade

t5,2 - te,l
3

0<R1§ §R27

onde Ry e Ry sao constantes independentes de € > 0.

(d) Set. 1,te, 2 — t para alguma sequéncia positiva €, — 0 com j — 0o entao

ROT ' = min h(s)sV
s€[r1,r2)
r¥=1p(r)
1
a(r) u.(t)
0 (R E——— T —— U —
1 )

—1

Figura 2.2: Perfil de um minimizador global u. (Caso 2).
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Observacao 2.0.1.
e Observe que, em ambos 0s casos, somente o resultado (d) depende da funcao h.

e Se min h(s)sN’1 atinge um tnico t entdo consequimos mostrar que le;nsle; 2 —t
s€[r1,ra]

sem tomar subsequéncias.

e Se a funcao rV " h(r) é constante em [r1,rs] entdo, em geral, é muito dificil encon-

trar t € [ry, ).



Capitulo 3

Demonstracao do Teorema Principal

Neste capitulo iremos demonstrar o caso onde

a(r) <0, em [0,7);
a(r) =0, em [ry, r);
a(r) >0, em (rq, 1],
para alguns 0 < r; < ry < 1.
Para melhor compreensao veja Figura 1.
Como ja dito anteriormente, nossa demonstracao estard dividida em trés partes. A

seguinte proposicao serd utilizada na Parte 1.
Proposicao 3.0.1. Seja u.(x) um minimizador de

inf {J.(u) ; u€ H'(B1(0))}.
Entao u.(z) satisfaz

1, uniformemente em cada subconjunto compacto de A_,
uE
—1, uniformemente em cada subconjunto compacto de A,

quando € — 0.
Demonstracao.

Iremos mostrar que u.(z) — 1 uniformemente em cada subconjunto compacto de A_

quando € — 0. Para tanto, seja xg € A_. Escolha 6 > 0 pequeno tal que Bj(zg) esteja

21
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compactamente contido em A_, isto é, tal que o fecho da bola centrada em xq e de raio
0 esteja contido em A_.
Tome

b € max {a(z),0}

2€Bs(20)

e defina

frosn(t) = ( min h(]z\)2> (t —b)(1 —t7).

2€Bs(z0)

Entao para x € Bs(zy),t € [—1, 1] temos

Pl ) = Al — a(e))(1 - )
> ( min h(\zw) (t—b)(1— )

z€Bs(x0)

Jro.66(1)-

ou seja, f(|z],t) > fags0(t).

Seja Ue zy.6(2) um minimizador de

2
wt{ [ ( )[%Wur?—&o,a,b(u)] o w1 € HY(Bs(oo)
§(Zo

t
Frosp(t) = / fo.56(8) ds.
~1

Logo, segue dos Lemas 1.2.1 e 1.2.3 que
_1 S uE,:Co,ﬁ,b(x) S ua(x> S ]-)

para x € Bs(zo).

Agora suponha que /t frosp(s) ds > 0. Assim, pelo Lema 3.1 de [3] temos que
-1
Ue z0.00(2) = 1
quando & — 0 uniformemente em B (x0), e entao
us(z) = 1

quando £ — 0 uniformemente em B; (x).
2
De forma anéloga é possivel demonstrar que u.(z) — —1 em cada subconjunto com-

pacto de A,. ]
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Proposicao 3.0.2. Seja u um minimizador local do problema

inf {/Bl@ B\vuﬁ — G(|z],u)| da;ue H1<Bl(0))} ,

¢

onde G(r,t) = / g(r,s)ds, g(r,t) € C* para t € R, para cadar > 0, e g(r,t), g/(r,t)
-1

mensurdveis em [0,00) para cadat € R, g(r,t) <0set < —1out>1e|g(rt)|+]|g(rt)|

é limitado em [0, k| x [—2,2] para algum k > 0. Entdo u € radial, isto ¢, u(x) = u(|x]).

Demonstragao. Podemos escrever u em um sistema de coordenadas polares, ou seja,

¢ possivel denotar u da seguinte forma
u = U(T, 01, 927 ceey HN—l)-

Suponha por absurdo que u nao é radial. Assim podemos escolher um sistema de

coordenadas tal que

ou
0.
e
ou ) . .
Logo satisfaz a seguinte equacgao
00N 1
—Av — gi(r,u)v =0, em ;
0
@ 0, sobre 09,
ov
ou seja, temos que
0 0
—-A i g(r,t) L) = 0, em Q
9 a9N—1 aQN—l (3.1)
U
=0, sobre 0f).
0On-1
Assim, como u = u(r, 01,05, ...,0n_1) tem periodo 27 e como u ndo é constante, OQ—U
N-1
muda de sinal.
Como A e g; sao aplicacoes lineares e v é uma autofuncao, temos que
—Av — g(r,u)v = M
onde A é o autovalor associado a autofungao v. Observe que, por (3.1) é uma

00N 1
autofuncao associada ao autovalor A = 0.
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Agora, é bem conhecido ([10], Capitulo 11) que a autofuncdo associada ao primeiro
autovalor nao muda de sinal. Dai concluimos que o primeiro autovalor é negativo.

Por outro lado, como u é um minimizador local, temos

/ Dyl? - gulj], w)g? dz > 0,
Q

para todo p € H} ().

Além disso, é bem conhecido que (veja [10])

w=int{ [ 1DoP - adlel, ) do s ¢ € B, gl =1} 2 0.
Q
Logo, obtemos uma contradicao e portanto u ¢é radial. [

Lema 3.0.1. Seja 0 < n < 1 uma constante fizada e w satisfazendo
—w,, = w(l —w?) em R,
w(0) = —1 + n, (respectivamente w(0) = 1 —n),
com
w(z) < =1+ n, (respectivamente w(z) > 1 —n) para z < 0;

w limitada em R.

Entao w € dnica solucao de
Wy = w(l - w2) em R,
w(0) = —1 4+ n, (respectivamente w(0) = 1 —n),
com

w'(z) > 0, (respectivamente w'(z) < 0),z € R
w(z) — %1, (respectivamente w(z) — F1), com z — too.
A prova do lema acima pode ser conferido em [8]. Em suma, quando olhamos para o

retrato de fase do problema, w representa a tnica 6rbita heteroclinica, isto é, w conecta

os dois pontos de equilibrios do problema, a saber: —1 e 1. Para mais detalhes veja [12].
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3.1 Partel

Inicialmente iremos mostrar que u.(z) converge uniformemente proximo a fronteira de
By (0), ou seja, se a(r) > 0 em [rq, 1] mostraremos que u.(z) converge uniformemente para

—1 em

Bi(0\By,1+(0),

para qualquer 7 > 0 pequeno.

Para o caso a(r) < 0 em [0,7] é feito de forma similar.

Note que u.(z) converge uniformemente para —1 em B;_.(0)\ B4 (0), com £ pequeno
convergindo para 0, pois By_,(0)\B,,+,(0) é um compacto em A, e assim o resultado
segue da Proposicao 3.0.1.

Afirmamos que u.(r) < wu.(l —71):=1T, parar € [l —7,1].

Defina a funcao u. por

us(r), ser € 0,1 —7];
Ue(r) == us(r), se us(r) <T.,r €[l —r1,1];

T., se u.(r) >T.,r €[l —T1,1].

Note que, como u. € H'(B;(0)), cada componente de . também pertence a H'(B;(0))
e, além disso, 1. ¢ continua, entao temos que . € H'(B;(0)) e
T:

—F(t,T.) = — f(r,s) ds

< —/_tlf(r,s);ds (32)
)

= —F(r1t).

para £ > 0, |r — 1| pequeno e T, <.
Vale ressaltar que, por defini¢ao u. = T; se u. > T. e r € [1 — 7, 1]. Assim, neste caso,
u. serd constante. Logo, Vi, = 0 e assim

g2 g2
— Vi |* do < —

|Vu.|* da. (3.3)
2 JBio) 2 /B0
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Dai de (3.2) e (3.3) temos que

82

L) = = [ |vap daz—/ F(r, s) ds
2 JBi(0) B1(0)

2

< = V|2 dx—/ F(r,s) ds
2 JBy(0) B1(0)

= Je(ug(x)).

Portanto,

Je(t: (7)) < Je(ue(z)).

Agora, se supusermos que o seguinte conjunto
{re0,1];uc(r) >T.,r € [1 — 7, 1]}

tem medida positiva, chegamos em uma contradicao.
Assim nao existe r € [0, 1] tal que u.(r) > T. e r € [1 — 7,1]. Entao u.(r) < T..

Além disso, do Lema 1.2.1 obtemos que —1 < u.(r). Sendo assim,

—1 <wu(r)<T..

Como T; := u.(1 — 7), u(1 — 7) € B1(0)\B,,+-(0) e todas as fung¢oes neste disco

convergem uniformemente para —1, chegamos que
T. — —1.

Finalmente, podemos concluir que u, — —1 uniformemente em

Bl (0)\BT2+T(O>’

quando € — 0.
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3.2 Parte 2

Pela Proposicao 3.0.2 temos que u. é radial e afirmamos que para quaisquer
O<ti <ta < 1,

. € um minimizador do seguinte problema

inf{J. (u, B, (0)\Br, (0)); u — e € Ho(By, (0)\ By, (0))} (3.4)

onde
52
Je(u,M):/ [—|vu|2—F<|xy,u) dz
M L2

para qualquer conjunto M aberto.

De fato, se u. ndo é um minimizador de (3.4) entdo existe v. tal que

Ja(vsa Bt2 (O)\Btl(O)) < JE(u87 Bt2 (0)\Bt1(0))

Se definirmos
us em By, (0);

w(r) == { v em By, (0)\By,(0);
u(r) em By(0)\B,(0),

teremos que J.(w., B1(0)) < J.(ue, B1(0)), o que é um absurdo.

ue(r)

Bi(0)\B,(0)
ve(r)

By, (0\By, (0

us(r)
B, (0)

Figura 3.1: Compreendendo a fungdo w.(r).
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Denotemos por me, 1, 0 valor minimo deste problema de minimizacao, isto é

Me ity to = Js(us7 Bt2 (0)\Bt1 (O))
Agora, a segunda parte da demonstracao sera dividida em dois passos, como segue.
No primeiro passo estimaremos a energia da camada de transicao e no segundo iremos
provar que a familia {u.} desenvolve exatamente uma camada de transi¢do proximo ao

intervalo [ry, o).
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3.2.1 Passo 2.1

Sejam 1 > 0 e 6 > 0 numeros pequenos. Como u. — 1 uniformemente em [0,r; — 0] é

possivel encontrarmos 7. € (r; — 6,ry + 0) tal que

ue(T) Z 1- n,ser € [O,’f’;]

ue(r) < 1 —mn, se r > 7. pequeno.

Como u. — —1 uniformemente em [ry + 0,1 — 6] é possivel encontrar 7. > 7. tal que

us(r) < —1+4mn,ser e [r., 1 —10]

us(r) > —1+n, se r < 7. pequeno.

1—n

—1+n

Figura 3.2: Esquematizacao do processo feito no Passo 2.1.

Agora assumimos que
e =T € 7. —7T
onde 7,7 € [ry, 3. De fato, se 7,7 & [r1, 3] temos um absurdo devido a Proposi¢ao 3.0.1.

Fazendo o seguinte reescalonamento em relagao a 7.

ve(t) = uc(et + 72) (3.5)
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obtemos
et+7. ) (N —1 _
(Ug)tt + ( o :t_(r ) (Ua)t + f(é?t + Te, 1)5) = 0,
assim
N -1
—vY iTr_E)(vg) = f(et + 7, v.)

com —1 <wv. <lew(0)=u(rz)=1—n.
Como 7. — T € [ry1, 73], pelo Teorema 1.2.2 é possivel mostrar que v. — v em C} (R)

quando e — 0 e
—" = h(F)*(v —v*), t €R, (3.6)

ev(t)>1—nparat <0.
Definindo V (-) por
v(t) = V(h(F)t) (3.7)

temos que

Logo, de (3.6) e (3.7)

—V(h(F)t) =

Portanto —V" =V — V3,
Além disso,
V(0)=1-m,
V(t) >1—mn, parat <O0.

Assim a funcao V satisfaz
V"=V -V3 em R
V(0)=1-n, (3.8)
V(t)>1—mn, parat <O0.
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Logo, pelo Lema 3.0.1 temos que V' ¢é a Gnica solucao de
(
V"=V -V3 emR

Vi(t) <0, t <0,

(3.9)

V(t) — £1 quando t — Foo.

—1+n
-1

Figura 3.3: Compreendendo a funcao V (¢).

Entdo podemos encontrar R > 0 tal que v(R) = —1 + 7. Como v. — v em C} (R), é

possivel encontrar R. € (R — 1, R+ 1) tal que
vi(r) <0, ser €0, Re],

v-(Re) =—1+n.

Consequentemente u.(r) < 0 se r € [/, 7. + eR.] e u (7. + eR.) = —1 + n. Entao
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temos (utilizando coordenadas polares):

(e B O\B- ) = [ (5190? - Flel. ) ) o
BrteRe (0)\3@50)

= (%|Vu|2—F(|x\,u5)) dx

Bz 4R, (0)2

-/ (%\vuﬁ - F(|x|7u€)> da
Bre@ N ien. 22 (3.10)
= WnN-1 <_’u/£’2 - F(t>us)) tNil de
0 2
%2
- WNl/ (5’“;’2 - F(t>us)) tNil de
0

re+eR. 52
— wN_l/ (E|u’€|2 — F(t,ua)) VL de,
e

onde wy_; denota a area da esfera unitaria em R,
2

£
Agora afirmamos que §|u’6|2 — F(t,us) > 0.
2
£ :
De fato, temos que E|u’s|2 > 0 e, além disso

F(tyu.) = /u [R7(t)(s — s)] ds

— R {2 S (% _ le)} (3.11)

IA
o

2
Assim, —F(t,u.) > 0 e portanto %|u’€|2 — F(t,u;) > 0.
Sendo assim, voltamos a (3.10)
Tet+eRe 52
Js(us, BT}JrERg (O)\Bfg (O)) = WN-1 / <E|Ué|2 — F(t, UE)) tNil dt
" reteRe /2
< wya(r+ sRE)N‘l/ (§|u’6|2 — F(t, u5)> dt

= (o) [ (FheP - F) a

Re 2
= v o) [ <—|u;<et+rs>|2
0

— F(et+r.,u.))e dt,
(3.12)
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onde o0.(1) — 0 quando € — 0.

Lembrando que v.(t) = u.(et 4 ) temos que (3.12) fica da seguinte forma

Jo(te, Broser (O\B.(0)) < wy_1 (7Y 4 0.(1))e /0% v;iﬁ

— F(et+72,0.)) df]

= (o) | [ (Gl
— F(et+7.,0.)) dt].

(3.13)

Como v, converge para v quando & converge para 0 em Cl (R) e v(t) = V(h?(T)t),

_/URE (%W _F(r, v)) dt

— wNil(fEN—l +0:(1))e /0 ) (%IV’(h2(r)t)\2h2(r)
— F(r,V(h(r)t))) dt + o-(1)]

= v o e | [ (S

— F(r, V(1)) % + og(i)].

temos que (3.13) resulta em

Je(te, By qer. (0)\ By (0))

A
£
2
+
&
E

(3.14)

Por um procedimento similar ao feito em (3.11) obtemos que (3.14) serd o seguinte

Je(te, Brter.(0)\ By (0))

VAN

o o ge | [ (S

w o)) o)

— oy (BN 4m4»wvﬂé&(§V®F

+ (‘/2;1)) dt + 0.(1)] (3.15)

4

= o o) o [ +°°(:|V'<>|

+ @) dt} +O(n) + o-(1)}

= WnN_1 (fsN_l + 05(1)) € (Bh(f) + 0(77) + 05(1)> )



onde |O(n)| < Cn| quando n — 0, sendo C' uma constante positiva e

400 2 _1)\2
i = ) [ (Grors T a
= h(s)B

Z 07

onde

s [ (e s O o,

o0

Justificando O(n):
/ORE [%\V’(t)P + w1 dt +o0.(1) = /joo {}‘V/(t>,2+ M} i

dt

= [T liver+
00 +0.(1),

onde as seguintes integrais convergem para 0 quando n — 0

[ [vors PO a e [T vioes COD

— 00 €
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3.2.2 Passo 2.2

Iremos mostrar que a familia {u.} desenvolve exatamente uma camada de transigao
proximo do intervalo [r1,75]. Para mostrar isto basta provar a seguinte afirmacao:
AFIRMACAO: 7. = 7. + ¢R..

Suponha que esta afirmacao ¢ falsa. Entao podemos encontrar
te. >r.+eR,

tal que
u(r) < —1+4+nser € (r. +eRe,t.),

ue(t:) = =1+ .

1—mn

I s :

0 | T R 1 Te o 1 Onde:
P Ry =7.+€eR,
b=t

Figura 3.4: Esquematizacao do processo feito no Passo 2.2.

Assim, usando o mesmo método utilizado em (3.5), agora em t., temos que existe
t.=t.+eR.

tal que ul(r) > O0ser € (t,t.) e u.(t.) = 1 +n. Aqui podemos assumir que t.,t. — t €
[71,72] quando € — 0.

Além disso, de modo similar & (3.12)-(3.15) temos que

J:(te, Be (O\B,o(0)) < w1 (15 + 0.(1)) (Bagpy + On) + 0:(1))e. (3.16)
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Agora observe que, como ja vimos, 7. — T € [ry, ). Neste caso, pode ocorrer que
7 = riour. < r; para todo ¢ > 0. Assim podera acontecer que 7. + ¢R. = r; ou
7. +eR. < ri. Dai para todo t. > r. + ¢ R, pode ocorrer que t, < .

Entdo, provaremos que £, > r,. Suponha por absurdo que t. < r1. Defina

F,(t) = / [(v—a)(1—2v*)] dv.

-1

Entao para algum t > 0 pequeno e s € [—1 4+ ¢, 1 — t] temos que:

Fl—t) — /ll_t (0 — a)(1—0?)] dv
= /_lt('u —v* —a+ av?) dv

1

-t —1+t
= / v —v° dv—a/ (1—2%) dv (3.17)

1

-/ 00 [Ca-da

1 -1

— Fy(l—1f)— a/l_tu — ) do,

1

e além disso,
F.(s) = / [(v—a)(1—2v%)] dv
-1 s (318)
= Fy(s) — a/ (1—v?) do.

-1

Logo, de (3.17) e (3.18) obtemos

F,(1—1t)=Fu(s) = F.(1—1t)—Fy(s)+ Fo(1 —t) — Fo(1 —t) + Fo(s) — Fo(s)
= {Fo(l —t) — a/_lt(l —v?) d’u] - {Fo(s) - Oé/s (1—1v?%) dv]

1 -1

+ Fo(l—1t)— Fy(1 —t) + Fo(s) — Fo(s)
= Fo(l—t)—FO(s)—a/ (1—@2)dv—a/ (1 —2%) dv

= Fy(1—1t)— Fo(s) — a/ ) (1 —v?%) dv,
(3.19)



onde
1t
Fo(l1—1t) = / (v —v°) dv
—1
w? — |t
— 1 .
o2l =trP—-(1—-t)t -1
N 4
(A=) =1)
— I ,
e
—(s? = 1)
Portanto

Fu(l— ) — Fu(s) = {M} t—@/:_tu—v?) do.

4 -

Entao, de (3.20), se a < 0 temos que
F,(1—1t)— Fu(s) >0

para s € [-1+t, 1 —t].
Agora defina

") 1 —nser€[r,reR]Ul[t, t];
(1) =
—uc(r), ser € [r. + R, t.].
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(3.20)

Como supomos que t. < 71 e obtemos em (3.20) que F,(s) < Fo(1 —t)ses <1—t

assim

F(ryu.) < F(r,u.),
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se r € [z, t.]. De fato, se r € [r.,t.] entdo

Flru) = / [H2(r)(0 — a)(1 — +?)] dv

Portanto

0 que ¢ um absurdo, pois u. ¢ um minimizador.

Segue que, t. > 71, cOmMo queriamos mostrar.

Agora voltando & demonstracao da afirmagao inicial, vejamos que, desde que a(r) > 0
para r € [r1, 1], temos que se r € [ry, 1] entao

F(r,t) = / [hQ(r)(s—a(T))(l—SQ)} ds

-1

< /__ [h2(r)(s — a(r)(1 — s2)] ds

_ Py

= 0.

Relembrando que

Me e = Je (e, Br.(0)\Br.(0)).
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Além disso, se u. € (—1,—1+n) para r € [r. + eR.,t.] entdo temos que

Me oo = Je(te, Bryer. (0)\Br(0)) + Je(ue, B (O)\Bts(o))
Je(u_saBt ( )\BraJrng( )) + Ja<us, Te (O>\Bt (O))

+
= wyv-1 (i 0.(1)) (Bay + O(n) + 0(1))e
+ wnoa (827 + 0:(1) (Buy + O(n) + 0-(1))e
+ (e, Br.(0\By.+cr. (0)) + Je(i, By (0)\ B (0))
= wn (7 Bume + 1 Bue) + O(ne) + ofe)
b (i B (O\Brren (0) + (5. B, 0\ B (0) 2
> wn_1 (7Y Bume + 1Y Brye) +O(775) o(e)
+ inf —/ F(r,w)dx;—1§w§—1+77}
Bt (0)\Br +<r. (0)
+ inf —/ F(T,w)ds;—lgwgl}
By (0)\Bg (0)
> wN—l(faN_lﬁh(fﬁ + tév_lﬁh(t‘)g) + O(ne) + o(e),
onde lg% |O<€€)| =0.

. 8 Br(0\Bp ;.7 0)
m B, .z OB

(0\Br, +<r, (0)

Brter. (0\Bx(0)

B B (0)

Figura 3.5: Esquematizacao de discos presentes no Passo 2.2.

Assim, obtemos um limitante inferior para m. - ..

Seja R > 0 tal que V/(h(7)R) = —1 + 7, onde V ¢ a unica solucao de (3.9).



Defina a funcao u. como segue

(

—1, selr. +eR, 7.

—1+2(r—7: +e¢),

\

se r € [r:
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V(h(F)==), ser € [re, 7. +€R];
—1+n—2(r—7.—¢cR),

ser € [f. +eR, 7. +eR+¢l; (3.22)

—¢l;

— &, 7.

Observe que para —1 <t < —1+mner € [, ], u. é continua.

De fato, basta notar que

1% (h(r) ((Tfﬁf) _r)) = 147

—1+n+

g((r; +eR) — 7. — eR)

—14mn.

Para os demais casos basta fazer de modo analogo. Logo, u. é continua, como queriamos.

Além disso, como em (3.11), temos que para r € [r, 7] e —1 <t < —1 + 7 vale que

|F(r,t)] =

O(n).

Agora, tendo em maos os procedimentos de (3.12)-(3.15) é possivel majorar os seguin-

tes funcionais:

J-(tiz, Br.(0)\By.—(0))

o

n 2
‘ ’ tN_l—F(r,t)tN_l) dt]

(5
= o[ (G 0o -ome) o
= wy_ iy { r; e (%2+O<77)) dt] (3.23)
— wy_giY {7725+O( n)e )
_ wN_lrgN‘l%eJrO(nE)

IN

O(ne),
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[§]
re+te 2
i., B B - ] v e
Js(uzs; r5+€R+5<O)\ r5+sR(0)> = WnN-1 9 t (T’,t)t t
ret+eR+e €
re+eR 2| _ 12
= wWn_1 / S el 2 T B
re+eR+e 2 €

re+eR 2

wN_l(fE—l—sR—i—s)/ T
re+eR+e 2

IA

re+eR

+ wyoa(fe+eR+e)N ! / O(n) dt
9 re+eR+e

wy_1 (N1 05(1))%5

wyn_1(T: +eR+ 5)N_10(n)5

2 2

wN_leN_l%E + wN_105(1)6%

+

wn-1(7e + eR + )N 1O(ne)
O(ne) + o(e).

IN +

(3.24)
Entao, usando os resultados (3.12)-(3.15), (3.23) e (3.24) é possivel determinar um
limitante superior para m. ;. . da seguinte forma:

Merr. < Je(tic, Br(0)\By,(0))
= Je(tic, By r=(0)\Br. (0)) + J:(tiz, By (0)\By. —-(0))
J-(tic, Br +erse(0)\ Brter(0))
wn 1 (TN 4 02 (1)) (Bur) + O(n) + 0-(1))e + O(ne) + ofe) + O(ne)

WN—lfaNil/Bh(F)E + O(ne) + o(e).

IN +

IN

(3.25)
Assim, por (3.21) e (3.25) temos que

wn -1 (TN Brme + Y Bie) + One) + o(e) < wy 17N Bume + O(ne) + o(e)

ou seja,
wy-1tY 1 Buipe < O(ne) + ofe). (3.26)

Seja A := O(ne) e B := o(e), assim temos que

A < Chne,



com C uma constante positiva.

Voltando a (3.26) obtemos:
N-1
wy-1l.  Brre < Cne + B,
ou ainda,
N-1 B
wy-1t.  Brep < Cn+ s

e por fim temos

WN-17T1Pn@) < liL%WN—ltéV_lﬁh(ﬂ < Chn,

o que resulta em um absurdo, pois wy_1718u@ € fixo e n é tao pequeno quanto queira.

Portanto podemos concluir que r, = 7. + ¢ R,.

42



43

3.3 Parte 3

Nos resta mostrar que se 7, — 7 para alguma sequéncia €; — 0 quando j — oo, entao

7 satisfaz

PV Ih(F) = min sV h(s).
s€[r1,r2]

Relembre que na Parte 1 da demonstracao mostramos que —1 < u. < —1 4 7 para
r € [r. + R, 1].

Seja

H(s) = s""'h(s)
e assuma que o resultado que queremos demonstrar seja falso. Assim existe uma sub-
sequéncia {r.} tal que 7. — ' € [ry, 7o) €
H(r') > min H(s).
s€[r1,ra]

Entao é possivel encontrar ¢ € [ry, 5] tal que ¢t <1’ e H(t) < H(r").

His)

Figura 3.6: Esquematizacao do processo feito no Passo 3.

Inicialmente observe que

Jo(ue) = Je(ue, B (0)) + J(ue, Br1er. (0)\Br (0))

(3.27)
+  Je(ue, Bi(0)\Br.+2.(0)).

Assim, iremos minorar cada parcela de (3.27).
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Para estimar J.(u., B~ (0)) note que para r < 7. e n > 0 suficientemente pequeno

temos

1—n<ul(r) <L

Assim para u € [1 — 7, 1] temos que
—F(r,u) > =F(r,1).
De fato, recordemos que

CF(ru) = — /u [K2(r)(s — a(r)(1 - 5%)] ds

sendo assim, seja

Ue

Figura 3.7: Gréfico de g(z) para —1 < a < 0: onde F(r,u.) = /

-1

1
/ g(x) dzx, respectivamente.
-1

Portanto —F(r,u) > —F(r, 1), para u € [1 — n, 1], como queriamos.

Além disso, desde que a satisfaca:

a(r) < 0,7 < ry;
a(r) =0,r <r <y

a(r) > 0,7 > ry,

(3.28)

g(x) dz e F(r,1) =
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obtemos o seguinte
—F(r,1) <0,r <r;
—F(r,1) =0,r; <r <rg
—F(r,1) > 0,7 > ro.

De fato, se a(r) = 0, resulta que, para r, <r <7y :

—F(r,1) = / [*(r)(s — s*)] ds

= () 5~ al)s+ Fal)]

—h3(r 2 4 3 1
_ ) 12( ) [63 —3s* + (4s —123)@(7“)} )
— §hQ(T)a(?“)

Assim,
e se a(r) <0, entdo —F(r,1) < 0;
e se a(r) > 0, entdao —F(r,1) > 0,

como queriamos demonstrar.

Consequentemente

—/ rNLE(r, 1) dr > 0.

T1
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Portanto, utilizando os resultados acima e os procedimentos de (3.10), somos capazes

de minorar a primeira parcela de (3.27):

2
e Be0) = [ G190l = P @
BT’&(O) _

Te 2
= le/ [% ]Vu5\2 — F(r, ug)} N dr
Jo

(3.29)

Vv
|
o\%
3

P
=
3
N
Q.
3

Il
N

Para minorar a segunda parcela de (3.27), basta utilizar o método usado em (3.10),
isto é,

J. (12, B e (0\Br (0)) = wn—1H(¥)fre + (ne) + ofe). (3.30)

Por fim, note que, como —1 < u.(r) < —1+n parar > r.+eR. e n > 0 suficientemente

pequeno, entao pelos mesmos procedimentos realizados para provar (3.28) temos que
—F(r,u) > —F(r,—1) =0,

para u € [—1,—1 + 7).

Logo obtemos a seguinte minorac¢ao para a terceira parcela de (3.27):

. L2
Je(te, Bi(O\Br42r.(0)) = WN1/ [% Vu|® = F(r, Uz—:):| rV T dr
0

Te+eRe 82
— wN_l/ [5 ]Vu5|2 — F(r, ug)} PNl dr
0
1
N-1
= wn_1 —r T F(ryug)| dr
FeteRe : } (3.31)

/T L RG] dr

51+€RE
/ [TN_IF(T‘, —1)] dr
re+eR:
= 0.

v

v
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Enfim, de (3.29), (3.30) e (3.31):

Jo(us) > A+ wy_ 1™ e + O(ne) + o(e)
= A+ wn "N (") fre + O(ne) + o(e) (3.32)
= A+wn 1 H(1")pie + O(ne) + o(e).

Por fim, vamos majorar J.(u.). Para isso, defina a funcao

(

Lrel0,t—el;

1—=2(r—t+4¢e),relt—elt;

w(r) =4 V(b)) ,r € [f,t+eR;
—1-2(r—t—cR —¢),rct+eR t+cR +¢;

—1,reft+eR +¢,1],

(
onde R' > 0 é tal que V(h(t)R') = —1+1n.

A prova da continuidade da fungdo w. para —1 <t < 1 e r € [0,1] é anéloga a
demonstracao de continuidade da funcao ., a qual foi feita anteriormente neste trabalho
na Parte 2.2.

Do mesmo modo que obtemos (3.32), somos capazes de majorar J.(w.).

Assim, obtemos
Jo(ue) < Jo(w.) < A4+ wn_1H(t)Bre + O(ne) + o(e). (3.33)

Portanto, de (3.32) e (3.33) temos uma contradicao.

Assim, se 7., — 7 para alguma sequéncia ¢; — 0, quando j — oo entao 7 satisfaz
J

rN=1h(F) = 861?}22] s"1h(s).

Logo, a Parte 3 da demonstragao est& provada.



Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho desenvolvemos um estudo detalhado sobre o perfil assimptotico de
uma familia de minimizadores globais da familia de funcionais associada a equagao (1), o
que nos proporcionou a oportunidade de fazer uma anélise mateméatica sobre a equacao
em questao e assim enriquecer nosso conhecimento quanto aos processos desenvolvidos
durante a demonstracao dos resultados aqui presentes.

Assim, o estudo deste problema de reagao e difusdo em B;(0) nos permitiu estudar,
principalmente, os seguintes aspectos do problema: existéncia de solucao via minimiza-
¢ao do funcional de energia, técnicas envolvendo majoracao e minoracao do funcional,
formacao e localizacao de camada de transicao interna, entre outros. Tais assuntos apa-
recem como importantes temas da Andlise Matematica de Equacoes Diferenciais Parciais
e, certamente, servirao de base para estudos futuros.

No que segue, apresentamos dois problemas que podem ser abordados com as técnicas

estudadas nesta dissertacao.

4.1 O Problema com Difusibilidade Variavel

A primeira ideia consiste em considerar o seguinte problema:

—e2div(k?(|z|)Vu) = (u — a(|z|))(1 — u?) em B;(0),
az (K (|z|)Vu) = ( (lz))( ) (0) (41)

Y 0 sobre 0B;(0),

48



49

onde a é uma funcao com as mesmas hipoteses que anteriormente e £ é uma funcao de
classe C! estritamente positiva. A func¢ao k(-), chamada difusibilidade, indica a nao-
homogeneidade do operador de difusao do problema. Podemos interpretar tal funcao, por
exemplo, como aquela que descreve a difusibilidade material onde o fenémeno de difusao
ocorre. Como, evidentemente, é natural supor tal material ndo homogéneo é também
natural considerar e estudar o caso com k(-) variavel.

A fungdo k possui um papel fundamental na procura por solugées do problema (4.1),
principalmente aquelas vindas via minimizagao do funcional associado. Esperamos que,
procedendo de maneira similar, consigamos uma familia de solucées desenvolvendo ca-
mada de transicao interna em (0,1) com as mesmas caracteristicas daquelas obtidas no
Teorema 2.0.1. Em particular, e este pode ser o mais dificil e interessante resultado,
a localizacao da interface da camada de transicdo deve estar relacionado ao minimo da

fungao k(r)r¥ L.

4.2 O Problema sobre Superficies de Revolucao

O objetivo aqui é estudar a mesma equagao (1) posta sobre uma superficie de revolugao
com ou sem fronteira.

Sejam C' uma curva em R? parametrizada por

71 = Y(s),
Ty = 0’ (42)
w3 = X(s),

com s € I :=[0,1], e as fungoes ¢ e x de classe C*(I). Ainda, ¢» > 0 em (0,1) e
(¥)?+ (X)*=1em I. (4.3)
Por simplicidade, vamos supor ainda que
X' >0em (0,0+¢€)U(1—¢1), (4.4)

para algum € > 0.
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Seja M a superficie de revolucdo de R? obtida através da revolucio da curva C' em

torno do eixo z3. Assim, M é parametrizada por

T = ¢(3) COS(9)7
Ty = 1(s) sen(f),
z3 = X(8),

(4.5)

com (s,0) € I x[0,2m).
Separamos nosso problema em dois casos:
e (Caso 1: Considere 1(0) = (1) = 0, entdo M nao possui fronteira. Neste caso
tomamos ¢'(0) = —¢/(1) = 1, uma vez que sempre assumimos que M e a métrica

Riemannian g (a ser definida adiante) definida sobre M sao suaves (veja [2]).

€3

Figura 4.1: Dominio de revolucao sem fronteira.

e (Caso 2: Considere 1(0) > 0 e ¥(1) > 0, entdo M ¢é uma superficie de revolucao
com fronteira OM. Temos que OM = v, Uy, onde v, e 71 sao duas circunferéncias

parametrizadas com coordenadas locais (s, ) por

com t € [0,2m).



o1

€T3

Figura 4.2: Dominio de revolu¢ao com fronteira.

A superficie de revolu¢do M, com parametrizacao (4.5), ¢ uma variedade Riemanniana

2-dimensional com a métrica em coordenadas locais dada por (usando notac¢ao de Einstein)
ds* = giyda'de’, (g7) = (g;5'), |9l = dt(gij)-
O elemento de area sobre M é

do = +/|g|dx'dx?

e dvy denota o elemento de comprimento de arco sobre M.
Dado um campo vetorial suave X sobre M, o operador divergente de X ¢é definido

como

divy X

:iﬁgﬂﬂﬂW% (4.6)

e o gradiente Riemanniano, denotado por V ¢, de uma funcao real ¢ suficientemente

suave definida em M, é dado por

(Vg0)' = g7 0;0. (4.7)
Agora veremos como o operador Laplaciano Aju := div,(V,u) pode ser expresso na

superficie de revolugao M com coordenadas z! = s, x? = 0. Aqui assumimos que f(-,u)
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é independente da variacao angular 6. Assim, reescrevendo nosso problema sobre M,

obtemos

—e?Aju = f(x,u), xeM (4.8)
onde M C R3 & uma superficie de revolucdo sem fronteira, ou seja, estamos no Caso
1. Quando estivermos no Caso 2, ou seja, o dominio é uma superficie de revolucao com
fronteira, entao trocaremos a notacao M por D. Além disso, consideramos a condicao de
Neumann homogénea na fronteira:

—?Aju = f(x,u), z€D
ou (4.9)
— =0, x € 0D
ov
sendo v o vetor normal unitario e exterior a dD.
Fixando 2! = s e 22 = 0, temos que
1 0

(gz'j)z‘,jzl,z = )
0 1/12

portanto |g| = 12, e uma conta simples (veja (4.6) e (4.7)) mostra que

ou 1 Ju

=| =, == 4.1

Vit (as’wae) (4.10)
e
s 1

Agu = Ugs + ('(fp) Ug + Eueo_ (411)

Assim, as solucoes do problema (4.8) definido sobre M necessariamente satisfazem

(¥)s 1 _

Ugs + TUS + EU@@ + f(s,u) =0, (s,0)€(0,1)x (0,2m). (4.12)

Em relagao as solugoes de problema (4.9) definido sobre D, temos que 9D = v, Uy,

(veja Caso 2). Assim, usando (4.4) temos que

ou ou ou Ou

az—%(O)em%, 652%

Portanto, de (4.11) e (4.13) as solugbes do problema (4.9) satisfazem

(1) em 7. (4.13)
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2 (4.14)

E bem conhecido que se 1. ¢ um minimizante (até mesmo local) do funcional associado
a (4.8) ou (4.9) entdo u. é independente da variagdo angular 6 (veja [9], por exemplo).
Assim, como estamos interessados em estudar o comportamento assimptotico de solucao

que sao minimizantes globais, podemos nos restringir a estudar a equacao

Uss + %us + f(s,u) =0em (0,1), «'(0)=u(1)=0

(8

(Yug)s +(s)f(s,u) =0em (0,1), u'(0)=1'(1) =0.

Assumindo as mesmas hipoteses para f, a semelhanca deste problema com aquele es-
tudado nesta dissertacao nos permite inferir que a mesma técnica pode ser aplicada a fim
de se obter a existéncia de uma familia de solugoes (minimos globais dos respectivos fun-
cionais) desenvolvendo camada de transigdo interna com caracteristicas similares aquelas
obtidas no Teorema 2.0.1.

Em particular, quando h = 1, espera-se uma interessante interpretacao geométrica:
neste caso, a localizacao da interface formada pelas solucoes deverd depender do valor
minimo de 1 em [z, z5] 0 qual esté relacionado a geometria da superficie onde o problema
foi posto; a grosso modo, supondo que ¢ tenha um minimo local isolado T € (x1, z3),
teremos que a formacao da camada de transicao é induzida por um “pescoco local” da
superficie.

Importante ressaltar que nos tltimos anos muitos pesquisadores tém se dedicado a
estudar problemas postos sobre superficies de revolucao, por exemplo veja |9, 11] e suas
referéncias. Em geral, descrever o comportamento assimptético de uma familia de solugoes
nao é uma tarefa facil neste contexto, por isso, mostrar o papel que a geometria do dominio
pode ter nessa tarefa ¢ um resultado bastante interessante e, se de fato atingido, tem

grandes chances de ser aceito para publicacao numa boa revista especializada.
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