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Resumo

A Conjectura Jacobiana Real Forte, relacionada com a Conjectura Jacobiana, afirma que
uma transformacao polinomial do plano no plano com Jacobiano nao nulo é injetora.
Numa célebre construgao, Pinchuk forneceu um contraexemplo para esta conjectura, o
qual tem orientado muitas pesquisas nesta area. A funcdo polinomial F' = (p,q), obtida
por Pinchuk, consiste num par de fungoes polinomiais p de grau 10 e ¢ de grau 40.
Posteriormente, Campbell mostrou que o grau de ¢ pode ser reduzido a 25. Neste trabalho,
apresentamos os retratos de fase globais dos campos vetoriais Hamiltonianos H, e H,

associados a aplicacao polinomial de Pinchuk.

Palavras—chave: Conjectura Jacobiana, Aplicacao de Pinchuk, Retrato de fase.
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Abstract

The Strong Real Jacobian Conjecture, related to the Jacobian Conjecture, states that a
planar polynomial map with non vanishing Jacobian is injective. In a celebrated cons-
truction, Pinchuk provided a counterexample to this conjecture which has guided much
research in this area. The polynomial function F' = (p, ¢), obtained by Pinchuk, consists
of a pair of polynomial functions, p of degree 10 and ¢ of degree 40. Campbell showed
that the degree of ¢ can be reduced to 25. In this work, we present the global phase por-
traits of the Hamiltonian polynomial vector fields H, and H, associated to the Pinchuk

polynomial map.

Keywords: Jacobian conjecture, Pinchuk map, Phase portrait.
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Capitulo 1

Introducao

Este capitulo aborda a ideia geral desta dissertacao, com a apresentacao do problema a

ser estudado, a revisao da literatura, resultados e a estrutura do trabalho.

1.1 O Problema Principal e as Conjecturas Jacobianas

Nosso trabalho esté inserido no seguinte problema geral.

Problema 1. Dada uma aplicagao F : U — V', em que U eV sao conjuntos nao vazios,

resolver a equa¢io y = F(x), paray € V.

Ao resolver o Problema 1, em geral, procura-se por resultados que garantam a existéncia
e a unicidade de solu¢oes para uma ampla classe de fungoes F'. Assim, relacionado com o

Problema 1, propoe-se o seguinte problema.

Problema 2 (Fundamental). Dada uma aplicagio F : U — V', em que condigdes ela

admite uma inversa (global)?

O Problema Fundamental, assim colocado, é muito geral e dificil. Deste modo, utili-
zaremos estruturas da Anélise e assumiremos que os conjuntos U e V sao subconjuntos

do espaco euclidiano E", o qual, por sua vez, pode ser R" ou C".



E usual trabalhar com condicdes relacionadas ao Jacobiano da funcio ou aplicacio.
Por exemplo, supondo que a aplicagao F' tem Jacobiano nao nulo em cada ponto, o que
pode ser dito em relacao a injetividade? Neste contexto, a passagem do pontual para o
local é dada pelo Teorema da Funcao Inversa, isto é, se uma aplicacao F' possui Jacobiano
nao nulo num ponto, entao a injetividade é garantida pelo menos numa vizinhanga U
desse ponto. A condigdao acima nao é suficiente para a questao da injetividade global. De

fato, considere a aplicacao F' do plano no plano, definida por

F(z,y) = (e" cos(y), e” sen(y)),

cujo Jacobiano é nao nulo em todo ponto. A funcao F' é localmente injetora, mas nao é
globalmente injetora.

A partir dos comentarios anteriores, podemos formular a seguinte pergunta: quais sao
os mecanismos que influenciam a passagem da invertibilidade local para a invertibilidade
global? Em particular, no caso de aplicagdes polinomiais definidas em C", Ott-Heinrich

Keller introduziu em 1939, no artigo [14], a seguinte conjectura.

Conjectura 1.1 (Conjectura Jacobiana). Considere F' : C" — C™ uma aplicacao
polinomial com Jacobiano constante nao nulo. Entao, F € invertivel e a sua inversa €

uma aplicacao polinomial.

A Conjectura Jacobiana tem sido considerada um dos principais problemas matemé-
ticos do século XXI, ver por exemplo S. Smale [20]. J& no espago R™ esta conjectura é

enunciada da seguinte maneira.

Conjectura 1.2 (Conjectura Jacobiana Real). Seja F' : R" — R" uma aplicagdo
polinomial com Jacobiano constante nao nulo. Entao, F' € invertivel e a sua inversa é

uma aplica¢ao polinomial.

Se modificarmos a condicao sobre o Jacobiano na Conjectura Jacobiana Real obtemos

a seguinte conjectura.

Conjectura 1.3 (Conjectura Jacobiana Real Forte). Seja F' : R" — R" uma

aplicagao polinomial com Jacobiano nao nulo em todo ponto. Entao, F € invertivel.



1.2 Revisao da Literatura

Sabe-se que, nas hipoteses das Conjecturas Jacobianas, se F': E" — E™ é uma aplicacao
polinomial injetora, entdo ela é sobrejetora (e a sua inversa é uma aplicagao polinomial
quando trabalhamos em C"), conforme foi provado em 1995 por Rudin em [19]. Por outro
lado, uma resposta a Conjectura Jacobiana Real pode ser dada pelo Teorema de Hada-
mard. Antes, precisamos da seguinte definigdo. Uma aplicagao F': R — R” é chamada
prépria se F~1(K) é um compacto, sempre que K for um compacto ou, equivalentemente,

a aplicagao continua F' é propria se
||F(z)|| = oo, sempre que ||z|| — oc.
No artigo [9] de Gordon podemos encontrar o seguinte teorema.

Teorema 1.1 (Hadamard). Seja F': R" — R™ uma aplica¢ao com Jacobiano nao nulo

em todo ponto. Entdo, F' é um difeomorfismo global se, e somente se, F' é propria.

Em 1994, Pinchuk provou no artigo [17] que a Conjectura Jacobiana Real Forte é
falsa em R2?. Nesta dissertacao, apresentaremos parte do trabalho de Pinchuk. Mais

precisamente, no Capitulo 2 daremos uma ideia da prova do seguinte teorema.

Teorema 1.2 (Teorema de Pinchuk). Eziste F' = (p,q) : R? — R? polinomial com

Jacobiano nao nulo em todo ponto, mas nao injetora.

A fungao polinomial F' = (p,q), obtida por Pinchuk, consiste num par de fungoes

polinomiais p e ¢ em que p, dada por
p(z,y) = (2%y — x + 1)(a'y® — 32°y* + 22%9° + 32y — 20y — x + y), (1.1)

tem grau 10 e ¢, dada por
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tem grau 40. Propriedades geométricas da aplicacdo F' = (p,q) de Pinchuk foram estu-

dadas por Gwozdziewicz em [11].

No artigo [5], Campbell mostrou que o grau da segunda componente da aplicagao
polinomial de Pinchuk pode ser reduzido a 25, encontrando a fungao polinomial ¢ dada

por

19922 150452123
L 4502y — 337520 + #‘l—

900022y” — 11252 y® — 138902 'y" — 157502 y® + 757520y "+

2971521%% + 18900215 — 15002%y" — 219592 — 405302y —
1537528y° 729752894

q(x,y) = =75y +

157502%y* + 5 + 3567925y + + 9000253 —

112527y% — 16298z 7y> — 35385z y* — 2163027 y> — 33752 y*+

39752%9° + 75025y 4+ 2180525y3 + 811525y% + —l—w— (13)
450x°y° — 54092°y* — 119362°y> — 8085x°y? — 17402y — THa®+
w + 3688z%y° + 89532& + 162921y + 64527 7523yt —

56023y® — 148523y? — 94623y — 13423 + 3022y + %WJF

33
41722y + 7502'y® — Szy? — 164wy — 61 + 50y + T

Definindo F': R® — R" por

F('rlwr% s 7$n> - (p(xlaI2)7q<x17'r2)7x37$47 s 7xn)7

em que p e ¢ sao como no contraexemplo de Pinchuk, encontramos um contraexemplo a

Conjectura Jacobiana Real Forte em R", para n > 2.

Existem respostas afirmativas a4 Conjectura Jacobiana Real Forte em R? considerando
os graus das componentes de F' = (f,g). Por exemplo, no artigo [12], Gwozdziewicz
provou que esta conjectura é verdadeira se os graus de f e g sao menores ou iguais a
3. Em [2], Braun e dos Santos Filho provaram que a Conjectura Jacobiana Real Forte é
verdadeira desde que o grau de uma das fungoes coordenadas de F' seja menor ou igual
a 3, independentemente do grau da outra. O melhor resultado nesta direcao foi obtido

por Braun e Oréfice-Okamoto em [4]. Nesse artigo, estendendo o resultado anterior de



[2], os autores provaram que a Conjectura Jacobiana Real Forte é verdadeira desde que
o grau de uma das fungoes coordenadas de F', por exemplo f, seja menor ou igual a
4, independentemente do grau de g. Baseados nestes trabalhos, terminamos esta se¢ao

deixando a seguinte questao.

Questao 1.1. O que pode ser dito a respeito da Conjectura Jacobiana Real Forte em R?
se o grau de uma das fungoes coordenadas de F' = (f, g) € maior ou igual a 5 e menor ou

igual a 97

1.3 Resultados da Dissertacao

Dada uma fun¢ao polinomial f : R? — R, o campo Hamiltoniano H; associado a f é

definido por
Hf(l‘,y) = (_fy(xvy)afx(x7y))a

o qual tem a seguinte propriedade: as suas trajetérias estao contidas nas curvas de nivel

de f.

O objetivo principal desta dissertacao é entender os retratos de fase globais dos campos
H,e H,, em que p e ¢ sdo dados em (1.1) e (1.3), respectivamente, e, deste modo, entender
as curvas de nivel de p e ¢, as quais, como veremos adiante, estao relacionadas com a

injetividade. Neste contexto, provamos os seguintes teoremas.

Teorema 1.3. Se p € como em (1.1), entdo o retrato de fase topoldgico global da com-

pactificagio de Poincaré do campo H,, P(H,), € tal como na Figura 1.1.



Figura 1.1: Esqueleto completo das separatrizes de P(H,) no disco de Poincaré.

Seguindo a compactificagao de Poincaré de H,, vemos que este campo possui 4 pontos
singulares no infinito que sao pontos no equador da esfera, denotados por Py, P, P; e P,.

A decomposicao setorial de P(H,) no disco de Poincaré é a seguinte (veja Figura 1.1):

a. Existe um setor hiperbélico e dois setores parabdlicos em P;
b. Existe um setor hiperbélico em Ps;
c. Existem trés setores hiperbodlicos e cinco setores parabdlicos em Ps;

d. Existem trés setores elipticos e cinco setores parabolicos em Pj.

Também, o conjunto de nivel p~1({0}) tem 5 componentes conexas 71, .. .,7s, ilustradas
em preto. O conjunto de nivel p~!({—1}) tem 4 componentes conexas 61, . . ., 04, ilustradas

em vermelho e o campo H, possui exatamente 4 meias componentes de Reeb.



Teorema 1.4. Se q é como em (1.3), entdo o retrato de fase topoldgico global da com-

pactifica¢do de Poincaré do campo H,, P(H,), € tal como a Figura 1.2.

Q2

NS

Q4

Figura 1.2: Esqueleto completo das separatrizes de P(H,) no disco de Poincaré.

Seguindo a compactificagao de Poincaré de H,, vemos que este campo possui 4 pontos
singulares no infinito que sao pontos no equador da esfera, denotados por @1, @2, Q3 €

Q4. A decomposicao setorial de P(H,) no disco de Poincaré é a seguinte (veja Figura

1.2):

a. Existe um setor hiperbodlico e trés setores parabdlicos em (1

b. Existem dois setores parabdlicos em ()s;



c. Existem trés setores hiperbolicos e cinco setores parabolicos em ()s;

d. Existem dois setores elipticos e quatro setores parabolicos em ()y.

Além disso, o conjunto de nivel g~*({0}) tem 5 componentes conexas i1, . . . , i, ilustradas
em preto. O conjunto de nivel ¢~ '({—163/4}) tem 5 componentes conexas vy, ..., Vs,

ilustradas em vermelho e o campo H, possui exatamente 4 meias componentes de Reeb.

1.4 Estrutura da Dissertacao

Esta dissertagao esta organizada da seguinte maneira. No Capitulo 2, apresentaremos
conceitos e defini¢oes que serao utilizados ao longo do texto, por exemplo, a técnica do
blow up, a compactificagao de Poincaré e uma ideia da demonstracao do Teorema de

Pinchuk.

No Capitulo 3, estudaremos o retrato de fase da compactificacao de Poincaré do campo
de vetores H,, e faremos a demonstracao do Teorema 1.3. Ja no Capitulo 4, estudaremos
o retrato de fase da compactificacao de Poincaré do campo de vetores H, e faremos a

demonstracao do Teorema 1.4.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo, discutiremos alguns conceitos da Teoria Qualitativa de Equacgoes Dife-
renciais que serao utilizados ao longo do texto, trataremos da técnica do blow up, a

compactificagao de Poincaré e no final demonstraremos o Teorema de Pinchuk.

2.1 Primeiras Definicoes e Teoremas

Teorema 2.1 (Teorema da Fungao Implicita). Sejam f : U — R uma fungao de
classe C*, k > 1, definida num aberto U C R? e (x,90) € U tal que f(xg,y0) = c e
Of (zo,y0)/0y # 0. Entao, existe um retdngulo aberto I x J, de centro (xo,%o), tal que
YN (I x J) € o grifico de uma funcio € : [ — J de classe C*. Além disto,

Of (x,&(x))/0x

“ofe@njoy

§(z) =

Como (zg,y0) € I x J, o intervalo aberto I contém xy, enquanto J contém yo. A
afirmagao de que f~!({c}) N (I x J) é o grafico de uma funcao & : I — J significa que,
para cada x € I, existe um tnico y € J com f(x,y) = ¢. Colocando y = £(x), a fungao

¢ : I — J diz-se “definida implicitamente”, no aberto I x J, pela equagao f(z,y) = c.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada na pagina 161 do livro [15].

10
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Teorema 2.2 (Teorema da Fungao Inversa). Considere I : R® —s R" de classe C¥,

k>1, exqg€R" Suponha que a transformacao linear

DF(zg) : R" — R"
seja um isomorfismo. Entao, existem vizinhangas Uy e Vi de xg e de F(xg), respectiva-
mente, tais que F|y, : Uy — Vo € um difeomorfismo.

Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrada na pagina 239 do livro [18].
Para as proximas defini¢oes, considere A um conjunto aberto do Espaco Euclideano
R". A equacgao diferencial

= X(z), (2.1)
esta associada com o campo vetorial X : A — R™.

Definicao 2.1. Sejam I C R um intervalo e ¢ : I — R™ uma funcao diferencidvel.

Diremos que ¢ € uma solugdo da equagdao diferencial (2.1) se

para todo t € 1.
Definigao 2.2. Um ponto py € A € ponto de equilibrio de X se X (pg) = 0.

Ao longo do texto, utilizaremos os termos ponto de equilibrio, ponto singular e singu-

laridade como sindnimos.

Definicao 2.3. Seja X : A — R™ um campo vetorial de classe C*, k > 1. Uma funcdo

@ : 1 — A € solugdo maxima em I ou maximal em [ de (2.1) se para toda solug¢do em J
v J — A
t — ()
de 2’ = X(x), tal que I C J e o(t) =(t), YVt € 1, isto ¢,
¢ =1,

entao I = J e, consequentemente, ¢ = 1. O intervalo I é chamado de intervalo maximo

ou maximal.
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Definicao 2.4. O retrato de fase de um campo vetorial X : A — R" de classe C*,
k> 1, € a decomposicao do conjunto aberto A C R™ pelas orbitas de X, sendo que estas
orbitas estao orientadas pelas curvas integrais de X. Os pontos singulares sao munidos

da orientacao trivial.

Definigao 2.5. Sejam X; : A — R" e Xy : Ay — R" campos vetoriais de classe
C*, k > 1, nos abertos Ay e Ay, respectivamente. Diremos que X; ¢ topologicamente
equivalente a Xy se existir um homeomorfismo h que leva orbita de X, em drbita de Xo
preservando a orientacao. Mais precisamente, se p € Ay e 7; € a orbita orientada de X4

passando pelo ponto p, entdo

sendo v*h(p) a drbita orientada de X, passando pelo ponto h(p) € Ay A funcio h :

A1 — Ay € chamada de equivaléncia topolégica entre X; e Xs.

Definigao 2.6. Sejam X : A — R™ um campo vetorial de classe C*, k > 1, e p(t) =
o(t,p) a curva integral de X passando pelo ponto p, definida no seu intervalo mdximo

I, = (w_(p),w(p)). Sewi(p) =+o0, define-se o conjunto

w(p) ={q € A; 3{t,} com t,, — 400 e ¢(t,) — ¢q, quando n — +oo}.
Analogamente, se w_(p) = —o0, define-se o conjunto

a(p) ={q € A; H{t,} com t,, — —o0 e p(t,) — ¢, quando n — +o0}.

Os conjuntos w(p) e a(p) sao chamados, respectivamente, de conjunto w-limite e conjunto

a-limite de p.

Teorema 2.3. Seja vt (p) = {p(t,p);t > 0} a semiorbita positiva do campo vetorial X

pelo ponto p. Se v+ (p) estd contida num subconjunto compacto K C A, entao:

a. LU(p) # (Z);

b. w(p) € compacto;
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c. w(p) € invariante por X, isto €, se q € w(p), entao a curva integral de X passando por

q estd contida em w(p);

d. w(p) € conezo.

Observe que o mesmo resultado € valido para a semiorbita negativa, v~ (p) = {p(t,p);t <

0}, e para o conjunto o(p).

A demonstragao do teorema anterior pode ser encontrada na pagina 13 do livro [§].

Teorema 2.4 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Sejam X : A — R? um campo
vetorial de classe C*, k> 1, e o(t) = ¢(t, p) uma curva integral de X, definida para todo
t >0, tal que v (p) esteja contida num compacto K C A. Se w(p) nao possui pontos

singulares, entao, w(p) € uma drbita periddica.

A demonstracao do teorema anterior pode ser encontrada na pagina 24 do livro [8].

2.2 Estrutura Local de Pontos Singulares

Definigao 2.7. Sejam X (z,y) = (P(z,v),Q(x,y)) um campo vetorial de classe C*, k >

1, e p um ponto singular de X. Dizemos que

S 5w

DX(p) =
g—f(p) g—g(p)

€ a parte linear do campo vetorial X no ponto singular p. O ponto singular p é chamado:

i. ndo degenerado, se 0 nao € autovalor de DX (p);
ii. hiperbdlico, se a parte real de cada autovalor de DX (p) é nao nula;
iii. semi-hiperbdlico, se exatamente um autovalor de DX (p) € igual a 0;

iv. nilpotente, se ambos os autovalores de DX (p) forem nulos, mas DX (p) # 0;
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v. linearmente nulo, se DX (p) = 0;

vi. centro, se existir uma vizinhanca de p consistindo apenas de orbitas periddicas. A
singularidade € chamada de linearmente centro, se os autovalores de DX (p) sdo

complexos conjugados nao nulos, mas com partes reais nulas.

Teorema 2.5 (Teorema de Hartman-Grobman). Sejam X : A — R? um campo
vetorial de classe C' e p um ponto singular hiperbolico. Ezistem vizinhangas W de p em

A eV de0 € R? tais que X|w € topologicamente equivalente a DX (p)|y -

A demonstracao do teorema anterior pode ser encontrada na péagina 287 do livro [24].

Teorema 2.6 (Teorema da Curva de Jordan). Seja C uma curva de Jordan. Entao,
seu complementar R*\ C tem duas componentes conexas abertas disjuntas, uma limitada,
denotada por int(C), e a outra ilimitada, denotada por ext(C), sendo C a fronteira comum

das duas.

A prova pode ser encontrada na pagina 89 do livro [10].

Definigao 2.8. Seja p um ponto singular. Dizemos que y(t) é wma orbita caracteristica

em p, sey(t) — p quando t — o0 out — —o0 € o liI:Itl (v(t)—=p)/ |7 (t) —pl|| existe.
—> 00

Definicao 2.9. Sejam X : A — R? um campo vetorial de classe C* com um ponto
singular p € A, ¢ : [0,1] — R? uma parametrizacio de uma curva de Jordan C de classe
C? orientada positivamente, tal que ¢'(t) # (0,0) para todo t € [0,1], p € int(C) sendo o

tinico ponto singular de X em int(C).

i. Dizemos que p € um centro, se C é uma orbita periodica e se todas as orbitas em

int(C)\{p} sao periddicas. (Veja item vi. da Defini¢ao 2.7);

ii. Dizemos que p € um foco ou né atrator, se em cada ponto de C as orbitas cruzam do

ext(C) para o int(C) e para cada q € int(C)\{p}, w(q) = {p} ey (q) NC # 0;

iii. Dizemos que p € um foco ou né repulsor, se em cada ponto de C as orbitas cruzam do

int(C) para o ext(C) e para cada q € int(C)\{p}, a(q) = {p} ey (q) NC # 0;
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iv. Dizemos que p possui uma decomposicdo setorial finita, se nao ocorrer um dos casos
i., 1. ou 1. e se ewiste um numero finito de drbitas caracteristicas, cg,...,Cn_1,

cada uma intersectando C transversalmente em exatamente um ponto p; € C.

Definicao 2.10. Considere o item . da Defini¢ao 2.9. Sejat; € [0,1) tal que ¢(t;) = p;.
Suponhamos adicionalmente que os pontos p; estejam ordenados de modo que t; < t;y;.
Dizemos que a regiao compacta S; limitada por {p},c;i,civ1 e ¢([ti, tix1]), € um setor de

X|mt(c). Ezistem quatro possibilidades de setores:

a. Setor parabdlico atrator. Em todos os pontos de ¢([ti,tiv1]), as orbitas cruzam ¢ do

ext(C) para o int(C) e para todo q € S;\{p}, w(q) = {p} ey (¢) NC # 0;

b. Setor parabdlico repulsor. Em todos os pontos de ¢([t;,ti11]), as orbitas cruzam ¢ do

int(C) para o ext(C) e para todo q € S;\{p}, a(q) ={p} ey (q)NC # 0;

c. Setor hiperbdlico. Existe um ponto t* € (t;,t;11), tal que g; = ¢(t*), com a propriedade
de que todos os pontos ¢([t;, t*)) cruzam ¢ do ext(C) para o int(C) (respectivamente,
do int(C) para o ext(C)), enquanto todos os pontos de ¢((t*,t;11]) cruzam ¢ do int(C)
para o ext(C) (respectivamente, do ext(C) para o int(C)). O campo X € tangente
a ¢ em g, v(g:) Nint(C) = 0 e para todo q € int(S;), v (q) N S((t*,tis1)) # 0 e
v (@) No((ti, 7)) # 0;

d. Setoreliptico. Eziste um ponto q; = ¢(t*) € ¢(t;,t;11) com a propriedade de que y(g;) €
Si, w(gi)) = alg;) = {p}, o campo X em ¢((t;,t*)) cruza do int(C) para o ext(C)
(respectivamente, do ext(C) para o int(C)), e em ¢((t*,t;41) cruza do ext(C) para
o int(C) (respectivamente, do int(C) para o ext(C)) e para qualquer q € ¢((t;,t%)),
v~ (q) C Si, com a(q) = {p} e para qualquer q € ¢((t*,t;11)), w{q} = {p}, 7" (q) C
Si, para todo g € int(7(q;) U {p}), alq} = wig} = {p}.

Na Figura 2.1, temos um esbogo dos diferentes setores descritos anteriormente.
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V VY

p p
(a) (b)

Figura 2.1: Setores de um ponto singular p de acordo com a Definigao 2.10. (a) Setor

p p
(¢) (d)

parabolico atrator. (b) Setor parabolico repulsor. (c¢) Setor hiperbolico. (d) Setor eliptico.

Recomendamos a Segao 36 de [1] para um estudo do indice de um ponto de equilibrio

isolado de um campo de vetores.

Teorema 2.7. O indice ix(po) de um campo vetorial X : A — R?, de classe C*, no

ponto de equilibrio isolado py € A, pode ser calculado pela formula de Bendizson

1+—#6_#h,

5 (2.2)

ix(po) =

sendo #e o numero de setores elipticos e #h o numero de setores hiperbolicos do campo

vetorial X numa vizinhanca de pg.

Veja uma demonstragao do teorema anterior na pagina 166 do livro [13].

Teorema 2.8 (Teorema de Hopf). Seja X um campo de vetores de classe C* tangente

a S? com um nimero finito de pontos de equilibrio pi, ..., pn. Entdo,
> ix(py) =2.
j=1

Uma prova deste teorema pode ser encontrada na pagina 315 de [1].

2.3 A Técnica do Blow Up

A técnica do blow up consiste em “explodir” a singularidade de um campo de vetores no
plano por meio de uma mudanca de variaveis. Apo6s a mudanca de variaveis, cancelamos

fatores em comum no campo, e:
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a. se o termo que cancelamos tém expoente par, entao dizemos que o blow up é de or-
dem par e a orientacdo das Orbitas associadas com os campos vetoriais obtidos pela

mudanca de variaveis é preservada;

b. se o termo que cancelamos tém expoente impar, entao dizemos que o blow up é de
ordem impar e a orientacao das drbitas associadas com os campos vetoriais obtidos

pela mudanca de variaveis é trocada.

Com esta técnica, aparecerao novas singularidades nos eixos x e y, que serao “mais sim-
ples” que a singularidade original. Se estas novas singularidades forem linearmente nulas,
repete-se o processo até obtermos singularidades elementares, ou seja, nao linearmente nu-
las. Em 1977, Durmortier provou em |7] que, sob certas hipoteses, este processo iterativo

é sempre finito.

As mudancas de variaveis que usaremos sao as seguintes

T, : R? — R?
(2.3)
(l‘,y) L Tl(xvy> = (u,w),

emque r =uey —=uw, e
T,: R? — R?
(2.4)
(l'ay) — Tg(l',y):(u,UJ),

em que x = uw e y = w. Chamaremos a transformacao 77 de blow up na direcdo x e a

transformacao Ty de blow up na direcdo y.

Tomamos X : R? — R? X = (P, Q) como sendo um campo vetorial polinomial, com

uma singularidade na origem e consideraremos a seguinte equacao diferencial
/
T = P(x7y)7

y/ = Q('xay>

(2.5)

Proposigao 2.1. Seja X : R? — R? como em (2.5). Entdo, o campo vetorial, apds a

mudang¢a de coordenadas (2.3) e (2.4), tem as sequintes expressoes, respectivamente:
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1. Para Ty,
(
u = P(u,uw),
W — Q(u, uw) — wP(u, uw)
\ u ’
2. Para T,
.
ul = Q(u 7w)7
U), — P(uwvw) - UQ(UM,U))
\ w )

Demonstracao. Faremos a prova para 7T}, pois para 75 é analoga. Como em 77 temos

que x = u e y = uw, derivando estas expressoes obtemos

=,

Yy = u'w+ uw’,
logo w’ = (v — wu')/u. Assim, de (2.5), resulta que
v = P(u,uw),

Q(u, uw) — wP(u, uw)

w =

|
As seguintes proposicoes ajudar-nos-ao a entender algumas propriedades das mudancas
de variaveis anteriormente definidas.

Proposicao 2.2. Considere a transformacao Ty. Valem as sequintes propriedades:

i. Ty transforma a origem na reta u = 0;

ii. A reta y = ax, com excecao da origem, € levada na reta w = a, com exce¢ao da reta

u =0,
iii. O primeiro quadrante € levado no primeiro quadrante;
iv. O quarto quadrante € levado no quarto quadrante;

v. O sequndo quadrante € levado no terceiro quadrante;
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vi. O terceiro quadrante € levado no sequndo quadrante.

Demonstragao.

i. Os pontos nos quais a origem ¢é levada satisfazem o sistema

u = 0,

uw = 0,

cuja solucao é a reta u = 0.
ii. O conjunto dos pontos da reta y = ax é levado em
uw = au.
Se x # 0, segue que u # 0 e, entao, w = a.

iili. Sex >0 e y >0, temos que u >0 e w > 0, e, assim, o primeiro quadrante é levado

no primeiro quadrante.

iv. Sex >0 e y <0, obtemos que u >0 e w < 0 e, deste modo, o quarto quadrante é

levado no quarto quadrante.

v. Sex <0 ey >0, resulta que u <0 e w < 0 e, logo, o segundo quadrante é levado no

terceiro quadrante.

vi. Sex <0 e y<0,entao, u <0 e w > 0 e, portanto, o terceiro quadrante é levado no

segundo quadrante.

Proposicao 2.3. Para a transformacao Ty valem as sequintes propriedades:

i. Ty transforma a origem na reta w = 0;

ii. A reta y = ax, com excegio da origem, € levada na reta w = a, com excecdo da reta

w =0,
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iii. O primeiro quadrante € levado no primeiro quadrante;
iv. O sequndo quadrante € levado no sequndo quadrante;
v. O terceiro quadrante € levado no quarto quadrante;

vi. O quarto quadrante € levado no terceiro quadrante.

A demonstracao da proposicao anterior é analoga aquela da Proposicao 2.2.

Pelo processo inverso ao blow up, denominado blow down, obtém-se o retrato de fase
local do campo vetorial original em uma vizinhanca da singularidade estudada. Mais

detalhes acerca de blow up podem ser encontrados em |[8].

2.4 Compactificacao de Poincaré

Nesta se¢@o, no lugar de (x,y), usaremos (z1,y;) como coordenadas do plano. Construi-
remos a Compactificacdo de Poincaré de um campo de vetores polinomial em R?. Esta
compactificagdo é uma técnica muito tutil que nos fornecerd uma compreensao global do

retrato de fase de um campo de vetores polinomial no plano.

Seja X (x1,23) = (P(x1,x2),Q(x1,22)) um campo vetorial polinomial planar. Con-
sideremos a esfera S* = {y € R® : yf + y3 + y3 = 1}, que é chamada de esfera de
Poincaré, e o plano R? no espago R?, com coordenadas (yi,ys2,¥y3) = (x1,22,1), que é
tangente a esfera S? no ponto (0,0,1). Dividamos S* em trés partes, o hemisfério norte
H, = {y € S$* : y3 > 0}, o hemisfério sul H_. = {y € S§* : y3 < 0} e o equador

St ={y € S*: y3 = 0}. Dado x = (x1,22) € R?, consideremos a reta passando por

(0,0,0) e (z1,22,1) que intersecta S? em exatamente dois pontos antipodais,

v = (5t 307 36) €

b (Ax&y Al A&») <
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em que A(z) = /2? + 23+ 1. Consideremos as projegoes do campo vetorial X de R?
em S? dadas pelas projegoes centrais fT : R? — S? e f~ : R? — §2, sendo f*(z) =

yTe f~(z) =y, conforme Figura 2.2.

Figura 2.2: Projecoes centrais.

Assim, obtemos campos vetoriais induzidos em cada hemisfério. Consideremos o
campo induzido X : H, UH_ — H,_ U H_ definido por
_ Df*(z)X(x), se y = fT(x) € H,
X(y) =
Df~(x)X(x), se y = f~(z) € H_.
Observemos que X é um campo vetorial em S?\S' que ¢ tangente a S? em cada ponto. E
facil verificar que se y = (y1,v2,93) € S?,

(F) ) = (z— z—) se 1> 0,

() ) = (z— z—) e 1 < 0.

Podemos escrever o campo X explicitamente como

~ Ys Y3 Ys Y3

X(y17y27y3) =
Df- (y_y_)x(y_y_) ys < 0.
Ys Y3 Ys Y3



22

Assim, tendo em conta que A(z) = 1/|ys]|, segue que

v+ Ys e P (2, %)
Y1 Y2 Y1 Yo Ys Y3
ys’ U3 vs' s NY2 Y1 TY3 o v v
_y3y1 _y3y2 y3’ y3

y ) =13 — 2 + 2
Ys Y3 Ys Y3 i WY

v +ys —nye P (—1, —2)
Dy (y_ @)X (y_ y_> ys Y
o

—YsYhr  —Y3Y2
Desta forma, tanto em H, quanto em H_, o campo X tem a mesma expressao. Notemos
que quando ||z|| — oo, H3(fT(z)) — 0, em que I3(y1, y2,y3) = y3. Neste sentido, o
equador representa o “infinito” de R?. Para estudar o comportamento do campo X no
infinito, gostariamos de definir o campo X em toda a esfera. Mas, este campo proximo ao
equador, em geral, nao é limitado. Para resolver este problema multiplicaremos o campo
vetorial X pelo fator p(z) = y§ ', onde d = max{grau(P),grau(Q)}. Assim, o campo

pode ser estendido continuamente em y3 = 0, visto que cada componente de
Y1 Yo
Ys Y3
Y1 Y2
Ys Ys

¢ um polindémio homogéneo de grau d nas variaveis yi, y2 € y3. O novo campo P(X), sendo

P(X)(y) = p(y)X(y), é chamado de compactificagdo de Poincaré do campo de vetores X.

Para continuar a construcao, notemos que S? é uma variedade compacta que pode ser

coberta pelas seguintes seis cartas locais: (Uy, ¢y) dadas por ¢y : Uy — R?,

¢k(y) - (y_may_n>a m<n7man7ék7
Ye Yk

em que,

Ur = {y € S* y, > 0}

e (Vi) dadas por

Up: Vi — R i(y) = —on(y), Vi={y €Sy <0}
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com k € {1,2,3}. Denotemos por z = (u,v) o valor de ¢(y) ou ¥ (y) para todo k, de
modo que (u,v) dependera da carta local que se esta considerando. Geometricamente, as
coordenadas (u,v) podem ser visualizadas na Figura 2.3. Os pontos de S' em qualquer

carta sao dados por v = 0.

Figura 2.3: Cartas locais Uy, Uy e Uz da esfera de Poincaré.

Agora, faremos um calculo detalhado a fim de obter expressdes de P(X) nas car-
tas locais. Calcularemos apenas na carta local U;. Nas demais cartas, os célculos sao

semelhantes. Visto que X (z) = (P(z1, 22), Q(x1, z2)), entao,

X(y) = Df* ()X (z) com y = f*(x)

D1 (y)X(y) = Dou(y) o Df*(2)X (2) = D(¢1 0 f)(2) X ().
Seja X |y, o sistema definido como D¢ (y)X (). Como
Ty 1

o)) = (2,2) = (o),

X1

[\

[y
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temos que

) 1
3 1 P(z1, z2)
-— 0 Q(z1,72)
1

= — (—SL’QP(I'I,JIQ) +x1Q(x17I2),—P(l’1,$2>>
1

2 (_Ep(l,ﬁ)+1Q<1,2)7_p(1,9>)‘
v v v (% v v v v

1 d—1

Agora, como

p(y) = Y3 = A(x)d,l = A(Z)dil =v m(z),

onde m(z) = (1 +u?+ v?)1=9/2 segue que

p(X[0,)(2) = v m(2) (_Ep (

v

| —
|
N——
[SEIE
L
N
S|
SHIEN
N—
|
Y
N
S| =
SHES
N——
N——

v v

A fim de provar que a extensdo de pX para P(X) estd definida em todo S?, notamos

que enquanto X |y, ndo esta bem definido em v = 0, P(X)|y, = pX |y, estd bem definido

d+1

em v = 0, pois multiplicando-o por v*** cancelamos qualquer fator de v que apareca no

denominador. Argumentos semelhantes podem ser aplicados as outras cartas locais.

Para simplificar o campo vetorial estendido, também fazemos uma reparametrizacao
do tempo e removemos o fator m(z). Obtemos ainda um campo vetorial em S? que é

equivalente a X em quaisquer dos hemisférios H, e H_.

As expressoes para P(X), nas cartas locais, sao dadas como a seguir:

a. Na carta (Uy, ¢1), temos:

(2.6)

b. Na carta (Us, ¢2), temos:

(2.7)
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c. Na carta (Us, ¢3), temos:

As expressoes para P(X), nas cartas (Vi,¢), k € {1,2,3}, s@o as mesmas de (Uy, ¢r)
multiplicadas por (—1)?~1. Observemos de (2.6) e (2.7) que o eixo v das cartas U; e Us ¢

invariante e, consequentemente, o mesmo ocorre com as cartas Vj e V5.

Definigao 2.11. Chamamos de pontos singulares finitos (infinitos, respectivamente) de X

ou P(X) os pontos singulares de P(X) em S*\ S' (S!, respectivamente).

Assim, para estudar o comportamento do campo X, incluindo seu comportamento no
infinito, é suficiente trabalhar em H, US!. Observe que o equador da esfera é invariante
pelo fluxo da compactificagao de Poincaré. A projecao de H, US! em R? serd chamada

de disco de Poincaré.
Seja S(P(X)) o conjunto formado por todas as separatrizes de P(X). Cada compo-

nente conexa de S? \ S(P(X)) é chamanda de regido canédnica de P(X).

Definigao 2.12. Dizemos que S(P(X)) e S(P(Y)) sao equivalentes se ezistir um home-
omorfismo em S* preservando o infinito S' e levando orbitas de S(P(X)) em drbitas de

S(P(Y)), preservando ou invertendo simultaneamente o sentido de todas as drbitas.

Estudemos as singularidades infinitas. J& observamos que os pontos singulares infinitos
sao da forma (u,0). Denotemos por P; e @); os polinomios homogéneos de grau i de P e
@. Podemos escrever P e () da seguinte forma

sendo que Pj(z,y) e Q;(x,y) sao as partes homogéneas de grau j de P e (), com j =

m,...,n, e P, e @, comm > 0, sao as partes homogéneas nao nulas de menor grau.
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Proposigao 2.4. Seja X = (P, Q) um campo vetorial polinomial em R?. Entdo (u,0) €

SN (U, UVy) € um ponto singular infinito de P(X) se, e somente se,
F(u) = Qa(l,u) — uPy(1l,u) =0,

e (u,0) € S'N (U U Va) € um ponto singular infinito de P(X) se, e somente se,
G(u) = Qa(u, 1) — uQq(u, 1) = 0.

Demonstragao. De (2.6), obtemos que

tli_n)lotd [—uP (%, %) +Q (%, %)] = Qu(l,u) —uPy(1,u).

Suponhamos que (u,0) seja um ponto singular. Entao, Q4(1,u) — uPy(1,u) = 0. Re-
ciprocamente, suponhamos que Qq(1,u) — uPy(1,u) = 0. Novamente, de (2.6), resulta
que
1 u
Jim, —#77Q (27 z) ‘
Assim, (u,0) é um ponto singular.
De maneira analoga, podemos provar que (u,0) € S* N (U, U V3) é um ponto singular

infinito de P(X) se, e somente se,
G(u) = Qq(u, 1) — uQq(u, 1) = 0.

Definicao 2.13. Considere uma submersio f : R* — R de classe C* e seja Hy um

campo Hamiltoniano associado a f. Considere o conjunto
B={(z,y) eR*:0<2<2,0<y<2—z}\{(0,0)}

e a fungao polinomial g(x,y) = zy (veja Figura 2.4). De acordo com [6], um conjunto
A C R? € uma meia componente de Reeb (m.c.R) para Hy se existe uma equivaléncia
topolégica H : B — A entre

Hy|, e Hf|A

B

satisfazendo as sequintes condigoes:
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a. O segmento Ao = {(z,y) € B : x4y =2} € aplicado por H em uma se¢ao transversal
Co para o fluro de Hy no complemento do ponto H(1,1). Essa curva Cy é chamada

o bordo compacto de A;

b. Os segmetos Ay = {(x,y) € B:y =0} e Ay = {(z,y) € B: x =0} sao aplicados por
H nas semitrajetorias Ly e Ly do campo de vetores Hy. Essas duas semitrajetorias

de Hy sao chamadas os bordos nao compactos de A.

2

Azl

> A7)

0 Ay 2 Co

Figura 2.4: Meia componente de Reeb.

O lema a seguir fornece uma ligacao entre a nao injetividade de uma aplicacao poli-

nomial F' = (f,g) com a existéncia de uma m.c.R do campo de vetores H.

Lema 2.1. Se F = (f,g) : R? — R? ¢ um difeomorfismo local polinomial nao injetivo,

entao o campo de vetores Hy tem, pelo menos, uma meia componente de Reeb.

Uma prova do lema pode ser encontrada em [6].

2.5 Sobre o Exemplo de Pinchuk

Os seguintes teoremas ajudar-nos-ao a entender melhor o exemplo de Pinchuk.
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Teorema 2.9. Seja F = (f,g) : R? — R? uma aplicagdo de classe C* com Jacobiano
nao nulo em todo ponto. Se os conjuntos de nivel de f ou de g sao conexos, entio F é

mjetora.

Demonstragao. Como o Jacobiano de F' = (f, g) é ndo nulo em todo ponto, segue que
f,g : R?> — R sao submersoes. Defina o campo de vetores Hamiltoniano associado a f
por

HfZR2 —)RQ, Hf(xay):(_fy($ay)7fx(xay))'

As curvas de nivel de f definem uma folheagao, Fy, sem singularidades em R? a qual
coincide com as Orbitas de Hy. Assim, cada componente conexa da curva de nivel f~*({c}),
¢ € R, é composta por uma 6rbita de Hy. Suponha que os conjuntos de nivel de f sao
conexos (para g é analogo). Seja ¢ (x,y) o fluxo do campo de vetores H;. Como o

Jacobiano de F' = (f, g) é ndo nulo em todo ponto,

06 9) = det(D(F, 0)((w,9) £ 0, ¥ (ry) € B

Assim, a derivada acima é sempre positiva ou sempre negativa. Isto implica que a funcao
g ¢ monétona ao longo das orbitas de Hy. Suponha que (21, 41) # (22, %2). Se f(x1,y1) #
f(za,y2), entdo F(z1,y1) # F(x2,y2) e a prova do teorema termina. Consideremos assim,
f(z1,91) = f(z2,92) = a € Reseja L = f~'({a}). Por hipotese, L € F; tem apenas
uma componente conexa a qual contém (z1,y1) e (z2,y2). Mas, g &€ mondtona ao longo

da folha £. Entao, g(w1,y1) # g(2,2), 0 que implica que F(xy,y1) # F(72,92). u

Teorema 2.10. Seja F = (f,g) : R* — R? uma aplica¢io polinomial com Jacobiano
nao nulo em todo ponto. Entao, F' ¢é injetora se, e somente se, 0s conjuntos de nivel de

f e de g sao conexos.

Demonstracao.

(<) Suponha que os conjuntos de nivel de f e de g sejam conexos. Pelo Teorema 2.9, F

é injetora.
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(=) Suponha que F' ¢ injetora. Como mencionado anteriormente (veja [19]), sendo F
polinomial, F' é sobrejetora, logo um difeomorfismo global. Considere a € R, arbitrario.

E simples observar que
7 ({a}) = F~'({a} x R),

o qual é um conjunto conexo. Raciocinio analogo vale para a funcao coordenada g. W

A hipotese de que F' é polinomial é essencial no tltimo teorema. De fato, considere a

seguinte aplicagao

F(I,y) = (f(I,y),g($,y)) = ((1 - xQ) ey’ -z ey) :
Assim,
det(DF(z,y)) = e (1 +2?) >0, VY(z,y) € R%

Como os conjuntos de nivel de g sao conexos, segue que F' é injetora. No entanto,

f71{0}) = {z = -1} U {x = 1}, o qual nao é conexo.

2.5.1 Demonstracao do Teorema 1.2
A funcao polinomial p obtida por Pinchuk tem grau 10 e é dada por
p(z,y) = (%y — 2+ 1)(zy® — 323y + 22%y* + 32y — 22y — 2 + 9

e a funcao polinomial ¢ tem grau 40, mas faremos a prova para a funcao polinomial g
de grau 25 que esté escrita explicitamente em (1.3). Deste modo, J(p,q) = t* + f? +
[r(t, h, f)]* > 0, sendo

tx,y) =zy—1,

h(z,y) = t(xt + 1),

fle,y) = (at+ 1) +y),

r(t,h, f) =t + f(13+ 15h).
Se p(z,y) = 0, obtemos que (z%y — z + 1)(zy® — 323y* + 202y + 32%y — 22y —x +y) = 0.

Em particular,

(z%y —x+1)=0.
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Logo, y = (z — 1)/2* = 0,z # 0. O grafico de y = y(z) ¢é ilustrado na Figura 2.5.

A

A

A\

Figura 2.5: Esbogo do grafico de y = y(x).

Desta forma, p~'({0}) é desconexo. Assim, pelo Teorema 2.10, temos que F' é nao injetora.

Portanto, a aplicagao F' = (p, ¢) é polinomial com Jacobiano positivo em todo ponto, mas

¢ nao injetora.



Capitulo 3

Retrato de Fase Global do Campo

Vetorial H,, sendo p de grau 10

Neste capitulo, demonstraremos o Teorema 1.3 construindo o retrato de fase global do

campo vetorial Hamiltoniano H,, dado por

Hy(z,y) = (—py(z,y). pa(2.y)), V(z,y) € R,

associado ao polinomio p definido em (1.1). Este material foi estudado em |[3].
Estudaremos o comportamento topologico das singularidades no infinito da Compacti-

ficagao de Poincaré do campo vetorial H, em suas cartas locais, através da técnica de blow

up, e também o comportamento do campo vetorial na parte finita de R2. Para concluir o

capitulo, faremos o retrato de fase global do campo vetorial P(H,) no disco de Poincaré.

3.1 Estudo das Singularidades Infinitas do Campo Ve-
torial H,

3.1.1 Estudo Qualitativo na Carta U,

Os céalculos apresentados nesta secao, e ao longo da dissertagao, foram feitos no software
Mathematica |22]. Visto que o polinémio p é de grau 10, entdo, o grau(H,) = 9. Pri-

meiramente, encontraremos os pontos singulares infinitos do campo vetorial na carta Uj.

31
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Para isto utilizaremos a Proposicao 2.4. Neste caso, resulta que d = 9, P(z,y) = —g¢,,
Q(x,y) = qu, Po(z,y) = —42%°, Qo(z,y) = 62°y* e, entao, F(u) = 10u*. Assim, conclui-
mos que a origem ¢ o inico ponto singular infinito do campo vetorial P(H,) na carta Uy.

Estudemos agora o comportamento desta singularidade.

A expressao do campo vetorial na carta U; é dada por (2.6) da qual obtemos

= 102t — 322%y% + 21233 + - - -,
(3.1)

y = y(dod — 122%y% + 9223 + - - -).
Estamos considerando apenas trés parcelas para cada campo vetorial, porém a expressao
completa pode ser vista no arquivo apresentado no Anexo I. E de calculo direito que o
eixo x ¢ invariante e o campo de vetores aponta da esquerda para a direita e o eixo y nao
¢é invariante. Para valores de y < 0, o campo vetorial aponta na direcao nordeste e, para
valores de y > 0, o campo vetorial aponta na direcao sudeste. Calculando a parte linear

do campo vetorial na origem, temos

0 0

0 0

Assim, a origem é uma singularidade linearmente nula. Logo, o estudo desta singulari-
dade sera feito através da técnica do blow up apresentada na Segao 2.3. Na direcao =z,
empregamos a mudanca de variaveis u — u e w — ww, resultando um blow up impar
de ordem 3. Com a mudanca de varidveis anterior, obtemos, depois de eliminar o fator

comum >, o campo vetorial

7 = x(10 — 32xy* + -+ +),
y' = y(—=6+20zy’ +---),

no qual z = u e y = w. Tal campo vetorial possui uma singularidade na origem com parte

linear
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Desta forma, a origem é uma sela com eixos invariantes, sendo o eixo x repulsor e o eixo
y atrator. Agora, fazemos um blow up no campo vetorial (3.1) na dire¢do y através da
mudanca de variaveis u — uw e w — w, obtendo novamente um blow up impar de

3

ordem 3. Depois de eliminar o fator comum w”, o novo campo vetorial é da forma

1 = 6zt — 2023y + 24222 + - - -,
(3.2)
y = y(4o® — 122%y + 12z9% + - - ),
em que, r = u e y = w. No eixo x, o campo vetorial aponta da esquerda para direita e

no eixo y, o campo vetorial estd na dire¢ao sudeste. Calculando a parte linear do campo

vetorial na origem, obtemos

0 0

0 0
Assim, a origem é uma singularidade linearmente nula. Logo, outro blow up seré necessa-
rio. Na direcao x, empregando a mudanca de varidveis u — u e w — uw, resulta um
blow up impar de ordem 3. Com essa mudanca de variaveis, obtemos, depois de eliminar

3

o fator comum w”°, o campo vetorial

' =x(6—-20y+---),
(3.3)
v =y(—2+8y+---),

com xr = u ey = w. Este campo vetorial possui duas singularidades, a primeira na origem

e a segunda no ponto (0,1). Suas respectivas partes lineares sao

Portanto, a origem ¢ uma singularidade hiperbdlica do tipo sela, em que o eixo x ¢
repulsor e o eixo y é atrator. A singularidade no ponto (0,1) é do tipo linearmente nula.
Para estudarmos tal singularidade, faremos uma translagao do ponto (0, 1) para a origem,

obtendo o campo vetorial dado por

v =313 — 4ty + 9ty + -,
(3.4)
y = ad+ 703y — 2z + -
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no qual x = u e y = w. Aqui, o eixo x nao é invariante. Para valores de x < 0, o campo
vetorial aponta na direcao sudoeste e, para valores de x > 0, o campo vetorial aponta na
direcao nordeste. Ja o eixo y é invariante e ao longo dele o campo vetorial aponta de cima

para baixo. A parte linear na origem tem a seguinte expressao
0 0

0 0

Deste modo, a origem é uma singularidade linearmente nula. Logo, faremos outro blow
up. Antes disso, faremos o blow up no campo vetorial (3.2) na dire¢do y. Empregando a
mudanca de varidveis © — uw e w —> w, resulta um blow up impar de ordem 3. Com a
mudanca de variaveis anterior, obtemos, depois de eliminar o fator comum w?, o campo
vetorial

¥ =2-8r+122* + -+,

Y = y(—4+ 1220 — 1222 + - --).
O campo vetorial possui a singularidade (1,0) que ja foi estudada quando fizemos o blow
up no campo vetorial na diregdo z. Continuando com o campo vetorial (3.4), vimos que
a origem é uma singularidade linearmente nula. Logo, faremos um blow up no campo
vetorial (3.4) na diregdo x, com a mudanga de variaveis u — u e w — uw, obtendo um

blow up par de ordem 2. Com a mudancga de variaveis anterior, resulta, depois de eliminar

o fator comum u2, o campo vetorial
¥ =xB3—-4y+---),

y=1-3y+---.
Este campo vetorial possui duas singularidades, uma no ponto (0,1/2) e a outra no ponto
(0,1), que serao estudadas quando fizermos o blow up no campo vetorial na dire¢do y.
Agora, faremos o blow up no campo vetorial (3.4) na diregdo y. Empregando a mudanga

de variaveis u — uw e w — w, resulta um blow up par de ordem 2. Com a mudanca

2

de variaveis anterior, obtemos, depois de eliminar o fator comum w?, o seguinte campo

vetorial
¥ =x(-2x+322 -+ ),
( ) (3.5)
Yy =y(2o+a° -2y +--).
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Este campo vetorial possui trés singularidades localizadas nos pontos (1,0), (2,0) e na

origem. Assim, calculando a parte linear em cada ponto singular, obtemos

1 4 —4 =28 0 0
0 -1 0 4 0 0

respectivamente. Portanto, a lineariza¢do no ponto (1,0) possui autovalores —1 e 1,
tendo os seguintes autovetores associados (—2,1) e (1,0), respectivamente, resultando
numa singularidade hiperbélica do tipo sela em que o eixo x é repulsor. A lineariza¢ao no
ponto (2,0) possui autovalores —4 e 4, tendo os seguintes autovetores associados (1,0) e
(—7,2), respectivamente, sendo, portanto, uma singularidade do tipo sela na qual o eixo

x é atrator. J& a origem é uma singularidade linearmente nula.

No eixo x, em relagao a singularidade na origem, o campo vetorial aponta da direita
para esquerda e, em relagdo a singularidade no ponto (1,0), para valores de = < 1, o
campo vetorial aponta para a esquerda e, para valores de x > 1, o campo vetorial aponta
para a direita. Ja em relagdo a singularidade no ponto (2,0), para valores de =z < 2, o
campo vetorial aponta para a direita e, para valores de x > 2, o campo vetorial aponta

para a esquerda (veja Figura 3.3).

Visto que a origem é uma singularidade linearmente nula, outro blow up sera necessério.
Na direcao x, empregamos a mudanca de variaveis u — u e w — uw, obtendo um blow
up par de ordem 2. Com a mudanca de variaveis anterior, resulta, depois de eliminar o
fator comum u?, o campo vetorial

¥ =-2+4+3x+ -,
(3.6)

vy =y(=3+2x+---).

Este campo vetorial tem uma singularidade no ponto (0, —1). Tal singularidade tem parte

linear
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a qual possul autovalores —1 e 1 e os seguintes autovetores associados (1,2) e (1,1),
respectivamente, sendo, assim, uma singularidade hiperboélica do tipo sela como vemos na

Figura 3.1.

I

—

Figura 3.1: Esbogo topoldogico do retrato de fase local do campo de vetores (3.6) na

singularidade (0, —1).

Agora, faremos o blow up no campo vetorial (3.5) na dire¢ao y, u — uw e w — w,
obtendo um blow up par de ordem 2, resultando, depois de eliminar o fator comum w?, o

novo campo vetorial com a seguinte expressao

¥ =xz(6+9z+ 322+ ),
Yy =-2-2r—2y+---.

Este campo vetorial tem uma singularidade no ponto (—1,0). Esta singularidade ja foi

estudada quando fizemos o blow up no campo vetorial na direcao x.

Para obtermos o retrato de fase local do campo vetorial (3.5), faremos um blow down
par na direcao x, isto é, o setor hiperboélico do terceiro quadrante sera levado no segundo
quadrante com a orientagao das érbitas preservada e no quarto quadrante temos um setor
hiperbdlico, junto a dois setores parabolicos, um setor parabodlico atrator perto do eixo
x, para valores de x > 0, e um setor parabolico repulsor perto do eixo y, para valores

de y < 0. Vimos que os eixos sao invariantes. No eixo x, o campo vetorial aponta da
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direita para a esquerda e no eixo y, o campo aponta de cima para baixo. Um esboco das

transformagoes feitas depois de fazer o blow down pode ser visto na Figura 3.2.

N

7

Figura 3.2: Esbogco topolégico do retrato de fase local do campo de vetores (3.5).

Agora, juntamos o retrato de fase local na origem como os retratos de fase locais nas
duas singularidades calculadas do campo vetorial (3.5). Uma ilustragao do retrato de fase

local do campo vetorial (3.5) nas trés singularidades é apresentada na Figura 3.3.

X \\3\\/
i \INS

Figura 3.3: Esbogo topologico do retrato de fase local do campo de vetores (3.5) nas trés

A

singularidades, a origem, os pontos (1,0) e (2,0).
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Para obtermos o retrato de fase local do campo vetorial (3.4) faremos um blow down
par no campo vetorial (3.5) na diregao y. Aqui forma-se um setor hiperbolico no primeiro
quadrante, que sera levado em um setor hiperboélico no primeiro quadrante com a orien-
tacao das orbitas preservada. No quarto quadrante resulta um setor hiperbdlico que se
junta aos dois setores parabodlicos, um atrator e um repulsor, que serao levados para o
terceiro quadrante com a orientacao das orbitas preservada. Vimos também que o eixo
x € nao invariante. Para valores de x < 0, o campo vetorial aponta na direcao sudeste
e, para valores de z > 0, o campo vetorial aponta na dire¢ao nordeste. J& o eixo y é
invariante e o campo vetorial aponta de baixo para cima. Uma ilustracao do esboco do

retrato de fase local do campo vetorial (3.4) pode ser vista na Figura 3.4.

A

o
=
>

Figura 3.4: Esbogo topolégico do retrato de fase local do campo de vetores (3.4).

Levamos agora as transformagoes feitas para o ponto (0,1), conforme Figura 3.4, e
juntamos com a sela que tinhamos calculado. Um esbogo topoldgico do retrato de fase

local do campo vetorial (3.3) é dado na Figura 3.5.
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A
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e
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B S S

Figura 3.5: Esbogo topologico do retrato de fase local do campo de vetores (3.3) nas

singularidades, na origem e no ponto (0, 1).

Faremos um blow down impar na direcao x para obtermos o retrato de fase local do
campo vetorial (3.2). Ja vimos que o eixo z é invariante e o campo vetorial aponta da
esquerda para a direita, porém no eixo y o campo é nao invariante. Para valores de y < 0,
as Orbitas se afastam da origem e, para valores de y > 0, as 6rbitas chegam na origem.
Temos trés setores hiperbolicos e dois setores parabodlicos no terceiro quadrante. Uma

ilustracao das transformacoes feitas pode ser vista na Figura 3.6.
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Figura 3.6: Esbogo topolégico do retrato de fase local do campo de vetores (3.2).

Y

N

Assim, para obtermos o retrato de fase local do campo vetorial (3.1), faremos um blow
down impar na direcao y. Resulta que o setor hiperbdlico do primeiro quadrante fica
no primeiro quadrante, porém os setores hiperbdlicos do terceiro quadrante serao levados
para o quarto quadrante com a orientacao das orbitas trocada. No quarto quadrante,
como anteriormente, temos dois setores paraboélicos, um atrator e um repulsor. Vimos
também que o eixo x é invariante e o campo vetorial vai da esquerda para a direita. Ja
0 eixo y nao é invariante e, para valores de y < 0, o campo vetorial aponta na dire¢ao
nordeste e, para valores de y > 0, o campo vetorial aponta na direcao sudeste. Uma
ilustracao das transformagoes feitas do retrato de fase local no campo vetorial (3.1) pode

ser vista na Figura 3.7
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Figura 3.7: Esbogo topologico do retrato de fase local do campo de vetores (3.1) na carta

Us.

3.1.2 Estudo Qualitativo na Carta U,

Nesta subsecao, faremos o retrato de fase local do campo vetorial na carta Us; da mesma
forma como foi feito na carta U;. Para isto utilizaremos a Proposigao 2.4, obtendo G(u) =
—10u®. Como H, nao possui singularidades finitas, a origem é a tnica singularidade na

carta Us.

Obtemos a expressao do campo vetorial na carta Us,

= =102 + 322%y? — ¢ + - -+ |
(3.7)
y = y(—62° + 20xty? — 12233 + -+ +),
através de (2.7). Observemos que o eixo z é invariante e aponta da direita para esquerda
e a origem é uma singularidade linearmente nula. Logo, o estudo desta singularidade sera
feito através da técnica do blow up direcional apresentada na Secao 2.3. Na direcao =,
empregamos a mudanca de variaveis u — u e w — uw, obtendo um blow up fmpar de

5

ordem 5. Com a mudanga de varidveis anterior e eliminando o fator comum w°, resulta o

campo vetorial

v’ = x(—10 + 32zy* + -+ +),
v =y —12zy° + ),
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em que r = u e y = w. Para este campo vetorial a origem ¢ a tnica singularidade. Tal

singularidade tem como parte linear

Portanto, a origem ¢é uma singularidade hiperbélica do tipo sela, em que o eixo x é atrator
e 0 eixo y é repulsor. Voltando ao campo vetorial (3.7), faremos um blow up no campo
vetorial na direcao y. Empregando a mudanca de variaveis u — uw e w — w, obtemos
um blow up impar de ordem 5. Com a mudanca de varidveis anterior, resulta, depois de

5

eliminar o fator comum w®°, o campo vetorial

= x(—42® — 923y + 122y + - -+ ),
(3.8)
y = y(—62° — 1223y + 202ty + - - ).

A origem é a tunica singularidade ao longo do eixo y e possui parte linear
00

0 0

Assim, a origem é uma singularidade linearmente nula, logo, outro blow up é necessario.
Na direcao z, u — v e w — uw, obtemos um blow up par de ordem 2. Com a mudanca

de varidveis anterior, resulta, depois de eliminar o fator comum 2, o novo campo vetorial

v = x(—42® — 92’y + 1223y + - - - ),
(3.9)
y = y(—22% — 322y + 823y +---).
E de calculo direto que ambos os eixos sdo invariantes. Além disso, o campo vetorial ao
longo do eixo y aponta de baixo para cima e ao longo do eixo x aponta da direita para
a esquerda e que a origem € a Unica singularidade que possui parte linear identicamente
nula
0 0
0 0
Portanto, outro blow up sera necessario. Fazendo um blow up no campo vetorial (3.8) na

dire¢ao y ndo obtivemos singularidades. Logo, continuamos com o campo vetorial (3.9).
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Na direcao x, empregando a mudanga de varidveis u — u e w — uw, resulta um blow
up impar de ordem 3. Com a mudanca de variaveis anterior, obtemos, depois de eliminar

3

o fator comum u°, o novo campo vetorial

¥ =x(—4-9y+--),
(3.10)

Yy =y2+6y+---).
Este campo vetorial tem duas singularidades, uma na origem e outra no ponto (0, —1).

Suas partes lineares sao, respectivamente,

A singularidade na origem é uma singularidade hiperbélica do tipo sela, em que o eixo x
é atrator e o eixo y é repulsor, porém no ponto (0, —1) é linearmente nulo. Para estudar
esta singularidade, faremos uma translagdo do ponto (0, —1) para a origem, resultando a

seguinte expressao para o campo vetorial

v = —x? =T —dat
(3.11)
y =323+ 22—y + - - .

Calculando a parte linear na origem, temos

0 0
0 0

Deste modo, a origem é linearmente nula. Faremos um blow up no campo vetorial (3.9) na
dire¢do y, obtendo uma singularidade no ponto (0, —1), que estudaremos fazendo o blow
up no campo vetorial (3.9) na dire¢ao x. Agora, faremos um blow up do campo vetorial
(3.11) na diregdo . Empregando a mudanca de variaveis u — u e w — uw, resulta
um blow up par de ordem 2. Com esta mudanca de variaveis, obtemos, depois de eliminar

o fator comum u?, a seguinte expressao para o campo vetorial
v =—-1—To—42> + -,

Y =34+2c+Ty+---,
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no qual x = u e y = w. Este campo vetorial nao tem singularidades. Faremos o blow up
no campo vetorial (3.11) na diregao y. Empregando a mudanga de variaveis u — uw
e w — w, resulta um blow up par de ordem 2. Com a mudanga de varidveis anterior,
obtemos, depois de eliminar o fator comum w?, o campo vetorial

= —x— 62 T3+

(3.12)

/

Yy =—x—2y—xy+---.

A origem é a tnica singularidade. Tal singularidade tem como parte linear
-1 0

-1 -2

o qual possui autovalores —1 e —2 com autovetores associados (—1,1) e (0, 1), respectiva-
mente. Portanto, é uma singularidade hiperbélica do tipo n6 atrator, como podemos ver

na Figura 3.8.

Figura 3.8: Esbogo topologico do retrato de fase local do campo de vetores (3.12) com a,

singularidade na origem.

Agora, para voltarmos ao campo vetorial original (3.7), utilizaremos a técnica do
processo inverso ao blow up que foi dada na Secao 2.3. Faremos um blow down par na
direcao y. Aqui vemos que o eixo x nao é invariante e, para valores de x < 0, o campo

vetorial aponta na dire¢ao noroeste e, para valores de x > 0, o campo vetorial aponta na
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direcao sudeste, formando desta forma, dois setores elipticos, um no segundo quadrante
e outro no quarto quadrante. Porém, no eixo y, o campo vetorial é invariante e aponta

para a origem. O esbogo topolégico do retrato de fase local do campo vetorial (3.12) é

tal como na Figura 3.9.

<

Figura 3.9: Esbogo topolégico do retrato de fase local do campo de vetores (3.12).

Assim, para obtermos o retrato de fase do campo vetorial (3.11), faremos um blow
down par na direcao y, isto €, o setor eliptico do quarto quadrante é levado no terceiro
quadrante. J& vimos que o eixo y ¢é invariante e o campo vetorial aponta para a origem,
porém no eixo x, o campo vetorial é nao invariante. Para valores de x < 0, o campo
vetorial aponta na direcao sudoeste e, para valores de x > 0, o campo vetorial aponta na

direcao noroeste, como podemos ver na Figura 3.10.
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Figura 3.10: Esbogo topolégico do retrato de fase local do campo vetorial (3.11).

Agora, levaremos a singularidade no ponto (0, —1) e juntaremos com a sela na origem
que j& tinhamos calculado. Um esbogo topolégico do retrato de fase local do campo

vetorial (3.10) nas singularidades mencionadas ¢é feito na Figura 3.11.

%r
A
Figura 3.11: Esbogo topolégico do retrato de fase local do campo de vetores (3.10) nas

singularidades (0,0) e (0, —1).

Para obtermos o retrato de fase local do campo vetorial (3.9), faremos um blow down

de ordem impar na diregao x, isto €, os setores elipticos do terceiro quadrante serao levados
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no segundo quadrante. Vemos que os eixos sao invariantes, sendo que, ao longo do eixo ,
o campo vetorial aponta da direita para esquerda e, ao longo do eixo y, o campo vetorial

aponta de baixo para cima. Uma ilustracao do retrato de fase local do campo vetorial

(3.9) pode ser vista na Figura 3.12.

Figura 3.12: Esbogo topolégico do retrato de fase local do campo de vetores (3.9).

Agora, para obtermos o retrato de fase local do campo vetorial (3.8), faremos um blow
down par na direcao x, isto é, os setores elipticos do segundo quadrante serao levados
para o terceiro quadrante com a orientacao das érbitas preservada. Aqui, o eixo y nao é
invariante. Para valores de y < 0, o campo vetorial aponta na diregao nordeste e, como
tinhamos orbitas saindo da origem no terceiro quadrante, formar-se-a4 um setor eliptico.
Para valores de y > 0, o campo vetorial aponta na direcao noroeste e, ali, as orbitas

passam. Um esbogo das transformacoes feitas pode ser visto na Figura 3.13.



48

Figura 3.13: Esbogo topolégico do retrato de fase local do campo de vetores (3.8).

Por fim, para obter o retrato de fase local do campo vetorial (3.7) na carta Us, faremos

um blow down impar na direcao y. A Figura 3.14 mostra tal comportamento.

Figura 3.14: Esbogo topologico do retrato de fase local do campo de vetores (3.7) na carta

Us.

Com o comportamento do campo vetorial nas cartas U; e Uy, faremos um esbogo
do seu retrato de fase numa vizinhanca dos pontos de equilibrio no infinito no disco de

Poincaré, conforme Figura 3.15.
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Figura 3.15: Esbogo topolégico do retrato de fase local da compactificagao do campo

vetorial H), no infinito no disco de Poincaré.

3.2 Variedade Assintotica

De acordo com Campbell [5], os pontos (—1,—163/4) e (0,0) € R? nao tém imagem

inversa sob a aplicagao F' = (p, q), todos os pontos da curva

34554 175> 163
B(s) = (32—1,—7555+T3—29s3+ 23 _T>’ seR

tém exatamente uma imagem inversa e todos os outros pontos de R?\S(R) tém duas
imagens inversas. Um esbogo, fora de escala, da curva assintética é dado pela Figura

3.16.
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Figura 3.16: Curva assintotica [.

3.3 Parte Finita

Nesta segao, calcularemos a quantidade de componentes conexas de cada nivel p~({c})

de p. Veja Tabela 3.1.

p=c Componentes Conexas de p~!({c})
c>0 4 componentes conexas
c=0 5 componentes conexas
—1<e<0 4 componentes conexas
c=—1 4 componentes conexas
c< —1 2 componentes conexas

Tabela 3.1: Componentes conexas de p~'({c}).

I. Caso ¢ = 0. Segue que p(z,y) = 0, ou seja,

(v*y — 2z + 1) (2*y® — 32%y* 4+ 227y + 32%y — 22y — 2 +y) = 0. (3.13)



o1

Estudando o fator 22y — x + 1, vemos que 2%y — 2 + 1 = 0. Assim,

Portanto, o grafico da fungao anterior possui duas componentes

{25 )
{2

Para o segundo fator G(x,y) = z'y* 33:3y2 + 2222 + 32y — 22y — T + ¥y, a equacao
G(z,y) = 0 implica que

o'y + (2% — 32°)y* + (32 — 2z + 1)y — 2 = 0.

Lembremos que o discriminante da equacao cibica ay® + by? + cy + d = 0 é dado
por Disc = b%c? — 4ac® — 4b3d + 18abed — 27ad. Neste caso, uma substituicao dos

coeficientes fornece o valor
Disc = —2°(322% — 13z + 4).
Assim, obtemos que:

a. Se x < 0, entao Disc > 0, e, portanto, existem 3 solugoes reais yi(x), y2(x) e
ys(z) da equagao G(x,y) = 0. Escrevendo em poténcias de y vemos que todos
os coeficientes sao positivos, ou seja, nao existem mudancas de sinal, o que
implica, pelo critério de Descartes, que nao existem raizes positivas. Assim,
podemos ordenar-las da seguinte forma y;(z) < y2(z) < ys3(x) < 0. Estas trés

solugoes correspondem a trés componentes conexas

7 = {(z,());x <0},

v3 = {(z,y2(7)); © < 0},

75 = {(z,ys(x)); x < 0},
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b. Se z > 0, entao Disc < 0 e, portanto, existe somente uma solugdo z(z) da
equagao G(z,y) = 0. O grafico desta esta contido numa componente conexa

. Analisando o ponto (0,0), vemos que

0G
== = 1#0.
3y (0,0)=1#0

Assim, pelo Teorema da Fungao Implicita 2.1, existem uma vizinhanga (-4, J)
e uma fungao y(z) de classe C* tais que G(z,y(x)) = 0 para todo = € (—0,9).
Como a vizinhanga (—d, ) possui nimeros negativos e positivos, o grafico de
y = y(z) deve estar contido numa das componentes v* € {v1,73,75} em = < 0
e na componente v em x > 0. Portanto, v = v*. Vamos provar que v* = ~s.
De fato, se v* = 73, entao, IEI(IV y2(z) = 0, o que implica que xE%* ys(z) =0
também. Deste modo, existiriam trés curvas no nivel 0 coincidindo no ponto
(0,0). Isto é uma contradi¢ao. Se supomos que v* = 7, obtemos também uma

contradicao.

c. Tomando a reta x = —1, verificamos que existem 4 solu¢oes para a equacao
p(—1,y) =0, que sao —3.24, —2, —1.55, e —0.19 e que correspondem aos pontos
a; = (—1,-3.24),as = (—1,-2),a3 = (—1,—1.55) e a4 = (—1,—0.19). Nos
proximos célculos, se necesséario for, utilizaremos também apenas duas casas
decimais sem arredondamento. Note que, as € 5. Ordenando os pontos na

reta x = —1, resulta que v, < v < 3.

Veja na Figura 3.17, um esboco das 5 componentes conexas do nivel ¢ = 0.
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Figura 3.17: Componentes conexas do nivel ¢ = 0.

II. Caso ¢ = —1. Sendo p(x,y) = —1, temos que
(2%y — x + 1) (a*y® — 32%y* + 22%y® + 30y — 20y — v +y) = —1.
Assim,
p+1=(1+y—2xy+2%y")(1 —x +2® + 2%y — 223y + 2*y?) = 0. (3.14)
Estudando o fator 1 +y — 22y + 22y? vemos que 1+ vy — 2xy + 2%y? = 0, implicando

que,

T

Yyt
= —y2 .
Desta forma, o grafico da funcao anterior possui duas componentes conexas

%={<2:%EEW>W<O}

y+v-y
04 = { (—2,3/) 'y < O}-
Y
Para o segundo fator 1 — x + 22 + 222y — 223y + 2%y?, temos que 1 — z + 22 + 222y —

223y + 2ty? = 0.

Dai,




o4

Portanto, o grafico da fungao possui duas componentes conexas

_ 2 3 _ /_45
01:{<x, T I);x<0},

4

) 3 _ .5
93:{(95, vty x);x<0}.

T

Na Figura 3.18 vemos um esbog¢o das componentes conexas do nivel ¢ = —1.

A

i 04
6.\02 |I?

Figura 3.18: Componentes conexas do nivel ¢ = —1.

ITI. Caso ¢ # 0 e ¢ # —1. Sabemos que h = t(zt + 1) e, assim, xt* = h — t. Logo,

R, h2y R2(t +1)
— (¢ —p2y 2 20T
f tﬂ + ) + 5 t

e, visto que, ¢ = f + h, segue que

Rt +1)

—h="n?
c + P

Desse modo, isolando ¢, temos

¢ —2h — h?

t:
c—h
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Logo, h = t?z + t, implicando que

h—t  [h(c—h)—h(c—2h—h*)]/(c—h)
2 h2(c — 2h — h2)?/(c — h)?
hic—h—c+2h+ h?)(c—h)
h2(c — 2h — h?)?
_ h(h?+h)(c—h)
~ h%(c—2h — h?)?
_ R*(h+1)(c—h)
h2(c — 2h — h?)?
h+1)(c—h)
c—2h — h2)2’

_(
(

Por outro lado,

_t4+1  [Me—=2h—h*)+c—h]/(c—h)
T (h+1)(c—h)/(c —2h — h?)?
(hc — 2h? — h3 4+ ¢ — h)(c — 2h — h?)?
(h+1)(c—h)?
[c(h+1) — h(h +1)?](c — 2h — h?)?
(h+1)(c—h)?
(h 4+ 1)[c — h(h 4+ 1)](c — 2hh*)?
(h+1)(c—h)?
(¢ —h? = h)(c—2h — h?)?
(c—h)? '

IV. Caso —1 < ¢ < 0. Afirmamos que p~'({c}) possui quatro componentes conexas.
Sabemos que #{({c} x R) N (R)} = 2. Suponhamos que sejam (c,a) e (¢,b) €
{{c} x R)N B(R)}, a < b. Neste caso, existem seis possibilidades, a priori, para
a imagem de uma componente conexa de p~'({c}) por F. Sao elas: {c} x R,
{c} x (=00, a), {c} x (—00,b), {c} x(a,b), {c} x (a,0), {c} X (b, 00). Porém, elas nao
podem ocorrer simultaneamente, pois temos #{F~!((c,a))} = #{F~'((¢,0))} =1
e #{F 1 ((c,d))} =2sed#aoud#b.

Suponha que existe uma componente conexa de p~({c}) levada em {c} x R. Neste
caso, a imagem pela aplicagao F' de nenhuma outra componente conexa de p~!({c})

pode intersectar B(R).
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Como #{F~((c,d))} = 2, para d # a ou d # b, existe uma componente conexa de
p~1({c}) cuja imagem pela aplicacao F' passa por (c, d) e, assim, a tinica opgao é que
p~({c}) possua 4 componentes conexas que sao levadas em {c} x R, {c} x (—o0, a),

{¢} x (b, +00) e {c} x (a,b).

Suponhamos agora que {c} x R néo seja a imagem de uma componente conexa de
p~!({c}). Portanto, necessariamente, {c} x (—00,b) e {c} x (a,+00) sao imagens
pela aplicagdo F' de exatamente uma componente conexa de p~!({c}), pois sdo os
tinicos intervalos que intersectam (¢, a) e (c,b), respectivamente, e #{F1((c,a))} =
#{F((c,d))} = 1. Logo, como #{F~((c,d))} = 2 para d # a ou d # b, 6 nos
resta a opgao que p~'({c}) possui 4 componentes conexas e elas sio levadas em
{c} x (=00, a), {c} x (—00,b), {c} X (a,+00) e {c} x (b, +0). Deste modo, p~*({c})

possui 4 componentes conexas.

V. Caso ¢ > 0. Neste caso, p~'({c}) possui 4 componentes conexas. A prova desta

afirmagao é analoga aquela do caso IV.

A partir de (3.13) e (3.14), e utilizando a fungao parametrization do software Maple
[21], obtivemos uma parametrizagao racional para as curvas p = 0 e p = —1. Logo, temos
parametrizacoes para as componentes conexas de p nos niveis —1 e 0. Chamaremos de
Y1,-..,75 as componentes conexas para o nivel 0 e de 6y, ..., 60, as componentes conexas

do nfvel —1.

I. Para o nivel 0:

TP ,8(28(‘(1_1;)) eR%s € (0,1)},

(5
I p—
o
(0

—1
i )E]Rz,se( oo,O)},

oopu{ (572555 0) eriser 0.2,

(s254) erisc o).

|
=
{
{
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I1I. Para o nivel —1:

91:{( - )27 (2152 +9sj41)(4s+1)2)€R28€R\(T1 )}
o=t u{( S e (40))
() (1))
e (o)

Um esbogo das curvas de nivel —1 e 0 de p no disco de Poincaré é feito na Figura 3.19. As

curvas em vermelho ilustram as componentes conexas do nivel —1 e as curvas em preto

ilustram as componentes conexas do nivel 0.

Figura 3.19: Curvas de nivel —1 e 0 de p no disco de Poincaré.

Proposicao 3.1. Cada componente conexa dos niveis —1 e 0, com exce¢ao de s, inter-

secta o conjunto

C={(-1,t) e R*}tc R}

em exatamente um ponto.
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A demonstracao pode ser feita usando as parametrizagoes das componentes conexas.
Podemos induzir uma relacao de ordem nas componentes conexas dos niveis —1 e 0 de p

CcOmMoO Vveremos nas seguintes proposicoes.

Proposicao 3.2. Seja M o conjunto das componentes conexas dos niveis —1 e 0 de p.
Sejam x,y € M\7s. Denotemos por x' a componente vertical de x N M. Entao, a relagdo

x <y, se, e somente se, ¥’ <y define uma rela¢io de ordem parcial estrita em M\~s.
Demonstragao. Sejam z, y, z € M\~s. Resulta que:

i. < éirreflexiva. Temos que = 4 x, pois ' £ x'.

ii. < é transitiva. Se z < y e y < z, entdao, 2’ <y’ e y < 2/. Portanto, 2’ < 2/, e, logo,

r <z

ii. < é antisimétrica. Se x < y, entao, ' < y'. Desta forma, 3y’ £ 2/, entdo, y £ x e

assim, y £ x.

Assim, < é uma relagdo de ordem parcial estrita em M\~s. |

A partir da parametrizagao das componentes, é de calculo imediato que
Y1 <01 <0y <7 <v3 <03 <04 <74

No artigo [5], Campbell forneceu uma parametriza¢ao para a curva de nivel ¢ # —1 ou 0,

(c—s)(s+1)
c—2s — g2

(c—2s—s%2%(c—s—s?)

(c—s)

Assim, fixando ¢ < —1, temos a parametrizagao de duas componentes conexas de p~!({c})

2(s) = y(s) = (3.15)

01(c) = {(2(s),y(s)); s € (=00, )},

02(c) = {(x(s),y(s)); s € (¢, +00)}.
Proposigao 3.3. Sejam 0,(c) e 05(c) as tinicas componentes conezas de p~*({c}) quando
¢ < —1. Entao, 0;(c) estd contida na regiao entre 01 e 0y e 03(c) esta contida na regiao

entre 03 e 0,.
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Demonstragao. Observemos que qualquer componente conexa de p~*({c}) esta contida,
por continuidade, em uma das regides entre 6; e 05 e entre 65 e 6, e de (3.14), chamemos
a(z,y) =1+y —2xy +2%y* e B(z,y) =1 —x + 2% + 22%y — 223y + z*y?. Calculando

a(z(s),y(s)), resulta
(—s*+c— 23)2.

cC— S

Assim, « é positiva para s < ¢ e negativa para s > ¢, isto é, 05(c) esta contida na regiao
entre 0y e 04 e 61(c) ndo esta.
Calculando 5(z(s),y(s)), obtemos

(14 ¢)(c—s)

(c —2s — s?)%
Como ¢ < —1, segue que ¢+ 1 < 0 e, logo, (¢ — s) < 0. Portanto, 3 é positiva para s > ¢
e negativa quando s < ¢, isto &, 0;(c) esta contida na regiao entre 0 e 05 e, entao, 65(c)

nao esta. [ ]

Proposicao 3.4. Seja —1 < ¢ < 0. FEntao, eratamente uma componente conexa de
p~1({c}) estd contida em cada uma das seguintes regioes, entre vy, e 0y, entre Oy € o,

entre v3 e O3 e entre 04 e 5.

Demonstragao. Sabemos que p~!({c}) possui quatro componentes conexas para —1 <
¢ < 0. Observemos que o interior de cada uma dessas quatro regioes nao contém nenhuma
componente conexa dos niveis —1 e 0 de p e como p é continua em cada uma dessas regioes,
a de p~! A id d d
entdo, exatamente uma componente conexa de p~'({c}) esta contida em cada uma dessas

regioes. |

Proposicao 3.5. A componente conexa 75, divide o plano em duas regioes, uma que
contém todas as outras componentes conexas do nivel 0 e outra que nao contém nenhuma,

que chamaremos de Ds. Alem disso, p € ilimitado superiormente na regidao Ds.

Demonstragao. Segue da Proposigao 3.1 que a reta f(t) = (—1,t) esta contida em uma

das componentes conexas o qual v5 divide o plano. Como f intersecta todas as outras
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componentes do nivel 0, segue que todas as componentes estao contidas nessa regiao
e, entao, a outra regiao nao contém nenhuma, como queriamos. Para mostrar que p é
ilimitado na regidao que nao contém nenhuma componente de p~'({0}), consideremos a
reta g(t) = (t,—t). Assim, p(g(t)) = 0, possui duas solugoes reais, t = 0 e t = 0.68,
sendo que uma dessas solugoes intersecta 74 e a outra 5. Segue, entdo, que p(g(t)) esta
contida na componente conexa do nivel 0, a qual 5 divide o plano e nao contém nenhuma
outra componente conexa do nivel 0, para todo t suficientemente grande. Por outro lado,

p(g(t)) — oo, quando t — oc. |

Proposicao 3.6. A componente conexa 4 divide o plano em duas regides, uma que
contém todas as outras componentes conexas do nivel 0 e outra que nao contém nenhuma,

que chamaremos de Dy. Alem disso, p € ilimitado superiormente na regiao Dy.

Demonstracao. Como y; < 73 < 73 < 74, entao, segue que y; < Y2 < 3 estdo na mesma
componente conexa o qual v, divide o plano. Temos que mostrar agora que 75 também
estd nesta componente conexa. Considere a reta g(t) = (¢,—1). Assim, p(g(t)) = 0,
possui quatro solugoes reais, t = 0.61, t = —1.38, t = —1.61 e t = —2.28 que intersectam
Y1, Y2, Y3, V5 € nao intersecta 4. Portanto, s esta contido na mesma regiao que 3. Por
outro lado, p ¢ ilimitado superiormente na regiao que nao contém nenhuma componente
conexa do nivel 0, para todo ¢ suficientemente grande. Assim, p(g(t)) — oo, quando

t — o0. [ ]

A demonstracao da préoxima proposicao é analoga aquelas das Proposigoes 3.5 e 3.6.

Proposicao 3.7. A componente conexa v, divide o plano em duas regioes, uma que
contém todas as outras componentes conexas do nivel 0 e outra que nao contém nenhuma,

que chamaremos de Ds. Alem disso, p € ilimitado superiormente na regiao Ds.

As demonstragoes das Proposigoes 3.8 e 3.9 podem ser encontradas em [3].

Proposicao 3.8. O polinomio p € ilimitado superiormente na regiao entre yo € 3.
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Proposicao 3.9. Dado c > 0, cada uma das regioes D3, Dy, D5 e a regiao entre vo € Y3

contém exatamente uma componente conexa de p~t({c}).

Proposigao 3.10. Eziste uma m.c.R de H, no primeiro quadrante, para a qual os bordos

nao compactos estao contidos em vy € Ys.

Demonstracao. Observemos que (0,0) € v4 e (1,0) € 5. Consideremos A o segmento
de reta que une esses dois pontos. E facil ver que A esta contido na regido entre 6y, v4 €
7v5. Tomando a parametrizacao f : [0,2] — A, f(t) = (¢,0), vemos que g(t) = p(f(t)) =
—t + t%. Entao, ¢'(t) = —1 + 2t. Assim, o valor extremo de g ¢ atingido em ¢ = 1/2.
Como ¢"(1/2) = 2 > 0, esse extremo corresponde a um minimo que é p(1/2,0) = —1/4,

e g(t) =ce€ (—1/4,0] quando ¢t € (0,1). Além disso, t = (1 £ +/1+ 4c)/2.

a. Se ¢ € (—1/4,0], entao, existem dois valores para t;
b. Se ¢ = —1/4, entao, t = 1/2;

c. Se ¢ < —1/4, entao, t ¢ R.

Portanto, segue que existe uma m.c.R no primeiro quadrante delimitada por 74 e 7. W

Proposigao 3.11. Seja f € C(R* R) uma submersao e Hy seu campo vetorial Hamil-
toniano. Seja Fy a folheagao induzida pelo campo vetorial Hy. Se Fy possui uma m.c.R
A, entao, os bordos nao compactos de A estio contidos em duas componentes conexas de

um mesmo nivel de f.

Demonstragao. Sejam B = {(z,y) € R%z,y > 0,0 < z+y < 2}, h(z,y) = zy e
T : B — A a aplicacao que leva os niveis de h nos niveis de A. Veja defini¢ao em 2.13.
Defina g : [0,1] — B tal que g(t) = (1 —1¢)(0,1) +¢(1,0). Seja z,, € (0,1) tal que x,, — 0
quando n — +o0 e defina y, = 1 — z,,. Entao, os pontos T'(g(x,)) e T(g(y,)) sdo pontos

de uma mesma Orbita de Hy,

F(T(g(xn))) = F(T(9(yn)))-
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Pela continuidade das fungoes, f(7(g(0))) = f(T(g(1)). Entao,

f(T(0,1)) = f(T'(1,0)),

com T'(0,1) e T(1,0) pertencentes a bordos ndo compactos distintos. Como cada bordo
nao compacto também é uma semiorbita de Hy, segue que os bordos nao compactos estao

em um mesmo nivel. [ |

Proposicao 3.12. O campo H, possui exatamente 4 m.c.R. Os bordos nao compactos

dessas m.c.R sao partes de 0, e O, Vo €3, O3 € 04 € Y4 € 7s.

Demonstracao. Pela Proposicao 3.10, sabemos que existe uma m.c.R em cada uma
dessas regioes e, pelas Proposicoes 3.3 e 3.9, existe exatamente uma componente de cada
nivel em cada uma das regioes entre 6, e 0y, 7, e v3 e 65 e 6,. Logo, pela Proposicao 3.10,

essas componentes sao necessariamente as fronteiras das m.c.R. |

3.4 Retrato de Fase Global do Campo Vetorial H,

Pela Proposicao 3.12, pelo estudo das componentes conexas dos niveis de p e pelo estudo
dos retratos de fase qualitativos nas cartas U; e U,, obtemos o esqueleto completo das

separatrizes de P(H,) no disco de Poincaré. Veja Figura 3.20.
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Py

Figura 3.20: Esqueleto completo das separatrizes de P(H,) no disco de Poincaré.

Pelo Teorema de Markus-Neumann-Peixoto em [16], se X; e X5 sdo campos de vetores
cujos fluxos ¢1 e ¢, respectivamente, possuam apenas singularidades isoladas, entao ¢,
e ¢9 sao topologicamente equivalentes se, e somente se, seus esqueletos completos de
separatrizes forem topologicamente equivalentes. Deste modo, o retrato de fase global do

campo H, ¢ topologicamente equivalente ao retrato de fase da Figura 3.20.

Veja na Figura 3.21 o retrato de fase de P(H,), no disco de Poincaré, obtido através

do software MATLAB [23]. Observando que nem todas as m.c.R sao visiveis na figura.
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Figura 3.21: Retrato de fase de P(H,), no disco de Poincaré, obtido através do software

MATLAB.

A analise anterior conduz naturalmente a prova do Teorema 1.3.



Capitulo 4

Retrato de Fase Global do Campo

Vetorial Hg;, sendo ¢ de grau 25

Neste capitulo, demonstraremos o Teorema 1.4 construindo o retrato de fase global do

campo vetorial Hamiltoniano H,, dado por

Hy(z,y) = (—qy(z, ), @:(z,y)), VY(z,y) € R?

associado ao polindémio ¢ definido em (1.3).

Estudaremos o comportamento topoldgico das singularidades no infinito da compacti-
ficagao de Poincaré do campo vetorial H, em suas cartas locais, através da técnica de blow
up, e também o comportamento do campo vetorial na parte finita de R%. Para concluir o

capitulo, faremos o retrato de fase global do campo vetorial P(H,) no disco de Poincaré.

4.1 Estudo das Singularidades Infinitas do Campo Ve-

torial

Como H, nao possui singularidades finitas, necessariamente possui singularidades infi-
nitas. Para estudar tais singularidades, analisaremos o campo vetorial em suas cartas

locais.

65
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4.1.1 Estudo Qualitativo na Carta U,

Visto que o polindomio ¢ ¢ de grau 25, entdo, o grau(H,) = 24. Primeiramente, encon-
traremos os pontos singulares infinitos do campo vetorial na carta U;. Para isto uti-
lizaremos a Proposicao 2.4. Neste caso, temos d = 24, P(z,y) = —¢q,, Q2,y) = ¢,
Poy(z,y) = 750257, Qou(z,y) = —11252y10 e, entdo, F(u) = —1875u'’. Concluimos
que a origem é o unico ponto singular infinito do campo vetorial na carta U;. Estudemos

o comportamento desta singularidade.

A expressao do campo vetorial é dada por (2.6) da qual obtemos

¥ = —1875x' + 172502%2 — 9900293 + - - - |
(4.1)

y = —7502% + 675028y® — 405028y* + - - - .
Estamos considerando apenas trés parcelas para cada campo vetorial, porém a expressao
completa pode ser vista no arquivo apresentado no Anexo II. E de calculo direito que o
eixo x é invariante e aponta da direita para a esquerda, porém o eixo y nao é invariante.
Para valores de y < 0, o campo vetorial aponta na direcao sudoeste e, para valores de
y > 0, o campo vetorial aponta na dire¢ao noroeste. Calculando a parte linear do campo

vetorial na origem, obtemos

ou seja, a origem ¢é uma singularidade linearmente nula. Logo, o estudo desta singularidade
serd feito através da técnica do blow up direcional apresentada na Segao 2.3. Na direcao
x, empregamos a mudanga de variaveis u —> u e w — ww obtendo um blow up impar
de ordem 9. Com a mudanca de varidveis anterior, obtemos, depois de eliminar o fator

comum u?, o campo vetorial

r' = z(—1875 + 17250zy* + - - - ),

y = y(1125 — 105002y> + - - - ),
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no qual x = v e y = w. Tal campo vetorial possui apenas uma singularidade na origem.

A linearizacao do campo na origem tem a forma
—1875 0

0 1125

Assim, a origem é uma sela, sendo o eixo x atrator e o eixo y repulsor. Faremos um blow
up no campo vetorial (4.1) na dire¢do y. Empregamos a mudanga de variaveis v — uw
e w — w, obtendo um blow up impar de ordem 9, resultando, depois de eliminar o fator

comum w3, a seguinte expressao para o campo vetorial

7 = —11252'° 4+ 105002% — 4387528y + - - -,
(4.2)
y = —7502% + 67502%y? — 2700027y + - - - .
E de célculo direito que o eixo z é invariante e o campo vetorial aponta da direita para
esquerda. Porém, o eixo y nao é invariante e, para valores de y < 0, o campo vetorial

aponta na direcao nordeste e, para valores de y > 0, o campo vetorial aponta na direcao

noroeste. A parte linear na origem tem a seguinte expressao
0 0

0 0

Assim, a origem é uma singularidade linearmente nula. Logo, outro blow up seré neces-
sario. Na direcao x, empregamos a mudanca de variaveis u —» u e w — uw, obtendo

um blow up impar de ordem 9. Com a mudanca de variaveis anterior, resulta, depois de

9

eliminar o fator comum u”, o campo vetorial

' = x(—1125 + 10500y + - - - ),
y = y(375 — 3750y + - - ).
Este campo vetorial possui duas singularidades ao longo do eixo y, a primeira na origem e

a segunda no ponto (0, 1). A lineariza¢ao do campo vetorial nestas singularidades fornece,

respectivamente,

—1125 0 0 0

0 375 0 0
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Assim, a origem é uma singularidade hiperbélica do tipo sela, em que o eixo x é atrator
e 0 eixo y é repulsor. A singularidade no ponto (0,1) é do tipo linearmente nula. Para
estudarmos tal singularidade, faremos uma translacdo do ponto (0,1) para a origem,

obtendo como novo campo vetorial o seguinte

' = —170x7 + 12162%y — 199027y + - - - |
(4.3)

y = y(1702° + 235525y — 698z4y* + - - - ).
Agora, fazendo um blow up do campo vetorial (4.2) na diregdo y e empregando as mu-
dancas u — uw,w — w, obtemos um blow up fmpar de ordem 9. Com a mudanca de

9

varidveis anterior, resulta, depois de eliminar o fator comum w”, o campo vetorial

' = =375+ 3750z — 16875x% + - - - |

y' = y(750 — 6750z + 270002 + - - - ),

tendo o ponto de equilibrio (1,0) que estudaremos fazendo o blow up no campo vetorial
(4.2) na diregao x. Continuando com o campo vetorial (4.3), e, calculando a parte linear

deste campo vetorial na origem, temos
0 0

0 0

Assim, a origem é uma singularidade linearmente nula. Logo, faremos um blow up. Na
dire¢ao x, empregando a mudanca u — u, w — uw, obtemos um blow up par de ordem
6. Com a mudanca de variéveis anterior, resulta, depois de eliminar o fator comum u%, o
campo vetorial

¥ = z(=170 + 1216y + - - - ),

Y = y(340 — 1216y + - - - ).

Tal campo vetorial possui uma singularidade na origem cuja parte linear é
—170 0

0 340

Assim, a origem é uma sela, sendo o eixo x atrator e o eixo y repulsor. Agora, faremos um

blow up do campo vetorial (4.3) na diregdo y. Empregando a mudanga u — uw, w — w,
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obtemos um blow up par de ordem 6. Com a mudanca de varidveis anterior, resulta, depois

6

de eliminar o fator comum w®, um novo campo vetorial

o' = 5222* — 13962° + 12162 + - - |
(4.4)

y = 9(522x3 — 698x% + 17025 + - - - ).
Tal campo vetorial possui duas singularidades, a origem e o ponto (1.66,0). A linearizagao

do campo vetorial nestas singularidades tem as respectivas formas

0 O —1299.29  —850.09
0 0 0 649.64

Logo, a origem ¢é uma singularidade linearmente nula e a outra é hiperbélica do tipo sela.

Estudaremos a singularidade na origem. Como a origem é uma singularidade linearmente

nula, faremos um blow up. Na direcao x, empregamos a mudanca de variaveis u — u e

w — uw obtendo um blow up par de ordem 4. Com a mudanca de variaveis anterior,
bt depois de elimi fat 4 torial

obtemos, depois de eliminar o fator comum «*, um novo campo vetoria

2 =522 —1396x + - - -,
(4.5)

y' = y(698 — 12162 + - - ),
que possui apenas uma singularidade no ponto (0,—1). A parte linear do campo em
(0,—1) é dada por
—178 117

—242 178
a qual possui autovalores —58.05, 58.05 com autovetores associados (0.97,1) e (0.49,1),
respectivamente. Portanto, é uma singularidade hiperbdlica do tipo sela. Logo, faremos
o blow up no campo vetorial (4.4) na dire¢ao y e empregando a mudanga de variaveis
u — uw e w — w, obtemos um blow up par de ordem 4. Com a mudanca de variaveis

anterior, resulta, depois de eliminar o fator comum w*, o campo vetorial
r' = z(—1125 — 3915z — 5331z* + - --),

y' = 375+ 1155z + 13022% + - - -,
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possuindo apenas uma singularidade no ponto (0, —1), que j4 foi analisada quando fizemos
o blow up no campo vetorial (4.4) na diregdo z. Na Figura 4.1 esta o esbogo do retrato

de fase local do campo vetorial (4.5) na singularidade (0, —1).

g

7

7//—

Figura 4.1: Esbogo topologico do retrato de fase local do campo de vetores (4.5) na

singularidade (0, —1).

Agora, para voltarmos ao campo vetorial original (4.1), utilizaremos a técnica do pro-
cesso inverso ao blow up que foi dada na Secao 2.3. Para obtermos o retrato de fase local
do campo vetorial (4.4), faremos um blow down par do campo vetorial (4.5) na dire¢ao
x. Aqui a orientagao das orbitas é preservada, o segundo quadrante é levado para o ter-
ceiro quadrante. Deste modo, concluimos que as érbitas correspondem a duas érbitas no
segundo quadrante, uma saindo e a outra entrando, formando um setor hiperboélico. Ja
o setor hiperbdlico do quarto quadrante é mantido e o setor hiperbélico do terceiro qua-
drante corresponde a um setor hiperboélico no segundo quadrante. Deste modo, obtemos

o retrato de fase local do campo vetorial (4.4). Veja Figura 4.2.
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Figura 4.2: Esbogo topolégico do retrato de fase local do campo de vetores (4.4).

Para obtermos o retrato de fase local do campo vetorial (4.3), faremos um blow down
par na dire¢ao y e, juntando com a outra singularidade (1.66,0), obtemos um setor hi-
perbélico no primeiro quadrante e dois setores hiperbélicos no quarto quadrante. Como
o blow up do campo vetorial (4.3) foi de ordem par e na diregao y, entdo, a orientagao
das orbitas é preservada e os setores hiperbdlicos do quarto quadrante correspondem aos
setores hiperbélicos do terceiro quadrante. Os eixos sao invariantes, sendo que ao longo
do eixo x o campo vetorial aponta para a origem e no eixo y o campo vetorial vai de baixo

para cima, conforme a Figura 4.3.

Figura 4.3: Esbogo topolégico do retrato de fase local do campo de vetores (4.3).
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O campo vetorial (4.2) é a translagdo do campo vetorial (4.3). A origem é levada no
ponto (0, 1). Na Figura 4.4 esbocamos o retrato de fase local do campo vetorial (4.3) com

a sela na origem a qual haviamos calculado.
/

-

Figura 4.4: Esbogo topologico do retrato de fase local do campo de vetores (4.2) nas

singularidades na origem e no ponto (0, 1).

Agora, faremos um blow down impar do campo vetorial (4.2) na dire¢ao x. No primeiro
quadrante o campo vetorial tem um setor hiperbdlico. Tal setor é preservado, visto
que todas as o6rbitas, numa vizinhanca da origem, cruzam a reta x = y da direita para
esquerda. J& no segundo quadrante temos trés setores hiperbélicos. Sabemos que o eixo
y € nao invariante e, para valores de y < 0, o campo vetorial aponta na dire¢cao nordeste,
e, para valores de y < 0, o campo vetorial aponta na dire¢ao noroeste. Porém, no eixo =z,

o campo vetorial aponta para a origem, como esta ilustrado na Figura 4.5.
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Figura 4.5: Esbogo topoldgico do blow down do retrato de fase local do campo de vetores

(4.2) nas singularidades (0,0) e (0, 1).

Logo, faremos um blow down impar na direcao x, isto é, os setores hiperbolicos do
segundo quadrante correspondem aos setores hiperbdlicos do terceiro quadrante, com
a orientacao das oOrbitas trocada, porém no primeiro quadrante o setor hiperbodlico é
preservado. Sabemos que o eixo x ¢é invariante e o campo vetorial aponta da direita para
esquerda. Porém, o eixo y nao é invariante e o campo vetorial aponta na direcao noroeste.

Veja a Figura 4.6 com uma ilustragao das transformacoes feitas apds o blow down.

A

Ca
S——
T

i

Figura 4.6: Esboco topologico do retrato de fase local apds o blow down do campo de

vetores (4.2).
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Agora, para obtermos o retrato de fase local do campo vetorial na carta U;, faremos
um blow down impar do campo vetorial (4.1) na diregao y, isto é, as transformagoes feitas
no terceiro quadrante correspondem ao quarto quadrante com a orientacao das érbitas
trocada. Sabemos que o eixo x é invariante e o campo vetorial aponta da direita para
esquerda. Porém, o eixo y nao ¢é invariante e, para valores de y < 0, o campo vetorial
aponta na direcao sudoeste e, para valores de y > 0, o campo vetorial aponta na dire¢ao

noroeste. Tais comportamentos sao ilustrados na Figura 4.7.

/_\‘\

o

B NN

Figura 4.7: Comportamento qualitativo do retrato de fase local do campo de vetores (4.1)

na carta Uj.

4.1.2 Estudo Qualitativo na Carta U

Nesta subsecao, faremos o do retrato de fase local campo vetorial na carta U,. Primeiro,
encontraremos os pontos singulares no infinito do campo vetorial. Para isto utilizaremos
a Proposigao 2.4. Neste caso, temos G(u) = 1875u!®. Como o campo nio possui sin-
gularidades finitas, concluimos que a origem é o tinico ponto singular infinito do campo
vetorial na carta U,. Estudemos o comportamento desta singularidade.

A expressao do campo vetorial é dada por (2.7), obtendo
2 = 1875z — 17250z %y? 4 990023y + - - - |

Yy = 1125z"y — 1050023y 4 5850z 2yt + - - - .
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Aqui o eixo x é invariante. Para valores de x < 0, o campo vetorial aponta para esquerda e,
para valores de x > 0, o campo vetorial aponta para direita e a origem é uma singularidade
linearmente nula. Logo, o estudo desta singularidade sera feito através da técnica do blow
up direcional apresentada na Secao 2.3. Na direcao x, empregando a mudanca de varidveis
U — u e w — uw, obtemos um blow up par de ordem 14. Com a mudanca de varidveis

14

anterior, resulta, depois de eliminar o fator comum »*, um novo campo vetorial

r = x(1875 — 17250zy* + - - - ),
y' = y(=750 + 6750zy* + - - - ).

E de célculo direto que ambos os eixos sao invariantes. A parte linear do campo vetorial

na origem é

1875 0

0 =750
Logo, a origem é uma singularidade hiperbolica do tipo sela em que o eixo x é repulsor e o
eixo y € atrator. Faremos um blow up do campo vetorial (4.6) na dire¢ao y. Empregamos
a mudanca de variaveis u — uw e w — w, obtendo um blow up par de ordem 14. Com
14

esta mudanca de variaveis, resulta, depois de eliminar o fator comum w"*, um novo campo

vetorial

2 = 7502 + 405023y — 6750x Yy + - - -,
(4.7)
y = 11252y + 5850x12y? — 1050021352 - - -

O eixo z é invariante. Para valores de x < 0, o campo vetorial aponta da origem para
a esquerda e, para valores de x > 0, o campo vetorial aponta da origem para direita.
Porém, no eixo y o campo vetorial é nao invariante. Para valores de y < 0, o campo
vetorial aponta na direcao sudeste e, para valores de y > 0, o campo vetorial aponta na

direcao noroeste. A parte linear do campo na origem tem a forma

0 0
0 0

Logo, como a origem ¢ uma singularidade linearmente nula, entao, outro blow up é neces-

sario. Na direcao z, empregamos a mudanca de variaveis u — u e w — uw, obtendo
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um blow up par de ordem 8. Com a mudanca de varidveis anterior, resulta, depois de

8

eliminar o fator comum «°, um novo campo vetorial

' = 75027 + 405025y + - - -,
(4.8)
y' = y(3752°% + 1800z°y + - - - ).
E de calculo direito que o eixo z é invariante. Para valores de z < 0, o campo vetorial
aponta da origem para a esquerda e, para valores de x > 0, o campo vetorial aponta da

origem para direita. Este campo vetorial possui duas singularidades, no ponto (0,0) e no

ponto (0, 1). Suas linearizagoes sdo, respetivamente,

0 0 170 0

0 0 0 170

A singularidade na origem é do tipo linearmente nula e a outra é hiperboélica do tipo
repulsora. Faremos o blow up do campo vetorial (4.7) na diregdo y e, empregando a
mudanca de variaveis u — uw e w — w, obtemos um blow up par de ordem 8. Com a
mudanca de varidveis anterior, resulta, depois de eliminar o fator comum w®, o seguinte
campo vetorial

v = =50+ 5z — 3022 + -+,

y = y(5—60x + 2252% + - --),
obtendo a singularidade (—1,0), que ja foi estudada quando fizemos o blow up no campo

vetorial (4.7) na direcao z.

Para estudar a singularidade linearmente nula do campo (4.8), faremos um novo blow
up. Primeiro na diregao x, empregamos a mudanca de varidveis u — v e w — uw e
obtemos um blow up par de ordem 6, resultando, depois de eliminar o fator comum u®, a

seguinte expressao para o campo vetorial

o' = 2(750 + 4050y + - - - ),

y = y(—375 — 2250y + - - - ).



77

Este campo vetorial possui duas singularidades nos pontos (0,0) e (0, —1). As linearizagoes

sao dadas, respetivamente, por
750 0 0 0

0 —375 0 0

A singularidade na origem é hiperbolica do tipo sela, sendo o eixo x repulsor e o eixo y
atrator e, no ponto (0, —1), a singularidade é de tipo linearmente nula. Assim, é necessario
fazer um blow up. Na dire¢ao x, empregamos a mudanca de variaveis u — u e w — uw
e obtemos um blow up par de ordem 6. Com a mudanga de variaveis anterior, resulta,

6 um novo campo vetorial. Fazendo o blow up do

depois de eliminar o fator comum u
campo vetorial (4.8) na dire¢ao y, resultam singularidades que estudaremos fazendo blow
up no campo vetorial (4.8) na dire¢do x. Deste modo, continuando com a singularidade
(0, —1) do campo vetorial (4.8), faremos outro blow up. Para simplificar as contas, fazemos

a translacao (u,w) = (u,v — 1), resultando a seguinte expressao para o campo vetorial

7 = —162* 4 3882° + 542926 4 - - |
(4.9)
y = 22% — 102* — 132025 + - - - .

Para este campo vetorial, o eixo x nao é invariante e, para valores de x < 0, o campo
vetorial aponta na direcao sudoeste e, para valores de x > 0, o campo vetorial aponta
na dire¢ao noroeste. Porém, o eixo y é invariante e aponta para cima. Como a origem é
uma singularidade linearmente zero, é necessario fazermos um blow up. Primeiro, faremos
um blow up na direcao x. Empregando a mudanca de varidveis u — u e w — uw,
obtemos um blow up par de ordem 2 sem singularidades a analisar. Agora, fazendo o blow
up do campo vetorial (4.9) na diregdo y e empregando a mudanga de variaveis v — uw
e w — w, obtemos um blow up par de ordem 2. Depois da mudanga de variaveis, e

eliminado o fator comum w?, resulta a seguinte expressao para o campo vetorial

¥ = =22t + 623y + 38xty + - - -,
(4.10)
Yy = 223y — 182%y? — bdady? + - - .

Ambos os eixos sao invariantes, sendo que no eixo x o campo vetorial aponta da direita

para esquerda e no eixo y o campo vetorial aponta de baixo para cima. A parte linear do
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campo vetorial na origem é da forma

0 0

0 0

Logo, a origem é uma singularidade linearmente nula e, entao, outro blow up é necessario.
Para fazermos o blow up no campo vetorial (4.10) na dire¢ao =, empregamos a mudanga
de varidveis u — u e w — uw e obtemos um blow up impar de ordem 3, resultando,

3

depois de eliminar o fator comum w~°, o campo vetorial

¥ =x(—2+6y+ 38y +---),
(4.11)

v =y4—24y — R2xy +---).
Este campo vetorial possui duas singularidades, uma na origem e a outra no ponto

(0,—0.47). Fazendo as linearizagoes, obtemos

-2 0 —12.97 0

0 4 31.40 —51.90

A singularidade na origem é uma singularidade hiperbodlica do tipo sela em que o eixo x
é atrator e o eixo y é repulsor. Ja na singularidade (0, —0.47), possui autovalores —51.90,
—12.97 com autovetores associados (0,1) e (0.77,0.62), respectivamente, e, portanto, a
singularidade é um n6 atrator. A Figura 4.8, ilustra o comportamento topologico do

retrato de fase local do campo vetorial (4.11) nas singularidades mencionadas.
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Figura 4.8: Esbogo topologico do retrato de fase local do campo de vetores (4.11) nas

singularidades, na origem e no ponto (0, —0.47).

Faremos o blow up do campo vetorial (4.10) na diregao y e empregando a mudanga
de variaveis u — v e w — ww, resulta um blow up impar de ordem 3. Assim, apds

3

eliminar o fator em comum w?>, o campo vetorial obtido é da forma

2 = x(=300 — 75z + 242 + - - ),
(4.12)

y = y(375 4 75z — 182> + - --),
que possui duas singularidades, uma na origem e a outra no ponto (—2.09,0), as quais

foram analisadas quando fizemos o blow up no campo vetorial na direcao x.

Devemos agora retornar as variaveis originais utilizando as informagoes dadas na Segao
2.3. Para obtermos o retrato de fase do campo vetorial (4.11), faremos um blow down
impar no campo vetorial (4.11) na dire¢do z e, entdo, a orientacdo das érbitas é trocada
e o terceiro quadrante ¢ levado no segundo quadrante. Ja sabemos que os eixos sao
invariantes. Na Figura 4.9, ilustramos o comportamento topologico do retrato de fase

local do campo vetorial (4.10).



80

A
A

Figura 4.9: Esbogo topolégico do retrato de fase local do campo de vetores (4.10).

Para obtermos o retrato de fase local do campo vetorial (4.9), faremos um blow down
par do campo vetorial (4.10) na diregao y, isto é, o quarto quadrante é levado para o
terceiro quadrante com a orientagao das o6rbitas preservada. O eixo x é nao invariante e,
para valores de x < 0, o campo vetorial aponta na dire¢ao sudoeste formando um setor
eliptico, e, para valores de x > 0, o campo vetorial aponta na dire¢ao noroeste. Aqui as
orbitas s6 passam. Na Figura 4.10, ilustramos o comportamento topologico do retrato de

fase local do campo vetorial (4.9).

Figura 4.10: Esbogo topolégico do retrato de fase local do campo de vetores (4.9).

O campo vetorial (4.8) é a translacdo do campo vetorial (4.9), com a origem sendo
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levada ao ponto (0,—1). Na Figura 4.11, esbogamos o retrato de fase local do campo

vetorial (4.9) com a sela na origem a qual haviamos calculado.

I
i

A

Figura 4.11: Esbogo topologico do retrato de fase local do campo de vetores (4.9) com a

sela .

Para obtermos o retrato de fase local do campo vetorial (4.8) faremos um blow down
par na direcao x. Ja sabemos que ambos os eixos sao invariantes, sendo que ao longo do
eixo x o campo vetorial sai da origem e no eixo y o campo vetorial aponta para a origem.
O setor eliptico do terceiro quadrante é levado no segundo quadrante com a orientagao

preservada. Na Figura 4.12, esbogamos o retrato de fase local do campo vetorial (4.8).

Figura 4.12: Esbogo topolégico do retrato de fase local do campo de vetores (4.8).

Na Figura 4.13, ilustramos o retrato de fase local do campo vetorial (4.8) com o ponto

repulsor em (0, 1).
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Figura 4.13: Esbogo topologico do retrato de fase local do campo de vetores (4.8) com o

ponto repulsor (0, 1).

O esbogo do retrato de fase local campo vetorial (4.7) é obtido apds um blow down par
do campo vetorial (4.8) na dire¢ao z. O eixo y é nao invariante e, para valores de y < 0,
o campo vetorial aponta na direcao sudeste e, para valores de y > 0, o campo vetorial
aponta na direcao noroeste. Ja o eixo x é invariante pelo fluxo e, para valores de z < 0,
o campo vetorial aponta para esquerda e, para valores de x > 0, o campo vetorial aponta
para a direita, tendo agora dois setores elipticos no segundo quadrante que serao levados
ao terceiro quadrante com a orientagao mantida. Porém, o primeiro e quarto quadrante
serao mantidos. Na Figura 4.14, esbocamos o retrato de fase local do campo vetorial

(4.7).
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Figura 4.14: Esbogo topolégico do retrato de fase local do campo de vetores (4.7).

Agora, para obtermos o comportamento topolégico do campo vetorial na carta Us,
faremos um blow down par do campo vetorial (4.7) na diregao y, isto ¢, o terceiro quadrante
serd levado no quarto quadrante com a orientacao das orbitas mantida. O primeiro e

segundo quadrante serao preservados. Tal comportamento ¢ ilustrado na Figura 4.15.

—

L

Figura 4.15: Comportamento qualitativo da singularidade do retrato de fase local do

campo de vetores (4.6) na carta Us.
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Com o comportamento dos campos vetoriais nas cartas U; e Uy, obtemos, na Figura

4.16, o retrato de fase global do campo vetorial H, no infinito no disco de Poincaré.

Q4

Figura 4.16: Esbogo topolégico do retrato de fase local da compactificagao do campo

vetorial H, no infinito no disco de Poincaré.

4.2 Parte Finita

Nesta secao, estudaremos a quantidade de componentes conexas de cada nivel ¢~ *({c})
de ¢. Na Tabela 4.1, informamos a quantidade de componentes conexas de ¢~ ({c}) que

podem ser determinadas usando a curva assintotica [ definida na Secao 3.2.
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q=-c Componentes Conexas de ¢~ ({c})
c>0 3 componentes conexas
c=0 5 componentes conexas
—163/4 < ¢ <0 5 componentes conexas
c=—163/4 5 componentes conexas
c< —163/4 3 componentes conexas

Tabela 4.1: Componentes conexas de ¢! ({c}).

Provaremos as seguintes proposigoes.

Proposicao 4.1. Para o polinomio q dado em (1.3), vemos que:

i. ¢ 1({0}) possui 5 componentes conexas {ji;};
ii. ¢ 1({—163/4}) possui 5 componentes conezas {v;};
iii. A relag¢io de ordem entre as componentes conezxas dos niveis —163/4 ¢ 0 de q €

M1 <1V < Vo < Ug X Uz < V3 < Vg < g € U5 < V5.

Demonstracao. Usaremos a variedade assintética definida em (3.2) e o polindémio p que
foi definido em (1.1). Sejam ~,...,75 e 0y, ..., 604 as componentes conexas dos conjuntos
p 1({0}) e p 1 ({—1}), respectivamente. Avaliando na reta horizontal y = —0.5, tanto em

p como em ¢, obtemos

S(x) = p(z,—0.5) = (1 — x — 0.52*)(—0.5 — 2* — 0.752° — 0.122")

T(z) = q(x,—0.5) = —16.75 + 19.75x — 41.6252° + 33.0623 + 59.952* — 58.252°
—45.0625 + 140.1727 + 160.612® — 49.202° — 185.502°
—141.972* — 55.622'2 — 12.3021% — 1.462 — 0.073215.
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Calculando as raizes de S(z) = 0, obtemos quatro solugoes, sendo elas —3.85,—2.73,—2.43,
e 0.73. De modo anélogo, obtemos —3.60, —3.41, —1.65 e —0.58 como raizes de S(z) = —1.

Desta forma,

Ay = (—3.85,—0.5) € 71, Ay = (—3.60, —0.5) € 61, A3 = (—3.41, —05) € 05,
A4 = (—273, —O5> € Yo, A5 = (—243, —O5> € Y3, AG = (—165, —05) € 93,
Ay = (—0.58,—0.5) € 0, e Ag = (0.73, —0.5) € 7a.

Agora, resolvendo a equagao T'(x) = 0, resultam trés solugdes: —3.67, —2.50 e —2. Porém,
no nivel —163/4, que corresponde & equagao T'(z) = —163/4, obtemos, cinco solugoes:

—3.57,—3.40, —1.49, —0.57 e 0.90. Assim, os pontos

By = (—3.67,—0.5), By = (—3.57, —0.5), By = (—3.40, —0.5), By = (—2.50, —0.5),
Bs = (=2,-0.5), Bg = (—1.49,—0.5), B; = (—0.57, —0.5), e Bg = (0.90, —0.5),

pertencem as componentes conexas dos conjuntos de nivel ¢~ *({0}) ou ¢7'({—163/4}).

a. Seja v, a componente conexa do conjunto ¢ !({—163/4}) que contém o ponto Bs.
Como B esta no segmento horizontal [As, As], cujos extremos estdo no conjunto
p~'({—1}) e o ponto (—1, —163/4) nao tem pré-imagens, entao, v; deve estar contida
na regiao limitada por 0, e 6,. Visto que no segmento [As, A3 s6 existe uma raiz de

T(x) = —163/4, segue que v; é uma curva que se estende desde o ponto Q3 até Qy;

b. Seja y; a componente conexa do conjunto ¢~'({0}) que contém B;. Como o ponto
(0,0) ndo tem pré-imagens, segue que p; nao intersecta y; e, assim, p; esta contida
na regiao limitada por 7, e vy, podendo intersectar #;. Como no segmento (A, Bs)

s6 existe uma raiz de T'(z) = 0, segue que a curva ju; se estende desde Q3 até Qg;

c. Seja 5 a componente conexa do conjunto ¢~1({0}) que contém B,. Como By esta no
segmento horizontal [A4, As], cujos extremos estao no conjunto p~'({0}), e o ponto
(0,0) nao tem pré-imagens, deste modo, s deve estar contida na regiao limitada
por v, e y3. J& que no segmento [Ay, As] s6 existe uma raiz de T'(z) = 0, uy € uma

curva que se estende desde o ponto Q3 até Qq;
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d. Seja 1, a componente conexa do conjunto ¢~!({—163/4}) que contém Bs. Como Bj
esta no segmento horizontal [As, A4], e 0 ponto (—1, —163/4) nado tem pré-imagens,
segue que I, nao intersecta fy, e, portanto, v, estda contida na regiao limitada 6y
e p2, podendo intersectar 7. Como no segmento (As, By) s existe uma raiz de

T(x) = —163/4, segue que a curva v, se estende desde Q3 até Qg;

e. Seja v3 a componente conexa do conjunto ¢~'({—163/4}) que contém Bg. Como Bg
esta no segmento horizontal [Ag, A7|, cujos extremos estao no conjunto p~!({—1}),
e o ponto (—1,—163/4) nao tem pré-imagens, deste modo, v3 deve estar contida na
regiao limitada por 03 e 0. Visto que no segmento [Ag, A7] s6 existe uma raiz de

T(x) = —163/4, resulta que v3 é uma curva que se estende desde o ponto Q3 até
Qu;

f. Seja u3 a componente conexa do conjunto ¢7'({0}) que contém Bs. Como o ponto
(0,0) nao tem pré-imagens, segue que j3 nao intersecta -3, o que implica que p3 esta
contida na regiao limitada por 73 e v3, podendo intersectar 63. Como no segmento

[As5, Bg) s0 existe uma raiz de T'(z) = 0, segue que a curva 3 se estende desde Q3

até Q4.

Um esbogo das curvas de nivel dos polindémios p e ¢ é dado na Figura 4.17.
Sejam

Uy) =p(l,y) =y(=1+2y —y* +4°)

Viy) =q(l,y) = —1—4y — 74y* + 397y> — (3335y*) /4 + 1276y°
—(2863y5)/2 + 1185y" — (2955%) /4 + 30042 — 751,
Como antes, resolvendo U(y) = 0, provamos que os pontos Ag = (1,0) e A;g = (1,0.56)
pertencem aos niveis -y, e 75, respectivamente. Por sua vez, resolvendo V(y) = 0 e
V(y) = —163/4, obtemos que os pontos By = (1,—0.33) e B2 = (1,1.12) pertencem a
¢ 1({—163/4}) e os pontos By = (1,0.48) e By; = (1,1) pertencem a ¢~ ({0}).

g. Note que o ponto Bj; pertence a curva y = 1/z, com x > 0, que é a componente

conexa i5, pois 1 — xy é um fator de ¢(z,y) = 0;
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Y1 61 0372736035 04 V4

Figura 4.17: Esbogo das curvas de nivel dos polinomios p e q.
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h. Como Bjs esta acima de us, segue que Bjs pertence a uma componente conexa vs de

q 1({—163/4}) satisfazendo us < vs;

i. Sejam v e v* as componentes conexas que contém os pontos By, Bg e By. Pelos
itens anteriores, existem 4 componentes conexas de ¢~ ({—163/4}) que satisfazem:
vy < vy < vz <0;epus < ;. Como ao todo existem somente 5 componentes do

conjunto ¢~ ({—163/4}), entdo v = v* = vy;

j- Seja 14 a componente conexa do nivel ¢~!({0}) que contém Bjy. Observemos que By
estd no segmento vertical [Ag, A1g], cujos extremos estao no conjunto p~*({0}) e
o ponto (0,0) nao tem pré-imagens, deste modo, 4 deve estar contida na regiao
limitada por 74 e v5. Como no segmento [Ag, Ajp] s6 existe uma raiz de V(y) = 0,
segue que ji4 € uma curva que se estende desde o ponto Q) até Q3 na compactificagao

de Poincaré.

Desta forma, a relagdo de ordem entre as componentes conexas dos niveis —163/4 e 0 de
qé
1 =V <Vy < g <3 V3 <Vy <[y € U5 =< Us.

Um esbogo das componentes conexas das curvas de nivel —163/4 e 0 de ¢ no disco de
Poincaré pode ser visto na Figura 4.18. As curvas em vermelho ilustram as componentes
conexas dos niveis —163/4 e as curvas em preto ilustram as componentes conexas do nivel

0.
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Figura 4.18: Curvas de nivel —163/4 e 0 de ¢ no disco de Poincaré.

Proposicao 4.2. O campo H, possui exatamente 4 m.c.R. Os bordos destas m.c.R sao

partes de vy e Vo, lg € U3, V3 € Uy, [lg € [U5.

Demonstragao. Considere a derivada de T'(z) = g(z, —0.5),

T'(z) = 19.75 — 83.252 + 99.1822 + 239.812° — 291.25z*
—270.372° 4 981.202% 4 1284.94x" — 442.822°
—1855.082 — 1561.72'0 — 667.442'" — 159.962'2
—20.502'3 — 1.092',

cujo grafico é dado na Figura 4.19.
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Figura 4.19: Esbogo do grafico de T"(x).

Resolvendo a equagao T"(z) = 0, obtemos as raizes —3.50, —2.74, —2.60, —2.18, —1.09,
e 0.74, que correspondem aos pontos D; = (—3.50,—0.5), Dy = (—2.74,—-0.5), D3 =
(—2.60,—-0.5), Dy = (—2.18,—0.5), D5 = (—1.09, —0.5) e Dg = (0.74, —0.5). Vemos que:

i. O ponto Dy € [Bs, B3] e ambos os pontos B, e Bs pertencem ao conjunto ¢~ ({—163/4}).
Como T'(z) > 0 no intervalo [Bs, D;) e T'(z) < 0 no intervalo (D, Bs, existe uma

m.c.R entre vy e 1o;

ii. O ponto D, € [By, Bs] e ambos os pontos B, e Bs pertencem ao conjunto ¢~ *({—163/4}).
Como T"(x) > 0 no intervalo [By, Dy) e T"(x) < 0 no intervalo (Dy, Bs], portanto,

existe uma m.c.R entre py e us;

iii. O ponto D5 € [Bg, B7] e ambos os pontos By e By pertencem ao conjunto ¢~ *({—163/4}).
Como T"(x) > 0 no intervalo [Bg, D5) e T'(z) < 0 no intervalo (Ds, By], desta forma,

existe uma m.c.R entre v3 e vy.

Considere a derivada de V(y) = ¢(1,y),

V'(y) = —4 — 148y + 1191y — 3335y + 6380y* — 8589y° + 8295y5—
5910y" + 2700y® — 750%°,

cujo grafico é dado na Figura 4.20.
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1.0

Figura 4.20: Esbogo do grafico de V'(y).

Resolvendo a equacao V'(y) = 0, obtemos as raizes: —0.02,0.25 e 0.84. Podemos ver
que existe um ponto D; = (1,0.84) tal que, se (1,y) € [Big, D7), entdao V'(y) > 0, e se
(1,y) € (D7, Byi], entao V'(y) < 0. As outras duas raizes nao se encontram em niveis

iguais. Assim, existe uma m.c.R entre py e us. Desta forma, obtemos 4 m.c.R. |

4.3 Retrato de Fase Global do Campo Vetorial H,

Utilizando a Proposicao 4.1, o estudos dos conjuntos de nivel de ¢ e o comportamento
topologico no infinito do campo vetorial H, nas cartas U; e Uz, obtemos o esqueleto
completo das separatrizes de P(H,) no disco de Poincaré, como pode ser visto na Figura

4.21.
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Figura 4.21: Esqueleto completo das separatrizes de P(H,) no disco de Poincaré.

Veja na Figura 4.22 o retrato de fase de P(H,) no disco de Poincaré obtido através do

software MATLAB [23].
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Figura 4.22: Retrato de fase de P(H,) no disco de Poincaré, obtido através do software
MATLAB..

As Proposicoes 4.1 e 4.2 e as analises feitas anteriormente conduzem naturalmente a

prova do Teorema 1.4.



Conclusoes

Nesta dissertacao, estudamos retratos de fase globais dos campos vetoriais polinomiais no
plano e a Conjectura Jacobiana Real Forte. Os campos vetoriais estudados estao asso-
ciados a aplicagao polinomial F' = (p,q) de Pinchuk a qual fornece um contraexemplo a
esta conjectura. Apos o estudo dos conceitos da Teoria Qualitativa de Equagoes Diferen-
ciais, da técnica do blow up e da compactificagdo de Poincaré, demostramos os Teoremas
1.3 e 1.4, nos quais descrevemos os retratos de fase dos campos vetoriais Hamiltonianos
associados as componentes p e ¢ da aplicagao de Pinchuk. Os Teoremas 1.3 e 1.4 foram
demonstrados usando informacoes do ntimero e também do comportamento assintotico

no infinito das componentes conexas dos niveis de p e de q.
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Anexo 1

Neste Anexo, apresentamos os calculos feitos para obter os campos vetoriais, apds os
sucessivos blow up’s, e construimos o retrato de fase local do campo vetorial Hamiltoniano

H

», sendo p de grau 10. Estes célculos, foram feitos no software Mathematica |22].
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Retrato de Fase Global do
Campo Hp

(* Polinémios homogéneos de maior grau =x)

PHM[f_, x_, y_] := Module[{], d, h, t, s, r},
s = Sort[Variables[f]][[1]];
r = Sort[Variables[f]1][[2]];
d = Abs [Exponent[f /. {s>t, r> t}, t]];
j = (Normal[series[f /. {s>ts, r->tr}, {t,0,d}]] /. t->1)-
(Normal[Series[f /. {s>ts, r>tr}, {t,0,d-1}]] /. t>1);

h=3/. {s>x, r-y};
Return[h] ]

(» Polinémios homogéneos de menor grau x)

PHm[f_, X_, y_] := Module[{], d, h, t, s, r},
s = Sort[Variables[f]][[1]];
r = Sort[Variables[f]][[2]];
d = Abs[Exponent[f /. {s>1/t, r-> 1/t}, t]];
j = (Normal[Series[f /. {s>ts, r->tr}, {t,0,d}]] /. t>1);

h=3/.{s->X,r-y};
Return[h] ]

(* Matriz jacobiana x)
J[f_,8_,%x_,y_] :=Module[{s, r, j, h},
s = Sort[Variables[f]1][[1]];
r = Sort[Variables[f]][[2]];
j = {{D[f, s], D[f, r1}, {D[g, s]1, D[g, r1}};

h=3/. {s>»>Xx,r-y};
Return[h]]
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2 | Retrato de fase Hp.nb

Polindbmio de Pinchuk

PIX_s ¥y_1:= (Cy-x+1) (x*y? -3x3y*+2x%y? +3X%y -2xy -x +y)
(» Derivadas de p com respeito a x e y x)

Simplify[D[p[X, ¥1, x]]
~1-3y-20x"y?+6X°y*+12X°y? (2+y) -3X7y (4+7y) +2x (1+5y+3y?)
Simplify [D[p[x, y1, y11]

1-3x-12x°y*+4x5y>+3x%y (4+43y) +x* (5+6y) -2x> (2+7y)

(* Polindémios P e Q x)

PPIX_, ¥y_] :=-(1-3x-12x°y?+4x°y*+3x*y (4+3y) +X> (5+6y) -2 (2+7y))
QqIx_, y_1:=-1-3y-20x*y’+6x°y*+12x°y? (2+y) -3x?y (4+7y) +2x (1+5y+3y?)
(» Campo hamiltoniano Hp =*)

Hp[x_, y_1 := {Pp[x, Y1, Qq[X, y]}

Calculoscom P e Q

(» Polindémios P e Q x)
P=-(1-3x-12x"y?+4x°y>+3x"y (4+3y) +x> (5+6y) -2 (2+7y));
Q=-1-3y-20x"y’+6x°y*+12x3y? (2+y) -3x?y (4+7y) +2x (1+5y+3y?);
(* Polinémios homogéneos de P e Q de maior grau =)

PHM[P, X, y]

_4x5y3

PHM[Q, X, y]

6X5y4

(* Fungdo F *)

PHM[Q, 1, u] -uPHM[P, 1, u]

10 u*

(* Grau de P e Q *)

d = Exponent[P /. {x > t, y » t}, t]

(*» Raizes da F )
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Retrato de fase Hp.nb

Solve[PHM[Q, 1, u] —uPHM[P, 1, u] == 9, u]

{{u-0}, {u-0e}, {(u-0;}, {u->0}}

(* Concluimos que a origem é o Unico ponto
singular infinito do campo vetorial Hp na carta Ulx)

(» Campo vetorial na carta Ul x)

PU1 = Expand [v* (—u (P /. {x- %, y- 3}) + (Q /. {x> %: y- 3}))]

1out-32u3vi+21udvi+36ulvi-35ulvP-16uve+12ulve+15uv’ +2vB—BuvE-viiuV®
d+1 1 u
QU1=Expand[-v P/.{x>=,y-=} ]
v v

403v-12ulVvi+9ulv+12uve -14uvl-4v7 s 6uv’ +5vE - 3Vv0 4 V10

(» As expressdes acima (PU1; QU1) correspondem ao campo vetoria1(3.1) o k)
(» A parte linear do campo vetorial (3.1) na origem =)

J[PU1, QU1, O, 0]

{{0, 0}, {0, 0}}

(*Assim, a origem é uma singularidade linearmente nula =x)

(» Blow-up no campo vetorial (3.1) na direcdo x. =)

BU1 = Simplify[PUl /. {u>u, V- uw}]

| 3

u* (10-32uw’ +ubw’ - P w® (6+w) + 30w (7+12w) -uPw (35+16w) +utwS (12+15w+2w?))

BU2=Simpli-Fy[1 ((QU1/. {u>u,v-> uw})-w(PUL/. {u>u, v> uw}))]
u

WCw (-6+20uw?+uPw® (3w) 1202w (1+2w) +303 W (7+4w) -2u*w® (3+5ww?))
(* Cancelando o termo u3 )

BU11 = Expand [BU1 / u’]

10u-32uiw?+21uPwi+36udwt -35utw -
leu*wl+12uPwl+ 15U w +2uP w6 ulwd - ubw +u’w

BU22 = Expand [BU2 / u?]

—ew+20uwP 120wt -24uPww 213wl 1203w e utw - 10 utwE - 2ut w3 Ul wd Ut wtl

(* Jacobiano de (BU1,BU2) em (u,v)=(0,8) x)

3[BU11, BU22, O, 0]
{{10, 0}, {0, -6}}

(*A origem é uma selax)
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4 | Retrato de fase Hp.nb

Clear[BU11, BU22, BU1, BU2]

(» Blow-up no campo vetorial (3.1) na direcdo y«)

BU12=S:i.mp1i-Fy[1 ((Pu1 /. {u>uw, v>w})-u(QUl/. {u>uw,v->w}))]
W

-w (Ut (24w w4 uwlw (-5+3w) -3uPw (8-7w+2wW) +uw (12-10w+3w))
BU23 = Simplify[QUl /. {u->uw, Vv > w}]

wh (4P +3uPw (-4+3w) +2uw? (6-7w+3w) +w (-4+5w-3w +w’))

(* Cancelando o termo w3 )

BU13 = Expand [BU12 /w®]
6ut-20udw+24ulwrr12udw-12uwP-21ulwdr2wtr10unwt Ui wt - w -3 uw’

BU24 = Expand [BU23 /w?]

4dw-12uw?+12unwP+ oW 4wt - 14uwt 5w+ 6UuwW - 3w +w

(» As expressdes acima (BU13; BU24) correspondem ao campo vetorial(3.2).s)
(xPontos de equilibriox)

Solve[{BU13 == @, BU24 == @, w == @}, Reals]

{{u-0,w->0}}

J[BU13, BU24, @, 0]
{{e, 0}, {0,0}}

(» A origem é uma singularidade linearmente nula. Outro blow up é necessario fazer.x)
(xPrimeiro, o blow up no campo vetorial (3.2) na direcdo x. x)

BU31 = Simplify[BU13 /. {u>u, W uw}]

u* (6-20w+12 (2+u)w? -3 (4+7u) w>+2 (1+5u+3u”)wh-u (1+3u)w’)

BU32=Simplify[l ((BU24 /. {u>u, w-uw})-w (BU13 /. {u—»u,w—»uw}))]
u

WCw (-2+8w-3 (4+u) w+ (8+7u)w - (2+5u) wh+uw +udwb)

(* Cancelando o termo u3 )

BU311 = Expand [BU31 / u?]

6u-20uw+24uw’ +12uPw?-12uw?-21ulw+2uwr+10ul w6 P wr-uiw -3udw
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BU322 = Expand [BU32 / u?]

2w+8w 12w -3uw + 8w+ 7uwt - 2w - 5uw ruwt + uPw

(» As expressdes acima (BU311; BU322) correspondem ao campo vetorial(3.3).s)
(* Calculando pontos de equilibrio =*)

Solve[{BU311 =- 9, BU322 == 9, u == 8}, Reals]
{{lu-0,w->0}, {(u-0,w->1}}

(» Obtemos duas singularidades, (0,0) e (@,1). x)
(» Linearizando no ponto (u,w)=(9,0)x)

J[BU311, BU322, @, 0]
{{6, 0}, {0, -2}}

(* Linearizando no ponto (u,w)=(@,1) =)

J[BU311, BU322, @, 1]
{{e, 0}, {0,0}}

(xFaremos o blow up no campo vetorial (3.2) na dire¢ao yx)

BU1311 = Simplify|

= |R

((BU13 /. {u > uw, w-w}) -u (BU24 /. {u—»uw,w—»w}))]

WP (-2-2ut U’ (8-3w) WU (-1247wW) +u (8-5w+w))
BU241 = Simplify[BU24 /. {u-> UW, W - W}]
wh(-4+40+5w-3w +w+3U% (-443wW) +2u (6-7w+3w))
(*Cancelando o termo w3 x)

BU13111 = Expand [BU1311 /w’ ]
2-8u+12u?-8ud+2ut-w+Suw-7uvlw+3udw-uw’

BU2411 = Expand [BU241 /w® |

“Aw+12uw-12 Ul w+4 P w+5w-14uw?+9ulw 3w+ 6uwd +wt
(*Pontos de equilibrio =x)

Solve[{BU13111 =- @, BU2411 == @, w == @}, Reals]
{{u->1,w->0}}

(A singularidade (1,8) serd estudada na direcdo x. =)

(* Assim, no ponto (0,1) faremos outro blow up. Para simplificar as contas,
fazemos a translagdo (u,w)=(u,v+1). *)
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6 | Retrato de fase Hp.nb

BU312 = Expand[BU311 /. {u>u, w-> v+1}]
3uwd-4ulv+oudv-urviieuwdvi-duviiouivi—euwdvii2uvtiasuiviooudviouive -3udye
BU313 = Expand[BU322 /. {u>u, w->Vv+1}]

wB+7udv-2uv+21u3vi-osuvi+35udvic
2vA—3uvA 35 udvi o 2vi ruve #2103V ruve 7 U3 Ve L U3V

(x As expressdes acima (AU312 ; AU312) correspondem ao campo vetorial(3.4).x)

J[BU312, BU313, 0, 0]
({0, 0}, {0,0}}

(» Jacobiano de (BU3121,BU3131) em (u,w)=(0,1) *)

(*Assim, precisamos outro blow up.=x) (* Primeiro,
o blow up no campo vetorial (3.4) na direcdo x. =)

BUA41 = Simplify[BU312 /. {u—>u, V- uw}]
“U (<34 (4-9ujw+ (u-6UP)wru (4-9u+6u)w+u? (-2-5u+9u’)wut (1+3u)w)
BU42=Simp1ify[% ((BU313 /. {u>u, v->uw})-w (BU312 /. {u->u, v—>uw}))]
W (14 (-3+7u)w+ (2-9u+21u?)w>+u (-4-6u+35u%) W+

u(2-12u+6u+350 ) whru? (-4-4u+9u”+2103) wHu? (2+3u+7 U)Wl U’ W)
(*+ Cancelando o termo u? )
BU411 = Expand [BU41 / u?]
3u-d4uw+outw-wwrbww -4uwtw oW -eutw s 2wt 5 Ut 9w Wt - P w -3 Ut W
BU412 = Expand [BU42 / u?]

1-3w+7uw+2w?-9uw?+21ulw?-4uw’-6u?w +35u3wl+2uw*-12uwt+
eulwt+35 0w -4l w 4w+ outw + 21Ut w2 ut Wl + 3P w8 + 7 Ul Wl U7 W
(» Pontos singulares. =x)

SO].VG[{BU411 == 0, BU412 == O, u = 0}]

L, use, wo1y)

Hue@,Wez

(» Pontos singulares: (@,1);

(0,%) que serdo estudadas fazendo o blow up na diregdo y. =)

(Agora, estudaremos o blow up do campo vetorial (3.4) na direcdo y=)
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Retrato de fase Hp.nb

BU51 = Simplify[l ((BU312 /. {u>uw, v>w})-u (BU313 /. {u->uw, v->w}))]
w

—uw? (2 (1-2w) w+3u? (-1+w) (1+w)4+u3 (1+w)7+2u (1+w)2 (1—4w+w2))
BU52 = Simplify[BU313 /. {u> uw, Vv -» w}]
w? (1+w) (—2w+u (-2+w) (1+w)2+u3 (1+w)6)

(xCancelando o termo w?x)

BU511 = Expand [BU51 / w?]

2ure3dd vt —2uw+duiwroudw-o7utwrduwt s 120wl 6 udw? - 21 utw? +
4awioewdw -3 utwio2uwiwt-oouwdwt 35wt w3 Ui w — 21wt Wt - 7 ut e — Ut W

BU512 = Expand [BU52 /w?]

2uw+dw-2w-suw+ 7w 2w -3 uwd+
2103w +uwt + 353w+ uw + 3503w + 21 udwl + 7ud W+ ud B

(» As expressdes acima (BU511; AU512) correspondem ao campo vetorial(3.5).s)
(* Calculando pontos singulares. =x)

Solve[ {BU511 == @, BU512 == 9, w == 0}, Reals]

{{lu-0,w->0}, {(u->1,w-0}, {u-2,w->0}}

(» Este campo vetorial possui trés singularidades localizadas nos pontos(l,e),
(2,0)e na origem. )

(* Calculando a parte linear em cada ponto singular .x*)
J[BU511, BU512, 1, 0]
{{1, 4}, {0, -1}}

J[BU511, BU512, 2, @]
{{-4, -28}, {0, 4}}

3[BU511, BU512, @, 0]
({0, 0}, {0, 0}}

Eigensystem[{{1, 4}, {0, -1}}]

{{-1, 1}, {{-2, 1}, {1, 0}}}

Eigensystem[{{-4, -28}, {0, 4}}]

{{-4, 4}, {{1, 0}, {-7, 2}}}

J[BU511, BU512, O, 0]
{{0, 0}, {0, 0}}
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8 | Retrato de fase Hp.nb

(*Assim, é preciso fazer outro blow up =*)
(* Primeiro, o blow up no campo vetorial (3.5) na direcdo x. =)

BU61 = Simplify[BU511 /. {u->u, Ww- uw}]

w210 W 7w W 42 (1ew) +utwt (3543w) +uPw? (35+9wW) +
u? (1—9w—12w2) +udw (7—6w—4w2) + u® w? (21+6w+2w2) -u <3+4w+4w2>)

BU62=Simp1ify[1 ((BUS12 /. {u>u, w-uw}) -w (BUS11 /. {u>u, w-uw}))]
u
u?w (42u"’w5+14u7w"’+2u8w7+u5w4 (70+3w) +utw? (70+9w) +
U(2-9w-15w?) +u?w (14-6w-3w”) +3U W (14+2w+w”) -3 (1+3w+2w?))
(*Cancelando o termo u? x)

BU611 = Expand [BU61 / (u?)]

“2+3u-Uw-2w+duw+9ulw-7udw+duwt+ 12w 6w -21utw? +
9

4w —eutwd o35 urw 2wt Wt —outwt - 35 bWt -3t w21 U7 we -7 uB b - Ut W

BU612 = Expand [BU62 / (u?)]

“B3w+2uw-9w?-9uwr+14ulw-6wr-15unwi-6utw +42udwi-o3ulwt+
eulw*+70utwt +3udwroutww+70 U W 3 Ut Wl +42ub Wl - 14 U7 W+ 2 uB wd

(» As expressdes acima (BU611; BU612) correspondem ao campo vetorial(3.6).x)
(xPontos de equilibriox)

Solve[ {BU611 == @, BU612 == @, u == 0}, Reals]

{{fu->0,w->-1}}

(» 0 campo vetorial (3.6) tem uma singularidade

no ponto (@,-1).Tal singularidade tem parte linear. «)

J[BU611, BU612, O, -1]
({3, -2}, {4, -3}}

Eigensystem[{{3, -2}, {4, -3}}]

{{-1, 1}, {{1, 2}, {1, 1}}}

(» Faremos um blow up do campo vetorial (3.5) na direcdo yx)

BU71 = s:implify[1 ((BUS11 /. {u—>uw, w->w}) -u (BUS12 /. {u->uw, w-w}))]
W

—uw? (—6+3u (-3 +w) (1+w)2+3u2 (-1+w) (1+w)4+2u3w (1+w)7)
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BU72 = Simplify[BU512 /. {U-> UW, W > W}]
w? (1+w) (—2+u (-2 +w) (1+w)2+u3w2 (1+w)6)
(*Cancelando o termo w? *)

BU711 = Expand [BU71 / (w?) ]

6u+9u+3ud+15ulw+9udw-2utw+3ulwli+6udiw?-14utw?-3ulw -
eulwP-a2utw-9ddwt-70utwt-3udw 70Ut w - 42 ut w14t w - 2utwd

BU722 = Expand[BU72 / (w?)]

—2-2u-2w-5uw-3uw+wrw+ruw+ 70w+
uw* 210w 353w+ 353wl 213w 7 U W uP W

(xPontos de equilibriox)
Solve[ {BU711 == 9, BU722 == @, w == 0}, Reals]
{{u->-1,w->0}}

(» Note que s6 tem um ponto singular (—1,0), que ja foi estudado na diregao xx)
(*Carta U2x)
(* Fungao G x)

G = PHM[P, u, 1] - uPHM[Q, u, 1]
-10u®

(» Raizes da G x)

Solve[PHM[Q, 1, u] —uPHM[P, 1, u] == 9, u]

{{u-#0}, {u-0}, {(u-0}, {u-0}}

(» Campo vetorial na carta U2 x)
. . d u 1 u 1
AU1 = Simplify [V ((P /o {x>=,y> —}) -u (Q /o {x>=,y> —})]]
v v v v
—1out+32uw v vl ruv® (6+v) -3utV (7+12v) +uPV® (35+16V) U’ Ve (12+15v+2v2)
N . d+1 u 1
AU2 = Simplify[-v¥*! [Q /. {x > =,y > =}]]
v v
v(-6ut+20ut v+ vE (34v) 1203V (142V) +30PV (7+4V) -2uV® (3+5Vv+Vv2))
(» As expressdes acima (AU1l; AU2) correspondem ao campo vetorial(3.7).x)
(*Calculando a parte linearsx)

J[AU1, AU2, O, O]
{{e, 0}, {0,0}}
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(* A origem é uma singularidade linearmente nula.=x)
(*Faremos blow up no campo vetorial (3.7) na direg¢ao x. =x)

AU11 = Simplify[AUl /. {u>u, V- uw}]
w (-10+u (32-21w) Wi u? (—2+w) Wl P wt (-36+35w-12w) - WP Wt (16 + 15w - 6w’ + W) )

AU12=Simpli-Fy|:l ((AU2 /. {u>u, v> uw}) -w (AUL /. {u>u, v uw}))]
u

uww <4+3uw2 (—4+3w) s2uwt (6-7w+3w) +ulwe (—4+5w—3w2+w3))
(* Cancelando o termo u° =)

AU111 = Expand [AU11 / u®]

~10u+32utw?-21uiwd 36w+ 35U W -
12wl +16utwl-15utw +6utwd—2uP Wl - utwl Ut w

AU122 = Expand [AU12 / u®]
4w-12uw?+9uw+ 12w -14ulwl 6 ulw 4P w +5udwE -3 ud w4 udwl®
(xPontos de equilibriox)

Solve[{AU111 == @, AU122 == @, u == @}, Reals]

{{u-0,w->0}}

(* Linearizando o ponto (0,0). *)

J[AU111, AU122, O, @]
{{-1e, @}, {0, 4}}

(*Assim, a origem é uma singularidade hiperbélica do tipo sela. x)

(»Agora, blow up do campo vetorial (3.7) na diregao yx)

AU21=S:i.mp1i-Fy[1 ((AUL /. {u>uw, v>w})-u (AU2 /. {u->uw, v->w}))]
W

W (-4ut+ 120 w-w +3uw 20w (7+2w) -3utw (3+4w) -uPw (6+5w))

AU22 = Simplify[AU2 /. {Uu-> uw, V - w}]

wé (-6u+20utwrw? (3+w) 120w (1+2w) +3uw? (7+4w) -2uw? (3+5w+w))

(* Cancelando o termo w>. x)

AU211 = Expand [AU21 /w®]

4w —outwr12uwrw-6uiwi+14ud w120t Wt w3 uw -5 uiwd 4 udwd
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AU222 = Expand [AU22 /w®]

—euwrw-12udwi+20ut W -buwd 21 ulw o243 wP 3wt - 10uwt s 120w w - 2uw

(» As expressdes acima (AU211; AU222) correspondem ao campo vetorial (3.8).x)
I[AU211, AU222, @, O]
{{0, 0}, {0, 0}}

(*Outro blow up. Primeiro blow up do campo vetorial (3.8) na diregao x =x)
AU31 = Simplify[AU211 /. {U> U, W uUW}]
u? (4u3 (—1+w)3+3u (-2+w) w?-w?+uPw (—9+14w—5w2))

AU32=Simpli-Fy[l ((AU222 /. {u>u,w>uw}) -w (AU211 /. {u>u, w-uw}))]
u

u?w (—2u3 (—1+w)4+u2 (-3+w) (—1+w)2w+w3)

(*cancelando o termo u?x)

AU311 = Expand [AU31 / u?]
“4uvt-oudw+2utw-bulw+14ud w120t wl —uwr 3P wd -5 U W 4 utwd

AU322 = Expand [AU32 / u?]
203w-3uwirsddwri7tw o223 W e wtosutwt s udwt utwe - 203w

(xAs expressbes acima (AU311; AU322), correspondem ao campo vetorial (3.9).x)

J[AU311, AU322, O, 0]
{{0, 0}, {0,0}}

(*A origem é a Unica singularidade e possui parte linear identicamente nula. x)

(xFaremos primeiro blow up do campo vetorial(3.8) na diregao y. x)

AU31ly = simplify[1 ((AU211 /. {u>uw, w>w}) -u (AU222 /. {u>uw, w-w}))]
w

w?(-1-uw?-8uwl+2utw+ulw? (5+2w) +3utw (1+4w) -uPw (7+8w))

AU32y = Simplify[AU222 /. {U-> UW, W W}]

wh (34w+20ut Wi -6U W -12Uw (1+2W) +3UPW (7+4wW) -2u (3+5w+w))

(xcancelando o termo w? x)

AU31y = Expand [AU31y /w? |

“1-uw?ssuiw -7 we3ut Wi 2uiwios i wr i 12ut w8 ut WP 2ub WP
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AU32y = Expand [AU32y /w? |
3w-6uw?+w -10uwP+21uw-12u3wP-2uwt+ 120wt - 24P w20 Ut Wt - 6 Ut W
Solve[ {AU31ly == 9, AU32y == @, w == 0}, Reals]

{3

(* Nao ha singularidades. =*)
(xFaremos o blow up do campo vetorial (3.9) na direcdo x. x)

AU41 = Simplify[AU311 /. {U> U, W-> Uuw}]

ut (<443 (-3+4u)w-2(3-7u+6u*)w+ (-1+3u-5u*+407) W)

AU42=Simpli-Fy[l ((AU322 /. {u>u, w- uw}) -w (AU311 /. {u>u, w-> uw}))]
u

“WPW (=24 (-6 +AU) W (-6 +7U) W (-2+3u-4U)wPau? (-142u) W)

(*Cancelando o termo u? x)

AU411

Expand [AU41 / u?]
“4u-9uw+12ulw-6uw?+14uw -2 W —uw + 3w -sudwdi4utnd

AU422 = Expand [AU42 / u?]

2w+bw —4uwr+6w -7uwP 2wt -3uwt 4wt w20t w

(» As expressdes acima (AU411; AU422) correspondem ao campo vetorial(3.10).x)
(*Pontos singularesx)

Solve[ {AU411 == @, AU422 == @, u == @}, Reals]

{{fu-0,w->-1}, {u-0,w->0}}

(» Duas singulares: (0,0)e(@,-1).%)
J[AU411, AU422, O, @]
{{’4) 0}) {0) 2}}

Eigensystem[{{-4, 0}, {0, 2}}]

{{-4, 2}, {{1, @}, {0, 1}}}

J[AU411, AU422, O, -1]
{{0, 0}, {0, 0}}

(*Faremos blow up do campo vetorial (3.9) na diregao yx)
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AU4ly = Simpli-Fy[l ((AU311 /. {u>uw, w>w}) -u (AU322 /. {u>uw, w-w}))]
w

uwl (—2+3u (-2+w) +20? (—1+w)3 (1+w) -u? (6—7w+w3))

AU42y = Simplify[AU322 /. {U> UW, W W}]

(1+u2 (-3+w) (-1+w)?-203 (—1+w)4) wt

(xCancelando o termo w3x)

AU41ly = Expand[AU4ly /w?]
2u-6ut-6ud-2ut+3ulw+7lw+autw-wdw-4utwd e 2utwt
AU422y = Expand [AU42y /w?]
w-3uww-2udw+7utw?+8udwi-suiw o123 wuiwt+8udwt - 203w

(*Pontos singularesx)

Solve[ {AU411ly == @, AU422y == O, w == @}, Reals]

{{u->-1,w->0}, {uUu-0,w->0}}

(* As singuaridades serdo analizadas na diregao xx)

(Analizando o campo vetorial (3.1e),
obtemos que a singularidade no ponto (0,—1) é linearmente nula.x*)

(*Para estudar esta singularidade,
faremos uma translacao do ponto (0,—1) para a origem.x)

AU51 = Simplify[AU411 /. {u->u, w-Vv-1}]

u (4u3 (-1+v)?>-v2 (34v) -u? (-1+Vv)? (7+5V) +u (-1-7v+5v2+3v3))
AU52 = Simplify[AU422 /. {u>u, w-Vv-1}]

(-1+v) (~2u® (~1+v)* e 2vieu® (14v)? (34v) su (ve2v2-3V))
AU511 = Expand [AU51]

—u2-7ud-4ut-7uiv+9ddve12utv-3uvie
Sulvi+e3udvio12utviouvia3uiVviosudvia4uty?

AU522 = Expand [AU52]

3uw+2ut-uv-11vdv-10utv-uvi+14udvii20utvi-2Vv3 .
suvi—eudvi-20utvii2vi-3uviouwdviitoutvi e udve 22Uty

(*As expressdes acima (AU511; AU522) correspondem ao campo vetorial (3.11). *)
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J[AU511, AU522, @, 0]
{{0, 0}, {0, 0}}

(» Outro blow up é necessario fazer. *)
(» Blow up no campo vetorial (3.11) na direcdo x. =)

AU61 = Simplify[AU511 /. {u>u, V- uw}]
u? (—1+4u5w3—u4w2 (12+5w) +3udw (4+w+w2) -u (7+7w+3w2) - u? (4—9w—5w2+w3))

Au52=Simplify[l ((AU522 /. {u>u, v->uw})-w (AU511 /. {u>u, v->uw}))]
u

—u? (-3-7w-6w -w 22U w5 Ut W (44 w) —utwt (10 +w) -
Ww (20+6W+5w) +uPw (10-2w+3w +6W) +u (-2+7w+9w - 3w!))
(xCancelando o termo u?x)

AU611 = Expand [AU61 / u?]

~1-7u-4u?-7uw+9ulw+12udw-3uw?+
sulw?+3udw-12utwl-uwwe3wdw-sutwiiauww?

AU622 = Expand [AU62 / u?]

3+2u+7w-7uw-10ulw+6w?-9uw?+2ulw?+20udw?w-3uwd
eulwP-20ut Wi +3uwt-—euiwtasudwtosutwt 10Ut Wi utwe - 2ub W

Solve[ {AU611 == @, AU622 == O, u == @}, Reals]

{3

(*Nao temos singularidadesx)

(xAgora o blow up no campo vetorial (3.11) na diregdo y. *)

AU71 = Simplify[l ((AU511 /. {u—>uw, v>w}) -u (AUS22 /. {u->uw, v->u}))]
W

u w? (—1—3w+2u4 (—1+w)5w—u2 (—1+w)2 (7+5w) +6u (-1+w?) -u? (—1+w)3 (—3—2w+w2))
AU72 = Simplify[AU522 /. {U->UuwW, V- W}]
—(-1+w) W (—2w+2u4 (—1+w)4w2—u3 (—1+w>3w (3+w) +u (—1—2w+3w2))

(*Cancelando o termo w2x)

AU711 = Expand [AU71 / w?]

—u-6u-7u3-3ut-3Buw+9udwr7utw-2uiwreui w3 Wi wlo2ut w4
ouwrw -5s5uwdw-6utwi-20uwesutwt 200wt —utwe 10Ut W 22Ut Wl
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AU722 = Expand [AU72 / w?]

—u-2w-uw+3UuWrw+2w +5uw -11uiwl+2utw? -3 uw +
1w -10utwi-euiwt+20utwt P w -20ut W+ P Wl 10 Ut b - 2 ut W

(xAs expressdes acima (AU711; AU722) correspondem ao campo vetorial (3.12).x)
(*Pontos singularesx)

Solve[ {AU711 == 9, AU722 == @, w == O}, Reals]

{{u-0,w->0}}

J[AU711, AU722, O, O]
{{-1, 0}, {-1, -2}}

Eigensystem[{{-1, 0}, {-1, 0}}]

{{-1, e}, {{1, 1}, {0, 1}}}

(* Singularidade hiperbélica do tipo né atrator. x)
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Anexo 11

Neste Anexo, apresentamos os calculos feitos para obter os campos vetoriais, apds os
sucessivos blow up’s, e construimos o retrato de fase local do campo vetorial Hamiltoniano

H

¢» sendo ¢ de grau 25. Estes calculos, foram feitos no software Mathematica [22].
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Retrato de Fase Global do
Campo Hq, sendo g de grau 25

(xPolionomios de maior graux)

PHM[f_, x_, y_] := Module[{], d, h, t, s, r},
s = Sort[Variables[f]][[1]];
r = Sort[Variables[f]1][[2]];
d = Abs [Exponent[f /. {s>t, r> t}, t]];
j = (Normal[series[f /. {s>ts, r->tr}, {t,0,d}]] /. t->1)-
(Normal[Series[f /. {s>ts, r>tr}, {t,0,d-1}]] /. t>1);

h=3/. {s>x, r-y};
Return[h] ]

(*Polionomios de menor graux)
PHm[f_, X_, y_] := Module[{], d, h, t, s, r},
s = Sort[Variables[f]][[1]];
r = Sort[Variables[f]][[2]];
d = Abs [Exponent[f /. {s>t, r> t}, t]];
For[i =0, 1isd,i++, {
j = (Normal[Series[f /. {s>ts, r->tr}, {t,0,i}1]1 /. t->1);
If[SameQ[j, O] == False, Break[]] }],

h=3j/.{s>Xx,r-y};
Return[h] ]
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( Matriz Jacobiana)

J[f_,8_,X%_,Yy_] :=Module[{s, r, j, h},
s = Sort[Variables[f]][[1]];

r = Sort[Variables[f]][[2]];

J={{D[f, s], D[f, r]}, {D[g, s], D[g, r]}};

h=3j/. {s>Xx, r-y};
Return[h]]

Polindmio de Pinchuk

(* Polinomio de Pinchuckx)

(xDefinigdo de tx)

t=xy-1;

(*Definig¢ao de hx)

h=t(xt+1);

(*Definigdo de fx)

f=(xt+1)n2(tr2+y);

(*Defini¢ao de u, que chamaremos aqui de ax)

A

a=91h"2+69h"3+75h

4+5-Fh(34+3h(13+5h));

qlx_, y_] := Expand[-t~2-6th (h+1) -a]
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Expand[q[X, y]]

-134x3 +

2
33 % —75x5+50y - 164xy + 417 X2y - 946 X3 y + 1629 x* y -

a4
33 61x+ 645 x°
4 4

2,2 4,2
1740 x5y + 750 x° y — 5 x y2 + %L ~ 14853 y? + 89532" 8085 x5 y? + 8115 x® y2 -

3375 x” y2 + 30 x2 y3 - 560 x> y? + 3688 x* y3 - 11936 x® y* + 21805 x°® y* - 21630 x” y* + 9000 x® y> -
4 \,4 6 4 8 /4
75%3 y* + 35254x ' 5400 x5 y* + 3683?2:x y 735385X7y4+7297§x Y' 15750 %7 y4 -

450 x> y® + 3975 x® y® - 16298 x” y° + 35679 x® y° - 40530 x° y° + 18900 x1° y°> - 1125 x” y© +
8 /6
15 373 X2Y? 21959 x? y6 + 29715 x2® y6 — 15750 x*! y6 — 1500 x° y7 + 7575 x1° y7 — 13890 x11 y7 +

12,8
9000 x12 y7 — 1125 x11y8 ; 13 9454" ~3375 x33 y8 _ 450 x13 y + 750 x4 y© - 75 x15 y10

(*» Derivadas de q com respeito a x e y =*)

Simplify[D[q[x, ¥]1, X]]

-61-164y - 5y*+ 10500 x** y® - 1125 x** y*® - 2925 x*? y® (15+2y) +

45 x'y’ (2400 + 1003 y) - 165 x*° y°® (1050 + 926y + 75 y*) + 150 x° y> (1260 + 1981y + 505 y*) +
X (199 + 834y + 569y +60y>) - 9x®y* (15750 + 40530y + 21959 y* + 1500 y*) +

12x7y? (6000 + 24325y + 23786 y* + 5125y?) - 3x* (134 + 946y + 1485 y® + 560 y> + 75 y*) -
7x%y? (3375+21630y + 35385 y® + 16298 y> + 1125 y*) +

x> (645 + 6516 y + 17906 y> + 14752 y> + 3525 y*) +

3x°y (1500 + 16230y + 43610 y> + 36833 y> + 7950 y*) -

5x* (75+ 1740y + 8085 y” + 11936 y° + 5409 y* + 450 y°

Simplify[D[q[x, y1, Y]]

50 + 6750 x™* y® - 750 x y® - 1350 x y’ (20+3y) -2x (82+5y) +
30 x'?y® (2100 + 1003 y) + x> (417 + 569y + 90 y*) - 30 x'' y> (3150 + 3241y + 300 y*) +
105 x'° y* (900 + 1698y + 505 y?) - 2 x> (473 + 1485y + 840 y* + 150 y°) -
42x°y? (1500 + 4825y + 3137 y* + 250 y*) + 15 x® y* (1860 + 9730y + 11893 y* + 3075 y*) +
x* (1629 + 8953y + 11064 y* + 3525y>) - 6 X° (290 + 2695 y + 5968 y* + 3606 y* + 375 y*) -
10x’y (675+ 6489y + 14154y + 8149 y> + 675 y*) +
x® (750 + 16230y + 65415 y* + 73666 y* + 19875 y*)

(* Polin6émios P e Q %)

Ppix_, y_1:=
- (5@ + 6750 x** y® - 750 x** y® - 1350 x**y” (20+3y) -2x (82+5y) +30x*?y® (2100 + 1603 y) +

x* (417 + 569y + 90 y?) - 30 x'' y° (3150 + 3241y + 300 y?) +
105 x*° y* (900 + 1698y + 505 y?) - 2 x> (473 + 1485y + 840 y* + 150 y*) -
42 x° y* (1500 + 4825y + 3137 y* + 250 y*) + 15 x® y* (1800 + 9730y + 11893 y” + 3075 y*) +
x* (1629 + 8953y + 11064 y* + 3525 y*) - 6 x> (290 + 2695 y + 5968 y* + 3606 y + 375 y*) -
10x’y (675 + 6489y + 14154 y* + 8149 y> + 675 y*) +
x® (750 + 16230y + 65415y’ + 73666 y* + 19875 y*) )
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Qq[x_, y_] :=-61-164y-5y”+10500 x** y° - 1125 x** y*® - 2925 x*?y® (15+2y) +
45 x''y” (2400 + 1003 y) - 165 x'° y® (1050 + 926 y + 75y*) + 150 x° y°> (1260 + 1981y + 565 y*) +
x (199 + 834y +569y* + 60 y>) - 9x®y* (15750 + 40530y + 21959 y* + 1500 y*) +
12x7 y* (6000 + 24325y + 23786 y> + 5125y*) - 3x* (134 + 946y + 1485y* + 560 y° + 75 y*) -
7x%y? (3375+21630y + 35385y® + 16298 y* + 1125 y*) +
x> (645 + 6516 y + 17906 y* + 14752 y> + 3525 y*) +
3x°y (1500 + 16230y + 43610 y* + 36833 y> + 7950 y*) -
5x* (75 + 1740y + 8085 y* + 11936 y> + 5409 y* + 450 y°)

(* Campo Hamiltoniano =*)

Halx_, y_1 := {Pp[x, y1, Qq[x, y1}

P=-(50+6750x"*y® - 750 x"°y° - 1350 x>y’ (20+3y) -2x (82+5y) +
30 x'?y® (2100 + 1003 y) + x> (417 + 569y + 90 y?) - 30 x*' y> (3150 + 3241y + 300 y?) +
105 x*° y* (900 + 1698y + 505 y?) - 2> (473 + 1485y + 840 y* + 150 y*) -
42 x° y* (1500 + 4825y + 3137 y* + 250 y*) + 15 x® y* (1800 + 9730y + 11893 y* + 3075 y*) +
x* (1629 + 8953y + 11064 y* + 3525 y*) - 6 x> (290 + 2695 y + 5968 y* + 3606 y> + 375 y*) -
10x’y (675 + 6489y + 14154y + 8149 y* + 675 y*) +
x® (750 + 16230y + 65415 y” + 73666 y* + 19875 y*) ) ;
Q= -61-164y-5y>+10500 x**y? - 1125 x** y*® - 2925 x*?y® (15 +2y) +
45 x*'y’ (2400 + 1003 y) - 165 x'° y® (1050 + 926 y + 75 y*) + 150 x° y> (1260 + 1981y + 505 y*) +
x (199 + 834y +569y* + 60 y>) -9 x®y* (15750 + 40530y + 21959 y* + 1500 y*) +
12x’ y* (6000 + 24325y + 23786y + 5125y>) - 3x* (134 + 946y + 1485 y* + 560 y° + 75 y*) -
7x%y? (3375 +21630y + 35385 y* + 16298 y* + 1125 y*) +
x> (645 + 6516 y + 17906y + 14752 y> + 3525 y*) +
3x°y (1500 + 16230y + 43610 y* + 36833 y° + 7950 y*) -
5x* (75 + 1740y + 8085y’ + 11936 y* + 5409 y* + 450 y°) ;

(xgrau de P e Q *)

d = Exponent[Q /. {x~>1t, y-> t}, t]
24

(*Polinomios Homogenéos de P e Q de maior graux)

PHM[P, X, Y]
750 x1° y°

PHM[Q, X, Y]
-1125 x14 yt@

(xFungao Fx)

PHM[Q, 1, u] - uPHM[P, 1, u]
-1875 ut®

(*Raizes da Fx) (*Pontos singulares infinitos do campo na carta Ulx)

Solve[PHM[Q, 1, u] —uPHM[P, 1, u] == 9, u]

{{u-e}, {u-0}, {u-0}, {u-0}, {u-03}, {u-0;}, {u-03}, {u-0}, {u-03}, {u-0}}
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(*Concluimos que a origem é o Unico ponto
singular infinito do campo vetorial na carta Ulx)

(*Estudaremos agora o comportamento dessa singularidadex)

(*Campo vetorial na carta Ulx)

PUL = Simplify[v¢ (—u (P /. {x> %, y - %}) + (Q /e {x~ %: y - %}))]

-1875u'® - 150 U’ v* (-115+66 v) - 75 u® v* (945 - 1003 v + 285 v?) -
15 u’ v® (711499 +16668 v - 8585 v* + 1600 v*) + v*® (-375 + 645V - 402 v* + 199 v* - 61 v*) -
15u®v® (17850 - 31696 v + 21959 v? - 7175 v? + 975 v*) -
30 v (94500 + 189148 v - 154609 v2 + 65192 v* - 14575 v* + 1500 v°) +
u* v'? (-204750 + 437850 v - 389235 v? + 184165 v> - 48681 v* + 7650 v° - 525 v°) +
u®v'® (-30375+ 64920 v - 56595 v* + 26 859 v> - 7425 v* + 1138 v° - 15V°) +
uv'® (5250 - 10440 v + 8145 vZ - 3784 v? + 1251 v* - 328 v° + 50 v°) +
ud vi4 (99 000 - 216300 v + 196 245 v - 95488 v> + 25816 v* - 3360 v° + 150 V°)

QU1 = Simplify[-vi? (p /o {x~ 1, y - E})]
v v

-v (7500 + 1350 UP v (-5+3v) +
30 u’ v* (900 - 1603 v + 300 V) + 105 u® v® (- 600 + 926 v - 505 v* + 100 V) +
3u°v® (31500 - 59430 v + 43918 v2 - 15375 V2 + 2250 v*) +
5u*v'® (-18900 + 40530 v - 35679 v2 + 16298 V> - 3975 v* + 450 v°) +
V¥ (-750 + 1740 v - 1629 v + 946 V2 - 417 v* + 164 v° - 50 V°) +
uv'® (6756 - 16230 v + 16170 v> - 8953 v> + 2970 v* - 569 v° + 10 v°) -
3u? v (9000 - 21630 v + 21885 v> - 11936 v> + 3688 v* - 560 v + 30 v°) +
u® v'? (63000 - 145950 v + 141540 v* - 73666 v> + 21636 v* - 3525 v° + 300 v°) )

PU11 = Expand [PU1]

-1875ul® + 17250 u® vZ - 9900 u° v3 - 70875 U8 v* + 75225 U8 v® + 171000 u” v® - 21375 ud vo -
250020 u’ v’ - 267750 u® v& + 128 775 u” v& + 475440 u® v° - 24000 u” v° + 283500 u° v1° -
329385 u® v1® - 567420 u® v1! + 107625 u® v1! - 204750 u* v1? + 463827 u° v1? - 14625 u® v12 +
437850 u* v!® - 195576 u® v!3 + 99000 u? v14 - 389235 u* v* + 43725 u® v** - 216300 u v1® +
184165 u* v'® - 4500 u® v!® - 30375 u? v1® + 196 245 u3 v1® - 48681 u* v1® + 64920 u? v’ -
95488 u v’ + 7050 u* v’ + 5250 u v*® - 56595 u? v18 + 25816 u> v® - 525 u* v18 — 10440 u v*® +
26859 u? v? - 3360 u3 v*° - 375 v?® + 8145 u v - 7425 u? v + 150 u? v?? + 645 v?!

3784 uv? + 1138 u2 v - 402 v¥ + 1251 uv?? - 15 u? v?? + 199 v?® - 328 u v - 61 v** + 50 u v**

QU11 = Expand [QU1]

-750u’ v + 6750 u® v - 4050 u® v* - 27000 U’ v° + 30090 u” v® + 63000 u® v’ - 9000 u’ v’ -
97230 u® v8 - 94500 u® v° + 53025 u® v° + 178290 u” v® - 10500 u® v1® + 94500 u* vi* -
131754 v v - 202650 u* v1? + 46125 u® v!? - 63000 u3 v13 + 178395 u* v13 - 6750 u® V13 +
145950 u v14 - 81490 u* v1* + 27000 u? v¥® - 141540 u3 v¥® + 19875 u* v1® - 64890 u? v1°® +
73666 u3 v1® - 2250 u* v1® - 6750 u vl + 65415 u? v’ - 21636 u® v!7 + 16230 u v*® - 35808 u? v8 +
3525 u3 v® + 750 v?® — 16170 u v*® + 11064 u? v° - 300 U3 v?° - 1740 v?® + 8953 U v?® - 1680 U v +
1629 v2! - 2970 u v?! + 90 u? v - 946 v?2 + 569 u v?% + 417 v*3 10 u v?® - 164 v?* + 50 v?°

(» As expressdes acima (PU11,QUll)correspondem ao campo vetorial (4.1). )

(* Calculando a parte linear do campo vetorial na origem =)
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J[PU1, QU1, @, O]
{{0, 0}, {0, 0}}

& uma singularidade

(*Assim, a origem é
linearmente zero. Logo € necessdrio fazermos um blow upx)

( Primeiro blow up do campo vetorial (4.1) na direcdo x. x)

BU1 = Simplify[PUl1 /. {u>u, v uw}]

® (-1875+ 17250 uw® + 50 u™® w**
225w w? (44 +315w) + 75U’ w® (1003 + 2280 W) - u™ w? (15 + 328w+ 61 w?) -
45 u*w® (475 + 5556 W + 5950 wz) +15u°w® (8585 + 31696 w + 18900 W) +
u? w? (150 + 1138w + 1251w + 199 w*) - 15 u®w’ (1600 + 21959 w + 37828 w* + 13650 W’ ) +
3u’w' (35875 + 154609 w + 145950 w” + 33000 W’ ) -
ut? w'® (525 + 3360 w + 7425 w* + 3784w’ + 402 w*) +
utt w'’ (7050 + 25816 W + 26 859 W’ + 8145 w> + 645 w*) +
5u’w' (8745 + 36833 w+ 39249 w” + 12984 w® + 1850 w*) -
3uPw'? (4875 +65192w + 129745 w? + 72100 w® + 10125 w*) -
ut®w'® (4500 + 48681 w + 95488 w* + 56 595 W’ + 10440 w* + 375w°)

BU2=Simpli1=y[l ((QU1/. {u>u,v-> uw})-w(PUl/. {u>u, v> uw}))]
u

®w (1125 - 10500 uw® + 2925 u> w® (2 +15w) - 45 u> w> (1003 + 2400 w) +
uw?? (5+164w+61w?) + 165 u*w® (75+ 926w + 1850 w*) - 150 u> w® (505 + 1981w + 1260w’ ) -
u® w? (60 + 569w+ 834w + 199 w?) - 12 u” w' (5125+23786w+24325w2+6000w3) +
9ubw’ (1500 + 21959 w + 40530 w” + 15750 w>) + 3 u™? w'® (75 + 560 w + 1485 w” + 946 w> + 134 w*) -
ut™ w’ (3525 + 14752 w + 17906 w* + 6516 W + 645 w*) -

3u’w' (7950 + 36833 w + 43610 w” + 16230 w” + 1500 w*) +

7 u¥w'? (1125 + 16298 W + 35385 w” + 21630 w” + 3375 w*) +

5ut®w'® (450 + 5409 w + 11936 w” + 8085 W’ + 1740 w* + 75w°) |

(* Cancelando o termo u® )

BU11 = Expand [BU1 / u’]

~1875u + 17250 u? w? - 9900 u w3 - 70875 u> w* + 75225 u* w® + 171000 u* wb -
21375 u” w® - 250020 u® w’ - 267 750 u® w® + 128 775 u® w8 + 475440 u® w® - 24000 u” w° +
283500 u® w'® - 329385 u” w'® - 567420 u’ w'! + 107625 ud W'l - 204 750 u” w'? +
463827 u8 12 _ 14625 u’ w'? + 437850 uB w!3 - 195576 u9 13 1 99000 u® w4 - 389235 u® w*
43725 ut® W% - 216300 u® w'® + 184165 u® w!> - 4500 u'? w'® - 30375 u® w'® + 196 245 Ut Wit -
48681 u'! w'® + 64920 u'® wl” - 95488 u11 17 + 7050 u'? wl” + 5250 u'® w8 - 56595 Ut w!e +
25816 u'? w'® - 525 u3 w!® - 10440 u'? w'° + 26 859 ut? w'® - 3360 u'3 Wl - 375 Ut W -+
8145 u'2 w? - 7425 u'3 w?® + 150 u* w?° + 645 u? w2 - 3784 U3 w2t + 1138 UM Wt -
402 u® w?? + 1251 u'* w?? - 15 u™® w?? + 199 u** w?3 - 328 u'® w? - 61 u'® w** + 50 Ut W
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BU22 = Expand [BU2 / u’]

1125w - 10500 uw? + 5850 u? w* + 43875 u? w° - 45135 u w® - 108000 u> w’ + 12375 u* w’ +
152790 u* w8 + 173250 u* w® - 75750 u® w® - 297150 u® w'® + 13500 u® w'® - 189000 u’> w'! +
197631 u® w'l + 364770 u® w'?2 - 61500 u’” w'? + 141750 u® w'® - 285432 u” w3 + 7875 U8 W' -
291900 u” w'* + 114086 u® w'* - 72000 u” W' + 247695 u® w!® - 23850 u® w'® + 151410 uB wt -
110499 u® w'® + 2250 u'® w'® + 23625 u® W'’ - 130830 u® W'’ + 27045 u® w7 - 48690 u° w® +
59680 u'® w8 - 3525 ult w8 — 4500 u° w!° + 40425 u® w'® - 14752 ut w?® + 225 ut? w'® 1 8700 Ut W -
17906 u'! w?® + 1680 u? w?® + 375 u'® w2 - 6516 u? w?! + 4455 ut? w2 - 60 Ut w2t - 645 Ut w?? +
2838 ut? w?? - 569 u® w?? + 402 u'? w3 - 834 U w23 + 5 U w2 - 199 U w?* + 164 UM W + 61 U W

(* A linearizac¢do do campo vetorial na origem. *)

J[BU11, BU22, 0, @]
{{-1875, @}, {0, 1125} }

(* A origem é uma sela. %)

(» Blow-up do campo vetorial (4.1) na direcdo y: u- uw, W- W *)

BU13=Simplify[l ((Puz/. {u>uw, v>w})-u(QUl/. {u>uw,v-w}))]
"

-w? (1125 u™ + 150 U’ w (7@ + 39 w) + 45 u® w? (975 - 1083 w + 275 w?) +
30 u” w® (-3600 + 5093 w - 2525 w” + 450 w?) + w'® (375 - 645w + 402 w” - 199w’ + 61 w*) +
3uSw* (57750 - 99050 w + 65877 w® - 20500 W’ + 2625 W) +
2uw’ (-2250 + 4350w - 3258 w? + 1419w’ - 417 w* + 82w°) +
2u°w® (-94500 + 182385 w - 142716 w> + 57043 w’ - 11925 w* + 1125w’ +
u>w® (23625 - 48690 w + 40425 w” - 17906 w® + 4455 w* - 569 w° + 5w®) -
20w (36000 - 75705 w + 65415 w” - 29840 W’ + 7376 w* - 840 w> + 30 W°) +
3u*w® (47250 - 97300 w + 82565 w” - 36833 W’ + 9015 w* - 1175wW° + 75w®) )

BU24 = Simplify[QU1l /. {u->uw, V- W}]

—w'® (750 u® + 1350 udw (—5+3w) +
30 u” w” (900 - 1803 w + 300 W) + 105 u® w* (- 600 + 926 W - 505 wW” + 180 W’ ) +
3u°w* (31500 - 59430 w + 43918 w” - 15375 w® + 2250 w*) +
5uw’ (-18900 + 40530 W - 35679 w” + 16298 w® - 3975 w* + 450 w®) +
w? (-750 + 1740w - 1629 w” + 946 w® - 417 w* + 164w’ - 50 w®) +
uw® (6750 - 16230 w + 16 170 w” - 8953 w® + 2970 w* - 569 w> + 18 w®) -
3u?w’ (9000 - 21630 w + 21805 W” - 11936 W’ + 3688 W* - 560 W° + 30 w°®) +
u?w® (63000 - 145950 w + 141540 w” - 73666 w> + 21636 w* - 3525 w° + 300 w°) )

(* Cancelando o termo w® x)
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BU131 = Expand [BU13 /w’]

-1125u?® + 10500 u® w - 43875 u® w? - 5850 u® w? + 108000 u’ w3 + 45135 ud w3 -

173250 u® w* - 152790 u” w* - 12375 u® w* + 189000 u® W’ + 297150 u® w® + 75750 U’ w° -
141750 u* w® - 364770 u® w® - 197631 U w® - 13500 u’ w® + 72000 u> w’ + 291900 u* w’ +
285432 u” w’ + 61500 u® w’ - 23625 u? w® - 151410 u3 w® - 247695 u* w8 - 114086 u° w8 -
7875 u® w8 + 4500 uw® + 48690 u? w® + 130830 u3 w® + 110499 u* w® + 23850 u® w® - 375 w'® -
8700 uw'® - 40425 u? w'® - 59680 u3 w'® - 27045 u* w® - 2250 u> w'® + 645wt + 6516 U w!! +
17906 u? w!t + 14752 u? w't + 3525 u® wt - 402 w'? - 2838 u w'? - 4455 u2 w'? - 1680 u3 w'? -
225 u* wh? + 199 w? + 834 u w3 + 569 u? w'? + 60 U3 W3 - 61 w'* - 164 uw* - 5 Uz Wt

BU241 = Expand [BU24 /w®]

750 U’ w+ 6750 u® w? - 27000 u’ w> - 4050 u® w> + 63000 u® w* + 30090 u” w* - 94500 u°> w° -
97230 u® w® - 9000 u” w° + 94500 u* w® + 178290 u® w® + 53025 u® wé - 63000 u W’ -
202650 u* w’ - 131754 u® w’ - 18500 u® w’ + 27000 u? w® + 145950 u wt + 178395 u* wé +
46125 u’ w® - 6750 uw® - 64890 u2 w°® - 141540 u> w® - 81490 u* w® - 6750 u® W’ + 750 w'® +
16230 uw®® + 65415 u? w'® + 73666 u> w'® + 19875 u* w® - 1740 w'! - 16 170 u w'? - 35808 u? W't
21636 u3 wt - 2250 u* w!? + 1629 w'? + 8953 uw!? + 11 @64 u? w'? + 3525 u3 w'? - 946 w'3 -
2970 uw'? - 1680 u? w'? - 300 u3 w3 + 417 w* + 569 u w'* + 90 u? W - 164 w'® - 10 u w?® + 50 W't

(» As expressdes acima (BU131,BU241)correspondem ao campo vetorial (4.2). =)
(* A linearizacdo do campo vetorial (4.2) na origem. =)

3[BU131, BU241, @, 0]

{{0, 0}, {0, 0}}

(» Blow up de campo vetorial (4.2). Primeiro, na direcdo x. x)

BU31 = Simplify[BU131 /. {u->u, w- uw}]

® (1125 - 10560 w + 2925 (15 + 2 u) w® - 45 (2400 + 1003 u) w> +

165 (1050 + 926 u + 75 u*) w* - 150 (1260 + 1981 u + 565 u?) W° +

9 (15750 + 40530 u + 21959 u” + 1500 u3) we - 12 (6000 + 24325 u + 23786 U” + 5125 u*) W’ +
7 (3375 +21630 u + 35385 u” + 16298 u® + 1125 u*) w® -

3 (1500 + 16230 u + 43610 u® + 36833 u® + 7950 u*) W’ +

5 (75+ 1740 u + 8085 u” + 11936 u’ + 5409 u* +450u) w'e -

u (645+6516u+17906u +14752 U + 3525 u*) w' +

3u? (134 + 946 u + 1485 u” + 560 u® + 75 u*) w'* -

u? (199+834u+569 u? + 60 u3) w4 u? (61+164u+5u2) w“)

|3U32=Simplify[l ((BU241 /. {u>u,w-uw}) -w (BU131 /. {u>u, w-uw}))]
u

° (—1+w) W
(-375+3375w-900 (15+2u) w” + 15 (2100 + 883 u) w’ - 15 (3150 + 2821 u + 225 u®) w* +
45 (1050 + 1701 u + 430 u®) w° - 3 (10500 + 28525 U + 15509 u” + 1000 u*) W° +
15 (900 + 4025 u + 4034 u” + 825 u®) w’ - (3375 + 26 145 u + 45645 u” + 20221 u® + 1125 u*) w® +
(375+6315u+ 19770 u? + 16612 U’ + 2850 u*) W’ - 3u (215 + 1495 u + 2420 u® + 853 U’ ) w'® +
% (402 + 1693 u+ 1129 u*) w' + u? (-199 - 356 u + 75 u?) w'? + u* (61 + 45 u?) W + 50 u® w')
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BU311 = Expand [BU31 /u®]

-1125u+10500 uw - 43875 uw? - 5850 u? w? + 108000 u w> + 45135 u? w3 - 173250 u w* -
152790 u? w* - 12375 u w* + 189000 uw® + 297150 U2 w® + 75750 u> W’ - 141750 u w® -
364770 u? w® - 197631 U3 w® - 13500 u* w® + 72000 uw’ + 291900 u? w’ + 285432 ud W’ +
61500 u*w’ - 23625 uw® - 151410 u? w8 - 247695 u3 w8 - 114086 u* w® - 7875 U wl +
4500 uw® + 48690 u2 w® + 130830 U w® + 110499 u* w® + 23850 u° w° - 375 uw!® - 8700 U w® -
40425 u? w'® - 59680 u* w'® - 27045 u° w® - 2250 u® w'® + 645 u? W't + 6516 u3 Wt +
17906 u* w!t + 14752 u® w't + 3525 u® wt - 402 u3 w'? - 2838 u* w2 - 4455 u> w2 - 1680 u® w'? -
225 u” w? + 199 u* w3 + 834 u® w3 + 569 ub wh + 60 U7 w3 - 61 u® W - 164 u® w'* - 5 u” w4

BU322 = Expand [BU32 /u°]

375w - 3750 w? + 16 875 w> + 1800 u w? - 45000 w* - 15045 uw* + 78 750 w° + 55560 U w° +
3375 u?w® - 94500 w® - 118860 uw® - 22725 u? wé + 78750 w’ + 162120 uw’ + 65877 U w’ +
3000 u3 w” - 45000 w8 - 145950 uw® - 107037 u? w® - 15375 u w® + 16875w’ + 86520 uw’ +
106 155 u? w® + 32596 u® w® + 1125 u* w® - 3750 w'® - 32460 u w® - 65415 u? w® -

36833 u? w!® - 3975 u* w® + 375 W't + 6960 u w'l + 24 255 u? wit + 23872 U3 wit +
5409 u* w!! - 645 uw'? - 4887 u? w'? - 8953 u3 w'? - 3688 u* w2 + 402 u? w3 + 1892 U3 w3 +
1485 u* w3 - 75 ub w3 - 199 U3 w* - 417 u* Wt + 30 U® W% + 61 u* W' - 5 u® W' + 50 ub Wit

(» Pontos de equilibrio x)
Solve[ {BU311 == 9, BU322 == @, u == 9}]
{{lu-0,w->0}, {u-0,w->1}}

(» Obtemos duas singularidades a primeira na origem e a segunda no ponto(e,l) . %)
(» A linearizac¢ao do campo nestas singularidades fornecem x)

J[BU311, BU322, 0, 0]

{{-1125, @}, {0, 375}}

J[BU311, BU322, 0, 1]

{{e, @}, {0, 0}}

(*Assim, no ponto (0,1) devemos fazer outro blow up para simplificar as contas,
fazemos a translagdo (u,w)=(u, v+1) =)

BU3111 = Simplify[BU311 /. {u->u,w->Vv+1}];

BU3222 = Simplify[BU322 /. {u-»>u,w->Vv+1}];
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BU31111 = Expand [BU3111]

-170u” + 1216 u® v - 1990 u’ v - 2094 u® v2 + 11203 u® v2 - 10625 u’ v2 + 1044 u* V3 -
12700 u” v3 + 45063 u® v3 - 34160 u” v3 + 509 u* v* - 27416 u° v* + 101821 u® v* -
73480 u” v* + 2604 u v° - 13813 u* v® - 12940 u° v° + 134965 u® v° - 110990 u” v° +
4347 u? v® - 36548 u* v® + 50415 u® v® + 87642 u® v® - 119955 u” v® + 2310 u? v’/ - 5352 u3 v’ -
32056 u* v/ + 111792 u v/ - 23754 u® v’ - 92400 u” v’ + 1725 u? v8 - 13200 U V8 +
598 u* v& + 108780 u° v& - 111414 u® v8 - 49170 u” v8 + 750 u v° - 2835 u? v° - 3480 U3 V° +
16454 u* v° + 58848 u® v° - 119718 u® v°® - 16610 u” v° - 375 u v® - 1605 u? v1® + 4719 u3 v1° +
6892 u* v1® 1+ 18660 u® v® - 75785 u® v - 2695 u” v1? + 645 u? v1? 1+ 1692 u3 v1? - 628 u* vt +
4140 u® vi! - 31949 u® v!! 1+ 160 u” v1? - 402 u3 v1? - 251 u? v1? 4 836 u° v1% - 9207 Ub V1% +
100 U7 v?? + 199 Ut v — 20U v - 1727 ub v — 10 U7 VI3 - 61 WP V4 - 164 u® V14 — 5 U7 V4

BU32222 = Expand [BU3222]

170 ub v + 2355 u® v2 - 698 u* v3 + 15195 u® v3 + 522 u3 v* - 5967 u* v* + 60580 u® v* +
1874 u3 v® - 22344 u* v® + 166 920 u® v° + 1302 u? v® - 999 u3 v® - 47690 u* v® + 336765 u® v° +
4839 u?v’ -15816 u v’ - 62775 u* v’ + 514085 u® v’ + 1155 u v& + 5067 u? v& - 34944 u3 v8 -
50346 u* v& + 604 890 u® v8 + 2820 u v° - 1680 u? v° - 38052 u v° - 20244 u* Vv° +
553410 u® v° + 375 v1® + 1530 u v1® - 6180 u? v - 23226 u3 v1® + 2592 u* v® 1+ 393965 u® v .+
375 v1? - 780 u v! - 3033 u? v! - 8424 u3 v! 1 8460 u* v1! 1 216645 u® vt - 645 U vi? +
339 u? v12 - 2466 u3 v1? + 5425 u® v1? + 90480 u® v12 1 402 u? v13 - 894 u3 v13 1+ 2052 Ut V13
27820 u® v13 - 199 u3 v1* + 498 u* v1* 1 5955 u® v1* 1 61 u* v1® + 795 u® v1® 1 50 ub v1®

(» As expressdes acima (BU31111,BU32222)correspondem ao campo vetorial (4.3). )
(*Pontos de equilibriox)

J[BU31111, BU32222, 0, @]
{{e, 0}, {0, 0}}

(» Blow up do campo vetorial (4.2) na diregdo y =)

BU41 = Simplify[l ((BU131 /. {u>uw, v>w}) -u (BU241 /. {u>uw, v->u}))]
W

- (-1+u)w’ (-375+3750° + 645w - 402 W? + 199 w® - 61 w* + 225 u® (-15+8w) +
15u’ (900 - 883w + 225 w?) + 15 u° (—210@+2821w—1299w2+209w3) +
u* (-47250 + 85575 w - 60510 w” + 20221 w* - 2850 w*) +
3u° (15750 - 25515 w + 15509 w” - 4125w’ + 375 w*) +
u? (31500 - 60375 w + 45645 w” - 16 612 w* + 2559 w* - 75w®) +
u (3375 - 6315w + 4485 w” - 1693w’ + 356 w* - 50 W°) -
u® (13500 - 26 145w + 19770 w” - 7260 w* + 1129 w* + 45w°) )

BU42 = Simplify[BU241 /. {u->uw, Vv - w}]

-w'® (-750 + 750 u® + 1740 w - 1629 W + 946 W’ -
417 w* + 164w - 50 w® + 1350 u® (-5 + 3 w) + 30 u’ (900 - 1003 W + 300 W?) +
105 u® (-600 + 926 W - 505w + 100 w*) + 3 u> (31500 - 59430 w + 43918 w” - 15375 w> + 2250 w*) +
5u* (-18900 + 40530 W - 35679 W + 16298 W’ - 3975 w* + 450 W° ) +
u (6750 - 16230 W+ 16170 w” — 8953 w> + 2970 w* - 569 w> + 10 W°) -
3u? (9000 - 21630 w + 21805 w” ~ 11936 w> + 3688 w* - 560 W’ + 30 W) +
u® (63000 - 145950 w + 141540 w” - 73666 w* + 21636 w* - 3525 w° + 300 w°) )

124



RetratodefaseHq25.nb | 11

(*Cancelando o termo w® x)

BU411 = Expand [BU41 /w’]

-375+3750u-16875u? + 45000 u> - 78750 u* + 94500 u® - 78 750 u® + 45000 u’ - 16875 u® +
3750 u° - 375 u® + 645w - 6960 UW + 32460 U W - 86520 U3 W+ 145950 U W - 162120 U® w +
118860 u®w - 55560 u’ w + 15045 u® w - 1800 u° w - 402 w? + 4887 uw? - 24 255 u? w? + 65415 u w? -
106 155 u* w? + 107037 u® w? - 65877 u® w? + 22725 u” w? - 3375 ud w? + 199 w3 - 1892 uw? +
8953 u? w? - 23872 U w? + 36833 u* w? - 32596 u® w3 + 15375 u® w3 - 3000 u” W> - 61 w* + 417 uw* -
1485 u? w* + 3688 u w* - 5409 u* w* + 3975 uP w* - 1125 uP W - 50 uw® + 5uZ Wl - 30 U3 Wl + 75 Ut Wb

BU422 = Expand [BU42 /w’]

750w - 6750 uw + 27000 u’>w - 63000 U3 w + 94500 u* w - 94500 u® w + 63000 u® w -
27000 u” w+ 6750 ud w - 750 u® w - 1740 w? + 16 230 u w? - 64 890 u? w? + 145950 u3 w? -
202650 u* w? + 178290 u® w? - 97230 u® w? + 30090 u” w? - 4050 uB w? + 1629 w3 -
16170 uw? + 65415 u? w3 - 141540 U3 w3 + 178395 u* w> - 131754 u® w? + 53025 ub w3 -
9000 u” w? - 946 w* + 8953 uw* - 35808 u2 w* + 73666 u> w* - 81490 u* w* + 46125 U’ w* -

10500 u® w* + 417 w° - 2970 uw® + 11064 u? w® - 21636 u> w° + 19875 u* w° - 6750 U° W’ -
164 w® + 569 uw® - 1680 u? w® + 3525 U we - 2250 u* w® + 50w’ - 10 uw’ + 90 u? w’ - 300 U3 w’

(xPontos de equilibriox)

Solve[{BU411 == @, BU422 == O, w == 0} ]

{{u-1,w->0}, {u->1,w->0}}

(» 0 ponto (1,0) estudaremos na direcdo x.x)

J[BU3111, BU3222, @, 0]

{{0, 0}, {0, 0}}

(» Assim, outro blow up é necessario.x)

(xPrimeiro, o blow up no campo vetorial (4.3) na direcdo xx)

BU51 = Simplify[BU3111 /. {u->u, V- uw}]

u’ (—375u3w9 (-2+uw) -5 (1+uw)*® (34-10uw+u?w?) +
15 u? w’ (1+uw)2 (154—193uw+43u2w2) -3uw’ (1+uw)4
(-868+ 2023 uw - 1100 U w” + 134 U W) - w (1+uw)1° (-1216 + 957 uw + 87 U w” + 164 U> w*) -
w? (1+uw)8 (2094 - 4052 uw + 1200 U* w* - 468 U w® + 61 u* w*) +
w? (1+uw)6 (1844 - 5755 uw + 5057 u® w* - 1445 u> w* + 199 u4w4))
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BU52=Simp1i-Fy[l ((BU3222 /. {u>u, v uw}) -w (BU3111 /. {u-u, v - uw}))]
u

ubw (375u3w9 (—2+uw) +5 (1+uw)12 (34—10uw+u2w2> -
15 u? w’ (1+uw)2 (154—193uw+43u2w2) +3uw (1+uw)4
(-868 +2023 uw-1100 U W” + 134 U W) +w (1+uw)10 (-1216 + 957 uw + 87 U w” + 164 U> W’ +
w? (1+uw)8 (2094 - 4052 uw + 1200 u” w® - 468 > w® + 61 u* w*) -
w? (1+uw)® (1044 - 5755 uw + 5057 u® w? - 1445 u® w? + 199 u* w*) +
(1+uw) (375u3w9—15u2w7 (1+uw)? (-77+43uw) +5 (1+uw)™ (34+29uw+10u’w?) +3u
w? (1+uw)® (434-557uw+134u?w?) +w? (1+uw)8 (-698+315uw-51u’w? + 61U w?) -
W (1+uw)® (—522+1780uw—499u2w2+199u3w3)))

(*Cancelando o termino uf x)

BU511 = Expand [BU51 / u®]

~170u +1216 uw-1999 u? w- 2094 uw? + 11203 u? w? - 10625 u> w? + 1044 uw? - 12700 u? w? +
45063 u w> - 34160 u* w? + 509 u? w* - 27416 U w* + 101821 u* w* - 73480 U’ w* + 2604 U2 W’ -
13813 U3 w® - 12940 u* w® + 134965 u® w° - 110990 u® w° + 4347 u3 we - 36548 u* Wb +
50415 u® w® + 87642 u® wf - 119955 u” wé + 2310 u® w’ - 5352 u* w’ - 32056 u° w’ +
111792 u® w’ - 23754 u” w’ - 92400 u® w’ + 1725 u* w8 - 13200 u® w8 + 598 u® w8 + 108780 u” Wt -
111414 ud w8 - 49170 u® w8 + 750 u* w® - 2835 u® w’ - 3480 u® w® + 16454 u” w° + 58848 ud w° -
119718 u® w® - 16 610 u*® W’ — 375 u® w!® - 1605 u® w® + 4719 u” w® + 6892 ud W' +
18660 u® w'® - 75785 u?® w'® - 2695 u'? w® + 645 u” W't + 1692 u® W't - 628 u® wil + 4140 U Wl -
31949 ult wt + 160 u'? W' - 402 u® w'? - 251 u'® w'? + 836 Ut w2 - 9207 U2 w'? + 100 U w2 +
199 uMt wh - 20 ut2 Wt - 1727 U3 w3 - 10 UM w3 - 61 U3 W - 164 Ut w4 - 5 Ut W

BU522 = Expand [BU52 / u®]

340w - 1216 w? + 4345 uw? + 1396 w3 - 11203 uw? + 25820 u? w? - 522 w* + 6733 uw* - 45063 u? w* +
94740 U3 w* + 1365 uw® + 5072 u? w° - 101821 u3 w° + 240400 u* W’ - 1302 uw® + 12814 U2 we -
34750 u3 wf - 134965 u* w8 + 447 755 u® wb + 492 u? w’ + 20732 U3 w’ - 113190 u* W’ -

87642 u° w + 634040 u® w’ - 1155 u? w® + 10419 u3 w® - 2888 u* w® - 162138 P w8 + 23754 U Wl +
697290 u” w8 + 1095 u3 w® + 11520 u* w® - 38650 u® w° - 129024 U w® + 111414 u” W +

602580 u® w’ - 375 u® w'® + 4365 u* w'® - 2700 u°> w'® - 39680 u® W' - 56256 u” W% + 119718 ud W% +
410575 u® w'® + 750 u® wt + 825 u® wt - 7752 u® w!? - 15316 u” w'! - 10200 u® W't + 75785 u® w't +
219340 u®® wt - 1290 u® w*? - 1353 u” w*? - 1838 u® w'? + 1285 u® w'? + 31949 utP w2 +

90320 u' w'? + 804 ud w3 - 643 u® w3 + 1216 U w3 + 9207 utt w3 + 27720 U2 Wl - 398 Ut W4
518 ut wl* + 1727 u? w* + 5965 u3 wl* + 122 u? w'® + 164 u'3 w'® + 800 u'* W’ + 50 ut® Wit

(xPontos de equilibriox)
NSolve[{BU511 == @, BU522 == @, u == @}, Reals]
{{u->0.,w—>0.602007}, {U->0.,w—>0.}}

J[BU511, BU522, @, 0]
{{-170, 0}, {0, 340} }

(¥Blow up no campo vetorial (4.3) na direcdo y«)
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BU61 = Simplify[l ((BU3111 /. {u > uw, v->w}) -u (BU3222 /. {u- uw, v—»w}))]
W

uwe (-375 (-2+w)wP-5u° (1+w)™ (34-10w+w?) +15uw? (1+w)? (154 -193w+43w?) -
3uw (1+w)? (-868+2023w- 1100 w? + 134 w*) - u® (1+w)™® (-1216 + 957w+ 87 w? + 164 w?) -
ut (1+w)8 (2094 - 4052 w + 1200 wW? - 468 w> + 61 W*) +
u® (1+w)® (1044 - 5755w + 5057 w? - 1445 w® + 199 w*) -
(1+w) (375w3-15uw2 (1+w)? (-77+43w) +
5uf (1+w)'? (34+29w+10w?) +3u2w (1+w)* (434-557w+134w?) +
u® (1+w)® (-698+315w-51w?+61w?) —u® (1+w)° (-522+1789w-499w2+199w3)))

BU62 = Simplify[BU3222 /. {u->uw, V- w}]

W (1+w) (375w3-15uw2 (1+w)? (77 +43w) +
5uf (1+w)™ (34+29w+10w?) +3uw (1+w)* (434 -557w+134w?) +
T (1+w)8 (—698+315w—51w2+61w3) -l (1+w)6 (—522+1789w—499w2+199w3))

(*Cancelando o termo w®

BU611 = Expand [BU61 / w®]

522 u* - 1396 u® + 1216 u® - 340 u” + 1302 U3 W - 1365 u* W - 6733 U W+ 11203 u® w - 4345 u” w +
1155 u? w? - 492 P w? - 12814 u* w? - 5072 u® w? + 45063 u® w? - 25820 u” w? + 375 uw? -
1095 u? w? - 10419 P w? - 20732 u* w3 + 34750 u° w3 + 101821 u® w3 - 94740 u” W’ - 750 u w* -
4365 u? w* - 11520 u? w* + 2888 u* w* + 113190 u® w* + 134965 u® w* - 240400 u” w* -
825 U2 w® + 2700 u> w® + 38650 u* w® + 162138 u° W° + 87642 u® w° — 447755 u” w° + 1290 u? w® +
7752 u® w8 + 39680 u* w® + 129024 u® w® - 23754 u® w® - 634040 u’ w® + 1353 uP W’ +
15316 u* w’ + 56256 u® w’ - 111414 u® w’ - 697290 u’ w’ - 804 u> w® + 1838 u* wé + 10200 u’> wé -
119718 u® w8 - 602580 u” W + 643 u* w® - 1285 u® w® - 75785 u® w® - 410575 u’ w® + 398 u* w'e -
1216 u® w'® - 31949 u® w'® - 219340 u” w'® - 518 u® W' - 9207 u® w'' - 99320 u” W't -
122 uP wt? - 1727 ub w'? - 27720 u” w*? - 164 u® w3 - 5965 u’ w3 - 800 u’ w'* - 50 u” Wt

BU622 = Expand [BU62 / w®]

522 u3w-698 uw+170 u® w+ 1302 u? w? + 1874 u3 w? - 5967 u* w? + 2355 ub w? + 1155 uw? +
4839 u? w3 - 999 U3 w? - 22344 u* w3 + 15195 u® w3 + 375 w* + 2820 uw* + 5067 Uz w* -
15816 u> w* - 47690 u* w* + 60580 U® w* + 375 w® + 1530 uw® - 1680 u? w° - 34944 u3 w° -
62775 u* w® + 166 920 u® w° - 780 uw® - 6180 u? w® - 38052 u> w® - 50346 u* W +
336765 u® wl - 645 uw’ - 3033 u?w’ - 23226 U3 W’ - 20244 u* w’ + 514085 u® w’ + 339 u? w8 -
8424 u3 w8 + 2592 u* w8 + 604 890 u® w8 + 402 u? w® - 2466 u> w® + 8460 u* w® + 553410 u® w° -
894 u3 w'® + 5425 u* w'® + 393965 u® w'® - 199 u? wt + 2052 u* w't + 216 645 u® wt +
498 u* w'? + 90480 u® w'? + 61 u* w3 + 27820 u® w3 + 5955 u® w'* + 795 u® w'® + 50 u® w'®

(» As expressdes acima (BU611,BU622)correspondem ao campo vetorial (4.4). )
(» Pontos de equilibrio x)

NSolve[ {BU611 == @, BU622 == @, w == @}, Reals]

{({u>1.66111, w 50.}, {(Uu—>0.,w>0.},
{u-0.,w->0.}, {u-0.,w-0.}, {uUu-0.,w->0.}}
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(* O campo vetorial (4.4) possui duas singularidade, a origem e o ponto (1.66,0) )

J[BU611, BU622, 1.66111, 0]
({-1299.29, -5850.09}, {0., 649.646}}

Eigensystem[{{-1299.29, -5850.09}, {0, 649.646}}]

({-1299.29, 649.646}, {{1., 0.}, {-0.948737, 0.316068} } }

J[BU611, BU622, 0, 0]
{{0, 0}, {0, 0}}

(*Assim, outro blow up é necessariox)
(*Primeiro, o blow up no campo vetorial (4.4) na dire¢ao xx)

BU71 = Simplify[BU611 /. {u->u, W—- UWw}]

-u* (5965 u™® w'? + 800 Ut W' + 50 UM W' + 4 U W (6930 + 41w) + ut W' (90320 + 1727 w) +

u? w'® (219340 + 9207 w + 122 w?) + u*?w® (410575 + 31949 w + 518 w?) +

utt w® (602580 + 75785 w + 1216 w”) + u® w> (447755 + 23754 w - 56 256 W - 1838w’ ) +

u’w® (634040 + 111414 w - 10200 W’ - 643 w?) + u'®w’ (697290 + 119718 w + 1285w’ - 398 w’) -

3 (174 +434w+385w” + 125w’) +2u’ w* (120200 - 43821 w - 64512 w® - 7658 w> + 482 w”) +

u (1396 + 1365 w + 492 w? + 1895w’ + 750 w*) -

ubw’ (-94740 + 134965 w + 162138 w” + 39680 w> + 1353 w*) +

u® (-1216 + 6733w + 12814 w” + 10419 w’ + 4365 w*) -

u® w? (725 820 + 101821 w + 113190 w” + 38650 w> + 7752 w*) +
u® (340 - 11203 w + 5072 w? + 20732 w’ + 11520 w* + 825 w®) -
u w

4 (74345 +45063 w + 34750 w? + 2888 w> + 2700 w* + 1290 w5) )

BU72=Simpli-Fy[1 ((BU622 /. {u>u, w> uw}) -w (BU611 /. {u->u, w- uw}))]
u

u*w (698 + 3239w+ 5331 w” + 3915 w® + 1125 w* + 11920 u™ w'? +
1595 u™® w' + 100 U’ W' + 4 u™ w'? (13885 + 41w) + u® w'' (180800 + 1727 w) +
ut? w'® (435985 + 9207 w + 183 w?) + u** w’ (804540 + 31949 w + 1016 W*) +
ut®w® (1155990 + 75785 w + 3268 w*) + 2 u’ W’ (392260 + 11877 w - 26832 w” - 2152 w*) +
ud wé (1 148125 + 111414 w - 1740 w* - 1537w’ ) + u’ w’ (1302180 + 119718 w + 6710 w” - 597 w’) +
2u°w* (203660 - 43821 w - 74634 W’ - 11870 w’ + 603 w*) -
u>w® (-155320 + 134965 w + 212484 w” + 62906 w’ + 1014 w*) +
u (-1216 + 766w + 11815 w” + 15486 w’ + 5895 w*) -
u*w” (-41015 + 101821 w + 175965 w” + 76 702 w> + 18 785 w*) +
u® (510 - 11203 w- 17272 w” + 4916 w* + 9840 w* + 45w’ -
u>w (-6700 + 45063 w + 82440 w’ + 37 832w’ + 8880 w* + 1935 w5>>

(* Cancelando o termo u® )
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BU711 = Expand [BU71 / u*]

522 - 1396 u + 1216 u? - 340 U + 1302w - 1365uw - 6733 u?w+ 11203 U w- 4345 u* w +

1155 w? - 492 uw? - 12814 u? w? - 5072 u? w? + 45063 u* w? - 25820 u® w? + 375 w> - 1095 u w3 -
10419 u? w3 - 20732 U3 w3 + 34750 u* w3 + 101821 u® w3 - 94740 u® w3 - 750 u w* - 4365 u? w* -
11520 u® w* + 2888 u* w* + 113190 u® w* + 134965 u® w* - 240400 u” w* - 825 U3 w® + 2700 u* w° +
38650 U° W’ + 162138 u® w® + 87642 u” w® - 447 755 ud w® + 1290 u* wé + 7752 u® w® + 39680 u® we +

129024 u’ wé - 23754 u® w® - 634040 u® W + 1353 uP W’ + 15316 U’ w’ + 56 256 ud w’ -
111414 v’ w’ - 697290 u'® w” - 804 u” w8 + 1838 u® w8 + 10200 u® w8 - 119718 u® w8 -
602580 u't w8 + 643 u® w® - 1285 ut® w® - 75785 u? w° - 410575 ul? w® + 398 Ul Wl -

1216 u' w!® - 31949 u'? w!® - 219340 u'3 w'® - 518 u'? w!! - 9207 u'3 wl! - 99320 U4 W' -
122 ut3 w2 - 1727 u* w2 - 27720 u*® w'? - 164 u*® w3 - 5965 u'® w3 - 800 ut’ w4 - 50 u'® W'’

BU722 = Expand [BU72 / u*]

698w - 1216 uw + 510 U w + 3239 w? + 766 uw? - 11203 u? w? + 6700 U w? + 5331 w3 + 11815 uw? -
17272 u®> w3 - 45063 u? w* + 41015 u* w3 + 3915 w* + 15486 u w* + 4916 u? w* - 82440 u3 w* -
101821 u* w* + 155320 u® w* + 1125 w° + 5895 u w’ + 9840 u? w® - 37832 U w° - 175965 u* w° -

134965 u° w® + 407 320 u® w° + 45 u? w® - 8880 u3 w® - 76 702 u* wb - 212484 u> Wb -
87642 u®wb + 784520 u” wb - 1935 u> w’ - 10785 u* w’ - 62906 u> W’ - 149268 U w’ +
23754 u” w’ + 1148125 ud w’ - 1014 u® w8 - 23740 u® w8 - 53664 u” w8 + 111414 ud w8 +
1302180 u® w8 + 1206 u® w® - 4304 u” w° - 1740 U w® + 119718 U’ w’ + 1155990 u'® w° -
1537 ud w'® + 6710 u® w'® + 75785 u'® w® + 894 540 ut? w® - 597 U W't + 3268 u® Wt +

31949 u? wt + 435985 u'? wl? 1 1016 u! w!? + 9207 u'? w!? + 180800 ul® w'? + 183 U2 Wl +

1727 u*3 w?3 + 55540 u™* w3 + 164 u** w'* + 11920 u*® w'* + 1595 ut® w'® + 100 ul’ wi®

(» As expressdes acima (BU711,BU722)correspondem ao campo vetorial (4.5). %)

(*Calculando os pontos de equilibriox)
Solve[ {BU711 == @, BU722 == @, u == 0} ]
{{fu->0,w->-1}}

(*» Uma singularidade no ponto (8,-1). x)

J[BU711, BU722, ©, -1]
{{-178, 117}, {-242, 178})

N[Eigensystem[{{-178, 117}, {-242, 178}}]]

{{-58.0517, 58.0517}, {{0.97542, 1.}, {0.495654, 1.}}}

(* Singularidade hiperbélica do tipo sela. =)

(*Blow up no campo vetorial (4.4) na direc¢do y=x)

BUS1 = s:implify[1 ((BU611 /. {u—>uw, w->w}) -u (BU622 /. {u->uw, w-w}))]
W

—uw (1125-45u (1+w)? (-87+43w) +

3u? (1+w)® (1777 - 1946w +402w?) +5uCw? (1+w)™ (102 + 116w+ 79w? + 20w?) +

| 15

u’w (1+w)1° (71216+957w+87w2+164w3) -ud (1+w)6 (73239+7619w72045w2+597w3) +

T (1 +w)8 (698 - 4818w + 1728 w? - 448 w3 + 183 w4) )
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BU82 = Simplify[BU622 /. {Uu - UW, W > W}]

wh (14 w) (375-15u (1+w)? (-77+43w) +
S5uw? (1+w)'” (34+29w+10w?) +3u? (1+w)* (434-557w+134w?) +
utw (1+w)® (-698 + 315w -51w? + 61w?) - u® (1+w)® (-522+1780w-499w2+199w3))

(xCancelando o termo w* x)

BU811 = Expand [BU81 /w*]

-1125u-3915u? - 5331 u> - 3239 u* - 698 u° - 5895 U2 w - 15486 u> w - 11815 u* w -
766 UP w+ 1216 U w-45u? w? - 9840 u> w? - 4916 u* w? + 17272 u° w? + 11203 ub w? -
510 u” w? + 1935 u? w3 + 8880 u3 w3 + 37832 u* w3 + 82440 u® w3 + 45063 u® w3 - 6700 U7 W3 +
10785 U3 w* + 76 702 u* w* + 175965 u® w* + 101821 u® w* - 41015 u” w* + 1014 U w° +
62906 u* w® + 212484 u® w° + 134965 u® w> - 155320 u’ w® - 1206 u> w® + 23740 u* WP +
149268 u® w® + 87642 u® wb - 407320 u” w® + 4304 u* w’ + 53664 U w’ - 23754 ubw’ -
784520 u” w’ + 1537 u* w® + 1740 U w® - 111414 u® w8 - 1148125 u” w8 + 597 u* W’ -
6710 u® w® - 119718 u® w® - 1302180 u” w® - 3268 u® w'® - 75785 u® w'® - 1155990 u’ w'® -
1016 u® w't - 31949 u® w'! - 804 540 u” w'! - 183 u® w'? - 9207 u® w'? - 435985 u” w2 -
1727 u® w'? - 180800 u” w'? - 164 u® w!* - 55540 u” w'* - 11920 u” w'® - 1595 u” w'® - 100 u” wt’

BU822 = Expand [BU82 / w*]

375+ 1155 u + 1302 u? + 522 u® + 375w + 2820 uw + 4839 U2 w + 1874 U3 W - 698 U* W +
1530 uw? + 5067 u? w? - 999 u> w? - 5967 u* w? - 780 uw> - 1680 u? w> - 15816 u> w3 -
22344 u* w3 + 170 uP w3 - 645 uw* - 6180 u? w* - 34944 U3 w* - 47690 u* w* + 2355 UP w* -
3033 u?w’ - 38052 uP W’ - 62775 u*w® + 15195 U w® + 339 u? w® - 23226 U3 WP -
50346 u* w® + 60580 U W® + 402 U2 w’ - 8424 U3 W’ - 20244 u* W’ + 166920 uS W’ -
2466 u> w8 + 2592 u* w8 + 336765 u® w® - 894 u3 w® + 8460 u* w® + 514085 u® W’ - 199 U3 W' +
5425 u* w'® + 604 890 u® w'® + 2052 u* W't + 553410 u® w't + 498 u* w'? + 393965 u® w2 +
61 u® w3 + 216 645 u® w3 + 90480 u® w'* + 27 820 u® w'> + 5955 u® w'® + 795 u® wl” + 50 u° w'd

(*Pontos singularesx)
Solve[ {BU811 == 9, BU822 == O, w == 9} ]
{({u->-1,w->0}}

(» A singularidade no ponto (@,-1) ja foi verificado na diregad x. x)
(*Vamos analizar a carta U2x)

(xFungao Gx)

G = PHM[P, u, 1] - uPHM[Q, u, 1]

1875 u'®

(*Calculando as raizesx)

Solve[PHM[P, u, 1] -uPHM[Q, u, 1] == 9, u]

{{u->0}, {u-0}, {u-0}, {u-0}, {u-0j}, {u-0}, {u-0j},
{u-0}, {u-90}, {u-0}, {u-0}, {u-0}, {u-0}, {u-0}, {u->01}}

(*A origem é o uUnico ponto singular infinito do campo vetorial na carta U2.x)
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(*Campo Vetorial (4.6) na carta U2x)
d u 1 u 1
AU1 = Expand [v ((P /. {x>=,y> —}) -u (Q /o {x->=,y> —}))]
v ' v '

1875 u'® - 17250 u'* v2 + 9900 u'3 v3 + 70875 u'3 v* - 75225 u? v® + 21375 u' v® - 171000 u'? v +
250020 u't v7 - 128775 u®® v8 1+ 267 750 u™* v& + 24000 u° v° - 475440 u® v° + 329385 u° v1° -
283500 u'® v1® — 107625 u® v! + 567420 u® v! + 14625 u” v!? - 463827 u8 v!? + 204750 u® v*? +
195576 u’ v13 - 437850 u® v13 - 43725 u® v* + 389235 u” v** - 99000 u® v* + 4500 u> v1° -

184165 u® v® + 216300 u” v1® + 48681 u® v1® - 196 245 u® v + 30375 u” v° - 7050 u* v’ +

95488 u® v7 - 64920 u® v!7 + 525 u? v18 - 25816 u* v1® + 56595 u® v!® - 5250 u® v!® + 3360 u3 v¥° -
26859 u* v1° + 10440 u® v¥° - 1se u? v 4+ 7425 u3 v - 8145 u* v + 375 u° v?® — 1138 u? vt

3784 U3 v — 645U v + 15 uv*2 - 1251 U2 v + 402 U3 v22 + 328 uv? - 199 U2 v 50 v L 61 u v

AU2 = Expand [ - v+ (Q /o {x = 4 y > l})]
v v

1125 u** v - 10500 u'? v3 + 5850 u'? v* + 43875 ut? v® - 45135 utt v6 1 12 375 ul®v’ - 108000 u't v
152790 u'® v8 - 75750 u° v° + 173 250 u10 9+13500 u v1® - 297150 u° v1® + 197631 ud v! -
189000 u® v! - 61500 u’ v'? + 364770 u® v*? + 7875 u® v13 - 285432 u” v13 + 141750 uB v¥3 +
114086 u® v1# - 291900 u’ v14 - 23850 u° vl + 247695 u® v15 72000 u’ v1® + 2250 u* v16 -
110499 u® v® + 151410 u® v® + 27045 u* v17 - 130830 u® v7 + 23625 u® v7 - 3525 u3 V8
59680 u* vi® - 48690 u® v18 + 225 u? v1° - 14752 u3 v*° + 40425 u* v1° - 4500 u° v1° +
1680 u? v?° — 17906 u> v?° + 8700 u* v?° - 60 u v?! + 4455 u? v?! — 6516 u® v2! + 375 u4 2
569 u v2? + 2838 u? v22 - 645 u v?2 + 5v23 - 834 uv?3 + 402 u? v + 164 v?* - 199 u v** + 61 v

(» As expressdes acima (AU1,AU2)correspondem ao campo vetorial (4.6). x)
J[AU1, AU2, O, O]
{{0, 0}, {0, 0}}

(*Blow up é necessariox)

(* Primeiro, o blow up no campo vetorial (4.6) na dire¢do x. *)

AU11 = Simplify[ AUl /. {u->u, V- uw}]

> (1875 + 150 uw® (-115+66w) + 75 u”w* (945 - 1003 w + 285 W?) +

15u’ w® (11400 + 16 668 w - 8585 w” + 1600 w* ) + u® w*® (375 - 645w + 402 w’ 199w3+61w4) +

15u*w® (178506 - 31696 W + 21959 w? - 7175 w> + 975 w*) +

3uPw'® (94500 + 189140 w - 154609 W’ + 65192 W’ - 14575 w* + 1560 w*) +

u7w14 (-99000 + 216 300 w - 196 245 w” + 95488 W’ - 25816 w* + 3360 W’ - 150 W®) +

'® (5250 + 10440 w - 8145 w” + 3784w’ - 1251 w* + 328 w® - 50w®) +

ud w'® (30375 - 64920 w + 56 595 W - 26 859 w® + 7425 w* 1138w5+15w6) +
(

ub w2 (204750 - 437850 w + 389235 w? - 184165 w3 + 48681 w* - 7050 w° + 525 w6) )
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AU22=Simp1i-Fy[l ((AU2 /. {u>u, v> uw}) -w (AUL /. {u>u, v uw}))]
u

uw (-750- 1350 uw® (-5+3w) -
30 u” w* (900 - 1603 w + 300 W) - 105 u® W® (- 600 + 926 W - 505 wW” + 100 w* ) -
3u*w® (31500 - 59430 w + 43918 W - 15375 w’ + 2250 w*) -
5u°w'® (18900 + 40530 W - 35679 w* + 16298 W’ - 3975 w* + 450 W°) +
u®w'? (-63000 + 145950 w - 141540 w” + 73666 w> - 21636 w* + 3525 w° - 300 w°®) +
uw'® (-6750 + 16230 W - 16 170 w” + 8953w’ - 2970 w* + 569 w° - 10w°) +
30’ w' (9000 - 21630 w + 21805 w* - 11936 w® + 3688 w* - 560 W’ + 30 W°) +
u’w'® (750 - 1740w + 1629 W’ - 946 w> + 417 w* - 164 w° + 50 w°) )

(*Cancelando o termo ul4x)

AU111 = Expand [AU11 / u*]

1875 u-17250 u? w? + 9900 u? w® + 70875 ud w* - 75225 ud w® + 21375 u3 wb - 171000 u* Wb +
250020 u* w’ - 128775 u* w8 + 267750 u® w® + 24000 u* w° - 475440 u®> W’ + 329385 u° w'® -
283500 u® w'® - 107625 u® w'! + 567420 u® w't + 14625 u® w? - 463827 u® w'? +
204750 u” w'? + 195576 u® w'3 - 437850 u” w3 - 43725 u® w4 + 389235 u” W -

99000 u® w'* + 4500 u® w> - 184165 u’ w* + 216 300 u® w*® + 48681 u” w'® - 196 245 u® W +
30375 u® w'® - 7050 u” w7 + 95488 ud W'’ - 64920 u® w'” + 525 u’ w'® - 25816 u® w'® +

56 595 u® w'® - 5250 u® w'® + 3360 u® w'® - 26 859 u® w'° + 10440 u® w'® - 150 ud w?° +

7425 u® w?® - 8145 u'® w?® + 375 ult w2 - 1138 u® w? + 3784 u® w? - 645 Ut Wt +

15 u® w?2 - 1251 u*® w?? + 402 Ut w?? + 328 u'® w23 - 199 u' w23 - 50 U w?* + 61 Ut W

AU222 = Expand [AU22 / u'*]

~750w + 6750 uw? - 4050 uw* - 27000 u? w> + 30090 u? w® - 9000 u? w’ + 63000 u w’ -
97230 u> w8 + 53025 U3 w’ - 94500 u* w’ - 10500 u> w'® + 178290 u* w!® - 131754 u* Wl +
94500 u® w! + 46 125 u* w'2 - 202650 u® w*? - 6750 u* w'3 + 178 395 u® w'? - 63000 u® w3 -
81490 u® w'* + 145950 u® w4 + 19875 u® w!® - 141540 u® w'® + 27000 u” wW'° -
2250 u® w'® + 73666 u® w® - 64890 u’ W' - 21636 u® w7 + 65415 u’ w'’ - 6750 u® w7 +
3525 u® w'® - 35808 u” w8 + 16230 u® w'® - 300 U® w'® + 11064 u’ w'° - 16170 ud w'° +
750 u® w'® - 1680 u” w?® + 8953 U8 w?® - 1740 u® w?® + 90 u” w2 - 2970 ud w?! +
1629 u® w?! + 569 ud w?? - 946 u® w??2 - 10 U8 w?3 + 417 u® w?? - 164 u° w?* + 50 u° w?®

(xPontos de equilibriox)
Solve[ {AU111 == @, AU222 == @, u == 0} ]
{{fu->0,w->01}}

J[AU111, AU222, @, O]
({1875, 0}, {0, -750}}

(*Blow up no campo vetorial (4.6) na direc¢do y=x)
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AU31=Simp1i-Fy[l ((AUL /. {u>uw, v>w})-u(AU2/. {u>uw, v->u}))]
w

-w' (-750 U™ + 6750 UM w+ 50w’ - 1350 U w (3 +20w) - 2uw® (5+82w) +
30 u? w? (1003 + 2100 w) + u’w’ (90 + 569 w + 417 w?) + 105 u® w* (505 + 1698 w + 900 W) -
30 u™ w” (300 + 3241w+ 3150 w?) - 2u’ w® (150 + 840w + 1485w’ + 473 w?) -
420°w? (250 + 3137 w + 4825w + 1560w’ ) + u* w® (3525 + 11064 w + 8953 W’ + 1629 w*) +
15 u®w* (3075 + 11893 w + 9730 w? + 1800 W’) - 6 U W> (375 + 3606 W + 5968 W’ + 2695 W’ + 298 w*) -
10 u” w* (675 + 8149w + 14154 w” + 6489 w® + 675 w*) +
ubw’ (19875 + 73666 w + 65415 w> + 16230 w> + 750 w*) )

AU32 = Simplify[AU2 /. {u-> uw, V- w}]

w'® (1125 u™ - 10500 u'? w+ 2925 U™ w (2 + 15w) - 45 u™ w? (1003 + 2400 W) +
w® (5+164w+61w?) +165u®w” (75+ 926w+ 1050 w?) - 150 u” w> (505 + 1981w + 1260 w”) -
uw’ (60 +569w+834w>+199w’) - 12 u” w (5125+23786w+24325w2+6060w3) +
9 u®w? (1500 + 21959 w + 40530 W + 15750 w>) + 3 u”w® (75 + 560w + 1485w’ + 946 W’ + 134 w*) -
u>w® (3525 + 14752 w + 17906 w” + 6516 W’ + 645 w*) -
3u°w® (7950 + 36833 w + 43610 w* + 16230 W’ + 1500 w*) +
7ubw* (1125 + 16298 w + 35385 w” + 21630 w> + 3375 w*) +
5u*w® (450 + 5409w + 11936 w” + 8085w’ + 1740 w* + 75w’ ) )

(*Cancelando o termo w!* x)

AU311 = Expand [AU31 /w'*]

750 u'® + 4050 u'3 w - 6750 u'* w + 9000 u'! w? - 30090 u'? w? + 27000 u'3 w? + 10500 u® w3 -
53025 ul®w? + 97230 ut w3 - 63000 u'? w3 + 6750 u” w* - 46 125 u® w* + 131754 u® w* -
178290 u'® w* + 94500 u' w* + 2250 u® w® - 19875 u® W’ + 81490 u” w® - 178395 u¥ w° +
202650 u® w° - 94500 u'® w® + 300 u w® - 3525 u* w® + 21636 u° W® - 73666 U® W® + 141540 u” W -
145950 u® w® + 63000 u® W - 90 u? w” + 1680 U w’ - 11064 u* w’ + 35808 u® w’ - 65415 u® w’ +
64890 u” w’ - 27000 U w’ + 10 uw® - 569 u2 w? + 2970 u3 w8 - 8953 u* Wt + 16170 U Wl -
16230 ub w8 + 6750 u” w8 - 50 w° + 164 uw® - 417 u? w® + 946 U w® - 1629 u* W’ + 1740 u> w° - 750 u® w’°

AU322 = Expand [AU32 / w'*]

1125 u'* w + 5850 u*? w? - 10500 u*® w? + 12375 u® w3 - 45135 Ut w3 + 43875 U2 w3 +
13500 u® w* - 75750 u® w* + 152790 u'® w* - 108000 u'* w* + 7875 U® w® - 61500 U’ W° +
197631 ud w® - 297150 u® w° + 173250 u® w° + 2250 u* W - 23850 u® w® + 114086 u® w° -
285432 u” wb + 364770 u® w® - 189000 u° w® + 225 U2 w’ - 3525 uP W’ + 27045 u* w’ -
110499 u® w’ + 247695 u® w’ - 291900 u”’ w” + 141750 U w’ - 60 u W + 1680 U2 w® - 14752 U3 wd +
59680 u* w® - 130830 u® w8 + 151410 u® w8 - 72000 u” w8 + 5w’ - 569 uw® + 4455 u? w° -
17906 u3 w® + 40425 u* w’ - 48690 u° w° + 23625 u® w® + 164 w'® - 834 uw!® + 2838 U2 W -
6516 u> w'® + 8700 u* w'® - 4500 u® W' + 61 Wil - 199 u w'? + 402 u? w'? - 645 u3 Wt + 375 ut wi?

(» As expressdes acima (AU311,AU322)correspondem ao campo vetorial (4.7). =*)
(*Pontos de equilibriox)

Solve[{AU311 == @, AU322 == @, W == 0} ]

{{u-0,w->0}}
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J[AU311, AU322, @, 0]
{{0, 0}, {0, 0}}

(*Blow up do campo vetorial (4.7)na diregao x )

AU41 = Simplify[ AU311 /. {Uu-> u, W- uw}]

u® (—750u6 (-1+w)®+30u° (-1+w)’w (-135+58w) -3u* (-1+w)’w? (3000 - 2675w + 543 w?) +
10w® (30-9w+w -5w?) -3u? (—1+w)2w4 (-2250 + 2125w - 712w + 139 w?) +
ul (—1+w)3w3 (-10500 + 14625 w - 6115w’ + 946 W*) +
uw® (2250 - 3525 w + 1680 W” - 569 w* + 164w4))

AU42=Simplify[l ((AU322 /. {u>u, w- uw}) -w (AU311 /. {u>u, w-> uw}))]
u

u(-1+w)w (375u6 (-1+w)”-150u° (-1+w)’w (-120+43w) + 5w’ (15+9w+10w?) +
3ut (-1+w)’w? (1125-825w+134w?) +u? (-1 +w)?w* (-1125+ 600w - 234w’ + 61w?) -
u? (-1+w)3w3 (-3eee+3375w-1096w2+199w3))

(*Cancelando o termo udx)

AU411 = Expand [AU41 / uf]

750 u” + 4050 u® w - 6750 u” W + 9000 u® W> - 30090 u® w? + 27000 u” W? + 10500 u* w3 - 53025 u’ W’ +
97230 u® w3 - 63000 u” w3 + 6750 u> w* - 46 125 u* w* + 131754 u® w* - 178290 u® w* +
94500 u” w* + 2250 u? w® - 19875 u> w® + 81490 u* w® - 178395 U’ W° + 202650 U® W’ -
94500 u” w® + 300 uw® - 3525 u? w® + 21636 U W® - 73666 u* W® + 141 540 u® w® - 145950 u® wé +
63000 u’ w8 - 90 uw’ +1680u?w’ - 11064 u>w’ + 35808 u*w’ - 65415 u° w’ + 64890 u® w’ -
27000 u” w’ + 10 uw® - 569 u2 w® + 2970 u3 w8 - 8953 u* Wt + 16170 UP w8 - 16230 P Wl +
6750 u’ w8 - 50 uw® + 164 u2w® - 417 ud W’ + 946 Ut W’ - 1629 UP w° + 1740 U w® - 750 U7 W°

AU422 = Expand [AU42 / uf]

375 u® w + 1800 u® w? - 3750 u® w? + 3375 u* w3 - 15045 u® w® + 16 875 u® w* + 3000 u3 w* -
22725 u*w* + 55560 u® w* - 45000 u® w* + 1125 u? w® - 15375 u w® + 65877 u* w® - 118860 u° W’ +
78750 u® w® - 3975 u? w® + 32596 u3 wl - 107037 u* w® + 162120 u® w® - 94500 UP W® - 75w’ +
5409 u?w’ - 36833 u3 w’ + 106 155 u* w’ - 145950 u® w’ + 78 750 u® w’ + 30 w® - 3688 u% w® +
23872 ud w8 - 65415 u* w8 + 86520 u® w8 - 45000 u® w8 - 5w + 1485 u? w® - 8953 UP W’ +
24255 u* w® - 32460 u® w’ + 16875 u® w® + 50 w® - 417 u? w® + 1892 u3 w® - 4887 u* w® +
6960 u® w'® - 3750 u® w'® + 61 u? W't - 199 u3 w'! + 402 u* wt - 645 u® wt + 375 ub wlt

(» As expressdes acima (AU411,AU422)correspondem ao campo vetorial (4.8). )

NSolve[ {AU411 == @, AU422 == @, u == O}, Reals]

{{fu-0.,w->1.}, {U->0.,w->0.}, {uU-0.,w—>0.}, {u-0.,w->0.1},
{u-0.,w->0.}, {u-0.,w->0.}, {u-0.,w->0.}, {u-0.,w->0.}}
(» Duas singularidades (0,0) e (0,1). )

J[AU411, AU422, @, O]

{{e, @}, {0, 0}}
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J[AU411, AU422, @, 1]
{{17e, 0}, {0, 170} }

(*Blow up do campo vetorial (4.7) na direc¢do y=x)

AU51 = Simplify[l ((AU311 /. {u—>uw, w>w}) -u (AU322 /. {u>uw, w-w}))]
W

- (-1+u)w® (-50-3375u w® + 375 u™ w® + 900 UP* W> (2 + 15w) -
15u*t w® (883 +2100W) —u (45 +61w”) - uw” (1129 + 1693 w + 402 wW?) -
45 u®w* (430 + 1701w + 1050 w?) + 15 u® w* (225 + 2821w + 3150 w?) +
u® (-75+356w? + 199w’} + 3 u*w? (853 + 2420w + 1495 w” + 215 w*) -
15u’ w® (825 + 4034 w + 4025 w” + 960w’ ) + 3 u® w’ (1000 + 15509 W + 28525 w* + 10500 W’ ) -
u®w” (2850 + 16612 W + 19770 W’ + 6315w’ + 375 w*) +
ubw? (1125 + 20221 w + 45645 w? + 26 145w’ + 3375 w*) |

AU52 = Simplify[AU322 /. {Uu-> Uw, W- W}]

w® (5+164w+61w2719500 ul3 wl + 1125 ut* wé +
2925u™? w> (2+15w) - 45 u™ w® (1003 + 2400 w) + 165 u™®w* (75 + 926 w + 1050 W) -
150 u’ w* (505 + 1981w + 1260 W*) - u (6@ + 569 w + 834 w” + 199 w’) -
12u’ w? (5125 + 23786 W + 24325 w” + 6000 w’) + 9 u® w’ (1500 + 21959 w + 40530 W + 15750 W’ ) +
3u? (75+ 560w + 1485 w” + 946 W’ + 134 w*) - uPw (3525 + 14752 w + 17906 w? + 6516 W’ + 645 w*) -
3u°w? (7950 + 36833 w+ 43610 W + 16230 W’ + 1500 w*) +
7 u® w? (1125+16298w+ 35385w” + 21630 W’ + 3375 w*) +
5u*w (450 + 5409 w + 11936 w” + 8085 w® + 1740 w* + 75w’ )

(xCancelando o termo w2x)

AU511 = Expand [AU51 / w®]

-50+5u-30u%+75u%-61uw?+417 u?w? - 1485 u> w? + 3688 u* w? - 5409 u® W2 +
3975 uP w? - 1125 u” w? + 199 u? w3 - 1892 u® w3 + 8953 u* w3 - 23872 u° w? + 36833 U® W3 -
32596 u’ w? + 15375 u® w? - 3000 u® w3 - 402 u? w* + 4887 u* w* - 24255 U w* + 65415 UP w* -
106 155 u’ w* + 107037 ud w* - 65877 u® w* + 22725 u® w* - 3375 u*! w* + 645 u* w® - 6960 U W° +
32460 U w® - 86520 u” w® + 145950 u® w® - 162120 u® w® + 118860 u*® w® - 55560 u'' W’ +
15045 u'?2 w° - 1800 u®® w® - 375 u® w® + 3750 u® w® - 16875 u’ w® + 45000 u® Wb - 78 750 u® we +
94500 u'® w® - 78 750 u'' w® + 45000 u'? w® - 16 875 u*3 wf + 3750 u* wé - 375 u'® Wt

AU522 = Expand [AU52 / w®]

5w-60uw+225uw+164w? - 569 uw? + 1680 u? w? - 3525 u3 w? + 2250 u* w? + 61 w3 -
834 uw? +4455 u? w3 - 14752 U3 w3 + 27045 u* w3 - 23850 u° w3 + 7875 u® w3 - 199 uw* +
2838 u? w* - 17906 u® w* + 59680 u* w* - 110499 u® w* + 114086 u® w* - 61500 u” w* +
13500 u® w* + 402 u? w® - 6516 U> W> + 40425 u* w® - 130830 U® W’ + 247 695 U® W° -
285432 u’ w® + 197631 ud w° - 75750 u® w° + 12375 u*® w® - 645 u w® + 8700 u* w -
48690 u® w® + 151410 u® w® - 291900 u” w® + 364 770 ud wb - 297150 u® w® + 152790 u*® Wb -
45135 u? wé + 5850 u? wé + 375 u* w’ - 4500 u° w’ + 23625 u® w’ - 72000 u’ w’ + 141750 ud w’ -
189000 u® w” + 173250 u'® w’ - 108000 u'* w” + 43875 u'? w’ - 10500 u'3 w’ + 1125 u* w’

NSolve[ {AU511 == @, AU522 == @, w == @}, Reals]

{{u-1.,w—>0.}}
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(»Ja foi estudado na dire¢do x=x)
(» Continuando com o Blow up no campo vetorial (4.8). Na direc¢do xx)

AU61 = Simplify[AU411 /. {U> U, W uUWw}]

u’ (75971359 (—3+5u) W+ 30 (300—1003u+900 u2) w? -
105 (-160 + 505 u - 926 u® + 600 u>) W’ + 3 (2256 - 15375 u + 43918 u? - 59430 u’ + 31500 u*) w* -
5 (-450 + 3975 u- 16298 u” + 35679 u® - 40530 u* + 18900 U°) W’ +
(360 - 3525 u + 21636 U> - 73666 U’ + 141540 u* - 145950 U° + 63000 U°®) W° -
3u (30- 560 u + 3688 u2 - 11936 u> + 21805 u* - 21630 u® + 9900 u6) w o+
u? (1@- 569 u + 2970 u? - 8953 U3 + 16170 u* - 16230 U® + 6750 u6) we +
u? (—50+164u—417 u? +946 u® - 1629 u* + 1740 u® - 750 u6) w9)

AU62=simplify[l ((AUd22 /. {u>u, w- uw}) -w (AU411 /. {u>u, w—> uw}))]
u

uw (-375+750 (-3+4u) w-15 (375-1003 u + 675 u?) w’ +
30 (-250 + 1010 u - 1389 u” + 600 U’ ) W’ - 3 (1875 - 16250 u + 21959 u® - 19810 U’ + 5250 u*) w* -
6 (375 - 2650 u + 8149 u” - 11893 u> + 6755 u*) w’ +
(-375+3525u-16227 u* + 36833 u” - 35385 u* + 15750 u®) w° -
2u (-60 +840u - 3688 u”+ 5968 u® - 10815 u® + 9000 U°) W’ +
u® (-15+569 u - 1485 u® + 8085 u* - 16230 u® + 10125 u®) w® -
2u® (-50+82u-473u’ + 1629 u* - 2610 U + 1500 u®) W’ +
u® (61-199 u+462 u® - 645 u° + 375 u*) w'?)

(*Cancelando o termo u® x)

AU611 = Expand [AU61 / u ]

750 u + 4050 uw - 6750 u? w + 9900 u w? - 30090 u? w? + 27000 u> w? + 10500 uw> - 53025 u? w3 +
97230 u> w3 - 63000 u* w3 + 6750 uw* - 46125 u? w* + 131754 u3 w* - 178290 u* w* +
94500 u° w* + 2250 uw® - 19875 u? w® + 81490 u> w® - 178395 u* w° + 202650 U° W’ -
94500 u® w® + 300 uw® - 3525 u? w® + 21636 U w8 - 73666 u* W8 + 141540 u® w® - 145950 u® w® +
63000 u’ Wl - 90 u?w’ + 1680 uP W’ - 11064 u* w’ + 35808 u” w’ - 65415 u® w’ + 64890 U’ W’ -
27000 ud w” + 10 u w8 - 569 u* w8 + 2970 u® w8 - 8953 P Wt + 16170 u” w8 - 16230 U Wl +
6750 w8 — 50 u*w® + 164 uP w® - 417 uP w® + 946 u” w° - 1629 uB w® + 1740 u° w° - 750 U W°

AU622 = Expand [AU62 / u® |

375w - 2250 w? + 3000 uw? - 5625 w> + 15045 uw® - 10125 u? w® - 7500 w* + 30300 u w* -
41670 u?w* + 18000 u3 w* - 5625 w° + 30750 uw® - 65877 U w® + 59430 U3 W’ -
15750 u* w® - 2250 w8 + 15900 u w® - 48894 u? wé + 71358 u3 wb - 40530 u* Wb - 375w’ +
3525 uw’ - 16227 u®w’ +36833u3w -35385u*w +15750 U w’ + 120 uw® - 1680 uZ wd +
7376 > w8 - 11936 u* w8 + 21630 u® w8 - 18000 u” w8 - 15 U2 w® + 569 u3 w° - 1485 u* w° +

8085 u w’ - 16230 u” w® + 10125 u® w® + 100 u3 w'® - 164 u* w'® + 946 u® wW'® - 3258 u” W +
5220 u® w!® - 3000 u® w'® + 61 u® W' - 199 u” w't + 402 u® wt - 645 u® wl? + 375 ut® Wt

(xPontos de quilibriox)

Solve[{AU611 == @, AU622 =: @, U == 0} ]

{{u-0,w-> -1}, {u->0, w->0}}
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J[AU611, AU622, @, 0]
({750, 0}, {0, -375}}

J[AU611, AU622, 0, -1]
{{0, 0}, {0, 0}}

(*Agora o blow up do campo vetorial (4.8) na diregao yx)

AU71 = simplify[l ((AU411 /. {u>uw, w>w}) -u (AUA22 /. {u>uw, w-w}))]
W

—uwb (375u6 (71+w)9 (1+w) -150° (71+w>7 (150 -47w+43w?) +5 (-75+24w-3w’ +20w’) +
3ut (—1+w)5 (1875 - 725w - 416 w? + 134 w>) +u (-2250 + 3525w - 1680 w” + 569 w> - 164 w*) +
u? (-1+w)2 (-5625 + 4650 w - 1302 w” + 122w’ + 61 w*) -
ul (-1+w)3 (—7500+8250w—1644w2—349w3+199w4))

AU72 = Simplify[AU422 /. {U> UuwW, W W}]

(-1 +w)w (75+375u6 (-1+w)°+45w+50W -
15u° (-1+w)’ (-120+43w) +3u* (-1+w)® (1125 - 825w+ 134w?) +
u? (—1+w)2 (—1125+690w—234w2+61w3) -ud (—1+w)3 (—3699+3375w—1096w2+199w3))

(*Cancelando o termo w® x)

AU711 = Expand [AU71 /w® ]

375 u + 2250 u? + 5625 u? + 7500 u* + 5625 u® + 2250 u® + 375u’ - 120 uw - 3525 U w -
15900 U w- 30750 u*w- 30300 u° w- 15045 u® w- 3000 u” w + 15 u w? + 1680 u? w? +
16227 U w? + 48894 u* w? + 65877 uP w? + 41670 u® w? + 10125 u” w? - 100 u W -

569 uZw® - 7376 u> w? - 36833 u* w? - 71358 u® w? - 59430 U w? - 18000 U’ W +

164 u?w* + 1485 ud w* + 11936 u* w* + 35385 U w* + 40530 uP w* + 15750 u” w* - 61 U3 W° -
946 u* w® - 8985 u° w8 - 21630 U wW® - 15750 u” w8 + 199 u* w’ + 3258 u® w’ + 16230 U® W’ +
18000 u” w” - 402 u® w8 - 5220 u® w8 - 10125 u” w8 + 645 u® w® + 3000 u” w® - 375 u’ w'®

AU722 = Expand [AU72 /w® ]

~75w+1125u?w+ 3000 ud w+ 3375 u* w+ 1800 UP w + 375 U w + 30 W2 - 3975 u? w? -
15375 U3 w? - 22725 u* w? - 15045 u® w? - 3750 u® w? - 5 w3 + 5409 u? w3 + 32596 U w3 +
65877 u* w3 + 55560 u° w3 + 16 875 u® w3 + 50 w* - 3688 u? w* - 36 833 U w* - 107037 u* w* -
118860 u® w* - 45000 u® w* + 1485 u? w° + 23872 u3 w° + 106155 u* w® + 162120 U W’ +
78750 u® w® - 417 u? w® - 8953 U3 w8 - 65415 u* wé - 145950 u> w® - 94500 u® Wb + 61 U2 W +
1892 U3 w’ + 24255 u* w’ + 86520 u® w’ + 78750 u® w’ - 199 u> w8 - 4887 u* w8 - 32460 u°> Wt -
45000 u® w? + 402 u* w® + 6960 u® w° + 16 875 u® w° - 645 u® W - 3750 u® w® + 375 U wl?

(*Calculando os pontos de equilibriox)
Solve[{AU711 == @, AU722 == @, W == 0} ]
{{u->-1,w->0}, {u->0,w->0}}
J[AU711, AU722, O, O]

{{375, @}, {0, -75}}
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(*Assim, continuando com a singularidade (0,—1)faremos outro blow
up. Para simplificar as contas, fazemos a translac¢ao (u,w):(u, v—1). *)

AU81 = Expand[AU611 /. {u>u, Ww->Vv-1}]

-16 u* + 388 u° + 5429 u® + 13334 u” + 12399 u® + 5010 u° + 750 ut® - 12 U3 v + 835u* v + 14382 U v +
13166 u® v - 44616 u” v-73821uBv-38340u’v-6750u'®v + 474 u3 v? + 16432 u* v2 -
11112 u® v2 - 106207 u® v + 1014 u” v2 + 171204 u® v? + 126360 u° v2 + 27000 u'® v2 + 75 u? v3 +
10634 u v3 - 20046 u* v3 - 81564 u° v3 + 150815 u® v3 + 185094 u” v3 - 172956 U8 v -
231840 u° v3 - 63000 u'® v3 + 3525 u? v* - 9256 u® v* - 37595 u® v* + 138306 u® v* -
1393 u® v* - 313446 u” v* + 14154 u® v* + 253260 u® v* + 94500 u'® v* + 450 u v° - 615 u? v° -
13606 U v° + 56821 u* v° - 40278 u° v° - 143689 u® v° + 198366 u” v° + 136626 u® v’ -
158760 u® v° - 94500 u*® v® + 300 u v® - 2895 u? v® + 10156 u> v® - 7950 u* v - 39732 u° V@ +
96299 u® vé - 17934 u” v® - 128604 u8 v® + 42840 u® v® + 63000 u® v® - 90 u? v’ + 1600 u3 v’ -
8312 u* v’/ + 17952 u® v’ - 8803 u® v’ - 30414 u” v’ + 44196 u® v’ + 8640 u® v/ - 27000 u*® v’ +
10 u3 v® - 119 u* v& + 1494 u® v& - 5200 u® v& + 7656 u” v& - 1569 u® v& - 8910 u° V& +
6750 ut® v 50 u* v + 164 u° v® - 417 u® v® + 946 u” v° - 1629 u® v° + 1740 U® Vv° - 750 ut® V°

AU82 = Expand[AU622 /. {u>u, w->Vv-1}]

2u-10u*-1320u°-4829u” - 5307 u8 - 2355u° - 375u® -54u3 v+ 498 utv + 1186 US v +
28321 u’v+43347uv+229050u° v +4125u® v - 18 u? v + 1121 u® v? + 4507 u? v2 +
23045 u®v2 - 55385 u” v2 - 151710 u® v? - 99525 u® v2 - 20625 ut® v + 540 u? v3 +
7035 u3 v3 - 22019 u* v3 - 84345 u® v3 + 2805 u” v3 + 290430 u® v3 + 253575 u° V3 +
61875 u'® v3 + 75 u v* + 6540 u? v* - 32309 u3 v* + 26425 u* v* + 122670 u® v* + 166470 U’ v* -
312210 u® v* - 417150 u® v* - 123750 u*® v* + 2655 u v° - 21090 u? v° + 38213 U3 v° +
6979 u* v® - 72030 u® v® - 3907902 u” v° + 146034 u® v° + 458010 u® v° + 173250 u® v’ +
375v® - 5415 uv® + 18915 u? v® - 6741 u? v - 36 743 u* v® - 13272 u® v® + 267078 u” Vo +
59976 u® v® - 332010 u® v® - 173250 u® v6 - 375 v7 + 2565 u v’ - 3327 u? v’ - 13691 u3 v’ +
26323 u* v’ +40380 U v’ - 114990 u” v/ - 129240 u® v’ + 147150 u® v/ + 123750 u'® v’ +
120 u v® - 1545 u? v8 + 6755 u® v - 5951 u* v& - 18630 u® v& + 14295 u” v& + 77445 ud v& -
28575 u° v® - 61875 ut® v&® —15u?v® - 431 u3 v® + 155 u* v® + 1980 u® v° + 5405 u” v° -
19965 u® v° - 5475 u® v° + 20625 u'® v° + 100 u3 v - 164 u* v1® + 275 u® v1® - 1069 u” v1°® +
798 u® v1® + 4095 u® v - 4125 ul® v1® 1 61 ub vt - 199 u” V! + 402 ud v1! - 645 u® vt + 375yl yi?

(» As expressdes acima (AU81,AU82)correspondem ao campo vetorial (4.9). =)
J[AUS1, AUS2, @, 0]
{{0, 0}, {0, 0}}

(x Faremos blow up do campo vetorial (4.9). Primeiro, na diregdo x. x)
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AU91 = Simplify[AU81 /. {Uu->u, V- UW}]

*(-750u®w’ -4 (4+3w) +30uw? (225+58w) -9 u’w’ (3000 + 990w + 181 w?) +
u (388 +835w+ 474w’ +75w?) + ut? w® (63000 + 8640 W - 1569 W” + 946 W’ ) +
3utw® (-31500 +14280w + 14732 w? + 2552w’ - 139 w*) +
2utlwt (47259 79380 w - 64302 w? - 15207 w3 2699w4+82w5) +

2 (5429 + 14382 w + 16432 w” + 10634 w® + 3525 w* + 450 W) +

? (27000 - 231840 w + 14154 w” + 198366 w> + 96299 w* + 17952 w> - 119w®) +
u’w’ (-63000 + 253260 W + 136626 w* - 17934 w’ - 8803 w* + 1494 w® - 50 w®) +
u? (13334 + 13166 w - 11112 w” - 20046 w’ - 9256 w* - 615 w> + 360 w°) -
u* (-12399 + 44616 w + 106 207 W’ + 81564 W’ + 37595 w* + 13606 W + 2895 w°) +

u® (5010 - 73821 w + 1014w + 150815 w® + 138306 w* + 56 821 w° + 18156 W - 90 W) +

u'w (-6750 + 126 360 W - 172956w2—313446w3—143689w4—39732w5—8312w6+10w7) +

u
(

® (750 - 38340 w + 171204 w” + 185094 w’ - 1393 w* - 40278 w> - 7950 w® + 1600 w’ ) )

AU92=Simpli-Fy[l ((AUB2 /. {u>u, v> uw}) -w (AU8L /. {u>u, v-> uw}))]
u

(2+375u18 w't - 15 ut w'® (275 + 43w) +
220w (5+13w+3w*) -2u (5+19w+3w?) +3u'®w’ (6875+ 1615w + 134w?) -
ut® w® (61875 +12225w + 942 w” + 199w?) - 11 u*? w® (15750 - 7650 W - 6255 W’ - 634 w> + 61 w*) +
ut*w’ (123750 - 1575w - 11055 w” + 560w’ + 61 w*) +
3ul2w® (57759—79170w—57360w2—9967 w? - 1892 w4+139w5> +
2uMw* (-61875+181755w + 109368 w” + 6807 W’ + 5892 w* + 2600 w> - 164 w6> -
u? (1320 + 5429 w + 9875 w” + 9397 w> + 4094 w* + 870 w> + 75 w®) +
ut®w? (61875 - 354150 w - 107 226 w” + 130452 w> + 58 314 w* + 8803 w> - 1339 w® + 150w’ ) -
u’w? (20625 - 226575 w + 80370 w” + 322056 w’ + 211638 w* + 96299 w® + 23903 w® + 312w -
u* (4829 + 12148 w + 13166 W + 10907 w’ + 12263 w* + 11834 w° + 4800 W° + 675w’ ) +
u5( 5307 + 15922 w + 67 661 w* + 106 207 w’ + 187 989 w* + 75808 w® + 32521 w® + 5460 W’ ) +
udw (4125 -92775w + 164070 w” + 339426 w> + 241416 w* + 143689 w’ +
66055 w® + 15067 w’ - 25 w®) + u® (-2355+ 38337 w + 18436 W’ -
85359 w® - 150815 w* - 131327 w> - 63562 w® - 13483 w’ + 210w®) -
7 (375-22155w + 113370 w” + 168399 W’ + 62424 w* - 1393 w> - 3535 w® + 5741w’ + 3145 w®) )

(xCancelando o termo u’x )

AU911 = Expand [AU91 / u? ]

~16u?+388u° + 5429 u* + 13334 u° + 12399 u® + 5010 U’ + 750 u® - 12 > w+ 835 UP w+ 14382 Ut w +
13166 U w-44616 U w-73821u’ w-38340uw-6750 U’ w+ 474 U w? + 16432 u* w
11112 u” w? - 106207 u® w? + 1014 u” w? + 171204 u® w? + 126360 u° w? + 27000 u™® w? + 75 U3 w3 +
10634 u* w3 - 20046 u° w3 - 81564 u® w3 + 150815 u” w3 + 185094 u® w> - 172956 u° w? -
231840 u'® w3 - 63000 u'! w3 + 3525 u* w* - 9256 u® w* - 37595 u® w* + 138306 u” w* - 1393 ud W -
313446 U’ w* + 14154 u'® w* + 253260 u'! w* + 94500 u'? w* + 450 u* w° - 615 u® W’ - 13606 u® W° +
56821 u’ w’ - 40278 u w® - 143689 u° w® + 198366 u'® w® + 136 626 u'' w® - 158 760 u'? w’
94500 u'3 w® + 300 u® w® - 2895 U® w® + 10156 u” w® - 7950 ud Wb - 39 732 uwe + 96299 u® wb -
17934 uM wé - 128604 u'? wb + 42840 U Wb + 63000 U* w8 - 90 U7 W’ + 1600 ud W’ - 8312 u° W’ +
17952 u'®w’ - 8803 u' w’ - 30414 ur? W’ + 44196 u3 w’ + 8640 U4 w’ - 27 000 u'® w’ +
10 u w8 - 119 u?® w8 + 1494 u'* w8 - 5200 u12 w8 + 7656 ut? wd - 1569 u* w8 - 8910 u?> w +
6750 ut® w8 - 50 Ut w® + 164 U2 w® - 417 u*3 w® + 946 UM w® - 1629 U w® + 1740 ut® w® - 750 U7 w°
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AU922 = Expand [AU92 / u? |

2-10u-1320u3

67 661 u® w2
10907 u* w3

- 4829 u*

+106207 u® w3
61875 u'® w?

- 4094 U3 w* -

- 5307 u®

- 2355u°

113370 u” w? -

- 85359 uf w3 -

92775 ud w? -
168399 u’ w?

9875 u? w?

20625 u® w? + 66 u? w?
+226575u° w3 +

+164070 ud w3

-375u” -38uw+110 U w-5429 udw-12148 u* w +
15922 u® w+ 38337 ubw+ 22155 u’ w+ 4125 ud w - 6 uw? + 286 U? w2 -
+18436 ubw? -

-13166 u* w? +
-9397 udwd -

12 263 u* w* + 107989 u® w* - 150815 u® w

-62424u’ w

339426 ud w* - 89370 u° w* - 354150 U w* - 123750 Ut w* - 870 U3 W’ - 11834 u* w5 +75808 u® W’ —
131327 u®w® + 1393 u” w° + 241416 ud w® - 322056 u° w® - 107226 u*® w® + 363510 Ut W’ +

173250 u? w® - 75 u3 w® - 4800 u* w® + 32521 u® w® - 63562 u® w® + 3535 u” wé + 143 689 u® wt

211638 u® w® + 130452 u® wb + 218736 Ut wb - 237510 U2 Wb - 173250 U Wb - 675 Ut w

5460 u” w’ - 13483 u®w’ - 5741 u’ w’ + 66055 u® w’ - 96299 u® w’ + 58314 U w’ + 13 614 u11 w’
172080 u? w’ + 84150 u*3 w’ + 123750 u** w’ + 210 u® w8 - 3145 u7 w8 + 15067 u® w8 - 23903 u°

8803 u'® w8 + 11784 u' w - 29901 u'? w8 + 68805 u3 w8 - 1575 u** w8 - 61875 u15 8_25u8 w9

312 u® w® - 1339 ur® w® + 5200 Ut w® - 5676 ur? w® + 6974 u*3 w® - 11055 u* w® - 12225 Ut w +

20625 u'® w® + 150 u® w'® - 328 UM W + 417 U W® - 671 U3 w® + 560 Ul W' - 942 U Wi +

4845 u'® w'® - 4125 ut” w® + 61 u* wlt - 199 u'® Wt + 402 ut® W - 645 ul” wt + 375 u8 Wit

(*Nao tém solucdox)

(Agora, o blow up do campo vetorial (4.9) na direcdo y=x)

AU101 = Simplify[1 ((AUB1 /. {u->uw, v->w})-u(AU82 /. {u->uw, v->u}))]
W

w - 75w (1+9w) -15u° (-1+w)°
8W5

“uw? (375u10(—1+w)11 6 (~157 + 64w+ 43w?) +
30uw’ (-29-160w+ 182w +7w?) +3u® (-1 +w) (-1769 - 1373w+ 758 w? + 134 w?) -
7 (—1+w)7 * (-4829 -17881w-5322w” + 833w’ + 199 w?) +

“w? (5429 + 40311 w + 41058 w” + 7285 w® + 417 w*) -

W (6 - 54w+ 3980w’ + 19848 w® + 3195 w* + 25W°) +

? (-1320-20068w - 32947 w” - 8421 w® - 385 w* + 61w’ ) -

*w (16 - 70w + 9535 w? + 49507 W’ + 32539 w* + 2651 W’ + 328 w®) +

(-2+ 32w-184w? + 8747w’ + 39088 w* + 15031 w° +138w6+150w7))

-1+w

AU102 = Simplify[AU82 /. {u->uw, V> Ww}]

(-1+w) w? (-375w7 + 3750 (~14w) W
15 u° (-1+w)9 ® (157 +43w) +3u® (- 1+w) w® (1769 + 1472w + 134w?) +
15uw? (-5-182w+179w? + 8w?) - u’ (- 1+w) w* (4829 + 10311 w + 2661 w” + 199w’ -
3u2 (—1+w)2w (-6 +162w+2684w” + 530w + 5w*) +
6 (71+w)6 ? (1320 + 8054w + 5613w + 702w’ + 61w*) -
4(—1+w)4w(—10+448w+6847w2+7636w3+665w4+164w5>+
3(—1+w)3(2—46w+925w2+11019w3+6031w4—31w5+100w6))

(*Calculando o termo w? x)
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AU1011 = Expand [AU101 /w? ]

2ut+eudw+38utw 10Ul w-66Udw?-286utw?-110 uP w? + 75 uw’ + 870 u? w3 + 4094 U3 Wl +
9397 u* w3 + 9875 u® w3 + 5429 u® w> + 1320 u” w? + 675 uw* + 4800 U2 w* + 11834 U w* +
12263 u* w* + 10907 u® w* + 13166 u® w* + 12148 u” w* + 4829 u® w* - 5460 u? w° - 32521 U w° -
75808 u* w® - 107989 u° w° - 106 207 U w° - 67661 u’ W> - 15922 ud w° + 5307 u® w° - 210 u? Wb +
13483 U3 w8 + 63562 u* wé + 131327 u® w® + 150815 u® w® + 85359 u” wé - 18436 ud wé -
38337 u’wé + 2355 UM wb + 3145 U3 W’ + 5741 u* w’ - 3535 u° w’ - 1393 u® w’ + 62424 u” W’ +
168399 ud w’ + 113370 u® w’ - 22155 u® w’ + 375 Ut w” + 25 u3 w - 15067 u* w - 66055 u> Wt -
143689 u® w8 - 241416 u” w® - 339426 uB w8 - 164070 U° w8 + 92775 UM w8 - 4125 UMt wd +
312 u*w® + 23903 U’ w® + 96299 U w® + 211638 u” W’ + 322056 ud w’ + 89370 u° W -
226575 u® w® + 20625 ul? w® - 150 u* w'® + 1339 u® w'® - 8803 u® w'® - 58314 u’ W -
130452 u® w'® + 107226 u® w'® + 354150 u*® w® - 61875 u? w'® + 328 u® wt - 5200 u® Wit -
11784 u” wt - 13614 u® w' - 218736 u® W' - 363510 ur® w't + 123750 utt wit - 417 ub w2 +
5676 u’ w*? + 29901 u® w'? + 172080 u® w'? + 237510 u*® w'?2 - 173250 Ut w? + 671 u’ w3 -
6974 u® w3 - 68805 u° w'3 - 84150 u® w3 + 173250 Ut w3 - 61 u” w'* - 560 u® w4 +
11055 u® w'* + 1575 u*® w4 - 123750 u? w'* + 199 u w'® + 942 u® w'® + 12225 utP W'’ +
61875 u't w'® - 402 u® w'® - 4845 u*® w® - 20625 u'? W't + 645 ul® w7 + 4125 Ut w7 - 375 ult e

AU1022 = Expand [AU102 /w? ]

2uwdw-18utw?-54udw?-10utw? + 75 uw? + 540 U2 w? + 1121 uP w3 + 498 Ut w3 + 375 w* + 2655 uw* +
6540 u? w* + 7035 u3 w* + 4507 u* w* - 1320 ub w* - 375w® - 5415 uw® - 21090 u? w’ - 32309 Ul w’ -
22019 u* w® + 1186 u® w® - 4829 u” w° + 2565 uw® + 18915 u? w® + 38213 u> w® + 26425 u* Wb +
23045 uP wf + 28321 u” wf - 5307 U Wl + 120 uw’ - 3327 U2 w’ - 6741 U3 W’ + 6979 Ut W’ -

84345 u® w’ - 55385 u” w’ + 43347 ud w’ - 2355 u® w’ - 1545 u? w8 - 13691 u? wé - 36 743 u* wé +
122670 u® w® + 2805 u” w8 - 151710 u® w8 + 22905 u® w8 - 375 u*® w8 - 15 U2 w® + 6755 U w° +
26323 u*w’ -72030 uP w® + 166470 u” w® + 290430 u® w® - 99525 u® w® + 4125 Ut w® - 431 U3 W -
5951 u* w!® - 13272 u® w'® - 307902 u” w'® - 312210 u® w'® + 253575 u® w'® - 20625 utP W +

100 u w!! + 155 u* w'' + 40380 u® w'l + 267078 u” W't + 146 034 ud W't - 417150 u® W't +

61875 u'® w'! - 164 u* w'? - 18630 u® w2 - 114990 u’ w2 + 59976 u® w'? + 458010 u® w*? -
123750 u®® w!? + 1980 u® w'? + 14295 u” W' - 129240 u® w3 - 332010 u° W' + 173250 u® w3 +
275 u® w* + 5405 u” w* + 77445 u® w'* + 147150 u® w* - 173250 u® w'* + 61 u® W' - 1069 u” W' -
19965 u® w!® - 28575 u® w'® + 123750 u® w'® - 199 u” w'® + 798 uB wl® - 5475 u® Wt -

61875 u'® w® + 402 ud w7 + 4095 u® w7 + 20625 u'® wl’ - 645 u® w8 - 4125 u® w8 + 375 ul® Wl

(» As expressdes acima (AU1011,AU1022)correspondem ao campo vetorial (4.10). x)

(» Pontos de equilibrio. =*)

Solve[ {AU1011 == 9, AU1022 == O, W == 0} ]

{{u-0,w->0}}

J[AUl011, AU1022, O, 0]
({0, 0}, {0,0}}

(» A origem é uma singularidade linearmente nula. =x)

(» Blow up no campo vetorial (4.10) na diregdo xx)
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CU1 = Simplify[AU1011 /. {u > u, W- UW}]

ut (—2+2 (3+19u+5u2) w-22u (3+13u+5u2) w? +
(75 + 870 u + 4094 u® + 9397 u? + 9875 u* + 5429 U° + 1320 U°) W’ +
u (675+4800u+11834u® +12263 U’ + 10907 u* + 13166 U° + 12148 u® + 4829 u” ) w* +
ud (7 5460 - 32521 u - 75808 u? - 107989 u> - 106 207 u* - 67661 u® - 15922 u® + 5307 u7) W+
u* (-210 + 13483 u + 63562 u® + 131327 u® +
150815 u* + 85359 u® - 18436 u® - 38337 u’ + 2355 u®) w® +
u® (3145 + 5741 u - 3535u” - 1393 u® + 62424 u® + 168399 u® + 113370 u® - 22155 u + 375 u®) w’ -
u’ (-25+15067 u + 66055 u” + 143689 u’ +
241416 u* + 339426 U° + 164070 u® - 92775 u” + 4125 U®) W8 +
u® (312 +23903 u+96299 u? + 211638 u> + 322056 u* + 89370 u° - 226575 u® + 20625 u7) w® -
u'® (150 - 1339 u + 8883 u? + 58 314 u> + 130452 u* - 107226 U® - 354150 u°® + 61875 u”) w'® +
2 u™ (164 - 2600 u - 5892 u® - 6807 u> - 169368 u* - 181755 u® + 61875 u®) W' -
3u™ (139 -1892u-9967 u® - 57360 u® - 79170 u* + 57750 u> ) w'? +
11u* (61 -634 u-6255u” - 7650 u> + 15750 u*) w'’ +
u’ (-61-560u+11055u”+ 1575 u’ - 123750 u*) w'* +
u? (199 + 942 u + 12225 u® + 61875 u3) wh® -
3u* (134 +1615u + 6875 u®) w'® + 15 u?® (43 + 275u) w'’ - 375 u®> w'?)

cu2=Simp111Cy[l ((AU1822 /. {u>u, w- uw}) -w (AU1@11 /. {u->u, w- uw}))]
u

Ww (4-4(6+23u+5Uu%) w+ (75+606u+1407 u” + 608 u*) W +
(360 + 1785 u + 2446 u® - 2362 u> - 5368 u* - 5429 U° - 2640 U°) W’ -
u (1650 + 10215 u + 32924 u® + 44572 u® + 32926 u* + 13166 U> + 10962 u°® + 9658 u” ) w* +
u® (8025 + 51436 u+ 114021 u® + 134414 u® + 106 207 u* + 99706 U> + 44243 u® - 10614 U ) W’ -
u* (-330+ 16810 u + 70303 u® + 124348 u> +
150815 u* + 169704 u® + 36949 u® - 81684 u” + 4710 u®) w® -
u® (4690 + 19432 u + 33208 u” - 1393 U® - 60 246 u* + 165594 u® + 265080 U°® - 45060 U’ + 750 u®)
w’+u’ (-40+21822u+92378u”+ 143689 U° +
169386 u* + 505896 U + 454500 u® - 192300 u’ + 8250 U®) W’ -
u® (743 + 29854 u + 96299 u® + 224910 u® + 629958 u* + 392580 U° - 480150 U® + 41250 U7 ) W’ +
u'® (256 - 1184 u + 8803 u” + 98694 U’ + 397530 u* + 38808 U> - 771300 U® + 123750 u” ) W'® -
2u™? (246 - 2600 u + 3423 u” + 50688 u® - 139356 u® - 418760 u° + 123750 u®) w'! +
3u™ (139-1232u - 5202 u® - 100440 u® - 189840 u* + 115500 u°) W' +
u'® (-396 + 12379 u + 146 250 u* + 231300 U - 346500 u*) W' +
u’ (122 - 509 u - 31020 U - 30150 U’ + 247500 u*) w'* -
20 (199 +72u + 8850 u” + 61875 u*) w'> +
6 u?' (134 + 1490 u + 6875 u*) w'® - 30 u?® (43 + 275u) W'’ + 750 u*> w'?)

(#Cancelando o termo u? x)
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CU11 = Expand[CU1 /u? |

—2u+6uw+38ulw+10ulw-66Uuw?-286uw?-110u*w? +75uw’ + 870 U w3 + 4094 ud w3 +
9397 u* w3 + 9875 u® w3 + 5429 u® w3 + 1320 u” w? + 675 u2 w* + 4800 U w* + 11834 Ut w* +
12263 u° w* + 10907 ub w* + 13166 u” w* + 12148 u® w* + 4829 u® w* - 5460 u* w° - 32521 U’ w° -
75808 u® w® - 107989 u” w° - 106 207 u® w° - 67661 u° w> - 15922 u?® w® + 5307 ull w® 21@ uwe +
13483 u® w6 +63562 U’ w® +131327 udwf + 150 815 u9 wé + 85 359 ul®wb - 18436 uttw
38337 u'? wb + 2355 ur wb + 3145 u” W’ + 5741 uB w’ - 3535 u° w’ - 1393 Ul w’ + 62424 u11 7+
168399 u? w’ + 113370 u3 w’ - 22155 ut* w’ + 375 u15 7 + 25 u8 w® - 15067 u9 w® - 66 055 u10 we -
143689 utt w8 - 241416 u*? w8 - 339426 U3 w8 - 164070 u* w8 + 92775 u® w - 4125 u16 84
312 u® w® + 23903 utt w’ + 96 299 ut? w® + 211638 u'3 W’ + 322056 u14 °+80370u w
226575 ut® w® + 20625 u'” w® - 150 u** w'® + 1339 u'? w'® - 8803 u'3 w'® - 58314 uM* W -
130452 u®® w'® + 107 226 u'® w'® + 354150 u'” w'® - 61875 u*® w® + 328 u?? wt - 5200 u* Wit -
11784 u™® w'' - 13614 u®® W' - 218736 ul” w'! - 363510 u® wlt + 123750 u® wt - 417 Ut w2 +
5676 u'® w'? + 29901 u'” w2 + 172080 u'® w'? + 237510 u'® w'? - 173250 U w'? + 671 U7 w3 -
6974 u'® w3 - 68805 u'® w3 - 84150 u?® w3 + 173250 u?* w3 - 61 U8 W - 560 U’ w4 +
11055 u?® w'* + 1575 u? w'* - 123750 u?? w* + 199 u?® w'® + 942 u?* W' + 12225 U2 W'’ +
61875 u?3 w'® - 402 u?? w'® — 4845 u?3 w'® - 20625 u?* w'® + 645 u?* W'’ + 4125 u® w7 - 375 u?° Wt

CU22 = Expand[cu2 /u? ]

4w-24w?-92uw?-20u?w?+ 75w + 606 uw’ + 1407 u? w? + 608 U w> + 300 w* + 1785 uw* +
2446 u? w* - 2362 u® w* - 5368 u* w* - 5429 u® w* - 2640 UP w* - 1050 U W’ - 10215 u? W’ - 32924 U3 W’ -
44572 u* w° - 32926 U w° - 13166 U w° - 10962 u” w° - 9658 uB W’ + 8025 U3 w® + 51436 Ut Wl +
114021 u® w® + 134414 u® w® + 106207 u” w® + 90706 u® W® + 44243 uP w® - 10614 u*® w® + 330 U* W’
16810 u® w’ - 70303 u® w’ - 124348 u” w’ - 150815 u8 7 169704 u’ w’ - 36949 u*® w’ +
81684 u't w’ - 4710 u*? w’ - 4690 u® wé - 19432 u’ wé - 33208 u® w8 +1393u® w8 + 60 246 u10 8
165594 u'* w - 265080 u'? w8 + 45060 u'3 wt - 750 u14 8_40u’w’+21822u8w’+923780u°
143689 u'® w® + 169 386 u'? w® + 505896 u'? w® + 454500 u'® w® - 192300 u* w° + 8250 ut® w9 -
743 u® w'® - 29854 u® w'® - 96299 u't w'® - 224910 u'? w'® - 629958 U3 w'® - 392580 u* wi® +
480150 u'® w'® - 41250 u® w'® + 250 u® Wt - 1184 ut wi! + 8803 u'? W't + 98694 utd wit +
397530 u'* w'! + 38808 ul® w'l - 771300 u® W'l + 123750 u'” w't - 492 u*? w'? + 5200 u'3
6846 u'* w? - 101376 u'® w'? + 278712 u?® w'? + 821520 ul” w'? - 247500 u'8 w'? + 417 U4 wi3 -
3696 u'® w3 - 15606 u'® w3 - 301320 u'’ w!? - 569520 u'® w3 + 346 500 u®® w3 - 396 U Wl +
12379 u'7 w' + 146 250 u'® w'* + 231300 u?® w'* - 346 500 u2® W + 122 U’ w'® - 509 U8 Wl -
31020 u® w'® - 30150 u?® W' + 247500 u?* w'® - 398 Ut Wl - 144 u?® W% - 17 700 u?* Wt -
123750 u?? w'® + 804 u?! w7 + 8940 u?? w7 + 41250 u?? w'” - 1290 u?® w'® - 8250 u?* w'® + 750 u?> w'°

(» As expressdes acima (CU11,CU22)correspondem ao campo vetorial (4.11). x)
(*» Pontos de equilibrio. =)

NSolve[ {CU11l == @, CU22 == @, u == O}, Reals]

{{u->0.,w-> -0.476572}, {u->0.,w—->0.}}

(» Duas singularidades,uma na origem e a outra no ponto (0,—0.47). *)
(* Linearizacdo do ponto (0,-0.47). x)

J[Cull, CU22, 0, -0.476572]
{{-12.9774, 0.}, {31.4016, -51.9097} }
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Eigensystem[{{-12.9774, 0}, {31.4016, -51.9097}}]

{{-51.9097, -12.9774}, {{@., 1.}, {0.778368, 0.627808}}}

(* Linearizacdo do ponto (0,0). *)

J[cull, CU22, O, O]
{{-2, 0}, {0, 4}}

(xAgora, blow up do campo vetorial (4.10) na diregao yx)

Cu3l = Simpli-l:y[1 ((Au1011 /. {Uu > uw, w—>w}) -u (AU1022 /. {u->uw, Ww-w}))]
w

—uw? (159 (2-7w) +750u™® (-1 +w)* W -30u° (-1+w)w'? (-157 + 89w+ 43 w?) +

6 ud (-1+w)8 w' (1769 - 538w + 1048 w* + 134w’} + 15U (5+ 119w - 681 w” + 535 w> + 22 w*) -
7(-1+w)”wP (-9658 - 23363 w + 2328 w? + 3295w’ + 398 w*) +

5 (—1+w)5w5 (5429 + 40311 w + 41058 w” + 7285 w® + 417 w*) -

2u? (-1+w)2 (12-279w-1793w? + 13155 w? + 2385 w* + 20 W°) +

2ub (—1+w)6w6 (-1320-13401w - 15253 W’ - 1755w’ + 168 w* + 61w’ -

2u4(71+w)4w2 (10 - 264 w + 1568 w® + 24359 w® + 19755 w* + 1576 W’ + 246 w®) +
3(—1+w)3(—4+86w—1155w2—1347w3+44076w4+21693w5+7w6+250w7))

CU32 = Simplify[AU1022 /. {U > UW, W > W}]

(-1+w) w4(—375+375u1°<—1+w)19w14—
150° (-1 +w)?w'? (157 +43w) +3u® (-1 +w)®w'® (1769 + 1472w + 134 w?) +
15u (-5-182w+ 179w’ + 8w?) - U’ (71+w)7w (4829 + 10311 w + 2661 w” + 199 w?) -
3u (-1+w)? (-6+162w+2684w? + 530w + 5wt) +
6 (—1+w)6w6 (1320 + 8054 w + 5613 w” + 702 w> + 61 w*) -
“(-1+w)*w? (-10 + 448w + 6847 w? + 7636 W’ + 665 W + 164 w°) +
3(—1+w)3(2—46w+925w2+11@19w3+6031w4—31w5+106w6))

CU311 = Expand [CU31 /w? ]

-300u-75u?+24u-4u*+1050 uw-1785uw- 606 uw+ 92 u*w+ 10215 u? w? - 2446 u3 w?
1407 u* w? + 20 u® w? - 8025 u? w3 + 32924 U3 w3 + 2362 u* w3 - 608 UP W3 - 330 uZ w* - 51436 UP Wt +
44572 u* w* + 5368 U w* + 16810 U w® - 114021 u* w® + 32926 U° W® + 5429 u® w° + 4690 u3 Wb +
70303 u* w® - 134414 u® w® + 13166 u® Wl + 2640 u” wWé + 40 UP W’ + 19432 u* w’ + 124348 u° W’
106207 u® w’ + 10962 u” w’ - 21822 u* w8 + 33208 u® w8 + 150815 u® w - 90706 u” w8 + 9658 uB Wt +
743 u*w® - 92378 uP w® - 1393 u® w® + 169704 u’ w® - 44243 ud w® - 250 u* w'® + 29854 u° wl® -
143689 u® w'® - 60246 u” w® + 36949 uB w'® + 10614 u® wW'® + 1184 u® wl + 96 299 u® wit -

169386 u’ w'l + 165594 u® w'l - 81684 u° w!! + 492 u® w'? - 8803 u® w'? + 224910 u” w'? -

505896 u® w!? + 265080 u° w'? + 4710 u'® w'? - 5200 u® w13 - 98694 u” w3 + 629958 uB w3 -

454500 u® w' - 45060 u® w3 - 417 u® W + 6846 u” w4 - 397530 uB w* + 392580 u° W +

192300 u®® w* + 750 u? w'* + 3696 u” w'® + 101 376 u® w'® - 38808 u° W' - 480150 u'® w'®

8250 u'! w15 +396 u” w'® + 15606 u w® - 278712 u° w'® + 771300 u'® Wt + 41250 Ut w® - 122 u” w¥’
12379 u® w7 + 301320 u® w'” - 821520 u*® w'” - 123750 u* w'’ + 509 u® w'é — 146 250 u°® w'é +
569520 u'® w'® + 247500 u' w8 + 398 u® w'® + 31020 u® w*° - 231300 u® w'° - 346500 Ut w

144 u® w? + 30150 u'® w?® + 346 500 u'! w?° — 804 u® w2l + 17700 u*® w?! - 247500 utt w2t -

8940 u'® w?? + 123750 u*? w?? + 1290 u®® w?3 - 41 250 u'! w? + 8250 ul! w?* - 750 u't w¥
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CU322 = Expand[CU32 /w ]

375w+ 75uwW-18 u?w+2u?w- 375w + 2655 uw? + 540 u? w? - 54 u> w? - 5415 uw> + 6540 u? w3 +
1121 P wP - 10 u* w3 + 2565 uw* - 21090 u? w* + 7035 U3 w* + 498 u* w* + 120 uw’® + 18915 U2 W’ -
32309 ud w® + 4507 u* w® - 3327 u? w® + 38213 U3 wf - 22019 u* w8 - 1545 U2 w’ - 6741 U3 W’ +
26425 u*w’ - 1320 ubw’ - 15 u? wd - 13 691 u3 w8 + 6979 u* w8 + 1186 u® w8 + 6755 U W’ -

36743 u* w® + 23045 u® w® - 4829 u” w® - 431 U3 w!® + 26323 u* w'® - 84345 u® w'® + 28321 u” w'® +
100 u w!? - 5951 u* w! + 122670 u® W' - 55385 u” W't - 5307 u® Wt + 155 u* w2 - 72030 U w'? +
2805 u” w'? + 43347 uB wl? - 164 utwh - 13272 u® w3 + 166470 u” w3 - 151710 ud w3 - 2355 u° w3
40380 u® w'* - 307902 u” w'* + 290430 u8 14 122905 u’ w* - 18630 u® w'® + 267078 u” W'® -
312210 ud w® - 99525 u® w'® - 375 ut® w!® + 1980 U W'® - 114990 u” w'® + 146034 U8 w® +
253575 u® wi® + 4125 u'® w'® + 275 u® w” + 14295 u” w7 + 59976 u® w'’ - 417150 u® w7 -

20625 u*® w7 + 61 u® w'® + 5405 u” W' - 129240 u® w'® + 458010 u® W' + 61875 u® W't - 1069 u’ w*°

77445 u® w'® - 332010 u® W' - 123750 u*® w® - 199 u” w?® - 19965 u® w?® + 147150 u® W +
173250 u*® w?® + 798 ud w?! - 28575 u® w2 - 173250 u*® w?! + 402 ud w?? - 5475 u° w?? +

123750 u® w?? + 4095 u® w?3 - 61875 u'® w?3 - 645 u® w?* + 20625 u® w?* - 4125 u® w?> + 375 ut® w?*

NSolve[ {CU311 == @, CU322 == O, w == @}, Reals]

{{u->-2.09832, w—>0.}, {U>0.,w—>0.}}

J[Cu31l1, Cu322, o, 9]
{{-3@0, 0}, {0, 375}}

| 31

(* Singularidades analisadas com o blow up do campo vetorial (4.10) na direg¢dao x. =x)
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