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(Sécrates, Filosofo Grego).



Resumo

A equacao de van der Pol nao auténoma é um dos primeiros exemplos de sistemas di-
namicos com comportamento cadtico e complexo. Foi introduzida por van der Pol e
extensivamente estudada por M. L. Cartwright e J. E. Littlewood os quais foram os
primeiros a mostrar a existéncia de solucoes singulares. Neste trabalho estudamos dois
artigos em conjunto de Cartwright e Littlewood nos quais é demonstrado que existem
orbitas de um certo periodo e que, devido a existéncia de uma regiao atratora, as parti-
cularidades da propria equacao permitem esbocar a forma geométrica das solugoes. Além
disso, estudamos um trabalho de Levinson no qual, fazendo uma mudanca que nao altera
substancialmente as solucoes, pode-se mostrar que existem solugoes singulares para cada

sequéncia simboélica de dois simbolos.

Palavras—chave: equacao de van der Pol, solucoes singulares, dinamica.
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Abstract

The non autonomous van der Pol equation is one of first examples of dynamical systems
with complex and chaotic behaviour. It was introduced by van der Pol and extensively
studied by M. L. Cartwright and J. E. Littlewood who have showed the existence of sin-
gular solutions. In this work we study two joint papers due to Cartwright and Littlewood
in which is proven that there exist orbits of a given period and, from the existence of
an attractor region, its own particularities allow to sketch the geometry of the solutions.
Moreover we study a paper by Levinson in which, by a change that does not modify subs-
tantially the solutions, we can prove that there exist singular solutions for any symbolic

sequence of two symbols.

Keywords: van der Pol equation, singular solutions, dynamics.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1927, Balthasar van der Pol estudou a equacao diferencial nao-linear
" — k(1 —2%)2’ + 2 =0, (1.1)

em que k ¢ um parametro, a qual provém de problemas em engenharia elétrica. Como
mencionado por Ginoux e Letellier, essa equacao ja tinha sido introduzida por outros
autores [9]. Uma dedugao desta equacao a partir de um circuito elétrico pode ser encon-
trada no artigo de Appleton [3] a qual reproduzimos na se¢ao 2.5. O termo —k(1 — z?)
representa o amortecimento e é claro que, se k > 0, o amortecimento é negativo para
|z| < 1 e positivo para |z| > 1. B. van der Pol obteve solugdes gréficas para os valores
k=0.1, k =1e k = 10 as quais pareciam convergir rapidamente, quando t tende ao +oo,
para uma solugdo periddica com amplitude igual a 2 nos trés casos [21]. Em |16] Liénard
generaliza esse resultado ao caso em que o amortecimento é substituido por f(z)z, onde
f(z) satisfaz certas condigoes, e em [13], Norman Levinson e Oliver K. Smith estudaram
a equacao

2"+ f(z,2)d + g(x) =0 (1.2)

provando que existem solugoes periodicas se zg(z) é ndo negativa para todo z € R e
f(z,v) é positiva para valores de |z| grandes e negativa para |z| e |v| pequenos. Neste
caso a unicidade requer mais condig¢oes sobre g(x) e f(x,v).

Os trabalhos de van der Pol chamaram a atencdao dos matematicos de Cambridge,



Mary Lucy Cartwright e John Edensor Littlewood, e do Massachusetts Institute of Te-
chnology, Norman Levinson. Esta dissertagao esta orientada ao estudo de dois trabalhos
em conjunto de M. L. Cartwright e J. E. Littlewood, em relacao a equacao de van der
Pol, e de um célebre trabalho de N. Levinson, que agora passamos a descrever.

Como mencionado por MacMurran e Tattersall em [19], Cartwright e Littlewood se

focaram em estudar a equacgao de van der Pol com um amortecimento oscilatorio da forma
2" — k(1 — 232’ + 2 = bk cos Mt (1.3)

e dedicaram-se a encontrar condigoes para as quais a equacao (1.3) tem duas solugoes
periodicas estéveis com diferentes periodos. De fato no artigo [7], que serd estudado no
capitulo 3, eles provaram que para certos valores dos parametros a equacao (1.3) tem
solucoes de periodo 27/A assumindo que a varia¢do da amplitude das solug¢oes é muito

pequena. Mais precisamente, trabalhando com a equacao

V" — (a0 — W + wPv = Ew?sinwit (1.4)
16 32 1 1—A 3
foi provado em [7] que, se 77 <p*< 7 1 < | ’ | < % e ke |1 — )| sdo pequenos,

entdo existems solucoes periddicas de periodo 27 /wy. No artigo [4] de 1945 eles anuncia-
ram que, para certos parametros, existem solugoes que, na linguagem atual, sao cadticas,
mas a prova de tal afirmagdo s6 foi publicada no artigo [17] de 1950. Segundo Moser,
as provas contidas em [4| e nos trabalhos subsequentes foram incompletas e realmente
complicadas como o proprio Littlewood publicamente admitiu [1]. Assim, Cartwright
escreveu o artigo [8] no qual, a partir de um teorema geral sobre a existéncia de uma
regiao atratora pode-se esbogar o grafico das solucoes da equagao (1.3). De fato, em [8] é

provado o seguinte teorema:

Teorema 1.1. Se z(t) = x(t, g, xp) € a solugao de (1.3) para a qual x(0) = x¢ e 2'(0) =
xy, entao

(t)| < B, |a'(t)| < Bk, (1.5)

em que B € uma constante independente de k e t, para k > 1, t > to(xo, zj).



No capitulo 4 apresentamos a prova completa deste Teorema. Assumindo o Teorema
1.1, Cartwright passa a esbogar as solugoes de (1.3) concluindo que elas tém a forma

apresentada na Figura 1.1:

(C1) Se a solugdo comega em ¢ = 0 acima de uma pequena faixa |1 — z?| < § ao redor
da reta x = 1 entdo, essa solucdo decresce no tempo t = 27/, assim a solugao

mostrara ondas decrescentes até atingir a faixa dada;

(C2) perto de 2 = 1 a solu¢do tem um comportamento complicado, mas eventualmente,

elas saem pela parte inferior desta faixa, ou seja, pela reta z = /1 — ¢;

(C3) ao sair da faixa elas decrescem até chegar abaixo da faixa |1 — z%| < § ao redor de

r=—1;

(C4) uma vez que a solugao esta abaixo de © = —1, ela apresenta o um comportamento
analogo em sentido invertido ao descrito nos itens (C1), (C2) e (C3), e assim repete-

se o grafico de forma similar.

2
b
1 \\\\/
X,
|
X
-2

Figura 1.1: Esbogo das solucoes de (1.3).



O artigo [4] provocou o interesse do N. Levinson no assunto o que deu origem ao artigo
[15] que serd estudado no Capitulo 5. A equagdo que ele estudou ¢ essencialmente (1.3)
na qual o termo nao linear é trocado por um termo linear por partes. Mais precisamente,
a equacao

ey + ¢(y)y' + ey = bsint (1.6)

em que € > 0 é uma constante pequena e ¢(t) = 1, |z| > 1, ¢(t) = —1, |z| < 1. A constante
b deve ser escolhida de um certo conjunto formado por subintervalos do intervalo (0, 1).
Ele afirmou que a equagdo modificada (1.6) exhibe o mesmo comportamento singular que

a equacao original (1.3), no entanto é muito mais facil de analisar. De fato, Levinson

0

3 tm tym

_3 \
)

Figura 1.2: Esbogo das solucoes da equacao de Levinson (1.6).

primeiro chamou de pontos de cruzamento par os pontos em que as solugoes cruzam
a reta y = 1 de cima para baixo, e de pontos de cruzamento impar os pontos em que
as solucoes cruzam a reta y = —1 de baixo para cima. Além disso chamou de intervalos
de base par os intervalos da forma ¢t =7 mod 27, 0 < 7 < 7y < 1/10, e de intervalos
de base impar os intervalos da forma t = 7 +7 mod 27, 0 < 7 < 7y < 1/10, para um
certo 11 escolhido previamente. Logo Levinson passou a provar que associado a equacao

(1.6) existe um inteiro n e uma familia de solu¢oes F satisfazendo as seguintes condigoes:



(1) o espagamento entre os sucessivos intervalos de base nos quais estdo os pontos de

cruzamento de uma solugdo em F & ou (2n — 1)m ou (2n + 1)m;

(2) para cada sequéncia arbitraria {dx}3>_., em que dg é (2n — 1)m ou (2n + 1)7
existe uma solu¢ao y(t) em F cujos pontos de cruzamentos pertencem a intervalos
de base com sucessivos espacamentos iguais a d,. Além disso, nao existem outros

cruzamentos.

Um esbogo das solugoes é presentado na figura (1.2). Fazendo a associacao (2n—1)m <= 0
e (2n+ 1)m <= 1, vemos entao que o resultado de Levinson prova que existe uma corres-
pondéncia entre o conjunto de solucoes F e o espaco de Cantor de sequéncias simbolicas
Y = {0,1}%, 0 qual é um dos espacos paradigmaticos na teoria do caos que surgiu pos-
teriormente.

O artigo de Levinson forneceu a inspiragao para Stephen Smale quando ele introduziu a
ferradura de Smale em [20]. Em palavras de Smale a ferradura é uma consequéncia natural
da forma geometrica de visualizar as equacoes de Cartwright-Littlewood e Levinson. Além
de sua importancia historica, a equacao de van der Pol converteu-se num exemplo tipico
de um sistema oscilatério com amortecimento e ao longo dos anos tem sido um modelo
para uma ampla gama de fenémenos. Finalmente no ano 2009 R. Haiduc [11] provou que
a equacao de van der Pol (1.3) tem um conjunto de solugoes anélogo ao que possui a

equagao (1.6).



Capitulo 2

Preliminares

Veremos neste presente capitulo uma revisao basica de conceitos e teoremas principais
da teoria matematica necessaria para trabalharmos com o tema principal a ser estudado
nesta dissertacao.

Na seguinte defini¢ao e teorema utilizaremos [22].

Definicao 2.1. Uma funcdo diferencidvel ¢ : I — R?  chama-se solucio da equacdo

dx
= — f(t 2.1
no intervalo I se:

(i) o grifico de o em I, isto é, {(t,p(t)) : t € I} estd contido em Q =1 x R? e

d
(i1) d—f(t) = f(t,¢(t)) para todo tel. Set é um ponto extremo do intervalo, a derivada

€ a derivada lateral respectiva.

Teorema 2.1. (Teorema de Picard.) Seja f continua e Lipschitziana com relagao a
sequnda varidvel em Q = I, X By, onde I, = {t : |t —to| < a}, By={x:|r— x| <b}.

Se |f| < M em Q, ezxiste uma tnica solu¢do de
= f(t,x), x(ty) = xo

em I,, onde o = min{a, % )



2.1 Desigualdade de Gronwall

Nesta apresentamos a desigualdade de Gronwall que ¢ um teorema bem conhecido em
equagoes diferenciais [10]. Uma prova da versao geral da desigualdade de Gronwall pode

ser encontrada em [12].

Teorema 2.2. (A destgualdade de Gronwall.) Seja X um espago de Banach e U C X
um conjunto aberto em X. Sejam f,g : [a;b] — U C X fungdes continuas e sejam

Y,z : la;b] — U satisfazendo os problemas de valor inicial

y(t) = fty®),  yla)=yo (2.2)

Z'(t) = g(t, 2(t)), z(a) = zp. (2.3)
Suponha também que exista uma constante C' > 0, de modo que

l9(t, x2) — g(t, 21)| < Clas — a4]. (2.4)
e uma fung¢ao continua ¢ : [a;b] — [0;00) tal que

|f(ty(t) — g(t,y(t)] < o). (2.5)

Entao para t € [a;b]

t
() = 2(8)] < Cltal|yy — 2] + Ll / e~Cl=lio(5) ds. (2.6)

A desigualdade (2.5) é um pouco estranha, pois envolve uma desigualdade ao longo
da solugao y(t) que talvez ndo conhegamos. Mas podemos substituir (2.5) pela hipotese
mais forte

|f(t,x) —g(t,z)| < p(t). para todo t,e para todo x € U. (2.7)

(o que implica claramente (2.5)) e obtemos o mesmo resultado. E claro que isso pode
significar usar uma hipdtese que que é mais forte do que o necessario em (2.5). Observe
que nao estamos assumindo que esta é uma condigao de Lipschitz e, portanto, o problema

de valor inicial

Y (t) = fty®), yla) =y



nao precisa ter solucao tnica. Nesse caso, a desigualdade pode ser usada para estimar

y(t) comparando-a com a solucao de

2Z'(t) = g(t, 2(t)), z(a) =yo

com a mesma condi¢ao inicial. Nesse caso, a desigualdade se torna

ly(t) — 2(t)] < 60“‘“/ e~ sl (s)ds.

Se assumirmos que a desigualdade (2.7) se mantém ainda que

yi(t) = f(t, (), vi(a) =m

usando a inequacgao 6bvia

y(t) =y (D] < Jy(t) = 2(0)] + [2(1) = 91.(8)]

onde

temos o desigualdade

t
(1) = 1(6)] < Py — g + 2eC1 / e~ Cloal () ds.

Isso fornece uma versao da desigualdade de Gronwall para equacoes diferenciais que nao
satisfazem uma condicao de Lipschitz em termos da constante de Lipschitz de uma equacao

diferencial proxima (onde a proximidade é medida pelo tamanho de ).

Demonstracao. (Demonstracdo do Teorema 2.2.) Vamos usar a desigualdade

(o) < 1a/(1)

que ¢é mostrado para as fungoes C', =z : [a;b] — X. Entao, usando as premissas (2.5) e

=y
—~
~—
—~
~
=
I IA
:G\
—~
~
~—
—~
=

t,y(t)) = g(t, 2(1))]
(1) — g(t yO)I+ gt y(1)) — g(t, 2(1))]
— (1)l

[\
=
\_PF
@

IA
_|_
Q
=



Assim,
Clult) — (1)~ Clylt) — (1) < ().

Logo, multiplicando pelo fator de integracio e~¢* produz

d

5 (y(t) = 2(1)]) < e e(t).

Integrando a desigualdade de a até t, obtemos

t
Cy(t) = #(0)] - o — 2o < [ e p(s)as.

Isso é equivalente a (2.6). O

2.2 Sistemas Bidimensionais Simples

Nesta secao utilizaremos [22]|. Consideremos agora sistemas reais da forma

/ _
Ty = a1171 + G122,

(2.8)

/ _
Ty = G121+ G222,

com a;; € R e ajjas — ajpas; # 0. Equivalentemente consideremos equacoes lineares

homogéneas do tipo

a1 Q12

¥’ = Az, com A= e detA # 0. (2.9)

a21 22
em que r = (1, 72)". Estas equagoes sao associadas a campos vetoriais lineares A em R2.
A condicao det A # 0 é equivalente a condicao de que a origem 0 € R? seja o tinico ponto

onde A se anula, ou seja, o tinico ponto fixo do fluxo linear ¢(t,z) = e*4

x. Este ponto
fixo, ou todo o sistema, chama-se simples se det A # 0.

O polinoémio caracteristico de A é \? — (tr A)\ + det A. Logo, os valores proprios sao

tr A+ /(tr A)2 —4det A

>\17 )\2 = 9

Distinguimos os seguintes casos:

(a) Os valores proprios A, As de A sdo reais e distintos. Necessariamente, Ay, Ay # 0.



(b)

(c)

Caso (a)

Caso (ay).

Caso (asg).

Caso (as).

Caso (b)

10

Os valores proprios sdo complexos conjugados: A\ = a+if, Ao = A\ = a — if3,

com 3 # 0.

Os valores proprios sao reais e iguais: A; = Ay = A # 0.

Sejam vy, vy vetores proprios correspondentes aos valores proprios A;, Ag. Deno-
temos por Ey, F, as retas geradas por estes vetores. A solucao de (2.9) pode ser

escrita na forma

A Aot

o(t) = cre™tv + cpe™tuy.

Ay < A < 0, no6 atrator. Toda trajetoria tende a 0, quando t — +00; exceto a
origem que permanece fixa, toda a trajetoéria tende a oo, quando t — —oo. Se
c1 # 0, a reta tangente & trajetoria tende a reta E;, quando ¢ — +o0. De fato, se

t — 400,

Aot
o€ Ca _
= 2=t

cieMt ¢

pois Ao — A1 < 0. Se ¢; = 0, as solucoes sao semiretas de Fj.

A2 > A1 > 0, no instavel (fonte).

Discussao similar ao caso anterior, mudando o sentido das setas.

Ao > 0 > \q, sela.

As trajetorias que passam por pontos de E(cy = 0) (ou de Ey(c; = 0)) permanecem
nesta reta e tendem para 0, quando ¢ — +oo (ou t — —o0). Se ¢, ¢ # 0, as
solugbes tendem a oo, quando ¢ — +oo. A componente segundo F; (respecti-
vamente, Fs) tende a 0 (respectivamente, oo), quando t — 400, a componente

segundo Es (respectivamente, F1) tende a 0 (respectivamente, co).
Segue que toda solugao de (2.8) pode ser escrita na forma
@(t) = c11(t) + cao(t), onde

©1(t) = e[cos Btv, —sin Btvy] e o(t) = e*[sin ftvy — cos Btvy).



Caso (by).

Caso (bs).

Caso (b3).

Caso (c).

Caso (7).

Caso (cg)

11

em que vy e vy sao autovetores de A. Escrevendo ¢; = pcosw, ¢ = psinw, temos
o(t) = e*pl(cosw cos Bt + sinw sin ft)v; + (sinw cos St — cosw sin Gt)v,]
= e“pleos(w — Bt)v; + sin(w — Bt)vy].
a = 0. Centro.

Todas as solucgoes, exceto a solucao nula, sao elipses.

a < 0, foco atrator.

Toda solucao tende para 0 espiralando em torno da origem quando t — +o0. Isto
é, |p(t)] — 0 e w—tp, angulo entre ¢(t) e Fy, tende para +00 ou —oo, segundo 3
seja negativo (8 < 0) ou positivo (5 > 0).

a > 0, foco instavel.

Toda solucao tende para 0 espiralando em torno da origem, quando t — —oo.
N6 improprio. Distinguimos dois casos.

N6 estrelado.

O nicleo de A — AE é bidimensional. Em outros termos, A tem vetores proprios

v1, vy linearmente independentes. Toda solugao de (2.8) pode ser escrita na forma
Mt
o(t) = e™(crv1 + cavs).
Todas as oOrbitas, exceto a solucao nula, sao semiretas.

O ntcleo, E, de A — Al é unidimensional. Seja v um gerador de E; e w um vetor

nao colinear com v. A matriz do operador + — Ax na base {v, w} é da forma

Y Oé%()’
0 pn

pois Av = \v, Aw = uw + awv. Os valores proprios desta matriz sao A e u. Logo,

A = p. Definindo v; = av e vy = w, temos

Avy = vy, Avg = Avg + vy.
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Usando estas propriedades da base {v;, v}, verifica-se, por substitui¢io direta, que
p(t) = BM[(Cl + tea)vy + ot

¢ a solugao de (2.8) por ¢(0) = cyv1 + cova.

As orbitas que passam por E; (c; = 0), exceto a origem que é ponto fixo, sdo
semiretas. Para toda outra orbita (¢ # 0), a sua reta tangente tende a Fj, quando

t — F00, pois
At 1

c2C = — 0
(c1 +tey)ert z—; +t ’

Se A < 0 (respectivamente, A > 0), toda trajetoria tende a 0, quando ¢ — 400

(respectivamente, —o0).

2.3 Nocoes de estabilidade

Nesta se¢ao utilizaremos [23]. Dada uma fun¢do continua f : D — R™ num aberto

D C R x R™, consideramos a equacao
= f(t,x) (2.10)

e supomos que para cada (fp,xo) € D existe uma solugdo unica x(t,ty, z¢) do problema

de valor inicial
x, = f<t7 CE)7
I(to) = 29-
Definicao 2.2. Uma solugao z(t,ty,To) da equacdo (2.10) definida para t > to diz-se
estdvel se dado € > 0 existe 6 > 0 tal que se ||xg — To|| < 9, entdo:
a) a solugao x(t,tg, xg) estd definida para t > to;
b) ||x(t,to, xo) — x(t, to, To)|| < € para t > to.

Caso contrdrio, a solugao x(t,to, Ty) diz-se instdvel.

Dizemos que um ponto critico o € R? de um campo vetorial f : R? — R? ¢ hi-
perbolico se os autovalores da matriz jacobiana D f(z() tem parte real distinta de

0.
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Teorema 2.3. (Teorema de Grobman-Hartman.) Seja f: R" — R" uma funcdo
de classe C e seja g € R™ um ponto critico hiperbdlico de ' = f(x). Se (z) e p(2)

sao respectivamente as solucoes dos problemas de valor inicial em

= f(l’), y/ = dacofy7
z(0) = = y(0) = =z

entdo erxiste um homeomorfismo h : U — V', onde U e V = h(U) sdo respectivamente

vizinhangas de xqg e 0, tal que h(xg) =0 e

h(¥u(2)) = @u(h(2))

sempre que z, Py(z)el.

2.4 Conjunto a-limite e w-limite de uma 6érbita

Nesta secao utilizaremos [22]. Sejam A um subconjunto aberto do espago Euclidiano R™
e X : A — R" um campo vetorial de classe C*, k > 1.
Seja ¢(t) = ¢(t,p) a curva integral de X passando pelo ponto p, definida no seu

intervalo maximo I, = (w_(p),w;(p)). Se wy(p) = oo, define-se o conjunto

w(p) = {geA; I{t,} com t, — 00 e p(t,) — ¢ quando n — oo}.
Analogamente, se w_(p) = —oo, define-se o conjunto

a(p) = {qeA; Ht,} com t, — —oc0 e p(t,) — ¢ quando n — co}.

Os conjuntos w(p) e a(p) sao chamados, respectivamente, de conjunto w-limite e conjunto

a-limite de p.

Observagao 2.1. (a) Se p é qualquer ponto singular do campo X, entio a(p), w(p) =
{p}, pois neste caso ¢(t) = p, para todo t € R.

(b) Se 7y, é a drbita de X pelo ponto p e q € 7,, entdo w(p) = w(q). Com efeito, se
q € 7y, existe ¢ € R tal que p(t,p) = o(t + ¢, q). Analogamente, a(p) = a(q).
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Em virtude da observagio (b), podemos definir

Definigao 2.3. O conjunto w-limite de uma orbita vy, que denotaremos por w(7y), € o con-
Junto w(p), para qualquer p € v. O conjunto a-limite de uma orbita v, que denotaremos

por (), € o conjunto a(p), para qualquer p € 7.

Teorema 2.4. (Poincaré-Bendizson) Seja ¢(t) = ¢(t,p) uma curva integral de X,
definida para todo t > 0, tal que 'y; esteja contida num compacto K C A.
Suponha que o campo X possua um nimero finito de singularidades em w(p). Tem-se

as sequintes alternativas:

(a) Se w(p) contém somente pontos regulares, entio w(p) é uma orbita periddica.

(b) Sew(p) contém pontos requlares e singulares, entdo w(p) consiste de um conjunto de

orbitas, cada uma das quais tende a um desses pontos singulares quando t — +o0.

(c) Se w(p) nao contém pontos regulares, entio w(p) € um ponto singular.

2.5 Equacao de Van der Pol

Nesta secao deduziremos a equacao diferencial de van der Pol a partir das equacoes de
um oscilador, considerando-o como sendo equivalente a o circuito oscilatorio mostrado
na Figura 2.1. Seguiremos a abordagem dada no artigo [3]. Suponha que a capacitancia
¢ desviada por um condutor para o qual a relacao entre a corrente ¢ e a diferenca de

potencial v pode ser escrita na forma
i =) = —av + v + v’

Vamos supor que a forga eletromotriz impressa na bobina (espiral na Figura 2.1) por um
oscilador externo é V, em que V = FEysinw;t. Pelas leis de Kirchhoff para o circuito

temos

diy . [,

com i1 + i, = (v). Estas equagoes levam a seguinte expressao

v Rdv 1dyv) 1 . 1
@ Tate a Tt e (212)
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i = (v)

-
K

Figura 2.1: Circuito oscilatorio associado a equagao de van der Pol.

Agora, na pratica Ri é muito pequeno comparado com v e assim a equacao anterior

reduz-se a
d>v  Rdv 1 dy(v) _
=TTy + c + wiv = Eqw] sinw;t, (2.13)
em que Wi = oL Desse modo
d*v R 1 dv )
w + (Z + 5(-@ + 2ﬁU + 3’)/'1)2)) a + Cng = Eowg sin wy t. (214)

Por consideracoes de simetria, van der Pol propoe que § = 0, e assim obtemos a

equacao de van der Pol nao autdénoma que seré estudada nesta dissertacao:

d2 R 1 3 d
d_tg (_ - —a+ _702> d_: + wiv = Eywi sinw;t. (2.15)

L C C



Capitulo 3

Sobre equacoes diferenciais nao-lineares

de segunda ordem

Neste Capitulo estudaremos o artigo [7] intitulado On non-linear differential equations
of the second order III de M. L. Cartwright e J. E. Littlewood publicado em 1949 que
trata sobre o estudo da equagao de van der Pol nao autonoma da forma que aparece
no problema da sincronizagao automatica de osciladores em triodos estudada por E. V.
Appleton [3] e B. van der Pol [2].

Este problema da origem a equagao diferencial

V' — (a0 — ) + wPv = Ew?sinwit (3.1)
~ " . oY W—wWr .
onde «, 7, w, F, w; sao constantes positivas tais que —, —, sao pequenas.
w o w w

Quando estas condigoes sao satisfeitas, é facil ver que
v = by sinwyt + by cosw;t (3.2)

¢ uma solugao aproximada ao longo de um tempo limitado para quaisquer by, by escolhidos
para ajustar as condic¢oes iniciais em v e v’, desde que v e v’ ndo sejam muito grandes. Se
for assumido que b; e by variam lentamente em comparac¢ao com w;t de modo que b}, bl
pode ser desprezado, e b}, b, sdo comparativamente pequenos.

Logo, a equagao (3.1) com v' ~ 0 é da forma
V" + WP = Ewlsinwit. (3.3)

16
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Dai, a solugdo de (3.3) ¢ v = vy, + v,, com

v, = ¢1c08wt—+ cosinwt.
vp = bysinwit + by coswit.
Logo,
v; = U sinwit + byw; coswit + by coswit — bowy sin wqt
= (b} — bowy) sinwyt + (bywy + b)) cos wyt.
v, = bisinwit + biw coswit + bjw coswit — biw? sinw t

+b coswit — bhw; sinwit — bhw; sinwit — byw? cos wit.

(7 N/
Tome 0] = b5 = 0. Logo
" / 2 / : 2
vy, = 2bjwq coswit — bywy sinwyt — 2bywy sinwit — bewy cos wit.
Agora, substituindo valores de vy, v}, e vy em (3.1), temos

20wy coswit — byw? sinwyt — 2wy sin wyt — bow? cos wit
— o — y(by sinwyt + by coswit)?] [() — bawr) sinwyt + (byw; + b)) cos wit]

+w?(by sinwit + by coswit) = Ew? sinwit
Elevando ao quadrado e substituindo cos?wit =1 —sin?wit e sinwit =1 — cos®wyt

20wy cos wit — biw? sinwit — 2bhwy sinwt — byw? cos wit
—a(b] — bawy) sinwit — a(bjwy + b)) coswit+
v [b3(1 — cos® wit) + b3(1 — sin® wit) + 2byby sinwyt cos wit] (b — bows) sinwyt + (bywy + bh) cos wit]

+w?(by sinwit + by coswit) = Ew? sinwit

20wy coswit — byw? sinwit — 2bhw sinwyt — byw? cos wit
—a(b — bowy) sinwit — a(bywy + bh) coswyt+
v [b3 + b3 — b cos® wit — b3 sin® wit + 2b1by sinwyt coswit] [(B) — bows) sinwit + (bywy + bh) cos wyt]

+w?(by sinwyt + by coswit) = Ew? sinwit

20} w1 — baw? — a(bywy + by) + y(b* + M) (bywy + by)] coswit + w?by cos wit
+ [—2b’2w1 — blw% — Oé(bll — bQWl) + ’Y(bz + M) (bll — wal)] sin wqt

+w?by sinwyt = 0. coswyt + Ew? sin wyt.
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com

I b% + bg e M= —b% cos? wit — bg sin? wyt + 2b1by sin wy t cos wyt.
Logo, temos o sistema

2b’1w1 — bgw% — a(b1w1 + bé) + 7(62 + M) (blwl + bé) + w262 =0
—2b’2w1 — blw% — O((bll — bQOJl) + ’}/(b2 + M)(bll — bgwl) + w2b1 = Ew%

Da primeira equacao do sistema

20 w1 + (w? — w?)by — ably — abywy + Yb*bywy + Yy Mbywy + (Y0* + MY, = 0
20wy + (w? — wW?)by + (Y0* + YM — )by — (aw; — Yb?w; — YMwy)by = 0
2 _ 2 2 M
zbg+(“ “1>b2—a<1—L—L)b1 = 0
w1 « «

M, + by — aby (1 - %(62 + M)) = 0

b2
Qb/1+Zb2—Oéb1 1_E = 0.

Y

Da segunda equagao do sistema, temos

—2bhw; + (W? — Wby — aby + abywy + (Vb* + MYy — (b + M)bowy =  WiE
/ w? — w% Y2 2 bll
2, — by — abs (1——(b +M)> P+ M) —alt = —wE
w1 a w1
62
2b/2 — Zbl — Oébg 1-— o = —le.
¥

a
Suponha que a3 = —. Assim,
Y

b2
2b/2 — Zb1 — Oébg (1 — —) = —le.

ag
Portanto,
2+ by —aby (1= %) = 0,
o (3.4)
2b, — zb; — abs (1 — Z—3> = —w F,
onde
4o w? — w?
b’ = b7 + b3, a§:7, z:—( - ) ~ 2w — wy),

sao obtidos. Estas aproximacodes sao suficientemente precisas para a discussao da maioria

dos fenémenos fisicos, e foram usados nesta forma por varios autores. Por exemplo, no
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T
artigo [6], M. L. Cartwright obtém aproximadamente solu¢oes de (3.1), com periodo —,

w1
colocando b} = b, = 0 em (3.4). Isto é considerando que b; e by s30 constantes em relacao
ao tempo. Dessa forma obtemos

e (35)

2| 2 2 2.2
ag Lo ag oag

As solugoes de estado estacionério de (3.1) que nao aquelas com periodo i}—? corres-
pondem a solugdes periddicas de (3.4).

No trabalho [6] ndo ha prova formal da existéncia de solugoes de (3.1) com o periodo
i}—ﬂ correspondendo a solugoes de (3.4) para as quais b] = b, = 0 nem qualquer discus-
sélo sobre a forma precisa do erro envolvido no uso de (3.4), mas a autora menciona que
varios autores russos deram métodos muito gerais de estabelecer a existéncia de solugoes
periddicas, ou quase periddicas, de uma classe de equagoes que inclui (3.1). Esses mé-
todos geralmente envolvem a transformacao da equagdo em um par de equagoes e uma
boa dose de manipulacao; os métodos dependem da teoria geral das equacgoes diferenciais,
incluindo a teoria de Poincaré das solucoes em séries de poténcias de um pequeno parame-
tro. Portanto, a tarefa de extrair informacoes detalhadas sobre uma determinada equacao
a partir dos resultados gerais é um pouco complicada e bastante entediante. Além disso,
as discussoes existentes sobre estabilidade, até onde eram conhecidas na época, estavam
confinadas ao caso de solucoes completamente estaveis.

O principal objetivo do artigo [7] é ilustrar um método mais direto usando-o para
estabelecer a existéncia de solugbes de (3.1) de periodo M—T de tipos correspondentes a

todos os tipos padrao das solucoes de (3.4) para as quais bj = by, = 0. O método é facil

de justificar e fornece limites claramente definidos para o erro.

3.1 Fo6rmulas Padrao.

Primeiro padronizamos (3.1) colocando

1
3 26\
U:<g> z, )\Zﬂ, k:gy pk = e wt=t'+
w Qo

NSINIE
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Dai, como

em (3.1) temos:

1 1 1
3 3 3
<2) - {a - (g) wQ} (g) 7+ w? (g) r = Bw?sinw;t
Y Y Y g

1
(%) (7 —a(l —2)a’ + ) = Euw?sinwt
1
(2)F @ — bl = )l 4 ) = Bufsin[2 (¢ + 5)]
1
(%) “@" — kw(l — 2?2’ +wlr) = Ewlsin (M +7)
1
(%) ‘(2 — kw(l — 22’ + wir) = Ew?cost.
a a)?
Se a=— = a= (—) .
0
Y v
T dx d*z d*z
Fazendo a mudanca para o tempo t' temos o w% e pro WZW’ logo
w2
Wiz — k(1 — 2?2’ +2) = —Lcos\t
)
E 2
' —k(l—2*)2'+z = W12 cos At.
aow
w2
Tomando pk\ = 12, temos
oW
2" — k(1 —2%)2’ + 2 = pkcos \t, (3.6)

onde k é pequeno e A proximo de 1. Nesta forma, os casos mais interessantes situam-se

nas faixas
16 _ 5 _ 32 1<|1—)\|<\/§
o1 P Saor 1T g 6
Assumimos que k e |1 — )| sao pequenos, e que p é independente de k, e em secoes
. . 1—A o
posteriores assumimos que | k | ¢ limitado. Usamos M e N para denotar constantes

independentes de t, k e A (ndo necessariamente o mesmo em cada lugar) a menos que o
mesmo sufixo seja anexado, estas constantes muitas vezes dependem de p e das condicoes
iniciais satisfeitas pela solucdo. As equacgdes para (3.6) correspondentes a (3.4) sdao, em

forma polar com x = bsin(At — «)
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—— = pcosa—I—b(l—;lle):B(baa),

2 A—1
g 2p—]—;sina:.,4(b,a), p=—0

(3.7)

No célebre artigo [5], Cartwright e Littlewood provaram que todas as solucoes de (3.6)
sao limitadas quando ¢ — 00, e que elas cruzam o eixo uma infinidade de vezes com
0 <2’ < K, onde K depende de k. Além disso, provaremos um teorema geral que mostre

que, para todos os t suficientemente grandes, cada solucao satisfaz
2l < M, o] < M,

onde M éindependente de k, para k < 1. Assim, para o propésito de discutir qualquer tipo
de solugao periddica ou quase periodica, e qualquer tipo de solugao de estado estacionario,

¢ suficiente considerar a solucao de (3.6) para a qual

r=0, 7=0>0 quando t= —,

> Q

Q
e suponha que b < M. Alterando a origem de t para —, escrevemos a solugao de

A
" — k(1 — 232’ + = pAk cos(At + a), (3.8)
paraoqual z =0, 2’ =b >0 em t = 0 na forma
x = bsint + k&;; (3.9)

Derivando (3.9) com respeito a t, temos

¥ = bcost+ k&, (3.10)

" = —bsint + k&Y.
Logo, substituindo as equagoes em (3.10) e (3.9) em (3.8) temos

—bsint + k& — k[1 — (bsint + k&;)?] (beost + k&) + bsint + k& = pAkcos(Mt + )
k&l — k1 — (bsint + k& )?] (beost + k&) + k& = pAkcos(At + «)
! —[1— (bsint + k&)?] (bcost + k&) + & = pAcos(At + a).
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Logo,

" +& = pAcos(Mt+a) +[1 — (bsint + k&;)?] (beost + k&)

= pAcos(At + @) + [1 — (b*sin®t + 2bk&; sint + k2E})] (beost + kEY)

= pAcos(At + @) + [1 — b*sin®t — 2bk&; sint — k2EF] (beost + k&))

= pAcos(M + ) + bcost(l — b?sin?t) — 20%kE; sint cost — bk2E2 cost
(1 = B2 sin kel — 2BR2E,E sint — K32,

= pAcos(Mt + a) + beost(l — b?sin®t) + k{(1 — b*sin* t)&]

—2b%sint costéy — 2kbsin t& €] — kbcostéd — k2E3E1 ).

Assim,
{+& =0t p,ba,N) + k&, &1, kD), (3.11)
com
V(t,p,bya, ) = pAcos(M + a) + beost(l — b*sin®t) e

(€1, €t k) = (1 —b%sin®t)€] — 2b%sint costé, — 2kbsin té &) — kbcoste? — k2E2¢).

Para todos a e b, existem constantes M; = M;(p,b), N1 = Ny(a,b), tais que para todo

¢t p, b, )| < My, @&, 8k, 0)] < Ni([€] + [nl), [l < a, [n <a. (3.12)

Seja X = X(t,b,«), a solucio de

1 1
2" +x =(t,p,b,a) = pAcosacos A\t — pAsin asin Mt + b (1 — ZbQ) cost + Zbg’ cos 3t,

(3.13)
para o qual X (0) = X'(0) = 0, de modo que
PA o :
X = cos a(cost — cos At) + sin a(sin A\t — Asint)
Ly (1 22 tsint + 2 (cost — cos3t) 310
—|—2 1 sin D) cos cos 3t).

De fato, a equacdo homogénea z” + x = 0 tem como equacao caracteristica r? — 1 =

0 = r = =4i. Assim, a solucao homogénea é

.Th(t) = Cl cost + CQ sint.
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A solugao particular estd dado por:
xp(t) = Acos(At) + Bsin(At) + Ctcost + Dtsint + E cos(3t) + F'sin(3t).

Logo, derivando com respeito a ¢ temos

x,(t) = —AXsin(At) + BAcos(\t) + C.cost — C.tsint + Dsint + D.t cost
—3FE sin(3t) + 3F cos(3t)
zp(t) = —AN cos(At) — BA?sin(At) — C.sint — C'sint — C.tcost + D cost

+Dcost — D.tsint — 9F cos(3t) — 9F sin(3t)
= —A)Ncos(At) — BAZsin(\t) — 2C.sint — C.tcost + 2D cost — D.tsint
—9F cos(3t) — 9F sin(3t).

Assim,

2 (t)+ay(t) = A(1=N?) cos(At)+B(1—X?) sin(At)—2C sin t+2D cos t—8 E cos(3t)—8F sin(3t).

(3.15)
De (3.13) e (3.15), temos
A P B=P gna, c—0, p=2(1-2), - ¢
= ————cosa = ———sina = =—|1-—— = —— =
A2 —1 ’ A2 —1 ’ ’ 2 4 )’ 32

Agora, a solugao particular é

A
zp(t) = ~ P sa cos(At) +

P . . b b? ‘ B3
21 21 sin acsin(At) + 5 (1 — ) tsint — — cos(3t).

4 32

Portanto, a solugao geral é

X(1) = wn(t) +zp(1)
X(t) = Cicost+ Cysint —

PA pA
b < /\2b§ 1 cos acos(At) + 21
-|-5 (1 - Z) tsint — 3—2COS(3t).

sin avsin(At) (3.16)

Derivando esta equacao, temos

2 2

A
X'(t) = —Cysint+ Cycost + % cos asin(At) + 2 sin a cos(At)

2 2 3 (3.17)
-I—é <1 - b—) sint + b (1 — b—) tcost + 3 sin(3t).  (2)

2 4 2 4 32
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Para t =0 em (3.16):

A b3 A b3
O:X(O):Cl—)\Zp_1COSC(—§ = 01:%COSC¥+§.
Para t =0 em (3.17):
A2 A2
O:X/<O):CQ+/\§_1SIH06 = CQI—%SiHOé.

Agora, substituindo os valores de C; e Cy em (3.16), temos

X(t) = )\2pip§ cosacost + g—Zczst - )\éb?:j 1 sinasinbz - /\2p_ T cosa cos(At)
t 1 sin asin(At) 4+ 3 (1 — Z) tsint — 3 cos(3t)
= )\217_ T cos a(cost — cos At) + )\2pi ] sin a(sin At — Asint)
—|—%b <1 - ibz) tsint + g—;(cost — cos 3t).

Portanto, X = X (¢,b, «) é uma solugao de (3.13).
Seja & = X(t) + k& (1), tal que

x = bsint + kX (t) + k*&(t) (3.18)

é uma solucao de (3.8). Para progredir mais, temos que mostrar que &, permanece limitada
quando k — 0 para 0 < t < 37, ou algum resultado desse tipo, o que nos permitira

negligenciar k£, em comparagao com bsint e kX ().

3.2 Um Lema Fundamental.

Obteremos toda a informagcao necessaria sobre o valor de &, do seguinte lema:

Lema 3.1. Seja F(z,y,t, k) uma funcdo continua de t com derivadas parciais continuas

em relacao a x ey, tal que
|F(z,y,t, k)| < M + || + [y, (3.19)

para |z] < a, ly| < a, |t| < 3w, k < ko, M sendo independente de x, y, t, k. Entdo a
solucao da equacao

2 +x=F(x, 2t k), (3.20)
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para o qual =0, ' =0 quando t = 0 satisfaz
1 1
2| < ZM(th —1-2t), o< §M(62t —1), (3.21)
desde que k< ko, M(e®™ —1) <2a, 0<t<3m.

Demonstracao. Como F' é continuo em t e tem derivadas parciais continuas em relacao a

x e y, existe uma solugao tnica e continua a existir enquanto |z| e |2’| permanecem menor

ou igual a a. Escrevendo 2/ =y, 3y = —x + F, nos temos
[+ 1y = lyl+ =2+ Fl <[yl + o] + [F] < [y + [z + M + [z] + [y],
ou seja,
|2+ Jy'| < M +2(]z] + [y])- (3.22)

Para 2/, y/, = e y positivos, temos 1(t) = |z| + |y| = x + y. Logo

Pt) < M+2¢(t)
[@'(t) = 2¢()] e < Me™

D peme =) < Mo,
integrando
0 - 0
Ou seja,
ut) < o [ 1]
Portanto,
o]+ Iyl < M ~ 1) (3.23)

com |z| < a, |y| <a, [t| <37 desde 2(0) = y(0) = 0.
Entdo, se M(e5™ — 1) < 2a,

1
2] = Jy| < |2l + [yl < SM(e* =1) (0 <t<3m),

t
—1].
0

1
ou seja, ¢’ = |2/ < §M(62t — 1), logo integrando temos

M t t M 2T
ot) < —(/ e%dT_/dT):_(e_
2 \J, ; 2 | 2
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Portanto,

1
2] < ZM(ezt—l—Zt) (0 <t <3m).

3.3 Equacoes de diferencas

Nesta secao encontraremos a expressao aproximada da aplicacao de primeiro retorno no

2
tempo t = Tﬂ Segue-se do Lema 3.1 que

1 1
1&1] < ZMl(eGW —1), |§]< EMl(eﬁTr —1), (3.24)

onde M; = M;(p,b) depende apenas de p e b, desde que k < ko(p,b). De fato, se
escolhermos a = M;(p,b)(e5™ — 1) em (3.12) as hipoteses do lema sdo satisfeitas para
k < ko = ko(Ni(a,b)) e, assim, o resultado é vélido para k < ko(p,b). Por (3.18), &

satisfaz uma equacao da forma

5+ & = 1(t) + ko1(&e, &5, t, k).

1 1
Além disso, desde | X| < ZM1(66W —1), |X'| < =M(eb™ — 1), para 0 < t < 37, e

2
|¢| < 2Ny(a,b)|al, temos
11| < Ma(p,b),

desde que k < ko(p,b), e é facil ver que
[¢1] < No{l|&| + 161} No= Na(p, b, a)

para &) <a, [&] <a, |t| <3m, k< ko(p,b).

Portanto, para 0 <t < 37,

6] < {Ma(p B — 1), I6h] < 5 Mo, B)(e 1), (3.25)

Agora, usando (3.9), com (3.24), achamos que x muda de sinal de negativo para
2
positivo em t = 27 + k7, onde |7| < M;3(p,b). Como cos(At + «) tem o periodo TW, essa

solugao satisfaz (3.8) com z =0, 2/ = bemt = 0, desde que « seja substituida por

a=a+2r(A—1)+k\r (3.26)
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e b é escolhido apropriadamente. Por (3.14), (3.18) e (3.25)

x="bsint+ k&, com & =X(t)+k& e t=2m+kT

0 = bsin(2m + k1) + kX (27 + k7) + K& (27 + k7)
0 = bsin(27 + k1) + kX (27 + k1) + O(k?),

e, usando pela primeira vez o fato de que A esta proximo de 1, temos

0=>0r +prsina+ O(k) + O(A —1). (3.27)
Dai,
_ prsina ﬁ A—1
ro= —p”bmo‘+0(k)+ou_1).

Logo, em (3.26), temos

kpm sin «

a—a = 2r(A—1)— + kO(k) + kO(XA — 1)
a—a A—1)\ psina B
= 2 ( ) +O0(k)+ O\ —1).

km k b
Diferenciando (3.18) e usando (3.14) e (3.25), temos

r = bsint+ kX(t) + k*&(t)
¥ = bceost+ kX'(t) + k2 (t)
b = beos(2m + k7) + kX'(21 + kT) + E2&,(27 + k7).

A derivada de X (t) é:

PA . . pA
X'(t) = U] cos a(Asin A\t — sint) + e sin a(A cos A\t — A cost)

1 1 b3
+§b (1 — 162) (sint 4 tcost)tsint + 3—2(3 sin 3t — sint)




A
X'2r+kr) = % cosa | Asin(A2m + AkT) — sin(27 + k1)
pA .
—i—m sina | Acos(A27 + AkT) — Acos(27 + kT)

Logo, para A ~ 1 e 7 ~ 0. Temos os seguintes valores de I, II, IIl, e IV:

I

II

1 1
+§b (1 — 1b2) sin(2m + k1) + (27 + k7) cos(2m + kT)
il
3

b
+§ 3sin(6m + 3kT) — sin(27w + k7)

v

ASin(A27 + AkT) — sin(27 + k1)
A2 sin(A27 + \kT)

3 — sin(27 + kT)

2Asin(A21 + AkT) + N2(27 + k7) cos(A27w + \kT)
1

2sin(2m) + (27) cos(27) — sin(2m)

2.

—sin(27 + kT)

IT = MXcos(A2m + AkT) — Acos(2m + kT)
= cos(2m) — cos(27)

= 0.

IIT = sin(27m + k1) + (27 + k7) cos(2m + kT)
= sin(27) + (27) cos(2m)

= 2.
IV = 3sin(6r + 3k7) — sin(27 + k7)
= 3sin(6m) — sin(27)
= 0.

28



29

Dai, temos

PA .
X'2r+kr) = SV COSClk [27] + e _631 sin « [0]

1 2
+§b (1 - z_lb ) [27T] + ﬁ [O]
2mTpA 2mh L,

Tome k2&,(2m + k1) = O(K*) + O{k(A — 1)}. Assim,

b = beos(2m + k7) + kX' (2m + kT) + k*&,(27 + kT)

= bcos(2m) + k {)\227?)\1 cos o + %ﬁb (1 - }lb2>} + O(k?) + O{k(A — 1)}
= b+k {Zif cos o+ mh (1 — }LbQ)} + O(k?) + O{k(A = 1)}

= b+ krpcosa+ krb (1 — ibQ) + O(k*) + O{k(A — 1)}.
Portanto,
b=0b+ prkcosa + kb(1 — }LbQ) +O(k*) + O(k(X = 1)). (3.28)

As constantes implicadas nos O's dependem apenas de p e b. De (3.27) e (3.28) obtemos

equagoes de diferenga que correspondem a (3.7), a saber,

o~
™

&—a i f(biagsfng(i);l;(i;x’_ N (3.29)
P b

( = A(b,a)+O(k)+O(N—1), p=2"L

As solugoes de (3.8) estabelecem uma transformacao continua injetora do ponto (b, ) no

ponto (b, @), desde que 0 < b < M(p), e no que segue nos devemos considerar principal-

mente (3.29) como equagoes aproximadas para a transformagao de Poincaré de primeiro

27
retorno no tempo S

3.4 Estabilidade de Solucoes Peridédicas.

oI~
Se a solugao de (3.8) para a qual =0, 2’ =bem ¢t =a tem o periodo 77?7 b=1»b

~ ~ m .
e « = q, para que as solucoes com o periodo Y sejam dadas pelos pontos fixos da
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transformacao (b, «) — (b, ). Por (3.29) estes sdo aproximadamente (by, ap), onde
B(bo, Oéo) = A(bo, Oé()) =0. (330)

A partir de agora assumimos que A — 1 = O(k), de modo que p = O(1) quando k — 0
em (3.29). (Isso, é claro, significa que a escolha de k& menor pode exigir tornar A mais

poximo de 1.)

2w
Para discutir a estabilidade das solucoes com o periodo o colocamos
b:b0+c, OCIOCO—i-ﬁ, Z:bo—i-g, 62:0[04-5,

onde by, g satisfazem (3.30), e suponha que ¢ e 3 sdo pequenos, mas nao ambos 0. No
inicio, supomos que termos da forma O(k) sdo pequenos em compara¢ao com o maior de
cef.

Da primeira equacdo de (3.29), temos

b—b = mwkpcosa+ kb (1 — 1b?) + 7kO(k) + 7kO(X — 1)

(

2
bo+¢—by—c = mkpcos(ag+ B) + wk(by + ¢) (1 - W) + O(k*) + O(k(A — 1))
3
¢ = c+mkplcosagcos 5 — sinagsin 5] + wk(by + ¢) — W

+O(k?*) + O(k(A = 1))
k(b3 + 3bic + 3boc? + ¢P)

¢ = c+7mkplcosagcosf —sinagsin B] + wkby + ke —

+O(k?) + O(k() — 1)).

4

3rkbic

¢ = c+mke— + wkp cos ag cos B — mkpsin g sin B + wkbg

k(b + 3boc® + ) N

O(k?) + O(k(\ — 1))

_ 382\ 1
c = 1+7Tk(1_T0 ¢+ mkpcos ag cos f — wkpsin ag.5 + mkby

- k(b3 + 3boc? +

~—

+O(k?) + O(k(A— 1))

362\ ]
c = |l+7nk 1_T0 ¢ — wkpsin ag.8 + mkp cos ag cos § + wkby
;Wk(bg + 3bgc? + ¢

4

~—

+ O(k?*) + O(k(A—1))
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¢ = -1 + 7k ( — %bg> c — mkpsin ag.B + O(k?)
“-_ﬂ—kfp cos ayg cos 3 +-7rkb0 _ mh(bo+ 34()062 <) +O(k(A—1))
¢ = -1 + 7k ( — 3%3) c — wkpsinag. + O(k?) + O{k(|c| + |8])?}.
Da segunda equ?agéo de (3.29), tenios
a—a = 2rkp— @ + 1kO(k) + tkO(X — 1)

Wkpsinéozo + B) + O(k*) + O{k(X — 1)}

mkp [cos [ sin a + cos ag sin J]

ao+,§—a0—5 = 2mkp —

B—B = 2mkp— + O(K?) + O{k(A = 1)}

0
~ wkp cos (B sin o 7kp cos ag sin
B = B+21kp— pbﬁ 0o pbo s

0 0

+O(k?) + O{k(A — 1)}

g _ nkpt - Wkpzosaoﬂ—l—O(kQ)— wkp cos 3 sin a
0

i ) bo
wkp cos ag

B+ Ok + O{k(A— 1)}

+ O{k(A—1)}

~ 2rkp
= : 1
6] b c+ b

wkp cos [ sin ay
bo

~ 2rkp

= . 1
15} b c—+ b

[ wkpcosayg|

B+ O(k?) + O{k(|c| + 18])*}-

Assim, temos o sistema,

{ ¢ = Ac+ BB+ Ok + O{k(c| + |8])*}, (3.31)

B = Cc+ DB+ O(K?*) + Ofk(lc| + |8])*},

onde A=1+7k(1—3b}), B=—mkpsinay = —2pbrk,
2
C = pﬂk, Dzl_wzl_i_ﬁk( —lbg).
bo bo *

A estabilidade das solucoes de (3.7) depende das raizes 1+ kuy, 1+ kus da equacao

A—=x B
C D—x

=0.

Ou seja,

(A—z)(D—2)—BC = 0

2*— (A+D)r = BC—AD
(A+ D)?

2
W= (A+ D)z + =120 = BC—AD+@



Assim,

(A- D)

(A— D)’
1 .

Substituindo os valores de A, B, C'e D em x; temos:

= 1+7k(1—303) +1+7k(1— 102

(1 ok (1—382) —1— k(1 }163))2r

422 2
TeRpT + 1

_|_

[

L LT 272
1 1

4

3rkb: kbR
4 4

T, = 2421k — —4m? k2 p? + (

1

( 7rkb(2)>2 2
Ty = 24271k — wkb} + | —4m*k*p® + TQ

T = 2+27Tk;—7rkb(2)+

L 647r2k2p2]5

16 16
T] — 2 7Tb8 T 1
= — —2 4+ — [t —64p%2 .

Assim

=

.731—2 b% 1 4 2
—rdl— 24 Z[ht—64 .

Similarmente para z, temos:

zy = l4+ak(1—303) + 14 ak(1— 103)

273
[ gy (T (123 — 1=k (1= 3)) ]
4
3rkbE  whb? (-t ibg)Q :
Ty = 2+2wk—%—%— —4m2k2p? + - 1 .
( wkbg)Q 2
Ty = 242k — kb — | —472k*p? + AN
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27.2p4 42k22%
- 2+2wk—wkbg—[” o _ O4m p]

16 16
To — 2 T ow 1
= 17— — — —[b3 —64p%]2 .
Assim,
Tog — 2 b% 1 1
= 1— 22 — Zpt—64p%12 V.
{10 - g o
Tomando
. 1}1—2 o . .I‘2—2
ST ST
temos
1 Loy 2\1 1 Loy 2\1
pr =m{l — =by+ =(bg — 64p~)2}, po=7m{l — =by — =(by — 64p~)2}.
2 4 2 4
De (3.31), temos
c A B c O(k?) + O{k(|c| + |8])?
7| _ e somasian ]
B C DJ||B O(k?) + O{k(|c| +181)*}

Dai, temos os seguintes casos:

Caso 1. Se by > 64p?, entdo u; e g sa0 reais e, existe uma matriz inversivel R, tal que a

forma de Jordan é:

J=R'QR = , com Q=

Em (3.32) fazendo a mudanca:

C1 _ R_l C N C — R C1 ’
_/31_ _5_ _5_ _51_
E A [ & ] [ & ]
I - N O “l=r| "
_51_ _5_ _5_ _51_

Logo,
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&1

A

1
R| | = QR

N O(k?*) + O{k(|c| +181)%}
O(k?) + O{k(lel + |B1)*}

1

AL goor| @ | 4 e | 00T OLRA + 15D
b b O(k?) + O{k(|e| + 18])*}
ol ek o | e | [ o)+ otkiel+ 1o
G L 0 i | [ | 00N+ Ok + 1817
o | _ [ etk | [ ot +0tk(d + 187} |
| By | | Br+ kB2 O(k?) + O{k(|e| + 18])*}
Assim,

(3.33)

&i—ca = ke + O(K?) + O{k(|c] + |5])*},
Bi—B = kpopr + O(K*) + O{k(|c| + [6])*}-

Caso 2. Se by = 64p*, entao p; = py e a forma de Jordan é:

A B
C D

1—i—k,u1 0

J=R1'QR =

], com @ =

ko 14k

Similarmente ao Caso 1. temos:

[z ] ) Lk 0 a |, | O) +Ofk(lel +150))

B | ok ltkm | | A O(k?) + Ofk(lc| +15])%}

al | askem O(k?) + Ok(Je| +|8))*)

I 51 | I kei + B+ kB O(k*) + O{k(|c| +18])%}
Portanto,

{ G—o = kmen+Ok2) + Ofk(e + 1812, (3.34)

Bi— B = kuger + ki B+ O(k®) + O{k(|c| + |8])%},

onde pz = O(1).
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Caso 3. Se b} < 64p*, entdo u; e o ndao sio ambos reais, eles sao niimeros complexos
conjugados, e existe uma transformagao similar por meio da qual (3.31) pode ser

expressa em coordenadas polares (r,0) tal que r = 0 se, e somente se, ¢ = 3 = 0.

Os autovalores da matriz @) de (3.32), isto é:

! i , com i (3.35)
)\2 = 1+ k?,llg. Lo = a— 1b.

Como A\ = o, entdo

AN = 14+ ka+itkb=a+ 1y, a = 1+ ka,
, com . (3.36)
A = 14+ ka—ikb=a—1y. v = kb.

Agora, em forma anéloga ao Caso 1. de (3.32) fazendo a mudanca,

c 1 c 1

- R e =R| _ (3.37)
p B B B

Similarmente ao Caso 1. temos:

fl I N O(k?) + O{k(|c| + |81)*}
| B b O(K?) + O{k(|e| + 18])*}
o | [ ] e ], | 0w ot 150
B v alla ] | o)+ 0tk + 18
o | [ earam || o)+ Otk + 19)2)
B | erat | | 06+ Ofk(dl + 1))
Assim,

¢ = ac +796 +n,

_ ,com n=O0(k)+ O{k(|c] +|8])*}.
B = —vyei+af +n,



36

c1 = rcosb,
Em coordenadas polares, fazendo
B = rsind.
~ o~ ~ ¢ = Tcos 5,
Se (r,0) ¢é o ponto correspondente a (¢, 51), entdo ¢ _ _ Logo,
b1 = 7rsind.
Fcos = arcosh + yrsinf + n,
Fsind = —vrcosf + arsinf + n.

Dai, do sistema de equagoes temos o seguinte:

7 = (arcosf +rsinf + n)* + (—yrcosf + arsin + n)?
™ = (a®+)r* +2n* + 2[(a — y)nrcos + (v + a)nrsin b
™ = ((1+ka)®+ (kb)*)r? + 2n* + 2 [i20bnr cos 0 + 2anr sin 0]
™ = ((1+ka)*+ (kb)*)r? 4+ 2n* + 4nr [asin 6 + ibcos 0]

7 = |1+ kw|[*r* 4+ 2n* + 4nr[asin € + ibcos 6] .

Pois, |1+ k| = |1+ k(a+ib)| = |(1+ ka) + ikb| = (1 + ka)? + (kb)2.

Portanto,

7= |1+ ku|r + O(k?*) + O(kr?),
e podemos escrever (3.31) na forma

r—r = kR(u)r+ O(k?) + O(kr?),

(3.38)
0—0 = kS(u1)+ O(K*) + O(kr?).

E facil ver a partir de (3.33), (3.34), e (3.38) que enquanto c e 3 sdo suficientemente
pequenos, mas nao ambos O(k), o ponto (b, &) se move para ou longe de (by, ap) conforme
a solucao correspondente de (3.7) se move em diregao ou para longe de (by, ag) conforme
t aumenta, desde que R(u1) # 0, R(p2) # 0, e também , no caso u; > 0, ps < 0, que o

ponto (b, ) ndo esta em certos angulos criticos. Existem trés casos padrao
e R(u1) <0, R(pe) <0, um ponto estavel,

e R(u1) >0, R(pz) > 0, um ponto completamente instavel,
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® (i1, po real e g > 0, py < 0, um ponto de sela.

Os outros casos sao, em algum sentido, criticos, no caso em que py e pp sao puramente
imaginarios nao podemos determinar se o ponto é estével ou instavel, mas a transfor-
magao (3.38) obviamente gira numa vizinhanca de (b, o) através de um angulo I(pu)
aproximadamente. Os casos restantes em que p; = 0 ou s = 0 podem ser considerados
como correspondentes a um ponto fixo multiplo formado por um par de pontos fundidos,
um ponto estavel e um ponto de sela, ou um ponto completamente instavel e um ponto

de sela.

3.5 0O Método do Ponto Fixo.

Seja P um ponto com coordenadas (b, a) perto a (bg, ap), seja P o ponto correspondente

(E, a), e seja Po ponto obtido ignorando os termos
O(k?), O{k(|c| +18])*}, O(kr?) em (3.33), (3.34) e (3.38).

Temos:

o = <1+k,u1)01 & = <1+ku1>c1
B = (1‘”9#2)51 ’ B = <1+k,u1>51+k,u301

Fo= <1+k§fﬁ(u1)>r,
0 = 0+kS(um),

E bem conhecido (e facil de ver) que o vetor PP gira num angulo de +27 quando P

descreve no sentido anti-horario um circulo I' com centro (by, o) e raio
R < T0<b07 Oéo) = TO(/’L:LJ K2, D, p)

, desde que py # 0, ps # 0.
Suponha que isso seja assim. Decorre de (3.33), (3.34) e (3.38) que se k < 1 o angulo

entre os vetores PP e PP é menor que

Myk?* + Mk R? Myk + MsR? 1
& ]\;f—sk?f; } = arctan {%} <3 (3.39)

arctan {
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desde que R < Ro(My, Ms, Mg) e k < ko(R). Assim, o vetor PP que varia continuamente
e retorna & sua posicdo inicial também gira através de um angulo +27. E bem conhecido
(e facil de ver, deformando " em um ponto) que isso implica que existe um ponto fixo
(b5, afy) da transformacdo P — P dentro de T e, portanto, uma solucao correspondente

de (3.6) com o periodo 2T exatamente.

3.6 Unicidade.

Resta estabelecer que, no caso que acabamos de considerar, hd apenas um ponto fixo
(b5, ) dentro de I" para r < ro(u1, pa), k < ko(p, 1, pi2)-
Seja
x = bsint + kX" (1), (3.40)

a solugdo exatamente periddica de (3.8):
" — k(1 —2%)2’ + 1 = pAkcos(At + a),

com o = o parao qual z =0, 2’ =bj em t =0.
Agora, como  x = bisint + kX*(t), entdo 2’ = bjcost + kX*(t). Parat = 0,

temos:

0 = bisin(0) + kX*(0) = X*0)=0,
by = 0bycos(0)+kX¥(0) = X*(0)=0.
Seja  x = (by + ¢*)sint + kX (t,c*, *) a solucdo de (3.8): com a = afy + 5* para a
qual t =0, 2’ =bj + c* em t = 0.
Agora, como z = (bj+c*) sint+k X (¢, c*, 8*) entao 2/ = (bj+c*) cost+kX;'(t, c*, B¥).

Para t = 0, temos:

0 = (b§+c)sin(0) +kX7(0,c", 87) = X7(0,¢",8") =0,

(3.41)
(b5 +c) = (b5 +c")cos(0) + kX{'(0,¢, 8%) = X(0,¢",5%) =0.
Portanto, temos o seguinte sistema:
X*// +X* = ¢<t7p7b87a3) + k(b(X*,X*/,t,k,bé,O{Ek)), (3 42)

X"+ X = ¥(t,p, b+ ¢ af + B%) + ko( X7, X7t kb + ¢, af + 57).
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Do sistema, subtraindo as equacoes, temos

(X" =X+ (X] = X*) = Y(tp, b5+ ap+ ) — (t, p, b5, ap)
+h{O(XT, X7t kb + ¢ og + B7) — (X5, XYt kL bG, ap) b
(X7 = X*)"+ (X7 = X)) = @(tp, b+ c* o5+ B°) — ¥(t,p, b, oF)

+k: {QS(XT, Xi“? t? k7 ba + 0*7 Oéé + /8*) - ¢(X*7 X*/’ t7 k:7 bg’ OéEk))} °
(3.43)

Seja X —X*= ZS — Z7, onde ZS(O) = 2*6(0) =0, e
750+ Zy = (t,p, by + ol + B5) — w(t, p, by, o) = *(2). (3.44)
Pois,

(Zs —27)" + (25 — Z7) = (t,p,by+ ' af + ) — »(t, p, b, o)
+h (T, X778k, 0g + ¢, af + B%) — (X, XY 4k, b5, 00) )

Zf)k// - Zik” + Zék - ZT = w(tap7 bEk) + 6*7 048 + /B*) - ¢(t7p7 baa OéEk))
+hA{d(XT, X778k, 0 4 ¢ af + B%) — o(XF, X L, kb, a6) }

(Zg” + Zg) - (Zik” + Zik) = w(t,p, bE‘) + O‘S + 5*) - w@’p? bé? O‘S)

+k{o(XT, XYtk by + ¢ g+ BY) — (X, X 8 kb o)}
(3.45)

De modo que Zj representa a diferenca obtida tomando X* e X; em vez dos valores
correspondentes da funcao X definida por (3.14) com (b, o) e (b5 + ¢, of + 5*) res-
pectivamente para (b,«). Em seguida, subtraindo as equagdes (3.42) e usando (3.44),

temos

Zi" + 77 = k {o(X7, Xyt bg + ¢ o+ 87) — (X5, X 4 kL b, of) b = kot (1),
(3.46)

onde

|67

IN

M A{IXT = X + X7 = X+ [er| + (87}
= MHA{|Z5 - 211+ 125" = ZY | + || + 1571}
< MiHAIZ5) + 1201+ 125 + 1271 + el + 187} -
Mas em (3.44)  |[¢*| < M {|c*| + |B*|}, e assim, pelo Lema 3.1,
M+ > 0
%5
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Jaque  |¢*| < My (|c*| + |8*]) + M7 (| Z5| + | Z7*]), e assim, por (3.46) e o Lema 3.1,

* * * | y
kM (|| +|87) > iy
127

Segue-se que, em vez das equagoes (3.31), temos

¢ = Ac + BB+ Ok (|’ + 187} + O{k(|e" + 67])%},

(3.47)
p* = Cc*+ Dp*+ O{k*(|c*| + |B*])} + O{k(|c*| + |5])*}-

Destas derivamos equagoes correspondentes a (3.33), (3.34) e (3.38), e denotamos por
P, P, P, um ponto (b, ) perto de (b*,a*) e suas transformagbes com e sem 0s termos

cm

O{K*|c"| + 1871}, Ofk(lc"| + [57])"}

nas formulas correspondentes a (3.33), (3.34) e (3.38). Seja I'* um circulo com centro

(b, ) e raio R* em I'. Entao, como P descreve I'* no sentido anti-horério, o vetor PP
gira através de um angulo £27 de acordo com o que fez para P em I'. O angulo entre os

vetores PP e PP é menor que

{Mlgk’QR* + M14]{3R*2 } {Mlgk‘ + M, R* }
arctan = arctan <

T,

=

desde que
R* < RS(M137M147M15) - RS(bo,Oéo,p, p) e k < k‘o(bo,O{o,p, p)

independente de R*. Assim, o vetor PP também gira por um angulo £27 como P descreve
['™* no sentido anti-horario, nao importa quao pequeno seja R*, desde que p; # 0, ug # 0.
Segue como antes que existe um ponto fixo dentro de I'*. Agora I'* é dito ter o nimero
de indice £1 de acordo com o angulo £27, e como isso é verdadeiro para cada circulo I'*
pequeno com centro em um ponto fixo (bf, o) dentro de I', existe apenas um tal ponto.
Para o nimero de indice de I em si é =1 de acordo com o angulo é £27, e ¢ bem conhecido
que o nimero de indice de I' é igual a soma dos ntimeros de indice dos circulos I'*. Como
os nimeros de indice sao todos iguais, isso serd numericamente maior que 1 se houver

mais de um ponto fixo o que leva a uma contradicao.



Capitulo 4

Oscilacoes forcadas em sistemas nao

lineares

Neste Capitulo estudaremos o artigo [8] intitulado Forced oscillations in nonlinear sys-
tems, da M. L. Cartwright publicado em 1950 no Journal of Research of the National
Bureau of Standards. Este artigo ¢ um trabalho conjunto da M. L. Cartwright e J. E.

Litlewood no qual se propuseram estudar a equacao de van der Pol dada por
2" = k(1 — 2*)2’ — x + bk cos(\M + a), (4.1)

para valores de k grandes e 0 < b < 2/3. No artigo Cartwright afirma sem prova que para
certos valores de b existem duas solugdes estaveis periodicas de periodos (2n &+ 1)27/A.
Neste artigo ela se propoe demonstrar como a forma aproximada das solucoes pode ser
obtida do Teorema 4.1 abaixo e fornecer uma prova do mesmo em detalhes. Vamos assumir
que k > 1 é sempre grande o bastante. Observemos que o valor o em (4.1) é inserido por
conveniéncia: esse valor permite escolher a origem de ¢t como desejamos. Escreveremos z
e x; para os valores de x(0) e 2/(0).

Existem duas ferramentas para estudarmos a equagao (4.1). A primeira ¢ a equagao

integrada
3 23 t
' —xy+ l{:(? —z— 30 + xg) + / xdt = bk(sin()\t +a) — sina); (4.2)
0

41
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e a segunda é a equagao da energia, a qual é obtida multiplicando a (4.1) por 2z’ e

depois integrando,
t t
o — 2+ Qk/ (z2 — 1)a'%dt + 2* — 22 = 2bk:)\/ x' cos(At + a)dt. (4.3)
0 0
Substituindo ' = y e z{, = Yy na equacao da energia, obtemos
t
o2+ y? — (25 +2) = Qk/ <b)\x' cos(At + a) — (2% — 1)x'2>dt. (4.4)
0

O lado direito de (4.4) sera dominado pelo termo z2z"? quando z ¢ grande, a menos que
2’ seja pequeno, mas parece improvavel que ' possa ser pequeno para a maior parte do
tempo que x é grande. Isto sugere que 22 + y? decresce rapidamente sobre todo intervalo
para o qual x é grande, e portanto, que x é limitado para t grande. O resultado geral que

serd provado neste capitulo é:

Teorema 4.1. Se x = x(t, zo, ) € qualquer solugao de equagdo (4.1) para a qual x =

xg, « =y, quandot =0, entdo

lz| < B, || < Bk (4.5)

onde B é uma constante independente de k e t, Vk > 1, t > to(xo, 7).

4.1 Aplicacao do Teorema 4.1

Supondo que as conclusoes do Teorema 4.1 sao verdadeiras, M. L. Cartwright passa a
esbocar as solucoes da equacao (4.1) da seguinte forma: a equagio integrada (4.2) pode

ser rearranjada da seguinte forma:

3 / 1 t
%—x:bsin()\t—i-a)—i—C—%—E/oxdt, (4.6)

3 /
em que C' = % —x9—bsina+ %, e pelo Teorema 4.1 o dltimo termo é de ordem O(1/k)

para valores grandes de k e 0 < ¢ < 27/)\. Portanto existem duas possibilidades:

(i) ou 2’ é comparavel com k,
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(ii) ou z é dado aproximadamente pela equa¢ido x = X em que

X3
F(X) =5 = X =bsin(\t +a) +C. (4.7)

Ambas estas duas possibilidades podem ocorrer para valores arbitrariamente grandes de
t, e também existem transicoes de um caso para o outro.
No caso (ii), para valores fixos de t, b e C tais que —2/3 < bsin(At + ) + C < 2/3, a

equagao (4.7) tem trés raizes
Xi<—-1<Xo<l<X3= Xg(t, C) (48)

como é mostrado na Figura 4.1.

bsin(At + o) + C

-1 X2 1 X3

Figura 4.1: Gréafico da funcao F(X).

Se b > 2/3, bsin(At + «) + C atinge valores fora do intervalo [—2/3,2/3] para algum
valor de t em cada periodo. Vamos supor que 0 < b < 2/3 que é o caso mais interessante.
Pode ser observado que se X; e X3 sao crescentes com t, entao X, é decrescente com
t, e vice-versa. Portanto as solugdes sobre 0 < t < 27/\ sdo aproximadamente como
mostrado na Figura 4.2, desde que |2/| < B.

Observe que integrando em (4.6) entre 0 < t < 27/X teremos atingido um ponto

(z,2') = (z(27/)\), 2 (27 /N)) tal que

® o 1 A
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Figura 4.2: Aproximacao das solugoes.

em que 7 satisfaz uma equagao do tipo (4.6) com

1 2w /A

C'=C— —/ xdt. (4.10)
k Jo

Se ainda z’ é pequeno comparével com k entdo & terd o mesmo sinal que X;(t,C) ou que

X3(t, C), assim a segunda onda sera menor que a primeira no caso de X3, e serd maior que

a primeira no caso de X;. Ja no caso de X5 pode ser maior ou menor. De fato, existird

uma solucao periddica no caso de X5 se C' = (', ou equivalentemente,

27 /A
/ vdt = 0, (4.11)
0

Retornando agora ao caso (i) em que || é comparavel com k, podemos primeiro supor

que ' > 0k, com § > 0, durante um tempo de comprimento D /k.

Lema 4.1. D < 2B/6.
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Demonstracao. Pelo Teorema 4.1,
t+D/k
2B > |x(t + D/k) — 2(t)] > / 2/|dt > 6k.D/k = 6D,
t
O

Observe que se |1 — 2% > 6 > 0 e |2/| ¢ grande, o segundo termo da equagao (4.1) é

mais importante que z ou que bk cos(At + «) e assim
(1) 2” tem o mesmo signal que 2’ se |z| <1 -4, e
(2) 2" tem signal oposto ao de 2’ se |z| > 1+ J e k é grande.

Portanto um pequeno mas significativo desvio de X; ou de X3 é ao menos corrigido,

entanto que uma pequena desviacao de X, causa |2/| aumente rapidamente. Veja a Figura

4.3.

/7N

N

Figura 4.3:

Finalmente perto de x = %1, o termo bk cos(At + «) domina exceto quando A\t + «

esta perto de nm + /2. Assim as depressdes de X3 em direcao de x = 1 e os cumes de
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X, em direcao de x = —1 de fato ocorrem neste intervalo, e uma teoria completa das
solugoes perto destes pontos é muito complicada. Porém, apesar disto, podemos formar

uma figura razoavelmente real do comportamento das solugoes. Veja Figura 4.4. Todas

1
-1

Figura 4.4: Comportamento das solugoes de (4.1).

afirmacoes dadas nesta se¢ao foram provadas no artigo [17| de Cartwright e Littlewood
publicado no Acta Mathematica no ano 1957, o que comprova que os autores ja sabiam a

forma das solucoes da equagao de van der Pol desde o ano 1950.

4.2 Prova do Teorema 4.1

Nesta secao faremos a prova do teorema 4.1 com detalhes.

Lema 4.2. Uma solug¢do da equagio (4.1) nao pode ter um valor absoluto maior que V3

para todo grande t.
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Demonstracdo. Suponha que isso nao seja assim, e que x> +/3, V¢ > t; integrando a

equacao

2" = k(1 — 2%)2’ — 2z + bk cos(\M + @)

de t; até t, onde x = x; e 2’ = xl.

Dai

t
/ 2" dt
4
d !
/ o

2 (t) — 2/ (t)
' — )
ou seja,

3 3
$’—$’1+k{—x+x—+x1—ﬁ]

t
= k:/ (1—a?) xdt—/xdt+bk)\/ cos()ﬂf—l—oz)dt

t1

= k|z(t) — 3(t) z(t 1) + 2 )} — / xdt + bk [sin(At + a) — sin(My + a)]

T — % —x + %1} — / xdt + bk [sin(At + «) — sin(My + a)],

t1

+ /t xzdt = bk [sin(M + a) —sin(At; + )] (4.12)

t1

3 3

Como = > /3, entdo

ou seja,

De (4.12),

t
/ xdt =
t1

Assim,

Logo, pelo (4.

t t
/ xdtz\/ﬁf dt = V3(t —ty),
t1 t1

/t vdt > V3t — 1), (4.13)

t1

o —a' +k [a: & -+ } + bk [sin(At + a) — sin(Aty + a)]
2

2
—2' + kx (1 - % + 2 + kay (—1 - ) + bk [sin(At + «) — sin(My + a)] .

~~

O(1)

t 22
/ xdt = —2' + kx (1 - §> + O(1).
t1

V3(t—t) < /txdt =—a' +kz <1 — %2) + O(1).

t1

13)
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Como t — 00, onde a constante implicada depende de k. O lado esquerdo tende para

+00, e entdo  — —oo mas isso implica que z — —oo que contradiz = > /3.
Portanto, z < /3 para t arbitrariamente grande, e similarmente z > —+/3 para ¢

grande. [l
Em seguida, estabeleceremos que, enquanto |z| ndo for muito grande, o valor de |2/

nao pode aumentar demais.
Lema 4.3. Se |z| < /3 em um arco de solu¢io PQ, entio

. 4 . .
e, se o arco dura um tempo maior que % <4, entao |zg| < 2. Mais geralmente se |z| < by
em um arco PQ, entdo

2| < |2p| 4 Bi(bo)k.

Demonstracao. Seja |x| < V3 e 2/ >k comk > 1, em um arco, s6 pode durar no
maximo

2.v/3 _4

k k’

pois se durar mais tempo, a solucdo percorre uma distancia superior a 2v/3 e, portanto,
nao pode permanecer na faixa.
O mesmo acontece se ' < —k em um arco, em |z| < V/3. Seja P, o tltimo ponto antes de
Q@ em que |z'| < k, ou P propriamente dito, o que for o mais recente. Suponha primeiro

que 75 > 0 entdo 2’ > 0 no arco P1(). Caso nao fosse, terfamos 2’ = 0 em algum ponto

de P e P ndo seria o tltimo ponto em que |2'| < k. Pela equagao integrada, desde que
|xQ| < \/ga |xP1| < \/37

integrando a equagao (4.1) a partir do ponto P; até @), com relagao a s,

¢ ¢ t ¢
/:L‘”ds = k/(l—x2)x'ds—/ mds—l—bk:)\/ cos(As + a)ds
0 0 0
¢

0

td/ d t . A t
Was = 5 [0-)as - / xdmmm(%@

0

o ds s 0

t dz’ At t
/ —ds = k/ (1 —2*)dx — / xds + bk [sin( At + «) — sin(a)]
o ds 0 0

?(s)y = k <x(s) — @) ‘; - /Ot xds + bk [sin(At + o) — sin(«)]




rQ
2 272
Seja By == xg < — ?Q) Tp, (% — 1) + 2b, dai

ou seja,

SRS

IN

<
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Figura 4.5:

k <x(t) — xg?)(t) + 20 ) / xds + bk [sin(At + ) — sin(«)]
?% Tp, + ) + bk [sin(A\t 4+ «) — sin(«a)] — /Ot xds
- 1) + bk [sin(At + «) — sin(a)| — /t xds

t

_1)+bk[\smw+a)y+ysm(a)u—/0 zds

1)+ 2] - /Otxds

t
Ty — 2p, < kB —/ xds < B1k, com B; > 1,
0

v < ap + kB = |vp] <o + kB < o |+ kB

Portanto, para |z, | < |2, temos |zf,| < [2p| + kB

Similarmente, se 2, < 0, temos

Tp — ZB/Q < Bik.
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Se o tempo for maior que 4k, |2, | < k, e nds temos a segunda forma do resultado. O

resultado para |z| < by segue pelo mesmo método. O

Os proximos dois lemas mostram que a altura de um arco QR fora da faixa |z| < /3,
e o tempo necessario para descrevé-lo sao limitados por ntmeros, dependendo de xb; em

outras palavras, a velocidade com a qual ela surge da faixa.

Lema 4.4. Se 0 arco QR estiver acima de x = /3 e comecar em Q em x = /3, a maior

altura h satisfaz
/

X
h<—Q Bs.
ok 2

Demonstracao. Sejam x = h = V3+hyex =0. Como
v" = k(1 — 232’ — 2 + bk cos(\M + a),

logo, integrando a partir do ponto () para o ponto H em que x = h, temos

t t t t
/ Z'dt = k/ (1 —2?)2'dt — / xdt + bk)\/ cos(At + a)dt
0 0 0 0
t / t t : t
/ T k/ (1) g — / vt 4 by SR+ )
t V3+hy t
/ dr'(t) = k/ (1 —2*)dx — / xdt + bk [sin(At + a) — sin(a)]
0 V3 0

V3+hy t
(), =k /\/g (1 —2*)dx — /0 xdt + bk [sin(At + «) — sin(a)]

0

Como 2/(t)|; = 2/(t) — 2'(0) = 2y — rg e 2y =0. Dal

V/34+hy t
0=um,+k /\/3 (1 —a%)dx — /0 xdt + bk [sin(M + «) — sin(a)] (4.14)

Como 22 — 1> 2 em QR, entdo

V3+hy V3+hy V3+hy
/ (2% — 1)dz > 2/ dex =2hy = —2h; > / (1 —2*)dz.
V3 V3 V3

De (4.14) temos,

\/g-‘rhl t
0 = x5+ k/ (1 —2%)dw — / xdt + bk [sin(At 4+ «) — sin(a)]
V3 0

¢
< wg —2khy — / xdt + bk [sin(At + «) — sin(a)]
0
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Para k > 1,

IN

0 < 93’Q—2k:h1+{bk‘ [sin(At + «) — sin(« / }
0
/t

T — 2khy + ‘bk sin(\t + «) — sin(«
/ wdt'}

IN

T — 2khy + § bk [[sin(At + )| + |sin(a)|] +

[}
[o0)

0 < aly — 2khy + k{20k + c}.

IN

2y — 2kl + {bk
k

< aly — 2khy + {bk 2] +

Suponha que \fg xdt| < c. Logo

Seja By = 2bk + c. Dai

0<aly—2khy+ Bik = 2khy < alp+ Bik
%o, B

= < ok T

Comoh=+3+h, = h;=h—+3. Logo
/

Bl Q?
h—v3= h1<%+7:>h<%+2+\/_

Portanto,

T By +2V3
h<%+BQ com BQZIT

]

Lema 4.5. Se QR ¢ um arco acima de © = /3 comecando em Q) em = = /3, entdo o

tempo t levado para descrever QR é menor que Bgsv’Q, desde que x’Q > k.

Demonstracao. Suponha que a:’Q > ke que R esta em = = /3, de modo que
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SRS

Figura 4.6:

rg = v = /3. Integrando a equacio (4.1) de @, temos

¢ ¢ ¢ ¢
/ 'dt = k/ (1 — 2?)z'dt — / xdt + bk/\/ cos( At + «)dt
0 0 0 0

t da’ t d t in(\t t
/ a = k/(1—x2)—xdt—/xdt+bmw
. dt ; di ; x|
t V3+hy t
/ d'(t) = k/ (1 —2*)dx — / xdt + bk [sin( Mt + ) — sin(a)]
0 V3 0
V3+hy t
' ()] = k/ (1 —2*)dx — / xdt + bk [sin(At + «) — sin(a)]
V3
’ V3+hy ’ t
) —20) = k / (1= 22)dz + b [sin(M + a) — sin(a)] b — / 2.
V3 0

Tome f\/\/?rhl(l — 2%)dx + bsin(M + ) —sin(«)] < B. Logo

¢
ty — 1o = 2'(t) —2'(0) < Bk — / xdt,
0

ou seja,

t
a:}{<a:/Q+Bk—/ xdt
0



Sex=+v3 = 2/=0 e xy = 0. Assim,

t

0 < x’Q—l—Bk— xdt

|
t
¥ < x’Q—i-Bk—/ xdt
0
Se = = /3, entdo f(f xdt = \/gfot dt = \/3t. Assim
t
—/ zdt = —/3t.
0
Logo, por (4.15), temos
t
x'<xb+Bk—/ xdtzx'Q—i-Bk—\/@f.
0

Agora, como k < w7, entdo

93

(4.15)

o' < @y + By — V3t =a,(1+B) — V3t = 1’ < By, —V3t, com By=1+ B.

Integrando

t t t
/ d'dt < DBy, / dt — /3 / tdt
0 0

0,
t
d
Zdt < Bt — L2
o di
t

d
/0 dx < Baapt — %th
z(t) —2(0) < Barpt — ‘/7?:152

Tp—1q9 < DBargt— ‘g’t?

3
Como zr —xg = 0, entao 0 < BQx’Qt — \/T—t2. Dai

V3, 2
Tt < BQZL'/Qt = t< ﬁB2$IQ
Portanto,
2
t < Bgl'/Q, com By = ﬁBQ.

]

Lema 4.6. Se QR é um arco acima de x = /3 comegando em QQ em x = \/3 e terminando

em R em x = \/§7 para um dado By > 1 existe um By > By > 1 tal que se x/Q > Bk,

-2 2
entdo ¥'p” < xy” — 4B kg,
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Demonstracao. Seja
v" = k(1 — 22’ — 2 + bk cos( Mt + a).
Logo, multiplicando por 2z’ nesta equacao, temos
27'z" = 2k(1 — 2?)(2")? — 2w’ + 2bka’ A cos( M + ), (1)

integrando com respeito a t de 0 até ¢,

t

t t
2/ a:'a:"dt—i—Qk/ (22 = 1)(2)dt +2 [ za'dt = 2bk\ [ 2’ cos(M+ a)dt
20 4 f Py ¢
2/ x’%dt—i-%/ (z* —1)( dt+2/ x—dt = 20kX\ [ 2’ cos(\t+ «)dt
0 0 0
td N2 t td 2 t
2/ %) +2/<:/( 2dt+2/ (;”) — 2bkA [ o cos(M + a)dt
0 0 0

z' cos(At + a)dt
t

2 t)\f) - 2k/ (2% — 1)(2')%dt +
0

t
z' cos(At + a)dt

/td(x’)2+2k/t( —1)(2))?dt + d( %) = 2bk\

()], = 2bkA
t

2% (t) — 2/%(0) + Qk/ (2% — 1)(2')%dt + 2%(t) — 2°(0) = 20k

0

t
2’ cos( At + «)dt.

S

Sejam 2/(t) = o/, 2'(0) = z(, z(t) =z, e x(0) = zo. Dai, temos a equagao da energia
t t
A Qk'/ (2% — 1)(a')?dt + 2° — 23 = 2bk:)\/ x' cos( At + a)dt.
0 0
Para o arco QR é,
t 4
a — Q + Qk/ (2 = 1)(a")?dt + 2%, — a3y = 2bk)\/ z' cos(At + a)dt.
0 0
Como z3 — 23, = 0, entdo
t t
i x’é = —Qk/o (2% — 1)(2")*dt + 2bk)\/0 z' cos(At + a)dt.

Seja

J=k /0 t(;ﬁ 1) ()2t > k /0 t(x’)th, 2)



onde 22 — 1 > 1. Entdo
x5 — x’QQ = —2k /t(x2 — 1)(2)2dt + 2bkA /t x' cos(Nt + «)dt
0 0

= —2J + 2bk\ /t x' cos(Mt + «)dt
0

< —2J + 2bkA /t |2'|| cos(At + «)|dt
0

< —2J + 2bkA /t 2| dt.
0

Como a Desigualdade de Cauchy é:

[ gt < (/ bf(u)zdu)% (/ bg<u>2du)

[NIES

Dai,
t t t 3 t 3 X t 3
/ |x’|dt:/ L.|2'|dt < (/ 12du) </ |x'|2dt> =t </ |x'|2dt> ,
0 0 0 0 0
ou seja,
t ) t 3
/ l2'|dt < t2 (/ |a:'|2dt>
0 0
Assim,

3
oy — 1y < =20 + 2bkAt: ( |x’|2dt)
< —2J 4 20kAt2 (

= —2J 4 2bMk3t3 3.
Pelo Lema 4.5. Bz, > t, dai

/2 /2 14,1
1
Tomando Bs = 2bAB; , tem-se

/2 /2 1 /% 1
TR =2y < —2J+ Bsk2a'}Jz
1
3

B k' 2
2 \ " J !

= —2J

ou seja,
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Desde que
J > B2k g, (4)
temos )
1 k:x’Q 1 B5 kl’/Q 2
— > & = > —
B2 J 2 2 ( J

B5 x’ %
o122 1
o B ()]
B5 k’.T,Q 2
—9J|1- 23 _
& J 5 ( 7 ) ] <—=J, (5
onde J > 1 e de (4) temos
—J < —ngJZ/Q (6)

Portanto de (3), (5) e (6):

' — x’é < —2J

1
Bs (ka'o\?
1——5( xQ) ] < —J < —Bdt'q,

onde Bs depende de Bs e 2’ > k.

Podemos obviamente escolher
B52 > 4B, com By > 1,
e temos o resultado, exceto no caso em que
J < B2ka'q.

Suponha agora que

J < B2k,



57

e integre desde () até

1
x'zéx/Q ou x=2B24+3

0 que acontecer primeiro. Entao

Dai, x é crescente neste arco e

t T
/ cos(At + a)2'dt = / cos(At + «) dt = / cos(At + a)dx
0 0 V3

< / | cos(At + ) \daz

8o

dx
= 2—3=2B2+3 -3,

IA
T

ou seja,

¢
/ cos(At + o)x'dt < 2B2.
0
De (1) :
20'7" = 2k(1 — 2*)(2)? — 2w’ + 2bka’ A cos( Mt + )

e integrando de @ até

1
:r;’:éx’Q ou z=2B2+3

temos

x’Q—x’QQ = Zk/
0

= 2k

t dr t
2dt — 2/ r—dt + Qbk:/ ' cos(\t + a)dt
o dt 0

1—x
md 2 t d
(1—2?) dt—2/ (&) —i-Zbk:/ )\cos()\t+oz)d:§dt
0
1—:17

Ik
— Qk/o [ — (V3)?2 } +2bk/ Acos(M + a)dz

= Zk/ (1—2?) dt+2bk)\/
0

_ /(1—x) dt+26k:>\/ cosAt+adx—[4B4+432f]
0

cos(At + a)dx — [(2352 + \/§) - (\/g)Q]

B

&

ou seja, tomando B = 4B# + 41/3B2, temos

t T
P Q = Qk/ (1 —2%)(2")*dt + Qbk:)\/ cos(At + a)de — B (7)
0 V3



Logo, como J = k [5(2? — 1)(2')%dt > k [, 2'*dt, entdo a equacdo (7) é

L :1:’22 = —2J+ 2k:b)\/ cos(A\t + o)dx — B
¥3
> —2J —2kb\ | dx—B
V3

= —2J —2kbA\(x —V/3) - B

= —2J —2kbA(2B2 +V3—-3)-B
— —2J—kbM\MB2 - B

= —2J—kBgB? - B,

com Bg = 4b\ e, como J < B2kx'g entiao —2J > —2B2ki'g e

B <kB, comk >1, entao — kB < —B.

Assim,
o? — '}, > —2J—kBgB:—B
> —2B%ka'q — kBsB2 — kB
Z —2352]{31'/@ — kB
3 12
> _ZQIJQ

desde que 2’ > kB,.

3
2 2 2 2 2 2 :
Como 2% —2'¢) > _le/Q = 27 >a'h - Zx/Q’ ou seja,

1
> ZLIIQQ’

e, portanto,
1
z' > 595'@
de modo que x atinja 2B2 4+ /3  primeiro.

Agora, desde 22 — 1> 2 no arco,

t t t dx t
J = k/ (z? — 1)(2)dt > k/ (z')*dt = k/ ¥ —dt = k/ z'dx
0 0 o dt 0

o k! z Ly
> k/ %@dmzﬁ/ dx:%[w—\@]
0

2 Jss

k,/
= S2eB +VE- VD)

= kagB3.

o8
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Portanto,

J > Bikxy,,
e nés temos uma contradi¢ao. O]

Lema 4.7. Se Q € um ponto em x = /3 tal que x’Q > B,k > 0, entao a solugao retorna

para a faiza |z] < V3 em R e emerge novamente em S com
25| < |zg| — Bik.
Demonstracao. De Lema 4.3 temos
lzg| < |2p| + Bik.
Logo, com R e S no lugar de P e @), isto é,

|z's| < |2%%| + Bik

& [l < (Jogl + Bik)? = |op|* + 2k Bi|alp| + BYk?,

ou seja,

|25]* < [a|* + 2kB1|ay| + BYkK”.

Usando o Lema 4.6:
|2 < [afp[? — 4Bik|zl|, com &l > Bik > Bik > 1

na forma indicada e também no mais fraco de |2%| < |zf| temos

[wsl* < |2R]? + 2k By | + BYk?
< |wpl? — 4Bik|ag| 4 2k By || + Bik?
< |wg? — 4B k|xg| + 2k By |y | + BYE?
= |zg|* — 2B1k|zg| + Bik?
= (legl = Bik)?,
Portanto, |7s| < |zg| — Bik. O

Demonstracio. (Teorema 4.1) Pelo Lema 4.2 a solucao deve entrar na faixa |z| < /3, e

pela segunda parte do Lema 4.3 |2/| < Bk, se ficar na faixa. Por outro lado, se sai da
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faixa em Q com || < Byk, a altura (ou profundidade) do arco subsequente fora da faixa
serd menor que By + Bs.

Por simetria todos os lemas para > —v/3 tém formas estritamente correspondentes para
z < —/3. Mas, pelo Lema 4.7, se \x’Q] > Bk, a solucao surge na proxima vez em S com
[2%s| < |7 — Bik, de modo que ela deve ficar na faixa ou emergir eventualmente com
|x’Q| < B4k e a segunda parte do Lema 4.3, |z| < By + By Para todos os subsequentes

t. [



Capitulo 5

Uma equacao diferencial de segunda

ordem com solucoes singulares

Neste capitulo estudaremos o artigo [15] intitulado A second order differential equation
with singular solutions escrito pelo Norman Levinson na revista Annals of Mathematics
no ano 1949. Neste artigo Levinson comenc¢a mencionando que Cartwright e Littlewood

anunciaram em [4] alguns resultados notéveis para a equacao diferencial
2" + k(x* — )2’ + 2 = bAkcos M\t (5.1)

onde k ¢ uma grande constante e b e X\ sao constantes. Enquanto apenas um esboco do
método de Cartwright e Littlewood apareceu como visto no artigo de 1950, os autores
afirmam que sua prova é dificil. De fato, eles s6 publicaram as suas provas no artigo [17]
de 1957.

No seu proprio artigo, Levinson considera uma equacao que exibe o mesmo comporta-
mento singular, mas para a qual a prova é consideravelmente simplificada por um artificio
(descrito na segdo 5.1). Um resumo destes resultados de Levinson ja tinha aparecido em
[14].

A equacao diferencial considerada por Levinson é

v +p(y)y +y=csint (5.2)

61
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em que p(y) é um certo polindmio e ¢ é uma constante restrita a pertencer a um deter-
minado conjunto de intervalos.

Entre as solu¢oes de (5.2) existe uma familia F' de estrutura notavelmente singular.
Solugoes, y(t), de F' tém um valor maximo de aproximadamente 3. Se 0o méaximo ocorre

em t = t; entdo para t > t; e enquanto y > 1, y é aproximadamente da forma
(3 —b)e P71 _peost (5.3)

onde b é uma constante, 0 < b < 1, e a constante p > 0 é pequena. Assim, para
t > t1, y além do termo cosseno, diminui lentamente. Quando y atinge o valor 1, ele cai
dentro de um intervalo de ¢ de no maximo 27 de comprimento, ao seu valor minimo de
aproximadamente —3. Repete entao o seu comportamento, com o sinal oposto, subindo
lentamente para y = —1 e a partir dai atingindo rapidamente um méximo préximo de 3
novamente. Esse padrao geral é repetido varias vezes.

Denotamos o valor de ¢t onde uma solu¢do de F', y(t), descendendo do seu maximo de
aproximadamente 3 primeiro cruza y = 1 como um ponto de cruzamento par. Denotamos t
onde y(t) ascendendo do seu minimo de aproximadamente —3 primeiro cruza y = —1 como
um ponto de cruzamento impar. Para qualquer solucao de F', os pontos de cruzamento
pares e impares alternam conforme ¢ aumenta. (Note que se y = 1, y' < 0 ocorre somente
em pontos de cruzamento pares e se y = —1, ' > 0 ocorre somente em pontos de
cruzamento impares para as solugbes de F.)

Um ponto de cruzamento par estd sempre em um pequeno intervalo

1
t=71( mod 2m), 0<7’<7‘1<1—0,

que chamaremos de um intervalo de base par. Um ponto de cruzamento impar sempre se

encontra em um pequeno intervalo

1
t=m+7( mod 2m), 0<7‘<71<E,

que chamaremos de intervalo de base impar. Por ponto de cruzamento, queremos dizer

um ponto de cruzamento par ou impar. Assim Levinson prova o seguinte resultado:
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Teorema 5.1. Associado a (5.2) existe um nimero inteiro n grande. O espa-
camento entre os sucessivos intervalos de base nos quais os pontos de cruza-
mento de uma solucdo de ' é 2n— 1)1 ou (2n+1)n. Além disso, dada qualquer
sequéncia arbitrdria {d;}, —oo < k < oo, onde d; € (2n — 1)m ou (2n + 1)1 existe
uma solugcao de ' com pontos de cruzamento que se encontram em intervalos
de base com espa¢camento sucessivo dp, —oo < k < oco. Além disso, a solucao

nao tem outros pontos de cruzamento.

Como a sequéncia {dj} envolve um ntmero infinito de escolhas +1 vemos que o con-
junto das sequéncias tem a poténcia do continuo. A maioria das solucoes de F' certamente
nao sao periddicas, jA que a maioria das sequéncias {d;} nao sdo periodicas. Do conti-
nuum de sequéncias {dy} existe uma infinidade contavel de sequéncias periodicas. A cada
uma dessas sequéncias periddicas pode ser mostrado que hé pelo menos uma solugao pe-
riédica de F' cujos pontos de cruzamento estao em intervalos de base tendo o espagamento
periddico designado. O conjunto destas solucoes periodicas sera denotado por > .

Entre as solucoes de (5.2), existem duas soluges periddicas completamente estaveis
[’y de menor periodo (2n—1)27 e I'y de menor periodo (2n+1)27 e uma solugao periodica
completamente instavel Pu do periodo 2m. As solucoes I'y e I'y s@o de interesse fisico,
pois sao solucoes completamente estaveis.

Vemos entao que a simples equagao diferencial (5.2) oferece exemplos de varios feno-

menos extraordinariamente singulares.

5.1 Descricao da equacao

O dispositivo usado aqui para obter o exemplo (5.2) é considerar primeiro a equacao
ex” + ¢p(x)a’ 4 ex = bsint (5.4)

onde € > 0 é uma constante pequena e

1, para |x| > 1,
o) =

-1, para |z| < 1.
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A constante b, como veremos, deve ser escolhida a partir de um determinado conjunto
de intervalos no intervalo (0,1). Agora acontece que o comportamento das solucoes de
(5.4) em um certo intervalo finito de ¢ e com |z| < 4 determina o comportamento para
—o0 < t < oo grande. O fato de o intervalo de ¢ ser finito é decisivo.

Considere o sistema

d
S - o — P(21),
S (5.5)
=2 = _ex; +bsint.
dt !
com
—r — 2, para = < —1,
O (x) :/ o(x)dr = T, para |z| <1
0
—r+ 2, para x > 1.

O sistema (5.5) é equivalente & equagdo (5.4) pois, tomando =1 = e x9 = ex| + P (1),

temos
zy = exf + ' (x1)2]
= bsint — ¢(z1)z| — ex1 + ¢(z1)2], com '(z1) = ¢(z1)
= bsint — ex;.

Entao z; é z de (5.4) como pode ser visto eliminando z5. Também

oo 2= P()
€

Agora, seja P(z) um polinémio tal que
[P(x) = ®(x)] < A, para [z] <5

onde A é pequeno. Isso é possivel, ja que ®(x) é continuo.

Considere o sistema

d

L=y - P(y),

@t (5.6)
LA —ey; + bsint.

dt

Se y =y, entao

Y2 = ey + P(y)
ys = eyi + Py
—ey; +bsint = ey + P'(y1)y}
eyf + P'(y1)y; +eyn = bsint.
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Portanto,

ey + P'(y)y + ey = bsint (5.7)

que pode ser reescrito como (5.2).

A primeira equacdo de (5.6) pode ser reescrita como

d
- @) w, I SA para |yl <5

A segunda equagao ¢ deixada como estd. Comparando com (5.5) e observando que ®(z)

satisfaz uma condigao de Lipschitz, com constante 1, temos que se y;(to) = ;(ty), =

1, 2, entao
1 1
= =l = |* [ P [ o
+ ‘/(—eyl + bsint)dt — /(—exl + bsint)dt‘
1
= |z /(y2 —D(yr) +w—x2+ @(xl))dt’ + ‘/e(ml — yl)dt‘
1 1
< - /(‘I)(xl) — @(y1) +W)dt‘ T '/(yz - ﬂfz)dt‘ te /(951 - Z/l)dt'
1 1
< Z/@(?Jl)—@(l‘l)—w|dt+2/|yz—$2’dt+€/|yl—ﬁlfdt
1 1
< Z/|<I>(y1)—¢(x1)+A|dt—|—E/|y2—x2\dt+e/]y1—x1\dt
1 1 1
como — < —+e€eee < — 4 € temos,
€ € €

€

1 1
=il o = 2l < - [ 000) = @) + A+ (2 €) [ =l + b i

Pela desigualdade de Gronwall, desde que

[F(Ey() — gt y(@)] = [(0,w)] < A = p(t)
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g(t,x1) — glt,y0)| = (ﬁ WG M, —€xy + %)'

€ € € €

1 — X9 1
< + =[y2 — x| + |y2 — 22
€ €
1
< < +e) |y2 — 2.
Logo,
ly1 — 21| + |y2 — 32| < elete)(t=to) [/ e(i“)(StO)AdS}
_ Ae(%-ﬂ)(t—to) 11 e—(%-ﬁ-ﬁ)(s—to) !
— (z + 6) to
o _Ac [1 _ e_(g+e)<t—to>] o(L4e)(t—to)
— 14€
Portanto,
B [ (ol
1a(5) = 22 (O] + [92(t) = @2(D)] < 1= [ -1 (5.8)

desde que seja |y;| < 5.

Tomando A pequeno o suficiente podemos fazer

’Z/l — xl\ € |Zl/2 — xz’

tao pequeno quanto quisermos em qualquer intervalo fixo de ¢. Assim, |y — z| e |y — /|
podem ser feitos tao pequeno quanto quisermos. Dessa maneira, o comportamento de y
e ' & determinado por x e 2/. Finalmente, o comportamento de y e ¢ em um intervalo
finito serd mostrado para determinar o comportamento de —oo < t < oo. Pelo uso de
(5.8), entdo estamos habilitados para trabalhar com (5.4) ao invés de diretamente com
(5.2).

As solugoes de (5.4) podem ser dadas explicitamente. Para x # %1, a equagao é linear
com coeficientes constantes.

Para |z| <1, aequacao (5.4) fica

e’ — 2’ + ex = bsint.



67

Sejam p a raiz menor da equacdo caracteristica ep? — p + € = 0, e, a equagio homogénea

ex” — 2’ +ex =0. Entao

1 —+/1— 462
,0:—2 ‘ :6+62+..., €=
€

(5.9)

Seja p; a outra solucao, entao

1+vV1—4e2  1+V1—4e 1 -1 —4de

pro= 2¢ 2¢ 11— /1 — 4e2
2¢ 1 1

1-VI—de  1=E )

Logo a solugao de ex” — a2’ +ex =0, isto é,

(t—tg)

T, = Bie 7 + Byelt—tolr,

Para a solu¢ao particular temos, z, = D;cost + Dysint, dai

r, = —Dysint + Dj cost,

x, = —Djcost — Dysint.
Logo,

€(—Dycost — Dysint) — (—Dysint 4+ Dycost) + €(Dy cost + Dysint) = bsint
(—eDy — Dy + €Dy) cost + (—eDg + Dy + €Dy)sint = bsint.

Dai, temos: Dy = be Dy =0, entao 1z, = bcost. Se a solugao geral ¢ = = xj + x, e,
como € é pequeno, vemos que p também é pequeno. Portanto, as solucgoes de (5.4) sao
dadas por

(t—tg)

= DBie » + Byel™0P beost, para |z| <1, (5.10)

onde B, Bs, e ty sao constantes. Similarmente

—(t—tg) e
z=Ae 7 + A TP _peost, para |z| > 1, (5.11)
onde A, As, ety sao constantes.
Para demonstrar a existéncia da familia F' contendo pelo menos uma solugao corres-

pondente a qualquer sequéncia {dy}, estabeleceremos um certo teorema de transformagao
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para os intervalos de base. Aqui vamos discutir essa transformacao para (5.4). Usando
(5.8), mostramos que o resultado da transformacao ¢ valido também para (5.7).
Consideramos uma familia continua de solugoes de (5.4) comegando no intervalo de

base impar com as condigoes iniciais
zo=—1, az5=p(l+bcosT)—bsinT+E, to=m+T (5.12)

onde

1 _10
O§T§7'1<E e ’E|<€ P

Esta familia nés chamaremos uma familia de base impar. Veremos que as solucoes da
familia de base impar sao aproximadamente iguais a 3 para t = 3w. De fato, para t > 37w
as solugoes sdo dadas por (5.11) com o primeiro termo desprezivel. Assim eles sdo quase
da forma

z = Ae P37 _peost (5.13)

onde A é aproximadamente 3 — b, 0 < b < 1 e lembramos que 0 < p é pequeno. Para
uma familia de base impar, veremos que A em (5.13) assume todos os valores acima da

faixa dada essencialmente por
3—b—21(3—-b)p<A<3—-b+2nw(1l—-0b)p. (5.14)

As solugoes (5.13) diminuem de forma oscilatoria e eventualmente atingem o valor
x =1 em um conjunto de pontos de cruzamento pares. Que esse x primeiro se torna 1
para algum valor de ¢ proximo de 2mm onde m é um inteiro segue facilmente de (5.13) pois
cost deve ser proximo de 1. Quanto maior é A, maior é o tempo que leva a solugao (5.13)
para atingir x = 1. Para os valores de A dados por (5.14), o ponto de cruzamento par ¢,
associado ao valor méximo de A estara ao redor de 47 a direita do ponto de cruzamento
par t,, associado ao valor minimo de A, pelo menos se b for bem escolhido, simplesmente
porque a solucao para o valor maximo de A ter mais a cair leva mais tempo para chegar
a xr = 1. A partir de consideragoes de continuidade isso leva, como veremos, ao fato de
que o conjunto de pontos de cruzamento pares da base impar original familia (5.12) inclui

dois intervalos base pares em = = 1. Eles ocorrem no intervalo (¢,,,%5s) e sdo dados por

t=2nt+7 e t=2n+)m+7, 0<7<m
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onde n é um inteiro grande que depende apenas de b e p. Na Figura 5.1, as duas solucoes
que comecam em t = 7 e t = 7 + 71 sao mostradas. O intervalo base par [e, f] esta a

(2n — 1)7 do intervalo inicial (7,7 + 71) e o intervalo base [g, h] é 27 além de [e, f]. Nos

10
P,

intervalos de base pares, uma relagdo analoga a (5.12) mantém-se com |E| < ¢

3 t,—,; t M

)
_3 \
)

Figura 5.1: Solucdes que saem de um intervalo impar.

Se considerarmos as trajetorias da familia de base impar original como determinantes
de um mapeamento do intervalo de base fmpar original em um conjunto de pontos de
cruzamento pares em x = 1, entao vemos que o mapa inclui dois intervalos de bases
pares. Assim, a familia original de trajetérias contém duas subfamilias, cada uma das
quais flui através de x = 1, x < 0, de modo a cobrir completamente um intervalo base
uniforme, sendo um intervalo t = 2nm + 7 e o outro t = 2(n + 1)m + 7. A mesma
andalise mostra entao que cada fluxo de trajetorias de cada intervalo de base uniforme
cruza r = —1, ' > 0, de modo a cobrir completamente dois intervalos de base impares,

etc., etc. O espacamento entre um intervalo e os dois intervalos que o mapa inclui é

2n—1)r e (2n+ )7
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Considere uma sequéncia de intervalos de base com espacamentos sucessivos dada por uma
sequéncia arbitraria {dy}, —oo <k < oo onde cada di é (2n—1)7 ou (2n+ 1)7. Entao,
da natureza da transformacao de uma familia base para cada uma das duas familias de
base (2n — 1)7 e (2n + 1), é bem facil mostrar que ha pelo menos uma solucao de (5.7)
com sucessivos pontos de cruzamento situados nos intervalos de base com o espacamento

prescrito.

5.2 Construcao dos intervalos base

Agora estabelecemos o mapeamento de um intervalo de base em dois intervalos de base e

provamos a existéncia da familia F. Partimos de um intervalo de base impar dado por
t=nm4+717, ¢ 0<7<n

1
onde 7 < 0 ¢ dado por

sinTy =

SRS
aIES

2
., g=exp (——W+2pi> . (5.15)
P

A escolha acima de 7 é conveniente, embora a razao para isto nao seja evidente até que
provemos os Lemas 5.2 e 5.3 abaixo.
A formula para zy dada por (5.12) é uma consequéncia de (5.11) como veremos. Pois

se diferenciarmos (5.11) e eliminarmos Ay entre as equagoes para x e x/, isto &,

—(t—tg)

v = Ae” 7+ Aye (7P _peost, para |z > 1,
Ay =ttt
g = —leT o — pAse ()P 4 pgint.
P
A7 1 beost
x— Aje oS
Como A; = ! _(:_to)j , dai temos
e
Ay G-ty T — Alei(t;m) + bcost .
v _?6 roTP e—(t—to)p e~ + bsint,
Ay =t —(t—tp)
o = —em 7 — pr + pAse o — pbcost + bsint

p



Assim, obtemos

—(t—tg)

1
' = —p(x+bcost) + bsint — (— —p> Aje 7
p

71

(5.16)

Se agora definirmos z = —1 e t = m 4 7, verificamos que de fato obtemos o resultado

de (5.12) com E levando em conta o termo exponencial muito pequeno quando ¢t — ¢y é

grande.

Para |z| > 1, da equagdo (5.4) fica na forma
ex” + 2’ + ex = bsint.
Assim, sua solucao geral é

(t—tg)
= Ae” o + Age_p(t_to) — bceost.

onde Ay, Ay e tg sao constantes. Logo, derivando a equacao (5.17) temos

, A _e=to)

== — pAye Pt L bgint.
p

Se v =x0 e 1 =uaxpemt=tyentao

Ty = A1 + A2 — bcos t() (&
A
xry = —f—pAg%-bsinto.

Como Ay = xg + bcosty — Ay, dai

A
xy = —71 — p(zo + beosty) + pAj + bsint
1
A (— — p> = —p(zo+ bceosty) — xp + bsinty
p
—p(zo + beosty) — xf, + bsinty
A = o
p
—ep(Tog + beosty) — exp, + ebsinty
A = 5
e(1—p?)
p
1 — 2
Sabe-se que € = %, dai (1+ p*e=pe u = 1 — 2¢p. Portanto,
P
A —ep(xo + beosty) — ex(, + ebsinty
1= .

1 —2e¢p

(5.17)

(5.18)
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Agora, como A; = xg + beosty — As,

A
z) = —=L — pAy+bsint,
bcosty — A
Ty, = _ Lo ¥ Deosto 2 — pAy + bsintg
p
xo + bcosty  xf — bsint
Ay = >
1—p? 1-p%
p
4, = o +bcosty  ex| — ebsinty
2 = 1— p2 e(1—p?)
p
4, = %o +bcosty ex( — ebsint
2T 1= p2 1—2ep
3 2 / 3_ 2 - o 1—2ep
Sabe-se que ep+e€p° = p° dal —ep+ep’ —p+1=1—2¢p e, assim, 1—p°= ] .
Portanto,
A, — (1 —ep)(xo + beosty) + ex(, — ebsinty (5.19)
1—2ep
Para |z| < 1, da equagdo (5.4), temos
ex” — 2’ + ex = bsint.
Assim, sua solucao geral ¢
x = Bie ¢ + By’ f heost. (5.20)

onde B, B e ty sao constantes. Similarmente ao A; e A,, obtemos os valores de B; e

By, isto é, /
B, — ep(zo bcols t_o);erpexo + ebsint (5.21)
e
B, — (L= eP)(@o — beosto) — exp — ebsinty (5.22)

1 —2ep

Lembramos que € e, portanto p, sao pequenos niimeros positivos e que 0 < b < 1, mas
nao estd muito proximo (dependendo de €) a 0 ou 1. Por conveniéncia, devemos tomar
0.1 < b <0.9. Ficara claro que todas as etapas da prova serao validas se e for pequeno o

suficiente. Nos agora precisamos dos seguintes lemas:

Lema 5.1. Uma solucao de (5.4) comegando no ponto final esquerdo do intervalo de base

impar, t = w, sujeita a x, = p(1 +b) + E onde nos lembramos |E| < 67%, satisfaz
) 0=P

x§3—27r(3—b),0+pg em t = 3.
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Lema 5.2. Uma solugcao comecando no ponto final direito do intervalo base impar, t =
T+ 71, e satisfazendo (5.12) com T = 11, satisfaz

OT\GS

x>3+2n(l—b)p— em t=3m.

Lema 5.3. Todas as solugoes comecando do intervalo de base impar t = m + 7 e satisfa-
zendo (5.12) satisfazem

|2'(3m)] < vp (5.23)

onde v € menor que uma constante absoluta para p pequeno. Também para m+71 <t < 37w

-1 <x<3.l.

Além disso,

, 1 om bp%
x >§bp, para m™+T <t < —,

> 1+ T <3
€ i 10 para 4 ~ ~ OT.

(Também cada solug¢io cruza x = 1 de baizo para cima [ndo um ponto de cruzamento]
apenas uma vez para alguns t,

T+T <t <3m— 5,01 e depois a solugao permanece acima
dex =1 atét=3m.)

Adiamos as provas destes lemas para o final deste capitulo

Ja observamos (mas ainda nao provamos) que para ¢t > 37 as solugoes da familia de
base impar sao dadas aproximadamente por

= (3—b)e 3 _pcost.

Claramente, primeiro obtemos x = 1 para o valor de ¢t no qual
(3 _ b) (t—3m)p
é quase igual a 1 + b. Em outras palavras, o valor de t depende de

110 3—0
P S\1+0)°

Para formular o préximo lema, introduzimos o inteiro n determinado por

3-0
;l g(1+b) =C2n—-1)r—94¢ (5.24)
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onde 0 < 6 < 27w. Como p é pequeno, vemos que n é grande. Além disso, variando

2m(1—0b
ligeiramente o parametro b, podemos obter 0 < § < % Na verdade, sera mais
conveniente assumir
pio < § < 2r(l—b) P10, (5.25)

3—0
E a condicdo (5.25) que nos da valores de b que resultam em uma transformacio
de um intervalo de base em dois intervalos base com espagamento (2n — 1)7 e
(2n + 1)7 do primeiro.

Desde que assumimos que 0.1 < b < 0.9 é claro que podemos selecionar b de modo

que n tenha qualquer valor dado por
1 2.1 :
1+ —log— <n< —log—. (5.26)
e . :

Dado qualquer inteiro n sujeito a desigualdade acima, ha um intervalo fechado I,,(p) dentro
de (0.1,0.9) de modo que, se b estiver em I,,(p), entao (5.24) e (5.25) serao satisfeitos.

Ao lidar com y(t), acharemos conveniente tornar mais precisa a no¢ao de uma familia
base continua. Seja 6 um parametro e sejam 7(0) e E() fungdes continuas de 6 para os
quais

90 < 0 S 91 onde 7'(90) = 0, 7'(01) =T,
0 < 7(6) <7 quando Oy <0 <6, |EO)|<e .
Entao, wma familia de base impar continua é uma familia de solugoes de (5.7), y(t,0)

satisfazendo as condigoes iniciais
yo=—1, yo=pQ+bcosT(A)) —bsinT(0) + EH), to=2m+1)m+7(0)

onde m é um nimero inteiro e y < # < #;. Uma definicdo semelhante vale para uma
familia de base par continua.

Consideramos agora as solugoes y(t) de (5.7). Correspondente a um e suficientemente
pequeno, suponha que n satisfaz (5.26). Nos assumimos daqui em diante que b esta em

I,(p). Nos apresentamos agora o seguinte resultado fundamental.

Lema 5.4. Seja y(t,0), com 60y < 6 < 0y, uma familia de base impar continua no

intervalo impar de base impar t = w+ 7(0). Entdo hd dois intervalos abertos separados
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O1 e ©y no interior de (0y,01) tais que as solugdes y(t,0) partindo de ©1 primeiro cruzam

y=1, v <0, no intervalo de base par
t=2nm+7, com 0<T7<T

e, além disso, formam uma familia de base par continua neste intervalo. As solugées
que partem de ©o formam, de modo semelhante, uma familia de base par continua no

intervalo de base par
t=2n+l)mr+7, com 0<7<m.

De modo semelhante, uma familia de base par continua tem duas subfamilias disjuntas,
cada uma das quais forma uma familia de base impar continua em intervalos de base

impares (2n — 1)m e (2n + 1)m respectivamente do original.

Provaremos este lema usando os Lemas 5.1, 5.2 e 5.3, que envolvem apenas a equagao
simples (5.4). Para fins posteriores, é conveniente notar que E(f) para a familia mapeada

10

1
satisfaz |E| < 56_7. Também |y| < 4, e y(t) > —1 para m + 7 < t < 3.

Demonstragao. Consideramos a familia de solugbes de (5.4), (¢, 0) que assume, para cada
0, precisamente os mesmos valores iniciais de y(t, #) no intervalo de base impar ¢t = 7 + 7.
Primeiro escolhemos A em (5.8) suficientemente pequeno para que (5.8) possa ser utilizado

sobre |t — w| < (2n + 2)m. Nos tomamos

11 @ni3)n

A<e re e

Assim, se |z| <5 e |y| <5, temos de (5.8)

1

ly(t) —xt)| <e 7, |t—n|<(2n+2)T. (5.27)

)
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Desde que €y’ =y — P(y1), e da mesma forma para ez’, temos

ely —a'| = ey’ —ex'|
‘92 - P(yl) - (352 - (I)(%))’
(Y2 — @2) — (P(y1) — P(21)]

< ya(t) — zo(t)| + |P(y1) — (1)
= |ya(t) — z2(t)| + [(P(y1) — P(y1)) + (P(y1) — P(z1))]
< y2 — 22 + [P(y1) — ()] + [2(y1) — (1)
= |y — z2| + A+ [y1 — 1]
< 277,
logo
W) — (1) < %e—i?, t— 7 < (2n+2). (5.28)

Segue do Lema 5.3 que |z| < 3.1 para 7+ 7 < t < 37. Assim, por (5.27) é certamente
verdade que |y| < 4 neste intervalo. Também pelo Lema 5.3 e (5.27) e (5.28) vemos que
y(t) > —1 param+71 < t < 3m. Considere z(t, ) para t > 3w. Entao, por (5.17) definindo

para ty = 3m, temos

_ (t—3m)

z(t,0) = Aje™ » 4 Age” 3P _peost (5.29)

onde usando o Lema 5.3 encontramos |A;| < p. De (5.5) fica claro que z1(t) e xo(t) sdo
fungdes continuas de seus valores iniciais. Assim, o mesmo é verdade para z(t) e 2/(t).
Em particular, z(3m,0) e 2/(37,60) sdo fungoes continuas dos valores iniciais em x = —1
e, portanto, fun¢des continuas de 6. Assim, Ay(f) é uma funcdo continua de 6 e como
mostramos |A;| < p.

Temos de (5.27), (5.28) e (5.29) para t > T,

1
y(t,0) = Ay(9)e P13 —bcost + 1—OG(9,7§). (5.30)

Logo, derivando esta equacao, temos

J(1,0) = —pAs(0)e="=5) 4 bsint + %G(e, 9 (5.31)
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10

onde em cada caso |G(0,t)] < e ». De (5.30), temos
_ (t—3m) (t—3m) 1 (t—3m)
As(0) = y(t,0)e” + be” cost — 1—0G(0, t).e’ .
Dai, substituindo o valor de Ay(#) em (5.31), vemos que

J(t0) = —p (y(t, 0)ertt=50) 4 bertt=30) cost — L6, t).emt—sﬂ) =)
+bsint + %G(Q, t)
= —py(t,0) — pbcost + 1—pOG(9,t) + bsint + %G(Q,t)
= —py(t,0) — pbcost + bsint + 1—OG(9,t) + EG(Q,t).

Portanto,

1
y'(t,0) = —py(t,0) — pbcost + bsint + EG(Q,t). (5.32)
Usando os Lemas 5.1, 5.2 ¢ 5.3 em (5.19), com t; = 37, encontramos

Ay(0y) < 3—=b—21(3—=b)p+ 2,0%
Ay(6r) > 3—Db+2m(1—b)p—2p5.

Definindo A3(f) = 3 — b+ (), temos que r(f) ¢ uma fungao continua de 6 e que a sua

imagem em algum subintervalo de (g, 6;) é dada por
—21(3 = b)p + 2p5 < r(0) < 2m(1 —b)p — 2p5 (5.33)

onde r realmente assume os valores extremos indicados.

De (5.24), temos:

3-b

log (=) = (2n—1)1p —

og<1+b) (2n —1)mp —dp
3-%
1+5b

3—bh = (1 + b)62n7rp—7rp—6p'

_ 6(2n71)7rp76p

Logo, também

e—2n7rp+7rp+6p — 1+ b
)
672n7rpfpa+37rp+(p0737rp+7rp+6p) — 1+0
3—0b
6—p(2n7r+0—37r) — 1+ be—p(a+5—27r).

w
|
S5
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Assim, em (5.30) substituimos Ay por 3 — b+ r e definimos ¢ = 2nw + 0.

Y(t.0) = Ap(B)e ) —beost + - G(6,1)
3 —b+r(h))ePrmto=3m) _ pcos(2nm + o) + G(0 t)

1
3—be —p(2nm+o—3m) —|—T‘(9>€ p(2nm+o—3m) —bCOSO’"‘EG(Q;t)

1
L b)e 702 p(§)e P23 — beos o+ =G0, 1)

14b 1
+ ) plo+6=271) _ }heosa + 1—0G(‘97 t).

(
(3—10)
_ (1 4 b)€2n7rp—7rp—5p'e—p(2n7r+0—37r) + 7,(9)6—,0(2n7r+0—37r) —bcoso + %G(@, t)
(1+0)
(1+b)e- £

Portanto,

1+0

y(t,0) = (14 b)ePH=2m 4 r(p) ( —

1
p(o+36—2m) b )
) — 0coso + —10(;

Claramente se (5.33) for satisfeito, temos y > 1 para ¢ < —107. Expandindo as fungoes

exponenciais da tltima expressao em série de poténcias temos que, para |o| < 107,

1+0

y(t,0) = (14b)(1—p(o+6—2m)+0(p*))+r(0) (E) (1—p(o+6—271)+O(p?))—bcos 0+%G.

y(t,8) = (14+b)—(1+b)p(o+d—2m)+7r(0) (;—ig) (1—p(c4+6—2m))+O(p*)—bcos 0+1LOG.
y(t,0) =14+b—bcoso — [p(l +b)(c+d—2m) — T’(Q); i l;] + vp? (5.34)

onde |y| & menor que alguma constante absoluta para p pequeno.
Denote o menor valor de ¢ > 37 para o qual y(¢,0) = 1 por £(#). Considere o membro

direito de (5.34) para 0 < o < 77. Quando
r=r=—(3-b)(2r -5+ p>)p

no6s vemos que o membro direito é menor que 1. Isto significa que se 8 = 0,9 é uma raiz

de r(0) = ry entdo
y(t,0) = (1 +b)(1 — p(o + p"/?)) —bcoso +yp* =1 (5.35)

ou seja,
14+bcosa  p

— ~ 1 —~p? 5.36
a+b 1+0 P (5.36)

1—plo+p'?) =
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e por tanto o + p'/2 ~ yp. Assim, o < 0 e logo t(619) < 2nm. Da mesma forma, se
r=ry=—(3-b)21—05—p2)p

e se 1(0y) = 19, entao t(fy) > 2nm + 7. Como 71 e ry estao dentro do intervalo (5.33),
vemos que 01y e 0o9 podem ser levados para o interior de (6, 6;). Também desde que 7(6)
¢ uma funcdo continua e desde que 7(6,) > r(0s) > r(610) > 7(6p) n6s podemos escolher
010 < Oo0 € além disso r; < r(0) < ry para 19 < 6 < .

1
Desde r; < r < ry temos facilmente de (5.34) que y > 1, 0 < —Zﬂ'. Assim

1
t(0) > 2nmw — Zﬂ' para 619 < 6 < 6y.
Como t(610) < 2n7 e desde que
, 1 1 1
y'(t(9),0) < —pr para 2nm — v <t) <2nw+m + pr
por (5.32) vemos que como § aumenta, ¢(0) ¢ uma funcao continua de 6, enquanto
1 1
2nm — é_lﬂ <t0) <2nmw+m1 + pr.

Como t(fy) > 2nm + 71 devemos ter valores de 0, 011 e 619, 019 < 011 < 012 < 0o tais que

t(011> = 2nm, t(912) =2nm+T1 e t(911> < t((g) < t(elg), 611 <f< (912.

Assim, vemos que (611, 612) é de fato o intervalo ©; no enunciado deste lema.

Da mesma forma, escolhendo
rs=B-0)E—p)p e 1i=(3-b(0+p2)p

estabelecemos a existéncia de ©,.

1
O fato que |E| < 567170 ser satisfeito nos intervalos de base pares
t=2nr+7 e t=2(n+1)mr+7

segue de (5.32). O lemma para uma familia base par é provado exatamente da mesma

maneira. O
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Nos agora provamos a existéncia da familia F'.

Teorema 5.2. Dada qualquer sequéncia {dy}, com —oo <k < oo, ondedy é (2n— 1)1
ou (2n+1)7, entdao hd uma solugdo y(t) de (5.7) com pontos de cruzamento que estao nos
intervalos de base com espagcamento sucessivo dy, —oo < k < oo. Além disso, a soluc¢ao

nao tem outros pontos de cruzamento.

Demonstracao. Considere a subsequéncia de intervalos de base com espacamento d; para
—N <k < N, onde N ¢ um inteiro positivo. Pelo Lema 5.4 uma familia de base continua
no intervalo de base mais a4 esquerda tem uma subfamilia que é uma familia de base
continua no proéximo intervalo de base especificado. Esta familia, por sua vez, tem uma
subfamilia que é uma familia base continua no proximo intervalo base especificado, etc.
Assim, h& uma subfamilia no intervalo base mais & esquerda que tem seus pontos base
nos intervalos base com espacamento d, —N < k < N.

Considere a totalidade das solugbes S(N) que tém pontos de cruzamento em cada
intervalo base especificado, 0 < 7 < 71, com espacamento di, —N < k < N, da equacao
(5.32)

y'(t,0) = —py(t,0) — pbcost + bsint + %G(Q,t),
e tal que

1
|y + py + pbcost — bsint| = 5\G(9,t)|

10

< e r
em cada ponto de cruzamento e, além disso, tal que |y| < 4. Com o uso do Lema 5.4,
acabamos de mostrar que S(NN) ndo esta vazio.

Sem restricao podemos assumir que t = m + 7 ¢ um dos intervalos de base fmpares
especificados. Representa cada solugdo de S(IN) por um ponto no plano (v,t) onde t =
T+7, 0<7 <71, éo0 ponto de cruzamento da solucao neste intervalo de base impar
e v = 1y & o declive neste ponto de passagem. Entdo, por continuidade, os pontos que
representam S(N) formam um conjunto de pontos abertos (que, como dissemos, nao
esta vazio). Considere o proximo S(N + p), p > 0. Claramente, o conjunto de pontos

correspondente a S(N + p) esta contido no S(N). Assim, existe o conjunto limitante
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Obviamente, uma solu¢ido de S(o0) esta contida em

S(N) para qualquer N e, assim, satisfaz os requisitos do Teorema 5.2. [

5.3

Provas dos Lemas 5.1, 5.2 e 5.3.

Demonstra¢ao. (Demonstragao do Lema 5.1.)

Consideramos a solugao de (5.4) comecando no ponto final esquerdo como descrito.

Como z( > 0 temos > —1 imediatamente a direita de t = 7. Assim usando (5.20) temos

Bie 7 + Bye?™™ + beost

Tr =
By t-x
o pBaoet=™) — bsint
" (=) 2 p(t—m)
HA— —2316 » + p°Bse —bceost.

Usando os valores iniciais para z e zo encontramos By e By de (5.21) e (5.22), isto é,

B,

By =

Dali,

bt\:al = bMl =

—ep(xo — beosty) + ex(, + ebsinty
1 —2ep
—ep(—1 —bcosm) +€(p(1 +b) + E) + ebsinm
1 —2ep
—ep(—14+0b0)+e(p(1+b)+E)
1—2ep

2ep + €B

1—2ep
2+2

1—2¢p’

€p

(1 —ep)(xg — beosty) — exy — ebsinty

1—2ep
(1 —¢ep)(—1—bcosm) —e(p(l +b)+ E) —ebsinm
1 —2¢ep
b—1—2pb— ek
1—2ep
1+ €eE
1—2¢ep

(t=m)
Bie 7 4+ p?Bye!t™™) — bcost

1+ el

24+ L (t—m)
—L e +p*|b— P — peost.
(ep = 2€p> e r +p < 11— 260) e cos
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Portanto,
24 L (t—m)
o =5 Lo 4 D(p)et=™ — beost,
pl—2ep
1+eF

com D(p) = p? <b—1 5 ), onde |D(p)| < 2p®. Uma vez que o coeficiente do

primeiro termo acima é positivo, vemos que

1 5
x”>§b, desde que |z| <1 e 7r<t<z7r.

Ja que 25, > 0 vemos entao que 2’ > 0. Além disso
q 0 q

3 -m
>5e 7 enquanto |z| < 1.

Logo
3p t-x 3p t=x 3
2(t) > 7p67|§r - ge " 7’) (5.37)
Integrando novamente
3p2 = 3p,, 3p® = 3pt 3p* 3pm
t)y>—er ——t,=—er» ————+—-—1 5.38
Se t =m+ plog(1/p) temos
3 3p 3p?
t)> —— —log(l/p) — — —1 5.39
(1) > 5= - loa(1/p) ~ (539

Se p é pequeno entdo = é maior que 1 antes de ¢t é m + 3plog(1/p).
Se integrarmos a equagao diferencial (5.4) e denotarmos momentaneamente o ponto
em que x primeiro se torna 1 pelo subindice 1 obtemos

t1
er; —2+ e/ xdt = —bcosty + beosty + exy,. (5.40)

to
ex) — 2—|—ef;:1 xdt = —bcosty + bcosm + ex

ery +bcost; = 2—b—ef;1xdt+ex6
ex) +beost; = 2—b+e<x6—f;1xdt>

1 1
Desde tg =7 <t; <m+3plog—, |zg] <2p e |z| <1 temos xj; — f: xdt = vyplog —,

p p
portanto,

1
exy +bcosty =2 — b+ yeplog —. (5.41)
P
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(Lembramos que 7 é uma quantidade que é limitada quando ¢ — 0). Nos vemos fa-
cilmente que z7 > 0. Assim, para seguir a solu¢ao, usamos (5.17) e obtemos A; e A
de (5.18) e (5.19) no ponto t; fazendo uso de (5.41). Nos temos, desde que z > 1 para

t; <t < 37 como é mostrado no final da prova do Lema 5.3,

_ (t=ty)

1
r=re ¢ +(3-— b)e’p(t’”) — bcost + yeplog —.
p

Em particular em ¢ = 37 temos o resultado do Lema 5.1. O

Demonstra¢ao. (Demonstragao do Lema 5.2.)

Ao provar este lema, mostraremos também que

N

1 5
x> —14 =bp2, para £<t<37r.

3
Consideramos a solucao comecando em tq = 7 + 71 onde nos lembramos

2
_€7 g = exp (——W+2p_i> . (5.42)
€ p

sinTy =

>

Como por (5.12), xp, usamos (5.20) para obter z. A condi¢ao (5.42) assegura que B; ¢é

pequeno. Na verdade nos temos

_ 2bg+eE

B, = By = —(1 —b+~p? 5.43
'S gy Pem o) o4
Assim,
2b E (t—m—77)
B 1q_+2§p-eﬂ — (L =b+7p")e ™t beost (5.44)
e claramente
2bq + eE  (-m-T)
n_ “vg el 201 2\ (t—m—T1)p __
V= g T A=)l beost
o que implica
" = Di(p) — beost (5.45)

5 1
onde Di(p) > —3p® param+ 71 <t < Zﬁ Assim 2" > 51) > 0 neste intervalo. Desde

, ) 5%
Ty > 0 temos z > —1 atetzz.
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Enquanto 7 + 71 <t < 37 — 3pi, vemos que o primeiro termo em (5.44) é pequeno

por causa das restricoes em ¢ e F. Assim, neste intervalo de ¢
r=—1+b+0bcost+yp. (5.46)

Em particular,

5
1>:c>—1+bp%, para £<t<3ﬂ—3p%.

Para prosseguir, definimos ¢t = 37 — s em (5.44). Nos temos para p% <s< Bp% enquanto

2] <1,
2[) 71 3 S 1
G 2071 — = —bs? . 5.47
2, exp<p p)+28+%0 (5.47)

r=—1+

1
A partir de (5.47), enquanto |z| < 1, vemos que no intervalo dado de s, x > —1—|——bp%.
3 1
Vemos entao que = > —1 neste intervalo em qualquer caso. Além disso, para s = p1,
vemos que o segundo termo do lado direito de (5.47) é grande. Assim, x torna-se maior
que 1 para alguns s, p% <s< Spi.

Agora diferenciamos (5.44) e eliminamos o termo By, ou seja,

2b E ¢=r-m)
%e - (1 —b+yp?)et=m=m)r 4 beost
1 2b E (-r-m)
x’ —.q—+€e - p.(1 —b4yp?)et=m=m)r — psint.
p 1—2ep

Assim, entre x e 2’ encontramos
pr' = x — pbsint — beost + (1 — p?)(1 — b+ yp?)elt=m" P, (5.48)
Agora seja t = t; o ponto onde z = 1. Entdo pt < 37 —#; < 3pi1. Assim (5.48) torna-se
! 5
pxy +bcosty =2 —b+2m(1l —b)p + ven. (5.49)

Em particular, z} > 0. Assim, usamos (5.17) e encontramos, usando (5.49), obtendo A;

€ AQ,

_(t—ty)

r=—(2+ 'yp%)e 7+ |(3—0b)+2n(1 — b)p+’yp% e~ =P _peost

enquanto x > 1. Como serd mostrado no final da prova do proximo lema x > 1 para

t1 <t < 3m. Definindo ¢ = 37, obtemos o Lema 5.2. O
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Demonstra¢ao. (Demonstragao do Lema 5.3.)

Seja
20 E ¢
xr = q—+6€ - (1—b+~yp?)e™™™)F L heost
1—2¢ep
2m _3 o, . . .
com q =exp | ——— 4+ 2p~ 1 | substituido por uma quantidade maior e 71, substituido por
P

T. i =D — v
Considerando z” tanto como em z” = D bcost, vemos que

" 5%
x>0, paraﬂ+7<t<z.

. b : :
Assim, 2’ > zf, > Ep neste intervalo e, portanto, ou = 1 para algum ¢ neste intervalo ou
entdo (5.44) ainda é valido com ¢ substituido por uma quantidade maior e 7, por 7. Neste
tiltimo caso, entao x(t) esta agora acima de x, dado por (5.44), exceto por um termo e

Assim

=

r=1— e paraalgum t < 37 — p3.

Integrando a equagao diferencial (5.4) tanto quanto em (5.40):

t1
er) — 2—|—6/ xdt = —bcosty + beosty + exy

to

9 .
de tg = ™ + 7 para t n6s achamos que para 10 <x <1, e > 1. Assim, vemos que de
fato

1
x =1 paraalguns t =t; < 37 — épi.

Como z(t) estd acima de z como dado por (5.44), exceto pelo termo ~e?, vemos que

também temos aqui

N

1 D
x(t) > -1+ pr para Zﬂ <t eenquanto z < 1.

Em cada caso, entao x se torna 1. Vamos denotar o lugar onde isso acontece primeiro
1
pelo subindice 1. Entao t; < 37 — Qpi. Se usarmos (5.48), o que é valido aqui, e definir

r =1, t=1t%; ndés encontramos

pxry =2 —0b—bcost; + yp. (5.50)
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Usando isso para encontrar A; e As, encontramos —3 < A3 <0 e Ay =3—b+p.

Né6s usamos esses valores em

_(t—ty)

r=Are 7 + Aye TP _peost, x> 1. (5.51)

No6s vemos disto que

Ay =)
P =-—"te o — pAse” 1P L bsint.
p

1

Agora, ja que t; < 31— 5,0%, vemos que se z > 1 até 37, de fato temos 2’ = yp em t = 3.
Para mostrar que z > 1 para t; < t < 37 assumimos x = 1 novamente pela primeira

vez em t =ty, t; <ty < 3m. Integrando a equagao diferencial de ¢; a t5 obtemos

to to
€ry = e — e/ xdt + b/ sin tdt. (5.52)
t1 t1

De (5.51) vemos facilmente que z < 3.1. Usando (5.50) obtemos de (5.52) que ex!, >

2 —2b+vp > 0. Mas isso ¢ impossivel, pois em ¢, devemos ter z/, < 0. O



Conclusoes

Nesta dissertacao estudamos a equacao de van der Pol nao auténoma que surge no estudo
de oscilacoes elétricas. Cartwright e Littlewood fizeram varios aportes iniciais ao enten-
dimento desta equacgao. Inicialmente provaram que ela tem orbitas periodicas, e depois
demonstraram, no complicado e famoso artigo de 1950, que ela tem solucoes singulares,
as quais hoje estao relacionadas com comportamentos cadticos. Desse modo, no artigo [8|
a partir de um teorema geral sobre a existéncia de uma regiao atratora, eles esbogaram a
geometria das solucoes evidenciando a sua alta complexidade.

Devido a esses fatos, Levinson propos uma equacao diferencial similar & de van der Pol
na qual finalmente conseguiu mostrar a existéncia das mencionadas solucoes singulares.
Mais precisamente, ele provou que existem parametros para os quais existe um conjunto
de solugoes F o qual esta em correspondencia biunivoca com o conjunto de Cantor ¥y =
{0,1}% de sequéncias simbolicas que ¢ perfeito e nao enumeravel. Desse modo, Levinson

foi um dos primeiros a exibir um conjunto que, na linguagem atual, tem natureza caética.
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