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“Once I rose above the noise and confusion
Just to get a glimpse beyond the illusion

I was soaring ever higher, but I flew too high
Though my eyes could see I still was a blind man

Though my mind could think I still was a mad man
I hear the voices when I’m dreamin’, I can hear them say

Carry on my wayward son
For there’ll be peace when you are done

Lay your weary head to rest
Don’t you cry no more

Carry on Wayward Son - Kansas
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Resumo

Neste trabalho, é feita uma revisão a respeito do campo vetorial do tipo Lee-Wick quando
há interação entre uma carga e uma placa plana perfeitamente condutora. Demonstra-se que o
propagador de interação obtido não pode ser encontrado a partir de uma composição simples
entre o propagador para o campo de Proca e o campo de Maxwell. Obtém-se analiticamente o
propagador campo escalar de Lee-Wick e, numericamente, demonstra-se o comportamento da
energia e da força de interação. É analisada a interação entre carga e placa plana imperfeita-
mente condutora na presença de um campo vetorial de Lee-Wick. Tanto para o caso vetorial
quanto escalar, a força de interação apresenta pontos extremos para valores finitos dos parâ-
metros de acoplamento na lagrangiana. As análises de casos extremos para esses parâmetros
nos levam a resultados consistentes já previamente obtidos.
Palavras Chave: Análise-Numérica, Campos, Força, Lee-Wick, Propagador.

Abstract

In this study, we do a review about the Lee-Wick vetorial field, where is showed that if there
is an interaction between point-like charge and a perfectly conductive plane plate. It is shown
that interaction propagator can not be obtained by a simple sum of propagators for Proca
and Maxwell fields. We analyze for the scalar field, achieving analytically the propagator and
numerically the energy and force. It is analyzed the interaction between charge and plate in
Lee-Wick field. For both cases, the interaction force shows extrema points for finite values of the
Lagrangian coupling parameters. The analysis of extrema cases shows that these parameters
generate consistent results previously obtained.
Keywords: Fields, Force, Numerical-Analysis, Lee-Wick, Propagator.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Campos do tipo Lee-Wick

Modelos de campos com derivadas de ordem superior têm sido considerados na literatura
já faz algum tempo. Possuindo uma vasta gama de aplicações, que vão desde modelos micros-
cópicos na física de partículas até aplicações em cosmologia, muita atenção tem sido dada às
formulações vetoriais, espinoriais ou escalares de modelos com derivadas de ordem superior.

A primeira proposição que se tem notícia de teoria de campo com derivada de ordem su-
perior foi feita por Podolsky, com o intuito de generalizar a teoria de Maxwell mantendo a
linearidade das equações de campo [1][2]. Posteriormente, Lee e Wick em 1969, propondo uma
métrica negativa para a teoria quântica eletromagnética (QED) que conservasse a matriz S
unitária, alteraram o propagador do fóton mantendo os diagramas de Feymann invariantes.
Essa lagrangiana possuía derivadas de ordem superior e levava a uma renormalização finita de
massa e carga. [3][4]

Apesar das proposições de Lee e Wick em 1969, a unitariedade dos modelos com derivadas
de ordem superior permanecem um problema. Dentre diversas formas de resolver as questões a
respeito da unitariedade, uma que recentemente tem sido explorada é utilização de "fakeons".
"fakeons"são falsos graus de liberdade, isso é, graus de liberdade que não estão presentes no
espectro físico, mas se propagam nos diagramas de Feymann. Esse tipo de solução mantém
a unitariedade do modelo como amplamente discutido por Anselmi (2018)[5]. Nesse sentido,
alguns problemas permanecem, como a impossibilidade de manter o modelo unitário no espaço
de Minkowsky, sendo necessário a aplicação de um espaço de Minkowsky com uma rotação de
Wick [6]. De uma forma geral, a unitariedade permanece sendo uma questão a ser discutida.

As proposições de Podolsky e Lee-Wick, inicialmente distintas, buscavam resolver diferentes
problemas. Posteriormente mostrou-se que ambas as proposições eram equivalentes entre si.
Atualmente, modelos de campos com essas derivadas de ordem superior na lagrangiana são
conhecidos como modelos de Lee-Wick.

Recentemente, os estudos realizados por Lee eWick foram revisitados por Grinstein, O’Connell
e Wise no escopo da teoria de campos. Reutilizando o formalismo, eles desenvolveram uma
extensão para o modelo padrão com derivadas de ordem superior na Lagrangiana, que ficou
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conhecido como Lee-Wick Standard Model. Essa extensão do modelo é livre de divergências
quadráticas relacionadas à massa de Higgs, resolve o problema da hierarquia [7]. Além disso,
é passível de verificação junto ao Large Hadron Collider (LHC) e aplicável em grandes escalas
de energia, como neutrinos pesados.[8]

É importante destacar também que há pouco se mostrou que a eletrodinâmica de Lee-Wick
leva a uma auto-energia finita para cargas pontuais [9]. Note que para a maioria dos campos
conhecidos a energia de auto interação é divergente.

A teoria de Lee-Wick, inicialmente aplicada ao contexto microscópico em QED, tem sido
expandida para inúmeras outras aplicações. Destaca-se uma de suas aplicações em cosmologia,
na qual se propôs que é possível obter um modelo de universo oscilante sem o problema da
singularidade cosmológica, com a escala primordial menor que a de Planck. A interação com o
campo escalar de Lee-Wick drena parte da energia do campo de radiação, o que o impede de
destruir a contração do Universo, possibilitando a concentração da matéria e posterior expansão
com um novo desacoplamento entre matéria e energia [10][11][12].

Diante da importância dos campos tipo Lee-Wick, tem-se realizado uma série de pesquisas
a respeito de sua interação com diversas tipos de fontes [13], principalmente as espacialmente
concentradas em modelos abelianos ou não-abelianos, além de consequências no efeito Casimir
[14].

1.2 Potenciais e fontes tipo delta (δ)

Uma classe de formalismos interessante para o tratamento de teorias de campos na presença
de fronteiras materiais se caracteriza pela proposição de modelos onde temos a presença de po-
tenciais externos espacialmente localizados acoplados com campos. Nesse contexto, destacam-se
potenciais tipo delta de Dirac.

Potenciais do tipo delta vêm ganhando ainda mais destaque com os estudos do efeito Casimir
em teoria quântica de campos (QFT) [15] [16] [17]. Como esse efeito consiste em placas ou regiões
de potencial espacialmente concentrados sob o efeito de um campo, a função delta é ideal para
sua representação.

Dentre os inúmeros trabalhos que utilizaram potencial tipo δ, destaca-se o de Kimball (2005)
[18] que, buscando calcular as energias e pressões de Casimir de um campo escalar, mostrou que
a aplicação de um potencial de fundo tipo δ possibilita o cancelamento das divergências e o seu
cálculo exato.

Além da aplicação no efeito Casimir convencional, diversas outras aplicações para esse tipo
de potencial já foram exploradas. Fosco e Losada (2008) [19] [20] calcularam o efeito Casimir
para campos fermiônicos introduzindo um potencial delta em interação com as placas planas e
paralelas. Barone et al. (2008) [21], utilizando a delta, investigaram as flutuações enérgicas do
vácuo para campos quânticos em interação com potenciais concentrados branas.

Por fim, particularmente importante para esse trabalho são os estudos desenvolvidos por
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Camilo et al. (2013) [22], que analisaram campos em interação com cargas e potenciais espacial-
mente concentrados. Dois casos foram analisados, o primeiro deles consistia em um hiperplano
potencial e uma fonte pontual. No segundo, tanto a fonte quanto o potencial eram pontuais.
Em ambos os casos foram investigadas a consequências dessa interação, bem como calculadas
as energias de interação entre fronteiras materiais ou fronteiras materiais e fontes de campo.
Em todos os casos estudados, foram simuladas a presença de fronteiras semi-transparentes.

1.3 Campo de Lee-Wick na presença de potenciais e fontes

O campo de Lee-Wick possui uma série de aplicações, tendo singular importância nas áreas
de teoria de campos, física de partículas e cosmologia. Da mesma forma, potenciais tipo
delta têm sido recorrentemente utilizados. Diversas pesquisas foram desenvolvidas tratando do
campo de Lee-Wick e dos potenciais tipo delta separadamente, mas até o momento não são
encontrados na bibliografia estudos que tragam campos de Lee-Wick em interação com uma
região de potencial espacialmente concentrada. Assim, o presente trabalho se desenvolve em
torno da junção desses dois importantes temas, pretendendo obter o comportamento da energia,
com novos e únicos resultados. Também se pretende verificar a consistência das operações
matemáticas desenvolvidas neste trabalho através de uma análise numérico-computacional.

Esse estudo é importante, pois a utilização de potenciais espacialmente localizados pode
simular de forma mais realística a presença de fronteiras materiais em comparação com a
simples imposição de condições de contorno sob os campos.

No capítulo 2 é feita uma revisão de estudos sobre o campo de Lee-Wick e suas aplicações.
Nesta parte, o intuito é apresentar ao leitor o que é o campo de Lee-Wick e o procedimento
matemático envolvido.

No capítulo 3 é desenvolvido o estudo a respeito do campo de Lee-Wick escalar em interação
simultânea com cargas e com os potenciais espacialmente localizados.

No quarto capítulo é feito procedimento análogo ao descrito no capítulo 3, porém para o
campo de Lee-Wick eletromagnético. Em todos os capítulos são calculados os propagadores. Os
resultados físicos são obtidos a partir destes propagadores. Discutimos também as dificuldades
analíticas encontradas. Fazemos uma análise numérica com gráficos.

O capítulo 5 é dedicado às conclusões finais e perspectivas futuras.



Capítulo 2

Eletrodinâmica de Lee-Wick na presença de plano condutor

Interações intermediadas por campos do tipo Lee-Wick podem ser discutidas em diferentes
contextos, como o efeito Casimir e interações entre distribuições de cargas e correntes, por
exemplo. Podemos também pensar na interação de fronteiras materiais e cargas.

Em todos esses casos, o formalismo funcional se mostra o mais direto para o tratamento
dos campos com derivadas de ordens superiores. A partir desse formalismo, é possível, uma vez
encontrado o propagador, obter a energia de interação do sistema. Um trabalho deste tipo foi
realizado por Barone e Nogueira(2015) [23].

A metodologia aplicada neste trabalho, bem como os resultados obtidos, são de grande
importância para o tratamento de campos vetoriais com derivadas de ordem superior. Devido
a essa relevância, esse capítulo foi dedicado a realizar uma recapitulação desse artigo. amsthm

Vamos utilizar a métrica de Minkowski denotada por (+,−,−,−), com uma dimensão
temporal e três espaciais. O tensor intensidade de campo eletromagnético F µν é definido como
F µν = ∂µAµ − ∂νAν , sendo Aµ o campo de calibre.

2.1 O propagador

A Lagrangiana da teoria de Lee-Wick eletromagnética é

LLW = −1

4
FµνF

µν − 1

4m2
Fµν∂α∂

αF µν − (∂µA
µ)2

2ξ
− JµAµ, (2.1)

com m sendo definida como a massa de Podolsky e Jµ a densidade de corrente devido à fonte
externa.

A lagrangiana 2.1 pode ser reduzida a uma lagrangiana equivalente em termos dos qua-
drivetores potenciais eletromagnéticos. Dessa forma, escrevendo cada um dos componentes da
expressão em termos de Aµ e Aν tem-se para o segundo termo

Fµν∂α∂
αF µν = (∂µAν − ∂νAµ) ∂α∂

α (∂µAν − ∂νAµ)

= 2[(∂µAν)∂α∂
α(∂µAν)− (∂µAν)∂α∂

α(∂νAµ)]
(2.2)

que, após inserido ηµν com algumas manipulações de índices, é levado a

Fµν∂α∂
αF µν = 2Aµ[−ηµν∂α∂α(∂γ∂

γ) + ∂γ∂
γ(∂µ∂ν)]Aν . (2.3)
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Portanto

− 1

4m2
Fµν∂α∂

αF µν =
1

2m2
Aµ[ηµν∂α∂

α(∂γ∂
γ)− ∂γ∂γ(∂µ∂ν)]Aν . (2.4)

O terceiro termo da lagrangiana pode ser semelhantemente reescrito, realizando uma inte-
gração por partes e posteriormente inserindo ηµν

(∂µA
µ)2 = ∂µA

µ∂νAν

= −Aµ∂µ∂νAν

= −Aµ∂µ∂µηµνAν

(2.5)

A soma de cada um dos termos, que reescrito tomando o calibre de Feynman, isto é, ξ = 1

LLW =
1

2
Aµ

[
ηµν
(

1 +
∂γ∂

γ

m2

)
∂α∂

α − ∂γ∂
γ

m2
∂µ∂ν

]
Aν . (2.6)

A Lagrangiana (2.6) dá origem ao operador diferencial Θ(x) [23], [22] [24], tal que sua atuação
na variável x do propagador Gµν(x, y) nos fornece, por definição, a função delta de Dirac
quadrimensional. Assim

Θµν(x) =
1

2

[
ηµν
(

1 +
∂γ∂

γ

m2

)
∂α∂

α − ∂γ∂
γ

m2
∂µ∂ν

]
. (2.7)

onde

Θµν(x)Gνβ(x, y) = ηµβδ
4(x, y) . (2.8)

Para resolver essa equação diferencial, o procedimento consiste em definir um G̃νβ(p) que é
escrito em termos da transformada de Fourier

Gνβ(x, y) =

∫
d4p

(2π)4
G̃νβ(p) e−ip(x−y). (2.9)

Aplicando o operador definido por (2.7) na equação (2.9) como mostra a (2.8)∫
d4p

(2π)4
Θµν G̃νβ(p) e−ip(x−y) = ηµβδ

4(x, y), (2.10)

escrevendo a delta de Dirac em termos de sua transformada de Fourier e então igualando os
integrandos em ambos os lados,

Θµν G̃νβ(p) e−ip(x−y) = ηµβ e
−ip(x−y)[

−p2ηµν +
p4

m2
ηµν − p2

m2
pµpν

]
G̃νβ(p)e−ip(x−y) = ηµβ e

−ip(x−y)[
−p2ηµν +

p4

m2
ηµν − p2

m2
pµpν

]
G̃νβ(p) = ηµβ

(2.11)
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Agora a tarefa reside em resolver a equação algébrica de modo a obter G̃νβ(p). Para isso,
escolheu-se como possível solução

G̃νβ(p) = F (p)ηνβ + E(p)pνpβ (2.12)

onde E(p) e F (p) são fatores multiplicativos, funções de p tais que decompõe a G̃νβ(p). Essas
duas funções devem ser encontradas, para isso, substitui-se a equação (2.12) em (2.11)[

−p2ηµν +
p4

m2
ηµν − p2

m2
pµpν

]
[F (p)ηνβ + E(p)pνpβ] = ηµβ

− p2

m2
pµpνF (p) +

[
p4

m2
− p2

]
F (p) ηµνηνβ − p2E(p) ηµνpνpβ = ηµβ

(2.13)

de onde obtivemos imediatamente

F (p) =

[
p4

m2
− p2

]−1

, (2.14)

sendo assim, o fator E(p) pôde ser encontrado

E(p) = − 1

m2

[
p4

m2
− p2

]−1

. (2.15)

Com os fatores multiplicativos obtidos, é possível reescrever a equação (2.12)

G̃νβ(p) =

[
p4

m2
− p2

]−1

ηνβ −
1

m2

[
p4

m2
− p2

]−1

pνpβ (2.16)

que ao ser integrada nos fornece a função de Green

Gνβ(x, y) =

∫
d4p

(2π)4

[
p4

m2
− p2

]−1

ηνβ e
−ip(x−y) − 1

m2

[
p4

m2
− p2

]−1

pνpβ e−ip(x−y) (2.17)

simplificando e fazendo uma mudança de índices obtemos o propagador livre da teoria (isto é,
sem a presença de potenciais externos)

Gµν(x, y) =

∫
d4p

(2π)4

[
1

p2 −m2
− 1

p2

] [
ηµν −

pµpν
m2

]
e−ip(x−y). (2.18)

Esse propagador é apresentado por Barone e Nogueira (2015) [23] de modo direto, sendo o
procedimento para sua obtenção demonstrado acima.

2.2 O propagador na presença de um espelho perfeito

Nessa seção consideramos o campo de Lee-Wick na presença de um espelho perfeito, ou de
modo equivalente, de um aplaca perfeitamente condutora.

Inicialmente, precisamos entender o que viria a ser uma placa desse tipo na eletrodinâ-
mica de Lee-Wick. Para isso, consideramos os efeitos desse tipo de placa que decorrem no
eletromagnetismo de Maxwell.
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Na teoria eletromagnética de Maxwell, uma placa perfeitamente condutora seria uma su-
perfície sob a qual a força de Lorentz se anularia. Desse modo, essa placa impõe condições
sobre o campo eletromagnético. Essa condição equivale a impor que a componente do campo
magnético normal à placa seja nula sob a placa, e a componente do campo elétrico paralela a
placa seja nula sob essa. Expressando em termos da notação de vetores usualmente adotada,
isso é equivalente a

n̂ ·B⊥ = 0

n̂× E|| = 0
(2.19)

Considerando uma placa em um sistema de coordenadas tal que o quadrivetor perpendicular
a ele seja dado por nµ = (0, 0, 0, 1) e sua posição seja xµ = (0, 0, 0, a), em uma notação vetorial,
teremos a condição de contorno F ∗3ν |x3=a = 0, ou seja

nµF ∗µν = η µ
3 F

∗
µν → nµF ∗µν = F ∗3ν

F ∗3ν = E1 − E2 +B3
(2.20)

o que imediatamente nos leva a

nµF ∗µν = 0 (2.21)

onde F ∗µν = εµναβFαβ é o tensor dual ao tensor eletromagnético.
Para o campo de Lee-Wick, as mesmas considerações podem ser feitas a respeito das con-

dições de contorno descritos anteriormente.[23], pois o acoplamento do campo de Lee-Wick com
a matéria é o mesmo acoplamento do campo de Maxwell com a matéria. Sendo assim, vamos
ter a mesma condição de contorno para planos condutores par as duas teorias.

Vamos agora calcular o funcional gerador associado ao campo. A forma geral do funcional
gerador é

ZC [Jµ] =

∫
DAC ei

∫
d4x(LLW−J µAµ). (2.22)

O subíndice C no diferencial indica que soma ocorre somente sobre as configurações que
satisfazem a condição (2.21). Isso pode ser reescrito em termos de um funcional que se anula
para todas as funções que não satisfazem (2.21), condição semelhante àquela imposta pela
função delta de Dirac. Uma integração na função delta de Dirac resulta em zero para as
configurações de campo que não estão de acordo com a condição de contorno estabelecida.
Esse funcional é representado por δ[F ∗3ν(x)], e possui uma representação de Fourier,

δ[F ∗3ν(x)|x3=0 ] =

∫
DB exp

[
i

∫
d4x δ(x3 − a)Bν(x||)F

∗
3
ν(x)

]
. (2.23)

onde Bν(x||) é um campo auxiliar de natureza vetorial, que depende das coordenas paralelas
ao plano e possui simetria de calibre tal que Bν(x||)→ Bν(x||) + ∂νλ

k(x||).
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A partir desta delta, o funcional gerador na presença de uma placa é

ZC [Jµ] =

∫
DA δ[F ∗3ν(x)|x3=0 ] ei

∫
d4x(LLW−J µAµ). (2.24)

Utilizando o procedimento de Fadeev-Popov para eliminar a divergência imposta pela inva-
riância de calibre de B em (2.24), pode-se mostrar que a expressão (2.23) é dada por

δ[F ∗3ν(x)|x3=0 ] =N

∫
DB exp

[
−i
∫
d4x δ(x3 − a)Aβ ε

ναβ
3 ∂αBν(x)

]
×

× exp
[
i

2γ

∫
d4xd4y δ(x3 − a)Bµ(x||)

∂2Q(x, y)

∂x||µ ∂y||ν
δ(y3 − a)Bν(x||)

]
.

(2.25)

Onde Q(x, y) é uma função arbitrária.
Com as equações (2.24) e (2.25), temos que

ZC [Jµ] =

∫
DA

∫
DB exp

[
i

∫
d4x (LLW − J µAµ)

]
×

× exp
[
−i
∫
d4x δ(x3 − a)Aβ ε

ναβ
3 ∂αBν(x)

]
×

× exp
[
i

2γ

∫
d4xd4y δ(x3 − a)Bµ(x||)

∂2Q(x, y)

∂x||µ ∂y||ν
δ(y3 − a)Bν(x||)

]
.

(2.26)

Os argumento das exponenciais presentes em (2.26) estão escritos em termos dos campos
Aµ e Bµ. Na segunda exponencial os campos se encontram acoplados. Desacoplar esses campos
torna possível separar o funcional gerador em uma parte o campo Lee-Wick sem a presença da
placa e uma parte que envolve a interação com a placa.

Para separar (2.26), inicialmente toma-se uma translação no campo A tal que

Aβ → Aβ +

∫
d4y δ(x3 − a)Dβ

α ε
νγα

3 ∂γBν(x) (2.27)

assim, afim de realizar essa translação, as exponenciais serão consideradas separadamente para
serem posteriormente multiplicadas. Considerando a primeira e fazendo a substituição para o
A transladado,∫

d4x (LLW − J µAµ)→

−
∫
d4xJ µAµ −

∫
d4x

(∫
d4y δ(x3 − a)J µDµα(x, y) ε νγα3 ∂γBν(x)

)
+

∫
d4xAµΘµν(x)Aν

+

∫
d4x

(∫
d4yδ(x3 − a)Dµα(x, y) ε ζγα3 ∂γBζ(x) Θµν(x)

∫
d4yδ(x3 − a)Dνλ(x, y)ε πρλ3 ∂ρBπ(x)

)
+

∫
d4x

(
Aµ Θµν(x)

∫
d4yδ(x3 − a)Dνλ(x, y)ε πρλ3 ∂ρBπ(x)

)
+

∫
d4x

(∫
d4yδ(x3 − a)Dµα(x, y) ε ζγα3 ∂γBζ(x) Θµν(x)Aν

)
,

(2.28)
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e o argumento da segunda exponencial se torna

−
∫
d4x δ(x3 − a)Aβ ε

ναβ
3 ∂αBν(x)→ −

∫
d4x

(
δ(x3 − a)Aβ ε

ναβ
3 ∂αBν(x)

)
−
∫
d4x

(∫
d4y δ(x3 − a)Dαβ(x, y) ε ανγ3 ∂γBν(x)δ(x3 − a) ε βπρ3 ∂ρBπ(x)

)
,

(2.29)

com a terceira exponencial permanecendo inalterada uma vez que não há dependência no campo
A.

É possível identificar o termo associado ao campo padrão de Lee-Wick na equação (2.28).
Considerando essa informação

∫
d4x (LLW − J µAµ)→∫
d4x (LLW − J µAµ)−

∫
d4x

(∫
d4y δ(x3 − a)J µDµα(x, y) ε νγα3 ∂γBν(x)

)
+

∫
d4x

(∫
d4yδ(x3 − a)Dµα(x, y) ε ζγα3 ∂γBζ(x) Θµν(x)

∫
d4yδ(x3 − a)Dνλ(x, y)ε πρλ3 ∂ρBπ(x)

)
+

∫
d4x

(
Aµ Θµν(x)

∫
d4yδ(x3 − a)Dνλ(x, y)ε πρλ3 ∂ρBπ(x)

)
+

∫
d4x

(∫
d4yδ(x3 − a)Dµα(x, y) ε ζγα3 ∂γBζ(x) Θµν(x)Aν

)
,

(2.30)

Como as exponenciais estão sendo multiplicadas, os seus argumentos se somam. Realizando
esse procedimento, o segundo termo da equação (2.29) se anula com o termo presente na quarta
e quinta linha de (2.30), após se aplicar o operador Θ e realizar a integração em y.

Neste ponto, as exponenciais podem ser separadas entre uma parte dependente somente
dos campos A e uma parte dependente somente dos campos B, pois os termos que apresentam
ambos os campos se anulam. As exponenciais em função de A podem ser condensadas no
funcional padrão do campo de Lee-Wick, definido como ZLW (J ). Desse modo, as exponenciais
que possuem o campo auxiliar serão concentradas em um fator denominados Z̄, desse modo:

ZC [J ] = N

∫
DA exp

[∫
d4xLLW − J µAµ

]
×

×
∫
DB exp

[∫
d4x

(∫
d4y δ(x3 − a)J µDµα(x, y) ε νγα3 ∂γBν(x)

)
+

∫
d4x

(∫
d4yδ(x3 − a)Dµα(x, y) ε ζγα3 ∂γBζ(x) Θµν(x)

∫
d4yδ(x3 − a)Dνλ(x, y)ε πρλ3 ∂ρBπ(x)

)
−
∫
d4x

(∫
d4y δ(x3 − a)Dαβ(x, y) ε ανγ3 ∂γBν(x)δ(x3 − a) ε βπρ3 ∂ρBπ(x)

)
+

i

2γ

∫
d4xd4y δ(x3 − a)Bµ(x||)

∂2Q(x, y)

∂x||µ ∂y||ν
δ(y3 − a)Bν(x||)

]
(2.31)
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assim

ZC [J ] = NZLW [J ]Z̄[J ] (2.32)

O funcional Z̄[J ] pode ser reduzido ao realizar integrações por parte nos termos que o
compõe. Após somar os termos resultantes, o funcional Z̄[J ] se torna

Z̄[J ] =

∫
DB exp

[
i

∫
d4x

(∫
d4y ε νγα3 δ(x3 − a)J µ∂γDµα(x, y)

)
Bν(x||)

]
+

∫
DB exp

[
i

∫
d4x

∫
d4y δ(x3 − a) δ(y3 − a)Bν(x||)Bπ(y||)×

×
(

1

2
ε πρλ3 ε νγα3 ∂ρ∂γDνλ(x, y) +

1

2γ

∂2Q(x, y)

∂x||ν ∂y||π

)]
.

(2.33)

A expressão apresentada em (2.33) surge devido à presença da placa.
Escolhendo a função Q(x, y) como

Q(x, y) =

∫
d4p

(2π)4

(
1

p2 −m2
− 1

p2

)
e−ip(x−y). (2.34)

e levando na (2.33), temos

Z̄[J ] =

∫
DB exp

[
i

∫
d4x

(∫
d4y ε νγα3 δ(x3 − a)J µ∂γDµα(x, y)

)
Bν(x||)

]
+

∫
DB exp

[
i

∫
d4x

∫
d4y δ(x3 − a) δ(y3 − a)Bν(x||)Bπ(y||) ×

×
(

1

2
ε πρλ3 ε νγα3 ∂ρ∂γDνλ(x, y) +

1

2γ

∂2

∂x||ν ∂y||π

∫
d4p

(2π)4

(
1

p2 −m2
− 1

p2

)
e−ip(x−y)

)]
.

(2.35)

Na equação (2.35) é possível realizar uma integração ao longo dos momentos perpendiculares
o plano, isto é, em p3. Essa integração leva a∫

dp3

(2π)

(
1

p2 −m2

)
e−ip

3(x3−y3) = − i

(p2
|| −m2)1/2

ei(p
2
||−m

2)1/2|x3−y3|

∫
dp3

(2π)

(
1

p2

)
e−ip

3(x3−y3) = − i

(p2
||)

1/2
ei(p

2
||)

1/2|x3−y3| (2.36)

Inserindo (2.36) na (2.35), definindo as quantidades Γ = (p2
|| − m2)1/2 e L = (p2

||)
1/2 e

efetuando algumas manipulações, encontramos

Z̄[J ] = exp

(
− i

2

∫
d4x

∫
d4yJ µ(x)D̄µν(x, y)J ν(y)

)
, (2.37)
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onde definimos

D̄µ ν(x, y) =

∫
d3p||
(2π)3

(−i)
2

LΓ

L− Γ

(
ηµν|| −

pµpν

p2
||

)
×

× 1

(LΓ)2

(
ΓeL(x3−a) − LeΓ(x3−a)

)(
ΓeL(y3−a) − LeΓ(y3−a)

)
e−ip||(x||−y||).

(2.38)

Usando o fato de que, para a teoria livre (sem a presença da placa), temos o funcional
gerador

ZLW [J ] = Z[0] exp

(
− i

2

∫
d4x

∫
d4yJ µ(x)Dµν(x, y)J µ(y)

)
(2.39)

e usando as equações (2.32) e (2.37), podemos escrever

ZC [J ] = Z[0] exp

(
− i

2

∫
d4x

∫
d4yJ µ(x)

[
Dµν(x, y) + D̄µν(x, y)

]
J µ(y)

)
(2.40)

Podemos então identificar o propagador da teoria na presença da placa como

DC(x, y) = D(x, y) + D̄(x, y). (2.41)

Neste ponto, é importante reconsiderar algumas análises realizadas por Barone e Nogueira
a respeito deste propagador. Para o campo livre, o propagador pode ser obtido a partir da
subtração do de Maxwell pelo de Proca, o que leva, na maioria dos casos, à resultados triviais.
Um exemplo disso é a interação entre duas cargas pontuais estacionárias. Nessa coso, a interação
entre essas é dada pela interação coulombiana subtraída pela interação de Yukawa [14]. Quando
temos a presença de um aplaca condutora, essa trivialidade não é mais válida, como será
discutido a seguir.

2.3 Interação espelho-carga

Como já discutido anteriormente, a teoria de Lee-Wick livre (sem a presença da placa) tem
seu propagador dado pela soma do propagador de Maxwell subtraído pelo propagador de Proca.
Isso faz com que diversos efeitos físicos fiquem triviais nesse cenário. no entanto, quando temos
a presença da placa, isso não é mais válido, e os efeitos físicos nesse caso não são tão simples
de serem obtidos. A energia de interação entre uma carga estacionária e a placa é um exemplo
disso.

Vamos tomar uma carga pontual estacionária, localizada na posição b. A correspondente
quadricorrente é dada por

J µ(x, y) = qηµδ3(x− b). (2.42)

Pode-se mostrar que a energia do sistema na presença de placas é dada por [22][14]

E =
1

2T

∫
dx4dy4Jµ(x)D̄µν(x, y)Jν(y). (2.43)



Capítulo 2. Eletrodinâmica de Lee-Wick na presença de plano condutor 16

Levando em conta a equação (2.41), podemos ver que a contribuição dada pelo propagador
livre D̄µν(x, y) nada mais é do que a auto-energia da carga pontual. Esse fator está presente
mesmo na ausência da placa e não contribui para a interação espelho-carga. Dessa forma, vamos
desconsiderá-lo de agora em diante. Com isso, ao substituirmos (2.42) na energia energia (2.43)
temos

E = −q
2

4

∫
d2p||
(2π)2

√
p||2 +m2

√
p||2√

p||2 +m2 −
√
p||2

(
e
√

p||2√
p||2
− e−

√
p||2+m2√

p||2 +m2

)2

. (2.44)

Utilizando coordenadas polares em (2.44), integrando na parte angular e usando a substi-
tuição p = |p|/m, podemos escrever

E = −mq
2

8π

∫
dpp2

[
(p2 + 1) + p(p2 + 1)1/2

] [e−pmR
p
− e−

√
p2+1mR√

(p2 + 1)

]2

(2.45)

onde a força sobre a carga pode ser imediatamente obtida por uma derivação da energia com
respeito à posição da carga, mantendo-se a placa fixa,

F = −m
2 q2

4π

∫
dp p2

(
p2 + p

√
p2 + 1 + 1

)(
e−m
√
p2+1R − e−mpR

)(e−mpR
p
− e−m

√
p2+1R√

p2 + 1

)
.

(2.46)

A expressão para a força foi integrada numericamente, levando ao gráfico representado em
2.1. Esse gráfico claramente demonstra que, em um certo intervalo próximo à origem, a força
apresenta valores positivos, indicando um caráter repulsivo na interação. Após esse intervalo, a
força passa a ser de natureza atrativa. Isso indica que o método das imagens não é mais válido
na eletrodinâmica de Lee-Wick.

Como foi demonstrado, a eletrodinâmica de Lee-Wick, quando sujeito a determinadas condi-
ções de contorno apresentam um comportamento ímpar. O propagador proveniente da interação
entre uma fonte pontual e uma placa condutora perfeita, não pode ser trivialmente obtido a
partir de uma simples composição entre o campo de Proca e o de Maxwell. Nessa montagem,
o método das imagens tradicional sequer é válido, com a apresentação de força repulsiva na
interação placa-carga. Esses fatos, reforçam a necessidade de se estudar esse campo quando
sujeitos a diferentes condições.

Trabalhos recentes [22][25][13] tem tratado sob diversas condições de contorno para diferentes
campos, tendo já algumas considerações sido feitas a respeito do campo de Lee-Wick, como o
trabalho discutido neste capítulo. Porém, ainda não foi considerado na literatura o caso de um
condutor não perfeito na eletrodinâmica de Lee-Wick. Esse será o tema de investigação tratado
nos demais capítulos.
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Figura 2.1: Plotagem da força em função da distância da carga para a placa. Foi considerada
uma massa m unitária



Capítulo 3

Campo de Lee-Wick escalar na presença de fontes e
potenciais

Como discutido no capítulo anterior, campos do tipo Lee-Wick em interação com fontes
pontuais foram recentemente discutidas por Barone et al. (2013) [13]. Os resultados encontrados
mostram que o comportamento energético é diferente do potencial tipo Yukawa, que seria
encontrado caso se considerasse o campo sem as derivadas de ordem superior.[13]

Também vimos que ao considerarmos o campo de Lee-Wick na presença de um espelho
perfeito e uma carga estacionária pontual, não obtemos uma interação que corresponda ao
método das imagens.

Nesse contexto, surge uma pergunta natural; qual seria a interação entre um espelho semi-
transparente e uma carga pontual em teorias com derivadas de ordens superiores? Esse tipo
de espelho pode ser simulado pela presença de potenciais externos espacialmente localizados,
como discutido por Camilo et al.[22] (2013). Além disso, pode ser interessante questionar se o
método utilizado permaneceria aplicável a ponto de fornecer os resultados almejados em teorias
com derivadas de ordens superiores.

Como abordado na referência [17] [18], a presença de fronteiras semi-transparentes pode origi-
nar fenômenos físicos interessantes, e podem modelar situações mais realísticas. Na referência
et al. (2013) [13] a energia de interação de uma superfície desse tipo e uma carga pontual foi
considerada. Nessa seção generalizamos esses resultados para o caso onde temos a presença de
derivadas de ordem superior para o campo escalar. Os resultados a serem apresentados estão
entre os principais do trabalho e, até onde sabemos, nunca foram apresentados na literatura
até o momento.

O capítulo está dividido em três seções. Na primeira, obtemos a função de Green do modelo
na presença de um potencial externo espacialmente localizado. A segunda seção discute o
método de obtenção da expressão geral da energia de interação entre o potencial e uma carga
estacionária.

Já a terceira seção, traz uma série de análises para as expressões da energia e da força,
com análises de casos limítrofes de interesse. Também são plotados e analisados os gráficos
obtidos para a variação dos parâmetros envolvidos na lagrangiana (m,M e mu), com o intuito
de visualizar a mudança no comportamento do sistema com essas quantidades.

18
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3.1 O propagador

Nesse capítulo consideramos um modelo de campo escalar. Adicionalmente, consideramos
a presença de um termo de acoplamento entre o campo e um potencial externo espacialmente
localizado (potencial tipo delta de Dirac) ao longo de um plano. Vamos sempre estar restritos
ao caso 3 + 1-dimensional. Definiremos o quadrivetor posição como x = (t,x), sendo a parte
espacial x = (x⊥,x||). O vetor x⊥ será aquele perpendicular ao plano onde o potencial delta
se concentra, ao passo que x|| são as coordenadas espaciais paralelas ao plano. Escolhemos um
sistema de coordenadas onde o plano se localiza em x⊥ = 0, portanto esperamos um potencial
com a estrutura δ(x⊥).

Como também estará presente uma fonte pontual, sua contribuição deverá ser percebida na
Lagrangiana através de um acoplamento linear com o campo. Essa contribuição acontece por
meio de uma fonte externa J (x)

J (x) = λ δ3(x− a) (3.1)

onde a designa a posição da carga. Sem perda de generalidade, podemos escolher um sistema
de coordenadas onde a = (0, 0, a), ou seja, somente a componente perpendicular ao plano é não
nula.

A densidade Lagrangiana L que soma as contribuições da fonte, das derivadas de ordem
superior e do plano potencial é tal que

L =
1

2
∂νφ∂

νφ+
1

2
∂νφ

(
∂σ∂

σ

m2

)
∂νφ− 1

2

[
M2 + µδ(x⊥)

]
φ2 + J φ. (3.2)

Utilizando as equações de Euler-Lagrange para a Lagrangiana com derivada de ordem su-
perior [26], encontramos uma equação diferencial para o campo. A correspondente função de
Green deve satisfazer[

∂ν∂
ν +

(
∂σ∂

σ

m2

)
∂ν∂

ν −M2 + µδ(x⊥)

]
G(x, x′) = δ4(x− x′), (3.3)

onde definiremos G(x, x′) em termos de sua transformada de Fourier [27]

G(x, x′) =

∫
dω

2π
e−iω(t−t′)

∫
dp||

(2π)2
eip||(x||−x

′
||)G(ω,p||;x, x

′), (3.4)

com pµ = (ω,p) sendo o quadrivetor momento e p = (p⊥,p||) sua parte espacial.
Como a função de Green da equação (3.3) nos trará o propagador com a presença do plano

potencial, é correto definir a função livre G0
[22][

∂ν∂
ν +

(
∂σ∂

σ

m2

)
∂ν∂

ν −M2

]
G0(x, x′) = δ3(x− x′), (3.5)

que é a função de Green livre do sistema, isso é, na ausência de interações.
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De posse da (3.4) o passo seguinte consiste em resolver a (3.5), para tal, tomamos escrevemos
a função de Green livre como uma integral de Fourier

G0(x, y) =

∫
d4p

2π
e−ip(x−y)G̃0(p), (3.6)

ou de forma equivalente

G0(x, y) =

∫
dω

(2π)2
e−iω(t−t′)

∫
dp||
2π

eip||(x−y)

∫
dp⊥
2π

eip⊥(x−y) G̃0(ω,p). (3.7)

onde a transformada de Fpurier G̃0(p) é uma função a ser encontrada. Nessa notação p = (w,p)

e p = (p⊥,p||) indicam os momentos perpendiculares e paralelos ao plano.
Usando o fato de que ∂ν∂ν = ∂2

t − ∂2
x||
− ∂2

x⊥
e substituindo (3.7) em (3.5) obtemos[

(∂2
t − ∂2

x||
− ∂2

x⊥
) +

1

m2

(
∂2
t − ∂2

x||
− ∂2

x⊥

)(
∂2
t − ∂2

x||
− ∂2

x⊥

)
+M2

]
×

×
∫
dω

2π
e−iω(t−t′)

∫
dp||
2π

eip||(x||−x
′
||)

∫
dp⊥
2π

eip⊥(x⊥−x′⊥)G̃0(ω, p) = δ3(x− x′), (3.8)

Atuando com os operadores diferenciais e escrevendo a função delta como uma integral de
Fourier, podemos escrever

G̃0(ω, p) =
1

p4/m2 − p2 +M2
. (3.9)

Separando (3.9) em termos das frações parciais, G̃0(ω, p) se torna

G̃0(ω, p) =
1√

1− 4M2

m2

 1

p2 − m2

2

[
1−

(
1− 4M2

m2

)1/2
] − 1

p2 − m2

2

[
1 +

(
1− 4M2

m2

)1/2
]
 . (3.10)

Essa equação mostra dois polos massivos do propagador G̃0(ω, p), isso é, valores de massa
para os campos que geram propagador divergentes. Os definiremos como m1 e m2 com o intuito
de simplificar (3.10)

m2
1 =

m2

2

[
1 +

(
1− 4M2

m2

)1/2
]
, (3.11)

m2
2 =

m2

2

[
1−

(
1− 4M2

m2

)1/2
]
, (3.12)

assim
G̃0(ω, p) =

1

R

[
1

p2 −m2
2

− 1

p2 −m2
1

]
, (3.13)

com R =
(

1− 4M2

m2

)1/2

.
Nota-se que nas equações de definição das massas, é possível obter valores imaginários

se considerarmos 4M2 > m2. Nesse regime, o propagador que será obtido permitirá modos
taquiônicos. [28]. No intuito de evitar esses modos, vamos nos restringir ao caso onde 4M2 < m2.
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Agora, estabelecendo a igualdade entre (3.4) e (3.7) e utilizando o resultado obtido para
G̃0(ω, p)∫

dω

2π
e−iω(t−t′)

∫
dp||
2π

eip||(x||−x
′
||)

∫
dp⊥
2π

eip⊥(x⊥−x′⊥) G̃0(ω,p) =∫
dω

2π
e−iω(t−t′)

∫
dp||

(2π)2
eip||(x||−x

′
||)G0(ω,p||;x, y), (3.14)

G0(ω,p||;x, x
′) =

∫
dp⊥
2π

eip⊥(x⊥−x′⊥) G̃0(ω,p) (3.15)

Com a equação (3.13) temos que

G0(ω,p||;x, x
′) =

∫
dp⊥
2πR

eip⊥(x⊥−x′⊥)

(
1

p2
⊥ + p2

|| − ω2 −m2
2

− 1

p2
⊥ + p2

|| − ω2 −m2
1

)
. (3.16)

Para simplificar a notação definimos σ1 e σ2 tais que

σ1 = (m2
1 − p2

|| + ω2)1/2, (3.17)

σ2 = (m2
2 − p2

|| + ω2)1/2, (3.18)

portanto

G0(ω,p||;x, x
′) =

∫
dp⊥
2πR

eip⊥(x⊥−x′⊥)

(
1

(p⊥ + σ2)

1

(p⊥ − σ2)
− 1

(p⊥ + σ1)

1

(p⊥ − σ1)

)
. (3.19)

As integrais acima podem ser facilmente resolvidas,

G0(ω,p||;x, x
′) =

∫
dp⊥
4πR

eip⊥(x⊥−x′⊥)

(
1

(p⊥ + σ2)

1

(p⊥ − σ2)
− 1

(p⊥ + σ1)

1

(p⊥ − σ1)

)
=
e−σ2|x−x

′|

2 R σ2

− e−σ1|x−x
′|

2 R σ1

(3.20)

Esse resultado pode ser encontrado na referência [13].
O propagador que possui a parte de interação é tal que deve ser solução de (3.3). Este pro-

pagador pode ser obtido tomando a equação diferencial com o potencial (3.3) e então buscando
uma solução completa que a satisfaça. Tal método já utilizado por Camilo et al.(2013) para o
campo de Klein-Gordon escreve G(ω,p||;x, x

′) em termos de G0(ω,p||;x, x
′) como

G(ω,p||;x, x
′) = G0(ω,p||;x, x

′)−
µ G0(ω,p||;x, 0)G0(ω,p||;x, x

′)

1 + µ G0(ω,p||; 0, 0)
, (3.21)

assim

G(ω, p||, x, x
′) =

(
σ2e
−σ1|x−x′| + σ1e

−σ2|x−x′|
)

4 R2 σ1σ2

−
µ
(
σ1e
−σ2|x| − σ2e

−σ1|x|
) (
σ1e
−σ2|x′| − σ2e

−σ1|x′|
)

4R2σ2
2σ

2
1 + 2 µ Rσ1σ2 (σ1 − σ2)

.

(3.22)
O primeiro termo do propagador acima existe independentemente da presença do potencial

externo, ou seja se trata de um termo que estará presente mesmo para o campo livre. O segundo
termo é uma correção produzida pelo potencial.
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3.2 Energia e força de interação

Nessa seção obtemos a energia de interação entre o potencial, descrito na seção anterior, e
uma fonte pontual estacionária, que sumula o que viria a ser uma carga para o campo escalar.

Inicialmente consideramos o funcional gerador da teoria[29],

Z(J ) = exp

[
−1

2

∫
d4x d4x′J (x′)G(x, x′)J (x)

]
. (3.23)

e consideramos o fato de que o funcional gerador está relacionado à energia de vácuo do sistema
E (estado de menor energia) por

Z(J ) = exp(iET ) (3.24)

onde está implícito o limite T →∞, para escrever

E = − lim
T→∞

1

2T

∫
d4x

∫
d4x′ J (x)G(x, x′)J (x′) (3.25)

No caso em questão, temos uma fonte externa dada por J (x) = λδ3(x− a), o que fornece

E = lim
T→∞

−λ2

2T

∫
d4x

∫
d4x′ δ3(x− a)G(t,x; t′,x′)δ3(x′ − a)

= lim
T→∞

−λ2

2T

∫ T
2

−T
2

dt

∫ T
2

−T
2

dt′ G(t, a; t′, a).

(3.26)

Tendo em vista as equações (3.4), (3.22) e (3.26), podemos ver que o primeiro termo dolado
direito de (3.22) fornece uma contribuição para a energia que existiria mesmo sem a presença
do potencial. De fato, essa contribuição vem do propagador livre (sem a presença do potencial)
e corresponde à auto-energia da fonte pontual. De agora em diante vamos descartar essa
contribuição e escrever

E = lim
T→∞

λ2

2T

∫ T
2

−T
2

dt′
∫ T

2

−T
2

dt e−iω(t−t′) ×
∫ ∞
−∞

d2p||
(2π)2

×

µ
[
(m2

1 − p2
||)

1/2e−(m2
2−p2||)

1/2|a| − (m2
2 − p2

||)
1/2e−(m2

1−p2||)
1/2|a|

]2

4R2(m2
2 − p2

||)(m
2
1 − p2

||) + 2Rµ (m2
1 − p2

||)
1/2(m2

2 − p2
|| + ω2)1/2

[
(m2

1 − p2
||)

1/2 − (m2
2 − p2

||)
1/2
] .

(3.27)

Integrando em t (no intervalo −T/2 a T/2), integrando em ω, posteriormente em t′ e
considerando o limite T →∞, podemos escrever

E =
λ2

2(2π)2

∫ ∞
−∞

d2p‖ ×

×
µ
[
(m2

1 + p2
‖)

1/2e−(m2
2+p2

‖)
1/2|a| − (m2

2 + p2
‖)

1/2e−(m2
1+p2

‖)
1/2|a|

]2

4R2(m2
2 + p2)(m2

1 + p2
‖) + 2Rµ (m2

1 + p2
‖)

1/2(m2
2 + p2

‖)
1/2
[
(m2

1 + p2
‖)

1/2 − (m2
2 + p2

‖)
1/2
] ,

(3.28)
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Utilizando coordenadas polares e integrando na parte angular, obtemos finalmente a energia
de interação fonte-potencial

E =
λ2

4π

∫ ∞
0

dr r ×

×
µ
[
(m2

1 + r2)1/2e−(m2
2+r2)1/2|a| − (m2

2 + r2)1/2e−(m2
1+r2)1/2|a|

]2

4R2(m2
2 + r2)(m2

1 + r2) + 2Rµ (m2
1 + r2)1/2(m2

2 + r2)1/2 [(m2
1 + r2)1/2 − (m2

2 + r2)1/2]
.

(3.29)

Essa expressão, apresenta um integração em r e dependência nas distância entre o plano
potencial e a fonte a, assim como nas variáveis, m1 e m2 que são quantidades independentes de

r e já definidas em (3.11) , (3.12) com R =
(

1− 4M2

m2

)1/2

.
Infelizmente não conseguimos resolver analiticamente a integral em (3.29). Sendo assim,

temos que apelar para métodos numéricos para compreender qual é o comportamento físico
do sistema. Para isso será mais conveniente estudar a força de interação entre o potencial e a
fonte, ao invés da energia.

Encontra-se a expressão da força em termos da integral em r. Derivando a energia com
relação à posição, isto é, com relação a a

F (µ, M, m, a) = −λ
2

4π

∫ ∞
0

dr r×

×
[
(m2

2 + r2)1/2(m2
1 + r2)1/2e−|a|(m

2
1+r2)1/2 − (m2

2 + r2)1/2(m2
1 + r2)1/2e−|a|(m

2
2+r2)1/2

]
×

×
2µ
[
(m2

1 + r2)1/2e−|a|(m
2
2+r2)1/2 − (m2

2 + r2)1/2e−|a|(m
2
1+r2)1/2

]
4R2 (m2

1 + r2) (m2
2 + r2) + 2µR(m2

1 + r2)1/2(m2
2 + r2)1/2 [(m2

1 + r2)1/2 − (m2
2 + r2)1/2]

, .

(3.30)

Essa integral também não pôde ser resolvida analiticamente.
Entretanto, um fato importante pode ser observado: se fizermos a = 0, ou seja, tomando

nula a distância entre a fonte e o potencial, como pode ser visto a seguir

F (µ, M, m, a = 0) = −λ
2

4π

∫ ∞
0

dr r×

×
[
(m2

2 + r2)1/2(m2
1 + r2)1/2e−0(m2

1+r2)1/2 − (m2
2 + r2)1/2(m2

1 + r2)1/2e−0(m2
2+r2)1/2

]
×

×
2µ
[
(m2

1 + r2)1/2e−0(m2
2+r2)1/2 − (m2

2 + r2)1/2e−0(m2
1+r2)1/2

]
4R2 (m2

1 + r2) (m2
2 + r2) + 2µR(m2

1 + r2)1/2(m2
2 + r2)1/2 [(m2

1 + r2)1/2 − (m2
2 + r2)1/2]

,

= −λ
2

4π

∫ ∞
0

dr r×

×
[
(m2

2 + r2)1/2(m2
1 + r2)1/2 − (m2

2 + r2)1/2(m2
1 + r2)1/2

]
×

×
2µ
[
(m2

1 + r2)1/2 − (m2
2 + r2)1/2

]
4R2 (m2

1 + r2) (m2
2 + r2) + 2µR(m2

1 + r2)1/2(m2
2 + r2)1/2 [(m2

1 + r2)1/2 − (m2
2 + r2)1/2]

,
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que nos leva a

F (µ, M, m, a = 0) = 0. (3.31)

Isso significa que, para quaisquer condições finitas impostas sobre os demais parâmetros, a
força será nula para a = 0!

Algo semelhante também ocorre na interação entre duas cargas pontuais para o campo de
Lee-Wick escalar. A força entre duas cargas é finita mesmo quando essas são superpostas.

3.3 Análise de casos

Com a impossibilidade de se realizar as integrais (3.29) e (3.30) analiticamente, fizemos
uma análise numérica da força e energia. Nas seções seguintes expomos essa análise em função
dos parâmetros m, M , µ e a. Para evitar modos taquiônicos, manteve-se como única restrição
m2 > 4M2. É necessário ressaltar que a força e a energia estão dados em temos de m1 e m2. As
massas de Podolsky e Klein-Gordon possuem dimensões de massa, ao passo que o parâmetro
µ possui dimensão inversa de massa. Isso significa que [m] =(M), [M ] =(M), [µ] =(M)−1 e
[a] =(L).

3.3.1 Análise para a massa de Podolsky

A massa de Podolsky aparece como denominador do termo de derivada de ordem superior
da Lagrangiana (termo de Lee-Wick) e nesse trabalho foi denotada por m. 1. No limite m→∞
o termo de Lee-Wick anula-se e retornamos ao caso tratado por Camilo et al. (2013)[22].

Energia

Fixando os parâmetros M = 10 e µ = 15, plotamos gráficos para a energia (3.29) em função
da distância a para valores de m = 30 até m = 190. A figura 3.1 compila quatro diferentes
valores de m, sendo elas próximas do valor definido inicialmente. Pode ser observado que para
valores de crescentes de a o valor da energia tende a zero para as diferentes massas.

Para distâncias próximas de 0, a energia assume valores maiores para m maiores. Esse
comportamento fica ainda mais claro quando se compara os gráficos 3.1 e 3.2. Portanto, o
esperado para uma massa elevada é uma energia também elevada.

Para distâncias crescentes, a diferença entre os valores de energia para massas diferentes é
cada vez menor. A partir de determinado ponto, a energia se comporta, praticamente, como
função independente da massa. Esse comportamento pode ser visto, por exemplo, em 3.1 pelo
decaimento conjunto das diversas curvas, obtidas para diferentes valores de m, a partir da
distância a = 0.10.

1Por termo de Lee-Wick, entende-se a derivada de ordem superior presente na Lagrangiana, isto é, o termo
1
2∂νφ

(
∂σ∂

σ

m2

)
∂νφ de (3.2).
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Figura 3.1: Plotagem da energia para diversos valores de massa m em função da distância a.
Em roxo: m = 30, em cinza: m = 40, em vermelho: m = 50 e em azul: m = 60
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Figura 3.2: Plotagem da energia para diversos valores de massa m em função da distância a.
Em cinza: m = 80, em roxo: m = 90 e em azul: m = 100

Uma análise de interesse é o comportamento dos valores de energia com a distância a = 0.
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Nesse regime, a Eq. (3.29) se torna

E(µ, M, m, a) =
λ2

4π

∫ ∞
0

dr r ×

×
µ
[
(m2

1 + r2)1/2 − (m2
2 + r2)1/2

]2
4R2(m2

2 + r2)(m2
1 + r2) + 2Rµ (m2

1 + r2)1/2(m2
2 + r2)1/2 [(m2

1 + r2)1/2 − (m2
2 + r2)1/2]

(3.32)

Apesar de ser muito mais simples do que a expressão (3.29) para a energia, ainda assim não
é possível encontrar uma solução analítica de (3.32).

Vamos verificar a finitude do integrando de E nos extremos, isso é, para o limite em que
r →∞ e quando r → 0 em (3.32). Tomando primeiro o limite em que r → 0 na (3.32) temos

limr→0
λ2

4π
r × µ[(m2

1+r2)1/2−(m2
2+r2)1/2]

2

4R2(m2
2+r2)(m2

1+r2) +2Rµ (m2
1+r2)1/2(m2

2+r2)1/2[(m2
1+r2)1/2−(m2

2+r2)1/2]

= λ2

4π
limr→0

[
r × µ[(m2

1+r2)1/2−(m2
2+r2)1/2]

2

4R2(m2
2+r2)(m2

1+r2) +2Rµ (m2
1+r2)1/2(m2

2+r2)1/2[(m2
1+r2)1/2−(m2

2+r2)1/2]

]
= 0.

Portanto, fica claro que para a = 0, a energia permanece com valor finito quando r é muito
pequeno. Agora considerando r →∞ temos

limr→∞
λ2

4π
r × µ[(m2

1+r2)1/2−(m2
2+r2)1/2]

2

4R2(m2
2+r2)(m2

1+r2) +2Rµ (m2
1+r2)1/2(m2

2+r2)1/2[(m2
1+r2)1/2−(m2

2+r2)1/2]

= λ2

4π
limr→∞

[
r × µ[(m2

1+r2)1/2−(m2
2+r2)1/2]

2

4R2(m2
2+r2)(m2

1+r2) +2Rµ (m2
1+r2)1/2(m2

2+r2)1/2[(m2
1+r2)1/2−(m2

2+r2)1/2]

]
= 0,

Ambos os extremos são finitos e nulos e o integrando não possui polos em R para r real.
Isso significa que no intervalo de 0 a ∞ o integrando é uma função integrável e finita. Como
estamos tratando o caso em que a = 0, que fisicamente representa o posicionamento da carga
sobre a placa potencial, esse integrando finito nos diz que a energia de interação quando a
distância vai a zero é também finita.

Voltando à integração numérica, com o intuito de corroborar a finitude da energia para
a = 0, fez-se a integração para os parâmetros de massa dados em 3.3. Encontrou-se para as
massas m = 40, 70, 50 e 140, valores finitos de energia respectivamente iguais a 1.56, 1.92, 2.57

e 4.20, em unidades de λ2

4π
.

Outro caso de interesse é aquele no qual m→∞. Isso significa extinguir a contribuição na
lagrangiana do termo com derivadas de ordem superior, isso é, o campo deixa de ser do tipo
Lee-Wick e passa a ser um campo de Klein-Gordon. Esse sistema foi discutido por Camilo et
al. (2013) que possuía como Lagrangiana [22]

L =
1

2
∂νφ∂

νφ− 1

2

[
M2 + µδ(x⊥)

]
φ2 + J φ, (3.33)

sendo a correspondente energia entre o plano potencial e a carga dada por dada por [22]

E =
λ2

4π

∫ ∞
0

dr r
µ(r2)1/2e−2|a|(M2+r2)1/2

2µ(M2 + r2)1/2 + 4M2 + 4r2
. (3.34)
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Figura 3.3: Plotagem da Energia para diversos valores de massa m em função da distância a.
Em cinza: m = 40, em vermelho: m = 50, em roxo: m = 70, em azul: m = 140

Fazerm→∞ para o limite em que a = 0 significa analisar um campo do tipo Klein-Gordon,
sob presença de placa e da fonte, quando a distância entre eles vai a zero. Neste contexto, na
expressão da energia (3.32) temos

E(µ, M, m, a = 0) = lim
m→∞

λ2

4π

∫ ∞
0

dr r ×

×
µ
[
(m2

1 + r2)1/2 − (m2
2 + r2)1/2

]2
4R2(m2

2 + r2)(m2
1 + r2) + 2Rµ (m2

1 + r2)1/2(m2
2 + r2)1/2 [(m2

1 + r2)1/2 − (m2
2 + r2)1/2]

(3.35)

como já definido anteriormente, m1 = 1
2
(m2 +R)1/2, m2 = 1

2
(m2−R)1/2 e R = (1−4M2/m2)1/2,

E(µ, M, m, a = 0) =
λ2

4π

∫ ∞
0

dr×

× r lim
m→∞

µ
[
(m2

1 + r2)1/2 − (m2
2 + r2)1/2

]2
4R2(m2

2 + r2)(m2
1 + r2) + 2Rµ (m2

1 + r2)1/2(m2
2 + r2)1/2 [(m2

1 + r2)1/2 − (m2
2 + r2)1/2]

=
λ2

4π

∫ ∞
0

dr (r2)1/2 µ(r2)1/2

2µ(M2 + r2)1/2 + 4M2 + 4r2
.

Dessa maneira com a = 0 e m→∞

E(µ, M, m→∞, a = 0) =
λ2

4π

∫ ∞
0

dr r
µ(r2)1/2

2µ(M2 + r2)1/2 + 4M2 + 4r2
. (3.36)

Seguindo essa linha, o esperado é que a energia para o campo de Lee-Wick quando m→∞
seja a mesma que a energia calculada a partir da Lagrangiana de Klein-Gordon descrita por



Capítulo 3. Campo de Lee-Wick escalar na presença de fontes e potenciais 28

Camilo [22]. Nota-se ao comparar (3.36) e (3.34) que as energias consistentemente são iguais
tomando a = 0.

De fato, usando as definições de R, m1 e m2, podemos mostrar que os integrandos em (3.34)
e (3.29) são exatamente iguais.

Outro fato que pode ser percebido da (3.36) é que essa integral obviamente é divergente
e positiva. Neste caso, posicionar a carga muito próxima da placa(a = 0), gera uma energia
infinita. Esse efeito nos informa que o termo responsável por manter não divergente a energia
é o termo de Lee-Wick, isto é, o termo que apresenta as derivadas de ordem superior na
Lagrangiana.
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Figura 3.4: Plotagem da energia para m = 1016

O gráfico 3.4 apresenta uma plotagem realizada para um valor inicial de a = 0.01, com a
massa m = 1016. Essa valor para m foi escolhido levando em conta a precisão computacional do
software utilizado. Como o programa possui precisão de 16 algarismos decimais, tomar a massa
m = 1016 significa que qualquer fração dos demais parâmetros (que no início dessa subseção
foram definidos comoM = 10 e µ = 15) com relação am, resultam em µ/m = M/m = 1×10−16

que é virtualmente zero, ou seja, relativamente m =∞.
A análise de 3.4 mostra que para m→∞, a energia cai continuamente a medida a medida

que a distância cresce, até valores próximos de 0 para a suficientemente grande. Esse compor-
tamento coincide com o comportamento apresentado para o caso em que não há o termo de
Lee-Wick [22], como o esperado.

Força

A partir do resultado (3.30), estudar o comportamento da força. Da mesma forma que
fizemos para a energia, utilizamos M = 10 e µ = 15.
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Figura 3.5: Plotagem da força para diversas massas. Em roxo m = 30, em cinza m = 40, em
vermelho m = 50 e em azul m = 60

Na figura (3.5) temos as curvas obtidas por integração numérica da equação (3.30) em função
da distância a, para as massas de Podolsky iguais a 30, 40, 50 e 60.

O principal ponto que pode ser observado na figura (3.6) é a presença de um máximo na
força. A presença desse máximo, nos indica que a força cresce a medida que se afasta da placa
até atingir um ponto em que o valor é máximo, decrescendo até tender assintoticamente a 0.
Isso significa também que a força, inicialmente nula para a = 0, permanece finita para qualquer
distância da placa.

O pico da força depende da massa de Podolsky, como mostrado em 3.4. Ao que tudo indica,
um acréscimo em m promove um decréscimo na posição do ponto de máximo da força, o que
pode ser também observado na figura 3.6.

Os pontos de extremos da força são dados pela condição

dF

da
= 0. (3.37)

Portanto, utilizando (3.30) temos que

− d

da

λ2

4π

∫ ∞
0

dr r
[
(m2

2 + r2)1/2(m2 + r2)1/2e−(m2
1+r2)1/2a − (m2

2 + r2)1/2(m2
1 + r2)1/2e−(m2

2+r2)1/2a
]
×

×
2µ
[
(m2

1 + r2)1/2e−(m2
2+r2)1/2a − (m2

2 + r2)1/2e−|a|(m
2
1+r2)1/2a

]
4R2 (m2

1 + r2) (m2
2 + r2) + 2µR(m2

1 + r2)1/2(m2
2 + r2)1/2 [(m2

1 + r2)1/2 − (m2
2 + r2)1/2]

= 0,

(3.38)



Capítulo 3. Campo de Lee-Wick escalar na presença de fontes e potenciais 30

0.05 0.10 0.15 0.20
a0

50

100

150

4π F

λ2

Plotagens para diferentes massas de Podolsky

Figura 3.6: Plotagem da força para diversas massas. Em cinza m = 40, em vermelho m = 50,
em roxo m = 70 e em azul m = 140

como a integração ocorre somente em r, a derivada pode atuar diretamente no integrando

− λ2

2π

∫ ∞
0

dr r ×

× d

da

[
(m2

2 + r2)1/2(m2
1 + r2)1/2e−(m2

1+r2)1/2a − (m2
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1 + r2)1/2e−(m2
2+r2)1/2a

]
×

×
2µ
[
(m2

1 + r2)1/2e−(m2
2+r2)1/2a − (m2

2 + r2)1/2e−|a|(m
2
1+r2)1/2a

]
4R2 (m2

1 + r2) (m2
2 + r2) + 2µR(m2

1 + r2)1/2(m2
2 + r2)1/2 [(m2

1 + r2)1/2 − (m2
2 + r2)1/2]

= 0,

(3.39)

assim, a derivada do integrando dI
da

resulta em

dI
da

=

−
2µ
√
r2
[
(m2

1 + r2)1/2(m2
2 + r2)1/2e−|a|(m

2
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2
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]2

4R2 (m2
1 + r2) (m2
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−
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×
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2
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2 + r2)1/2e−|a|(m
2
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]
.

(3.40)

Encontrar a relação entre o ponto de máximo da força e a distância da placa, consiste em
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integrar a expressão anterior com relação a r e então, após igualar a 0, resolver para a. Note
que, para dados valor de massa m, o máximo da força deverá ser obtido para um determinado
a correspondente. Com isso esperamos ter a em função de m. Não fomos capazes de fazer isso
analiticamente e recorremos a métodos numéricos para resolver o problema. Na figura (3.7)
temos um gráfico das posições a, onde ocorrem os máximos da força, em função da massa de
PodolsKy m no intervalo m = 40 a m = 2240.
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Figura 3.7: Plotagem da posição dos máximos de força para as massas no intervalo de m = 40

a m = 2780.

Para massas menores, o máximo da força se encontra mais distante da placa e a medida
que a massa de Podolsky cresce, o máximo fica cada vez mais próximo à placa. Para massas
m muito grandes, o gráfico 3.7 indica que o pico da força irá para cada vez mais próximo da
placa, com a tendendo a 0 nesse caso. Esse resultado corrobora a ideia inicial obtida quando
observado o gráfico 3.6 e induz ao raciocínio de que para m → ∞ a posição do máximo da
força deve ir a zero, ou seja, o máximo estará posicionado sob a placa. Esses comportamento
são evidenciados respectivamente em 3.8 e em 3.9.

Para m→∞ o máximo da força deve divergir e se localizar sob a placa. Força infinitamente
grande para uma carga infinitamente próxima do espelho é o comportamento esperado para
o caso de Klein-Gordon. Como citado anteriormente, fazer a massa m ir a infinito, reduz a
Lagrangiana (3.2) à Lagrangiana do tipo Klein-Gordon e portanto o comportamento da força
deve ser o mesmo, o que realmenteocorre.

Os estudos de caso dessa subseção indicam que a energia de interação é finita para qualquer
m finito, tende a um valor definido para uma distância nula da placa e tende a zero a medida
que a distância cresce. A força também é sempre finita para uma massa finita e é nula para
uma distância a = 0, crescendo até atingir um máximo e posteriormente tendendo a zero para
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Figura 3.8: Plotagem do valor dos máximos da força FMAX com relação à posição aMAX do
pico.
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Figura 3.9: Plotagem do valor dos máximos da força FMAX com relação à massa, no intervalo
de m = 40 a m = 2780.

distâncias crescentes. Também foi visto que a posição do máximo depende da massa e fica cada
vez mais próximo da placa a medida que a massa cresce, ficando infinitamente próximo para
um valor suficientemente grande de m. Tanto para a energia quanto para a força, quando a
massa de Podolsky vai a infinito, a teoria se resume ao caso do campo Klein-Gordon discutido
por Camilo et al. (2013) [22].
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3.3.2 Análise para a massa de Klein-Gordon

Tendo realizado as variações na massa de Podolsky, a abordagem se voltou para analisar o
comportamento da energia e força com mudanças na massa de Klein-Gordon M . Essa massa,
acopla quadraticamente com o campo e aparece como numerador na raiz R = (1−4M2/m2)1/2,
que entra na definição dos polos massivos m1 e m2. Alterações nessa massa alterarão dramati-
camente os comportamentos da energia.

Assim como realizado para a massa de Podolsky, a massa de Klein-Gordon, fizemos uma
análise numérica da energia e força, mantendo µ = 15 e m = 100 nessa subseção. Novamente,
a fim de evitar os modos taquiônicos, M foi escolhido sempre tal que 4M2 < m2.

Energia

Na figura 3.10 temos diversos gráficos da energia em função de a com quatro valores distintos
de M .
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Figura 3.10: Plotagem da energia para diversas massas de Klein-Gordon. Em cinza M = 10,
em azul M = 20, em roxo M = 35 e em vermelho M = 45.

O gráfico 3.10 mostra que a energia se altera com a massa de Klein-Gordon como esperado.
Diferentemente da massa de Podolsky, um acréscimo da massa de Klein-Gordon significa um
decréscimo dos valores da energia para uma mesma distância a.

Preliminarmente, a plotagem 3.10, indica que se tomarmos M grande, a energia será pe-
quena. Apesar de pequena, a energia será sempre finita dado que a massa de Klein-Gordon está
superiormente limitada para evitar modos taquiônicos. Podemos nos perguntar o que aconte-
ceria se 4M2 → m2, ou seja, quando tivermos o valor máximo de M (o que corresponde a uma
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energia mínima). Isso pode ser encontrado tomando o limite de R→ 0 na expressão (3.29)

E(µ, M = m/2, m, a) = lim
R→0

λ2

4π

∫ ∞
0

dr r ×

×
µ
[
(m2

1 + r2)1/2e−(m2
2+r2)1/2|a| − (m2

2 + r2)1/2e−(m2
1+r2)1/2|a|

]2

4R2(m2
2 + r2)(m2

1 + r2) + 2Rµ (m2
1 + r2)1/2(m2

2 + r2)1/2 [(m2
1 + r2)1/2 − (m2

2 + r2)1/2]

=
λ2

4π

∫ ∞
0

dr r
µ m4

(
a
√

2(m2 + 2r2) + 2
)2

4 (m2 + 2r2)
[
µ m2

√
2(m2 + 2r2) + 2 (m2 + 2r2)2

] e−√2(m2+2r2)|a|,

(3.41)

a qual fazendo a substituição de variável r′ = (m2 + 2r2) fornece

E(µ, M = m/2, m, a) =
λ2

4π

1

4

∫ ∞
m2

dr′
µ m4

(
a
√

2 r′ + 2
)2

4r′
[
µ m2

√
2 r′ + 2 r′2

] e−√2r′|a|. (3.42)

Como demonstrado pela (3.42), quando fazemos 4M2 → m2 a expressão para a energia
se torna muito mais simples. Isso ocorre porque para R = 1 os polos massivos se tornam
m1 = m2 = m2/2. A forma geral para a energia inferiormente limítrofe é dada por (3.42) para
um dado m e µ. Utilizando os mesmos parâmetros da figura 3.10, construímos o gráfico da
figura 3.11, com a energia mínima que o sistema pode possuir.
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Figura 3.11: Plotagem da energia para diversas massas de Klein-Gordon. Em cinza M = 10,
em azul M = 20, em roxo M = 35, em vermelho M = 45, e em pontilhado o valor limite

superior de M = m/2 = 50.

A massa de Klein-Gordon está superiormente definida pela massa de Podolsky, contudo,
a priori, não há limitação inferior para a massa de Klein-Gordon, podendo ela ser nula. Na
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investigação das consequências de se tomarM pequeno, o que pode ser imediatamente percebido
de 3.10 é que massas menores de KG 2 geram valores de maiores energia.

Tomar M = 0 equivale a fazer R→ 1. Com isso temos que

E(µ, M = 0, m, a) = lim
R→1
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4π

∫ ∞
0

dr r ×

×
µ
[
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]2
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2 + r2)1/2 [(m2
1 + r2)1/2 − (m2
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=
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4π

∫ ∞
0

dr r
µ
[
re−|a|

√
m2+r2 −

√
m2 + r2e−|a|
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r2
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2r
[
(m2 + r2) (µ+ 2r)− µ r

√
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] ,
(3.43)

ou seja

E(µ, M = 0, m, a) =
λ2

4π

∫ ∞
0

dr
µ
[
re−|a|

√
m2+r2 −

√
m2 + r2e−|a|

√
r2
]2

2
[
(m2 + r2) (µ+ 2r)− µ r

√
m2 + r2

] . (3.44)

Integrando numericamente a (3.44) e então plotando a energia pela distância, encontramos
a linha pontilhada no gráfico 3.12, que é o limite superior para a energia. Para essa massa
de KG, os valores de energia pela distância permanecem finitos, com comportamento muito
semelhante aquele exibido para demais valores de massa M . Apesar da semelhança, a energia
vai muito mais lentamente a zero nesse caso.

Força

Vamos agora fazer uma análise para o comportamento da força em função da distância
ao variarmos a massa de Klein-Gordon. Novamente, acréscimos na massa de KG levam a
valores menores da força para cada posição a, semelhantemente ao que ocorre para a energia -
evidenciado no gráfico 3.10.

Assim como o que ocorre para a massa de Podolsky, todos os valores de força são finitos
para diferentes massas M finitas. Para distância a = 0 a força é nula para qualquer massa M
nesta análise.

A força correspondente à energia 3.42, que foi calculada para R→ 0, ou seja 4M2 → m2 é
2Adotaremos essa notação para Klein-Gordon de agora em diante.
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Figura 3.12: Plotagem da energia para diversas massas de Klein-Gordon. Em cinza M = 10,
em azul M = 20, em roxo M = 35, em vermelho M = 45 e em pontilhado a plotagem de

M = 0.
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Figura 3.13: Plotagem da força para diversas massas de Klein-Gordon. Em roxo M = 5, em
azul M = 20, em cinza M = 30 e em vermelho M = 45

dada por
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A dependência linear existente em (3.45) revela que para a = 0 a força será F = 0. O
comportamento geral do gráfico da força (??) não é muito diferente do caso em que 4M2 6= m2

e está representado pela linha pontilhada verde no gráfico 3.14. Essa linha representa os valores
mínimos que a força pode assumir para cada a, sem que surjam modos taquiônicos.

Se considerarmos M = 0, a força poderá ser igualmente obtida por derivação direta da
expressão para a energia relativa. Nesse caso, derivando (3.44) obtemos
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∫ ∞
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√
m2 + r2e−|a|

√
r2
]2

2r
[
(m2 + r2) (µ+ 2r)− µ r

√
m2 + r2

] ,
= −λ

2

4π

∫ ∞
0

dr r
d

da

µ
[
re−|a|

√
m2+r2 −

√
m2 + r2e−|a|

√
r2
]2

2r
[
(m2 + r2) (µ+ 2r)− µ r

√
m2 + r2

] ,
(3.45)

que pode ser simplificada como

F (µ, M = 0, m, a) =
λ2

4π

∫ ∞
0
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√
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(3.46)
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Figura 3.14: Plotagem da força para diversas massas de Klein-Gordon. Em roxo M = 5, em
azul M = 20, em cinza M = 30, em vermelho M = 45, em pontilhado cinza a plotagem de

M = 0 e em pontilhado verde M = m/2.

A expressão para força em 3.46, quando plotada em função da distância, nos leva ao limite
superior para os valores da força, representados pela linha preta pontilhada no gráfico 3.14.
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Nesse gráfico, para a = 0, a força aparenta ser nula, o que é confirmado pela expressão 3.46,
uma vez que o termo (e−|a|r − e−|a|

√
m2+r2) se anula para esse valor de a.

Nas figuras 3.13 e 3.14, podemos notar que a posição dos picos se alteram para diferentes
valores de massa de KG. Assim como realizado para a massa e Podolsky, para visualizar a
relação que existe entre a posição do pico e a massa M relativa, fizemos a figura 3.15.
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Figura 3.15: Valores da posição aMAX do ponto máximo plotados com relação as massas de
Klein-Gordon de cada ponto extremo FMAX .

Acréscimos na massa de KG, M , levam a um deslocamento do máximo para um posição
mais próxima da placa, semelhantemente ao que ocorre para a massa de Podolsky. A distinção
reside no gráfico 3.16, que mostra que quanto mais próximo da placa, menor o valor do máximo
da força. No caso de Podolsky o comportamento era o contrário, ou seja, quanto mais próximo
da placa, maior a FMAX .

Os gráficos 3.15, 3.16 e 3.17 foram construídos utilizando a massa de Podolsky m = 1000.
Valor este escolhido para aumentar a faixa de variação do M , permitindo assim a escolha de
mais pontos para as curvas.

Também diferente do que ocorria para a massa de Podolsky, quanto maiores são as massas
de Klein-Gordon menores são os valores para o máximo da força, o que pode ser visto na figura
3.17. Para esse caso, a massa não pode ser aumentada indefinidamente, possuindo um limite
superior. Assim, devido a essa limitação, dentre os máximos das forças para todas as massas
possíveis haverá um valor limite mínimo, que é o máximo da linha pontilhada verde no gráfico
3.14.
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Figura 3.16: Valores dos máximos da força FMAX plotados em função da distância aMAX que
o máximo se encontra da placa.
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Figura 3.17: Valores dos máximos da força FMAX plotados pela massa de Klein-Gordon
correspondente.

Uma situação especial consiste em tomar m→∞ em (3.46), como segue

lim
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(3.47)
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que pode ser escrita como

F (µ, M = 0, m→∞, a) =
λ2

4π

(
µ

4a
− µ Γ(0, aµ)

4
eaµ
)

(3.48)

A força em (3.48) é claramente divergente para distâncias pequenas entre a carga e o plano.
Como estamos no limite onde a massa de Podolsky tende a infinito, a Lagrangiana do sistema
não mais apresenta contribuições do termo de derivadas de ordem superior. A fim de visualizar
graficamente o comportamento da expressão (3.48), plotamos a força em função da distância
na figura 3.18.
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Figura 3.18: Valores da força F plotados pela distância para o caso em que a massa de
Klein-Gordon nula e a massa de Podolsky é tal que m→∞.

As análises dessa subseção mostram que a energia de interação entre o espelho e a carga é
finita para qualquer valor da massa de KG M , e que a energia assume um valor finito não nulo
para distâncias a = 0. Diferentemente do que ocorria para as variações na massa de Podolsky,
acréscimos na massa de KG geram energias inferiores para uma mesma distância a. As forças
apresentam pontos máximos que ficam mais próximos da placa para massas de KG maiores. O
valor absoluto do máximo da força é menor para massas de KG maiores. Tanto a força quanto a
energia se encontram limitadas entre um padrão máximo e um mínimo, mostrados nos gráficos
3.11, 3.12 e 3.14 por linhas pontilhadas. Os padrões máximos e mínimos surgem devido à
limitação imposta a M a fim de evitar modos taquiônicos e são provenientes do caso especial
em que é tomado o limite M → m/2 e para quando M = 0. Expressões mais simples podem
ser obtidas para a força e energia quando o limite de M → m/2 é tomado e quando M = 0.
Para o caso em que M = 0 e a massa de Podolsky é tal que m → ∞, uma expressão para a
força pode ser obtida analiticamente, na qual a força vai a infinito para pequenas distâncias.
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3.3.3 Análise para o fator de transparência

Nessa seção fazemos um estudo sobre a energia e a força de interação entre o potencial
delta e a carga pontual em função do parâmetro µ, que pode ser tomado como um fator de
transparência da placa, no sentido em que ao tomarmos µ→∞, temos um problema equivalente
ao campo de Lee-Wick escalar submetido à condição de Dirichlet sob o plano onde o potencial
se concentra. Quando µ = 0 temos o campo de Lee-Wick escalar livre (sem a presença do
potencial).

Energia

Mantivemos as massas de Podolsky e Klein-Gordon iguais a, respectivamente, m = 100 e
M = 10. Fizemos numericamente gráficos para a energia de interação entre o potencial e a
carga tomando diversos valores para o fator de transparência. Os resultados podem ser vistos
na figura 3.19.

0.05 0.10 0.15 0.20
a0

5

10

15

4πΕ

λ2

Plotagens para diferentes fatores de transparência

Figura 3.19: Valores da energia E plotados em função da distância para diversos fatores de
transparência µ. Em roxo: µ = 20, em azul: µ = 80, em cinza: µ = 120 e em vermelho:

µ = 180.

Para valores maiores de µ, temos valores correspondentes de energia mais altos. Isso é es-
perado pois aumentamos a intensidade da interação entre o potencial e o plano, ou de forma
equivalente, aumentamos a refletividade do espelho. Diminuir µ significa aumentar sua trans-
parência e portanto as correspondentes energias de interação diminuem.

No limite µ → ∞, a refletividade do potencial é máxima e recuperamos o caso onde o
campo é submetido à condição de Dirichlet no plano. Essa situação pode ser estudada pelo
conhecido método das imagens, onde a interação carga-plano pode ser simulada pela interação
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carga-carga imagem. O caso µ → ∞ está representado pela linha pontilhada na figura 3.20, e
pode ser obtido como segue

E(µ→∞, M, m, a) =

lim
µ→∞

λ2

4π

∫ ∞
0

dr r ×

×
µ
[
(m2

1 + r2)1/2e−(m2
2+r2)1/2|a| − (m2

2 + r2)1/2e−(m2
1+r2)1/2|a|

]2

4R2(m2
2 + r2)(m2

1 + r2) + 2Rµ (m2
1 + r2)1/2(m2

2 + r2)1/2 [(m2
1 + r2)1/2 − (m2

2 + r2)1/2]

=

∫ ∞
0

dr r ×

× lim
µ→∞

µ
[
(m2

1 + r2)1/2e−(m2
2+r2)1/2|a| − (m2

2 + r2)1/2e−(m2
1+r2)1/2|a|

]2

4R2(m2
2 + r2)(m2

1 + r2) + 2Rµ (m2
1 + r2)1/2(m2

2 + r2)1/2 [(m2
1 + r2)1/2 − (m2

2 + r2)1/2]

=
λ2

4π

∫ ∞
0

dr r

[
(m2

1 + r2)1/2e−(m2
2+r2)1/2|a| − (m2

2 + r2)1/2e−(m2
1+r2)1/2|a|

]2

2R (m2
1 + r2)1/2(m2

2 + r2)1/2 [(m2
1 + r2)1/2 − (m2

2 + r2)1/2]
,

(3.49)
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Figura 3.20: Valores da energia E plotados em função da distância para diversos fatores de
transparência µ. Em roxo: µ = 20, em azul: µ = 80, em cinza: µ = 120, em vermelho:

µ = 180 e em pontilhado a linha obtida quando analiticamente se faz µ→∞.

Quando µ = 0 o espelho torna-se totalmente transparente e não há interação alguma com
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a carga.

E(µ = 0, M, m, a) =
λ2

4π

∫ ∞
0

dr r ×

×
µ
[
(m2

1 + r2)1/2e−(m2
2+r2)1/2|a| − (m2

2 + r2)1/2e−(m2
1+r2)1/2|a|

]2

4R2(m2
2 + r2)(m2

1 + r2) + 2Rµ (m2
1 + r2)1/2(m2

2 + r2)1/2 [(m2
1 + r2)1/2 − (m2

2 + r2)1/2]

= 0

(3.50)

Em todos os gráficos acima, podemos ver que, quando a distância entre o plano e a carga
é nula, a energia é finita e diferente de zero. No gráfico 3.20, mesmo para o caso do espe-
lho perfeito, a energia ainda apresenta um valor finito para a distância nula. Isso pode ser
analiticamente verificado tomando a = 0 na expressão (3.49)

E(µ→∞, M, m, a = 0) =

λ2

4π

∫ ∞
0

dr r

[
(m2

1 + r2)1/2 − (m2
2 + r2)1/2

]2
2R (m2

1 + r2)1/2(m2
2 + r2)1/2 [(m2

1 + r2)1/2 − (m2
2 + r2)1/2]

,
(3.51)

que pode ser resolvida analiticamente resultando em

Eµ→∞ =
λ2

4π

m1 −m2

2R
. (3.52)

Outra característica interessante é o fato de que, para distâncias pequenas, o comportamento
da energia pode variar bastante em função µ→∞, como destacado no gráfico 3.21. O gráfico
mostra que para os fatores de transparência finitos, a energia decresce muito lentamente, ao
passo que o padrão pontilhado (µ→∞) decresce mais rapidamente.

Força

Nessa seção fazemos um estudo sobre a força de interação entre o plano potencial e uma
carga pontual, tendo em vista seu comportamento com a distância e com o parâmetro de
transparência µ. Tomamos as massas de Podolsky e Klein-Gordon como sendo m = 100

e M = 10, respectivamente. Assim como para a energia, valores maiores para o fator de
transparência µ geraram valores maiores para a força, como disposto no gráfico 3.22. Para
transparência finita, os valores da força foram finitos para qualquer distância, sendo zero para
a distância nula.

Como ocorre para a massa de Podolsky e para a massa de Klein-Gordon, existe uma ligeira
relação entre a posição dos extremos da força e o valor de µ. Valores maiores de máximo se
encontram mais próximos da placa. Isso não é imediatamente percebido a partir da gráfico
3.22, pois a fim de observar o padrão completo entre os diversos valores de µ, a diferença entre
eles foi escolhida de no máximo 60. Para explicitar essa diferença construiu-se a figura 3.23,
com valores para a transparência até a ordem de 1025.
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Figura 3.21: Valores da energia FMAX plotados em função da distância para diversos fatores
de transparência µ. Em roxo: µ = 20, em azul: µ = 80, em cinza: µ = 120, em vermelho:

µ = 180 e em pontilhado µ→∞.
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Figura 3.22: Valores da energia FMAX plotados em função da distância para diversos fatores
de transparência µ. Em roxo: µ = 20, em azul: µ = 80, em cinza: µ = 120 e em vermelho:

µ = 180.

O valor dos extremos na figura 3.22 cresce a medida em que µ cresce. Esse comportamento
para µ está evidenciado na figura 3.24, onde também foram plotados valores para a transpa-
rência até a ordem de 1014. Valores altos foram acrescentados com o intuito de verificar o
comportamento de (3.30) para grandes valores numéricos desse parâmetro. No gráfico 3.24 os
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Figura 3.23: Máximos da força para diferentes valores de µ em função das respectivas
distâncias a que se encontram da placa.

valores máximos da força FMAX foram plotados pela respectiva transparência, que ocupa o eixo
horizontal. Os parâmetros de massa foram mantidos constantes.

O máximo da força é maior para maiores valores de µ, até que o máximo se torna insensível
a mudanças do parâmetro de transparência. Isso significa que, mantendo as massas finitas e
a distância não nula, não há FMAX infinito para µ → ∞. Dessa forma, se o máximo da força
é finito para valores grandes de µ a força permanecerá finita. Isso está claro na tendência dos
pontos na figura 3.24 e a priori pode ser verificado analiticamente.
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Figura 3.24: Máximos da força plotados pelos diferentes valores de Log10µ.
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O estudo da finitude da expressão para força com µ tendendo a infinito por meio analítico,
ocorre aplicando o limite na expressão para força

F (µ→∞, M, m, a) = − lim
µ→∞

λ2

4π

∫ ∞
0

dr r ×

×
[
(m2

2 + r2)1/2(m2
1 + r2)1/2e−(m2

1+r2)1/2a − (m2
2 + r2)1/2(m2

1 + r2)1/2e−(m2
2+r2)1/2a

]
×

×
2µ
[
(m2

1 + r2)1/2e−(m2
2+r2)1/2a − (m2

2 + r2)1/2e−|a|(m
2
1+r2)1/2

]
4R2 (m2

1 + r2) (m2
2 + r2) + 2µR(m2

1 + r2)1/2(m2
2 + r2)1/2 [(m2

1 + r2)1/2 − (m2
2 + r2)1/2]

= −λ
2

4π

∫ ∞
0

dr r ×

×
[
(m2

2 + r2)1/2(m2
1 + r2)1/2e−(m2

1+r2)1/2a − (m2
2 + r2)1/2(m2

1 + r2)1/2e−(m2
2+r2)1/2a

]
×

× lim
µ→∞

2µ
[
(m2

1 + r2)1/2e−(m2
2+r2)1/2a − (m2

2 + r2)1/2e−|a|(m
2
1+r2)1/2

]
4R2 (m2

1 + r2) (m2
2 + r2) + 2µR(m2

1 + r2)1/2(m2
2 + r2)1/2 [(m2

1 + r2)1/2 − (m2
2 + r2)1/2]

= −λ
2

4π

∫ ∞
0

dr r
2
[
(m2

1 + r2)1/2e−(m2
2+r2)1/2a − (m2

2 + r2)1/2e−|a|(m
2
1+r2)1/2

]
2R(m2

1 + r2)1/2(m2
2 + r2)1/2 [(m2

1 + r2)1/2 − (m2
2 + r2)1/2]

×

×
[
(m2

2 + r2)1/2(m2
1 + r2)1/2e−(m2

1+r2)1/2a − (m2
2 + r2)1/2(m2

1 + r2)1/2e−(m2
2+r2)1/2a

]
.

(3.53)

A equação (3.53) nos dá a força para µ→∞ como função da distância e dos parâmetros de
massa. Nesse caso temos o maior valor de extremo para a força, que ocorre em a = 0, ou seja,
bem em cima do plano potencial, onde a carga está em cima da placa. Esse fato já havia sido
verificado numericamente no gráfico 3.22, e agora temos uma constatação analítica. Realizando
integrações numéricas da equação (3.53) para m = 100 e M = 10, temos os gráficos da figura
3.25.

Na figura 3.26 temos o comportamento dos máximos da força em função de µ para valores
da massa de Podolsky iguais a m = 100, m = 150, m = 300 e m = 1000

Quando m tende a infinito, a lagrangiana se torna a lagrangiana (3.33). Dessa forma, fazer
m e então µ tenderem a infinito na Lagrangiana original deve prover resultado semelhante ao
obtido, no limite µ → ∞, por Camilo et al. Eles encontram em seu estudo um valor para a
força dado por

F (µ→∞, M, a) =
λ2

8π

e−2|a|M

2a2
+
Mλ2

8π

e−2|a|M

2a
. (3.54)

A fim de verificar a consistência da força (3.53), no limite da massa de Podolsky indo a
infinito, escrevemos
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Figura 3.25: Plotagem do comportamento da expressão (3.53) no limite em que µ→∞.
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Figura 3.26: Máximos da força plotados pelos diferentes valores de Log10µ para diferentes
massas de Podolsky. Em vermelho: m = 100, em azul: m = 150, em cinza: m = 300 e em

roxo: m = 1000

F (µ→∞, M, m→∞, a) = − lim
m→∞

λ2

4π

∫ ∞
0

dr r ×

×
2
[
(m2

1 + r2)1/2e−(m2
2+r2)1/2|a| − (m2

2 + r2)1/2e−|a|(m
2
1+r2)1/2

]
2R(m2

1 + r2)1/2(m2
2 + r2)1/2 [(m2

1 + r2)1/2 − (m2
2 + r2)1/2]

×

×
[
(m2

2 + r2)1/2(m2
1 + r2)1/2e−(m2

1+r2)1/2|a| − (m2
2 + r2)1/2(m2

1 + r2)1/2e−(m2
2+r2)1/2|a|

]
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newpage

F (µ→∞, M, m→∞, a) = −λ
2

4π

∫ ∞
0

dr r ×

×
2 limm→∞

[
(m2

1 + r2)1/2e−(m2
2+r2)1/2a − (m2

2 + r2)1/2e−|a|(m
2
1+r2)1/2

]
2R(m2

1 + r2)1/2(m2
2 + r2)1/2 [(m2

1 + r2)1/2 − (m2
2 + r2)1/2]

×

× lim
m→∞

[
(m2

2 + r2)1/2(m2
1 + r2)1/2e−(m2

1+r2)1/2|a| − (m2
2 + r2)1/2(m2

1 + r2)1/2e−(m2
2+r2)1/2|a|

]

F (µ→∞, M, m→∞, a) = −λ
2

4π

∫ ∞
0

dr re−2|a|(M2+r2)1/2

que após a integração resulta em

F (µ→∞, M, m→∞, a) =
λ2

8π

e−2|a|M

2a2
+
Mλ2

8π

e−2|a|M

2a
. (3.55)

A expressão (3.55) é exatamente a mesma daquela já obtida na literatura [22], porém agora
encontrada a partir de condições especiais impostas ao campo de Lee-Wick. Como essa equação
descreve um campo de Yukawa, pode-se afirmar que esse tipo de campo é um campo escalar
do tipo Lee-Wick, com massa de Podolsky, infinita no qual a placa potencial é completamente
refletiva à interação.

Além disso, a equação (3.55) informa que para uma massa de Podolsky infinita, a força
somente será infinita se o valor da posição for zero. Isso significa que os máximos da força
descritos em 3.26 para diferentes massas de Podolsky, não crescem indefinidamente com o
crescimento de m.

Para tentar verificar se a equação (3.55) apresenta um ponto extremo, calculamos a derivada

d

da
F (µ→∞, M, m→∞, a) =

d

da

(
λ2

8π

e−2|a|M

2a2
+
Mλ2

8π

e−2|a|M

2a

)

= −Me−2
√
a2M

2a
√
a2

+
Me−2

√
a2M

(
2
√
a2M + 1

)
2a
√
a2

+
e−2
√
a2M

(
2
√
a2M + 1

)
2a3

(3.56)

que resolvida em termos de a resulta em valores imaginários. Isso significa que não existem
pontos de extremo no conjunto dos reais. Os gráficos 3.22 e 3.25 forneciam indícios de que
para m e µ grandes, o pico estaria muito próximo da placa. Aparentemente, para m e µ indo
a infinito, a posição do pico coincide com a placa.

Outro caso extremo que foi considerado é aquele em que M = 0. Nesse caso, as massas m1

e m2 se tornaram respectivamente m1 = m e m2 = 0. Isso faz com que a expressão 3.53 possa
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ser escrita de modo mais simples, como segue

F (µ→∞, M = 0, m, a) =− λ2

4π

∫ ∞
0

dr r
2
[
(m2 + r2)1/2e−ar − re−|a|(m2+r2)1/2

]
2r(m2 + r2)1/2 [(m2 + r2)1/2 − r]

×

×
[
r(m2 + r2)1/2e−(m2+r2)1/2a − r(m2 + r2)1/2e−ar

]
,

(3.57)

que resulta em

F (µ→∞, M = 0, m, a) = −λ
2

4π

∫ ∞
0

dr r

[
(m2 + r2)1/2e−ar − re−|a|(m2+r2)1/2

]
[(m2 + r2)1/2 − r]

×

×
[
e−(m2+r2)1/2a − e−ar

]
.

(3.58)

Aplicando o limite da massa de Podolsky indo a infinito na expressão 3.58, o caso deve se
reduzir àquele obtido para o campo de Klein-Gordon com a massaM = 0, e efetuando o limite,
temos que

F (µ→∞,M = 0, m→∞, a) = − lim
m→∞

λ2

4π

∫ ∞
0

dr r

[
(m2 + r2)1/2e−ar − re−|a|(m2+r2)1/2

]
[(m2 + r2)1/2 − r]

×

×
[
e−(m2+r2)1/2a − e−ar

]
= −λ

2

4π

∫ ∞
0

dr r lim
m→∞

[
(m2 + r2)1/2e−ar − re−|a|(m2+r2)1/2

]
[(m2 + r2)1/2 − r]

×

×
[
e−(m2+r2)1/2a − e−ar

]
.

(3.59)

o que resulta na integral

F (µ→∞, M = 0, m→∞, a) =
λ2

4π

∫ ∞
0

dr r e−2ar (3.60)

que quando calculada fornece

F (µ→∞, M = 0, m→∞, a) =
λ2

8π

1

2a2
. (3.61)

A força descrita em (3.61) é exatamente igual á força em (3.54) com M sendo tomado nulo.
Esse resultado é importante por mostrar que adotando a massa de Podolsky e o parâmetro de
acoplamento infinitos, a força possui a mesma forma que a obtida na interação de Coulomb
intermediada por um campo escalar (onde temos a natureza atrativa da interação).

Variações no fator de transparência podem levar a diversas análises e diferentes resultados.
Nessa seção, mostrou-se que incrementos finitos no fator de transparência levam a incrementos
na energia , desde que mantido os demais parâmetros fixos. Esse comportamento também
ocorreu para a força, sendo os valores extremos maiores para µ maiores. Ao fazer o fator



Capítulo 3. Campo de Lee-Wick escalar na presença de fontes e potenciais 50

µ tender a infinito a energia permaneceu finita para todo a, com uma maior curvatura na
região em que a distância é pequena, como demonstrado pela linha pontilhada em 3.20. Os
extremos da força, que são maiores para distâncias menores, não cresceram indefinidamente
com o crescimento de µ, mas ficaram insensíveis à mudanças nesse parâmetro quando ele se
torna grande. Uma vez aplicado o limite analítico µ → ∞, o pico para a força se aproxima
suficientemente da placa para, numericamente, sua posição ser considerada a = 0.

Além de µ → ∞, uma vez feito m → ∞, foi possível calcular analiticamente a força cor-
respondente. Nesse caso reobtivemos resultados que já encontrados previamente na literatura,
para o campo de Klein-Gordon (sem derivadas de ordem superior). [22] Com esses parâmetros
infinitos, a força permanece finita e dependente de M e a, descrevendo uma campo tipo Yu-
kawa, com massa M . A força se torna infinitamente grande para uma distância infinitamente
próxima da placa. Para o caso em que M = 0, encontrou-se a força de interação de Coulomb.
Esse resultado também já havia sido previamente encontrado na literatura por Camilo et al.
(2013). A coincidência dos cálculos analíticos que puderam ser analisados nos casos extremos,
indica a consistência do estudo desenvolvido.



Capítulo 4

Eletrodinâmica de Lee-Wick na presença de potenciais

Efeitos originados pela presença de um plano condutor perfeito na eletrodinâmica de Lee-
Wick foram exaustivamente analisados na referência [23]. Dentre esses efeitos destaca-se a
interação do plano com uma carga pontual estacionária.

Um importante ponto a ser estudado consiste na análise da eletrodinâmica de Lee-Wick
na presença de espelho plano não necessariamente perfeitamente condutor. A presença desse
tipo de espelho pode ser simulada por um potencial tipo delta de Dirac acoplado ao campo de
calibre. O problema análogo para o campo escalar foi tratado no capítulo 3 deste trabalho.
Nesse capítulo fazemos o estudo do campo vetorial.

Inicialmente calculamos o propagador do campo de calibre na presença do potencial. Uma
vez encontrado o propagador, encontramos a energia e a força de interação entre o potencial e
uma carga pontual. Obtivemos os resultados em forma de quadratura. Alguns casos limítrofes
foram examinados. Casos estes importante para manifestar a consistência dos resultados até
então obtidos.

Uma análise numérica foi desenvolvida a fim de explicitar o comportamento das expressões
para a força e energia encontradas. Casos adicionais foram discutidos com o intuito de entender
o comportamento das expressões a medida em que se alteram os parâmetros de acoplamento
do modelo.

4.1 O propagador

Nessa secção consideramos a eletrodinâmica de Lee-Wick na presença de um potencial ex-
terno tipo delta de Dirac concentrado ao longo de um plano. O modelo é definido em um espaço
3 + 1 dimensional com métrica +,−,−,−. Escolhemos um sistema de eixos no qual o potencial
se localiza no plano x3 = 0. Vamos definir o quadrivetor normal à esse plano como Sγ = ηγ3 e
denotar por µ a constante de acoplamento entre o campo e o potencial. Consideramos também
a presença de fontes externas Jµ. A lagrangeana do modelo é dada por

L = −1

4
FµνF

µν − 1

4m2
Fµν�F

µν − 1

2ξ
(∂µA

µ)2 − µ
(

1

2
SµεµναβF

αβ

)2

δ
(
x3
)
− J µAµ , (4.1)

com Aµ sendo o quadrivetor potencial e F µν = ∂µAν − ∂νAµ o tensor intensidade de campo
eletromagnético. O símbolo � representa o operador D’Alambertiano, � = ∂α∂α e m é a massa
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de Podolsky.
Introduzimos também um termo de fixação de calibre, sendo ξ um fator de calibre [30]. Por

fim, para o índice de Levi-Civita εµναβ, a convenção adotado foi tal que ε0123 = 1.
A Lagrangeana (4.1) pode ser reescrita como

L =
1

2
AµOµνAν − J νAν . (4.2)

onde definimos o operador

Oµν = O(0)µν + ∆Oµν . (4.3)

com o operador do campo de Lee-Wick livre

O(0)µν = ηµν
(

1 +
�
m2

)
�−

(
1− 1

ξ
+

�
m2

)
∂µ∂ν , (4.4)

e o termo de correção

∆Oµν =
2

µ
δ
(
x3
) (
ηµν‖ �‖ − ∂µ‖ ∂

ν
‖

)
, (4.5)

onde ηµν‖ = ηµν + ηµ3ην3 e �‖ = ∂α‖ ∂‖α

A função de Green livre (na ausência do potencial) correspondente deve satisfazer a equação
diferencial

O(0)µν(x)G
(0)
νβ (x, y) = ηµβδ

4 (x− y) (4.6)[
ηµν
(

1 +
�
m2

)
�−

(
1− 1

ξ
+

�
m2

)
∂µ∂ν

]
G

(0)
νβ (x, y) = ηµβδ

4 (x− y) . (4.7)

No calibre de Feynman (ξ = 1), podemos mostrar que

G(0)
µν (x, y) =

∫
d4p

(2π)4

(
1

p2 −m2
− 1

p2

)(
ηµν −

pµpν
m2

)
e−ip·(x−y) , (4.8)

sendo essa a função de Green para a parte livre.
Sob a presença do potencial externo, a função de Green pode ser obtida com os mesmos

procedimentos empregados nas referências [22][31][32]. No nosso caso, pode-se mostrar que a
função de Green deve satisfazer a equação

Gµν (x, y) = G(0)
µν (x, y)−

∫
d4z Gµγ (x, z) ∆Oγσ (z)G(0)

σν (z, y) . (4.9)

Para resolver a equação (4.9), será conveniente escrever Gµν (x, y) e G(0)
µν (x, y) em termos

das transformadas de Fourier nas direções paralelas ao espelho, da seguinte forma

Gµν (x, y) =

∫
d3p‖

(2π)3 Gµν
(
x3, y3; p‖

)
e−ip‖·(x‖−y‖) , (4.10)

G(0)
µν (x, y) =

∫
d3p‖

(2π)3 G
(0)
µν

(
x3, y3; p‖

)
e−ip‖·(x‖−y‖) , (4.11)
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com xµ‖ = (x0, x1, x2) sendo a coordenada paralela e pµ‖ = (p0, p1, p2) o momento paralelo ao
espelho.

As funções Gµν
(
x3, y3; p‖

)
e G(0)

µν

(
x3, y3; p‖

)
são chamadas de funções de Green reduzidas.

Usando o fato de que∫
dp3

(2π)

eip
3(x3−y3)

p2 −m2
= − i

2Γ
eiΓ|x

3−y3| ,

∫
dp3

(2π)

eip
3(x3−y3)

p2
= − i

2L
eiL|x

3−y3| , (4.12)

com p3 sendo a coordenada perpendicular ao espelho, Γ =
√
p2
‖ −m2 e L =

√
p2
‖, com as

equações (4.8) e (4.11) podemos mostrar que o propagador livre reduzido é dado por

G(0)
µν

(
x3, y3; p‖

)
=
i

2

{(
eiL|x

3−y3|

L
− eiΓ|x

3−y3|

Γ

)(
η‖µν −

p‖µp‖ν
m2

)
+

− 1

m2
sgn

(
x3 − y3

) (
eiL|x

3−y3| − eiΓ|x3−y3|
) (
ην3p‖µ + ηµ3p‖ν

)
+

−

[(
eiL|x

3−y3|

L
− eiΓ|x

3−y3|

Γ

)
+

1

m2

(
LeiL|x

3−y3| − ΓeiΓ|x
3−y3|

)]
ηµ3ην3

}
, (4.13)

com a função sinal definida por sgn (x) = 1 para (x > 0), sgn (x) = −1 para (x < 0) e
sgn(0) = 0.

Substituindo (4.10) e (4.11) em (4.9) temos que

∫
d3p‖

(2π)3 Gµν
(
x3, y3; p‖

)
e−ip‖·(x‖−y‖) =

∫
d3p‖

(2π)3 G
(0)
µν

(
x3, y3; p‖

)
e−ip‖·(x‖−y‖) +

−
∫
d4z

∫
d3p‖

(2π)3 Gµγ
(
x3, z3; p‖

)
e−ip‖·(x‖−z‖) ∆Oγσ (z)

∫
d3p‖

(2π)3 G
(0)
σν

(
z3, y3; p‖

)
e−ip‖·(z‖−y‖) ,

(4.14)

Com a definição (4.5) podemos efetuar a integração em x3 facilmente, o que nos leva a

Gµν
(
x3, y3; p‖

)
= G(0)

µν

(
x3, y3; p‖

)
+ iµGµγ

(
x3, y3; p‖

)
p2
‖

(
η γ
‖ ν −

pγ‖p‖ν

p2
‖

)(
eiL|a−y

3|

L
− eiΓ|a−y

3|

Γ

)
.

(4.15)

Ainda é necessário resolver para Gµν
(
x3, y3; p‖

)
em termos da parte livre. Para isso, avali-

amos a equação (4.15) em y3 = 0, o que possibilita a obtenção da expressão

Gµγ
(
x3, 0; p‖

) [
ηγν − iµ

(
1

L
− 1

Γ

)
p2
‖

(
η γ
‖ ν −

pγ‖p‖ν

p2
‖

)]
= G(0)

µν

(
x3, 0; p‖

)
, (4.16)

com G(0)
µν

(
x3, 0; p‖

)
sendo dada pela expressão (4.13). Uma vez com (4.16) e (4.13), multiplicar

pela esquerda ambos os membros da equação (4.16) pela inversa do termo entre colchetes. Isso
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nos leva a

Gµν
(
x3, 0; p‖

)
=

iB
(
p‖
)

2

{(
eiL|x

3|

L
− eiΓ|x

3|

Γ

)[
η‖µν −

1

m2

(
1

B
(
p‖
) + i µm2

(
1

L
− 1

Γ

))
p‖µp‖ν

+
1

B
(
p‖
)ηµ3ην3

]
− 1

m2B
(
p‖
)sgn (x3

) (
eiL|x

3| − eiΓ|x3|
) (
ηµ3 p‖ν − ην3 p‖µ

)
+

1

m2B
(
p‖
) (LeiL|x3| − ΓeiΓ|x

3|
)
ηµ3ην3

}
, (4.17)

com a definição da função B
(
p‖
)

B
(
p‖
)

=

[
1− iµp2

‖

(
1

L
− 1

Γ

)]−1

. (4.18)

Substituindo (4.17) em (4.15) e usando as Eqs.(4.10), (4.11) e (4.18), o propagador total de
Lee-Wick, isto é, a parte livre e a parte de interação devido à presença do plano potencial, fica
dado por

Gµν (x, y) = G(0)
µν (x, y) +G(i)

µν (x, y) , (4.19)

com

G(i)
µν (x, y) = −1

2

∫
d3p‖

(2π)3 e
−ip‖·(x‖−y‖)

(
η‖µν −

p‖µp‖ν
p2
‖

)
p2
‖

1
µ
− ip2

‖
(

1
L
− 1

Γ

)
×

(
eiL|x

3|

L
− eiΓ|x

3|

Γ

)(
eiL|y

3|

L
− eiΓ|y

3|

Γ

)
. (4.20)

O espelho semitransparente é responsável por gerar uma correção no propagador do campo
de Lee-Wick. Pode-se perceber que, tomando o limite m → ∞ in Eq. (4.20), obtém-se o
propagador de fóton sob a presença de um espelho plano semitransparente[25]. Tomando o
limite µ → ∞, obtém-se o propagador de Lee-Wick sob a presença de um espelho perfeito, já
obtido por Barone e Nogueira (2015)[23].

4.2 Energia e força de interação

Nessa seção consideramos um sistema composto pelo plano potencial e uma carga pontual
estacionária. A obtenção da forma geral da energia de interação entre a fonte pontual e o
espelho é idêntica à realizada para o campo escalar. Da mesma forma, a energia calculada
depende somente da parte de interação do propagador e da densidade de corrente. Assim, a
energia é escrita como

E = lim
T→∞

1

2T

∫
d4x d4y Jµ (x)G(i)

µν (x, y) Jν (y) . (4.21)
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Sem perda de generalidade, podemos escolher a posição da carga como a = (0, 0, a), o que
equivale a dizer que a distância entre a carga e o espelho é a. Desse modo, a quadricorrente do
sistema fica

Jµ (x) = ληµ0δ3 (x− a) , (4.22)

onde o parâmetro λ é o parâmetro de acoplamento entre a carga e o campo. Esse parâmetro
pode ser entendido como a intensidade de carga elétrica. Substituindo (4.22) em (4.21) e então
usando (4.20) temos que

E = lim
T→∞

1

2T

∫
d4x d4y ληµ0δ3 (x− a) G(i)

µν (x, y) λην0δ3 (y − a)

=− lim
T→∞

1

2T

1

2 (2π)3

∫
d4x d4y ληµ0δ3 (x− a)

∫
d3p‖ e

−ip‖·(x‖−y‖)

(
η‖µν −

p‖µp‖ν
p2
‖

)
×

×
p2
‖

1
µ
− ip2

‖
(

1
L
− 1

Γ

) (eiL|x3|
L
− eiΓ|x

3|

Γ

)(
eiL|y

3|

L
− eiΓ|y

3|

Γ

)
λην0δ3 (y − a)

(4.23)

Integrando nas coordenadas perpendiculares e temporais, podemos escrever

E(µ, m, a) = − λ2

16π2

∫
d2p‖

p2
‖

√
p2
‖ +m2(

1
µ

+
√
p2
‖

)√
p2
‖ +m2 − p2

‖

e−|a| √p2
‖√

p2
‖

− e
−|a|

√
p2
‖+m

2√
p2
‖ +m2

2

.(4.24)

Agora usamos as coordenadas polares e integramos na parte angular

E(µ, m, a) = −λ
2

8π

∫ ∞
0

dr r
r2
√
r2 +m2(

1
µ

+
√
r2
)√

r2 +m2 − r2

(
e−|a|

√
r2

√
r2

− e−|a|
√
r2+m2

√
r2 +m2

)2

,(4.25)

onde a é a distância entre a carga e o espelho. Assim como para o caso escalar, integrar
analiticamente a equação (4.25) não é trivial e talvez impossível. A utilização de métodos
complexos fica impossibilitada devido à presença de raízes no denominador.

Diante da impossibilidade de realizar a integral analiticamente, alguns casos limites foram
analisados a fim de verificar a consistência. O primeiro caso que pode ser analisado é fazer
m→∞. Neste limite, a energia se reduz a

E(µ, a) = −λ
2

8π

e
2a
µ

µ
Ei
(
−2a

µ

)
− λ2

8π

1

2a
(4.26)

com a Ei sendo a função integral exponencial. Com a massa de Podolsky infinita, o termo da
Lagrangiana com derivadas de ordem superior desaparece. Dessa forma, o resultado obtido deve
ser equivalente ao caso em que inicialmente esse termo não está presente, o que realmente pode
ser constatado ao compararmos com o resultado encontrado por Barone e Barone (2014).[25]
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A partir de derivação direta da energia com relação à distância da carga ao espelho, é
possível encontrar a força de interação, ainda que em forma de quadratura

F (µ, m, a) =
λ2

8π

∫ ∞
0

dr r
2r2
√
m2 + r2

√
m2 + r2

(
1
µ

+ r
)
− r2

(
e−ar

r
− e−a

√
m2+r2

√
m2 + r2

)(
e−a
√
m2+r2 − e−ar

)
.

(4.27)

4.3 Análise de casos

Como o ocorrido para o campo escalar, não foi possível resolver analiticamente a integral
para a energia (4.25). Essa impossibilidade leva a buscar diferentes análises do resultado pois
diversos parâmetros estão envolvidos (µ, m e a).

4.3.1 Análise para a massa de Podolsky

A massa de Podolsky m, presente no denominador do termo de derivadas de ordem superior
do campo, surge como um de inércia do campo na teoria de Lee-Wick. Dados experimentais
mostram que esse valor é da ordem de 10−17, em unidades naturais.

Energia

A expressão para energia descrita por (4.25) possui dependência nos dois parâmetros de
acoplamento da Lagrangiana. Contudo, o parâmetro m provocou alterações mais intensas e
significativas na energia, pois ele se encontra no argumento das exponenciais em 4.25. Não foi
possível calcular analiticamente a expressão para energia, portanto a única maneira de entender
como as alterações desse parâmetro modificam a energia E é através de integrações numéricas.

Na figura 4.1 temos o comportamento da energia em função da distância para alguns valores
da massa de Podolsky.

A energia mostrada no gráfico apresenta valores finitos e não nulos para uma posição a = 0.
Isso está em concordância com a descrição da energia de auto-interação na teoria de Lee-Wick.
Os valores de energia são maiores em módulo para massas maiores, porém para todas as massas,
a energia tende praticamente da mesma forma a zero com o crescimento da distância à placa.

A massa de Podolsky contribui com um termo 1/m para a Lagrangeana do modelo, é
correto afirmar que valores maiores da massa significam menor contribuição do segundo termo
na Lagrangiana 4.1. Como o gráfico mostra que maiores massas significam maiores energias,
quanto menor a contribuição desse segundo termo, maior a energia de interação. Diante disso,
é possível notar que o termo Fµν�F µν , "drena"parte da energia do sistema.

A relação entre a massa e energia indica que, para que haja uma energia máxima, é preciso
uma razão 1/m mínima, ou seja, uma massa máxima. Como não há restrição à finitude da
massa de Podolsky, uma suposição válida é aquela em que m→∞. Nesta situação a expressão
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Figura 4.1: Plotagem da energia para diversos valores de m em função da distância a. , em
cinza: m = 100, em azul: m = 150, em roxo: m = 200 e em vermelho: m = 400.

para a energia se torna a equação 4.26. O gráfico dessa expressão para a energia pela distância
levou a figura 4.2.
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Figura 4.2: Plotagem da energia para o caso limite em que m→∞.

Para essa plotagem, a energia se torna grande para pequenos valores da posição. No limite
em que a distância vai a zero, a energia vai a infinito. O comportamento para m→∞ quando
a distância cresce é semelhante ao apresentado por m finito presente em 4.1. O crescimento da
energia a infinito ocorre por não haver as derivadas de ordem superior, o que leva a teoria ao
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caso eletromagnético clássico. Nesse caso, a energia drenada pelo termo de derivada de ordem
superior se torna nula, portanto à medida que a carga se aproxima de sua imagem, isto é,
quando se aproxima do espelho, a energia cresce indefinidamente.

Força

Para possibilitar uma compreensão de como as alterações na massa de Podolsky alteram a
força, o mesmo tratamento foi adotado para a força, com integrações numéricas. Na figura 4.3
podemos ver vários gráficos da força em função da distância para diferentes valores de m.
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-100

-50

0
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Plotagens para diferentes massas de Podolsky

Figura 4.3: Plotagem da energia para diversos valores de m em função da distância a. Em
cinza: m = 10, em roxo: m = 12, em azul: m = 14 e em vermelho: m = 16.

Assim como a energia, a força é altamente sensível a alterações na massa de Podolsky.
Podemos notar que todos os gráficos para as forças sempre apresentam pontos de mínimo,
como pode ser visto em 4.3. Além disso, para todas as massas, a força é nula para a = 0.

Um fato notado é que, para massas menores, a força tende mais lentamente a zero com o
crescimento da distância. Isso fica claro ao observar os gráficos para massas levemente superiores
à 16, presentes em 4.4. Este fenômeno ocorre pois a massa está presente na exponencial,
multiplicando a distância.

Como não foi possível estabelecer de imediato uma relação entre a posição dos extremos das
forças e seus correspondentes valores, fizemos gráficos de valores de extremos da força em função
de suas respectivas posições para vários valores de m. O resultado encontra-se na figura 4.5.
Nesse gráfico, as massas escolhidas foram de m = 80 até m = 150, com acréscimos sucessivos
de 0.5 a cada iteração. O parâmetro µ foi mantido constante e igual a 15. Quanto maior em
módulo o valor do extremo da força, menor as posições deles.
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Figura 4.4: Plotagem da força para diversos valores de m em função da distância a. Em
cinza: m = 32, em roxo: m = 36 , em azul: m = 38 e em vermelho: m = 50.

Como existe uma relação crescente entre o mínimo da força e a massa de Podoslky, o
aumento no valor da massa torna o extremo mais próximo à placa, como mostrado em 4.6. Isso
indiretamente indica que o decrescimento da força acontece de modo cada vez mais intenso.
Portanto, para uma dada fonte, o máximo em módulo da interação depende de m.
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Figura 4.5: Plotagem dos valores mínimos da força, para cada massa de Podolsky pela
posição de cada mínimo.

A dispersão dos pontos em 4.5 indica que, para pequenas massas de Podolsky, os valores
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Figura 4.6: Plotagem dos mínimos da força pela massa de Podolsky de cada mínimo.

para mínimo da força serão também pequenos e localizados a grandes distâncias da placa. Para
minimizar a força de interação, deve-se minimizar o valor dem. Assim, quandom se faz nulo ou
muito próximo de zero, o mínimo da força estará localizado a uma distância a tal que a→∞,
com um valor FMIN nulo.

O outro limite extremo ocorre para m→∞. Nesta situação a força surge da derivação de
(4.26), o que nos levou à expressão

F (µ,m→∞, a) = − d

da
E(µ,m→∞, a)

= − d

da

[
−λ

2

8π

e
2a
µ

µ
Ei
(
−2a

µ

)
− λ2

8π

1

2a

] (4.28)

portanto a força será

F (µ,m→∞, a) =
λ2

8π

[
− 1

2a2
+

2e
2a
µ

µ2
Ei
(
−2a

µ

)
+

1

aµ

]
. (4.29)

A figura 4.7 nos fornece a força (4.29) em função da distância. Por esse gráfico, podemos
ver que não há um ponto de mínimo. A força nesse caso assume valores no infinito negativo
quando a distância vai a zero. De acordo com a figura 4.5, quanto menor o valor do mínimo
da força, menor é a posição em que ela se encontra. Diante desse fato, é possível interpretar a
aparente ausência de um pico para m → ∞ como um caso especial no qual o valor do pico é
FMIN = −∞ e se encontra na posição a = 0, ou seja, sua posição coincide com a placa.

As análises desta subseção mostram que tanto a energia quanto a força permanecem finitas
para valores finitos de m, com a energia assumindo um valor constante para a = 0, e a força
sendo nula para essa distância. Valores maiores da massa levam a valores mais negativos para
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Figura 4.7: Plotagem da força pela posição para o caso em que m→∞.

a energia. A força apresenta pontos de mínimos dependentes da massa de Podolsky, com os
mínimos se tornando maiores em módulo para massas maiores. No caso em que a massa se
torna ∞, a energia atinge um padrão máximo, não divergindo para µ finito e distância não
nula. Quando a distância se anula, a energia tende a infinito. Esse comportamento da energia
leva a um comportamento análogo para a força associada, que também tende a infinito para
distâncias nulas. O gráfico 4.5 mostra que existe uma relação entre o ponto de mínimo da força
e a sua posição, indicando que o caso em que FMIN →∞ é um caso especial em que aMIN = 0.

4.3.2 Análise para o fator de transparência

A Lagrangiana do sistema conta com um termo no qual está presente um potencial do tipo
delta de Dirac. Esse potencial surge para simular a presença de um espelho semitransparente
no sistema. O acoplamento entre o potencial e o campo ocorre mediante uma constante, µ.
Essa constante pode ser entendida como o fator de transparência do espelho semitransparente,
como já desenvolvida em trabalhos anteriores [23], [21], [22].

A única restrição necessária do modelo é µ > 0. Nessa seção fazemos um estudo do com-
portamento da energia de interação entre o espelho e uma carga pontual para diversos valores
de µ.

Energia

Na figura 4.8 temos diversos gráficos da energia de interação entre o potencial plano e uma
carga pontual em função da distância entre estes (4.25), com diversos valores de µ e mantendo-se
m = 15.



Capítulo 4. Eletrodinâmica de Lee-Wick na presença de potenciais 62

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
a

-15

-10

-5

0

8πΕ

λ2

Plotagens para diferentes massas de Podolsky

Figura 4.8: Plotagem da energia para diversos valores de µ em função da distância a. Em
roxo: µ = 0.4, em cinza: µ = 1.0, em vermelho: µ = 2.0, e em azul: µ = 60.0

A energia plotada para uma distância nula apresenta valores finitos, e assim como para as
demais distâncias, são maiores para µ maiores. Para uma distância nula, a energia se torna

E(µ, m, a = 0) = −λ
2

8π

∫ ∞
0

dr r
r2
√
m2 + r2

√
m2 + r2

(
1
µ

+
√
r2
)
− r2

(
1

r
− 1√

m2 + r2

)2

(4.30)

Um fato que pode ser imediatamente percebido a partir do gráfico 4.8 é a proximidade
existente entre as energias para os diferentes fatores de µ. Diferenças entre os valores de µ, por
maior que sejam, não separam muito intensamente as linhas. Como exemplo, pode-se citar a
diferença existente entre a linha para µ = 2 e µ = 60 com a distância nula. Para elas, os valores
de energia são respectivamente E = −11.9686 e E = −14.7849. Isso mostra que para um fator
de transparência 30 vezes maior, a energia se torna apenas aproximadamente 0.25 vezes menor.
Em um caso extremo, para um parâmetro µ = 106, a energia é dada por E = −14.9998, isto é,
um parâmetro 105 maior que µ = 60, gera uma energia apenas 0.01 vezes maior.

Essa tendência cada vez menor da energia de se alterar consideravelmente com alterações
em µ é um reflexo do fato desse parâmetro aparecer com uma razão 1/µ no denominador de
E. Quando o fator de transparência se torna grande, a contribuição de 1/µ se torna pequena
comparada aos demais termos do denominador. Uma interpretação que pôde ser feita é que,
para distâncias a baixas, a interação se torna suficientemente intensa para depender menos da
transparência do espelho.
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No limite de um espelho perfeito temos que

E(µ→∞, m, a) = − lim
µ→∞
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(4.31)

Nesse caso temos o gráfico da figura 4.9, onde podemos ver que a energia permanece finita e
com comportamento similar ao apresentado para os casos em que os fatores de transparências
eram finitos.
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Figura 4.9: Plotagem da energia para o caso limítrofe em que µ tende a infinito.

Outro caso de interesse é aquele em que o fator de transparência vai a zero, o que significa
tornar o espelho completamente transparente. Um espelho perfeitamente transparente implica
em uma placa potencial completamente não interagente. Aplicou-se esse limite à expressão
para energia

E(µ→ 0, m, a) = − lim
µ→0

λ2

8π

∫ ∞
0

dr r
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r2 +m2(

1
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− e−|a|
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r2+m2

√
r2 +m2

)2

= 0

(4.32)

Isso ocorreu porque no limite em que µ→ 0, o termo 1/µ se torna infinitamente grande. Como
ele se encontra no denominador da expressão, a energia será nula.
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Força

A força de interação entre a placa e a fonte pontual pode ser obtida por derivação direta
da expressão para a energia e está representada na equação (4.27). Essa integral não pôde ser
resolvida via métodos analíticos. Diante dessa impossibilidade, a integral foi feita numerica-
mente para um µ inicial igual 10, sendo plotada em função da distância. Esse procedimento
se repetiu até que µ se tornasse igual a 100. A partir da junção das plotagens para µ = 10,
µ = 30, µ = 50 e µ = 100, obteve-se o gráfico 4.3.2.
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Figura 4.10: Plotagem da força para diversos valores de µ em função da distância a. Em
cinza: µ = 10, em vermelho: µ = 30, em roxo:µ = 50 e em azul: µ = 100.

As forças representadas em apresentam valores negativos, possuindo um pico com um valor
mínimo para cada valor do fator de transparência. Com a distância nula, a força apresenta um
valor finito e nulo. Isso fica claro ao fazermos a distância igual a zero para a expressão (4.27).
A subtração entre exponenciais

(
e−a
√
m2+r2 − e−ar

)
é zero para a = 0.

Os mínimos da força aparentam se alterar com mudanças no fator de transparência. Esse
efeito pôde ser melhor analisado realizando uma série de gráficos dos valores de mínimo cor-
respondentes a diversos valores de µ. O gráfico 4.11 apresenta diversos valores de mínimo em
função de suas respectivas posições. Essa figura mostra que, para valores maiores de µ, o
mínimo da força se torna menor.

Como no limite em que µ→∞ a energia permanece finita, definindo um padrão máximo, a
força também deve possuir esse comportamento. Com a força limitada a um padrão máximo,
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os valores mínimos para cada µ devem também atingir um patamar a partir do qual não mais
crescerão (ou crescerão insignificantemente). Isso está demonstrado pela tendência dos pontos
a um comportamento constante para FMIN à medida que µ cresce.
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Figura 4.11: Plotagem dos valores mínimos da força FMIN para diversos valores da posição
em função do fator de transparência µ.

Outro fato que ocorre é aproximação da posição a dos extremos da força à medida que o
fator de transparência cresce. Esse efeito pode ser melhor visualizado no gráfico que relaciona a
posição dos extremos com o respectivo valor para o extremo da força. À medida que o mínimo se
torna menor, a sua posição também diminui. Isso indica que, em uma interação carga-espelho,
a posição do ponto extremo depende do quão permissivo o espelho é à interação, e quanto mais
próximo do espelho, maior o valor do extremo da força. Para demonstrar esse fenômeno, foi
feito o gráfico 4.13.

A relação existente entre os mínimos da força e a sua posição permite estabelecer uma ter-
ceira relação entre a posição de cada extremo e o fator de transparência equivalente. Nessa
plotagem, surgiu novamente um comportamento assintótico da dispersão. Para crescentes va-
lores de µ, a posição se torna praticamente invariável. Esse padrão já era esperado, uma vez
que de acordo com 4.11, há uma linha de tendência para os valores mínimos FMIN e, portanto,
parece haver um valor limítrofe para a distância a partir da qual não vamos mais encontrar
extremos da força. Assim, a partir de acréscimos em µ, não houve extremo tal que sua posição
coincidisse com a placa, isto é, aMIN tal que aMIN = 0.
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Figura 4.12: Plotagem dos valores mínimos da força FMIN em função dos valores da posição
aMIN .
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Figura 4.13: Plotagem dos valores das posições dos valores mínimos da força em função dos
valores do fator de transparência aMIN .
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Conclusões

Trabalhos recentes [23] indicam que em campos do tipo Lee-Wick, quando uma fonte pontual
interage com uma placa condutora perfeita, o propagador não pode ser trivialmente obtido.
Quando não se encontra presente a placa condutora, o propagador (que se trata somente da
parte livre) pode ser obtido a partir de uma soma entre os propagadores para o campo de
Maxwell e o de Proca. Esse procedimento não pode ser repetido para o caso em que há a
presença de uma placa condutora perfeita. Fato esse demonstrado por Barone e Nogueira (2015)
e revisitado no primeiro capítulo deste estudo, demonstrando a importância da obtenção do
propagador, energia e força para esse campo neste tipo de interação.

Com o intuito de analisar um novo caso de grande interesse nesse tema, desenvolveu-se o
estudo do campo de Lee-Wick sob a presença de um espelho condutor não perfeito. Esse tipo
de sistema nunca antes estudado nesse contexto gerou expressões para a energia e para a força
que não puderam ser calculadas analiticamente. Com uma análise numérica, demonstrou-se
que tanto a energia quanto a força eram finitas, inclusive para valores nulos da distância entre
a carga e a placa. A força, nula para distância nula, apresentava um valor máximo para
determinado valor de distância, dependente dos parâmetros de acoplamento da Lagrangiana.
A força tende então a assumir valores nulos para distâncias infinitamente grandes.

Inicialmente no campo de Lee-Wick escalar, para o caso em que a massa de Podolsky
é tomada como infinitamente grande, o campo escalar com derivadas de ordem superior se
transforma no caso já estudado por Camilo et al. (2013) [22]. Trata-se de um campo de Klein-
Gordon, na presença de uma fonte pontual e uma placa semicondutora. Com a massa de
Podolsky infinita, à medida que a carga se aproxima da placa, a energia cresce, indo a infinito
para um caso em que a carga se encontra infinitamente próxima.

Quando as condições são impostas sobre a massa de Klein-Gordon, é necessário respeitar
os limites superior e inferior afim de evitar modos taquiônicos. Esses extremos definem valores
máximos e mínimos que a força e a energia podem assumir. Quando a massa M assume esses
valores, a expressões se tornam mais simples, ainda sem a possibilidade de serem analiticamente
calculadas. Para o caso em que, além disso, a massa de Podolsky é tomada como infinita,
as integrais para a força e energia podem ser calculadas. Esse resultado já foi previamente
encontrado por Camilo et al. (2013)[22] e aqui é demonstrado como um caso especial do campo
escalar com derivadas de ordens superiores. Esse fato demonstra a consistência da teoria.

67
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Quando as considerações foram feitas a respeito do fator de transparência, novos efeitos
puderam ser observados. Dentre eles, destaca-se o fato de a força e a energia não crescerem
indefinidamente com o crescimento de µ. O ponto máximo da força se desloca com o crescimento
no fator de transparência, assumindo posições cada vez mais próximos da placa, até que o
pico desaparece. Esse desaparecimento do pico pode ser entendido como o posicionamento do
pico sobre a placa, isso é na posição nula, ocorrendo para µ → ∞. Quando condições foram
simultaneamente impostas ao fator de transparência (µ→∞ em =∞), a força, analiticamente
calculada, era equivalente à força de Yukawa com massa M . Isso nos diz que essa força pode
ser compreendida como um caso particular na teoria de Lee-Wick.

No caso vetorial do campo de Lee-Wick, uma análise na massa de Podolsky demonstrou que
valores maiores de massa levam a valores mais negativos de energia. Além disso, para valores
maiores da massa, o extremo da força se tornava mais negativo. Para o caso extremo em que
a massa tende a infinito, a energia permanece finita enquanto a distância entre a carga e a
placa permanecer finita e não nula. Quando essa distância diminui, a força começa a crescer,
indo a infinito quando a distância vai a zero. Com m → ∞ a energia e a força podem ser
analiticamente calculadas. Tomando agora o fator de transparência no caso vetorial, quando o
fator µ foi adotado como infinito, a energia permanece finita, crescendo com o parâmetro até
um valor limítrofe, a partir do qual se torna insensível à mudanças. Esse comportamento que
também ocorreu para a força, foi demonstrado graficamente.

Desse modo, o presente trabalho traz um comportamento nunca antes encontrado para a
força em teorias do tipo Lee-Wick, a existência de pontos extremos na força, tanto para o
caso escalar quanto para o caso vetorial. Esses extremos na força mostram que a função da
força pela distância não é monotônico. Esses resultados demonstram que a descrição de Lee-
Wick apresentam particularidades na interação placa-carga que até o presente momento eram
desconhecidos. Além disso, esse tipo de montagem (placa sujeita a potencial em interação
com uma carga pontual) para o campo vetorial pode ser moldada por sistemas físicos reais,
portanto sua descrição é passível de investigação experimental. Apesar do comportamento não
usual para a força, quando restrições são impostas ao sistema, todos os resultados se reduzem
à resultados já previamente obtidos, o que mostra uma teoria consistente.

Diante da novidade das descobertas, esperamos redigir dois trabalhos científicos com os re-
sultados obtidos nessa dissertação. Nestes trabalhos pretendemos discutir para a parte vetorial
e escalar a obtenção e o significado físico dos comportamentos das forças. Espera-se ser possível
publicar ambos os trabalhos.
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