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A mathematician is a person who can find analogies between theorems, a better
mathematician is one who can see analogies between proofs and the best mathematician can
notice analogies between theories; one can imagine that the ultimate mathematician is one
who can see analogies between analogies.

Stefan Banach.



Resumo

Este trabalho apresenta o estudo da teoria abstrata de atratores pullback fracos definidos para
processos multivocos, comparando com o conceito de atrator pullback forte. A invariancia e
atracao pullback sdo requeridos para a0 menos uma trajetria em cada ponto inicial ao invés de
todas as trajetorias. Posteriormente realiza—se a demonstracdo de alguns resultados relativos a

teoria.

Palavras—chave: Processo multivoco, Atrator Pullback, Invariancia fraca.
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Abstract

This work presents the study of the abstract theory of weak pullback attractors defined for set-
valued processes, comparing with the concept of strong pullback attractor. The invariance and
pullback attraction are required only for at least one trajectory at each starting point rather than

all trajectories. Subsequently, the demonstration is made of some results related to the theory.

Keywords: Set-valued processes, Pullback attraction, Weak invariance.
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Introducao

As fungdes de andlise multivoca e de conjunto de atingibilidade sdo usadas para lidar com pro-
blemas decorrentes de equacdes diferenciais sem unicidade, inclusdes diferenciais ou problemas
decorrentes da teoria de controle, teoria de viabilidade, finangas e economia, entre outros, e fo-

ram amplamente estudadas por varios autores nas ultimas décadas [8, 18, 19, 26, 27, 31].

Muitos sistemas interessantes sio, na verdade ndo-autdnomos, embora a maioria dos con-
ceitos foi desenvolvido apenas na configuracio conveniente de sistemas auténomos. E de im-
portancia pratica, bem como de interesse intelectual, ver como generalizar tais conceitos para
sistemas ndo-autdonomos. Os atratores fornecem um importante meio de caracterizar o compor-
tamento ao longo do tempo de sistemas dinamicos. Eles t€ém sido extensivamente investigados,
em particular, atratores globais, no caso autdbnomo e sua versio pullback para situacdes ndo-
autdbnomas gerais, que sio conhecidos como atratores fortes para sistemas multivocos. Vale a
pena apontar que, diferente do caso autdnomo, vdrias abordagens sao possiveis a fim de forne-

cer condicOes suficientes e necessarias para a existéncia de atratores.

A proposta deste trabalho, baseado em [9], é o estudo de resultados abstratos sobre a teoria
de processos multivocos, a qual ¢ uma importante ferramenta para estudar o comportamento
assintético de solugdes de equagdes ou inclusdes diferenciais parciais ndo-autdonomas. Focamos
na situacdo multivoca, quando mais de uma solu¢do pode corresponder a um mesmo dado
inicial dado, além disso, no estudo das propriedades de estabilidade e invariancia global (no
sentido forte) e fraca, para isso € introduzido o conceito de atrator pullback.

Nesta ordem de ideias, é apresentada a teoria abstrata de atratores pullback fracos definidos



para processos multivocos, comparando com o conceito de atrator pullback forte. Este tltimo
€ negativamente invariante, compacto e € o minimal entre todos os atratores pullback fechados
que atraem de forma pullback todos os limitados do espaco de fase. A principal diferenca aqui é
que no caso fraco, a invariancia e atracao pullback sdo requeridas para ao menos uma trajetéria
em cada ponto inicial ao invés de todas as trajetérias como no caso do atrator habitual (forte).

Assim, um atrator pullback forte, quando existe, ¢ também um atrator pullback fraco.

E assim, o objetivo de este trabalho é apresentar resultados que garantam a existéncia de
um atrator pullback fraco para um processo multivoco dado, assim como a estrutura do mesmo.
Um dos resultados importantes apresentados aqui prova que a existéncia de um atrator pullback
fraco segue mais facilmente determinando uma familia fracamente pullback absorvente de con-
juntos.

E importante destacar que a unicidade e maximalidade de um atrator pullback fraco nio podem
ser entendidas no sentido usual, mas sim com respeito a uma familia absorvente de conjuntos
em discussdo. Isto € uma propriedade intrinseca de atratores pulback fracos e ndo € contrariada
pela existéncia de outros atratores pullback fracos com ou sem intersectar conjuntos de compo-

nentes, em relacdo as diferentes familias.

Esta dissertagdo estd organizada da seguinte forma: o Capitulo 1 conm notacdes, defini-
coes e alguns resultados de Andlise Funcional e Espagos métricos, o Capitulo 2 esta dividido
em duas secdes, na primeira € definido o conceito de processo multivoco e sdo enunciados al-
guns resultados desta teoria geral, a segunda, corresponde a defini¢des e resultados da teoria
de atrator pullback (forte); ja no Capitulo 3 € definido o atrator pullback fraco de um processo
multivoco e sdo apresentados alguns resultados sobre a estrutura do mesmo; no Capitulo 4 é
enunciado e demonstrado o Teorema de Barbashin Generalizado, além disso, € apresentado um
resultado sobre um tipo de comportamento semicontinuo superior produzido pela perturbagcao
do modelo; no capitulo 5 € analisada a existéncia ou ndo de atratores pullback forte e fraco
para determinados exemplos, além disso, € enunciado e provado um resultado que relaciona a

existéncia de atrator pullback forte e fraco.



Capitulo 1

Preliminares

Nesta sec@o apresentamos algumas defini¢des e resultados que utilizamos ao longo deste traba-
lho. As definicdes e resultados deste capitulo podem ser encontrados em [9, 15, 16, 24, 25].

Denotamos F =R ou F = C.

Definicao 1. Uma métrica num conjunto X é uma funcdo dist : X x X — R, que associa a cada
par ordenado de elementos x,y € X um niimero real dist(x,y), chamado distdncia de x a y, de

modo que para quaisquer x,y,z € X, vale
1. dist(x,x) =0;

2. Sex #y, entdo dist(x,y) > 0;

3. dist(x,y) = dist(y,x);

4. dist(x,z) < dist(x,y)+dist(y,z).

Definicio 2. Um espaco métrico é um conjunto M munido de uma métrica dist e denotamos
por (M, dist), ou simplesmente M, deixando subentendida qual a métrica dist estd sendo consi-

derada.

Definicao 3. Uma norma num espaco vetorial V (real ou complexo) é uma aplica¢do

||l : V — R que satisfaz:
1. ||E|| > 0paratodo & €V, e |&E|| =0 se, e somente se, & =0.

3



2. |[a&|| = |al|l|&]| para todo & €V e qualquer o« € F.

3. [l +nll < [ISlI+lInll para todos G, n € V.

Definicao 4. Um espaco métrico (X ,dist) é completo se toda sequéncia de Cauchy converge a

um elemento desse espaco.

Definicao 5. Um espaco normado que é completo com a métrica induzida pela norma é cha-

mado um espago de Banach.

Definicao 6. Seja B um subconjunto de um espaco métrico X. Uma cobertura de B é uma

colecdo o/ = (Ay)).cr, de subconjuntos de X tal que B C U Aj.

A€l
Ela é chamada cobertura aberta de B se seus elementos sdo abertos em X.

Definicao 7. Um espaco topoldgico X é dito compacto se toda cobertura aberta </ de X contém

uma subcolecdo finita que também cobre X .

Proposicao 8. Um conjunto A em um espagco métrico (X, ||-||) é compacto se, e somente se,
toda sequéncia {x,} cujos elementos pertencem a A, tem uma subsequéncia convergindo para

algum elemento de A.

Em diante vamos considerar (X, || -||) um espaco geral de Banach e ¢ (X) o espago de

subconjuntos compactos ndo—vazios de X.

Defini¢do 9. Sejam x um ponto e A € # (X). Definimos a distdncia do ponto x ao conjunto A
como o niimero real

dist(x,A) = min ||x —a|.
ist(x,A) = min||x —af

Definicio 10. Um ponto x € X diz—se aderente a um subconjunto A de X quando dist(x,A) =0,

isto é, para cada € > 0 existe y € A tal que dist(x,y) < €.

Definicao 11. O fecho de um conjunto A no espaco métrico X é o conjunto dos pontos de X

que sdo aderentes a A e indicamos por A.

Definicdo 12. Um subconjunto A do espaco métrico X chama—se fechado quando A = A.



Observacao 13. Dizer que um conjunto A no espaco métrico X é fechado, significa que, se

Xn € A para todo n € N e lim,,_, X, = x, entdo x € A.

Defini¢do 14. Dados A,B € % (X)), definimos a Separagdo de Hausdorff de A,B por

H*(A,B) := maxdist(a,B) = maxmin||a — b||,
acA acA beB

enquanto a Métrica de Hausdorff no espaco % (X) de subconjuntos compactos ndo—vazios de
X é definida por
H(A,B) =max{H"(A,B),H*(B,A)}.

Observacao 15. [16]
a. H*(A,B) > 0;
b. H*(A,B)=0< A CB;
c. H*(A,B) <H*(A,C)+H"(C,B).

Note que a Separacdo de Hausdorff ndo satisfaz a propriedade de simetria.
A Meétrica de Hausdorff é uma constru¢io sob a definicdo de distancia entre um ponto € um

conjunto compacto ndo—vazio, com isso, um novo espaco métrico completo € produzido.
Definicao 16.
1. Uma e-vizinhanga aberta de A € ¥ (X) é definida por

Ne(A) = {x € X : dist(x,A) < €}.

2. Uma e-vizinhanga fechada de A é definida por

NelA] = {x € X : dist(x,A) < €}.



Definicao 17.

1. Uma aplicagcdo F : X — # (X) é semicontinua superior em xq se para cada € > 0 existe

0 = 0(&,x0) > 0tal que x € Ns({xo}) = F(x) C N¢(F(x0)) ou alternativamente

lim H*(F(x,),F(x0)) = 0

Xn—X(

para toda sequéncia x, — X.
F ¢é semicontinua inferior, se dado y € F(xy), xo € X, e uma sequéncia x, — xo, existe
yn € F(x,) tal que y, — y.

A aplicagdo F é dita continua se é semicontinua superior e inferir.
2. Para qualquer A € ¥ (X), definimos F(A) := UgeaF (a).

3. Definimos o conjunto de composicdo de duas funcoes F,G: X — & (X) sendo
FoG(x):=F(G(x)) para todo x € X.

4. Se F e G sdo aplicacoes semicontinuas superior entdo F o G é semicontinua superior.

5. Se A e #(X)eG(A) é compacto entdo F o G(A) é compacto.



Capitulo 2

Processos multivocos e atratores pullback

Neste capitulo, o qual foi baseado em [9, 14, 15, 29], apresentamos a teoria geral de proces-
sos multivocos assim como defini¢cdes e alguns resultados da teoria de atrator pullback para
processos multivocos; (X, | -||) denotard um espago de Banach, &7(X) a familia de todos os
subconjuntos ndo—vazios de X, #(X) a familia de todos os subconjuntos limitados ndo—vazios
de X e # (X) a familia de todos os subconjuntos compactos nao—vazios de X.

Barbashin [8] investigou sistemas dindmicos multivocos gerais ou generalizados gerados por
equacoes diferenciais ordindrias sem solu¢do unica. Roxin [27] mostrou que as equagdes con-
tingentes ou de inclusdo ndo—autdonomas geram sistemas dindmicos gerais ndo—autdbnomos o
mesmo que os sistemas de controle diferencial ordindrios ndo—autdbnomos em cujo caso ele
chamou de o sistema gerado de um sistema de controle central [26]. Vide [18, 19].

Usaremos o0 nome processos multivocos para todos esses sistemas multivocos ndo—autdnomos

sem assumir extensao backwards no tempo.

2.1 Processos multivocos

As defini¢des e resultados apresentados nesta sec¢do podem ser encontrados em [9], [15] e

[26].

Definicao 18. Um processo multivoco em um espaco de fase X é uma aplicacdo multivoca

(t,t0,x0) — D(t,t9,x0) definida para todot > ty em R e xo € X, que satisfaz as seguintes pro-



priedades:

1. Compacidade:

D(t,t9,x0) € um subconjunto ndo—vazio compacto de X para todo t >ty em R e todo

xo € X;

2. Condicdo inicial:

D(19,10,x0) = {x0} para todo ty € R e xy € X;

3. Evolugdo do tempo:
D(1p,t0,x0) = D(ta,t1,D(t1,t0,X0)) para todo ty <t; <t em R e todo xy € X, onde
D(t,10,A) = | @(t,10,y)
yEA

paraA € P (X) et >typemR;
4. Continuidade no tempo:

limH(d5(s,t0,xo), @(t,l‘o,xO)) =0

Ss—t

para todo s,t > tg € R,xg € X;

S. Semicontinuidade superior na condigdo inicial:

lim  H*(P(t,1),x},), P(t,10,x))) =0

1 —10,x2—xo

uniformemente em t € [Ty, Ti] para qualquer Ty < Ty < oo com Ty > t§, to e para todo

theRexyeX.

Observacio 19. [26] A aplicagdo multivoca P (t,ty,x) é semicontinua superiormente em (t,to,x).

Isto segue diretamente da Defini¢do 18 e da seguinte desigualdade:

H*(@(1,19,%0), P(t,10,%0)) < H* (D(1',19,%0), D(t 110, %0)) +H(D(t ,10,%0), P(1,10,X0))-



Exemplos simples de equacdes diferenciais sem unicidade provam que a condicdo 5 em
geral ndo pode ser fortalecida com a continuidade nas varidveis iniciais, isto €, com a Métrica
de Hausdorff H ao invés da semimétrica H*. O seguinte exemplo pode ser encontrado em [19],
Exemplo 1 da pagina 122:

Para X = R, considere a equagdo diferencial ordindria

1 on

T 73

que tem solu¢do ndo unica x = 0. Para achar outra solu¢do, considere a funcdo G : I — R dada
por

*1
Gx)= [ =s2ds.
x 3

onde I = (—o0,0) ou I = (0,0); por integragdo elementar obtemos:

1 X
G(x)= 3/ 5723 ds =x'13 —x(l)/3.
0

3
Escrevendo ¢ = x!/3 —x(l)/ 3 obtemos G~ (1) = (x(l)/ N t) ,assim, para cadat € R temos a solu¢do

{41} sex#0,

[0,£3] sex =0.

F(x,1) =

Logo,paray —+ 0" es—1 >0,
F(y,s) = {3 +5)’} = {3} € [0,*] = F(0,1) entdo, F é semicontinua superior, mas nio &

continua.

Definicao 20. Uma trajetoria de um processo multivoco ® é uma fungdo ¢ : [To,T1] — X tal
que ¢(t) € D(t,s,9(s)) para todo Ty < s <t < T para qualquer Ty < T} € R.

Uma trajetoria ¢ é chamada uma trajetoria completa se estd definida para todo R.

O dominio de defini¢do do processo multivoco P(z,t,x),t > ty, pode ser estendido de
forma natural para os valores t < ty. Quase todas as propriedades basicas sdo mantidas; a Unica
excecdo € a condi¢do de continuidade que ndo € satisfeita na forma forte da Propriedade 4 da
Definicao 18.

Para distinguir entre a funco ja definida e a extensdo a ser definida agora, a notagdo ¥(,7,x)

serd usada para a extensao.
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Definicao 21. A aplicacdo ¥ (t,t9,x): {x € X;t0 e Rt e Ryt <19} — P (X) é definida por
y € ¥(t,19,x) < x € P(19,1,y).

Note que a relagc@o entre @ e ¥ € reciproca, mas elas nio sdo funcdes “inversas” uma da
outra. (Vide propriedades da aplicacdo ¥ em [26]).
Para a demonstracdo do seguinte lema, o qual garante que as trajetorias sdo fun¢des continuas,

precisamos do seguinte resultado. Vide prova em [26, Teorema 5.2].

Teorema 22. [26] Se a aplicacdo ¥Y(7o,t9,X0) é compacta, ty > Tg entdo a fungdo Y (T,ty,x0)

é continua em T = Tg.

Lema 23. [26] Sejam ®(7,t,x) e Y (¢, T,x) funcdes de atingibilidade de um sistema de controle
generalizado e ¢ : [Ty, T1| — X uma fungdo ndo necessariamente continua tal que Ty <t, <t, <

Ty implica ¢(tp) € P(tp,14,9(t,)) entdo x = §(t) é continua.
Demonstracdo. Sejat, fixo e sejat — t,, comt,t, € [Ty, T1]. Entdo

(i) Set >ty ¢(t) € D(t,1,,0(t4)), logo, pela Propriedade 4 na defini¢do 18 temos que
() = ¢(ta)-

(i) Ser <ty ¢(t) € V(t,t4,9(24)), segue pelo Teorema 22 que ¢ (1) — ¢ (t,).

2.2 Atratores pullback de processos multivocos

Nesta secdao apresentamos alguns conceitos equivalentes relacionados com a compacidade as-
sintdtica, além disso, € definido o atrator pullback e sdo enunciados teoremas que garantem a

existéncia do mesmo. Estes resultados e conceitos podem ser encontrados em [14, 15, 29].
Definicao 24. Seja o7 = {A; :t € R} uma familia de subconjuntos de X .
1. o/ é positivamente invariante se ®(t,s,A;) C A; para todo —oo < s < T <1t < oo

2. o/ é negativamente invariante se A, C P (t,s,A;) para todo —oo < s < T <t < oo
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3. of éinvariante se ®(t,s,Ar) = A; para todo —eo < s < T <t < oo
4. o é dita ser backward limitada se os conjuntos \ J,<; A, s@o limitados para todo T € R.

E claro que <f é invariante se, e somente se, é positivamente e negativamente invariante.

Defini¢do 25. Uma familia o7 = {A, : t € R} é dita fechada (compacta, limitada) se todo

conjunto A, é fechado (compacto, limitado).
Definicao 26.

1. Um conjunto A; C X pullback atrai um conjunto B C X no tempo t se

H*(®(t,s,B),A;) = 0 quando s — —oo.

2. Uma familia o/ = {A; : t € R} pullback atrai conjuntos limitados de X se A; C X pullback

atrai todos os subconjuntos limitados em t, para cada t € R.

3. Um conjunto A; C X pullback absorve subconjuntos limitados de X se, para cada B €

B(X), existe T =T(t,B) <t tal que D(t,s,B) C A, paratodos <T.

Defini¢ao 27. Uma familia o/ = {A, : t € R} pullback absorve subconjuntos limitados de X

se, A; pullback absorve conjuntos limitados no tempo t, para cada t € R.

Definicdo 28. A familia of = {A; :t € R} ¢ dita um atrator pullback global para o processo

multivoco ® se:

1. of é compacta;

2. o pullback atrai conjuntos limitados de X ;
3. o/ é negativamente invariante;

4. of é minimal, isto é, se o/’ = {A; :t € R} € uma familia pulback atratora fechada, entdo

o C .

Definicao 29. Um processo multivoco @ é chamado pullback assintoticamente compacto se
para todo B € B(X), t € R e qualquer sequéncia t, — —oo e &, € D(t,7,,B), existe E € X e

uma subsequéncia &, — &.
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Em diante, a familia de conjuntos «# = {A; C X : ¢ € R} serd chamada de conjunto nao—

autdbnomo.

Definicao 30. Um processo multivoco ® é chamado pullback limitado dissipativo se existe
uma familia By = {Bo(t) : t € R}, com By(t) € B(X) para cada t € R que pullback absorve
subconjuntos limitados de X. ® é dito monotonicamente pullback limitado dissipativo se, além

disso, By(s) C By(t) para cada s <t.

Definicdio 31. A 6rbita v>(t,E) no tempo t para E C X é definida por:

V> (1,E) = | ®(1,5,E).

s<&

Definicdo 32. O conjunto @-limite ®(t,E) no tempo t para E C X é definido por:

o(t,E)= ()7 (t,E).

&<t

Equivalentemente, para cada t € R, podemos escrever
o(t,B) ={x € X : x, = x para algum x, € D(t,7,,B),T, — —o}. (2.1)

Lema 33. [29] Seja @ um processo multivoco pullback assintoticamente compacto. Entdo
para cada B € #B(X) e cadat € R, o(t,B) é ndo—vazio, compacto e pullback atrai B no tempo
t, isto é,

lim H*(®(1,s,B), o(t,B)) = 0.

§—s—00

O seguinte resultado fornece uma condi¢do suficiente para a existéncia de um atrator pull-

back.

Teorema 34. [29] Se existe uma familia de conjuntos compactos pullback atratora Dy, entdo a
familia de conjuntos of = {A; : t € R} definida por
A= U (D(Z‘,B)
BeA(X)
é um atrator pullback global para ®. Mais ainda, os conjuntos A; sdo compactos e A; C D;

para cadat € R.
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Lema 35. [29] Se ® possui um atrator pullback global backward limitado </ = {A; : t € R},

entdo &/ é invariante.

Lema 36. [14] Seja @ pullback assintoticamente compacto. Entdo para cada B € B(X) e
cadat € R, o(t,B) é ndo—vazio e compacto. Mais ainda, o conjunto Q(B) = {w(t,B) :t € R},

onde para cadat € R temos

pullback atrai B no tempo t.

Teorema 37. [14] Se @ é assintoticamente compacto, entdo existe um conjunto minimal fe-

chado que pullback atrai os conjuntos limitados no tempo t. Esse conjunto é dado por

K= |J o(,By).
BycA(X)

Como pelo Lema 36, o conjunto @(t,B) é compacto, ndo—vazio e pullback atrai B no tempo
t, paracadat € Re B € A(X), s6 estaria faltando provar a minimidade de K;. A ideia da prova
¢ considerar um conjunto C fechado tal que para algum #p € R, limy_,_o. H*(P(9,s5,B),C) =0

para todo B € Z(X) e mostrar que K;, C C.

Teorema 38. [14] @ ¢ pullback assintoticamente compacto e monotonicamente dissipativo se,

e somente se, © possui um unico atrator pullback backward limitado minimal fechado.
Os detalhes da prova do anterior Teorema podem ser encontrados em [14].

Teorema 39. [29] O processo multivoco ® é pullback assintoticamente compacto e mono-

tonicamente pullback limitado dissipativo se, e somente se, possui o unico atrator pullback

backward limitado </ = {A, : t € R} definido por

A= |J o@B).

BeA(X)
Demonstragdo. Pelo Teorema anterior sabemos que A, = | ] @(,B) = o(t, By(r)). Entdo
BeA(X)
Av=o(,By()c |J otB)c |J o@B)=A,
BeA(X) BeA(X)

assim a igualdade segue.

A ultima afirmacdo segue do Lema 35. U
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Teorema 40. [14] Seja (X, || -||) um espagco métrico completo, e seja ® um processo multivoco
monotonamente pullback limitado dissipativo em X com um conjunto ndo—auténomo pullback

absorvente limitado By = {By(t) : t € R}. As seguintes condigdes sdo equivalentes:
(1) @ € pullback assintoticamente compacto.
(2) Para cadat € R, w(t,By(t)) € ndo—vazio, compacto e pullback atrai By(t).

(3) Existe o atrator pullback backward limitado de ®.



Capitulo 3

Atratores pullback fracos de processos

multivocos

Para os sistemas multivocos surgindo a partir de sistemas de controle, sdo de interesse frequente,
aquelas situacdes onde apenas uma ou algumas ao invés de todas as trajetdrias satisfazem uma
determinada propriedade. Szeg6 e Treccani [31] introduziram conceitos de invariancia fraca e
atratores fracos para tais situacdes no caso autdbnomo.

Apresentaremos, nesse trabalho, com base no artigo [9], versdes pullback desses conceitos
fracos para processos multivocos. Tal como acontece com os conceitos fortes de invariincia e
atracdo também € menos restritivo aqui considerar familias de conjuntos ao invés de conjuntos
individuais.

Definicdo 41. Uma familia of = {A; : t € R} de subconjuntos compactos ndo—vazios de X é
chamada fracamente positivamente invariante para um processo multivoco @ em X se para
todo ty € R e todo xg € Ay, existe uma trajetoria ¢ : [ty,o0) — X de © com §(ty) = x¢ tal que
¢ (1) € A; para todo t > ty.

</ é chamada fracamente invariante se, para todo to € R e todo xy € Ay, existe uma trajetoria

completa ¢ com ¢(ty) =xp e §(t) € A, para todot € R.

Definicao 42. Uma familia fracamente invariante <7 = {A, :t € R} de subconjuntos compactos
ndo—vazios de X é chamada um atrator pullback fraco de um processo multivoco ® em X

se estd atraindo pullback fracamente, i.e, para qualquer ty € R,D C X limitado ndo—vazio e

15



16

toda sequéncia d, € D, existe uma sequéncia de niimeros positivos T, — o quando n — oo e

trajetorias @y, : [to — Tn,t0] — X de @ com ¢, (to — 1,) = d, tal que
Tim_dist(9(10),Ary) = 0. 3.1)

Note que um atrator pullback forte, quando existe, € também um atrator pullback fraco.
Agora, um dos nossos principais resultados serd provar que a existéncia de um atrator pull-
back fraco segue mais facilmente determinando uma familia fracamente pullback absorvente de

conjuntos.

Defini¢ao 43. Uma familia fracamente positivamente invariante 8 = {B, : t € R} de subcon-
juntos compactos ndo—vazios de X é chamada uma familia fracamente pullback absorvente de
um processo multivoco ® em X, se para ty € R e qualquer D € B(X), existe um T, p € R
tal que para cada T, > T, p e dy, € D, existe uma trajetoria @y, : [to — Tn,to] — X de P com

¢n(t0 - Tn) =dne ¢n(t0) € By,.

Note que pela invariancia positiva fraca de 4, as trajetorias ¢, podem ser estendidas, usando
a propriedade de concatenacdo dada pela Propriedade 3 na Defini¢do 18, para permanecer em

9B parat > 1y, isto &, ¢,(t) € B, para cada t > to.

Barbashin [8] mostrou a existéncia de pelo menos uma trajetéria @ : [fo,7;] — X com ¢ (79) = xo
e ¢(t1) = x| para qualquer xg e x; com x| € P(1,1,xp).Barbashin [8] também provou um re-
sultado de compacidade das trajetdrias de um processo multivoco P. A seguinte generalizacao

¢é devida a Roxin [26] (vide também [18]).

Teorema 44. (Barbashin).[26] Seja B um subconjunto compacto ndo—vazio de X e seja
On : [to,11] — X uma sequéncia de trajetorias de um processo multivoco ® com ¢,(ty) € B,
o <t € R. Entdo existe uma subsequéncia ¢,; e uma trajetoria ¢ : [to,t1] = X de @ com

0(10) € B tal que ¢,;(t) — ¢(t) quando nj — oo uniformemente em t € [to,1].

Também vamos enunciar, provar e usar outra generalizacdo deste teorema para sequéncias
de trajetdrias que pertencem a uma sequéncia de processos multivocos semicontinuamente su-

periormente convergentes ; vide Teorema 53.
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Teorema 45. [9] Seja ® um processo multivoco com uma familia fracamente pullback absor-
vente 8 = {B; : t € R}. Entdo ® tem um atrator pullback fraco maximal o/ = {A, :t € R}
relativo a 8 = {B; : t € R}, que é unicamente determinado por

Ay, ={ap € X; existe T, — o0 quando n — oo, e trajetorias @y : [ty — Tn,to] = X

(3.2)
com ¢u(1) € By parat € [tg — Tu,to] ¢ 1im 9, (10) = ao}

para cada ty € R.

Demonstragdo.
Vamos fazer a demonstracdo em quatro partes.
Existéncia e compacidade.

Fixe #p € R e tome uma sequéncia 7, — +oo quando n — . Como % é uma familia fraca-
mente pullback absorvente segue da definicdo que # é fracamente positivamente invariante,
disso, dado b, € B, existem trajetérias @, : [to — T, 0] — X com @,(7,) = b, e ¢,(t) € B; para

cadar € [fo — Ty,1o] e todo n € Z*, em particular
0u(to) € By, paracadan e Z*.

Como By, € compacto, pelo Teorema de Barbashin, existe uma subsequéncia convergente @, (to) —
ap € By,. Tomando esta subsequéncia sendo a sequéncia original em (3.2), temos que ag € Ay,
assim A;, € ndo—vazio.

Agora, para mostrar a compacidade de A, s6 precisamos mostrar que A;, € fechado pois

Aqy C By, e By, € compacto.

Suponha que a; € Ay, e ax — a* quando k — co. Entdo para cada k € Z™ existem subsequéncias
tk n — oo quando n — oo e trajetorias @ , : [fo — tx »,t0] — X com ¢ ,(¢) € B; para cada

1€ [to—tyn,to] en € Z7 tais que limy_o0 P (10) = ax. Tome ny tal que

1
| Ot (t0) — ar|| < % € it = tkn, + 1 paracadak € AR
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Entao
* * 1 *
19k (f0) = a™ | < 1|91, (t0) — arll + lax —a”|| < o+ lax —a”|| = 0 quando k — co.

Escrevemos @y = @, € fx = fy ,, entdo @ : [fo — I, o] — X com @(r) € B; para cada
t € [to—1x,t0] e k€ ZT. Além disso, fx — +oo quando k — oo com @ (ty) — a* quando k — co.

Assim a* € A, portanto A, € fechado e logo compacto.
Invaridncia positiva fraca.

Fixe fp € R e tome ag € A,,, entdo existem T, — oo e trajetérias ¢, : [to — Tn,fo] — X com @, (1) €
B, para cadat € [ty — Ty, 1] e tal que lim,, o ¢, (f9) = ap. Como A é fracamente positivamente
invariante, cada trajetéria ¢, pode ser estendida a [t) — T,,, ) tal que @,(¢) € B; para todo t > 1.
Pelo Teorema 44, aplicado sucessivamente nos intervalos da forma [fo+ N, 7y + N + 1], podemos
encontrar uma subsequéncia (diagonal) n’y — o quando k — oo e (por concatenagiio) uma tra-
jetéria ¢ de P tal que ¢, (t) — @ () € B, para cada 1 > 1o. Claramente ¢ (fy) = ap € Ay, pois a
subsequéncia original (que existe como consequéncia do Teorema 44) ¢, (f9) — ag. Pela cons-

trugdo, ¢ (1) € A; para todo ¢ > t9. Agora, como ty € R € arbitrdrio, {A,; : t € R} é fracamente

positivamente invariante.
Invaridncia negativa fraca.

Para provar a propriedade de invaridncia negativa, usamos um argumento semelhante com um
pouco mais de cuidado para todo ¢ < 1.

Fixe N € Z* e tome k suficientemente grande tal que para 7,, > N na subsequéncia de trajet6-
rias acima ¢, em % com ¢y, (fo) — aop que agora restringimos ao intervalo de defini¢do comun
[to — N, 0] C [to — Tu,,70]. Como B;,_y €é compacto, pelo Teorema 44 existe uma subsequén-
cia convergente ¢y, (t) — ¢(t) € B; para cada 1 € [to — N, ], em que ¢(r) é uma trajetéria de
&. Claramente ¢ (ty) = ag. Por um argumento de subsequéncia diagonal, nés temos uma sub-
sequéncia tal que ¢, (t) — @(r) € B para todo 1 < fo. Disso, como acima, segue que ¢ () € A;

para todo t < ty. Concatenando as duas partes de ¢ obtemos uma trajetéria completa ¢ do pro-
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cesso multivoco @ com @ (r) € A, para todo r € R. Assim {A; : t € R} é fracamente invariante.

Atragdo pullback fraca.

Fixetp € Re D C X limitado. Como % ¢ fracamente pullback absorvente para o processo multi-
voco @ em X, para todo n € Z™" existe Tiy—np € R tal que para cada k > Tiy—n.p € dy € D existe
uma trajetéria ¢y , de @ em [to — k —n,tp] com @ ,(to —k —n) =dy, e by, = G 4 (to — 1) € By,
paratodo k > T, _,pen € Z". Como £ é por defini¢do fracamente positivamente invariante,
cada ¢ , pode ser estendido indefinidamente para que ¢y ,(¢) € B; para cada r > to — n. Em par-
ticular, ¢y ,(t0) € By, que é compacto, assim, existe uma subsequéncia k, < k,4+1 — e quando
n— oocomk, > Ty _pp € knp1 > Tjy—n—1.p tal que @, ,(to) — a* € By, quando n — oo.

Escrevemos @, = @, , € Ty = k, +n, entdo @, estd definida em [ty — T, ) com @, (to — T,) =

dy € D e ¢,(ty) — a* quando n — . Por construgdo a* € A,,, assim

lim dist(¢,(f9),As,) =0

n—oo

que ¢ a Propriedade 3.1 na Defini¢ao 42. Assim {A, : r € R} estd atraindo pullback fracamente
com a familia fracamente pullback absorvente 2. Portanto .o# é um atrator pullback fraco rela-

tivo a 4. O]

Observacao 46. Um atrator pullback fraco consiste de trajetorias que existem e permanecem

em A para todo t € R, mas ndo necessariamente contém todas essas trajetorias. Veja Lema 50.

Observacao 47. Além de ser fracamente invariante, um atrator pullback fraco também é nega-

tivamente fortemente invariante, isto é, satisfaz A; C P(t,to,As,) paratodot >ty et, € R.

Observacao 48. A unicidade e maximalidade de um atrator pullback fraco ndo podem ser en-
tendidas no sentido usual, mas sim com respeito a uma familia absorvente 9 de conjuntos em
discussdo . Isto é uma propriedade intrinseca de atratores pulback fracos e ndo é contrari-
ada pela existéncia de outros atratores pullback fracos com ou sem intersectar conjuntos de
componentes, em relacdo as diferentes familias 9. Esse fato é claro nos exemplos de atra-
tores pullback fracos para equagoes diferenciais ndo—autonomas em [20, 21]. Um exemplo

semelhante para processos multivocos serd apresentado no Capitulo 5.
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A prova da seguinte propriedade basica de continuidade de um atrator pullback fraco nao é

como consequéncia imediata de definicdes como no caso forte.

Proposicao 49. [9] Seja o/ = {A; : t € R} um atrator pulback fraco. Entdo a aplica¢cdo multi-

vocat — A; € continua.
Demonstracdo. Seja of = {A; :t € R} um atrator pullback fraco. Em primeiro lugar, considere
o limite

H*(A;,A5) = 0 quando §— 1.

Se isso ndo fosse verdade, existiria um & > 0 e uma sequéncia s, — ¢ tal que
EOSH*(AI‘,AS"), I’ZEN

Vamos mostrar que isso leva a uma contradic¢ao.

Como A; é compacto, existe a, € A, tal que
H*(As,Ag,) = dist(ay,As,) < dist(ay,as,) para todo ay, € As,.

Pela invariancia fraca de <7, existe uma trajetoria ¢, com @,(t) = a, e ¢,(s) € A, para todo

s € Ren € N. Assim
H*(As,Ag,) < dist(y(2), Pn(sn)), neN.

Novamente pela compacidade de A; e pelo Teorema 44 existe uma subsequéncia de trajetorias

¢n;, que converge a uma trajetoria ¢ uniformemente no intervalo [t — 1, + 1]. Assim temos

0 < H' (Ar, A, ) <dist(0n,(6), 00, (52,))
< diSt((pnj (1), (]S(t)) —|—dist(q§(t), (]S(Snj)) +diSt(¢;<snj)7 (Pnj (Snj>)
< dist(9n, (1), 6(1)) + dist(B(1). 6sn) - sup  dist(G(s).n(5)) O

t—1<s<t+1
quando j — oo pela convergéncia uniforme da subsequéncia no primeiro e terceiro termos e
a continuidade de ¢ no segundo termo. Mas isso é uma contradi¢do. Portanto H*(A;,As) —

0 quando s — .
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Em segundo lugar considere o limite H*(A;,A;) — 0 quando s — ¢. Se isso ndo for verdade,

existiria um & > 0 e uma sequéncia s, — ¢ tal que
EOSH*(Asn,At), n € N.

Vamos mostrar que isso leva a uma contradicao.

Como Ay, é compacto, existe um a, € Ay, tal que
H*(A;,,A;) = dist(a,,A;) < dist(a,,a) para todo a € A;.

Pela invarincia fraca de <7, existe uma trajetéria ¢, com ¢,(s,) = a, e @,(s) € A, para todo

s € Ren € N. Assim
H*(As,,Ar) < dist(y(sn), Pn(1)), neN.
Agora, pela invariancia negativa forte do atrator pullback fraco (veja Observagao 47)
an €As, CP(r—1,t+1],t —1,A,_) que ¢é compacto.

Assim, podemos aplicar o Teorema de Barbashin (Teorema 44) para obter a existéncia de uma
sequéncia de trajetorias @,; que converge para uma trajetoria ¢ uniformemente no intervalo

[t — 1,7+ 1]. Portanto temos
g < H" (As,,j Ar) < diSt((])nj (Snj)a ¢nj (t))
< dist(gn, (5n,)- 9 (sn,)) + dist(§(sn,). 5(0))
< sup  dist(@;(5), @ (s)) +dist(d(sy,),0(¢)) — 0

1—1<s<t+1
quando j — o pela convergéncia uniforme da subsequéncia no primeiro termo e a continuidade

da trajetéria ¢ no segundo termo. Mas isso é uma contradi¢io portanto devemos ter
H*(A5,A;) = 0 quando s — 1.
A combinacao dos dois casos d4 o resultado desejado, i.e,

H(Az,A)) — 0 quando s —t.



Capitulo 4

Pertubacao de processos multivocos

Apresentaremos agora alguns resultados sobre a estrutura de atratores pullback fracos para pro-
cessos multivocos. O Teorema 54 mostra um tipo de comportamento semicontinuo superior
produzido pela perturbacdo no modelo.

Vamos precisar os seguintes resultados na prova do Teorema 54.

Lema 50. /9] Suponha que um processo multivoco @ tem uma familia fracamente pullback
absorvente 8 = {B, :t € R} e um atrator pullback fraco of = {A; : t € R} relativo a 2 em que
Ay, € definido como em (3.2). Entdo uma trajetoria completa ¢ de P satisfaz ¢(t) € B; para

todot € R se, e somente se §(t) € A, para todo t € R.

Demonstragdo. Seja ¢ uma trajetria completa com ¢(¢) € B; para cadat € R.

Fixe tp € R, entdo existe uma sequéncia de trajetérias ¢, : [to —n,to] — X, a saber ¢, = ¢, com
on(t) = ¢(t) € By paracadat € [to— n,tp|. Em particular, ¢, (t9) = ¢ (to) — ¢ (to) quando n — oo;
segue por (3.2) que ¢(tp) € A;,. Como 1, € arbitrdrio, temos que ¢ (¢) € A, para todo t € R.
Reciprocamente, fixe 7) € R, e suponha que ag € Ay, entdo por defini¢do existe 7, — oo e traje-

torias @, : [fo — Ty, o] — X com ¢, (1) € B; parat € [ty — Ty, fo) ©
lim ¢, (19) = ag

e como B, é compacto, ag € By, t € [ty — Ty, 1p] € o resultado segue pela arbitrariedade de 7p. [

22
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Lema 51. [2]] Suponha que H*(B,,, B) — 0 quando n — e para subconjuntos compactos ndo—
vazios B,B1,B,, .... Entdo para qualquer sequéncia b, € B,,n € 7, existe uma subsequéncia

bp; — b* € B quando nj — oo.

Demonstracdo. Seja {b,} uma sequéncia em B,, claramente, pela definicdo de Separacdo de

Hausdorff temos que
dist(b,,B) < H*(B,,B) para todo n € Z"
e como B é compacto, existe b; € B tal que
dist(bn, B) = [|bn — by |-
Novamente pela compacidade de B, existe uma subsequéncia convergente
b,, —b* €B quando n;—eo
logo como
1y = b7 (| < [|bn; = byl + [|by, — | = dist(bn;, B) + [|b,, — b||
para todo nj € Z, entdo by; — b*. O

Lema 52. [2]] Suponha que F,F¢ : X — . (X) com € > 0 sdo semicontinuas superiormente
e tais que

F&(x) C Ng(F(x)) para todo x € X,

entdo

H*(F® (x,),F(x*)) =0 quando n—
para quaisquer sequéncias convergentes x, — x* em X e €, — 0 quando n — oo.
Demonstracdo. Como x,, — x* em X, para v > 0 dado existe ky € Z tal que
wy LV v
[l — x| < 5 € 0<£n<§ para todo n > ky.
Assim,

Xn € Nyjp(x") e F(x,) C Ne,(F(xa)) C Ny j2(F(xn)) para todo n > ky.
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Agora, como F é semicontinua superiormente, existe §(v/2,x*) > 0 tal que para todo x, com

[[xn —x*[| < 8(v/2,x*) tem=se F(x,) C Ny »(F(x*)). Assim
F&(xn) C Ne, (F (xn)) € Ny j2(F (xn)) C Ny o (Ny 2 (F (x%))) = Ny (F (x"))
para todo n > max{ky /2, ks(v /2. }- O

Teorema 53. (Teorema de Barbashin Generalizado).[9]
Suponha que uma sequéncia de processos multivocos ®F converge semicontinuamente superior
a um processo multivoco @, no sentido que,

max H*(Df(1+46,t,x),P(t+0,t,x)) < € paratodot e R,x € X. 4.1)
0<o<1

e seja ¢% uma trajetoria de P em [ty,t1] tal que ¢%(ty) = xo j — xo quando €; — 0. Entdo
/!
existe uma trajetoria ¢ de @ em [ty,t1] com ¢ (ty) = xo e uma subsequéncia convergente ¢<i(t) —

¢(t) quando 8;-—>0 uniformemente em [to,t].

Demonstragcdo. Por conveniéncia, consideraremos sem perda de generalidade o intervalo [0, 1],
ao invés de [fp,1].

Temos por hipdtese que existe uma sequéncia de trajetérias ¢% de @% em [0, 1] com ¢%(0) =
xo,j — Xo quando &; — 0. Escrevemos ¢ (0) = xo, logo pela convergéncia semicontinua superior
dada por (4.1) e a semicontinuidade superior de ®(z,0, - ) uniformemente em ¢ € [0, 1] (Propri-

edade 5 na Defini¢do18), tem—se
H* (D% (t,0,x0,j),P(1,0,x0)) <H"(P%(t,0,x0,j),P(t,0,x0,;)) +H*(P(,0,x0 ), D(t,0,x0))
<ej+H"(P(t,0,x0, ), P(t,0,x9)) =0 quando £; — 0

uniformemente em ¢ € [0, 1]. Dai, para cada € > 0 e tomando €; suficientemente pequeno tem-se
¢€-i(t,0,.x07j) C Ng[(P([O, 1],0,)(0)],

para todo ¢ € [0, 1]. O conjunto ®([0,1],0,xp) é compacto pela continuidade de &(-,0,x) (isso
segue das Propriedades 1 e 4 na Defini¢@o 18), assim, a partir de ¢% (1) € ®%i([0,1],0,xp) existe
uma subsequéncia convergente ¢£}(1) =x1,; — x1 € ©([0,1],0,x0) quando &} — 0.

Escrevemos ¢ (1) = x;.



25

Afirmagdo: ¢(1) € @(1,0,xp).

De fato,

dist(9(1), ®(1,0,¢(0))) <[ (1) — 9% (1)[| +dist(9 (1), D (1,0,$%(0)))
+H(®7(1,0,6(0)), @(1,0,9(0)))
=|¢(1) — ¢ (1)[| +H*(D%(1,0,9°7(0)), (1,0, (0))),

pois gbg;'(l) € CIDE}(l,O, (])8} (0)) para trajetérias gbg;' de &%/ Sabe-se que, q)g}(l) — (1), ¢8;' 0)—
¢(0) quando &; — 0. Além disso, como as aplicagdes multivocas GDS}(I,O?-) e @(1,0,-)
sd0 semicontinuas superiormente e @8}(1,0, -) converge semicontinuamente superiormente a

@(1,0,-) devido a (4.1), segue pelo Lema 52 que
H*(9°7(1,0,6(0)),(1,0,$(0))) =0  quando &, — 0.

Assim, dist(¢(1),®(1,0,¢(0))) =0, i.e, (1) € @(1,0,¢(0)).

Considere o instante de tempo ¢ = 1/2. Repetimos o argumento acima no intervalo [0,1/2],
para construir ¢(1/2) € ©(1/2,0,¢(0)) usando a subsequéncia como acima que converge em
t=1/2,istoé, (])8;‘(1/2) =Xx1/3,; — X2 € ©([0,1],0,x0) quando €; — 0 como também em ¢ =0
et=1.

Usando esta mesma sequéncia no intervalo [1/2, 1], também obtemos ¢ (1) € ®(1,1/2,¢(1/2)).
A construgdo de ¢ (¢) para diddico, isto &, € Uy—0,12,.{p/29: p=0,1,2,...,q}, segue recur-
sivamente, tomando subsequéncias das anteriores que também convergem para 0s novos pon-

tos em consideragdo. Suponha que para um determinado g, construimos todas as trajetorias

0(p/27) tal que

p+1
¢( s )ecb
2p+

n 1 que ¢ o ponto médio do intervalo [%, I%ql] :
A construgdo de ¢ ((2p+1)/2971) com

2p+1 2p+1 p )4 p+1 p+1 2p+1 2p+1
¢(2q+1 >€¢<24+1 ﬁ‘p(ﬁ) ¢\ 2 ) €P\ o e 0 e

segue exatamente como no caso p =0e g =1, i.e, para ¢(1/2) de ¢(0) e ¢(1). Segue da

p+l p p _
( 29 7&7‘[5(@))7 P—071>27--->q—1- (42)

Considere t =

Propriedade 3 na Defini¢do 18 e da inclusdo (4.2), que temos ¢ (¢) € P(t,s,¢(s)) para todos os
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diddicos s,z € [0, 1] com s < t. Assim, o teorema é verdadeiro para o subconjunto denso menci-
onado acima.

Para o caso geral suponha, por contradi¢io, que para alguma subsequéncia (])8.;' € um correspon-
dente valor¢; € [0,1] (j=1,2,3,...) talquet; = fg e q)e;’(tj) —y# ¢(tp) quando 8;- — 0.

Se tp < 1, tomamos 7 fixado, 7g < T < 1;sefg = 1, tomamos T = 1.

Desconsiderando um nimero finito de termos, podemos assumir que 7; < 7. Assim, ¢(7) €

@ (1,;,¢% (1)) e pela semicontinuidade superior de & temos que

(])(T) S (p(f,lo,y),

€ portanto tem-se

¢(t0) = lim ¢(T) = TILI%@(TJOJ) =Y

T—1

0 que contradiz nosso suposto.
Assim a funcdo ¢ € uma trajetéria de @ com as propriedades requeridas. Em particular, a
funcdor — ¢(¢) € continua ja que ¢(¢) é uma trajetoria.

]

Teorema 54. [9] Suponha que o processo multivoco ® tem uma familia fracamente pullback
absorvente 8 = {B, : t € R} e suponha que cada processo multivoco perturbado ®¢ tem uma

familia fracamente pullback absorvente 8¢ = {B? :t € R} para € > 0 tal que

max H*(D%(t+0,t,x),P(t + 6,t,x)) < € paratodot € R, x € X. 4.3)
0<6<1

H*(BS

tO,B,O) < & paratodoty € R (4.4)
entdo o atrator pullback fraco maximal /¢ = {Af :t € R} em relacdo a J° do processo
perturbado P converge semicontinuamente superior ao atrator pullback fraco maximal </ =
{A; 1t € R} em relagdo a B de P, no sentido que

lim H*(A?

1n?
£—0 0

Ay) =0 para cada ty € R. 4.5)

Demonstracdo. Seja o = {A, :t € R} o atrator pullback fraco relativo a & dado por (3.2) no

Teorema 45 para o processo multivoco @ e seja &7¢ = {Af : t € R} o atrator pullback fraco
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relativo a %% para o processo multivoco perturbado &F.
Suponha que para algum #p € R
lim H* (AfO,AtO) #0.

£—0

Logo, existe um 7y > 0 e uma subsequéncia £; — 0 quando j — oo tal que

H*(A;

1o

A,)>1o  para todo jEZT. (4.6)

Vamos mostrar que isso leva a uma contradi¢do.

Seja a® € Afg tal que dist(a®,A,)) = H* (Af({,A,O), entdo dist(a®,A,,) > no para j € Z*. Isso
€ possivel pois Afoj ¢ compacto. Pelo Lema 50 existe uma trajetéria completa ¢ do processo
multivoco perturbado ®% tal que ¢ (1) € A;’ C B,’ para cada r € R com 9% (1y) = a®.

Como Bti" e By, sdo compactos e por (4.4) H* (Bf(f,B,O) — 0 quando &; — 0, segue pelo Lema

51 que existe uma subsequéncia convergente
e _ 1€ = !
a® =@ i(ty) — do € By, quando €;—0.

De (4.6) tem—se que
dist(ao,Asy) > Mo/2. 4.7)

Pelo Teorema 53 (Teorema Generalizado de Barbashin) aplicado ao intervalo [ty, %y + 1], existe
uma trajetéria ¢ de @ em [fo, 7o + 1] com ¢ (fy) = do e uma subsequéncia ¢ com ¢€ 7 (r) —
¢(r) quando €”; — 0 uniformemente para 7 € [f,7) + 1]. Além disso, pelo Lema 51 ¢ () € B,
para cada r € [ty,1p + 1]. Repetimos esta constru¢do em sucessivos subintervalos [tg + n,f +
n+1],n=1,2,3, - para obter uma trajetéria ¢ de @ em [ty,) e uma subsequéncia diagonal
(denotada como antes) ¢€'7 com ¢€i(t) — ¢ (1) € B, quando " ; — 0 para todo € [tg, o).
Também podemos trabalhar backwards no tempo em sucessivos subintervalos

[to—n— 1,19 — n] para n=1,2,3,--- para obter uma trajetéria ¢ de @ em (—oo,#y] com
¢ (1o) = @ e ainda mais uma subsequéncia diagonal (denotada como antes) ¢/ com ¢8.7 (1) —
¢ (1) € B, quando €”; — 0 para todo 1 € (—oo, ).

Assim ¢ é uma trajet6ria completa do processo multivoco sem perturbagdo @ com ¢(t) € B,

para cada t € R. Pelo Lema 50 segue que ¢(7) € A, para cadat € R. Em particular ¢ (z) € A,,.

No entanto, isso ¢ uma contradi¢do com (4.6) e (4.7). Portanto Af converge semicontinuamente
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superiormente a A;, i.e,

lim H* (A2
£—0 ( fo?

A,) =0  para cadafy e R.

]

A seguinte condic¢do estrutural no processo multivoco ndo perturbado @ fornece uma con-
dicdo simples para X = R assegurando a existéncia de uma proximidade uniforme da familia
fracamente pullback absorvente.

Suponha que % = {B; : t € R} é uma familia de subconjuntos compactos ndo—vazios de R? e
que existe y: RT — [0, 1] tal que

yeggti}tlo’x) dist(y, B;) < y(t —to) dist(x,B;,) para todo x € RY 1 >1y em R,
e que para todo conjunto D limitado e todo tempo ¢ fixado

lim y(r — 1) supdist(x,B;,) = 0.

lp——o° xeD

Podemos pegar N [B;] := {x € RY : dist(x, B,) < &} para todo £ > 0 suficientemente pequeno.

Entdo a familia N [B;] é fracamente positivamente invariante e fracamente pullback absorvente.



Capitulo 5

Exemplos

5.1 Exemplos

Os seguintes exemplos podem ser encontrados em [9].
Exemplo 1:

Nosso primeiro exemplo envolve um processo multivoco ndo—autonomo gerado pela inclusao
diferencial nao—autonoma

{—=x} ser<O,
x € F(t,x) = xeR.

{—=x,0} ser>0,

O processo multivoco aqui € dado por

.
Xoe_([_t()) setg <t <0, xy€R,

D(t,10,x0) := [X()e_(t_to),)q)] se 0 <ty<t, xg>0,

[x0,x0e~ 7)) se 0 <t <1, x0<0,
\

e a composicdo destes casos. A familia o/ = {A; :r € R} com A; = {0} para todo r € R é forte-
mente invariante, logo fracamente invariante. Alem disso, ./ € um atrator pullback fraco rela-

tivo a qualquer familia absorvente % = {B, : t € R} com conjuntos componentes B; = [—R, R]

29
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para todo ¢t € R e qualquer R > 0.
De fato, dado R > 0, temos que para cadat € R, A; C B;. Por outro lado, podemos achar uma
sequéncia T, — o0 quando n — o ¢ trajetdrias @, : [fo — Ty, 7] — X tais que ¢, € [—R, R] (pois

On(t) € D(t,s,¢0(s))) parat € [to — Ty, o] € lim, e @, (fo) = O para cada tp € R.

Exemplo 2:

Como um segundo exemplo, consideramos o processo multivoco ndo—auténomo gerado pela

inclusao diferencial

—X set <0,
x € F(t,x) = =

{=x,1} set>0.
O processo multivoco aqui € dado por

.
{)C()ef(tfto)} sety <t <0,

{x0} se 0 <1 =t,
(I)(l,to,X()) =
[er—(t—fo),x0+t —19] se0<ty<t, xg> =

e[07t71 Y

\ [xo 41 —19,x0¢ 0] se 0 <ty <t,x9 < ezotj—tto_lv

e a composicdo desses casos. A familia &7 = {A; : r € R} com A; = {0} para todo r € R
¢ fracamente invariante pois para cada fp € R € possivel achar uma trajetéria completa ¢
tal que @(r9) = 0, mas, neste caso, &/ ndo é fortemente invariante porque P(z,7,0) # 0 se
0 <1y <t. Por outro lado, .27 é um atrator pullback fraco relativo a qualquer familia absor-
vente 8 = {B, :t € R} com conjuntos componentes B, = [—R,R] para todo ¢ € R e qualquer

0 <R < 1. Este fato segue anédlogo ao feito no Exemplo 1.
Exemplo 3:

Nosso terceiro exemplo ilustra a ambiguidade quanto a existéncia e unicidade de atratores pull-

back fracos aludidos na Observagdo 48. Ele € baseado na inclusdo diferencial nao—auténoma

¥ € F(t,x) :=[—1,1], x€eR,



31

e o processo multivoco associado
D(1,t9,x0) = [xo —t +19,x0 +1 —to], o <t, xgp €R.

Aqui cada familia &7 = {A; :t € R} com A; = [R},R;| para todo t € R é fracamente mas ndo for-
temente invariante para qualquer Ry < R em R, isto é claro porque dado 7y € R e xp € [R1,R;]
podemos achar uma trajetéria definida em todo R tal que ¢ (zp) = xp e ¢(¢) € [R1,R,] para todo
t € R ja que @(t,19,x0)(\[R1,R2] é ndo—vazio, mas evidentemente P(t,t,[R1,R2]|) # [R1,R2]
parat # tg.

A familia ./ é um atrator pullback fraco com respeito a uma familia absorvente definida igual
a si mesma, i.e, Z = {B; : t € R} com conjuntos componentes B; = A; paratodo t € R,

isto segue diretamente da Defini¢do 3.2 no Teorema 45 e do fato ®(¢,t9,x0)(\[R1,R>] ser ndo—

vazio.

Exemplo 4:

Um quarto exemplo mostra uma familia atratora dependendo do tempo com um atrator pull-

back fraco no tempo. Considere a inclusdo diferencial

Pt = {—x+1t} set<0,.
{—=x+t,—x} set>0
Assim
{(xo+1—19)e "0 41 —1} setg <t <0,
D(t,10,%0) 1= [xoe~ ), (xg+ 1 —19)e=—0) 41 —1] se 0<19<t,
[(xo+1—19)e0—1)e " (xo+1—1g)ee "+t —1] setop<0<r,

Observe que a familia o = {A, :t € R} com A, = {t — 1} para todo t € R claramente é fra-
camente invariante pela defini¢do de &, mas ndo é fortemente invariante pois D (t,t9,t0 — 1) #
t—1parat #t.

</ e um atrator pullback fraco.

De fato, sejam 7o € R, D C R limitado e {d, },cn uma sequéncia em D. Como para cada n € N,
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d, € R e como ¢,(t) € P(t,s,¢0,(s)), podemos definir ¢, : [to — Ty,70] = R, 7, — oo tal que
On(to — Ty) = dp, além disso, como dist(zg — 1, P(fg,s,0)) — 0 quando s — #( o resultado segue.

Exemplo 5:

Nosso quinto exemplo baseia—se na inclusdo diferencial nio—autdonoma

{2tx} set <0,
x € F(t,x):= xeR.

{2tx,4tx} set > 0.

O processo multivoco associado

(
2_2
{X()e(t 7t0)} setyg <t<0,

. 2_.2 2_ 42
D(t,t0,x0) := [xoe? ), xgel 0] se0<1y<t, xp<O0,

2_2 2_2
[xoe %), xqe?"=0)] se 0 <ty <t, x9>0,

e a composicdo destes casos. Aqui cada familia &7 = {A; : t € R} com A; = {0} para todo
t € R ¢é fortemente e logo fracamente invariante porque ®(z,#,0) = 0 para cada fp < ¢. Além
disso, .7 é um atrator pullback fraco global, isto segue usando um argumento semelhante ao do

Exemplo 4 ja que lim,,_,, dist(0, ®(z,7,0)) = 0.

Exemplo 6:

N6s finalizamos com um exemplo envolvendo oscilacdes peneperiddicas (vide [13]), que pode
ser encontrado em Krasnosel’skii et al. [23](cf. capitulos 10.5 e 11.7). Em particular, este exem-
plo ilustra num contexto ndo—autdbnomo como se pode achar sistemas em que o comportamento
assimptotico ndo € s6 determinado por um conjunto invariante compacto que atrai todos os sub-
conjuntos limitados do espaco fase e que € independente do tempo (o atrator global usual). Ao
invés, este comportamento limite precisa ser determinado por uma familia de conjuntos depen-
dente do tempo (ou seja, um atrator fraco tal como foi introduzido na nossa teoria) que sdao
construidos utilizando uma técnica pullback.

Este exemplo é apresentado para mostrar uma aplicacdo da teoria desenvolvida e os detalhes
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podem ser encontrados em [9]. Seja K um cone fixado dado de R¢ e considere a familia de

problemas
dx
E+A(I,H)X:g(t,X), HGR, (51)

onde assumimos que A(-,-) é continuo em ambas varidveis, e para cada pardmetro u fixado,
A(-, ) é peneperiddico e ndo—negativo em relagdo ao cone K, e g é uniformemente concava em
K com g(¢,0) =0.

Se para certos valores de u, a fun¢do de Green associada ao operador d/dt +A(-, 1) é forte-
mente positiva ou fortemente negativa em relacdo a K e existem sub e super solu¢des nio nulas

limitadas peneperiddicas, entdo existe por [23, teorema 10.6] uma tnica solucdo peneperiddica

*

u
Além disso, por [23, Teorema 11.7] esta solugdo € assintoticamente estavel no cone, i.e, a solu-

X;, entre essas sub e super solugdes.

* no sentido forward

¢do xy (t,70,X0) de (5.1) a partir de xo € intK no tempo ¢, € atraida por Xy

Tim [x,, (¢, 9,%0) —x, (1)| = 0.

*

De fato, a solucado Xy

€ construida em termos de atragcdo pullback

tglllw | (,10,%0) — x, ()] = 0, para cadat fixado.
Agora suponha I* sendo o conjunto compacto maximal de pardmetros tal que para u € I* a

*

u
um conjunto compacto tal que para u € I — I ndo existe tal solucido peneperiddica.

equacdo (5.1) possui uma solucdo peneperiddica x;; como nos indicamos anteriormente e seja /
Agora considere a seguinte inclusio diferencial que surge de problemas de incerteza paramé-

trica

% € F(t,x), (5.2)
onde F(t,x) = Uuer{A(1,t)x+g(t,x)} e considere a aplicagao de atingibilidade definida como
de costume, por
D(1,10,x0) = {x(¢)|x(-) é uma solugdo de (5.2) tal que x(zp) = xo}.
A familia de conjuntos compactos ndo vazia A; = Uyer{x},(¢)}, t € R € invariante fracamente e

atrai pullback fracamente para o processo multivoco ®. No entanto, vale a pena mencionar que

esta familia ndo pode dar uma descri¢do de toda a dindmica.
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5.2 Uma relacao entre atratores forte e fraco

Nesta sec¢do, que foi baseada em [22], consideramos a relacdo entre atratores globais (no sen-

tido forte) e atratores fracos.

Definicao 55. Um processo multivoco O estd contido num outro processo multivoco ® se
O(t,19,x0) C D(t,t0,x0)
paratodot >ty em R e todo xy € X.

Lema 56. [22] Se o é um atrator pullback global estritamente invariante compacto para o
processo O e se O estd contido no processo multivoco @, entdo </ é um atrator pullback fraco

para P.

Demonstracdo. Seja D um conjunto limitado, como por hipdtese 7 € um atrator pullback

global para o processo multivoco @, entdo
H*(O(t,s,D), o) — 0 quando s — —oo.

Logo para cada sequéncia d, € D existe uma sequéncia de nlimeros positivos T, — o quando
n — oo ¢ trajetorias @, : [to — Ty,%0] — X de O (e logo de ®) com @, (tp — T,) = d, tal que

lim dist(¢,(t),</) =0.

n—syeo

Assim, o7 estd atraindo pullback fracamente. Agora falta provar que .o/ € fracamente invariante.
Como &7 € estritamente invariante com respeito a @, para qualquer xy € .2/ podemos escolher
Y_1,Vk € & paracadak > 1 talque xo € O(t,1,y_1) C P(r,1,y_1),y1 € O(t,1,x9) C P(1,1,x0)
ey ki1 €0O(t, 1,y ) CP(t, 1,y 1),y €O, 1,y 1) C P(t,1,y;_1) paracada k > 2.

Assim, existem trajetdrias ¢_(¢) e ¢(¢) de @ nos intervalos [—k,—k+ 1] e [k — 1,k| respec-
tivamente para k > 1. Concatenando estas trajetérias obtemos uma func@o ¢(¢) definida em R

que pela Propriedade 3 na Defini¢ao 18 claramente ¢ € uma trajetéria de ®. ]
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