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“Nessa estrada nao nos cabe conhecer ou ver o que vird. O fim dela ninguém sabe bem
ao certo onde vai dar. Vamos todos numa linda passarela de uma aquarela que um dia

enfim descolorird...”

Toquinho



Resumo

A Teoria Fasorial Cléassica remonta ao trabalho pioneiro de Charles Proteus Steinmetz no
estudo de circuitos elétricos de corrente alternada. Segundo Steinmetz, um fasor classico
ou estatico é um nimero complexo que representa uma funcao senoidal cuja amplitude,
fase e frequéncia angular sao constantes e transforma equacoes diferenciais ordinarias com
coeficientes constantes, que por sua vez sao modelos para circuitos elétricos de corrente
alternada, em sistemas lineares com coeficientes complexos. Quando a amplitude, a fase
ou a frequéncia angular nao é mais constante, a teoria sobre os fasores deve ser adaptada
de modo a preservar os resultados classicos. Nesta nova teoria, que lida com uma grande
classe de fungoes, e nao apenas as fungoes senoidais, o fasor ¢ denominado dinadmico ou
fasor varidvel no tempo. Seguindo esta linha, o principal objetivo deste trabalho é apre-
sentar trés novas teorias sobre fasores dindmicos construidas a partir de transformadas
integrais, a saber, a transformada de Fourier de curto termo, a transformada generali-
zada de Laplace e a transformada de Hilbert. Mais precisamente, os fasores dinamicos
surgem através de operadores lineares injetores entre espacos vetoriais adequados e tém

propriedades semelhantes as dos fasores dindmicos usualmente encontrados na literatura.

Palavras—chave: Fasor estatico, Fasor dinamico, Transformada de Fourier de curto
termo, Transformada generalizada de Laplace, Transformada de Hilbert, Frequéncia va-

ridvel.
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Abstract

The Classical Phasor Theory goes back to the pioneer work of Charles Proteus Steinmetz
in the study of alternating current electrical circuits. According to Steinmetz, a classical
or static phasor is a complex number that represents a sinusoidal function whose ampli-
tude, phase and angular frequency are constants and it transforms ordinary differential
equations with constant coefficients, which are models for alternating current electrical
circuits, in linear systems with complex coefficients. When either amplitude, phase or
angular frequency is no longer constant, the phasor theory must be adapted in such a
way to preserve the classical results. In this new theory, which deals with a large class
of functions rather than only sinusoidal functions, the phasor is called dynamic or time-
variable phasor. Following this line, the main objective of this work is to present three new
theories about dynamic phasors built from integral transforms, namely, the short-term
Fourier transform, the generalized Laplace transform and the Hilbert transform. More
precisely, the dynamic phasors arise through injective linear operators between suitable
vector spaces and they have similar properties to those of the dynamic phasors usually

found in the literature.

Keywords: Static phasor, Dynamic phasor, Short-term Fourier transform, Generalized

Laplace transform, Hilbert transform, Variable frequency.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de circuitos elétricos lineares de corrente alternada envolve calculos com solucoes
de equagoes diferenciais ordinarias lineares com coeficientes constantes. A fim de simpli-
ficar tais calculos, principalmente aqueles relacionados com a poténcia instantanea, criou-
se o conceito de fasor como uma alternativa mais simples para o estudo de modelos

desses circuitos.

Na literatura, ha dois tipos de fasores, o fasor estatico e o fasor dindmico, cada qual
com sua funcao e suas propriedades. Uma vez que os fasores estaticos e dindmicos tém
ampla aplicagao na Teoria de Circuitos Elétricos, este trabalho foi motivado pela
necessidade de unificar tais conceitos por meio da Teoria de Operadores Lineares,

incluindo as transformadas integrais. Assim, os principais objetivos sao:

1. Revisitar a Teoria Fasorial Classica sob um ponto de vista matematico mais
moderno tendo em conta que, embora tal teoria seja bem estabelecida, é possivel

trazé-la para o século 20 utilizando conceitos simples da Algebra Linear;

2. Apresentar trés novas contribuicoes a Teoria Fasorial Dindmica, todas com algo

em comum: a construcao dos fasores dindmicos a partir de transformadas integrais.

E importante enfatizar que o escopo deste trabalho ndo inclui medicdes fasoriais,

modelagens e simulagoes utilizando fasores dindmicos, algoritmos de estimagao de fasores



e frequéncia e analise transitoria de sistemas elétricos de poténcia. No entanto, as teorias

apresentadas aqui podem significar novas metodologias para tratar estes assuntos.

Este capitulo introdutério contém o contexto histérico dos fasores, uma revisao bibli-
ografica dos trabalhos mais relevantes sobre os fasores dindmicos, um resumo das con-
tribuigoes da tese e dos contetidos dos demais capitulos e as notacoes empregadas no

texto.

1.1 Contexto Historico

O uso de fasores na analise de circuitos elétricos lineares de corrente alternada foi intro-
duzido pelo alemao Charles Proteus Steinmetz em 1897. No entanto, alguns documentos
encontrados na literatura mostram que o desenvolvimento da teoria sobre fasores teve
duas tentativas anteriores a Steinmetz, a primeira com o fisico e matemético James Clerk

Maxwell e a segunda com o engenheiro eletricista e matematico Oliver Heaviside [2].

Em 1868, Maxwell apresentou, pela primeira vez, a solucao de um modelo de um
circuito elétrico RLC em série, alimentado por uma fonte de tensao senoidal alternada.
O interessante ¢ que a forma como Maxwell encontrou a solucao revela uma antecipagao
do uso dos numeros complexos na analise de modelos de circuitos elétricos. Este estudo
resultou em um artigo apresentado na reuniao do AIEE (American Institute of Electrical
Engineering) [3], [19]. Posteriormente, em 1893, Heaviside teve um artigo publicado pela
Royal Society of London, no qual ele utilizava a mesma relagao empregada por Steinmetz
em sua teoria sobre fasores [13]. No entanto, estes estudiosos aparentemente nao con-
heciam o trabalho um do outro. Este é um fato curioso, uma vez que ambos viveram na

mesma época e deram contribuigdes significativas a engenharia elétrica [2].

Steinmetz era mateméatico e engenheiro eletricista e ficou muito conhecido por suas
contribuigoes ao estudo dos circuitos de corrente alternada e dos transitoérios elétricos.
Seu livro Theory and calculation of alternating current phenomena, publicado em 1897,

tornou-se uma grande referéncia para os engenheiros da época [4].



Segundo a Teoria Fasorial Classica desenvolvida por Steinmetz, um fasor classico
ou estatico é um namero complexo que representa uma func¢ao senoidal cuja amplitude,
frequéncia angular e angulo de fase sao ntmeros reais. Basicamente, o principal objetivo
do fasor é transformar equagoes diferenciais ordinarias com coeficientes constantes, que sao
modelos para circuitos lineares de corrente alternada, em sistemas lineares com coeficientes
complexos. Assim, os fasores forneceram uma abordagem para a analise de circuitos
lineares de corrente alternada em regime permanente, uma vez que varios resultados
empregados na analise de circuitos lineares de corrente continua, que sao modelados por
sistemas lineares com coeficientes reais, foram adaptados para os circuitos lineares de
corrente alternada, como o Teorema de Thévenin, o Teorema de Norton e o Teorema

da Superposigédo [4].

E importante ressaltar que a introducao do conceito de fasor, no final do século XIX,
eliminou boa parte das davidas dos engenheiros ao passar do estudo de circuitos de cor-

rente continua para o estudo de circuitos de corrente alternada [4].

Durante muito tempo, o conceito de fasor foi empregado apenas em analises de cir-
cuitos elétricos lineares de corrente alternada em regime permanente. Contudo, alguns
estudos mais recentes romperam com este paradigma e apresentaram novas teorias, que
tratam o fasor como uma funcao complexa e variavel no tempo, fornecendo uma nova
abordagem para a analise transitoria de circuitos elétricos. Estas teorias, nas quais os
fasores sao chamados de din&micos ou variaveis no tempo, estendem os resultados as-
sociados com os fasores classicos e tratam de uma ampla classe de fungoes, nao apenas

senoidais.

1.2 Revisao Bibliografica

Existem algumas teorias importantes sobre os fasores dinamicos. Uma delas é encontrada
no artigo Generalized Averaging Method for Power Conversion Circuits [22], publicado em
1991. Nesse artigo, os fasores dinamicos sao essencialmente coeficientes variaveis no tempo

de uma série de Fourier generalizada (veja Secao 4.1). Nas aplicagbes, tais coeficientes



representam as grandezas fisicas (ou elétricas) de modelos de sistemas elétricos de poténcia
e sao determinados através de um método de média generalizada. Os autores mostraram
que este método é aplicavel a uma classe muito mais ampla de modelos de circuitos e

sistemas.

Em 1994, no artigo intitulado Tools for dynamic analysis of the general large power
system using time-varying phasors [29], Venkatasubramanian apresentou o fasor dinadmico
através de um operador linear e bijetor entre espagos vetoriais apropriados, o que garante
que as equagoes obtidas pelas Leis de Kirchhoff e as equagoes de balanco de poténcia
podem ser escritas na notacao fasorial. Mostrou-se que este fasor dindmico pode ser
utilizado na anélise transitéria de modelos de circuitos elétricos lineares com excitagao

senoidal e que as propriedades de estabilidade sao mantidas no dominio fasorial.

Em ambas as teorias citadas anteriormente, os fasores dindmicos tém uma propriedade
derivativa ttil que generaliza a mesma propriedade dos fasores estaticos e transforma mo-
delos de elementos lineares de circuitos elétricos, como resistores, capacitores e indutores

em equacoes diferenciais lineares complexas.

Em Teoria da Comunicagio, os fasores dinamicos sao utilizados ha algum tempo
no contexto da modulacao de sinais. Neste caso, a formulacao envolve certos conceitos
matemaéticos, como transformada de Hilbert e sinal analitico. Inspirado nestes con-
ceitos, o artigo [10] propoe uma abordagem diferente para modelar sinais de transitorios

eletromecénicos de sistemas de poténcia através da transformada de Hilbert.

Os fasores dinamicos também desempenham um papel importante na modelagem e
anélise da dinamica de sistemas elétricos, por exemplo, de maquinas elétricas e sistemas
LCC-HVDC [8], bem como no estudo da estabilidade [9]. Embora nao seja o foco deste
trabalho, destaca-se o interesse recente em estimacao de fasores e frequéncia devido a
importancia dessas quantidades na analise de sistemas elétricos de poténcia. Em geral,
isso é feito através de um dispositivo chamado PMU (Phasor Measurement Unit) que
¢é responsavel pela coleta de dados e aplicagao de algoritmos de estimagao, sendo am-
plamente utilizados aqueles baseados em DFT (Discrete Fourier Transform) e métodos

nao DFT, como Filtros de Kalman, mas também existem outros utilizando aproximagoes



por polinémios. Em particular, este ultimo método tenta corrigir algumas deficiéncias
na estimativa fasorial dinamica. O leitor interessado neste assunto pode consultar [28] e
suas referéncias. Também destaca-se o trabalho [12], que aborda a utilizagao de fasores

dindmicos no novo software brasileiro ANAHVDC.

1.3 Contribuicoes do Trabalho

Como citado anteriormente, existem algumas construgoes dos fasores dinamicos na lite-
ratura, porém ainda ha espago para uma discussao sobre este assunto, uma vez que os

trabalhos encontrados na literatura, sobretudo [22], nao tém o rigor matematico desejado.

A seguir, apresenta-se um resumo das contribuicoes deste trabalho, sendo o principal

foco o estudo dos fasores dinamicos.

A primeira contribuicao é dada na Secao 2.3, na qual os sinais de poténcia sao apre-
sentados em um contexto de Algebra Linear. Outra contribuico ¢ dada na Secéo 3.2 com
a Teoria Fasorial Classica, tal como em |7], sendo reescrita a partir de um operador

linear bijetor.

E conhecido que as transformadas de Fourier e de Laplace sdo operadores lineares
injetores entre espacos vetoriais apropriados e ampliam a nocao de fasor estatico, aumen-
tando a classe de funcoes que admitem a representacao fasorial classica. Seguindo nesta
linha, mostra-se que existem outras transformadas integrais que desempenham um papel

andlogo na Teoria Fasorial Dindmica. Tais contribui¢oes sao apresentadas no Capitulo

D.

Na Segao 5.1, estuda-se a transformada de Fourier de curto termo e, embora ela seja
bem conhecida, nossa principal contribui¢ao é fornecer uma nova construcao que permite
derivar outra teoria de fasores dinamicos, uma abordagem nao encontrada na literatura.
Através de certos resultados, mostra-se que a transformada de Fourier de curto termo é
dada por um operador linear entre espacos vetoriais adequados a partir dos quais é possivel
construir o fasor dindmico com suas propriedades essenciais, mais especificamente, aquelas

apresentadas em [22] e [29].



Na Segao 5.2, apresenta-se a transformada generalizada de Laplace, uma variacao da
transformada de Laplace construida neste trabalho. Analogamente, mostra-se que tal
transformada, dada por um operador linear entre espacos vetoriais apropriados, também
preserva as principais propriedades dos fasores dindmicos das referéncias [22] e [29]. Além

disso, ainda oferece a vantagem de trabalhar com as condigoes iniciais do modelo.

Finalmente, na Se¢ao 5.3, apresenta-se um fasor dindmico generalizado dado por um
operador linear entre espagos de Banach e com a frequéncia variavel no tempo. Tal
fasor é construido a partir da transformada de Hilbert e, com base nas propriedades
desta, é possivel mostrar que o fasor generalizado também preserva as propriedades dos
fasores dindmicos usuais. Para completar, estudam-se algumas implicacoes da variacao
de frequéncia em uma aplicacao que, no caso da Teoria Fasorial Classica, coincide
com o modelo de poténcia complexa em circuitos elétricos de corrente alternada. O leitor
pode observar que existe uma teoria semelhante no apéndice de [22]|, onde os autores
estudam fasores dindmicos com frequéncia variavel no tempo através da série generalizada
de Fourier, mas o estudo aqui segue um caminho diferente. Além disso, em nossa cons-
trugao, as fungoes nao precisam ter certas propriedades envolvendo a transformada de

Fourier como em [29].

1.4 Contetdo dos Capitulos

O trabalho esta dividido como segue. O Capitulo 2 trata de alguns conceitos basicos
da Teoria de Circuitos Elétricos, tais como as poténcias ativa, reativa e complexa.
Sob um ponto de vista matematico, mostra-se que as poténcias podem ser estudadas no

contexto da Algebra Linear.

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo dos fasores estaticos. Apresentam-se revisoes bibli-
ograficas sobre a abordagem fasorial classica e as abordagens através das transformadas
de Fourier e de Laplace. Além disso, apresenta-se uma abordagem mais moderna, na qual

o fasor estatico é estudado no ambito da Teoria de Operadores Lineares.



No Capitulo 4 apresentam-se a defini¢cao do fasor dindmico e as duas principais teorias
encontradas na literatura a respeito deste fasor.

O Capitulo 5 contém as contribui¢des mais significativas do trabalho, trés novas teorias
sobre os fasores dindmicos obtidas a partir de transformadas integrais, a saber, a transfor-
mada de Fourier de curto termo, a transformada generalizada de Laplace e a transformada
de Hilbert.

Este trabalho é finalizado com as principais consideragoes nas Conclusoes.

1.5 Simbolos e Notacoes

Esta secao apresenta algumas notagoes e simbolos utilizados neste trabalho com o objetivo
de facilitar a leitura e a compreensao do texto.

Por simplicidade, utiliza-se o termo “sinal” para representar uma funcao que modela
uma grandeza ou um fendmeno fisico. Por exemplo, as expressoes “sinal de tensao” e
“sinal de corrente” sao empregadas para func¢oes que modelam a tensao e a corrente em
um circuito elétrico, respectivamente.

As letras latinas maitusculas em negrito sao usadas para denotar o sinal de potén-
cia complexa e os fasores, sejam eles estaticos ou dinamicos. Tais fasores sao obtidos,
na maioria das vezes, a partir de transformacoes lineares chamadas aqui de operadores
lineares. Além disso, como os fasores dinamicos podem ser vistos como uma generaliza-
¢ao dos fasores estaticos, em muitos momentos no texto utiliza-se a mesma notacao para
ambos e para os correspondentes operadores lineares.

Em matemética, ¢ usual denotar a unidade imaginéria v/—1 por i. No entanto, em
engenharia, a letra ¢ é utilizada para representar a corrente elétrica. Assim, para evitar
ambiguidades, denota-se j = /—1.

Ao longo do texto, aparecem expressoes sobre a classe de diferenciabilidade de uma
fungao. Se U é um conjunto aberto e F é R ou C, entdo C*(U, F), denota o conjunto de
todas as fungdes continuas que possuem derivadas (ordinérias ou parciais) continuas até
ordem k, sendo £ > 0 ou k = co. Os demais conjuntos ou espacos vetoriais estudados sao

definidos ao longo do texto.



Capitulo 2

Conceltos Preliminares

Neste capitulo, sao apresentados alguns conceitos da Teoria de Circuitos Elétricos.
Em particular, sao introduzidos os elementos lineares basicos, resistores, capacitores e
indutores, bem como os diferentes tipos de poténcias, ativa, reativa e complexa. Diferen-
temente da maioria dos livros bésicos, o enfoque aqui é mais matematico em uma tentativa
de diferenciar os elementos lineares e as poténcias de seus correspondentes modelos mais

simples. No final do capitulo, prepara-se o terreno para a introdugao dos fasores estaticos.

2.1 Circuitos Elétricos

Um circuito elétrico é um conjunto de componentes elétricos interconectados, tais como,
resistores, indutores, capacitores, fontes de tensao e corrente, dentre outros. O tamanho
e o comportamento dos circuitos elétricos variam muito, pois dependem dos seus com-
ponentes e da forma como eles estao organizados. A Teoria Cléassica de Circuitos
Elétricos trata do comportamento qualitativo e quantitativo de certas grandezas fisicas,
como tensao, corrente e cargas elétricas, em circuitos elétricos constituidos de conexoes

em série ou em paralelo de diversos componentes.

Do ponto de vista matematico, as grandezas fisicas sao representadas por funcoes do

tempo, chamadas de sinais, e os circuitos elétricos sao modelados, em geral, por equagoes



diferenciais. Neste sentido, a analise de circuitos elétricos se resume ao estudo da dinamica
dada por equacgoes diferenciais. Estas equacoes diferenciais podem ser ordinarias, nos
casos mais simples, parciais, por exemplo, em estudos de linhas de transmissao, ou mesmo

fracionarias, como em [26].

Existem quatro grandezas fisicas fundamentais na teoria de circuitos elétricos que sao

modeladas pelas seguintes variaveis ou fungoes:

1. v =(t): sinal de tensdo elétrica;

2. i =i(t): sinal de corrente elétrica,

3. ¢ = q(t): sinal de carga elétrica;

4. ¢ = p(t): sinal de fluxo magnético,

nas quais a variavel independente ¢t € R representa o tempo.

Combinando pares desses sinais, obtém-se seis relagoes, sendo as cinco primeiras mais

conhecidas:

1. (q,7) : dqg = idt;

2. (p,v) 1 dp = vdt;

3. (v,i) : dv = Rdi (Lei de Ohm);

4. (p,i) : dp = Ldi (Equagdo do Indutor);

5. (¢,v) : dg = Cdv (Equag8o do Capacitor);

6. (¢,¢) : dp = Mdq (Equagdo do Memristor).
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As relagoes 3, 4 e 5 tém origem na defini¢ao das propriedades de trés elementos basicos
ou fundamentais de circuitos elétricos de dois terminais, a saber, a resisténcia R, definida
pela relacao entre v e i, a indutancia L, definida pela relagao entre ¢ e i e a capacitancia

C, definida pela relacao entre g e v.

A tltima relagao ainda é pouco explorada na literatura. Em 1971, Leon O. Chua,
baseado na simetria que deveria haver entre as grandezas fisicas citadas, conjecturou a
existéncia de um quarto elemento de dois terminais que define a relacao entre a carga
elétrica e o fluxo magnético de maneira similar a relacao entre a tensao e a corrente em
um resistor. Este elemento foi chamado de memristor, algo como um resistor com memoéria

6].

A Figura 2.1 apresenta os quatro elementos fundamentais de circuitos elétricos de dois

terminais e sintetiza as relagoes entre eles [25].

Resistor Capacitor
dv = Rdi dq = Cdv

Indutor Memristor

dp = Ldi dp = Mdq

Figura 2.1: Simbolos dos elementos fisicos fundamentais na teoria de circuitos elétricos e

suas relagoes matematicas.

O memristor possui algumas peculiaridades se comparado aos demais elementos. En-
quanto os resistores, indutores e capacitores sao representados, nos casos mais simples, por

modelos lineares e invariantes no tempo, o memristor apresenta uma relagao nao linear
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entre a corrente e a tensao. Essa relagao é caracterizada pela propriedade conhecida como
memristéncia e denotada por M = M(q). No caso em que M é constante, a memristéncia
¢é idéntica a resisténcia.

Considerando a relagdo dp = Mdq, M = M/(q), pode-se dizer que o memristor é
um dispositivo cuja resisténcia varia conforme o fluxo de cargas elétricas. Além disso,
ele mantém seu nivel novo de resisténcia quando nao hé circulagao de corrente elétrica
através do elemento [4]. Varias aplicagdes mostram a utilidade dos memristores. Para
mais detalhes veja [6] e [25].

Em maio de 2008, pesquisadores dos laboratorios Hewlett-Packard (HP) construiram o
primeiro memristor. Cada memristor possui duas camadas de diéxido de titanio prensadas
entre um fio comum inferior e seu proprio fio superior. A medida que a tensao é aplicada
ao memristor, o pequeno valor de resisténcia de uma das camadas é modificado, o que

por sua vez é usado como um método para registrar dados [4].

Neste trabalho, o interesse esta apenas nos elementos bésicos ou fundamentais mais
conhecidos: resistores, indutores e capacitores. Conforme escrito anteriormente, os mo-
delos mais simples desses elementos, apresentados em 3, 4 e 5, sao lineares e invariantes

no tempo e podem ser reescritos como:

i. v = Ri: Lei de Ohm;

. v
1. v = L%: Equagdo do Indutor;

dv
ﬁ: Equagédo do Capacitor.

iii. i =C
Por essa razao, esses elementos sao também chamados de elementos lineares basicos e os
circuitos elétricos constituidos somente de combinagoes em série ou em paralelo de tais

elementos, além de outros elementos também lineares e nao tratados aqui, de circuitos

elétricos lineares.

Aplicando as Leis de Kirchhoff das Tensdes e das Correntes [7|, juntamente
com as equagoes anteriores, obtém-se equacoes diferenciais ordinarias lineares com co-

eficientes constantes e nao homogéneas que modelam circuitos elétricos lineares.
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2.2 Poténcias Ativa, Reativa e Complexa

Nesta secao, sao apresentadas as fungoes que modelam a poténcia ativa, a poténcia reativa
e a poténcia complexa. Essas fungoes sao chamadas de sinais de poténcia ativa, reativa e

complexa, respectivamente, e sdo construidas a partir de sinais senoidais.
Definigcao 2.2.1. Uma funcio senoidal x ¢ dada por
z(t) = X, cos(wt + @), t€ER,

sendo a amplitude X,,, o dngulo de fase ¢ e a frequéncia angular w nimeros reais, com

X, nao negativo e w positivo. O periodo da fungio v é T =271 /w.

A maioria dos calculos realizados nesta secao sao vélidos para quaisquer fungoes pe-
riddicas, continuas ou descontinuas. No entanto, as fungoes senoidais facilitam a anélise
matemaética e a anélise dos fenémenos fisicos em circuitos elétricos. De fato, se a tensao (ou
a corrente) em um resistor, indutor ou capacitor for modelada por uma fungao senoidal,
a corrente resultante (ou a tensao, respectivamente) em qualquer um desses componentes
também tera como modelo uma fungao senoidal [4].

Assim, considere os sinais senoidais de tensao e de corrente, v e i, respectivamente,
dados por

v(t) = Vi cos(wt +6,), teR, (2.1)

i(t) = Ly cos(wt+6;), teR, (2.2)

sendo V,, e I, as amplitudes, 0, e ; os angulos de fase e w a frequéncia angular. As

expressoes (2.1) e (2.2) podem ser reescritas da seguinte forma
v(t) =V cos(wt + 0, — 0;), teER, (2.3)
i(t) = I, cos(wt), teR. (2.4)

Por definic¢ao, a poténcia instantanea consumida por um dispositivo elétrico é mode-
lada por um sinal de poténcia instantanea, denotado por p e determinado, em termos dos

sinais senoidais de tensao e corrente, através de

p(t) = v(t)i(t), teR. (2.5)
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Entao, substituindo os sinais senoidais (2.3) e (2.4) em (2.5) e utilizando identidades

trigonométricas, obtém-se

p(t) = Viu1y, cos(wt + 60, — 0;) cos(wt)
= VinIm[cos®(wt) cos(6, — 6;) — cos(wt) sen(wt) sen (6, — 6;)]

2.6
= %[(1 + cos(2wt)) cos(0, — 0;) — sen(2wt) sen(, — 6;)] >

I
— V?nQ " [cos(8, — 6;) + cos(0, — 6;) cos(2wt) — sen(B, — 6;) sen(2wt)].

Empregando (2.3) e (2.4), os valores eficazes dos sinais senoidais de tensao e de corrente

sao, respectivamente,

T
mwmzﬁg 2.7)
I,
ppdt — L (2.8)
0 2

Portanto, a expressao (2.6) pode ser reescrita como
pt)=VI {cos(@) + cos(0) cos(2wt) — sen(f) sen(2wt) |, (2.9)

sendo 6 = 6, — 0,.

As defini¢oes a seguir tratam de alguns conceitos importantes da Teoria de Circuitos

Elétricos [7].

Definicao 2.2.2. O sinal de poténcia ativa, denotado por P, € definido como o valor médio

1 T
P—— £) dt
T/Op

Assim, efetuando calculos simples, obtém-se a seguinte expressao para o sinal de potén-

de p no intervalo [0,T], ou seja,

cia ativa .
1
P = V? {005(9) + cos(0) cos(2wt) — sen(f) sen(2wt) | dt
0

= VIcos(0).
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Definicao 2.2.3. O sinal de poténcia reativa, denotado por Q, é dado por
Q) = VIsen(0).

Observe que os sinais de poténcia ativa e de poténcia reativa dependem dos valores
eficazes V' e I e do angulo de fase 6. A expressao cos(f) ¢ chamada fator de poténcia.
Note também que, conhecido o periodo (ou a frequéncia), é possivel reconstruir o sinal de

poténcia instantanea dado em (2.9) através dos valores de P e Q.

Definicao 2.2.4. O nidmero complexo S dado por

S=P+jQ
(2.10)
= VIcos() + jVIsen(h),

¢ denominado sinal de poténcia complexa. O mddulo S = |S| = VI da poténcia compleza

€ chamado de poténcia aparente.

Para os elementos lineares basicos, ha o seguinte teorema acerca dos sinais de poténcia.

Teorema 2.2.1 (Sinais de Poténcia dos Elementos Lineares Basicos). Sejam V e I os
valores eficazes dos sinais senoidais de tensao e de corrente v e i, respectivamente, nos
elementos lineares bdsicos de uwm circuito elétrico. Entao, os sinais de poténcia complexa
sao dados por:

2
i. Resistor: § = RI? = %;

1
ii. Indutor: S = jwLI?* = j—V?;
wlL

1
iii. Capacitor: S = —j—1I* = —jwCV?2,
wC

Demonstracao. Considere um sinal senoidal de corrente i. A demonstragao é analoga
para um sinal senoidal de tensao v.

i. Pela equacao do resistor,

v(t) = Ri(t) = RI,, cos(wt +6;), teR.
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Logo, 8 = 0 e segue da Definicao 2.2.3 que ) = 0 e da Defini¢ao 2.2.2 que P = VI, ou
seja,
I, I

P=VI=RZ" = RI*
V22

Portanto, pela Defini¢ao 2.2.4,
S = RI”.

Analogamente, mostra-se que S = V?/R.

ii. Pela equagao do indutor,

v(t) = Li'(t) = —wLlI,, sen(wt + 6;)

= wLl,, cos (wt+9i + g), teR.
Logo, 0 = 7/2 e segue da Defini¢ao 2.2.2 que P = 0 e da Defini¢ao 2.2.3 que Q = VI, ou

seja,
I I,

= WLI.
V22

Q=VI=wlL

Portanto, pela Definicao 2.2.4,
S = jwLI?.

De modo analogo, mostra-se que S = jV?/(wL).

iii. Considere que os sinais ¢ e v tém valores médios nulos. Pela equacao do capacitor,

V(t) = %z’(t).

Assim,
L,
v(t) = C sen(wt + 6;)
_ dm t+0,—=), teR
=-—peos|w i35 ) :

Logo, 8 = —7/2 e segue da Definigao 2.2.2 que P = 0 e da Definigao 2.2.3 que Q = —VI,

ou seja,
1 I, L, 1

O=VI="T6ava wch

Portanto, pela Defini¢ao 2.2.4,

1
= —j—1T1%
S ij’
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Analogamente, mostra-se que S = —jwCV?2. |

Enfatiza-se aqui que o sinal de poténcia instantanea (2.6) (ou (2.9)) nao satisfaz um
Teorema de Linearidade ou Superposigdo, ou seja, o sinal de poténcia instantanea total
calculado em um elemento linear basico de um circuito elétrico linear nao necessariamente
¢ igual a soma dos sinais de poténcias instantaneas individuais neste elemento basico
devido a cada uma das fontes individualmente, embora isto seja verdade para o sinal de
poténcia ativa, segundo a Defini¢ao 2.2.2, por se tratar de uma média. Similarmente, ha

um Teorema de Superposigdo também para o sinal de poténcia complexa [7].

De fato, o sinal de poténcia instantdnea em um resistor varia com o quadrado do sinal
de corrente ou de tensdo, sendo assim um efeito ndo linear [4]. Por exemplo, a corrente
que atravessa o resistor R da Figura 2.2 (a) em um circuito com duas fontes ¢ modelada
por i1, levando-se em conta apenas o efeito de uma das fontes. A corrente produzida pela
segunda fonte ¢ modelada por iy, como mostra a Figura 2.2 (b). Aplicando o Teorema da

Superposicédo, obtém-se o sinal de corrente total i no resistor, dado por
iy =11 + 9.
A poténcia fornecida ao resistor na Figura 2.2 (a) é modelada por
p1 = Rii,
enquanto a poténcia na Figura 2.2 (b) para o mesmo resistor é modelada por
b2 = Rig-

Agora, observe que o sinal de poténcia instanténea total fornecida ao resistor (Figura 2.2

() ¢

pr = Ri% = R(iy + i3)* = Ri® + Riyis + Rij.

E facil ver que esta tltima expressao é diferente da soma das poténcias fornecidas por

cada uma das fontes.
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<+ <+ <+
(a) (0) (¢)

Figura 2.2: Tlustracao do fato de que o Teorema da Superposic&o nao se aplica ao sinal

de poténcia instantanea.

Em termos fisicos, a poténcia ativa representa a parcela da poténcia instantanea que
se transforma em trabalho util. Em um circuito elétrico que contém apenas resistores, no
qual a tens@o estda em fase com a corrente (§ = 0), toda poténcia recebida é convertida
em trabalho e, assim, a poténcia ativa é méaxima. Neste caso, o principio da superposicao

pode ser utilizado ja que o sinal de poténcia ativa ¢ dado por uma média.

A poténcia reativa representa a parcela da poténcia instantanea que nao é convertida
em trabalho 1util. Esse tipo de poténcia ocorre na presenca de indutores e capacitores,
que s@o elementos armazenadores de energia. No entanto, em [16], os autores mostram
que nao existe uma fungao energia como modelo para a poténcia reativa, ou seja, uma
funcao cuja taxa de variagao no tempo fornece exatamente o sinal de poténcia reativa.
Este resultado motivou alguns questionamentos que serao apresentados nos Trabalhos
Futuros. Observe que, diferentemente do sinal de poténcia ativa que é dado por uma
média, a expressao (2.9) juntamente com a Definigao 2.2.3 dao uma no¢ao da dificuldade

de se generalizar o conceito de poténcia reativa.

Por fim, a poténcia complexa é a combinagao das poténcias ativa e reativa e, seu valor
em modulo, fornece a méxima poténcia ativa no circuito elétrico. Tal afirmacao sera

demonstrada na Segao 2.3.
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Conforme escrito na Segao 2.1, um par (v, ) de sinais de tensao e corrente sempre esté
relacionado através de equagoes diferenciais ordinarias lineares com coeficientes constantes

e nao homogéneas da forma
any™ + an 1y Y+ ay +agy = bou + by’ + - 4 by u™ Y 4 b u ™ (2.11)

que modelam circuitos elétricos lineares, sendo a;, « = 0,1,...,n e b;, 7 = 0,1,...,m
nameros reais, para m < n, m,n € N, e y™ a derivada de ordem n da funcéo y = y(t),
o mesmo valendo para a fungdo u = u(t). Se a fun¢ao u = ¢ é conhecida, entdao y = v é

solucdo de (2.11). Por outro lado, se a fun¢do u = v é conhecida, entdo y = i é solugao

de (2.11).

Note que, se v é uma funcao senoidal de periodo 7', nao necessariamente y serd uma

funcao senoidal. Mas, se todas as raizes do polinémio caracteristico
P.(\) = ap\" + ap A" a) +ag

tiverem partes reais negativas, entao todas as solugoes y de (2.11) serao atraidas por uma
fungao senoidal x de mesmo periodo T, que também ¢é solugao de (2.11), ou seja,

lim |y(t) — z(t)] = 0.

t—o0
Tal comentario é um caso particular do Teorema 2.3.2 da Secao 2.3.

A interpretagao fisica deste resultado é que se u = 7 é um sinal senoidal, apds o
transitorio, se necessario, y = v é também um sinal senoidal de mesmo periodo de 1.
O mesmo raciocinio vale se u = v e y = i. Neste sentido, ap6s o transitorio, todos os
resultados sobre os sinais de poténcias apresentados nesta se¢ao sao validos. Além disso,

este resultado também justifica o uso de fasores estaticos no calculo dos sinais de poténcia.

A proxima secao apresenta uma generalizagao do que foi feito aqui ampliando a classe

de fungoes periddicas que podem ser utilizadas como modelos de tensao e de corrente.
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2.3 Estudo das Poténcias em um Contexto de Algebra
Linear

Alguns conceitos da Teoria de Circuitos Elétricos, citados na se¢ao anterior, sao
aplicacoes diretas de certos resultados da Algebra Linear. Deve-se enfatizar que nao é
conhecida nenhuma referéncia bibliografica para esta forma de se tratar o assunto, embora

seja muito provavel que tal literatura ja exista ha algum tempo.

2.3.1 Principais Resultados Utilizados da Algebra Linear
Trata-se aqui de funcoes reais que sao continuas por partes e periddicas, de acordo com
as proximas definigoes.
Definigao 2.3.1. Uma fun¢ao x tem uma descontinuidade do tipo salto em um ponto t
do dominio, se os limites laterais
x(ty) = lim x(ty — h),
(1) = lim x(to — )
z(tT) = lim x(ty + h),
(1) = Jim (o + 1)

existem e x(ty) # x(td), sendo que h — 0T significa que h — 0 por valores positivos.

Definigao 2.3.2. Uma fung¢ao x € continua por partes no intervalo |a,b|, se ezistir uma
particao
a=tog<t1 < - <t 1 <t,=b
do intervalo [a,b] tal que:
a. A fungao x é continua em cada subintervalo (t;—1,t;), i =1,2,... n;
b. Ezistem os limites laterais
z(td) = lim z(tg + h
(t§) = lm a(ty+ ),

x(t;) = lim z(t; —h), j=12,...,n—1,

h—0t

x(tj) = hlifgl+$(tj+h)’ ji=12,...,n—1,

xz(t,) = lim x(t, — h).

h—0t+
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Em outras palavras, uma fun¢do x é continua por partes no intervalo [a,b], se for
continua em todos os pontos de [a,b], exceto, possivelmente, em um ndamero finito de
pontos em que x tem descontinuidades do tipo salto. Resulta que fungoes continuas por
partes em [a, b] s@o integréaveis, no sentido de Riemann, em [a, b], 0 mesmo valendo para

somas e produtos de tais fungoes.

Definicao 2.3.3. Uma funcao x € periddica, se existe o menor nimero real positivo T,

chamado de periodo, tal que

z(t+T)=uz(t), VteR. (2.12)

De acordo com a Definicao 2.3.3, as func¢oes constantes nao sao periddicas ja que nao

existe o infimo dos valores de T satisfazendo a propriedade (2.12).

Tendo em conta as definigdes anteriores, considere agora o conjunto C'Pr(R,R) de
todas as fungoes periddicas de periodo T' e continuas por partes em [0, 7], com T fixado.

Em CPr(R,R), sdo definidas duas operagoes, a adigao e a multiplicagdo por escalar:
O1. Se z,y € CPr(R,R), entdo a funcao adigdo x + y é definida por

(x+1y)(t) = z(t) +y(t), VteR;

02. Se z € CPr(R,R) e a € R, entao a fungdo multiplicagdo por escalar ax é definida
por

(az)(t) = ax(t), VteR.

O conjunto C'Pr(R,R) munido das duas operagoes anteriores é um espago vetorial
real. Nesse espaco vetorial, é possivel definir a seguinte funcao

(,): CPr(R,R) x CPr(R,R) — R

. (2.13)

(z.1) — (@) = 7 / £(t)y(t) dt.

Tal funcao é uma forma bilinear simétrica positiva semidefinida, pois se =, y, 2 € CPr(R, R)

e a € R, entao:
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bl. (z,2) > 0;

b2. (z,y) = (y, z);

b3. (az,y) = alz, y);

bd. (x +y,2) = (z,2) + (y, 2).

A seminorma induzida por (2.13) é dada por
|-|: CPr(R,R) — R

Al R RVACED)

= 1/%/0Tx(t)2dt

(2.14)

uma vez que:

sl. ||z]| > 0;

s2. [laz|| = |o|l|z|;

s3. ||z 4yl < [lz]| + |yl

com z,y € CPr(R,R) e o € R.

Para a forma bilinear simétrica (2.13) e a seminorma (2.14) vale o proximo resultado.

Teorema 2.3.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se z,y € CPr(R,R), entio a

sequinte desigualdade é vdlida
[z )] < [lfll[y]]- (2.15)
Demonstracao. Considere a fungao
f:R—R

s — f(s) = (sz +y,sz +y),
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com x,y € CPr(R,R) fixados. Pelas propriedades b1, b2, b3 e b4, segue que

f(s) = {z,2)s* +2(x,y)s + {y,y) >0, VsecR. (2.16)

Se (z,x) = 0, entao f é uma fungao afim e a desigualdade em (2.16) s6 pode ser verificada

se (z,y) = 0. Neste caso, (2.15) é trivialmente satisfeita.

Por outro lado, se (z,x) # 0, resulta que (2.16) é um polindomio quadratico que deve ter

discriminante nao positivo,

(2(z, y))? — 4(z, 2)(y, y) <0,

ou seja,
(=, 9) ] < [l[l[y]l-

Devido a propriedade b1, (2.13) nao é um produto interno definido em C'Pr(R,R), ja
que pode ocorrer que (x,z) = 0, quando x é diferente da fungao nula. Contudo, deve-se
enfatizar que o conjunto Ck(R,R) de todas as fungoes que possuem derivadas continuas
até ordem k, k£ > 0 ou k = o0, sendo a derivada de ordem zero a identidade, e que sao
periddicas de periodo T', com as operagoes usuais de adigao e multiplicacao por escalar
definidas em C'Pr(R,R), é um subespaco vetorial de C'Pr(R,R) no qual (2.13) e (2.14)
sao um produto interno e uma norma, respectivamente. Além disto, definindo a relagao
de equivaléncia

r~y & (r—yz—y) =0,

segue que (2.13) e (2.14) sdo também um produto interno e uma norma, respectivamente,
no espago quociente C'Pr(R,R)/ ~ das classes de equivaléncia de fungoes periodicas de

periodo T' que diferem apenas nos pontos de descontinuidades do tipo salto.
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2.3.2 Aplicagao em Circuitos Elétricos Lineares

Considere um sinal de tensao v € CPr(R,R) e um sinal de corrente i € C'Pr(R, R), isto
é, v e 1 sao fungoes reais, definidas em R, periddicas de mesmo periodo 7T e continuas por
partes em [0, 7] que modelam a tensdo e a corrente em um circuito elétrico.

As seminormas de v e i sdo dadas, respectivamente, por

loll =7 | v
Jill = ,/%/0 ()2t

Observe que ||v]| e ||7]| sGo exatamente os valores eficazes V' e I dados em (2.7) e (2.8).
O sinal de poténcia ativa pode ser redefinido utilizando (2.13), ou seja,

P=wi)= g [ wwiwa=g [ s

Além disso, utilizando a Desigualdade de Cauchy—Schwarz, obtém-se a seguinte relacao

entre o sinal de poténcia ativa e o médulo do sinal de poténcia complexa
P <|P|=[{v,5)| < [lollllil = VI =15,

sendo S = |S], com S tal como em (2.10). Através dessa desigualdade, é possivel concluir
que o sinal de poténcia complexa fornece, em médulo, o valor maximo do sinal de poténcia
ativa em um circuito elétrico linear.

Novamente, os resultados da segdo anterior somente tém sentido quando o par (v, 1)
esta relacionado através da dindmica de (2.11) que modela um circuito elétrico linear.
Por sua vez, é sabido que a equagao diferencial ordinéria (2.11) pode ser estudada em um

contexto de Teoria de Controle Linear.

Lema 2.3.1. Se u é uma funcao de classe C*(R,R), m < k < n, entio a equagio dife-
rencial ordindria (2.11) pode ser reescrita como o sistema de controle linear e invariante

no tempo

2’ = Ax + Bu,
(2.17)
y = Cx + Du,
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com x = (x1,xg,...,2,) € R,
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 | 0
A= : (2.18)
0 0 0 0 1
—ay —ay —ay —az -+ —Qy_1

C=(1,0,...,0) e D =1b,, sendo
(
Bl = bnfl - anlea
By = b,—9 — an_1B1 — an_oD,

By = by_3 — ap—1By — ap—2B) — an_3D,

L B, =by—an1B,-1 —a,2B,_2—a, 38,3~ — a1 By —agD.
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Demonstracao. Basta definir as seguintes varidveis
(

vy =y — Du,

xe =y — Du' — Byu = x| — Byu,

§ 3 =y — Du' — Biu' — Bou = 7y, — Bau,

| Tn = y™=V — DuY — By — By — ... - B, _ju=2a!_ | — B, u

e substituir (2.11) em 2,. |

O lema anterior ainda é valido se m = 0 e u : R — R é periodica de periodo T
e continua por partes em [0,7]. Além disso, empregando (2.17), é facil mostrar que
se os autovalores da matriz A em (2.18) tém partes reais negativas, entdo (2.11), para
m = 0, possui uma tunica solucao peridédica, de mesmo periodo 7', que é continua em
[0, 7] e atratora. A demonstragao do proximo teorema, que trata disto, é consequéncia de
resultados que podem ser encontrados em [14]. Note que, nessas hipoteses, uma solugao

do Problema de Valor Inicial envolvendo (2.17),

2’ = Ax + Bu,
y = Cz + Du,
z(0) = z,

com z € R", é uma funcao
p: R — R"
t — ot),
continua em R, que satisfaz o Problema Integral equivalente

z(t) = z + /t(Ax(s) + Bu(s))ds, te€R,
0 (2.19)

y(t) = Cx(t) + Duf(t).
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Teorema 2.3.2. Seja u : R — R uma funcao periodica de periodo T'.

a. Se u ¢ de classe CK(R,R), 0 < m < k < n, entdo cada Problema de Valor Inicial
envolvendo o sistema de controle (2.17) possui solugdo tnica ¢ = ¢(t) definida e
de classe C*Y(R,R). Além disso, se todos os autovalores de A tém partes reais
negativas, (2.17) possui uma unica solug¢ao 1 = 1 (t) periddica de mesmo periodo T

e de classe C*™Y(R,R) que € atratora, isto €,
lim f[o(t) —(t)]] =0,
—00

para qualquer solug¢io ¢ = ¢(t) de (2.17);

b. Sem =0 e u é continua por partes em [0,T], entao cada Problema de Valor Inicial
envolvendo o sistema de controle (2.17) possui solugdo tnica ¢ = ¢(t) definida e
continua em R. Em particular, ¢' possui descontinuidades do tipo salto nos mesmos
pontos da w em [0,T]. Se todos os autovalores de A tém partes reais negativas,

(2.17) possui uma unica solugao 1 = 9 (t) periddica de mesmo periodo T e continua

em [0,T] que € atratora, isto é,

Tim 6(8) = (t) | = .
para qualquer solu¢iao ¢ = ¢(t) de (2.17).

Demonstragao. Somente o item b sera demonstrado, ja que a demonstragao do item a
¢ analoga. Sejam z € R" e u : R — R uma funcao periédica de periodo 7' e continua
por partes em [0,7]. A funcdo ¢, dada por
t
P(t) = ez +/ e=4Bu(s)ds, teR,
0

é solugao de (2.19). De fato, ¢ é continua em R e, como
t
=94 = 4 / AelT9)4 47, (t,s) e R x R,

segue que

o(t) = (In + /Ot Ae™ dT) z+ /Ot (In + /t Ae(m—9)4 dT) Bu(s)ds

¢ t ot t
=z+ A/ e zdr + A/ / e 94 Buy(s) drds + / Bu(r)dr, VteR,
0 0 Js

0
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sendo [,, a matriz identidade n x n.

Considere agora a funcao g definida por
g(,s) = e 4Bu(s), (1,s) € R%
Para cada t € R, sendo

R={(r,s) eR*: 0<7<t,0<s<7}

//RQ(T,S)dA:/Ot/stg(T,S)d’TdS:/Ot/OTg(T,S)deT,

pois vale o Teorema de Fubini para funcoes de duas variaveis que sejam continuas por

resulta que

partes em um conjunto compacto R.

t
¢(t):z+A/ TAsz+A// (=94 Bu(s d¢ds+/Bu
0
:z—l—A/ TAzdr—i—A// Ts)ABu dsdT—i—/Bu
0
:z+/ <A (eTAsz/ T4 Bu(s) )+Bu )dT
0 0

=z+ /t (Ap(T) + Bu(r)) dr, Vt € R,

Assim,

mostrando que ¢ é solugdo em R do Problema Integral equivalente (2.19).

Em relagao a unicidade, suponha que ¢; e ¢ sejam solugoes de (2.19). Entao,

o / (A6 (s) + Bu(s)) ds — ( + /0t<f4¢2<5> ) ds) H

A(p1(s) — ¢a2(s)) ds

0

[f1(2) — d2(D)]] =

< 41| [ on(s) - o]

(2.20)

Vvt € R.

Sejam ® e A, fungoes definidas por

O(t) = lo1(t) — @2, tER,
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Por (2.20), ®(t) < ||A||A(t), ¥t > 0 e
N(t) = o(t) < [JA[[A(L), Vvt=0.
Logo,
(A@)e 40 <0, vt > 0.
Como a funcao
t €[0,00) — A(t)e Al
¢ decrescente e A(0) = 0, segue que A é identicamente nula para ¢t > 0, ja que
0 < A(t) < A0)elt =0, vt >0.
Assim, ¢1(t) = ¢o(t), Vt > 0, pois

0< () < |AJA(H) =0, Vt>0.

Para t <0, ®(t) < —||A||A(t) e, procedendo como anteriormente, mostra-se que ¢y (t) =
Pa(t), Yt <0.

Pelo Teorema Fundamental do Calculo,

d t
pr (/0 e~ Bu(s) d3>

deixa de ser continua nos mesmos pontos ¢ € R de descontinuidades do tipo salto da
fungao u. Logo, segue que ¢’ possui pontos de descontinuidades do tipo salto nos mesmos

pontos da funcao wu.

A funcao ¢ sera periodica de periodo T, se, e somente se,
T
z2=¢(0) = ¢(T) =Tz + / e =904 Buy(s) ds,
0
ou seja,

T
(I, — ™)z = / eI =94 Buy(s) ds. (2.21)
0

Por hipétese, todos os autovalores de A possuem partes reais negativas e, portanto, a

A

matriz [, — e’ ¢ nao singular e o sistema linear (2.21) possui solugao tnica

T
xo = (I, — eTA)_l/ e T=94Bu(s) ds. (2.22)
0
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Além disso, vale que
lez]| < Ke™*||z]|, Vt>0, Vo eR",

sendo K e p nimeros reais positivos e || - || qualquer norma em R".

Assim, a fungao v, dada por
t
Y(t) = elag +/ e =4Bu(s)ds, teR,
0

é periodica de periodo T e continua em [0, 7.

Tomando como condigao inicial z = (zg — o) + xg, com x tal como em (2.22) e z5 € R”

arbitrario, porém fixado, a funcao ¢, dada por
t
o(t) = e (20 — o) + €ao + / =94 By(s) ds
0

= ez — o) +9(t), tER
satisfaz

lo(t) = ()] = lle" (20 — zo)|| < Ke™ ||z — zoll, V>0

e, assim,

lim {|o(t) — 4 (¢)] = 0.

t—o00



Capitulo 3

Fasores Estaticos

Um fasor estatico, tal como proposto por Steinmetz, é um ntimero complexo obtido através
de uma operagao que transforma equagoes diferenciais ordinarias lineares com coeficientes
constantes, com a propriedade de estabilidade tal como aquela discutida no final das
Secoes 2.2 e 2.3, em sistemas lineares com coeficientes complexos. Neste sentido, os
fasores estaticos simplificam os calculos, particularmente dos sinais de poténcia, trazendo
a teoria de circuitos lineares de corrente alternada para mais perto da teoria de circuitos

lineares de corrente continua.

E sabido na literatura que as transformadas de Fourier e de Laplace estendem ou gene-
ralizam o conceito de fasor estatico permitindo que este possa ser uma funcao complexa.
Assim, genericamente, sejam V' um espago vetorial real de fungoes diferenciaveis e U um
espago vetorial complexo. Um vetor X € U é um fasor classico ou estatico se X = T, (z),
sendo

T,:V —U
r — T,(x),

um operador linear injetor satisfazendo
T.(z") = uT,(z) + ¢,

com u um parametro real ou complexo e ¢ uma constante real ou complexa.

30
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Esta definicao nao sera citada no texto, mas o leitor deve observar que os fasores

classicos estudados nas Sec¢oes 3.1 e 3.2 satisfazem esta defini¢ao.

Tendo em vista os comentéarios anteriores, a proposta deste capitulo é apresentar trés
abordagens a respeito dos fasores estaticos, a abordagem cléassica e as abordagens através
das transformadas de Fourier e de Laplace, além de uma anélise dos sinais de poténcia

em cada caso.

3.1 Abordagem Fasorial Classica

Subjacente a teoria tratada nesta se¢ao, ha uma nocgao de estabilidade de equacoes dife-
renciais ordinarias lineares com coeficientes constantes a qual foi comentada no final da
Secao 2.2, mas tratada de maneira mais rigorosa no Teorema 2.3.2. Isto porque o interesse
é sempre em pares de sinais de tensao e corrente que estao relacionados (um deles como
solugao particular) através da equagao diferencial ordinaria que é modelo de um circuito

elétrico linear.

A abordagem cléassica é, com a notagao moderna, essencialmente a mesma proposta
por Steinmetz em 1897. Na formulacao dos fasores estaticos, tal como apresentada em

[7], associa-se a cada fungao senoidal segundo a Definigao 2.2.1, isto é,

r:R—R
(3.1)
t — z(t) = X cos(wt + @),
um ntimero complexo X = Xe/?, denominado fasor classico ou estatico. Observe que, pela

formula de Euler,

X = Xe/? = X cos ¢ + j X seng.

Nesta teoria, as funcoes senoidais consideradas nos calculos tém todas a mesma fre-
quéncia angular w > 0. Além disso, usualmente, o nimero real nao negativo X em X é

substituido pelo valor eficaz

Lt X
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da funcao senoidal x, embora isso nao seja adotado nesta secgao.

Por outro lado, conhecendo a frequéncia angular w > 0, o fasor X determina um tnico

sinal senoidal z através da relagao
2(t) = Re(X &™) = Re (Xe/“9)) = X cos(wt + ¢), VteR. (3.3)

Portanto, a correspondéncia entre sinais senoidais e fasores estéticos é bijetora (veja Lema

3.1.1).

A construgao anterior acerca dos fasores estaticos tem pelo menos trés propriedades

interessantes apresentadas nos proximos lemas.

Lema 3.1.1 (Unicidade). Duas fungoes senoidais sao iguais se, e somente se, sGo repre-

sentadas pelo mesmo fasor. Simbolicamente,
71(t) = Re(X16/") = Re(X2e’") = 15(t), t€R

se, e somente se,

Demonstracao. Suponha que

71(t) = Re(X16/") = Re(X2e™") = 15(t), tE€R.

Em particular, para ty = 0, obtém-se

Re(X1) = Re(X3). (3.4)

Analogamente, em t; = 7/2w, obtém-se
Jwty ; — 1
e —Cos<2>+jsen<2> 7

—Im(X;) = Re(jX1) = Re(j X2) = —Im(X>). (3.5)

e, portanto,
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Portanto, de (3.4) e (3.5),

X1 = Re(X1) 4 jIm(X7) = Re(X2) + jIm(X2) = Xo.

Suponha agora que X;e/%" = X; = X, = X,e/%2. Entdo, segue que X; = Xy € ¢ =
¢ + k2w, com k € Z. Assim,

71(t) = Re(Xe/?)
= Re(X e/@Ho1))
= Re( X2€j(wt+¢2+kz7r))
= Re(X,yel (@iHe2))
= Re(Xqet)

= l’g(t), vt € R.

Lema 3.1.2 (Linearidade). Considere as fungoes senoidais x1 e xo dadas, respectiva-
mente, por

71(t) = Re(X1e/*"), tER,
T9(t) = Re(Xqe/"), t€R,
sendo X1 o fasor associado a x1 e Xo o fasor associado a xo. Entao, a func¢ao senoidal
a1r1 + G2

€ representada pelo fasor

a1 X1 + a2 X5,

com ay,as € R.

Demonstracao. Por hipotese,

a1z (t) + asrs(t) = a;Re(X1e/") + agRe(Xoe/"), Vit € R. (3.6)
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Como a; e ay sao nimeros reais, entao para quaisquer nimeros complexos z; e 2, as

seguintes relagoes sao validas
aiRe(zi) = Re(aizi), 1= 17 2,
a1Re(z1) + asRe(z2) = Re(aiz1 + agzs).

Usando as expressoes anteriores, pode-se reescrever (3.6) da forma
Cblxl(t) + agxg(t) = Re((alxl + a2X2)ejwt).

Portanto, a funcao senoidal a2, + asxy é representada pelo fasor a; X7 + a2 Xs.

Note que este resultado pode ser estendido para uma combinagao linear (com coefi-

cientes constantes) de n fungoes senoidais, isto é,

n

§ ATy

k=1

pode ser representada pelo fasor
n
Z akX k-
k=1

Lema 3.1.3 (Derivada). O operador linear Re e a derivada d/dt comutam, ou seja,

d , . d ;
Re (%Xej‘”t) = Re(jwX e = ERe(Xej“’t), vVt e R.

Demonstracao. Empregando o Lema 3.1.1, segue que

d . d .
- Jwty — J(wt+e)
dtRe(Xe ) dtRe(Xe )

- %Re(X cos(wt + ¢) + j X sen(wt + ¢))

= %X cos(wt + ¢)
= —Xwsen(wt + ¢)
= Re(jwX el @ie))
= Re(jwX &)

d ,
= Re (—Xe]‘“t>, vt € R.
dt
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Com base nos lemas apresentados, é possivel enunciar e provar um importante resul-

tado a respeito dos trés elementos lineares basicos de circuitos elétricos.

Teorema 3.1.1 (Equagoes dos Elementos Lineares Basicos). Considere os sinais senoidais
de tensao e de corrente v e 1, respectivamente, nos elementos lineares bdsicos de um cir-
cuito elétrico. Sejam V' o fasor associado ao sinal de tensao e I o fasor associado ao
sinal de corrente. Entao, as equacoes dos elementos lineares basicos podem ser reescritas,

em termos dos fasores estdticos, como:
i. Resistor: V = RI;

ii. Indutor: V = jwlLlI;

1
iii. Capacitor: V. = ——1I.
JwC

Demonstracao.

i. Considere a equagao do resistor. De acordo com a relagao (3.3), pode-se escrever

Re(Vel*") = RRe(Ie’*), VtcR. (3.7)
Em tg =t — (7/2w), obtém-se

Re(Ve(75)) = RRe(Ie(2)).
Aplicando a Férmula de Euler, e 7% = cos (g) -7 sen(%) = —j. Assim,
Re(—jVe*) = RRe(—jIe™"), Vt € R.

Como consequéncia do Lema 3.1.1, a relagao anterior pode ser reescrita da forma

Im(Ve*') = RIm(Ie’*"), Vt€R. (3.8)
Assim, de (3.7) e (3.8), obtém-se

Re(Ve!) + jIm(Vel') = R(Re(Ie?*?) + jIm(Ie/?)),
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ou seja,

Vet = RIe™™, vVt eR.

Portanto,

V = RI.
ii. Agora, considere a equagao do indutor. Utilizando o Lema 3.1.3, obtém-se
Re(Velvt) = L%Re(Iew)
= LRe(jwIe™t), VteR.

Em ¢ty =1t — (7/2w),
Re(—jV ey = LRe(—j(jwle™)).

Novamente, pelo Lema 3.1.1,
Im(Ve*') = Lim(jwle™'), Vt € R.
Procedendo de maneira anéloga a demonstragao do item (i), conclui-se que
Vet = juLIe™t, Vvt eR.

Portanto,

V =jwLlI.

iii. Esta demonstracao é analoga ao item ii. |

As expressoes R, jwL e 1/jwC sao chamadas de resisténcia, reatancia indutiva e reatan-
cia capacitiva, respectivamente. De forma geral, estas expressoes sao as impedancias de
frequéncia w dos elementos lineares bésicos, resistor, indutor e capacitor, respectivamente.
As expressoes 1/R, 1/jwL e jwC sdo chamadas de admitancias.

A luz dos fasores estéticos, apresenta-se uma definicdo para o sinal de poténcia com-

plexa [7].
Definicao 3.1.1. O nimero complezo S dado por
S=VI (3.9)

¢ chamado sinal de poténcia complexa, sendo I o complexo conjugado de I .
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Os sinais senoidais (2.1) e (2.2) podem ser reescritos usando a notacao fasorial. Assim,
V =Vel®,

I=1¢"%,

representam os fasores associados aos sinais senoidais (com valores eficazes) v e i, respec-
tivamente. Portanto,
S = Veltv=b0)
= VIcos() + jVIsen(h)
=P+ 70.
sendo P o sinal de poténcia ativa e () o sinal de poténcia reativa, como nas Defini¢oes

2.2.2e223.

Teorema 3.1.2 (Sinais de Poténcia dos Elementos Lineares Basicos). Sejam V e I os
fasores estdticos associados aos sinais senoidais de tensao e de corrente v e i, respectiva-
mente, nos elementos lineares bdsicos de um circuito elétrico. Entao, os sinais de poténcia
complexa dos elementos lineares bdsicos sao dados por:

v,

i. Resistor: S = R|I|? =
i. Resistor | I| 7

1
ii. Indutor: S = jwL|I|* = j—|V|?%;
wL

1
iii. Capacitor: S = —j—|I*> = —jwC|V|?.
wC

Demonstracao. As demonstragoes dos itens i, ii e iii seguem diretamente do Teorema

3.1.1 e da Definigao 3.1.1. ]

Conforme escrito anteriormente, o uso de fasores simplifica os célculos envolvendo
sinais de tensao e de corrente, tendo em conta que agora os modelos de circuitos elétricos
lineares sao sistemas lineares com coeficientes complexos, ao invés de equagoes diferen-
ciais ordinarias lineares com coeficientes constantes. A mesma simplificacdo ocorre no

calculo dos diversos sinais de poténcia quando é considerada a expressao (3.9). Além
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disso, é importante relembrar que os teoremas da teoria de circuitos elétricos lineares de
corrente continua, como Thévenin, Norton, Superposicao e outros, ainda sao vélidos para
os circuitos elétricos lineares de corrente alternada quando a abordagem fasorial classica

é empregada e a frequéncia nao é alta.

A préxima secao mostra que a abordagem fasorial classica pode ser vista de outra

forma mais propicia a generalizacoes.

3.2 Abordagem Fasorial Classica como um Operador

Linear

Embora a Teoria Fasorial Classica esteja bem estabelecida, aqui apresenta-se uma
abordagem alternativa para os mesmos resultados da secao anterior, pois de um ponto de
vista moderno, o fasor classico pode ser estudado no contexto da Teoria de Operadores

Lineares.

Denote por X, (R, R) o conjunto de todas as fungoes senoidais da forma (3.1), quando
os numeros reais X > 0 e ¢ variam, mas com w € R, w > 0, fixado. Com as operagoes
usuais de adi¢do e multiplicacdo por escalar real, X,(R,R) é um espago vetorial real.

Deste modo, define-se o produto interno

() X,(R,R) x X,(R,R) — R

@y o= [ souo
0
sendo T' = 27 /w. Este produto interno, por sua vez, induz a norma
-1 Xo(R,R) — R
1 (3.11)

NI

1" .
v ol = (o, a)f = (—/ x(t)2dt)
T Jo
chamada de valor eficaz na Teoria Fasorial Classica. Um célculo simples usando (3.1)

e (3.11) mostra que para qualquer z € X, (R, R) obtém-se |z| = X/v/2 tal como em
(3.2).
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Agora, para cada z € X, (R, R), pode-se associar um ntimero complexo X, denomi-

nado fasor classico ou estatico, através do operador
P X,(R,R) — C

x — X = P(x) = ||z]|e/?,
com C visto como espago vetorial real. Nesta nova formulacao, os préoximos lemas sao

analogos aos Lemas 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3.
Lema 3.2.1. O operador P € bijetor.
Demonstragao. Tome z1,z2 € X, (R, R), isto é,

z1(t) = Xy cos(wt + ¢1), VteR,

To(t) = Xacos(wt + ¢o), VteR
e suponha P(x;) = P(x2). Assim,

P(a1) = ol = [zalle® = P(z),
implica que X7 = X3 e ¢ = ¢ + k2w, com k € Z = {0,+1,£2,...}. Logo,
11(t) = Xy cos(wt + ¢1) = Xy cos(wt + ¢g + k2m) = xo(t), Vt € R.

Portanto, P é injetor.
Agora, dado X € C, entdo X = Xe/®. Assim, a funcio = € X,,(R,R) dada por

x(t) = V2X cos(wt + ¢), VteR

é tal que P(r) = X, mostrando que P é sobrejetor. |

Como P & um operador bijetor, fica bem definido o operador inverso P!, da seguinte
forma
P1.C — X,(R,R)
X — P YX) =1z,

sendo
z:R—R

t — z(t) = V2Re(X 7).
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Lema 3.2.2. O operador P € linear.

Demonstragao. Tome z1,25 € X,(R,R) e sejam X; = P(r;1) e Xy = P(x3). Para
qualquer ntimero real «, obtém-se P~1(X; + aXs) = x, sendo
z(t) = V2Re((X1 + aXy)elt)
= V2Re(X167) + ay/2Re( X 2e)
= 21(t) + axs(t), VteR,
ou seja, P~H(X; + aXs) = 71 + ary. Pelo Lema 3.2.1,

P(r1 + axg) = X1 + aXa = P(x1) + aP(x2).

Pelo lema anterior,

7) (Z Oékl'k> = ZOékP(.Q?k),

para quaisquer numeros reais oy, e xx € X,(R,R), k =1,2,... n.

Portanto, P é um isomorfismo linear entre os espagos vetoriais X,(R,R) e C e, con-
sequentemente, leva a base {v/2cos(t), —v/2sen(t)} de X,(R,R) na base {1,5} de C.
Além disso, P tem uma propriedade derivativa util para encontrar uma solugao particu-

lar quando a fungao nao homogénea na equagao diferencial esta na forma (3.1).

Lema 3.2.3. O operador P possui a propriedade

P(a) = juP(),
sendo x' a derivada de x € X,(R,R) com respeito a varidvel t.
Demonstragao. Note que, se z € X,,(R,R), entao 2’ € X,(R,R), pois

' (t) = —wX sen(wt + ¢) = wX cos <wt + ¢+ g) , VteR
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e Xw > 0. Assim, sendo X = ||z||e’® = P(x), entdo

(UX . T (,JJX . s .
Pz = D2 ei(0+5) = P2 ivei — jul|zfei® = jwP(x).
() 7 7 jwl=] JjwP(z)
|
Uma generalizagao deste resultado é apresentada a seguir.
Corolario 3.2.1. Se z € X,(R,R), entdo
P (™) = (jw)"P(z), (3.12)

sendo '™ a derivada de ordem m € {1,2,...} de x com respeito & varidvel t.

Demonstragao. Calculando a derivada de ordem m € {1,2,...} de x € X,(R,R), com

respeito ao parametro ¢ e, usando inducao em m, obtém-se

. w™X cos (wt+¢+ (—1) ="
s= w™X cos (wt+¢+ <1+ (—1)7) ) , me{2,4,6,...}, teR.

Entdo, 2™ € X,(R,R) e

el = (jw)™||z||e’®, m € {1,3,5,...},

ej (1+(—1)272)g wm™X

V2

e3¢ = (jw)™||z||e?®, m € {2,4,6,...}.

Agora, considere novamente a equacao diferencial linear com coeficientes constantes tal
como em (2.11). Se u € X, (R, R), sabe-se que esta equagdo tem uma soluc¢ao particular,
denotada por y, que também é um elemento de X, (R, R). Esta soluc¢ao particular pode
ser encontrada aplicando o operador P em ambos os membros da equacao e usando a
propriedade de linearidade juntamente com o Lema 3.2.3. Ao fazer isto, segue que

o D) o b ()™ b ()"

P
W) = G T T s G0) T T an(j)"

P(u). (3.13)
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Embora nao seja amplamente utilizada nos calculos, a fungao y pode ser obtida através

do operador inverso P!,

A demonstracao do Teorema 3.1.1 é muito mais simples neste contexto. De fato,
empregando os Lemas 3.2.2 e 3.2.3, se V = P(v) e I = P(i), entdo a equagdo v = Ri
assume a forma

V = P(v) = P(Ri) = RP(i) = RI.

Da mesma forma, a equacao ¢ = Cv’ assume a forma
I=P@)=P(CV)=CP{) =CjwP(v) = jwCV,

ou seja,

1
V=—I
jwC

Usualmente, o fasor estatico esté associado a seguinte aplicagao

S X,(R,R) x X,(R,R) — C
B (3.14)
(z,y) — S(x,y) = P(2)P(y),

com a barra denotando o complexo conjugado. E facil ver que (3.14) é uma aplicacio

R-bilinear Hermitiana simétrica de acordo com a proxima definicao.

Definigao 3.2.1. Sejam U, V e W espacgos vetoriais normados. A aplicagio B : U X
V—W é

a. Uma aplicagdo R-bilinear, se U e V' sao espacos vetoriais reais e
B,:V—W B,:U—W
y — Ba(y) = B(z,y), z — By(x) = B(z,y),
sao operadores lineares para cada x € U ey € V fizados, respectivamente;

b. Uma aplicagdo Hermitiana simétrica, se W € um espago vetorial complexo e B(x,y) =

B(y, ), para todo (x,y) € U x V.
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A relagao entre (3.10) e (3.14) segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz uma vez
que | (z,y) | < llz[[llyll = |S(z,y)l.

Como apresentado nas Sec¢oes 2.2 e 3.1, em aplicagoes, existem trés conceitos impor-
tantes de poténcia envolvendo (3.14), a saber, os sinais de poténcia complexa, ativa e
reativa, denotados por S, P e (@), respectivamente. Com base na Teoria de Circuitos
Elétricos e nas expressoes (3.10) e (3.14), segue que S = S(x,y) = XY, P = Re(S) =
(z,y) e @ =Im(S).

3.3 Transformada de Fourier

Nesta segao, estudam-se os principais aspectos da transformada de Fourier no contexto

da Teoria Fasorial Classica, em conexao com o que foi apresentado na segao anterior.

E conhecido na literatura que a transformada de Fourier pode ser usada para determi-
nar uma solucao particular de uma equagao diferencial ordinaria linear com coeficientes
constantes [5], [30]. Neste sentido, a transformada de Fourier amplia a nogao de fasor,

aumentando a classe de fung¢oes que admitem a representacao fasorial classica.

Uma classe de fungoes apropriada para o estudo da transformada de Fourier é o es-
paco de Schwartz. Essa escolha é motivada por um principio importante que relaciona
o decrescimento da transformada de Fourier de uma fungao com as propriedades de con-

tinuidade e diferenciabilidade desta funcao e vice-versa.

As defini¢oes e os teoremas, bem como as demonstragoes, apresentados nesta se¢ao

podem ser encontrados em [11] e [15].

Definigao 3.3.1. O espago de Schwartz, denotado por S(R,C), é o espago vetorial com-
plezo das fungoes infinitamente diferencidveis © = x(1) satisfazendo

q
pd$

dr

(7')‘ <K,, VTeR,

sendo p,q € NU{0} e K,,, € R.
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A expressao anterior pode ser reescrita, analogamente, como

lim 7Pz (1) =0,
|7| =00

sendo 29 a g-ésima derivada da funcdo x com respeito a varidvel 7. Assim, quando

|7| = 00, a funcdo z e suas derivadas vao mais rapido para 0 do que as poténcias 77 vao

para o infinito.

Se x € S(R,C), pode-se definir uma outra fun¢do X da seguinte forma

X(w) = /OO z(t)e7dr, weR. (3.15)

—00

Lema 3.3.1. Sez € S(R,C), entio X € S(R,C).

Pelo lema anterior, é possivel definir o operador

F:S(R,C) — S(R,C) (3.16)
r  — F(r)=X, |

chamado de transformada de Fourier.

Por defini¢ao, toda funcao de S(R,C) é absolutamente integravel. Logo, a integral

improépria (3.15) converge e o operador (3.16) esta bem definido.

A transformada de Fourier (3.16) é um operador linear e bijetor [11]| e sua inversa é

dada por

F1: S(R,C) — S(R,C)
(3.17)
X — FYX)=mn,

sendo
z: R — C

1 [~ -
T — x(T) = 2—/ X (w)e’" dw.
T J -0

Uma propriedade da transformada de Fourier, semelhante a (3.12), é apresentada a

Seguir.
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Teorema 3.3.1. Se z € S(R,C), entdao
F (™) = (jw)" F(x),
sendo '™ a derivada de ordem m € {1,2,...} de x com respeito a varidvel t.

O resultado anterior mostra que o operador derivada agindo em S(R,C) é levado,
via transformada de Fourier, no operador multiplicacdo por jw no espago {F(x) : x €
S(R,C)}. Isso permite transformar equagoes diferenciais ordinarias em equagoes algébri-
cas. Note que, aplicando a transformada de Fourier em ambos os membros da equacao

diferencial dada em (2.11), também obtém-se a expressao (3.13), apenas trocando P por

F.

3.3.1 Aplicacao Basica do Operador Linear F na Teoria de Cir-

cuitos Elétricos

Usando a propriedade da derivada, apresentada no Teorema 3.3.1 desta secao, é possivel
reescrever as equagcoes dos elementos lineares bésicos de um circuito elétrico em termos

da transformada de Fourier.

Teorema 3.3.2 (Equagoes dos Elementos Lineares Bésicos). Sejam v,i € S(R,C) sinais
de tensao e de corrente, respectivamente, nos elementos lineares bdsicos de um circuito
elétrico. Suponha que as transformadas de Fourier de v e i sejam dadas por V.=V (w) e
I = I(w), respectivamente. Entdo, as equagdes dos elementos lineares bdsicos podem ser

reescritas, em termos das transformadas de Fourier, como:
i. Resistor: V = RI;

ii. Indutor: V = jwlLlI;

1
iii. Capacitor: V. = ——1I.
JwC
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Observe que este resultado é andlogo ao Teorema 3.1.1, com a vantagem de que os
sinais de tensao e de corrente nao sao senoidais. Além disso, recordando a aplicacao

bilinear (3.14), segue que o sinal de poténcia complexa pode ser calculado neste contexto

como S = F(v)F(i) = V(w)I(w).

O proximo resultado trata dos sinais de poténcia ativa, reativa e complexa.

Teorema 3.3.3 (Sinais de Poténcia dos Elementos Lineares Basicos). Sejam v,i €
S(R, C) sinais de tensdao e de corrente, respectivamente, nos elementos lineares bdsicos de
um circuito elétrico. Suponha que as transformadas de Fourier dev ei sejam' V =V (w) e
I = I(w), respectivamente. Entao, os sinais de poténcia complexa dos elementos lineares
bdsicos sao dados por:
v

R

i. Resistor: S = R|I|* =

‘s . 5 .1 )

ii. Indutor: S = jwL|I|* = j—|V|*;
wlL

1
iii. Capacitor: S = —j—|I|* = —jwC|V|?.
wC

Demonstracao. As demonstragoes dos itens i, ii e iii seguem diretamente do Teorema

3.3.2 e de (3.14), trocando P por F. [

3.4 Transformada de Laplace

Analogamente & secao anterior, apresenta-se a transformada de Laplace no contexto da
Teoria Fasorial Cléssica, isto é, como um operador linear entre espagos vetoriais
apropriados. Sabe-se da literatura que tal transformada fornece a solugao geral de uma
equagao diferencial ordinaria linear [23]. Assim, ela representa uma generaliza¢do da nogao
de fasor, uma vez que pode ser aplicada nao so6 as fung¢oes senoidais, mas a uma grande
classe de funcoes. Para a construcao da transformada de Laplace como um operador, tal

como feito em [17], sdo necessérias algumas definigoes enunciadas a seguir.
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Definigao 3.4.1. Uma func¢io x : R — R ¢ chamada causal, se x(7) = 0 para 7 < 0.

A nocao de fungoes continuas por partes apresentada na Definicao 2.3.2 pode ser

estendida para intervalos nao limitados como [0, 00).

Definigao 3.4.2. Uma fung¢ao x : R — R € continua por partes em [0, 00), se for continua

por partes em cada intervalo da forma [0,b], com b > 0.

Definigao 3.4.3. Uma fun¢io z : R — R € de ordem exponencial em [0, 00), se ezistem

numeros reais A > 0 e a tais que, para algum 19 > 0,

As fungoes de ordem exponencial sao frequentemente encontradas no estudo de equagoes

diferenciais ordinarias lineares com coeficientes constantes. Alguns exemplos sao

1, 7" €, sen(br), cos(br), 7"e“sen(br), 7" cos(br), T >0,

coma,beRen=0,1,2,....

Denote por E(R,R) o conjunto de todas as fungoes causais, continuas por partes e
de ordem exponencial em [0,00). Com as operagoes usuais de adi¢ao e multiplicagdo por

escalar real, F(R,R) é um espaco vetorial real.

Dado x € E(R,R), define-se uma fungao X como

X(s) = /000 x(r)e T dr, (3.18)

cujo dominio é o conjunto de todos os s € C com Re(s) > a, pois x é uma fung¢ao continua
por partes e de ordem exponencial em [0,00), 0 que garante a convergéncia da integral
em (3.18). Na realidade, é possivel mostrar que, para cada x € E(R, R), existe o, tal que
a integral impropria converge quando Re(s) > 0., com o. € R ou 0. = —00. No entanto,

quando Re(s) = 0. e 0. € R, nada se pode concluir.

Agora, seja U(£2,C) o conjunto de todas as fungoes definidas em conjuntos da forma

Q = {s € R : Re(s) > ¢} para algum c¢. Dadas quaisquer fungdes X,Y € U(€,C),
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define-se a adicao X + Y como uma func¢ao cujo dominio é a intersecao dos dominios de
X eY e cujo valor em qualquer ponto s nesta intersegao ¢ dado por X (s)+Y (s). Assim,

com a multiplica¢do usual por escalar complexo, U (€2, C) é um espago vetorial complexo.

O objetivo é definir um operador linear injetor envolvendo (3.18). Para isso, serao

consideradas duas relagoes de equivaléncia, uma em E(R,R) e a outra em U(£2, C).

Se z,y € F(R,R), entdao x ~ y se, e somente se, x e y diferem apenas em pontos de

descontinuidade do tipo salto. Em U(2,C), considere a rela¢ao de equivaléncia:
X~Y < X(s)=Y(s),

para todo s em algum conjunto €.

Assim,

L:ERR) ~—UC)/ ~ 3.10)
x — L(x) =X, |

com X dado em (3.18), é um operador linear chamado de transformada de Laplace.

A relagao de equivaléncia em U(2,C) é necesséaria para garantir a linearidade do
operador, uma vez que se z,y € E(R,R), entdo L(x + y) ndo &, necessariamente, igual a
L(z) + L(y). De fato, tomando x(7) = cos(at) e y(7) = —cos(ar), para 7 > 0, tem-se
que L(x)+ L(y) é a fungdo na qual o dominio é tal que o, = 0 e, por outro lado, L(z + )

¢é a funcao na qual o dominio é tal que o, = —o0.

Observe ainda que, se =,y € E(R,R) diferem apenas em pontos de descontinuidade
do tipo salto, entdao L£(x) = L(y) mesmo que = # y. Neste caso, a injetividade de (3.19) é
garantida pelo teorema a seguir, que é um dos resultados mais importantes da teoria da

transformada de Laplace.

Teorema 3.4.1 (Teorema de Lerch). Sejam z,y € E(R,R) e suponha que exista o, tal
que X (s) = Y (s), para todo s € C com Re(s) > 0., sendo X e Y obtidas a partir de
(3.18). Entao, excetuando os pontos de descontinuidade do tipo salto, x(1) = y(T), para

todo ™ > 0.
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Segue diretamente do teorema anterior que, dado X € U(£2,C)/ ~, a equagao

possui no méaximo uma solu¢ao em E(R,R)/ ~. Tal solugao é denominada transformada
inversa de Laplace da fungdo X e é denotada por £L71(X). Assim, L71(X) = x se, e
somente se, L(z) = X.

O resultado a seguir é necessério para a analise da sobrejetividade do operador (3.19).

Teorema 3.4.2. Se x € E(R,R), entdo

lim X(s) =0,
Re(s)—o0

sendo X = L(x).

Em outras palavras, X (s) — 0 quando Re(s) — oo. Assim, qualquer fungao X €
U(Q,C)/ ~ que nao possui este comportamento, por exemplo, (s —1)/(s+1), e¥/s ou s,
nao pode ser a transformada de Laplace de alguma fungao x € E(R,R)/ ~, o que mostra

que o operador (3.19) nao é sobrejetor.

Novamente, uma propriedade similar a (3.12) para a transformada de Laplace é apre-

sentada.

Teorema 3.4.3 (Derivada). Sejam x,2/,... 2™V funcées continuas em (0,00) e de

ordem exponencial em [0,00) e ™ continua por partes em [0,00). Entdio,
L(z™) = smL(x) — s™ 1z (0) — s (0) — - - — 2(mD(0),

sendo '™ a derivada de ordem m € {1,2,...} de x com respeito a varidvel T.

Novamente aqui, aplicando a transformada de Laplace a equagao (2.11) e considerando
todas as condigbes iniciais nulas, obtém-se uma expressao analoga a (3.13), trocando o

operador P pelo operador L.
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3.4.1 Aplicacao Basica do Operador Linear £ na Teoria de Cir-

cuitos Elétricos

Usando a propriedade da derivada, apresentada no Teorema 3.4.3, é possivel reescrever as
equagoes dos elementos lineares basicos de um circuito elétrico em termos da transformada

de Laplace.

Teorema 3.4.4 (Equagoes dos Elementos Lineares Bésicos). Sejam v,i € E(R,R) sinais
de tensao e de corrente, respectivamente, nos elementos lineares bdsicos de um circuito
elétrico. Suponha que as transformadas de Laplace de v e i sejam V =V (s) e I = I(s),
respectivamente. Entao, as equacoes dos elementos lineares basicos podem ser reescritas,

em termos das transformadas de Laplace, como:

i. Resistor: V. = RI;
ii. Indutor: V = LsI — Li(0);
iii. Capacitor: I = CsV — Cv(0).

Observe que, se as condigoes iniciais v(0) e ¢(0) forem nulas, este resultado ¢ analo-
go ao Teorema 3.1.1, no entanto nao é necessario que os sinais de tensao e de corrente
sejam senoidais. Portanto, a transformada de Laplace também pode ser vista como uma
generalizagao dos fasores estaticos para sinais nao senoidais. Além disso, a aplicacao

bilinear (3.14) pode ser redefinida em termos da transformada de Laplace como S =

L)L) = V(9)T(5).

Teorema 3.4.5 (Sinais de Poténcia dos Elementos Lineares Basicos). Sejam v,i €
E(R,R) sinais de tensao e de corrente, respectivamente, nos elementos lineares bdsicos de
um circuito elétrico. Suponha que as transformadas de Laplace de v e i sejam'V =V (s) e
I = I(s), respectivamente. Entao, os sinais de poténcia compleza dos elementos lineares

bdsicos sao dados por:

i. Resistor: § = RI(s)I(s);
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ii. Indutor: S = LSI(S)TS) — Li(0)I(s);

iii. Capacitor: S = é (I(S)m—f— CU(O)E).

Demonstracao. As demonstragoes dos itens i, ii e iii seguem diretamente do Teorema

3.4.4 e de (3.14), trocando P por L. |



Capitulo 4

Fasores Dinamicos Conhecidos na

Literatura

O conceito de fasor dindmico surgiu da necessidade de modelar fen6menos dindmicos
rapidos em sistemas elétricos de poténcia, isto é, os fasores dindmicos sao utilizados na

modelagem de transitérios.

Matematicamente, sejam V' um espago vetorial real de fungoes diferenciaveis e U um
espaco vetorial complexo de funcoes. Uma funcao X € U é chamada de fasor dindmico

ou fasor variavel no tempo se X = T),(x), sendo
T,:V —U
x — Ty(z),

um operador linear injetor satisfazendo
T.(2") = DT, (z) + Q(t,u)T,(x) + A(t),

com D; a derivada com relacao a variavel ¢, Q2 e A funcoes satisfazendo certas propriedades

e u um parametro real ou complexo.

Novamente, esta definicao nao seré citada no texto, mas o leitor pode observar que os

fasores dinamicos apresentados neste capitulo e no Capitulo 5 satisfazem tal definicao.

52
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Este capitulo é dedicado a apresentacao de duas teorias importantes sobre os fasores
dindmicos. A primeira é baseada no artigo Generalized averaging method for power con-
version circuits [22] e a segunda, proposta por Venkatasubramanian, é baseada no artigo
Tools for dynamic analysis of the general large power system using time-varying phasors

[29]. As notagbes de ambos artigos sao preservadas.

4.1 Coeficientes de Fourier Variaveis no Tempo

A teoria sobre fasores dinamicos, detalhada nesta secao, é baseada no artigo intitulado
Generalized averaging method for power conversion circuits [22|. Tal teoria foi construida
sem hipoteses e é apresentada aqui, de maneira resumida, sem o rigor matematico, assim

como feito em [22].

Considere uma fung¢ao = = x(t) definida para todo ¢ € R e defina uma janela (intervalo)
de tempo 7 € [t — T t], sendo T" um niamero real positivo fixado (veja a Figura 4.1 (a)).
Para cada t escolhido, fazendo a extensao periddica da fungao x, em [t — T’ t], obtém-se
uma nova fungao que esta definida para todo 7 € R e que é periddica de periodo T,

conforme a Figura 4.1 (b).
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z A
z = x(T)
. : >
0 t—1T t T
z A (a)
z = (1)
RN
. : >
0 t—T t T

Figura 4.1: (a) Funcao original z = x(7) e determinacdo da janela de tempo 7 € [t — T, t].

(b) Extensao periddica z = z(1).

Se as condigoes de algum Teorema de Convergéncia de Séries de Fourier forem satis-
feitas, entao essa nova funcao possui uma representacao em série de Fourier. Além disso,
tal representacao, excetuando possivelmente os pontos de descontinuidade, converge para

x = x(7) para cada 7 € (t — T\ t).

Quando o procedimento anterior é realizado, para cada t € R, a funcao original x é

representada como
w(r)= Y Xp(t)e™ T, re(t-T.t), (4.1)
k=—o00

sendo k € Z, wy, = 2n/T e Xy = Xi(t) o k—ésimo coeficiente de Fourier, na forma

complexa, calculado como
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O coeficiente X}, é chamado de fasor dindmico e emprega-se a nota¢ao X (t) = (x)x(t),
t € R. Ao contrério dos coeficientes de Fourier tradicionais, este coeficiente varia conforme
o intervalo de integracao (janela).

Observe que, fazendo a mudanga de variavel 7 =t — T 4 s em (4.1), obtém-se

pt—T+s)= Y Xp(t)e™ =T 5€(0,T), teR,

k=—o00
sendo a nova expressao para o coeficiente de Fourier variavel no tempo dada por

I .
Xk(t) = T/O x(t —T+ S)e—ﬂcws(t—T-|-s)dS7

tal como apresentada em [22].
A seguir, ha um resultado associado com a derivada do fasor dindmico, cuja demons-

tracao é apenas formal.

Teorema 4.1.1 (Derivada). A derivada no tempo do k—ésimo coeficiente de Fourier é

dada por

%mk _ <fl—f>k — jhuwy(z).

Demonstragao. Observe que, pelo Teorema Fundamental do Céalculo,

d Qrn |
et e 7]kw37'd
L= o {T /t_Ta;(T)e 71

1 t
= —x(7)e IhwsT

T

t=T

Assim,

t
/ x'(T)e_jk“”dT
T

¢
x(T)eIkwsT !

x(7)e IhwsT

1 [ .
+ jkwy {—/ I(T)e_jkaTdT]
t—T T t=T

(@) + jhws(z)i.
n

Este teorema é anédlogo ao Teorema 4.2.1 da préxima secao. Por esse motivo, as apli-

cagoes deste resultado em circuitos elétricos serao enunciadas somente na seg¢ao seguinte.
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4.2 Fasor Dinadmico como um Operador Linear

Nesta secao, apresenta-se uma formulagao de fasores dindmicos proposta por Venkatasu-
bramanian [29]. Neste caso, a base tedrica dos fasores dindmicos é desenvolvida a partir

dos fasores estaticos.

Assim, considere a funcao x dada por
x(t) = X (t) cos(w.t +d(t)), teR, (4.2)

sendo a amplitude X e o angulo de fase o fungoes reais e a frequéncia w. > 0 constante.

Além disso, X (t) > 0, para todo ¢t € R,

Com base na teoria da Segao 3.1, pode-se associar a fungao  uma fungao X da forma
X(t) = X)W = X (t)£6(t), tER,
chamada fasor dindmico. Entao, a relacao entre a funcao x e o fasor X é dada por

z(t) = Re(X (t)e“t) = Re(X (t)e! @0ty -t e R. (4.3)

Aqui destaca-se uma dificuldade desta formulagao, a saber, a unicidade dos fasores
dindmicos. De fato, dado qualquer fasor X, é possivel encontrar uma tnica funcao x
através da relacao (4.3). No entanto, dada uma func¢do x, pode-se determinar vérios
fasores que resultam nesta mesma funcao. Para ilustrar essa dificuldade, considere a
funcao xy dada por

xo(t) = Xocos(wet), VteR,
com Xy > 0ew,>0.

E facil ver que o fasor X, dado por
X()(f) - X(]ZO, Vt € R,
esté associado a fungao xy. Por outro lado, o fasor X, dado por

X1(t) = Xgcos(wet)e ™t Vvt € R,
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também esta associado a fungao xy pela relagao (4.3), pois

Re(X1(t)e’") = Re(Xp cos(wet)e 7 el!) = Xy cos(wet) = x0(t), Vt€R.

A solugao para este problema é detalhada em [29]. Considere o conjunto de todas as
fungdes reais © € C*°(R, R), tais como em (4.2), e que sdo do tipo passa-banda, isto é, sua

transformada de Fourier X = X (w) existe e satisfaz
Xw)=0, w=0 ou w>uw.

Munido das operacoes usuais de adicao e multiplicacao por escalar real, esse conjunto é
um espago vetorial real denotado por B(R,R). De modo analogo, o conjunto de todas as
fungoes complexas X € C*(R, C) que s@o do tipo passa-baixa, ou seja, sua transformada

de Fourier X = X (w) existe e satisfaz
X(w)=0, w>w. ou w< —w,,
com as operagoes usuais de adicao e multiplicacao por escalar complexo é também um
espago vetorial, agora complexo, denotado por V (R, C).
Com os espacos vetoriais anteriores, o fasor dinamico é dado pelo operador
P:BR,R) — V(R,C)
r — Plx)=X,

com X (t) = X(t)e’’® Vvt € R. E possivel mostrar que esse operador é linear e bijetor.
Assim,
P~ V(R,C) — B(R,R)
X +—PHX)=mnz,
com x obtido a partir de (4.3).

Observe que, como P é bijetor, o problema da unicidade esté resolvido. Além disso,
a linearidade de P implica que as equacoes resultantes das Leis de Kirchhoff e as
equagoes dos elementos lineares béasicos de um circuito elétrico podem ser reescritas em

termos dos fasores dinamicos.
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Como mostrado na Secao 3.1, no caso dos fasores estéticos, a derivada no tempo resulta
na multiplicacao do fasor pelo niimero complexo jw. No caso dos fasores dinamicos, ha

uma modificagao na derivada, conforme o Teorema 4.1.1 e o teorema a seguir.
Teorema 4.2.1 (Derivada). Se z € B(R,R), entao
n_d :
P(a') = SP() + juP(a),

sendo x' a derivada da fun¢ao x = x(t) com respeito a varidvel t.

Demonstracao. Considere z € B(R,R) e X = P(z) € V(R,C). Entao, pela relagdo
(4.3),
x(t) = Re(X e, teR. (4.4)

Derivando ambos os lados da expressao (4.4), obtém-se
/ d : jwet
z'(t) = Re %X + jw.X e ),  teR. (4.5)
Por outro lado, como 2’ € B(R,R), existe um tunico P(z’) € V(R, C) tal que

2'(t) = Re(P(2'(t))e’"), teR. (4.6)

Como P ¢é bijetora, comparando (4.5) e (4.6), resulta que

Py = SP) + jucP(r). (47)

Com base na expressao (4.7), segue o seguinte resultado.

Teorema 4.2.2 (Equagbes dos Elementos Lineares Bésicos). Sejam v e i os sinais de
tensao e corrente, respectivamente, nos elementos lineares bdsicos de um circuito elétrico.
Suponha que v,i € B(R,R) e sejam V,I € V(R,C) os respectivos fasores dindmicos.
Entao, as equacoes dos elementos lineares bdsicos podem ser reescritas, em termos dos

fasores dindmicos, como:
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i. Resistor: V = RI;

dI

ii. Indutor: V = L% + jw.LI;
av
iii. Capacitor: I = C% + jw.CV.

Além disso, com base nesta teoria, pode-se definir novamente os sinais de poténcia

ativa, reativa e complexa [29].

Definigao 4.2.1. Sejam v,i € B(R,R) sinais de tensao e corrente, respectivamente, em
um circuito elétrico linear. Sejam também V = P(v) e I = P(i) os respectivos fasores

dindmicos. Entao, o sinal de poténcia complexa S € dado por

S =P)P>i)=VI.
O sinal de poténcia ativa P € a parte real de S, ou seja,
P = Re(S).
De maneira similar, o sinal de poténcia reativa Q ¢ a parte imagindria de S, ou seja,
Q = Im(S).

Teorema 4.2.3 (Sinais de Poténcia dos Elementos Lineares Basicos). Sejam v e i os
sinais de tensao e corrente, respectivamente, nos elementos lineares bdsicos de um circuito
elétrico. Suponha que v,i € B(R,R) e sejam V,I € V(R,C) os respectivos fasores
dindmicos. Entao, os sinais de poténcia complexa dos elementos lineares bdsicos sao

dados por:
vV

i. Resistor: S = R|I|*> = :
i. Resistor 1| 7

—dI
ii. Indutor: S = LIE + jw LI |%;

iii. Capacitor: S = C’V% — jwC|V ]2

Demonstracao. As demonstragoes dos itens i, ii e iii seguem diretamente do Teorema

4.2.2 e da Defini¢ao 4.2.1. |



Capitulo 5

Fasores Dinamicos Via Transformadas

Integrais

No Capitulo 3, mostrou-se que as transformadas de Fourier e de Laplace, definidas através
de operadores lineares entre espacos vetoriais adequados, ampliam a noc¢ao de fasor, pois
aumentam a classe de fungoes que admitem a representacao fasorial classica. Neste sen-
tido, é natural questionar se ha outras transformadas integrais que desempenham uma
funcao semelhante para os fasores dinamicos. A resposta para esta questao motivou as
principais contribuicoes deste trabalho, trés novas teorias sobre fasores dinamicos cons-
truidos a partir de transformadas integrais, a saber, a transformada de Fourier de curto
termo, a transformada generalizada de Laplace e a transformada de Hilbert. Essas teorias

sao detalhadas a seguir.

5.1 Transformada Integral do Tipo Fourier

Fixe duas fungoes, g e h, satisfazendo as seguintes exigéncias:

Al. g€ S(R,C);

60
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A2. h € C*(R? C). Além disto, para cada k = 0,1,2, ..., existe um polinémio py, com
coeficientes reais nao negativos, tal que

okh

a_yk(yaz) <p(lz]), V(y,z) € R

com a derivada parcial de ordem 0 da fun¢ao h, com respeito a variavel y, sendo a

identidade.

Considere a fungao F' definida por

F(z,y) / f(2)g(z —2)h(y,2)dz, (z,y) € R? (5.1)

com f € S(R,C). O proximo teorema, cuja demonstragao é longa, porém simples, mostra,
que a funcao F estd bem definida e é diferenciavel em R? quando g e h satisfazem as

hipoteses Al e A2.

Teorema 5.1.1. Se g e h satisfazem as hipdteses A1 e A2, entdo, para cada f € S(R,C),

a fungao F, dada em (5.1), tem as sequintes propriedades:
a. E bem definida e continua em R?;

b. Possui derivadas parcmz's de primeira ordem continuas em R? e

/f (o = Dh(y,2) =
xy / f(z z—x) (y,z)dz, (z,y) € R%.

Demonstragao.

a. Considere a familia a um parametro de fungoes
lm,n .
e R — C

2o () =2 () gz — ),
com [ € NU{0}, m,n € {0,1} e m +n # 0. Pela hipotese Al, para cada x € R,
fhmn e S(R,C). Assim, fixados os ntimeros [, m e n, como anteriormente, para cada
q € NU{0}, existe K, , = K, ,(z) € R tal que

q £l,m,n
A

e (2)| < Kpq(z), VzeR,
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e, portanto, fica bem definida a fungao L, , dada por

d4 lm,n
P (Z)

7 , xeR.

L, .(x) =sup
z€R

Resulta que

12" (2)] < Loo(),  [22f;™"(2)] < Lao(z), Vz€eR

2" (2)] <

sendo L a funcao definida por

L(x) = 2max{Loo(z), Lao(z)}, ze€R.

Logo,

\ | gt -y a:

< [ 1o

® L(x) oo
< /Ool_l_ZQdZ—ﬂL(x).

Isto mostra que, para cada = € R e paral € NU {0} e m,n € {0,1}, com m +n # 0, a

integral

\ |-y a:

€ convergente.
Seja agora ¢, um polindémio com coeficientes complexos, isto é,

q(z) = Zak,lzl, z€C,

1=0
com ny = grau(gg) e ap; nameros complexos para k € NU {0} e 0 <[ < ny. Neste caso,

para cada x € R,

/_00 a(2)f(z2)"g(z —x)"dz

[e.e]

< / a2 F )Mz — o) de

N 00
< Z|ak,l|/ ‘fimn(z)‘ dz
1=0 o
ng
(WZ ]ak71\> L(l’)
1=0

dz

n
Z ap f7™"(2)
1=0

IN
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Em particular, a partir de (5.2), sendo py o polinémio tal que |h(y, )| < po(|2]), ¥(y, 2) €
R2, entao

xy|—k/ F(2)g(z — )y, 2) dz
-:/ F(2)9(z — 2)||h(y, )| dz
s/mpdwﬂﬂ@ﬂz—@hb

—00
para cada (z,y) € R? mostrando que a fungao F ¢ bem definida.
Como consequéncia dos resultados anteriores, para cada x € R e para cada k € NU {0}
em,n € {0,1}, com m +n # 0, existe um namero real My, , = Mg mn(x) > 1 tal que

/mpAVMf@Wﬂmz—@WdZ<N%mw

—00

Para provar a continuidade da funcao F', considere a funcao Jr dada por

Jr(n, &) = |F(z+ny+&) — Fz,y). (. eR?,

com (z,y) € R? fixado. Assim,
ﬂma:{/ffwmmz—x—mMy+¢@—g@—xmwx»w
g[fuunmu—x—n>@+a> g(z — 2)h(y, )| dz

< [ UENgte =2 =) — gl = D) by + €. )] d+
—oc (5.3)

/mU@Nm&—xMMy+&@—h@&N®

—00

= [ 1t D)ot = ) — g Iy + & -+ o) dus

—00

‘/mUW+xMﬂ@HMy+&u+@—h@w+xww,

—00
sendo a ultima passagem obtida através da mudanca de variavel © = z — x, com x fixado.

Tal mudancga sera utilizada com frequéncia daqui em diante.



Utilizando a hipotese A2, segue que

L on
|My+&u+wX—M%u+xﬂ=Lézg@+s&u+®£®

L1on

< /0 a—y(y+s£,u+x> €l ds
1

< d

_Azmw+ﬂﬂﬂs

= p1(ju+ 2]) [£]

e, substituindo (5.4) em (5.3), obtém-se
{hm@ms/vw+xmmu—m—gmnmw+au+me+

Iﬂ/mpﬂu+ﬂﬂﬂu+@HMWHm

< /OO pollu +2|) [f(u+z)[ |g(u —n) = g(w)| du+ My, 1 €]

o0
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Como g € S(R,C), g é Lipschitziana e, consequentemente, uniformemente continua em

R. Assim, dado € € R, ¢ > 0, existe 0, € R, 6, > 0, tal que se |n| < d,, entao

u—n)—glu)| < , YueR.
lg(u—mn) — g(u)| Moo

Para o mesmo ¢ anterior, tomando 6, = £/(2M;11), se || < 0, e

1(n, &) < 6 = min{éy, dy},

entao
Jr(n,§) </ po(|u+z|) | f(u+ )| |g(u —n) — g(u)| du + M1, €]
- /Oo (it 2)) | f(u+ 2)| du+ My 116, < =+ & =
Mors _oopo U+ u+ )| du iy <5+ 5=

Como (z,y) € R? é arbitrario, isto mostra que F' ¢ continua em RZ.

b. Visto que ¢ € S(R,C), procedendo como na prova do item a do Teorema 5.1.1,

mostra-se que a funcao GG, dada por

mmwz—/fﬂ@ﬂmﬂ%@aMa (2.y) € R,
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estd bem definida e, além disto, é continua em R2. O objetivo é mostrar que G é exata-
mente a derivada parcial de primeira ordem da funcao F' com relagao a variavel z. Para

isto, fixe um ponto (z,y) € R? e defina a fungao dJg por

F(x+n7y)_F(x7y) —G(ZE y)'
n

= | [t (HEEEEREIEET e ) )

dJc(n) = ‘
(5.5)

, 1 € R\{0}.

Novamente, com a mudanga de variavel u = z — x é possivel reescrever a expressao (5.5)

como

4Jo(n) = ' st (B2 ) ) a0y

Observe agora que

g(u—mn) — g(u)
n

() = — / o (u— sn) ds + ¢'(u)
(

-

e, pelo Teorema do Valor Médio, para cada u € R, existe um namero real s, € (0, 1) tal

g'(u) — g'(u—sn)) ds

que

9(u—n) —g(u)
Ui

Como a funcao ¢’ também ¢é uniformemente continua em R, dado ¢ € R, ¢ > 0, existe

+9' ()] <g'(u—sun) = g'(u)].

JeR, 6 >0, tal que se 0 < |s,n| < |n| < 0, entao

glu—n) —g(v)
+ g (u)| < , YuelR
‘ n g Mo 10
Consequentemente,
> u—mn)—gu ,
i < [ 1+ o) | D=0 =2 g gk o) du

o0

< "t ab s o[ DI g

< /Oopg(|u+x\)\f(u+x)|du<5,

Moo J-
se 0 < |n| < 0. Em outras palavras, como (x,y) é arbitrario,

F _F F
G(z.y) = lim (x+1,9) (w,y):g_m(x’y).

n—0 n




Seja agora H tal que

i) = [ " f)gle - x>§—Z<y, 9dz, (vy) € R

A fungao H estd bem definida, ja que, para cada (z,y) € R?,

H(z,y)| = ' [ st - 05w

g/m £ 9z — )] g—’;@,z) az

< / () 1F()] gz — 2)] dz < Myyy, V(a,y) € R

Para verificar a continuidade da funcao H, defina Jy por

Ju(n,€) = H(x+ny+&) —Hz,y)l, 1€ R,

com (z,y) € R? fixado. Para todo (y,u) € R?

Oh Oh Lo?
et sut ) - G| = | [ R sguraas
Y9%h
< —(y+s§ut+z ds
| Gt + seur o ie

1
< / pa(lu + z) €] ds = py(ju + ]) [€]
0

e, portanto,

Tu(.€) = \ 16 (ste -2 = nGhw+ € - ot - 0502 )

Ooh

< [T uelse-r-nTu+ 69 gtz - 5.2
< [ 1GN e = o= - o = Dl G -+.2) as+
[ veiot: = o[ Lyre. ) - L)
:/_Z\f(qux)Hg(u—n)—g(u)\ g_;’@%um s
1t o S+ €t ) = S )

< / " pallu+ 2l) | Fut 2)] gl — ) — glu)] dut

€l [ palfu+ al) 7+ )l () du

66
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Assim, dado € € R, £ > 0, existe um nimero real positivo d, tal que

lg(u —n) —g(u)| < Vu € R,

£
2Mi 10
se |n| < 0. Além disto, tomando J, = ¢/(2M21 1), segue que

Tu(n,€) < / " palu+ 2l) | £t 2)] g — ) — glu)] dut

—00

o | " pallu+ o) £ (u + )] lg(a)| du

5 o0 [ee]
< / p1(|u+xl)|f(u+w)ldu+5y/ pa(fu+ 7)) | (u + )] lg(w)] du
2Mia0 J —c0
Sy,
2 92 7

se [[(n,€)|| < 6 = min{d,,d,}.

Novamente, fixe um ponto (z,y) € R? e considere a funcio dJg definida por

dJu(§) = <Iy+€) L H(x’y)’
B o0 Nals — 2 (y+§ ) (y’) @ 2 z
= [ e - o) (P 5 n9) 4
_ / f(2)9(z = 2)he(z)dz|, € € R\{0},

sendo

L (0h oh
—/(; (ay< +3€7 ) ay(y,z)) ds’ 7z c R.

Para z fixado, resulta da convergéncia da integral

/ DIz — )] dz,

o0

que dado € € R, € > 0, existe um ntmero real positivo a tal que

[ nEDrEle -l <&
R\[~a,q]

O integrando na integral em (5.6) ¢ uma fungao uniformemente continua para (s,z) €

[0,1] X [—a,a] e, portanto, para o mesmo ¢ anterior, tomando § = ¢/(2Mj11), se 0 <

|s&| < [€] < 6, entao
oh Ooh £
8_y(y + 8, 2) — a—y(y,z) < Moy
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Consequentemente, se 0 < [£| < J, entao

o0

AT (€) < / £ lg(z — )] [Re (2)] dz

—00

= [ VNG =alinla+ [ Gl -l )

R\[—a,q]

<2M€m/[_ ]‘f<2>”9<2—x>!dz+2/ prlz) 1)l g(= = o) 2

R\[—a,a]

<o [T 1Ol Dlaz 2 [ p(ep e -2l

PN R\[—a,a]
<5+25_5+5_6
2 4 2 2 7

Logo, para cada (z,y) € R?,

— 0
H(r.g) =ty DL TN CRG )

O Teorema 5.1.2 generaliza os resultados apresentados no item b do teorema anterior.

Novamente, as derivadas, ordinarias ou parciais, de ordem 0 sao identidades.

Teorema 5.1.2. Para qualquer funcio f € S(R,C), a funcio F, definida através de

(5.1), possui derivadas parciais de quaisquer ordens continuas em R? e

OPTIF > 0%

0Py (z,y) = (=1) f(2)g® (2 — x)T(y,z) dz, (z,y) € R? (5.7)

para p,q € {0,1,2,...}.

Demonstragao. Inicialmente, considere o caso ¢ = 0 em (5.7). A prova é feita por
indugao em p € {1,2,...}. A partir do item b do Teorema 5.1.1, o resultado é verdadeiro
para p = 1. Agora, supondo que o resultado é verdadeiro para p = k, basta observar que
g € S(R,C) e, consequentemente, a prova para p = k + 1 segue analoga aquela dada

no Teorema 5.1.1. Logo,

ngZ:(xyy) = (=1)? /Z f(z)g(p)(z —2)h(y,2)dz, (z,y) € R (5.8)
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De modo semelhante, fazendo p = 0 em (5.7), segue que

Lo / f(g(z ~ )7 h(y, Ddz, (x.y) € R, (5.9)

ja que, para ¢ =0, 1,. .., a fungdo 97h/0y? também satisfaz a hipotese A2.

Finalmente, note que g'?) e 97h/dy? satisfazem as hipoteses A1 e A2, respectivamente.
Assim, utilizando novamente inducao e o Teorema 5.1.1, por um lado, pode-se derivar par-
cialmente (5.8), com relagao a variavel y até ordem ¢ € {1,2,...} obtendo 0P 7F/Qy?0z?.
Por outro lado, derivando parcialmente (5.9), com relagdo & variavel = até ordem p €
{1,2,...}, obtém-se OPT9F /0xPOy?. Como ambas as derivadas parciais mistas sdo fungoes

continuas em R?, a prova esta concluida. ]

Agora, considere o conjunto das fungoes de classe C°(R? C) que sdo continuas e
possuem derivadas parciais de quaisquer ordens continuas em R? e defina as seguintes

operagoes:
O1. Se F,G € C*(R? C), entdo a fungao adicdo F + G ¢é definida por

(F+G)(x,y) = F(z,y) + G(z,y), Y(z,y) € R

02. Se F € C*(R? C) e a € C, entao a funcao multiplicagdo por escalar aF' ¢ definida
por

(aF)(z,y) = aF(z,y), V(z,y) € R%.

Com estas operagoes de adi¢ao e multiplicagao por escalar complexo, segue que C*°(R?, C)
é um espaco vetorial complexo. Assim, pode-se definir o operador
N: S(R,C) — C=(R? C)
(5.10)
fo—=N(f) =
com F tal como em (5.1). O operador N é linear e possui a seguinte propriedade associada

com a derivada da funcao f.



70

Teorema 5.1.3. Para cada f € S(R,C), N(f") =W, com
OF o oh )
W) = Gole) = [ o — 05 0 () €2

Demonstracao. Basta integrar por partes e utilizar o item b do Teorema 5.1.1. |

Na proxima segao sera feita uma escolha particular para a fungao h visando o estudo

dos fasores dinamicos.

5.1.1 Fasores DinAmicos Via Transformada de Fourier de Curto

Termo

Nesta secao, a transformada de Fourier de curto termo é extraida como um caso particular
do operador linear (5.10) mediante uma escolha especifica da fun¢ao h na expressao (5.1).
Como o nome sugere, ha uma relacao entre esta transformada e a transformada de Fourier
apresentada na Secao 3.3. Assim, tendo em conta que a transformada de Fourier permite
estender a Teoria dos Fasores Classicos para outras classes de fungdes, nao apenas
as funcoes senoidais, é natural questionar se a transformada de Fourier de curto termo

desempenha um papel analogo na Teoria dos Fasores Dindmicos.

Considere uma fungao ¥ € S(R, C) tal que

/OO [p(t)[*dt = 1. (5.11)

o0

Note que tal fungao sempre existe, pois fixando uma funcao nao identicamente nula ¢ €

S(R,C), com
= / (D) dt,

—00

segue que ¥ (t) = ¢(t)/\/X, para todo t € R.

Sendo h a funcao definida por
h(w,7) =e 7“7, (w,T) € R?, (5.12)

entao:
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B1l. h € C*(R% C) e |h(w,7)| = |e7“T| = 1, para todo (w,7) € R?

B2. Por indugao, é possivel mostrar que, para k= 1,2,...,

8’% - Nk 2
Ok (waT) = (_]7—) h(waT)a V(W,T) €R
e, assim,
8kh - \k k 2
(%)’f (W,T) - |(_j7-) h(w77)| - ‘T| ) \V/(w77_) e R

Logo, a fungao h, dada em (5.12), satisfaz a hipotese A2 e, portanto, pelo Teorema 5.1.1,
dada uma fungao x € S(R,C), a fungdo X, definida por

X(t,w) = /_00 z(T)(r —t)e T dr,  (t,w) € R? (5.13)

o0

¢ continua em R2. A variavel ¢ ¢ chamada de tempo e a variavel w de frequéncia angular.

A partir de (5.10), e tendo em vista o Teorema 5.1.2, fica bem definido o operador

linear
G:SR,C) — C>(R% C)
(5.14)
r —Gx)=X,

com X como em (5.13), chamado de transformada de Fourier de curto termo.

O préximo teorema trata da injetividade do operador linear G.

Teorema 5.1.4. O operador linear G dado em (5.14) € injetor.

Demonstragao. Se r,y € S(R,C) e X (t,w) = Y (t,w), para todo (t,w) € R?, entdo

Z(t,w)=X(t,w) =Y (t,w) = /OO 2(T)(r —t)e T dr =0, V(t,w) € R?

—00

comz=z—y, X =G(),Y =G(y) e Z=G(z).
Observe que, para cada t € R, resulta que z; € S(R, C), sendo
Zt . R — (C

T > 2(7) = z(T)Y(1T — 1).



72

Logo, para cada t € R, Z; = F(z) € S(R,C), com Z;(w) = Z(t,w). Utilizando a

transformada inversa de Fourier (3.17), obtém-se

1 [ .
A== 5 [ ZweTdo =0, vreR,

—00

para cada t € R.

Como z(7) |¢(r — t)|> = 0, para todo (¢,7) € R?, resulta de (5.11) que

/Oo 2(7) [w(r = ) dt = 2(7) /OO lp(r =) dt =2(1) =0, 7€eR,

—0o0 —00

implicando que z(7) = y(7) para todo 7 € R. [

Denotando por R*°(R?, C) o subespago vetorial de C*°(R?, C) que é imagem de S(R, C)
por G, resulta que o operador inverso é
G': R*(R?C) — S(R,C)
X — X)) =z,

o qual também é linear. Neste caso, a funcao x é calculada através de
1 [ [ -
x(T) = 2—/ / X(t,w)(r —t)e!Tdwdt, T €R. (5.15)
T J-oJ-o0

De fato, procedendo como na demonstragao do Teorema 5.1.4, considere a familia de

fungoes a um parametro definida por
Tt @ R—C
T — xy(7) = x(7)Y(T — 1).

Para cada t € R, resulta que z; € S(R,C) e, como consequéncia, z; pode ser vista
como uma curva em S(R,C). Neste ponto de vista, (5.13) ¢ apenas a transformada de
Fourier de z; e, recordando o Lema 3.3.1, segue que X; € S(R,C), sendo X; = F(x)
e Xi(w) = X(t,w) com t € R fixado. Assim, segue da transformada inversa de Fourier

(3.17) que
20(7) = 2(T)(r — ) = % /_ X (1, w)e du. (5.16)
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Além disso, da expressao (5.11) obtém-se

/OO W —t)2dt =1, reR

o0

Logo, multiplicando ambos os membros de (5.16) por (7 — t) e integrando com respeito

a variavel ¢, obtém-se (5.15).

Deve-se enfatizar aqui que, neste contexto da transformada de Fourier de curto termo,
a funcao ¢ € S(R,C) é chamada de fungdo janela. Em geral, tal fungdo pode ser
escolhida no conjunto das fungdes teste que sao fungdes em C*°(R,C) e com suporte
compacto, isto é, que se anulam fora de um intervalo compacto. Mais precisamente, 1

pode satisfazer as seguintes condigoes:
Cl. ¢ € C*(R,C);
C2. Y(u) =0, |u| > a;

Cs. /oo () 2 = 1.

oo

O termo “janela” vem do fato de que a funcao 1, satisfazendo C1, C2 e C3 e tal como
em (5.13), tem a propriedade de se deslocar no eixo das abscissas conforme o tamanho da

janela (intervalo [—a, a]) escolhida. Veja a Figura 5.1.
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z = x(7)
) B>
. a (a)

z=[p(r — 1)
0 -
7 A (0)
z = [¢(r —t)|2(7)

; ,

(©)

Figura 5.1: (a) Fungao z. (b) Modulo da fun¢ao janela ¢, com ¢ € R fixado. (¢) Produto de =

pelo moédulo de ¥, com ¢ € R fixado.

A transformada de Fourier de curto termo é amplamente estudada na literatura [30],
com aplicagoes em problemas do tipo tempo-frequéncia, sendo precursora das transfor-
madas wavelets. Contudo, até onde se sabe, nao ha aplicacoes na Teoria de Fasores
Dindmicos. O teorema a seguir faz a conexao entre a transformada de Fourier de curto
termo e a Teoria dos Fasores Dindmicos, fornecendo a propriedade derivativa usual

destes fasores.

Teorema 5.1.5. Sex € S(R,C) e X = G(z), entao

0X
n _ . '
G(z") v + jwX
Demonstracao. Defina W = G(2'), com x € C*(R,C). Visto que,

%(M,T) = —jwe™ T Y(w,T) € R?,
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pelo Teorema 5.1.3,

oh

W(t,w) = aa—jf(t,w) - /OO z(T)(r — t)a—T(w,T) dr

X
= E(t,w) +jwX (t,w), (t,w) € R%
]

O préximo teorema generaliza o resultado anterior para derivadas de ordem superior.

Teorema 5.1.6. Se z € S(R,C) e X = G(x), entdo

G (x(m)) <(§t —|—]w> X,

sendo '™ a derivada de ordem m € {1,2,...} de x, com respeito a varidvel t, e

9 i
( +=7°J) Zz' i) g

com | < m um numero inteiro e a deriwada parcial de ordem 0, com respeito a varidvel t,

sendo a identidade.

Demonstracao. A prova é feita por inducao em m. Pelo Teorema 5.1.5, o resultado
é verdadeiro para m = 1. Suponha que o resultado seja verdadeiro para m = k e seja
y=2®. Assim,

9 k
Y:Q(x(k)) <8t+]w) X.

Novamente, pelo Teorema 5.1.5, sendo W = G(1/), entao

W(t,w) =

k
_ A . ¢
]“’( = “’“))

k _ k _ (5.17)
k! INT AR, ¢ k! a0
= 2 im0 G () g e ()
oFHl k k! Niaab's
s (t’wHZu(k—Z)'(j ) g (et
k—1
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Fazendo a mudanca [ = [ + 1, segue que

k—

[y

k! o 0FIX B b k! CoREIX
i — o) g (t’w)_g(l—1>!<k+1_1)!(9“> gt ()

=0

e, assim, omitindo a barra e substituindo em (5.17), obtém-se

oI x . ak—i—l—lX
Wit w) = atk-i-l (t,w) +Z 1k —l k11 (t,w)+

2 %Wm%ﬁ (1) + (o) T X (1)

b'e b k! k! NT
= pp (t""’H; (l!(k—l)! i (1—1)!(k+1—l)!) () g (bl

k
X (e X |
s el ZZ Nk+1-1)! (]w)l k11 (t,w) + (jw) 1 X (t,w)

’“i (k+1) 011X (t.0)

= w w).

L+ 1)

Logo, o resultado também ¢é valido para m = k + 1 e o teorema esta provado. |

Uma aplicagao do Teorema 5.1.5 é apresentada na préoxima subsegao.

5.1.2 Aplicacao Basica do Operador Linear G na Teoria de Cir-

cuitos Elétricos

Como mostrado nas se¢oes anteriores, a transformada de Fourier de curto termo (5.14)
preserva a propriedade derivativa dos fasores dindmicos apresentada em [22] e [29]. Tal
propriedade, apresentada no Teorema 5.1.6, transforma os modelos diferenciais dos ele-
mentos lineares basicos de um circuito elétrico em equagoes diferenciais complexas, como

mostra o teorema a seguir.
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Teorema 5.1.7 (Equagoes dos Elementos Lineares Basicos). Sejam v e i sinais de tensao
e de corrente, respectivamente, nos elementos lineares bdsicos de um circuito elétrico.
Suponha que as transformadas de Fourier de curto termo (5.14) de v e i existam e sejam
dadas por V.=V (t,w) e I = I(t,w), respectivamente. Entao, as equagioes dos elementos

lineares bdasicos podem ser reescritas como:

i. Resistor: V = RI;

o1
ii. Indutor: V = LE + JwlLlI;

iii. Capacitor: I = C’aa—‘t/ + jwCV.

Em conexao com a Teoria dos Fasores Dindmicos, note que os modelos obtidos
sao analogos aos modelos do Teorema 4.2.2, porém a diferenca esta na classe de fungoes
considerada. Neste sentido, a transformada de Fourier de curto termo permite trabalhar
com outra classe de funcoes, distinta daquela apresentada na Secao 4.2, e que admite
a representacao fasorial dinamica. Consequentemente, tal transformada representa uma

nova abordagem para os fasores dinamicos.

5.2 Fasores Dinamicos Via Transformada Generalizada

de Laplace

Seja
p:R—R
u — (u),
uma funcao satisfazendo as seguintes condigoes:

El. ¢ € C*(R,R), k > 1 ou k = o0;

E2. ¢(u) =1, se u < 0;
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E3. ¢'(u) <0,seu>0e ¢(u) — 0 quando u — o0;

E4. ¢™(u) — 0 quando u — oo, param = 1,..., k.

O conjunto das funcoes satisfazendo E1, E2, E3 e E4 ¢ nao vazio, pois se p € C*(R, R)

¢é a funcao definida por

1, u <0,
e(u) =< plu), 0 <u <1, (5.18)
0, u=>1,

com p'(u) < 0, para todo u € (0,1), entdo a fungao ¢ tal que ¢(u) = p(u/N), u € R,
satisfaz as exigéncias anteriores para cada A\ € (0, 1].
As Figuras 5.2 e 5.3 apresentam os graficos das fungoes ¢ € C*(R,R) e ¢, respectiva-

mente, quando a fungao p, como em (5.18), é p(u) = 2u® — 3u? + 1, u € (0,1). Note que
p(u) = —6u(l —u) <0, Vu € (0,1).

1.0+ -

0.8 d

0.2 -

0.0+ -

u

Figura 5.2: Grafico da funcao ¢ € C'(R,R), definida por ¢(u) = ¢(u/N), Yu € R, com ¢ como
em (5.18), A=1e p(u) = 2u® — 3u® + 1, u € (0,1).
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0.0+ B

¢'(u)

10+ J

-15¢ -

u

Figura 5.3: Grafico da derivada primeira da fungio ¢ € C(R,R), definida por ¢(u) = ¢(u/\),
Vu € R, com ¢ como em (5.18), A =1e p(u) = 2u — 3u® + 1, u € (0,1).

Outra possibilidade ¢ definir ¢ como ¢(u) = ¢(u/N), u € R, sendo ¢ € C*(R,R) a
funcao dada por

1, u <0,
o) = 1 (5.19)
l—ew,u>0.

Novamente, para cada A € (0, 1], é possivel mostrar por indugdo que ¢ € C*(R,R)
satisfaz E1, E2, E3 e E4. Neste caso, os graficos das fungoes ¢ e ¢/, para A = 0.5, sao

apresentados nas Figuras 5.4 e 5.5, respectivamente.
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0.8 J

0.0 B

Figura 5.4: Grafico da funcao ¢ € C*°(R,R), definida por ¢(u) = ¢(u/N), Yu € R, com ¢ como
m (5.19) e A = 0.5,

00l ]

—02!

o),

-8l

-1.0) 1

Figura 5.5: Grafico da derivada primeira da fungao ¢ € C*°(R,R), definida por ¢(u) = ¢(u/N),
Vu € R, com ¢ como em (5.19) e A = 0.5.

No caso geral, decorre de E1, E2, E3 e E4 que, para cadam = 1,...,k, (™ (u) =0
quando |u| — oo. Como consequéncia, a fun¢ao ¢ possui boas propriedades apresentadas

no seguinte lema.
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Lema 5.2.1. Suponha que ¢ satisfaz as hipoteses E1, E2, E3 e E4. Entao:

a. ¢ € Lipschitziana em R e 0 < ¢(u) < 1, para todo u € R;
b. Para cada m =1,...,k—1, (™ ¢ Lipschitziana e limitada em R;

c. o) ¢ uniformemente continua e limitada em R.

Demonstragao.

a. Decorre de E2 e E3 que 0 < ¢(u) < 1, para todo u € R. Visto que ¢'(u) — 0 quando
u— oo e ¢(u) =0, para u < 0, dado € = 1, existe um ntamero real positivo ¢ tal que
|¢'(u)] < 1, para todo u € R\[0,c|]. Além disto, existe A = sup{|¢'(u)| : u € [0, |}, pois
¢ é continua em R. Assim, sendo M = max{1, A}, segue que |¢'(u)| < M, para todo

u € R. Como ¢’ é uma fungao limitada, a funcao ¢ é Lipschitziana em R;

b. A partir de E4 e por argumentos similares aos empregados na prova do item a, para
cada m = 2,...,k, ™ ¢ uma funcdo limitada em R. Como consequéncia, para cada

m=1,....,k—1, ™ é uma funcdo Lipschitziana em R;

c. Novamente, dado € € R, ¢ > 0, existe um namero real positivo ¢ tal que |¢(k) (u)| < ¢e/3,
para todo u € R\[0,¢), ja que ¢ (u) — 0 quando u — oo e ¢ (u) = 0, para u < 0.

Basta agora considerar os seguintes casos:

cl. A funcdo ¢ restrita a [0, ] é uniformemente continua e, portanto, para o mesmo &

anterior existe § € R, § > 0, tal que se u,v € [0,¢| e |u — v| < J, entdo

69 () = oW (0)] < =
c2. Se u,v € R\[0,¢] e |u —v| < 4, entao

[69(@) =W )| < oW+ oW ()] < S+ 5 =T <=
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c3. Seu € (—00,0), v € [0,c] e |u—1v| <0, entdo |u| <4, [v|<de

6 w) — 6 (0)] = |6%(w) — 6¥(0) + 60(0) — #P(v)|
< [60(w) - 6(0)] + [6W(v) — 6¥(0)|

€

= |60 (@) = oW(0)] = oW ()] < 5 <&,

pois [0 (u)| = |6®(0)] = 0;
cd. Seu € [0,¢],v € (c,0) e |u—v| <d,entdo |u—c|<d,|lv—cl<de
68 (w) = 6 (0)] = [6% (1) = 9W(e) + 6 () — SV (v)|
< W (u) — W (c)| + [6®) (v) — 6™ ()]
< [¢®(u) — W ()| + [6® (v)] + [6*)(c)]

<€+8—|—€—5
3 3 3 7

Segue destes quatro casos que ¢ ¢ uniformemente continua em R. ]

Agora, considere o conjunto E*(R,R) das fungoes tais que, se x € E*(R,R), entdo

r=x(7):
F1. E causal e de ordem exponencial em [0,00) conforme as Definicdes 3.4.1 e 3.4.3,

respectivamente;

F2. E continua em [0, 00) significando que x é continua a direita em 7 = 0, isto é,

li = 2(0);
lim (1) = 2(0);

F3. Possui derivadas continuas até ordem k em (0,00), kK > 1 ou k = oo. Além disto, a
derivada (™, com 1 < m < k, é continua a direita em 7 = 0 e de ordem exponencial

em [0, 00).

Resulta que E*(R,R) ¢ um espaco vetorial real com as seguintes operagoes de adigao

e multiplicacao por escalar real:
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O1. Se z,y € E¥(R,R), entao a fungao adicdo x + y ¢ definida por

(@ +y)(r) ==(r) +y(r), V7TeR

02. Se r € E*¥(R,R) e a € R, entdo a funcao multiplicagdo por escalar ax é definida por

(ax)(7) = ax(r), V1T eR.

Note que, como x € E*¥(R,R) é de ordem exponencial em [0,00), existem nimeros

reais A > 0 e a tais que para algum 75 > 0,
lz(7)] < Ae?", VT > 0.

Além disto, pela continuidade da fungao x em [0, 00), existe C' = sup{|z(7)| : 7 € [0, 0]}

Assim, sendo M = max{A, B}, com

entao |z(7)] < Me®", para todo 7 € [0,00). Em outras palavras, devido & continuidade,

x é de ordem exponencial com 7y = 0.

Daqui em diante, s = 0 4+ jw € C, com o,w € R. O proximo lema é essencial na

construcao da transformada de Laplace generalizada.

Lema 5.2.2. Sex € E¥(R,R) e ¢ satisfaz as hipoteses E1, E2, E3 ¢ E4, entdo a integral

/000 z(T)p(T —t)e ¥ dr (5.20)

é convergente para todo t € [0,00) e para todo s € C com Re(s) = o > a, para algum

numero real a.

Demonstragao. Visto que x € E¥(R,R) ¢ continua de ordem exponencial em [0, c0),

existem nimeros reais M > 0 e a tais que

lz(1)| < Me*, V1 >0.
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Resulta que, para cada t € [0,00) e s € C, o integrando em (5.20) é integravel em cada

intervalo fechado [0, 7] e

/0 ()l — e dr

< /000 |z(T)o(T — t)e 7| dr
< /000 |.T(T)€_UT| dr

[e.9]

<M e~ oAy

T

= M lim e (=97 qr

T—00 0
—(o—a)T " M
e
= M lim {— } = ,
r—o00 c—a |, o0-—a
para todo t > 0 e qualquer que seja s € C, com Re(s) = o > a. |

Tal como no caso da transformada de Laplace, existem fungoes que nao pertencem a
E*(R,R) para as quais a integral (5.20) é convergente. Um exemplo ¢é a fungao
r:R—R
0, 7 <0,
T — x(1) =

27¢™ sen ((372) , 7> 0.

que ¢é infinitamente diferenciavel em (0, c0), mas nao é de ordem exponencial. Entretanto,

mediante integragao por partes, obtém-se

/000 27¢” sen <6T2> ¢(r —t)e*Tdr = —cos(1) + /000 Cos <6T2> ¢ (1 —t)e " dr—

s /00 cos (672) o(r —t)e*"dr,
0

para Re(s) = o > 0 e, como a partir do Lema 5.2.1 ¢ e ¢’ sdo fungoes limitadas, decorre

o0 o0 1
/ CoS (67—2> e Tdr| < / |6_ST dr = =
0 0 o

e a convergéncia esté garantida.

que

Sendo ¢ um numero real e

Q. ={s € C:Re(s) =0 > c}, (5.21)
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entdo, para cada z € E¥(R,R), o lema anterior permite definir a funcio X por
X(t,s) = / H(P)o(r — e dr, (¢, 5) € [0,00) x Q. (5.22)
0
Além disto, a partir da prova do Lema 5.2.2, é possivel concluir que

lim X(¢,0 4+ jw) =0,

T—00
para cada t € [0, 00).

Na transformada de Laplace ha o conceito de abscissa de convergéncia que é o valor
0. € RU{—o00,00} tal que a transformada diverge quando Re(s) < o, e converge quando
Re(s) > o, sendo o caso Re(s) = o, inconclusivo, em geral. Tal analise nao seré feita

aqui.

O Teorema 5.2.1 apresenta algumas propriedades da fungao X dada em (5.22).

Teorema 5.2.1. Sejam x € E¥(R,R) e ¢ uma fungdo satisfazendo as hipdteses E1, E2,

E3 e E4. Entao, existe a tal que para algum nimero real b > a, a fun¢io X dada em

(5.22):

a. E continua em [0,00) x Q;

b. Possui derivada parcial, com respeito a varidvel t, continua em [0,00) X €, €

0X

W(t,s) =— /000 ()P (T —t)e™Tdr,  (t,5) € [0,00) X Qy;

c. E analitica, com respeito & varidvel s, em [0,00) x €, e

0X

g(t, s) = — /000 Tr(T)p(T —t)e *Tdr, (t,s) €[0,00) X .

Demonstragao.
a. Fixe v € E*¥(R,R) e ¢ satisfazendo as hipoteses E1, E2, E3 ¢ E4. Neste caso,
existe a € R tal que a fungdo X converge para todo (¢,s) € [0,00) x Q,, sendo Q, o

conjunto definido em (5.21). A continuidade da fun¢ao X em [0, 00) x €, com b > a,
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serd demonstrada através do conceito de convergéncia uniforme. Para isto, considere a

sequéncia de fungoes { X, }nen cujo termo geral é
X, (t,s) = / z(T)p(r —t)e *Tdr, (t,s) € [0,00) X Qq, (5.23)
0

com {7, },en uma sequéncia real qualquer tal que 7, — oo quando n — oc.

Fixados um ponto (¢, s) € [0,00) x Q, e n € N, é possivel definir a fung¢ao Jx, por
JXn(n7£>:|Xn{t+n78+€>_XN<t73)’7 (777£>GRX(27

sendo & = a+ i3, com «, € R. Observe que t,t +n € [0,00). Além disto, como
s, 5+ & € g, segue que Re(s) =0 >aeRe(s+¢&) =0+ a>a.

Seja A,, > 1 um numero real tal que
/ |z(T)e™ | dT < A,.
0
A partir de (5.23),

|0 (0t == e o = e ) e

< /OTn |CIJ(T) (p(r—t—mn)—o(r — 1)) e’(s+5)7| dr+

Tn

|[L’(7‘)¢(7‘ —t) (e_(5+5)T - e_”) ‘ dr

™n

|2(1)e= @I | |p(r — t — 1) — $(T — 1) dr+

Tn

|z(T)e™ | [¢(r — t)| |[e=*7 — 1| dr (5.24)

™n

< | Ja(@)e T g(r — t —n) — (1 — )| dr+

" x(m)e 7| e — 1| dr
|a(r)e]| |

|2(r)e™ [ |¢(T — t —n) — ¢(7 — t)| dT+

Tn

x(m)e | e~ — 1| dr.
ja(r)e || |

— S S S o — Y
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Pelo Lema 5.2.1, a func¢ao ¢ é Lipschitziana e, portanto, uniformemente continua em R.

Assim, dado € € R, € > 0, existe §; € R, ¢, > 0, tal que se |n| < J;, entéo

6(u—n) — (u)| < i, Yu € R, (5.25)

sendo u = 7 — t. Para o mesmo ¢ anterior, existe §, € R, §, > 0, tal que se z € C e
|z| < 6., entao
€

‘e*'z — 1‘ < m,

devido a continuidade da fungao z € C — e~*. Como consequéncia, sendo d; = 0,/7,,
segue que

’67_’ < ‘5’ Tn < 557_11 = 5,27

se |€] < ds e, consequentemente,

5
24,

e —1] < (5.26)

Substituindo (5.25) e (5.26) em (5.24), obtém-se
T 0.) < [ (e lolr =) — o7 ~ )] dr+
0
/ "lar)e | [ — 1] dr
0

9 9

2An/0 ‘a:(7’)e“”|d7’—|— 2An/0 ‘I(T)e_‘”|d7 <&,

se [[(n,€)]| < d = min{d;, d5}. Como (t,s) € [0,00) X Q, e n € N sdo arbitrarios, isto

<

mostra que { X, },en € uma sequéncia de fungdes continuas em [0, 00) x €.

Resulta que
lim X, =X,

n—oo
e a convergéncia é uniforme, significando que dado € € R, € > 0, existe um inteiro positivo

N (dependendo apenas de ¢) tal que para todo n > N tem-se | X, (t,s) — X(t,s)] < ¢
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para todo (¢, s) € [0,00) X £, com b > a. De fato, pelo Lema 5.2.1,

[ Xn(t,5) = X (¢, s)] =

/0 T ()b — e dr — /0 T B(P)(r — e dr

/T:o z(T)p(r —t)e T dr

< /T:o |z(T)p(T — t)e™*T| dr
< /00 ‘x(T)e*”‘ dr

Tn
00 —(o—a)m,
< M/ 6_(0—_a)7— d7- — m—
- . oc—a
desde que (¢,s) € [0,00) x Q,. Como 7, — oo quando n — 00, se b > a é um nimero
real fixado tal que 0 > b > a, entao, dado ¢ € R, £ > 0, existe um inteiro positivo NV,

dependendo apenas de ¢ tal que

M —(o—a)™n M —(b—a)™n
Xt s) — X (t,5)] < =5 <2 <e
oc—a b—a

sempre que n > N e qualquer que seja (t,s) € [0,00) x {2, 0 que prova a convergéncia

uniforme.

Por completeza, como {X,},en € uma sequéncia de fungdes continuas em [0, 00) X Q,
como consequéncia da convergéncia uniforme, a fungdo X é também continua em [0, 00) X
. Para ver isto, tome (tg, s9) € [0, 00) X €, arbitrario, porém fixado. Dadoe € R, ¢ > 0,
existe um inteiro positivo m tal que |X,,(¢,s) — X(t,s)] < /3, V(t,s) € [0,00) x £
e, ja que X,, é continua em [0,00) X €),, para este mesmo &, existe uma vizinhanga
V' C [0,00) x € de (to, s0) tal que se (t,s) € V, entao | X,,(t,s) — X(to, s0)| < €/3.
Portanto, se (t,s) € V,
| X (t,s) — X (to,s0)| < | Xm(t,s) — X (t,s)|+ | Xm(t,s) — Xn(to, so)|+
| X (to, s0) — X (to, s0)|
< % + g + % =c.

Como (tg, so) é arbitrario, segue que X é continua em [0, 00) X €.
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b. A continuidade da fun¢ao 90X /0t em [0,00) X €, é provada de maneira analoga ao

item a. Basta definir a sequéncia de fungoes {Y ,, } ,en com termo geral
Y., (t,s) = —/ z(T)P (T —t)e™Tdr, (t,s) €[0,00) X £,
0

com {7,}nen uma sequéncia real como anteriormente. Assim, para cadan € N, Y, é
uma fun¢do continua em [0, 00) x 2. De fato, na demonstragao da continuidade de X,
é essencial que ¢ seja limitada e uniformemente continua em R e, pelo Lema 5.2.1, ¢/
tem as mesmas propriedades. Novamente, pela continuidade uniforme da funcao ¢’ em
R e como no item a, Y, — Y uniformemente e, portanto, Y é uma funcao continua em

[0, 00) x €, com
Y (t,s) = — /000 (1) (1 —t)e™"dr, (t,5) €[0,00) x Qp.

Resta mostrar que Y = 0X /0t em [0, 00) x €. Para isto, fixe (¢,s) € [0,00) X £ e

seja dJy a funcao definida por

dJy (n -Y(t,s)

)ZWX@+U£)—XxL@ R0},

Ui

Assim, t,t +n € [0,00) e

wa“)(ﬂr—t—z?—MT—ﬂ+wﬂT_ﬂ>@ﬂﬁh

dJy(n) =

< /Ooo|x(7')e_”| ¢(T_t_n7;_¢(7_t) +¢'(r—t)|dr
< M/ooe—(a—a)f Qb(T—t—lel—(é(T—t) +¢/<T—t) dr.

Procedendo de modo similar ao que foi feito em (5.5), segue que

¢(r—t—n) —o(r -1
n

1

+0r-t= [ =0 - ¢ —t—mu)du
0

e, pelo Teorema do Valor Médio, para cada 7 —t € R, existe u,_; € (0, 1) tal que

(T —t—n) —o(r -1
U

- t)\ <l —t—nup) — (=1
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Pelo Lema 5.2.1, ¢’ é uniformemente continua R e, assim, dado € € R, ¢ > 0, existe § € R,

0 > 0, tal que
‘gb(T_t_n;_qS(T_t) +¢,(T—t)‘ < (b;;)g, Vr—teR
se 0 < |ur—m| < |n| < 4.
Logo,
dJy (n) <M/ o ¢(T_t_77)_¢(7_t)+gb'(7—t) dr
n

(b—a)s _ (b—a)e

o—a b—a

I

desde que 0 < |n| < 6, pois Re(s) =0 > b > a. Isto mostra que

Y (t,5) = iy XU ZX00)_OX )
n— n

Como (t,s) € [0,00) x €, & arbitrario, o resultado esta provado.

c. Sejamm € {1,2,...} e C =C,UCyU---UC(C, uma curva fechada e suave por partes
em C, isto é, para cada k = 1,...,m, existe uma fungao 7 : [ax,by] — C continua e

com derivada primeira continua no intervalo fechado [ay, b tal que:

cl. Cp = v ([ar, bi));
2. Yu(bm) = 71(a1) € Yes1(ars1) = (be), para bk =1,...,m — 1.

Para cadan =1,2,...e k =1,...,m, considere a integral de contorno de X,,, como
m (5.23), ao longo de Cy, ou seja,
[

X, (t,s)ds = X (v (w) vy (w) du

Ck ag

_ / " ( / " (Pl — t)e= dT) i () du
/bk/ t)e Wyt (4) drdu.
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Como o integrando da integral iterada anterior é continuo, vale o Teorema de Fubini e

bk
X, tsds-/ / (T — t)e W () drdu
Ck

/ /bk o1 — t)e W (1) dudr
:/O 2(F)b(r — 1) (/be W (o )du)d
_ /Omx(f)qs(f—t) (/Ck e—STds) dr.

Logo, )
/an(t, s)ds = ,;/O X ,(t, s)ds
_ ;/0 2(1)b(r — 1) (/Ck oo ds) dr
- /0 e (P)(r — 1) (; /C o ds> dr
_ /0 " ()T — 1) ( /C e ds) dr
Escrevendo,
e = f(o,w) + jglo,w) = e 7 cos(wT) — je Tsen(wT), s=0+ jw €,

decorre que, para cada T € [0,00), f e g satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann, pois

of dg

8_0(U’ w) = —1e 77 cos(wT) = a—w(a,w)
e

of o

%(a,w) = —71e Tsen(wT) = aO(a,w).

ST

Visto que, para cada 7 € [0,00), a fungao s € Q, — e~*7 é analitica na regiao aberta e

simplesmente conexa €, resulta do Teorema de Cauchy-Goursat [1| que

/ e *Tds =0
c
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e, portanto,
/ X, (t,s)ds = 0.
c

Devido a convergéncia uniforme, dado € € R, ¢ > 0, existe um inteiro positivo N tal que

se n > N, entao

X o(t,s) — X(t,8)] < =, V(t,s) € [0,00) x O,

Ea
com L o comprimento da curva C.
Assim, sendo
m b m by
T= > [ Xotontwnitdu= 3" [ X ww)rin) du]
k=1 "% k=1 "%
entao
m b
I=>" [ (Xult,m(w) = Xt (w) i (w) du
k=1 "%
m by
<Y [ Xt wl)) = Xt @) i) du
k=1 "%

sempre que n > N. Isto mostra que

0= lim [ X,(t,s) dS:/X(t,s) ds.
c

n—oo C
Do item a, X é continua em 2, e, como C' é qualquer curva fechada e suave por partes em
C, pelo Teorema de Morera [1], resulta que X é analitica em €2, com respeito a variavel

S. [ ]

Na realidade, as derivadas parciais de ordem 1 < p < k da funcao X, com respeito a

variavel ¢, existem e também sao continuas.

Teorema 5.2.2. Sejam x € E¥(R,R) e ¢ uma funcdo satisfazendo as hipéteses E1, E2,
E3 e E4. Entao, existe a tal que para algum nimero real b > a, a funcao X, dada em

(5.22), possui derivadas parciais de ordem p € {1,...,k} continuas em [0,00) X § e

orX
otp

(t,s) = (—1)? /Ooox(T)qb(p)(T —t)e*Tdr, (t,s)€[0,00) x Q.
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Demonstragao. Pelo Teorema 5.2.1, o resultado ¢ obviamente verdadeiro para p = 1.
Para 1 < p < k, basta seguir os mesmos passos da demonstragao do item b do Teorema
5.2.1, pois, como dito anteriormente, o essencial é que a funcdo ¢ seja uniformemente

continua e limitada em R o que é garantido pelo Lema 5.2.1. |

Considere o conjunto U ([0, 00) x €2, C) de todas as fungoes X = X (¢, s) com dominio
[0, 00) X 4, sendo bx um namero real e O, = {s € C: Re(s) > bx}. Neste conjunto,

pode-se definir as seguintes operacoes de adi¢ao e multiplicacao por escalar:
0O1. Se X, Y € U([0,00) x Q,C), entdo a fungao adicdo X + Y ¢ definida por

(X +Y)(t,s) = X(t,s) +Y(t,s), Vte[0,00) e VseE Dy Ny;

02. Se X € U([0,00) x Q,C) e a € C, entao a fungao multiplicagdo por escalar a X ¢
definida por
(aX)(t,s) =aX(t,s), Vte|0,00) e Vse Q.

Com estas operacoes, obtém-se um espacgo vetorial complexo denotado também por
U([0,00) x ©,C).
A fim de se evitar os mesmos problemas discutidos sobre a linearidade da transformada

de Laplace, é necessario introduzir a seguinte rela¢do de equivaléncia em U([0, 00) x 2, C):
X~Y < X(ts)=Y(ts),

para todo (¢, s) em algum conjunto €2, .

Com esta relacdo, é possivel definir um operador de E*(R,R) no espago quociente

U([0,00) x ©,C)/ ~, a saber

T : EF(R,R) — U([0,00) x Q,C)/ ~
(5.27)
T — T(x) = X,

com X tal como em (5.22). Este operador é chamado aqui de transformada generalizada
de Laplace e, claramente, é linear. A injetividade deste operador é estudada nos dois
proximos resultados de uma maneira proxima a uma versao do Teorema 3.4.1 envolvendo

continuidade.
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Lema 5.2.3. Se w : [0,1] — R € uma fun¢ao continua em [0,1] e

1
/ wwu)du=0, ¢=1,2,..., (5.28)
0

entdao w(u) = 0, para todo u € [0, 1].

Demonstragao. Como a fun¢do w é continua em [0, 1], existe um ntmero real positivo
K tal que |w(u)| < K, para todo u € [0,1]. Pelo Teorema de Stone-Weierstrass [20],

dado € € R, € > 0, existe um polinémio p, com coeficientes reais, tal que

g
|w—p|| = sup |w(u) —p(u)| < I7a
u€(0,1]

Logo, |w(u) — p(u)| < ¢/K, para todo u € [0,1] e
|w(u)?* = p(u)w(u)| = w(u) (w(u) - p(u))] < Jw(u)| lw) - pu)] <e, Vuel0,1],

ou seja,

p(uw)w(u) —e < w(u)® < plu)w(u) +¢&, Yu e |0,1].

Integrando as desigualdades anteriores, na variavel u, em [0,1] e empregando (5.28),

obtém-se

- /Olp(u)w(u) du—c < /Olw(u)2du < /Olp(u)w(u) dute—e,

/O 1 w(w)? du

Visto que w(u)? > 0, para todo u € [0,1], e € > 0 é arbitrério, o resultado esta provado.

isto é,

< €.

Teorema 5.2.3. Se z € E*(R,R) e ¢ é uma funcao satisfazendo as hipdteses E1, E2,

E3 ¢ E4, entao o operador linear (5.27) € injetor.
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Demonstragao. Sejam x,y € E*(R,R) tais que X (¢,s) = Y (¢,s), para todo (¢,s) €
[0,00) X Qp, com X =T (z) e Y =T (y). Sendo z =z — y, entao
/OO 2(T)p(r —t)e™*Tdr =0, V(t,s) € [0,00) X Q.
0
Em particular, parat =0e s = a+ ¢, com a € R fixado, « > b, e g =1,2,..., segue que
/ )b 4y = / ()b Te T dr (5.29)
0 0
A fungdo ¢ : [0,00) — R, definida por

¢(r) = /OT z(v)p(v)e * do, (5.30)

possui as seguintes propriedades:

i. Pelo Teorema Fundamental do Calculo, ¢ possui derivada primeira continua em [0, o)
(considerando a derivada lateral direita em 7 = 0), pois o integrando ¢ uma fungao

continua em [0, 00);
ii. (0)=0e((r)— Z(0,a) € R quando 7 — o0, com Z = T (z);
iii. Parag=1,2,...,

lim e™7"¢(7) = 0,

T—00
ja que, por i e ii, ¢ é limitada em [0,00). Tal prova é semelhante aquela dada no

item a do Lema 5.2.1.
Integrando (5.29) por partes, obtém-se
/000 z2(T)p(T)e e T dr = Tli_)rgo ([eqTC(T)]g + q/or e () dr)
= q/ooo e 7¢(r)dr = 0.

Fazendo a mudanga de variaveis u = e 7, 7 € [0, 00), o resultado anterior é reescrito como

0= /O T e re(r) dr = /0 luq_lC(—ln(u))du,
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para ¢ = 1,2,.... Note que, por ii, quando v — 0%, {(=In(u)) — Z(0,«) € R e quando
u =1, ((0) = 0. Logo, pelo Lema 5.2.3, {(7) = 0, para todo 7 € [0,0). Derivando (5.30),

«

segue que z(7) = 0, para todo 7 € [0, 00), pois ¢ e e~ nunca se anulam em [0, o).

Conforme o préximo teorema, a transformada de Laplace de uma funcio z € E*(R, R)

pode ser obtida como o limite da transformada generalizada de Laplace da mesma funcao.
Teorema 5.2.4. Se x € E*(R,R), X = T (z) e X* = L(z), entdo
X*(s) = tlim X(t,s), (5.31)
—00

para cada s € €Y.

Demonstragao. A partir de E1, E2, E3 e E4, a funcao ¢* : R? — R tal que

¢*(1,t) = 1= (T — 1),

satisfaz:

Gl. ¢* € C*(R%,R), k > 1 ou k = oo;
G2. 0 < ¢*(7,t) < 1, para todo (7,t) € R?;

G3. ¢*(1,t) =0, se 7 < t.

Se {t, }nen € qualquer sequéncia real tal que t,, — 0o quando n — oo, entdo dado € € R,

€ > 0, existe um inteiro positivo N tal que

Mef(b*a)tn

< €
b—a ’

sempre que n > N.

Fixando um inteiro m > N, se z € E*(R, R),

X(t,s) = /000 z(T)p(T — t)e *Tdr, (t,s) € [0,00) X
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entao

[ X7 (5) = X(tm, 5)| =

/OO (7)o" (T, ty)e T dr
0

</OO} (T)G_JT‘gb(Tt )dr
<M/ ~e=a)r g (r 4,) dr
<M/ UaTqﬁ (T, tm dT+M/ UaT¢(TIf)d

M —(o—a)tm M —(b—a)tm
< M/ e~ qr = ¢ < ¢ <e.
oc—a b—a

Observe que a injetividade do operador linear 7 decorre facilmente do Teorema 5.2.4.
De fato, se 7,y € E*(R,R) e X (t,s) = Y (¢, s), para todo (¢, s) € [0,00) X O, entdo

0= lim (X(t,s) =Y (t,s) = X"(s) —Y"*(s), Vse

t—o00

e a versao continua do Teorema de Lerch (Teorema 3.4.1) garante que z(7) = y(7), para

todo 7 € R.

Os Teoremas 5.2.3 e 5.2.4 permitem definir a transformada inversa generalizada de

Laplace por
T-1: R([0,00) x Q) — E*¥R,R)

X — T HX) = LYX") =ux,
com a fungao X* dada em (5.31) e R([0,00) X ) a imagem de E*(R,R) pelo operador
linear 7. Recorde que, aplicando o Teorema dos Residuos, obtém-se x = 7T 1(X) =
L7 X™), com
0, 7<0,

z(T) =

ZRes (" X*(s)), 7>0,

peEP



98

com Res denotando os residuos e P o conjunto de poélos da funcao X*. Se p € P é um

polo de ordem m € {1,2,...}, isto é, repete m vezes, entao

L lim - (s —p)"e’" X*(s)),

s=p (m — 1)1 s=p dsm—1

Res (e" X™*(s))|

com a derivada de ordem 0 sendo a identidade.

A propriedade derivativa da transformada generalizada de Laplace é apresentada a

seguir.
Teorema 5.2.5. Se z € E*(R,C) e X = T(z), entio

T(2') = 5 +sX — z(0).

Demonstragao. Se v € E¥(R,R), segue de F3 que a derivada primeira 2’ ¢ continua e
de ordem exponencial em [0, 00) e, portanto, existe W = T (z’). Pelo item b do Teorema

5.2.1 e integrando por partes, segue que
Wi(t,s) = / 2 (T)o(r —t)e™ T dr
0
= lim ([x(T)gb(T - t)e_”}g —/

r—00 0

T

2(1) (o(r — t)e™™")’ dT)
= lim ([:L‘(T)(b(T —t)e™*], — /0 ' 2(7) (¢ (1 — t)e ™" — sp(1 — t)e ™) dT)

= —¢(—t)z(0) — /0 ) x(T)¢/ (T —t)e T dr + 5 /0 N o(T)o(T — t)e " dr
= 88—):(75, s)+sX(t,s) —xz(0), (t,s) € [0,00) x U,

pois, por E2, ¢(—t) = 1, para todo ¢t > 0. |

O Teorema 5.2.6 generaliza o resultado anterior.

Teorema 5.2.6. Se z € E*¥(R,R) ¢ X = T (z), entio

m m—1
T (™) = (% + s) X ) sl

=0
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sendo '™ a derivada de ordem m € {1,...,k} de x, com respeito a varidvel t, e
0 & m! , omt
(E * 3) - ; W(m — 1)1 agm=

com | < m um numero inteiro e as derivadas, parciais ou ordindrias, de ordem 0, com

respeito a varidvel t, sendo identidades.
Demonstracao. A prova é feita por indugao em m de modo analogo ao que foi feito na

prova do Teorema 5.1.6. |

O item c do Teorema 5.2.1 permite concluir que se y : R — R é tal que y(7) = 792(7),

comz € E¥(R,R) e ¢=0,1,2,..., entdo T (y) =Y, sendo
Y (t,s) = / y(T)o(r —t)e " dr
0
- / iz (T)o(T — t)e *Tdr
0

_ (_1)qa;§ (t,s), Y(t.s) € [0,00) x O,

Para finalizar esta secao, considere a funcao z : R — R, sendo
0, 7<0,
e ", 7 >0.

E claro que z € E*¥(R,R) e, escolhendo ¢(u) = ¢(u/)), u € R, com A = 1, ¢ como em
(5.18) e p(u) = 2u® — 3u? + 1, u € (0, 1), segue que

Z(t,s) = /000 2(T)p(T — t)e T dr

=e /OO z(u+t)d(u)e ™ du

t

= e_Ste_t/ e “o(u)e " du

t

0 1 0
= e e (/ e “p(u)e " du +/ e "p(u)e ™ du +/ e "p(u)e ™" du)
0 1

—t

0 1
= ¢ Ste™t (/ e te 5 du +/ e “plu)e™ ™" du>
—t 0

e(=s=D(+1) (54 1)3e+HDED) _ gestl(s — 1) — 6(s + 3
_ ((s+1) (s — 1)~ 6( >), (t,s) €[0,00) x Q_;.
(s+1)4
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Observe que

lim Z(t,s) = Z*(s) =

S 3—{—1’ 869_1.

5.2.1 Aplicagao Basica do Operador Linear 7 na Teoria de Cir-

cuitos Elétricos

De acordo com a secao anterior, a transformada generalizada de Laplace também possui
uma propriedade derivativa semelhante a dos fasores dindmicos dados em [22] e [29]. Tal

propriedade, apresentada no Teorema 5.2.5, é utilizada para obter o resultado a seguir.

Teorema 5.2.7 (Equagdes dos Elementos Lineares Basicos). Sejam v e i sinais de tensao
e de corrente, respectivamente, nos elementos lineares bdsicos de um circuito elétrico.
Suponha que as transformadas generalizadas de Laplace de v e i existam e sejam dadas
por V.=V(t,s) e I = I(t,s), respectivamente. Entao, as equagdes dos elementos linea-
res bdsicos podem ser reescritas, em termos das transformadas generalizadas de Laplace,

como:
i. Resistor: V = RI;

oI
ii. Indutor: V = LE + sLI — Li(0);

ov

iii. C itor: I =C
apacitor 5

+ sCV — Cv(0).

Tal como na Segao 5.1.2, os modelos aqui obtidos sao analogos aos modelos do Teorema
4.2.2. No entanto, ha o acréscimo das condigoes iniciais e a classe de fungoes estudada é
diferente. Portanto, assim como a transformada de Fourier de curto termo, a transformada
generalizada de Laplace permite uma nova construcao dos fasores dinamicos e fornece uma
abordagem para analise transitoria de sistemas elétricos de poténcia, uma vez que trata-se

de uma fungao variavel no tempo.
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5.3 Fasores Dinamicos com Frequéncia Variavel no

Tempo

Do ponto de vista moderno, um fasor estatico pode ser entendido através de um isomor-
fismo entre espacgos vetoriais, conforme Secao 3.2. Seguindo esta linha, o principal objetivo
aqui é apresentar um fasor dindmico com a frequéncia variavel no tempo que é dado por
um operador linear entre espagos de Banach e possui propriedades semelhantes as dos
fasores dinamicos usualmente encontrados na literatura. Existe uma teoria semelhante no
apéndice de [22], na qual os autores estudam os fasores dindmicos com frequéncia variavel
no tempo novamente através da série de Fourier generalizada, mas o estudo detalhado
aqui segue um caminho diferente. Além disso, sao apresentadas as propriedades de uma
aplicacao R-bilinear que modela a poténcia complexa em circuitos de corrente alternada

no caso dos fasores estaticos.

Seja LP(R, F) o espago vetorial de todas as classes de equivaléncia de fungdes Lebesgue

mensuraveis z satisfazendo
/ |z(t)]" dt < oo,
R
com 1 < p < ooelFsendo R ou C (veja [21]). O espago LP(R,TF) é de fato um espago de

Banach com a norma || - ||, : L?(R,F) — R definida por

ot = ( [ 1etor at) "

Dado qualquer x € LP(R,R), considere a fungao

X:R—C
(5.32)

t— X(t) = (x(t) + jH(2(t)))e 7,
sendo 2 € C°(R,R) uma fungao fixada, chamada fun¢do frequéncia variavel no tempo, e
H: LP(R,R) — LP(R,R) a transformada de Hilbert definida através do valor principal
de Cauchy [27]| como

H(x(t) = 1][ ) 47 — lim l/u_m “(7) 4.

TJpt—T =0+ T t—T
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Note que

/|X )P dt = /\ t) + jH(z(t))e ‘JQ“| dt
:=Agmw+jﬂmu»vw

(5.33)
< [ 27 eor + et o
—2p1/|x |pdt+2p1/|’H NP dt < oo
e, portanto, X € LP(R,C). Assim, o seguinte operador esta bem definido
P: LP(R,R) — LP(R,C)
(5.34)

r +— Px)=X,
sendo X, dado em (5.32), chamado de fasor dindmico com frequéncia variavel no tempo.

O teorema a seguir mostra que (5.34) é um operador linear e injetor. Além disso,
das propriedades da transformada de Hilbert, segue que (5.34) também ¢ um operador

continuo.

Teorema 5.3.1. O operador P dado em (5.34) € linear e injetor. Além disso, P é

limitado e, portanto, € um operador continuo.

Demonstragao. Se a é um numero real qualquer e 1, zo € LP(R,R), entao P(z;) = X3,
P(xg) = Xg e P(x1 + azy) = X, sendo
X (t) = ((x1 + axa)(t) + jH((z1 + azy)(t)))e 79O
= Xl(t)+()éX2<t>, tGR,

devido a linearidade da transformada de Hilbert. Logo, P(z1 + axs) = P(x1) + aP(xs).
Agora suponha que P(x1) = P(xs). Entao, X; = X, o que implica que x; = x5, pois
H? = —Z, sendo Z : L’(R,R) — LP(R,R) o operador identidade [27]. Assim, P ¢é
injetor.

A transformada de Hilbert é um operador limitado [27| e, portanto, existe um ndimero

real positivo M), tal que

[H@)lp < Mpllzllp, Ve e L(R,R),
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com M, dependendo apenas de 1 < p < oo.

Para qualquer x € LP(R, R), tem-se ||P(z)||, = || X ||, e, de (5.33), resulta que
1 X5 < 2°([«lf + [H(2)[[7) < 2°(1 + Mp)||=[[5.

Portanto, ||P(z)]l, < Cpl]|,, sendo C, = 2(1 + M)/ ]

Como consequéncia do teorema anterior, segue que o operador P, quando restrito a

sua imagem

R(R,C) ={P(x) € LP(R,C) : x € LP(R,R)},
que também é um espago vetorial, é invertivel e

P1: R(R,C) —s ["(R,R)
(5.35)
X —PHX)=mur,

sendo
z:R— R

t — x(t) = Re(X (t)e’?®).

Além disso, como X é uma fungdo complexa, é possivel escrevé-la em sua forma polar

X (t) = X(t)e’?® | t € R. Logo, qualquer z € LP(R,R) pode ser representado como
x(t) = X (t) cos(Qt) + (1)), teER. (5.36)

Note que nao é necessario assumir, a priori, (5.36) como em [29], pois esta expressao é
uma consequéncia natural da teoria. Em outras palavras, obtém-se aqui um teorema de

representagao, ou seja, qualquer fungao x € LP(R,R) pode ser escrita como (5.36).

O operador P~! dado em (5.35) também ¢é continuo. De fato, se X € LP(R,C), entao
P (X = Nzl
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/R\x(t)vodt:/me(x ()’ )" at

/ |Re (X (t) cos(2(t)) + j X (t) sen(S2(t)))|” dt
= / |Re (X (t)) cos(Q(t)) — Im (X (¢)) sen(Q(¢))|” dt
< or- 1/yRe )P dt + 2 l/um )P dt

< 2p/ | X (¢)7 dt,
R

isto ¢, [P~HX)|l, = llzll, < 2||X]|y, para todo X € LP(R,C). Como consequéncia, a

imagem R(R,C) é um espago de Banach.

O proximo teorema apresenta a propriedade da derivada de (5.34).

Teorema 5.3.2. Se x € LP(R,R), = € diferencidvel em R, com respeito a varidvel t, e
¥ € L’(R,R), entao
d

P') = SP() + jUP(@)

com Q € CHR,R).

Demonstragao. Derivando X = P(x) com respeito a variavel ¢, obtém-se

SX(1) = 2 ((alt) + (1))

= (a/(t) + 7H(@'(1)))e 72D — G (1) (w(t) + jH(x(t))e 7V, VEeR
e, assim, segue o resultado desejado, tendo em conta que

d ,
SH((0) = (1),

Utilizando o teorema anterior, equacoes diferenciais lineares com coeficientes cons-
tantes sao transformadas em equacoes diferenciais lineares complexas admitindo solugoes
no sentido de Carathéodory (ver apéndice C de [24]) desde que as fungbes estejam em

LP(R,R).



105

O fasor dindmico usual é obtido quando Q(t) = wt, ¥Vt € R, sendo w um nimero real
positivo. Além disso, a teoria apresentada nesta secao é mais geral do que a apresentada
em [29], pois considera menos hipoteses, embora nao permita trabalhar com fungoes

constantes e periddicas.

Na Segao 3.2, o sinal de poténcia complexa foi definido através da aplicagao (3.14).
Nesta secao, ha uma contrapartida para esta definicao. Pode-se associar a seguinte apli-

cagao R-bilinear Hermitiana simétrica ao operador (5.34)

B: LP(R,R) x L(R,R) — LP*(R, C)
B (5.37)
(z,y) — B(z,y) = P(z)P(y),
sendo 2 < p < oo. Usando a notagdo B = B(x,y), segue que
B:R—C
t — B(t) = X()Y(t).
Como 2ab < a? + b?, para quaisquer niimeros reais a e b, tomando a = | X (t)[P/? e

b=|Y ()P, entdo

/\X ]p/Zdt</|X |pdt+/\Y )P dt < oo. (5.38)
Assim, a aplicagao (5.37) esta bem definida.

Teorema 5.3.3. A aplicagao R-bilinear (5.37) € continua em LP(R,R) x LP(R,R), para

2 <p<oo.

Demonstracao. Sejam u = z/|z|, e v = y/|y|l, vetores unitéarios, com (z,y) €

LP(R,R) x LP(R,R) e (x,y) # (0,0). Segue de (5.38) e do Teorema 5.3.1 que

(014
1B, 0)[7)5 < 5 (||U||”+ V) < 5= (lullp + llvll) =

sendo (), ¢ a mesma constante real usada na demonstragao do Teorema 5.3.1. Definindo

D, = Cz, resulta da bilinearidade de B que

1B(z, y)llps2 < Dpllzllpllylly,  V(z,y) € LP(R,R) x LP(R, R), (5.39)
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ja que a desigualdade anterior é trivialmente satisfeita quando x = 0 ou y = 0.

Agora, considere a seguinte norma || (-, -)|, : L?(R,R) x LP(R,R) — R definida por

G, 9)llp = lzllp + [1yllp-

Se {(zn,yn)} € uma sequéncia no espago de Banach LP(R,R) x LP(R, R) que converge para
(1, s), entao existe um namero real positivo A, tal que [|(zn, yn)|l, < Ap, paran =1,2,. ...
Além disso, dado € € R, € > 0, existe um ntmero inteiro positivo NV, tal que para todo
n > Np,

1@, yn) = (7 8)llp = llzn = 7llp + [lgn = slp < ﬁ-
Entao, de (5.39), obtém-se

1B(@n, yn) = B(r, )llps2 < [1B(#n, yn) = B(r, yn)llps2 + 1B(r, yn) = B(r,5)|lp/2
= IB(@n =7, 9n)llps2 + 1B, yn = 5)llp/2
< Dy ([[n = rllpllyally + [I7llpllyn — slip)
< DAy ([len = 7llp + llym = sllp) <,

para todo n > N,, o que mostra a continuidade de B em LP(R,R) x LP(R,R). |

5.3.1 Aplicagao em Teoria de Circuitos Elétricos

esta secao, sao estudadas as implicacoes da frequéncia varidvel no tempo em uma funcao
Nest , tudad | daf lnot f
que na Teoria Fasorial Classica coincide com o modelo de poténcia complexa. Para

concluir, mostra-se um exemplo do resultado obtido em (5.36).

Sejam v = v(t) o modelo para a queda de tensdo nos terminais de um elemento linear
bésico e i = i(t) o modelo para a corrente através desse elemento. Sabe-se do Capitulo 2

que
di dv
v=~Ri, v e 1=C i
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sao os respectivos modelos lineares para um resistor de resisténcia R, um indutor de in-
dutancia L e um capacitor de capacitancia C. Se v,i,v',i" € LP(R,R), segue da expressao

(5.34) e do Teorema 5.3.2 que

dI A%
V=RI V=L +jL01, I=C— +joQV,

sendo V = P(v), I = P(i) e Q2 € C*(R,R) uma fungao escolhida. Por exemplo, pode-
se escolher Q(t) = w(t)t, t € R, com w € C*(R,R) podendo ser também uma funcio

constante como no fasor dindmico usual [29]. Outra possibilidade &
Qt) =wt+n(t), teR, (5.40)

com 1 € C'(R,R) uma fungao perturbac¢ao e w um nimero real positivo.

A aplicagao R-bilinear (5.37) pode ser escrita como B = B(v, ), com o par (v,7) nesta

ordem, isto é, B(t) = V(t)I(t), t € R. Entdo, B = RII = RI? para o resistor. Para o

indutor,
ar— ., -
B = L%I + g LQYTT (5.41)
e para o capacitor o
dVv g

Como I(t) = I(t)e’*® t € R, segue da equacio (5.41) que
B(t) = LI()I'(t) + jLI{t)*(¢'(t) + (1), teR.
Observe que €2 nao tem influéncia na parte imaginaria de B na equagao anterior, pois

o(t) =arg (I(t)), teR

51 + Q1) = i(t)H(i/(t))l(;)i’(t)H(z’(t))7 -

sendo z € C\{0} — arg(z) a fungdo argumento. O mesmo vale para (5.42). Assim,
considerando (5.37), é mais facil trabalhar com a expressao (5.40), quando 7 é a fungao

identicamente nula.
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Para concluir esta se¢ao, mostra-se uma aplicacao do teorema de representacao obtido

m (5.36). Considere 7 dada por

. 1
’l(t) = m, teR.

Efetuando-se alguns calculos, segue que

iy dt:ﬁﬂ,

sendo I' a fungdo gama e 1 < p < co. Portanto, i € LP(R,R).

Pela transformada de Hilbert

e se ) € CH(R,R) é a fungao dada por
Q(t) = 2m60t +n(t), teR,

entao P(i) = I, com

1 ot o
I(t) = (1+t2 +‘71+t2) e~ (2m60t+n(1))
= R

e(I(t)) + jim(I(t)), teR

cos (260t + n(t)) + tsen (2760t + n(t))

I =
Re(I(1)) = ,
2 — 2
Im(I(£)) t cos (260t + n(t)) — sen (2760t + T}(t))’ LeR.
1+¢2
O valor absoluto I e o 4ngulo ¢ sao dados por
1
I(t) = ,
) 1412
¢(t) = arg (I(t)), teR
Entao,
1 1
i(t) = = cos (260t +n(t) + ¢(t)), VteR.

1+t V1422
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5.4 Comparacao entre as Teorias sobre Fasores Dinami-

cos e Potenciais Aplicacoes

Nesta se¢ao, destacam-se algumas comparagoes entre as teorias sobre fasores dinamicos

apresentadas nos Capitulos 4 e 5, bem como potenciais aplicagoes do Capitulo 5.

O Capitulo 4 foi dedicado ao estudo de dois artigos sobre fasores dinamicos conhecidos
na literatura, a saber, [22] e [29]. Em [22], apresentado brevemente na Segao 4.1, os fasores
dindmicos sao representados por coeficientes de uma série de Fourier generalizada. Em
[29], cuja revisao foi apresentada na Segao 4.2, o fasor dindmico é dado por um opera-
dor linear entre determinados espacos vetoriais que possuem propriedades envolvendo a

transformada de Fourier.

Além da construcao do fasor, os dois artigos citados apresentam outra diferenca im-
portante. Em [22], para cada fungao x, associa-se os coeficientes de uma série de Fourier
generalizada e cada um desses coeficientes ¢ chamado de fasor dinamico. Por outro lado,
em [29], para cada fungao x satisfazendo certas hipoteses associa-se uma tnica fungao
complexa chamada de fasor dindmico. As principais contribuicoes da tese, apresentadas
nas secoes anteriores deste capitulo, seguiram a linha de operadores lineares, isto €, do

artigo [29].

Nas Secoes 5.1 e 5.2, os fasores dinamicos foram construidos a partir da transformada
de Fourier de curto termo e da transformada generalizada de Laplace, respectivamente.
Mostrou-se que os modelos dos elementos basicos de circuitos elétricos, escritos em termos
destas transformadas, sao analogos aos modelos obtidos com a notagao fasorial dada em
[29]. No entanto, as classes de fungoes estudadas em ambas as segoes sao mais amplas e
nao dependem de certas propriedades da transformada de Fourier, ao contrario de [29].
Além disso, a transformada generalizada de Laplace oferece a vantagem de trabalhar com

as condicgoes iniciais dos modelos.

Ha também uma diferenga entre os valores da frequéncia adotados em [29] e na Secao

5.1. No primeiro, a teoria é construida utilizando w., chamada de frequéncia de corte, o
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que exclui altas frequéncias na analise de fendmenos dinamicos. Ja na segunda, a teoria

é valida para qualquer valor de frequéncia.

Na Secao 5.3, apresentou-se uma versao modificada do fasor dindmico com a frequéncia
variavel no tempo. Embora haja uma teoria semelhante no artigo [22], por comparagao,
fica claro que a teoria construida nesta secao é muito diferente. Novamente, o fasor é dado
por um operador linear entre espagos vetoriais apropriados, mas que nao dependem de
propriedades envolvendo a transformada de Fourier. Neste caso, os modelos dos elementos
béasicos de circuitos elétricos também sao preservados, mas a variagao de frequéncia é um

fator relevante em certas aplicagoes tedricas que deve ser levado em conta.

Deve-se enfatizar que a Secao 5.3 é mais tedrica, sendo de pouca aplicagao pratica, pois
fungoes dos espagos LP nao sao comuns em modelos usualmente estudados em Teoria de
Circuitos Elétricos e em sistemas elétricos de poténcia e, portanto, dificilmente podem
ser utilizadas em algoritmos implementados na PMU, por exemplo. Outro estudo que nao
permite muitas aplicagoes é o artigo [29], pois, para aplica-lo os modelos devem ser ideais,
ou seja, dos tipos passa-baixa e passa-banda, conforme as defini¢oes da Secao 4.2, o que

nao ocorre na pratica.

Nas Segoes 5.1, 5.2 e 5.3 ha a garantia de unicidade dos fasores dindmicos, como em
[29]. Assim, os modelos podem ser escritos na notagao fasorial. Além disso, cada teoria
pode ser utilizada em um determinado problema da Teoria de Circuitos Elétricos ou
dos sistemas elétricos de poténcia. A anélise de transitérios e a modelagem utilizando
fasores dinamicos sao potenciais aplicagoes. Neste sentido, a vantagem é que qualquer
modelo construido a partir dos fasores dindmicos conhecidos na literatura pode ser obtido

também com as teorias das Secoes 5.1, 5.2 e 5.3, desde que as hipoteses sejam satisfeitas.

Como mencionado no inicio deste trabalho, o dispositivo PMU é amplamente utilizado
para estimar e monitorar as variaveis de um sistema elétrico de poténcia. Neste sentido,
outra aplicacao importante é a obtencao de novos dispositivos PMUs baseados nas teorias
das Secgoes 5.1 e 5.2. Isso torna o processo de anélise dinamica e controle de sistemas mais
preciso e seguro, uma vez que os fasores possuem boas propriedades e contemplam vérias

classes de fungoes.
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Por fim, as contribuicoes, apresentadas nas Secoes 5.1, 5.2 e 5.3, ampliam o conjunto

de teorias existentes sobre os fasores dinamicos e podem abranger varias aplicagoes.



Conclusoes

No inicio deste trabalho, alguns conceitos da Teoria de Circuitos Elétricos foram
recordados, dentre eles, os conceitos de poténcia ativa, reativa e complexa. As funcoes
que modelam tais poténcias, também chamadas de sinais de poténcia, foram construidas
a partir de sinais senoidais e mostrou-se que, sob certas hipoteses, os sinais de poténcia

ativa e complexa sao aplicacoes diretas de alguns resultados da Algebra Linear.

No estudo dos fasores estaticos, apresentou-se uma versao moderna da Teoria
Fasorial Classica. Além de sua importancia histérica, esta abordagem mostrou que
os fasores, obtidos através de func¢oes senoidais, também podem ser estudados através da
Teoria dos Operadores Lineares, da mesma forma que a extensao fasorial para fungoes

nao senoidais construida a partir das transformadas de Fourier e de Laplace.

Dando sequéncia ao trabalho, as demais e principais contribui¢oes seguiram a linha
de operadores lineares e transformadas. Mostrou-se que os fasores dinamicos podem ser
construidos a partir de duas transformadas integrais, a transformada de Fourier de curto
termo e a transformada generalizada de Laplace. Tais transformadas, vistas como opera-
dores lineares entre espagos vetoriais adequados, preservam as principais propriedades dos
fasores dindmicos conhecidos na literatura. Em especial, h4 uma propriedade derivativa
util que generaliza a mesma propriedade dos fasores estaticos e transforma modelos de
elementos lineares basicos de circuitos elétricos, como resistores, capacitores e indutores
em equacgoes diferenciais lineares complexas. Além disso, a transformada generalizada de

Laplace oferece a vantagem de trabalhar com as condic¢oes iniciais.

Por tltimo, apresentou-se uma teoria na qual o fasor dinamico é dado por um opera-

dor linear entre espagos de Banach e possui a frequéncia variavel no tempo. Mostrou-se
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que a variagao de frequéncia nao influencia as partes real e imaginaria do modelo de
poténcia complexa e, neste caso, é melhor trabalhar com o fasor dindmico usual com
frequéncia constante positiva. Esta teoria segue uma construgdo mais proxima de [29],
mas sem as hipoteses envolvendo a transformada de Fourier e, embora tenha ampliado
a classe de fung¢oes que admitem um fasor dindmico, nao aborda uma ampla classe de
funcoes comumente usada em aplicagoes, tais como as fungoes perioddicas, uma vez que

lida essencialmente com espacos de Banach em R.

E importante enfatizar que a distribuicdo de rede moderna com alta penetracio de
fontes renovaveis intermitentes impoe um desafio adicional ao sistema de energia em ope-
ragoes em tempo real e, neste caso, a variacao de frequéncia é uma questao relevante.
Assim, a teoria sobre fasores dindmicos com frequéncia variavel, apresentada na Secao

5.3, pode ser 1til no estudo de tal situacao.



Trabalhos Futuros

O Problema da Poténcia Complexa

Ha algumas questoes, em especial sobre a poténcia complexa, que nao foram discutidas

neste trabalho, mas podem ser estudadas futuramente.

Na Secao 3.2, o fasor estatico foi apresentado, sob um ponto de vista moderno, através

do operador linear e bijetor denotado por P. Em seguida, os conceitos de poténcia

complexa, poténcia ativa e poténcia reativa foram redefinidos a partir da aplicacao bilinear

(3.14). A partir disso, surgem os seguintes questionamentos:

Q1.

Q2.

Q3.

E possivel inferir qual a relacdo entre S e p através do operador linear P, sendo p

o sinal de poténcia instantanea tal como em (2.6)?

Existe alguma teoria de fasores estéaticos na qual ha um sinal s = s(t), t € R,
tal que S = K(s)? E se sim, qual seria a opera¢ao K que leva tal sinal s em sua
representacao complexa S7 Qual seria a relagao entre o sinal s e o sinal de poténcia

instantanea p?

E possivel obter uma generalizacio para a aplicacdo bilinear (3.14) no contexto dos
fasores dinamicos? Qual é a justificativa, fisica ou matematica, para a expressao S

na Definicao 4.2.17

No contexto da transformada de Fourier no espaco de Schwartz, ha dois conceitos im-

portantes, a convolucao e a correlacao, bem como seus respectivos teoremas, apresentados

a seguir.

114



115

Definigao 1. A convolugdo entre duas fungoes integrdveis x,y : R — C, denotada por
x xy, € definida como

(x*xy)(t) = /OO z(T)y(t —7)dr, teR, (el)

o0

desde que a integral impropria seja convergente.

A convolugao possui a propriedade comutativa. De fato, fazendo u = ¢t — 7 em (el),
segue que

(x*y)(t) = /_00 z(t —uw)y(u)du = (yxx)(t), teR.

o0

Teorema 1 (Teorema da Convolugao). Sejam x,y € S(R,C), cujas transformadas de

Fourier sao X = X(w) e Y =Y (w), respectivamente. Entao, x xy € S(R,C) e
Fllzxy)(t) = X (W)Y (w).

Definicao 2. A correlacdo entre duas fungoes integrdveis x,y : R — C, denotada por

xxy, € definida como

o0

(xxy)(t) = /_ z(t+71)y(r)dr, teR, (e2)

o0

desde que a integral impropria seja convergente.

Considerando as mudangas de variavel 7 = —u na integral (e2), e sendo y(—u) = z(u),

para todo u € R, segue que

@rn)lt) = [ ot~ wy—udu

[e.e]

= /OO x(t —u)z(u)du (e3)

[e.e]

= (z* 2)(t).
Assim, a correlacao pode ser escrita como uma convolucao. Este resultado sera muito tutil

na demonstragao do préoximo teorema.

Teorema 2 (Teorema da Correlagao). Sejam z,y € S(R,C), cujas transformadas de

Fourier sao X = X(w) e Y =Y (w), respectivamente. Entao, xxy € S(R,C) e

Fllzxy)t) = X (@)Y (w).
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Demonstragao. Considerando a rela¢ao (e3) e o Teorema da Convolugdo (Teorema 1),
segue diretamente que zxy € S(R,C). Além disso, denotando a transformada de Fourier

da funcdo z por Z = Z(w), obtém-se

(@ xy)(t) = (zx2)(t)

= F (X (w)Z(w))
1 oo

= — | X(w)Z(w)e™
o (W)Z(w)e’ " dw

—0o0

= FH X W)Y (),

lembrando que

Z(w) = / h y(—u)e 7 dy = / h y(—u)erwudu =Y (w).

[e.9] —0o0

Portanto,

Flrxxy) = Xw)Y (w).

Com base no tltimo resultado, acredita-se que o Teorema da Correlac&o pode respon-
der parcialmente a questdao Q2 (ou ser apenas uma curiosidade matemética, ndo tendo
relagdo com o problema fisico). De fato, utilizando tal teorema e preservando a notagao,

é possivel generalizar a aplica¢ao bilinear (3.14) da seguinte forma
S:S5R,C) x S(R,C) — S(R,C)
(z,y) — S(x,y) = Flzxy),

com os sinais de poténcia complexa, ativa e reativa definidos tais como na Teoria
Fasorial Classica. Portanto, a transformada de Fourier da correlagao parece fornecer

uma nova expressao para o calculo das poténcias.

Ha também alguns comentarios relevantes sobre a questao Q3. O leitor pode observar
que os sinais de poténcia complexa apresentados em [29] e em (5.37) sao essencialmente

0 mesmo objeto, com excegao dos espagos vetoriais envolvidos. Além disso, estes sinais
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foram definidos em teorias sobre fasores dindmicos, sendo uma delas conhecida na litera-
tura e outra uma contribuicao desta tese. Em ambas as teorias, mostrou-se que os fasores
dinamicos generalizam as propriedades dos fasores estaticos. Este fato motivou a questao
Q3 e também as demais questoes: “A poténcia complexa deve ter uma formulacao dife-
rente no contexto dos fasores dinamicos?” “Existe alguma teoria fisica ou matematica que

fundamenta essa discussao?”

Injetividade do Operador Linear N/

Na Secao 5.1, uma dificuldade é provar que o operador linear (5.10) é injetor. Para isto,

é necessério supor que g e h possuem, além de A1l e A2, uma propriedade adicional:
A3. g e h sao fungoes nao identicamente nulas.

Assim, para a teoria ficar completa, restaria demonstrar o seguinte teorema.
Teorema 3. Se g e h em (5.1) satisfazem A1, A2 e A3, entdo o operador linear (5.10)
€ 1njetor.

Uma vez provada a injetividade, segue que o operador inverso é

N71: R*(R?,C) — S(R,C)
F — N7HF) = f,
com f tal que N(f) =F e

R¥(R2,C) = {F € C*(R%,C) : F = N(f), feS(R,C)}

a imagem do operador linear N, o qual é também um subespago de C*(R? C).
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Fasores Dinamicos Via Transformada de Fourier de

Curto Termo Modificada

Considere agora a fungao h definida por
hw, ) = e Y@ (w 7)€ R?,

com ¥V € B*(R,R), sendo B*®(R,R) o conjunto das fungoes de classe C*°(R,R) que sao

limitadas e possuem derivadas de quaisquer ordens limitadas em R.

Assim:

D1. h € C*(R%C) e |h(w,7)| = [e 77| = 1, para todo (w,T) € R%:;

D2. Como

g_Z(W, 7') = _jT\D/(w>h’<w7 T)? v<w7 7—) € R? (e4>

e U € B®(R,R), existe um polindmio r; de grau 1 com coeficientes reais nao
negativos tal que

w, )| <)), V(w, 7)€ R (eb)

7

A partir de (e4) e pela Regra Geral de Leibniz para a derivada do produto de

fungoes [17], obtém-se
k-1

Fh, (k=11 iy, 0
W(w’ 7') = —)T Z m\lf (w) Owk—1-1

k—l—1
h(w,7), Y(w,7) € R%  (e6)

Assim, recursivamente, a partir de (e5) e (e6), existe um polindémio ry de grau k, e

com coeficientes reais nao negativos, tal que

eparak=1,2,....
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Fixada uma fun¢do nao identicamente nula ¢ € S(R,C), decorre das hipoteses D1 e

D2 e do Teorema 5.1.1, que se x € S(R, C), entao a fun¢ao X, dada por

X(t,w) = /OO z(T)(r — e YO dr, (t,w) € R?, (e7)

[e.o]

é continua em R2.

Empregando o Teorema 5.1.2; e a partir de (5.10), o operador linear

J: S(R,C) — C=(R* C) (e8)
e8
r — J(x) =X,

com X como em (e7) é chamado aqui de transformada de Fourier de curto termo modificada.

A dificuldade maior aqui ¢ mostrar a injetividade do operador J dado em (e8). Con-
forme discutido anteriormente, uma possibilidade, seria mostrar que o operador linear
(5.10) ¢ injetor. Contudo, caso isto seja verdade, denotando por R*°(R? C) a imagem de
S(R, C) pelo operador linear (e8), resulta que o operador inverso é

J 1 R*(R?,C) — S(R,C)
X — J (X)) =ux,
o qual também é linear.

Com o operador linear (e8) demonstra-se uma versao anéaloga do Teorema 5.1.6.

Teorema 4. Sexz € S(R,C) e X = J(z), entdo

7 () = (F+ww) X

sendo '™ a derivada de ordem m € {1,2,...} de x, com respeito & varidvel t, e

o . T e m! , , o
(579%@) =2 e g

com | < m um numero inteiro e a derivada parcial de ordem 0, com respeito a varidvel t,

sendo a identidade.
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Demonstracao. A prova segue os mesmos passos das demonstragoes dos Teoremas 5.1.5

e 5.1.6 e, portanto, sera omitida. |

Segue do teorema anterior que, quando m = 1,

0X )
J(x') = s +j¥(w) X,

com X = J(z) ez € S(R,C). Logo, vale um resultado semelhante ao Teorema 5.1.7

apenas trocando w por ¥(w).

Pensando em aplicacoes, a versao modificada, que leva em conta as variagoes de fre-
quéncia, pode ser muito tutil, uma vez que a configuracao atual dos sistemas elétricos é

complexa e as variacoes de frequéncia nao podem ser desprezadas.

Fasores Dinamicos Via Transformadas Wavelets

Além das questoes levantadas anteriormente, ha uma discussao sobre a transformada de
Fourier de curto termo que também merece atencao. Na Secao 5.1.1, tal transformada foi
utilizada na construcao do fasor dindmico. No entanto, uma busca simples na literatura,
mostra que, em muitas aplicagoes, as analises com a transformada de Fourier de curto
termo podem ser substituidas por analises com transformadas wawvelets. Isso porque, esta
iltima contorna a principal limitacao da transformada de Fourier de curto termo, o fato
da funcao janela apresentar um tamanho fixo. Assim, em processamento de imagem
ou analise de sinais, por exemplo, as transformadas wavelets sao mais indicadas. Neste

sentido, a seguinte questao pode ser explorada futuramente:

Q4. E possivel construir o fasor dinamico com todas as suas propriedades, tal como
feito na Secao 5.1.1, utilizando as transformadas wavelets? Tal construcao, responde

algumas questoes relacionadas com o problema das poténcias?
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