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Resumo

Nesta dissertação, fornecemos as formas normais e todos os retratos da fase globais no

disco de Poincaré de duas famílias de sistemas: os sistemas planares Kukles reduzidos de

grau 3 com Z2-simetria equivariante e as equações diferenciais polinomiais quadráticas de

Abel do segundo tipo com Z2-simetrias.

Palavras�chave: Sistemas Kukles, Sistemas de Abel, Z2-simetrias, Retrato de Fase

Global, Compacti�cação de Poincaré.
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Abstract

In this dissertation we provide normal forms and all the global phase portraits on

the Poincaré disk of two families of systems: reduced Kukles systems of degree 3 with

Z2-equivariant symmetry and of Abel quadratic polynomial di�erential equations of the

second kind with Z2-symmetries.

Keywords: Kukles Systems, Abel Systems, Z2-symmetries, Global Phase Portrait, Poin-

caré Compacti�cation.
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Introdução

No �nal do século XVII, Newton e Leibniz iniciaram o estudo das equações diferenciais

ordinárias a partir dos métodos do Cálculo Diferencial e Integral, consolidando o estudo

das Equações Diferenciais como um novo ramo da Matemática. Rapidamente essa teoria

foi ganhando importância dentre os estudiosos e, no século XIX, as ponderações sobre

o assunto voltaram-se para a questão da existência e unicidade de soluções satisfazendo

dados iniciais, conhecido como o Problema de Cauchy.

Em 1881, Henri Poincaré revolucionou este estudo, lançando as bases da Teoria Qua-

litativa, sendo o pioneiro no estudo das propriedades geométricas gerais das Equações

Diferenciais. Poincaré estudou a con�guração global das soluções e os efeitos de pequenas

pertubações nas condições iniciais. Seu estudo abrangeu o comportamento assintótico das

soluções e, ainda, a estrutura de seus conjuntos limites. Poincaré introduziu a noção de

ciclo limite no plano, dando abertura para estudos sobre as condições de existência des-

tes, sendo mais um fator a ser estudado em relação ao comportamento das singularidades.

Desta maneira, o estudo desse comportamento passou a ter grande relevância no meio

acadêmico.

Existem diversas teorias e métodos utilizados para a análise do comportamento as-

sintótico dos equilíbrios das EDO's, assim como técnicas para o estudo das propriedades

geométricas dos campos vetoriais associados aos sistemas polinomiais. Neste trabalho,

utilizamos algumas destas técnicas para abordar o comportamento das singularidades de

dois sistemas especí�cos: sistemas do tipo Abel e sistemas Kukles reduzido.

Neils Henrick Abel, matemático nascido em 1802, dedicou seu estudo às equações

integrais, onde de�niu uma integral, conhecida atualmente como integral de Abel, desen-

1
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volvendo métodos para resolvê-las. Sua pesquisa sobre equações integrais e suas soluções o

levou a trabalhar em equações diferenciais, onde seu estudo da teoria das funções elípticas

o envolveu na análise de equações diferenciais especiais, que passaram a ser conhecidas

como equações diferenciais de Abel devido ao seu trabalho. Existem equações diferenciais

de Abel do primeiro e do segundo tipo, estas são equações diferenciais não homogêneas de

primeira ordem e são relacionadas entre si por uma substituição. Mais especi�camente,

nosso trabalho focou-se no estudo das equações de Abel do segundo tipo, dadas por

 ẋ = y(c0 + c1x)

ẏ = (a0 + a1x)y + b0 + b1x+ b2x
2,

(1)

onde a0, a1, b0, b1, b2, c0, c1 ∈ R.

Cerca de um século depois, em 1944, Kukles estudou outro tipo de sistema, escrito

como  ẋ = y

ẏ = −x+ a20x
2 + a11xy + a02y

2 + a30x
3 + a21x

2y + a12xy
2 + a03y

3,
(2)

onde os termos ai,j ∈ R. Nesse trabalho, Kukles propôs condições necessárias e su�cientes

para que o sistema (2) tivesse um centro na origem. Porém, Jin e Wang em 1990 [11]

descreveram um exemplo que tem um centro na origem, mas não contemplava as condi-

ções apresentadas por Kukles. No mesmo ano, Christopher e Lloyd em [4] comprovaram

a a�rmação deste exemplo e estudaram a classe de sistemas (2) com a03 = 0, conhecido

também como sistema Kukles reduzido, mostrando que, no máximo, cinco ciclos-limite se

bifurcam a partir da origem. Além disto, encontraram condições necessárias e su�cientes

para que a origem seja um centro para esta classe de sistemas. Sob esta restrição, as con-

dições de Kukles estão corretas. Finalmente,em 2010, Pearson e Lloyd [16], determinaram

as condições necessárias e su�cientes para que o sistema (2) tenha um centro na origem.

Como mencionado anteriormente, nossos objetos de estudo são basicamente os sistemas

de Abel do segundo tipo e os sistemas do tipo Kukles reduzido. Para tornar viável nossa

análise, visto que, o estudo se torna difícil conforme aumentamos o número de coe�cientes

independentes dos campos, utilizamos o conceito de Z2-simetria, ou seja, estudamos,

dentre os sistemas mencionados anteriormente os que apresentam determinadas simetrias.
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Nesta direção, no trabalho [13], os autores estipularam as formas normais e todos os

retratos de fase globais no disco de Poincaré das equações de Abel do segundo tipo dada em

(1) com Z2-simetrias. Da mesma forma, nos trabalhos [7] e [8], os autores estabeleceram

as formas normais e todos os retratos de fase globais no disco de Poincaré para os sistemas

Kukles (2) com Z2-simetrias.

A�m de tornar mais esclarecedor a estruturação desta dissertação, os capítulos subse-

quentes encontram-se assim organizados:

X CAPÍTULO 1: Neste capítulo, apresentamos uma contextualização sobre alguns

fundamentos da teoria qualitativa, os quais recorremos durante o desenvolvimento de

todo trabalho. Exploramos conceitos relacionados às singularidades de campos vetoriais

associados a sistemas polinomiais, sejam elas hiperbólicas, elementares, semi-hiperbólicas,

nilpotentes, ou degeneradas. Apresentamos também ferramentas importantes para o de-

senvolvimento deste trabalho, como compacti�cação de Poincaré e técnica de blow-up.

X CAPÍTULO 2: Neste capítulo, apresentamos os sistemas de Abel do segundo tipo,

caracterizando as simetrias utilizadas para desenvolver nossa análise. Realizamos um

estudo das singularidades �nitas e in�nitas para cada caso apresentado, empregando a

compacti�cação de Poincaré e exibimos todos os retratos de fase globais no disco de Poin-

caré dos sistemas de Abel propostos.

X CAPÍTULO 3: Neste capítulo, apresentamos o sistema Kukles reduzido, realizando

um estudo qualitativo sobre as singularidades �nitas e in�nitas, além da compacti�ca-

ção de Poincaré. Para tal, elucidamos o problema foco-centro, para o caso especí�co do

sistema Kukles reduzido. Por �m, consolidamos todas as informações obtidas, para exi-

birmos todos os retratos de fase globais no disco de Poincaré para a classe destes sistemas

propostos.

Para auxiliar na elaboração dos retratos de fase no disco de Poincaré, foi utilizado o

software Polynomial Planar Phase Portraits (P4) [1].



Capítulo 1

Fundamentos da Teoria Qualitativa

Este capítulo é dedicado a quem possui um contato super�cial com o contexto tratado

neste trabalho, dando uma ideia inicial dos conceitos necessários da Teoria Qualitativa

das Equações Diferenciais Ordinárias. Sendo assim, o leitor com familiaridade sobre tais

assuntos pode iniciar sua leitura a partir do segundo capítulo. Mais especi�camente,

neste capítulo exibimos uma contextualização a cerca de alguns conceitos básicos e resul-

tados importantes de sistemas diferenciais não lineares que serão utilizados ao longo desta

dissertação.

1.1 Estrutura Local dos Pontos Singulares

Algumas de�nições iniciais fazem-se necessárias.

Seja U um subconjunto aberto do R2. Um campo de vetores polinomial X = (P,Q)

de�nido em U é uma aplicação que associa a cada ponto (x, y) ∈ U um vetor X (x, y) =

(P (x, y), Q(x, y)) em R2, onde

P (x, y) =
n∑

i+j=0

aijx
iyj, Q(x, y) =

n∑
i+j=0

bijx
iyj

, são polinômios em duas variáveis.

De�nição 1.1. O sistema  ẋ = P (x, y)

ẏ = Q(x, y)
(1.1)

4
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é chamado de sistema diferencial associado ao campo de vetores X = (P (x, y), Q(x, y)),

onde (x, y) ∈ U .

De�nição 1.2. Considere p ∈ U um ponto dado tal que X (p) 6= (0, 0). Então, p é

chamado um ponto regular de X . Se X (p) = (0, 0), então p é um ponto singular ou

uma singularidade ou ponto de equilíbrio ou, simplesmente, equilíbrio de X .

De�nição 1.3. Sejam ϕ1 : Ω1 → R2 e ϕ2 : Ω2 → R2 os �uxos gerados pelos campos

X1 : U1 → R2 e X2 : U2 → R2, respectivamente. Dizemos que X1 é topologicamente

equivalente a X2 quando existe um homeomor�smo h : U1 → U2 que leva órbita de X1

em órbita de X2 preservando ou revertendo a orientação.

Observe que esta de�nição estabelece uma relação de equivalência entre campos de�-

nidos em abertos de R2. O homeomor�smo h chama-se equivalência topológica entre

X1 e X2.

De�nição 1.4. Sejam ϕ1 : Ω1 → R2 e ϕ2 : Ω2 → R2 os �uxos gerados pelos campos

X1 : U1 → R2 e X2 : U2 → R2, respectivamente. Dizemos que X1 é topologicamente

conjugado a X2 quando existe um homeomor�smo h : U1 → U2 tal que h(ϕ1(t, p)) =

ϕ2(t, h(p)), para todo t ∈ R e p ∈ R2.

A relação de conjugação é também uma relação de equivalência entre campos de�nidos

em abertos de R2. O teorema a seguir diz que, localmente, em torno de um ponto regular,

todo campo se comporta como um campo constante.

Teorema 1.1. (Fluxo Tubular) Seja p ∈ R2 um ponto regular de um campo vetorial

X . Então existe um difeomor�smo que conjuga X em uma vizinhança de p com o campo

constante Y = (1, 0) restrito a uma vizinhança da origem (0, 0).

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [2], página 36.

Tendo em vista o Teorema do Fluxo Tubular, podemos considerar satisfatório o co-

nhecimento qualitativo local das órbitas de um campo em torno de pontos regulares. Por

outro lado, se p é uma singularidade, a situação é bem mais complexa. Começamos por

de�nir os tipos de pontos singulares.
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De�nição 1.5. Seja p um ponto singular do campo vetorial polinomial X = (P,Q).

Dizemos que

J(p) =

 Px(p) Py(p)

Qx(p) Qy(p)


é a matriz Jacobiana do campo X no ponto singular p, D(p) = Px(p)Qy(p)−Py(p)Qx(p)

é o determinante da matriz Jacobiana e T(p) = Px(p) + Qy(p) é o traço da matriz

Jacobiana. Assim, os autovalores da matriz Jacobiana no ponto p satisfazem o polinômio

característico:

P (λ) = λ2 − T(p)λ+ D(p) = 0

e são dados por

λ1 =
1

2

(
T(p) +

√
∆
)

e λ2 =
1

2

(
T(p)−

√
∆
)
,

onde ∆ = T(p)2 − 4D(p).

Desta forma, podemos obter um pouco de informação sobre o ponto p a partir de T(p) e

D(p), sem calcular os autovalores da matriz Jacobiana:

Dizemos que p é elementar se D(p) 6= 0.

Dizemos que p é hiperbólico se a parte real de cada autovalor de J(p) for não nula.

Dizemos que p é semi-hiperbólico se D(p) = 0 e T(p) 6= 0.

Dizemos que p é nilpotente se D(p) = T(p) = 0, mas J(p) não é a matriz nula.

Dizemos que p é linearmente nulo se J(p) é a matriz nula.

Dizemos que p é degenerado se for uma singularidade nilpotente ou linearmente nulo.

Podemos classi�car os pontos singulares hiperbólicos a partir de D(p) e T (p), da

seguinte maneira.

De�nição 1.6. Um ponto singular hiperbólico p de X é chamado de um nó se D(p) > 0

e ∆ > 0. Se T (p) < 0, p é dito ser um nó atrator e se T (p) > 0, um nó repulsor.

De�nição 1.7. Um ponto singular hiperbólico p de X é chamado de um sela se D(p) < 0.
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De�nição 1.8. Um ponto singular hiperbólico p de X é chamado de um foco se D(p) > 0

e ∆ < 0. Se T (p) < 0 temos que p é um foco atrator e se T (p) > 0 temos que p é um

foco repulsor.

De�nição 1.9. Um ponto singular hiperbólico p de X é chamado de centro se T (p) = 0 <

D(p). Podemos dizer ainda que p é centro, se existir uma vizinhança Vp de p totalmente

preenchido por órbitas fechadas. Uma condição necessária para tal (mas não su�ciente)

é a matriz Jacobiana DX (p) possuir os autovalores imaginários puros e não nulos.

O teorema a seguir nos garante que o comportamento de um ponto singular hiperbólico,

numa vizinhança, sempre pode ser modelado por sua parte linear, ferramenta, esta, muito

útil em nossas análises sobre o retrato de fase local dos nossos campos vetoriais.

Teorema 1.2. (Hartman-Grobman) Sejam X : U → R2 um campo vetorial no aberto

U ⊆ R2 e p um ponto singular hiperbólico. Então, existem vizinhanças V de p em U e W

de 0 em R2 tais que X
∣∣
V
é topologicamente conjugado ao campo DX (p)

∣∣
W
.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [2], página 129.

Com esses conceitos consolidados podemos passar para um estudo particularizado

sobre as singularidades.

1.2 Pontos Singulares Semi-Hiberbólicos e Nilpotentes

A seguir apresentamos dois teoremas com resultados especí�cos, mas de suma im-

portância para determinar o comportamento local numa vizinhança de um ponto singular

semi-hiperbólico ou nilpotente, respectivamente. As demonstrações de ambos os teoremas

podem ser encontradas em [9], página 74 e página 116, respectivamente.

Teorema 1.3. (Pontos Singulares Semi-Hiperbólicos) Seja (0,0) um ponto singular

isolado do campo vetorial X dado por ẋ = A(x, y)

ẏ = λy +B(x, y),
(1.2)
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onde λ > 0 e A e B são funções analíticas em uma vizinhança de (0, 0) com seus desen-

volvimentos de Taylor, começando, pelo menos, com termos quadráticos em x e y. Seja

y = f(x) uma solução da equação λy + B(x, y) = 0 em uma vizinhança do ponto (0, 0)

e suponha que a função g(x) = A(x, f(x)) tem a forma amx
m +O(xm), onde m ≥ 0 e

am 6= 0. Então, as seguintes a�rmações são verdadeiras:

(i) Se m é ímpar e am < 0, então (0, 0) é topologicamente uma sela, veja Figura 1.1 (i).

O sistema (1.2) é C∞-conjugado à ẋ = −xm(1 + axm−1)

ẏ = λy,
(1.3)

e C0-conjugado à  ẋ = −x

ẏ = y.
(1.4)

(ii) Se m é impar e am > 0, então (0, 0) é topologicamente um nó instável, veja Figura

1.1 (ii). O sistema (1.2) é C∞-conjugado à ẋ = xm(1 + axm−1)

ẏ = λy,
(1.5)

e C0-conjugado à  ẋ = x

ẏ = y.
(1.6)

(iii) Se m é par, então (0, 0) é uma sela-nó, ou seja, um ponto singular cuja vizinhança

é a união de um setor parabólico e dóis hiperbólicos, veja Figura 1.1 (iii). O sistema

(1.2) é C∞-conjugado à  ẋ = xm(1 + axm−1)

ẏ = λy,
(1.7)

e C0-conjugado à  ẋ = x2

ẏ = y.
(1.8)
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Figura 1.1: Comportamento topológico local de um ponto semi-hiperbólico de acordo com o Teorema 1.3. (i) Sela,(ii) Nó e (iii) Sela-nó.

Semelhantemente ao teorema anterior, o Teorema 1.4 descreve o comportamento local

das singularidades nilpotentes.

Teorema 1.4. (Pontos Singulares Nilpotentes) Seja (0, 0) um ponto singular isolado

do campo vetorial X dado por  ẋ = y + A(x, y),

ẏ = B(x, y),
(1.9)

onde A e B são funções analíticas em uma vizinhança de (0, 0) com seus desenvolvimentos

de Taylor, começando, pelo menos, com termos quadráticos em x e y. Seja y = f(x)

uma solução da equação y + A(x, y) = 0 numa vizinhança de (0, 0) e considere F (x) =

B(x, f(x)) e G(x) = (∂A/∂x+ ∂B/∂y)(x, f(x)). As seguintes condições são satisfeitas:

1) Se F (x) ≡ G(x) ≡ 0, então o retrato de fase de X é como na Figura 1.2 a.

2) Se F (x) ≡ 0 e G(x) = bxn +O(xn), onde O(xn) são termos de ordem superior, com

n ∈ N, n ≥ 1 e b 6= 0, então o retrato de fase de X é como na Figura 1.2 b ou c.

3) Se G(x) ≡ 0 e F (x) = axm +O(xm) com m ∈ N, m ≥ 1 e a 6= 0, então:

i) Se m for ímpar, então a origem será uma sela de X se a > 0 como na Figura

1.2 d, ou um centro ou foco se a < 0 como na Figura 1.2 e-g;

ii) Se m for par, então a origem será uma cúspide de X como na Figura 1.2 h.

4) Se F (x) = axm + O(xm) e G(x) = bxn + O(xn) com m,n ∈ N, m,n ≥ 1, a 6= 0 e

b 6= 0, então:
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i) Se m é par

i1) m < 2n + 1, então a origem será uma cúspide de X como na Figura 1.2

h;

i2) m > 2n+ 1, então a origem será uma sela-nó de X como na Figura 1.2 i

ou j;

ii) Se m é ímpar e a > 0, então a origem será uma sela de X como na Figura 1.2

d;

iii) Se m é ímpar, a < 0 e

iii1) ou m < 2n+ 1, ou m = 2n+ 1 e b2 + 4a(n+ 1) < 0, então a origem será

um centro ou foco de X como na Figura 1.2 e-g;

iii2) n é ímpar ou m > 2n + 1, ou m = 2n + 1 e b2 + 4a(n + 1) ≥ 0, então a

origem é composta por um setor hiperbólico e um setor elíptico como na

Figura 1.2 k;

iii3) n é par e ou m > 2n + 1, ou m = 2n + 1 e b2 + 4a(n + 1) ≥ 0, então a

origem será um nó de X como na Figura 1.2 l-m. O nó será atrator se

b > 0 e repulsor se b < 0.
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Figura 1.2: Retrato de fase local dos pontos singulares nilpotentes.

1.3 A Técnica de Blow-Up

Nas seções anteriores estudamos a estrutura local das singularidades hiperbólicas,

semi-hiperbólicas e nilpotentes. Já as singularidades linearmente nulas são mais complexas

e, dessa forma se faz necessário um estudo caso a caso. Para tal, a técnica de blow-up,

descrita nesta seção, é uma técnica que permite tal análise.

A técnica consiste em �explodir� a singularidade por meio de uma mudança de va-

riáveis, que não é um difeomor�smo, levando a singularidade para todo o eixo y. Após

a mudança de coordenadas, cancelamos fatores em comum no campo e, então, o novo

campo apresenta novas singularidades, no eixo y, que serão mais simples que a singulari-

dade original. Se essas novas singularidades forem linearmente nulas, repete-se o processo
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até obtermos singularidades elementares. As mudanças de variáveis que usamos são

T : R2 −→ R2

(x, y) 7→ (u,w)
(1.10)

tal que:

• na direção x, x = u e y = uw;

• na direção y, x = uw e y = w.

Ao longo desta seção, tomamos X : R2 → R2 como um campo de vetores polinomial

com uma singularidade na origem, ou seja, ẋ = P (x, y)

ẏ = Q(x, y),
(1.11)

com P (0, 0) = Q(0, 0) = 0.

Proposição 1.1. Seja X : R2 → R2 como em (1.11). Então o campo após a mudança de

coordenadas T como em (1.10), tem a seguinte expressão

• na direção x,  u̇ = P (u, uw)

ẇ =
Q(u, uw)− wP (u, uw)

u
;

(1.12)

• na direção y,  u̇ =
P (uw,w)− uQ(uw,w)

w

ẇ = Q(uw,w).
(1.13)

Demonstração. Mostramos apenas a expressão (1.12) para a direção x, já que na direção

y a demonstração é análoga. Temos que x = u e y = uw. Logo, ẋ = u̇ e ẏ = u̇w + uẇ.

Como ẋ = P (x, y), segue que u̇ = P (u, uw). Como ẇ = (ẏ − u̇w)/u e ẏ = Q(x, y), segue

que

ẇ =
Q(u, uw)− wP (u, uw)

u
,

como queríamos.

�
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As seguintes proposições mostram algumas propriedades dessas mudanças de variáveis.

Proposição 1.2. Seja T como em (1.10), então na direção x valem as seguintes a�rma-

ções:

(i) T transforma a origem na reta u = 0;

(ii) a reta y = ax ,com exceção da origem, é levada na reta w = a, com exceção da reta

u = 0;

(iii) primeiro quadrante é levado no primeiro quadrante;

(iv) o quarto quadrante é levado no quarto quadrante;

(v) o segundo quadrante é levado no terceiro quadrante;

(vi) o terceiro quadrante é levado no segundo quadrante.

Demonstração. (i) Os pontos os quais a origem é levada satisfaz o sistema u = 0,

uw = 0.

cuja solução é a reta u = 0.

(ii) O conjunto de pontos y = ax é levado em

uw = au.

Se x 6= 0, então u 6= 0, e daí
w = a

como queríamos.

(iii) Se x > 0 e y > 0, então u > 0 e w > 0 e, portanto, o primeiro quadrante é levado

no primeiro quadrante.

(iv) Se x > 0 e y < 0, então u > 0 e w < 0 e, portanto, o quarto quadrante é levado

no quarto quadrante.

(v) Se x < 0 e y > 0, então u < 0 e w < 0 e, portanto, o segundo quadrante é levado

no terceiro quadrante.
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(vi) Se x < 0 e y < 0, então u < 0 e w > 0 e, portanto, o terceiro quadrante é levado

no segundo quadrante.

�

Proposição 1.3. Seja T como em (1.10), então na direção y valem as seguintes a�rma-

ções:

(i) T transforma a origem na reta w = 0;

(ii) a reta x = by, com exceção da origem é levada na reta u = b, com exceção da reta

w = 0;

(iii) o primeiro quadrante é levado no primeiro quadrante;

(iv) o quarto quadrante é levado no terceiro quadrante;

(v) o segundo quadrante é levado no segundo quadrante;

(vi) o terceiro quadrante é levado no quarto quadrante.

Demonstração. A demonstração da Proposição 1.3 é análoga à da Proposição 1.2. �

1.4 Estabilidade Local Segundo Lyapunov

Apresentamos um breve resumo sobre a estabilidade local segundo Lyapunov, como

mecanismo importante para o estudo da estabilidade de uma singularidade.

De�nição 1.10. Dados X : U ⊆ Rn → Rn um campo vetorial e p ∈ U uma singularidade

de X temos que:

(a) p é estável se dado qualquer ε > 0, existe um δ > 0 tal que ||x − p|| < δ implica

||φ(t, x)− p|| < ε, para todo t > 0;

(b) p é instável se não for estável;

(c) p é assintoticamente estável se p é estável e, além disto, existe ε > 0, tal que

||x− p|| < ε implica lim
t→∞

φ(t, x) = p;
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(d) p é assintoticamente instável se p é instável e, além disto, existe ε > 0, tal que

||x− p|| < ε implica lim
t→−∞

φ(t, x) = p.

Considerando um campo vetorial X e V : U → R uma função de classe C1, vamos

de�nir a derivada de V na direção do campo X no ponto p ∈ U pela derivada direcional

V̇ (p) = ∇V (p).X (p).

De�nição 1.11. Sejam X um campo de vetores e uma função V , como de�nidos anteri-

ormente. Considere p ∈ U um ponto singular de X . Então temos que:

(a) V é uma função de Lyapunov para o campo X se V (x) ≥ 0 ∀ x ∈ U e V (x) = 0

se, e somente se, x = p e V̇ (x, y) ≤ 0, ∀ x ∈ U ;

(b) V é uma função de Lyapunov estrita para o campo X se V (x) é uma função de

Lyapunov e, além disso, V̇ (x, y) < 0, ∀ x ∈ U .

Teorema 1.5. (Critério de Lyapunov) Seja p um ponto de equilíbrio isolado do campo

X . Se existir uma função de Lyapunov V de�nida em algum domínio U ⊆ R2 contendo

p, então p é uma singularidade estável. Se V for uma função de Lyapunov estrita,

então p será uma singularidade assintoticamente estável.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [19], página 272.

1.5 Coe�cientes de Lyapunov e Valores Focais

Apresentamos, nesta seção, um método computacional, que permite calcular os coe�-

cientes de Lyapunov, a �m de entendermos a estabilidade de uma singularidade.

Considere o campo de vetores X̃ (x, y) = (P̃ (x, y), Q̃(x, y)) e o sistema associado x̃ = P̃ (x, y)

ỹ = Q̃(x, y)
(1.14)

onde P̃ (x, y) e Q̃(x, y) são funções analíticas. Suponha que a origem (0, 0) seja um ponto

de equilíbrio isolado de X̃ e que a matriz Jacobiana J(0, 0) = DX̃ (0, 0) tenha autovalores
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complexos conjugados, o que garante que numa vizinhança su�cientemente próxima da

origem, as soluções de (1.14) circulam a origem. O problema foco�centro, sob tais hipó-

teses, trata-se em distinguir se a origem é um foco, seja ele atrator ou repulsor, ou um

centro.

Nas condições descritas anteriormente, o sistema (1.14), pode ser reescrito, após uma

mudança de variáveis adequada, como

 ẋ = y + λx+ P (x, y)

ẏ = −x+ λy +Q(x, y),
(1.15)

onde P e Q são funções analíticas cujos desenvolvimentos de Taylor na origem começam

com, pelo menos, termos quadráticos. Seja a função de Lyapunov

V (x, y) = 1
2
(x2 + y2).

Assim,

V̇ = ∇V.X = (x, y)(y + λx+ P,−x+ λy +Q)

= λx2 + xP + λy2 + yQ

λ(x2 + y2) + xP + yQ,

onde X é o campo vetorial associado ao sistema (1.15).

Portanto, o sinal de V̇ , em uma vizinhança da origem, é dado pelo sinal de λ. Se

λ 6= 0 dizemos que a origem é um foco forte. Pelo Teorema 1.5, se λ < 0 a origem é

assintoticamente estável e se λ > 0 a origem é instável. Se λ = 0 dizemos que a origem é

um foco fraco, ou um centro. Nosso trabalho então é estudar a estabilidade para o último

caso (λ = 0), tornando o sistema (1.15) no seguinte sistema:

 ẋ = y + P (x, y)

ẏ = −x+Q(x, y)
(1.16)

com

P (x, y) =
m∑
k=2

Pk(x, y) +O(||(x, y)||m+1)

e
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Q(x, y) =
m∑
k=2

Qk(x, y) +O(||(x, y)||m+1),

Onde

Pk(x, y) =
k∑

j=0

pk−j,jx
k−jyj,

Qk(x, y) =
k∑

j=0

pk−j,jx
k−jyj

e O denota a expansão em série de Taylor, em torno da origem, iniciando-se nos termos

de ordem, no mínimo, m+ 1.

Considere a candidata a função de Lyapunov dada por

V (x, y) = 1
2
(x2 + y2) +

m+1∑
k=3

Vk(x, y) +O(||(x, y)||m+2), (1.17)

onde

Vk(x, y) =
k∑

j=0

Vk−j,jx
k−jyj

são polinômios homogêneos de grau k, nas variáveis x e y. Realizando a expansão em

série de Taylor com m = 3, o sistema (1.16) torna-se ẋ = y + P2(x, y) + P3(x, y) +O(||(x, y)||)4

ẏ = −x+Q2(x, y) +Q3(x, y) +O(||(x, y)||)4,
(1.18)

com

P2(x, y) = p20x
2 + p11xy + p02y

2,

P3(x, y) = p30x
3 + p21x

2y + p12xy
2 + p03y

3,

Q2(x, y) = q20x
2 + q11xy + q02y

2,

P3(x, y) = q30x
3 + q21x

2y + q12xy
2 + q03y

3

e a função (1.17) torna-se

V (x, y) = 1
2
(x2 + y2) + V3(x, y) + V4(x, y) +O(||(x, y)||5), (1.19)
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com

V3(x, y) = V30x
3 + V21x

2y + V12xy
2 + V03y

3,

V4(x, y) = V40x
4 + V31x

3y + V22x
2y2 + V13xy

3 + V04y
4.

Diferenciando (1.19) ao longo das órbitas do sistema (1.18) temos

V̇ (x, y) = R3(x, y) + (y
∂V3
∂x

(x, y)− x∂V3
∂y

(x, y)) (1.20)

+ R4(x, y) + (y
∂V4
∂x

(x, y)− x∂V4
∂y

(x, y)) +O||(x, y)||5,

com

R3(x, y) = xP2(x, y) + yQ2(x, y),

R4(x, y) = xP3(x, y) + yQ3(x, y) + P2(x, y)
∂V3
∂x

(x, y) +Q2(x, y)
∂V3
∂y

(x, y).

Considere agora os seguintes espaços vetoriais

Pn =

{
p(x, y) =

n∑
j=0

an−j,jx
n−jyj : grau(p(x, y)) < n+ 1, an−j,j ∈ R

}
,

Rn+1 =

{
u : u =

n∑
j=0

un−j,jej+1, un−j,j ∈ R

}
.

Os conjuntos Bn
P = {xn, xn−1y, ..., xyn−1, yn} e Bn+1

R = {e1, e2, ..., en, en+1} são bases

para Pn e Rn+1, respectivamente, sendo Bn+1
R a base canônica em Rn+1. Então, podemos

considerar a seguinte transformação linear de Pn em Rn+1

Sn = Pn → Rn+1

p(x, y) =
n∑

j=0

an−j,jx
n−jyj 7→ u =

n∑
j=0

an−j,jej+1

Considere também a seguinte transformação linear

Tn : Pn → Pn

p(x, y) 7→ Tn(p(x, y)) = y
∂p

∂x
(x, y)− x∂p

∂y
(x, y).
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Tomando as bases B3
P e B3

P para P3 e P4, respectivamente, as matrizes A3 e A4 em

consoante com as respectivas bases são,

A3 =


0 −1 0 0

3 0 −2 0

0 2 0 −3

0 0 1 0

 e A3 =



0 −1 0 0 0

4 0 −2 0 0

0 3 0 −3 0

0 0 2 0 −4

0 0 0 1 0


.

Proposição 1.4. Quando n é ímpar, a transformação linear Tn é um isomor�smo.

Quando n é par, Tn possui um núcleo de dimensão um gerado por
{

(x2 + y2)
n
2

}
.

A demonstração desta proposição pode ser encontrada em [3].

A proposição anterior é essencial, pois ela garante que V3(x, y) pode ser escolhido de

maneria única de modo que conseguimos cancelar os termos de grau 3 de (1.20), resolvendo

o sistema linear

A3S3(V3(x, y)) = −S3(xP2(x, y) + yQ2(x,y)),

onde

S3(V3(x, y)) = (V30, V21, V12, V03),

S3(xP2(x, y) + yQ2(x,y)) = (p20, p11 + q20, p02 + q11, q02).

Resulta que a solução é

(V30, V21, V12, V03) = (−1
3
(p11 + q20 + 2q02), p20,−q02, 13(p02, 2p20 + q11))

O mesmo processo não pode ser utilizado para escolha dos coe�cientes de V4(x, y), pois

T4 não é um isomor�smo. Contudo, T4 pode ser escolhido de forma que V̇ (x, y) tenha

um sinal bem de�nido. Isto pode ser feito impondo que os termos de ordem 4 de (1.20)

pertençam ao núcleo de T4. Assim, os coe�cientes de T4 podem ser obtidos aplicando

A4(S4(xP3(x, y) + yQ3(x, y) +P2(x, y)∂V3

∂x
(x, y) +Q2(x, y)∂V3

∂y
(x, y)) +A4S4(V4(x, y))) = 0,
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onde

S4(V4(x, y)) = (V40, V31, V22, V13, V04),

S4((xP3(x, y)+yQ3(x, y)+P2(x, y)
∂V3

∂x (x, y)+Q2(x, y)
∂V3

∂y (x, y))+A4S4(V4(x, y)) = (s40, s31, s22, s13, s04),

com

s40 = −p11p20 + p30 − 2p20q02

s31 = −p112 + 2p20
2 + p21 + p20q11 − 2q20q02 − p11(q20 + 2q02) + q30,

s22 = p12 + 2p20p11 − p02(p11 + 2q02)− 2q11q02 − 2p20q02 + q11q20 + q21,

s13 = p03 − p11q02 − 2q02
2 + 2p20q11 + q11

2 + p02(2p02 + q11 + q12),

s04 = 2p20q02 + q11q02 + q03.

Logo,

V40 =
1

4
(2q02q20 − q12 − 3p20q11 − q30 − 2p20

2 + p11
2 + 3q02p11 + p11q20 − p21 + 2q02

2

− q11p02 − q112 − p30 − 2p20p02) + 1,

V31 =
1

8
(5p30 − 7p20p11 − 16q02p20 − 3q03 − q21 − q02q11 + 2p20q20 − q20q11 + p02p11

+ 2q02p02 − p12),

V22 =
1

2
(2q02

2 − q11p02 − 2p20q11 − q112 + q02p11 − q12 − p03 − 2p20p02) + 2,

V13 =
1

8
(3p30 − p20p11 − 16q02p20 − q03 + q21 − 7q02q11 − 2p20q20 − p02p11 + q20q11 − 2q02p02 + p12),

V04 = 1.

Com estas escolhas feitas para V3(x, y) e V4(x, y), seque que

V̇ (x, y) = η4(x
2 + y2)2 +O(||(x, y)||5), (1.21)

com

η4 = 1
8
(3q03 − p20p11 + 3p30 + q21 + q02q11 + 2p20q20 + q20q11 − p02p11 − 2q02p02 + p12).

A equação (1.21) determina a estabilidade da origem. De fato, a função

V = 1
2
(x2 + y2) + V3(x, y) + V4(x, y)
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é uma função de Lyapunov em alguma vizinhança da origem. Assim, pelo Teorema 1.5

obtemos que se η4 < 0, então a singularidade é assintoticamente estável. Se η4 > 0, então

a singularidade é instável. Quando η4 = 0 ainda não podemos determinar a estabilidade

da origem. Contudo, podemos proceder de forma análoga ao que já �zemos para obter

η4 e produzir uma nova série V , garantida pela Proposição 1.4 tal que o termo líder da

expressão para V̇ é η6(x2 + y2)3 e, assim, sucessivamente. Resumidamente, V pode ser

escolhida de tal forma que

V̇ = η4(x
2 + y2)2 + η6(x

2 + y2)3 + · · ·+ η2k(x2 + y2)k + · · ·

Posto isto, são exibidos resultados de suma importância para realizarmos a análise da

estabilidade a partir do Critério de Lyapunov.

Teorema 1.6. Se η2k = 0, k = 2, ..., N , mas η2N+2 6= 0, então a singularidade na origem

é um foco topológico:

1) Se η2N+2 < 0, então a singularidade é assintoticamente estável;

2) Se η2N+2 > 0, então a singularidade é instável.

A demonstração desse teorema pode ser encontrada em [18].

Teorema 1.7. (Critério de Lyapunov) Se o campo vetorial X é analítico e η2k = 0 para

k = 2, ...∞, então a origem é um centro. Além disto, a série que de�ne V é convergente

numa vizinhança da origem e representa uma função cujos conjuntos de nível contém as

órbitas do sistema correspondente ao campo X .

A demonstração desse teorema pode ser encontrada em [18].

Os coe�cientes η2k são os valores focais. Estes são funções polinomiais dos coe�-

cientes de P̃ . O ideal gerado por η2k tem uma base �nita no anel de polinômios nos

coe�cientes de P̃ , chamada de base focal. É de nosso interesse quando η2l = 0 para todo

l < k, então vamos tomar η2 = η4 = · · · = η2k−2 = 0 na expressão η2k. Os valores obtidos

assim são chamados coe�cientes de Lyapunov e são indicadas por Lj = η2j+2, para
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j = 0, 1, 2, ..., k. Convencionalmente, fatores multiplicativos diferentes de zero podem

ser omitidos das expressões obtidas para os coe�cientes de Lyapunov, quando estamos

interessados apenas em saber se são nulos ou não.

Quando trabalhamos com P̃ e Q̃ polinômios, segue do Teorema da Base de Hilbert

que existe uma constante m tal que Lj = 0 se j ≤ m, a base B = {L0, L1, L2, ..., Lm},

chamada de base focal. Assim, podemos calcular apenas um número �nito de coe�cientes

de Lyapunov, mesmo que a priori não saibamos quantos coe�cientes precisaremos calcular

para encontrarmos a base focal.

Dispondo destas ferramentas, é possível analisar as estabilidades das singularidades de

campos vetoriais associados aos sistemas polinomiais. Vamos requerer tais ferramentas

especi�camente para estudar a estabilidade de sistemas Kukles reduzido no Capítulo 3.

1.6 Teoria de Integrabilidade de Darboux

A ideia desta seção é apresentar a relação entre a existência de fatores integrantes

ou integrais primeiras como condição necessária para que um sistema possua um centro.

Esse material será utilizado no problema foco-centro para os sistemas Kukles reduzido no

Capítulo 3.

De�nição 1.12. O grau do sistema (1.1) é o número máximo entre os graus dos polinô-

mios P e Q, ou seja, n = max {grau(P ), grau(Q)}.

De�nição 1.13. O sistema (1.1) é integrável em um aberto U de C2 se existe uma

função não constante H: U → C, chamada integral primeira do sistema em U , que é

constante em todas as curvas soluções (x(t), y(t)) do sistema (1.1) contidas em U .

Observação 1.1. Seja H como na de�nição anterior, então H(x(t), y(t)) é constante

para todos os valores de t para os quais a solução (x(t), y(t)) está de�nida e contida em

U . Portanto, H é uma integral primeira para o sistema (1.1) se, e somente se,

XH = P ∂H
∂x

+Q∂H
∂y

= 0 em U .
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Considerando o sistema (1.1) com coe�cientes reais, a existência de uma integral pri-

meira determina, imediatamente, seu retrato de fase, visto que as curvas de nível

{(x, y);H(x, y) = h} ⊆ U ,

contém as órbitas do sistema em U .

Em seguida, apresentamos dois teoremas que auxiliam na prova da existência de um

centro em um sistema analítico planar.

Teorema 1.8. (Teorema de Poincaré-Lyapunov) O sistema analítico planar ẋ = −y + F1(x, y)

ẏ = x+ F2(x, y),
(1.22)

onde F1 e F2 são funções analíticas com desenvolvimentos de Taylor na origem, começando

com pelo menos termos quadráticos, possui um centro na origem se, e somente se, admite

uma integral primeira da forma

H(x, y) = x2 + y2 + · · ·

em uma vizinhança da origem em R2, onde os três pontos signi�cam termos de ordem

superior.

A demonstração deste Teorema pode ser encontrada em [18].

De�nição 1.14. Um sistema diferencial polinomial dado em (1.1) é do tipo tempo-

reversível se existe uma aplicação R : R2 → R2 tal que

d
dt

(R(z)) = −f(R(z))

onde z = (x, y) ∈ R2 e f(z) = dz/dt.

Exemplo 1.1. Considere o sistema ẋ = −y + xy

ẏ = x− y2.

Tomando R(x, y) = (x,−y) é fácil ver que d(R(x, y))/dt = −f(R(x, y)) e, portanto, este

sistema é do tipo tempo-reversível.
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Teorema 1.9. Todo sistema diferencial polinomial da forma (1.1) do tipo tempo-reversível

tem um centro na origem.

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [18].

Vamos elucidar conceitos necessários para a compreensão do método de Darboux, a�m

de determinar se o sistema diferencial estudado possui uma integral primeira e, assim, um

centro.

De�nição 1.15. Seja f ∈ C[x, y], f não identicamente nula. A curva algébrica f = 0 é

uma curva algébrica invariante para X se para algum polinômio K ∈ C[x, y] temos

X f = P ∂f
∂x

+Q∂f
∂y

= Kf.

O polinômio K é chamado cofator para a curva algébrica invariante f = 0.

É importante destacar que dado um sistema polinomial de grau n, seu cofator tem,

no máximo, grau n− 1.

De�nição 1.16. Seja I : U → C uma função analítica que não é identicamente nula

em U . Uma função I é um fator integrante para o sistema (1.1) em U se uma das

seguintes condições (equivalentes) for verdadeira em U :

(i) ∂
∂x

(IP ) = − ∂
∂y

(IQ);

(ii) div(IP, IQ) = 0;

(iii) X I=-div(P,Q)I.

Proposição 1.5. Uma integral primeira H associada ao fator integrante I é dada por

H =

∫
I(x, y)P (x, y)dy + h(x)

em que h(x) é escolhido de forma que ∂H/∂x = −IQ e o domínio de integração U esteja

bem de�nido. Então,

x′ = IP = ∂H
∂y
, y′ = IQ = −∂H

∂x
.
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1.7 A Compacti�cação de Poincaré

Nesta seção apresentamos a compacti�cação de Poincaré, que é utilizada para o estudo

do comportamento de campos polinomiais no in�nito e não somente em vizinhanças de

pontos singulares. Para isso, foi utilizada a projeção central, que tem a vantagem de que

as singularidades no in�nito estão ao longo do equador da esfera de Poincaré. Assim, o

comportamento de trajetórias �longe� da origem poderá ser entendido através do estudo

de trajetórias próximas de �pontos no in�nito�, isto é, no equador da esfera de Poincaré.

Considere a esfera

S2 = {(y1, y2, y3) ∈ R3 : y21 + y22 + y23 = 1},

a qual denominamos por Esfera de Poincaré, e o plano

TPN
S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x3 = 1}

que é tangente à esfera S2 em PN = (0, 0, 1). Nesta seção convencionamos que as coorde-

nadas yi se referem à esfera S2 e as coordenadas xi ao plano TPN
S2, i = 1, 2, 3.

De�nição 1.17. De�nimos

H+ = {(y1, y2, y3) ∈ S2 : y3 > 0}

como sendo o hemisfério norte,

H− = {(y1, y2, y3) ∈ S2 : y3 < 0}

como sendo hemisfério sul e

S1 = {(y1, y2, y3) ∈ S2 : y3 = 0}

como sendo o equador.

A compacti�cação de Poincaré de X consiste em fazer duas cópias do �uxo de X , uma

sobre H+ e outra sobre H−, usando a projeção central. Para isso, vamos considerar uma

reta L(t) que une a origem a um ponto do plano TPN
S2,

L(t) = (0, 0, 0) + t(x1, x2, 1) = t(x1, x2, 1), t ∈ R.
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Figura 1.3: Projeção central.

Esta reta intercepta a esfera S2 em dois pontos, um no hemisfério norte e o outro no

hemisfério sul. Veja a Figura 1.3.

Agora, considerando a projeção do campo vetorial X de R2 ≈ TPN
S2 para S2 dada

pelas projeções centrais, temos dois difeomor�smos

f+ : TPN
S2 → H+ e f− : TPN

S2 → H−,

isto é, f+(p) (resp.f−(p)) é a intersecção da reta que passa pelo ponto p = (x1, x2, 1)

ligando a origem com o hemisfério norte (resp. sul) de S2, cujas expressões são dadas por

f+(x1, x2, 1) =
(x1, x2, 1)

4(x)
e f−(x1, x2, 1) = −(x1, x2, 1)

4(x)
,

onde 4(x) =
√
x21 + x22 + 1.

Sem perda de generalidade, podemos considerar o campo X de�nido no plano tangente

à esfera, isto é, X : TPN
S2 → TPN

S2 e, assim, é possível de�nir um novo campo em S2. O

campo X̃ induzido em S2, a partir de X , através dos difeomor�smos f+ e f− será dado

por

X̃ (y) = Df+(x)X (x) se y = f+(x) ∈ H+

e

X̃ (y) = Df−(x)X (x) se y = f−(x) ∈ H−,
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respectivamente.

Destacamos que X̃ é um campo vetorial em S2 \ S1, que é tangente à esfera. Para

estudar o comportamento assintótico das órbitas não limitadas de X , analisando X̃ , é

necessário estender X̃ para o equador S1 obtendo, assim, um campo na esfera.

O estudo de X̃ em uma vizinhança do equador nos dará informações sobre o com-

portamento do campo X no in�nito. Entretanto, nem sempre é possível estender X̃ ao

equador. Veremos adiante que, quando X for um campo polinomial, podemos estender

X̃ analiticamente ao equador. Antes de estudar a extensão de X̃ ao equador, vamos esco-

lher um sistema de coordenadas conveniente para S2 e calcular a expressão de X̃ nessas

coordenadas.

Para S2 usamos seis cartas locais dadas por

Uk = {y ∈ S2 : yk > 0}, Vk = {y ∈ S2 : yk < 0},

para k = 1, 2, 3. As aplicações locais correspondentes são dadas por φk : Uk −→ R2 e

ψk : Vk → R2 e de�nidas como

φk(y) = −ψk(y) =

(
ym
yk
,
yn
yk

)
,

para m < n e m,n 6= k.

Queremos agora encontrar a expressão do campo na carta local (U1, φ1). Seja y ∈

U1 ∩H+, então y = f+(x), x ∈ TPN
S2, e

(φ1 ◦ f+)(x) = φ1(f
+(x)) = φ1

(
x1
4(x)

,
x2
4(x)

,
1

4(x)

)
=

(
x2
4(x)

4(x)

x1
,

1

4(x)

4(x)

x1

)
=

(
x2
x1
,

1

x1

)
.

Portanto φ1(x1, x2, 1) = (u, v), onde u = x2/x1 e v = 1/x1. Observe que como

y ∈ U1 ∩H+, então x1 6= 0. Como X̃ (y) = Df+(x)X (x), quando y = f+(x), segue que

Dφ1(y)X̃ (y) = Dφ1(y) ◦Df+(x)X (x)

= D(φ1 ◦ f+)(x)X (x).
(1.23)
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Seja X̃ (y)
∣∣
U1∩H+

denotando o sistema de coordenadas de�nido como Dφ1(y)X̃ (y) e,

portanto, segue da equação (1.23) que

X̃ (y)
∣∣∣
U1∩H+

= D(φ1 ◦ f+)(x)X(x) =


−x2
x21

1

x1
−1

x21
0


P (x1, x2)

Q(x1, x2)



=
1

x21
(−x2P (x1, x2) + x1Q(x1, x2),−P (x1, x2)) .

(1.24)

Esta é a expressão de X̃ em U1∩H+ nas coordenadas φ1. Vamos colocá-las em função

de u e v para facilitar a análise. Denotando x1 = 1/v, x2 = u/v e substituindo em (1.24),

temos

X̃ (y)
∣∣∣
U1∩H+

=

[
−uvP

(
1

v
,
u

v

)
+ vQ

(
1

v
,
u

v

)
,−v2P

(
1

v
,
u

v

)]
.

Em geral, X̃ não permanece limitado quando nos aproximamos de S1. Mas, se multi-

plicarmos o campo por um fator ρ(y) = yd−13 , onde d é o grau do campo X , a extensão se

torna possível. Então,

ρ(f+(x)) =
1

4(x)d−1
=

vd−1

4(z)d−1
,

onde z = (u, v). Assim, ρX̃ nas coordenadas (u, v) é dado por

ρX̃ (u, v) =
vd−1

4(z)d−1

(
−uvP

(
1

v
,
u

v

)
+ vQ

(
1

v
,
u

v

)
,−v2P

(
1

v
,
u

v

))
=

vd

4(z)d−1

(
−uP

(
1

v
,
u

v

)
+Q

(
1

v
,
u

v

)
,−vP

(
1

v
,
u

v

))
.

(1.25)

Logo, (1.25) é a expressão do campo em U1 \ S1. Veri�ca-se, facilmente que se y ∈

U1 ∩H−, obtém-se a mesma expressão.

Seguem algumas considerações a respeito do que foi apresentado. Inicialmente obser-

vamos que os pontos do equador S1∩U1 são representados por v = 0 nas coordenadas φ1.

Por outro lado, estes pontos correspondem ao in�nito do plano TPN
S2. Observe também,

que é possível fazer v = 0 na expressão (1.25), resultando em

ρX̃ (u, 0) = (−uad + bd, 0),
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onde ad e bd são os termos de maior grau em P e Q, respectivamente. No vetor ρX̃ (u, 0)

temos a segunda componente igual a zero. Isto signi�ca que este vetor tangente ao equador

quando olhado na esfera S2. Podemos concluir, então, que o equador S1 ∩U1 é invariante

pelo campo ρX̃. Não é difícil remover o fator
1

4(z)d−1
de (1.25) por uma parametrização

do tempo. Assim, a expressão para o campo ρX̃ na carta local (U1, φ1) é dada por
u̇ = vd

[
−uP

(
1

v
,
u

v

)
+Q

(
1

v
,
u

v

)]
,

v̇ = −vd+1P

(
1

v
,
u

v

)
.

(1.26)

Calculamos de maneira análoga a expressão do campo ρX̃ na carta (U2, φ2) que será

dada por 
u̇ = vd

[
P

(
u

v
,

1

v

)
− uQ

(
u

v
,

1

v

)]
,

v̇ = −vd+1Q

(
u

v
,

1

v

)
.

(1.27)

Finalmente a expressão do campo ρX̃ na carta (U3, φ3) é dada por u̇ = P (u, v),

v̇ = Q(u, v).
(1.28)

Observação 1.2. As expressões para ρX̃ nas cartas (V1, ψ1), (V2, ψ2) e (V3, ψ3) têm, res-

pectivamente, as mesmas expressões que (1.26), (1.27) e (1.28) multiplicadas por (−1)d−1.

Observe que o fator (−1)d−1 desempenha um papel fundamental no estudo das estabilida-

des das singularidades em S1. Assim, para conhecermos o comportamento dos pontos do

in�nito, basta olharmos as cartas (U1, φ1) e (U2, φ2).

Proposição 1.6. Seja X um campo polinomial em R2 de grau d. Sejam ρ : S2 → R,

ρ(y) = yd−13 , e X̃ o campo induzido em S2 \ S1 através de f+ e f− como de�nido acima.

Então ρX̃ pode ser estendido a um campo analítico de S2 com equador invariante.

Demonstração. Acima, são apresentadas as expressões de ρ.X̃ nas cartas (U1, φ1), (V1, ψ1),

(U2, φ2) e (V2, ψ2), estas são dadas por (1.26) e (1.27), respectivamente, onde podemos

ainda multiplicar pelo fator (−1)d−1 quando for o caso. Vê-se que as expressões (1.26) e
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(1.27) são perfeitamente de�nidas para v = 0, isto é, no equador S1 e, como tais expressões

são analíticas, podemos estendê-las analiticamente ao equador. Fazendo v = 0 em (1.26)

e (1.27) obtemos, respectivamente,

ρX̃ (u, 0) = (−uad + bd, 0) e ρX̃ (u, 0) = (ad, 0)

e concluímos que o equador será invariante por X̃ . �

De�nição 1.18. O campo vetorial estendido na esfera S2, pelas cartas locais (Uk, φk) e

(Vk, ψk), chama-se compacti�cação de Poincaré de X e será indicado por P(X ).

1.8 Separatriz e Região Canônica

Iniciamos esta seção abordando o conceito de setores de um ponto singular, mas sem

entrar em muitos detalhes. Chamamos de setor elíptico, setor parabólico e setor

hiperbólico um setor que é topologicamente equivalente ao setor mostrado na Figura

1.4, (1), (2) e (3), respectivamente.

setor hiperbólico
setor elíptico setor parabólico

(1) (2) (3)

separatriz separatrizseparatriz separatrizseparatriz separatriz

Figura 1.4: Setores de um ponto singular.

Diz-se que um campo vetorial tem a propriedade da decomposição setorial �nita em

um ponto singular p se p é um centro, foco ou um nó, ou tem uma vizinhança que consiste

em uma união �nita de setores parabólicos, setores hiperbólicos ou setores elípticos.

Observamos que todos os pontos singulares isolados de um sistema diferencial poli-

nomial satisfazem a propriedade de decomposição setorial �nita. Em alguns casos mais

complicados podemos ter um número in�nito de setores, com um único ponto singular.

Para mais detalhes ver página 17 de [9]. De agora em diante assumiremos apenas pontos

singulares isolados com um número �nito de setores.
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Chamamos de separatriz de X uma trajetória que �ca no limite de um setor hiper-

bólico de um ponto singular �nito ou in�nito.

Dado P(X ) a compacti�cação de Poincaré, veja Seção 1.7, no disco D e o �uxo (U , φ)

em um conjunto invariante U , as separatrizes do campo vetorial P(X ) no disco D são:

• todas as órbitas de P(X ) que estão no limite de S1 no disco de Poincaré;

• todos os pontos singulares de P(X );

• todos os ciclos limites de P(X );

• todas as separatrizes dos setores hiperbólicos dos pontos singulares (�nitos e in�ni-

tos) de P(X ).

Cada campo de vetores P(X ) possui inúmeras separatrizes �nitas, então, denotaremos

por S(P(X )) o conjunto formado por todas as separatrizes do �uxo (D, φ) de�nidas por

P(X ) no disco de Poincaré. S(P(X )) é um conjunto fechado invariante. Se N é a conexão

dos componentes de D\S(P(X )), então N é também um conjunto invariante sob o �uxo

φ de P(X ) e chamaremos o �uxo (N , φ) uma região canônica de (D, φ).

De�nição 1.19. Dizemos que dois campos vetoriais polinomiais X e Y são topologica-

mente equivalentes se existir um homeomor�smo de S1 em S1 preservando o in�nito e

levando órbitas do �uxo induzido de P(X ) em órbitas do �uxo induzido em P(Y), pre-

servando ou invertendo simultaneamente o sentido de todas as órbitas.

De forma análoga de�nimos a equivalência topológica entre S(P(X )) e S(P(Y)).

O seguinte teorema é devido a Markus [14], Neumann [15] e Peixoto [17].

Teorema 1.10. Os retratos de fase no disco de Poincaré de dois sistemas diferenciais

polinomiais compacti�cados P(X ) e P(Y), com pontos singulares isolados, são topolo-

gicamente equivalentes se, e somente se, suas con�gurações de separatrizes S(P(X )) e

S(P(Y)) são topologicamente equivalentes.

Segue do Teorema 1.10 que para a classi�cação dos retratos de fase no disco de Poincaré

de um sistema polinomial no plano com �nitas ou in�nitas separatrizes, basta descrever

a con�guração da separatriz S(P(X )).



Capítulo 2

Sistemas de Abel do segundo tipo.

Neste capítulo apresentamos as formas normais e todos os retratos de fase globais no

disco de Poincaré para os sistemas diferenciais polinomiais quadráticos de Abel do segundo

tipo com Z2-simetria. Este estudo foi obtido por C. Valls, J. Llibre, em 2018, ver [13].

Destacamos aqui que a classi�cação para sistemas de Abel do segundo tipo sem simetria

tem sido feito em [10], mas as técnicas envolvidas fogem do contexto desta dissertação.

2.1 Caracterização dos Sistemas de Abel

Nosso foco, aqui, está direcionado a caracterizar todos os retratos de fase globais no

disco de Poincaré relativos aos sistemas de Abel do segundo tipo com simetrias. Uma

equação diferencial de Abel do segundo tipo é dada por

y
dy

dx
= A(x)y +B(x), (2.1)

onde A(x) e B(x) são funções não nulas. Esta equação pode ser escrita equivalentemente

como um sistema diferencial polinomial da forma ẋ = yc(x)

ẏ = a(x)y + b(x),

onde A(x) = a(x)/c(x) e B(x) = b(x)/c(x), com c(x) 6= 0. Temos ainda que ẋ = dx
dt
.

32
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Neste trabalho estudamos sistemas diferenciais polinomiais de Abel quadráticos, ou

seja, consideramos em todo este capítulo, sistemas diferenciais polinomiais de Abel da

forma  ẋ = yc(x) := y(c0 + c1x)

ẏ = a(x)y + b(x) := (a0 + a1x)y + b0 + b1x+ b2x
2,

(2.2)

onde a0, a1, b0, b1, b2, c0, c1 ∈ R.

Condicionamos c20+c21 6= 0, pois caso contrário o sistema é trivial. Assumimos também

que o sistema (2.2) não tem um fator comum, ou seja, depois de alguns cálculos obtemos

que

(i) b20 + b21 + b22 6= 0, ou

(ii) c0(a1c0 − a0c1) 6= 0 e a20 + b20 6= 0, ou

(iii) c0(b2c20 − b1c0c1 + b0c
2
1) 6= 0 e a20 + b20 6= 0, ou

(iv) c0 = 0 e a20 + b20 6= 0.

Em nosso caso, sempre temos a20 + a21 6= 0, caso contrário o sistema (2.2) não seria

um sistema de Abel do segundo tipo. Ainda, como queremos um sistema quadrático,

consideramos sempre a21 + b22 + c21 6= 0.

Podemos notar que o sistema (2.2) apresenta sete parâmetros. Como já dissemos na

introdução deste capítulo, restringimos nosso estudo para os sistemas de Abel (2.2) que

apresentam Z2-simetrias.

2.2 Tipos de Z2-simetria

Nesta seção descrevemos os tipos de simetria para os sistemas estudados. Existem

dois tipos de Z2-simetrias: a equivariante e a reversível.

Primeiramente, consideramos X : U ⊆ R2 → R2, o campo de vetores associado ao

sistema (2.2) e a matriz Mdada por

M =

 −1 0

0 1

.



34

Podemos, então, de�nir as Z2-simetrias da seguinte maneira.

De�nição 2.1. Dizemos que o sistema (2.2) é Z2-equivariante se, pelo menos uma das

seguintes condições, é válida:

MX (x, y) = X (−x, y); (2.3)

−MX (x, y) = X (x,−y); (2.4)

−X (x, y) = X (−x,−y). (2.5)

De�nição 2.2. Dizemos que o sistema (2.2) é Z2-reversível se, pelo menos uma das

seguintes condições, é válida:

MX (x, y) = −X (−x, y); (2.6)

−MX (x, y) = −X (x,−y); (2.7)

X (x, y) = X (−x,−y). (2.8)

2.3 Sistemas de Abel do Segundo Tipo com Z2-simetria

Iniciamos esta seção encontrando os sistemas de Abel (2.2) que apresentam Z2-simetrias.

A proposição a seguir caracteriza cada um destes sistemas.

Proposição 2.1. As seguintes a�rmações são verdadeiras:

(i) O sistema (2.2) satisfazendo (2.3) torna-se ẋ = c1xy,

ẏ = b0 + a0y + b2x
2,

(2.9)

com a0c1 6= 0 e b0
2 + b2

2 6= 0;

(ii) O sistema (2.2) satisfazendo (2.6) torna-se:

 ẋ = c0y,

ẏ = b1x+ a1xy,
(2.10)

com a1b1c0 6= 0;
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(iii) o sistema (2.2) satisfazendo (2.8) torna-se: ẋ = c1xy,

ẏ = b0x+ b2x
2 + a1xy,

(2.11)

com a1b0c1 6= 0;

(iv) O sistema (2.2) satisfazendo (2.4), (2.5) ou (2.7) não são sistemas do tipo Abel

Z2-simétricos.

Demonstração. O sistema (2.2) satisfaz (2.3) se, e somente se,

MX (x, y) = X (−x, y) ⇔ −1 0

0 1

 P (x, y)

Q(x, y)

 =

 P (−x, y)

Q(−x, y)

 ⇔

 −P (x, y)

Q(x, y)

 =

 P (−x, y)

Q(−x, y)

 ⇔

 −y(c0 + c1x)

y(a0 + a1x) + b0 + b1x+ b2x
2

 =

 y(c0 − c1x)

y(a0 − a1x) + b0 − b1x+ b2x
2

 .

Desta última igualdade temos que c0 = a1 = b1 = 0. Portanto, ẋ = c1xy,

ẏ = b0 + a0y + b2x
2.

Assim o item (i) está demonstrado.

De forma análoga é possível demonstrar os itens (ii), (iii) e (iv). Para este último,

é importante destacar que o sistema (2.2) satisfaz (2.4) se, e somente se, b0 = b1 = b2 =

c0 = c1 = 0, o que o tornaria um sistema linear. Ainda, o sistema (2.2) satisfaz (2.5) se,

e somente se, a1 = b0 = b2 = c1 = 0, o que tornaria nosso sistema linear. Finalmente, o

sistema (2.2) satisfaz (2.7) se, e somente se, a0 = a1 = c1 = 0 e, assim, nosso sistema não

seria do tipo de Abel.

�
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Caracterizados os sistemas que vamos estudar, podemos enunciar o principal teorema

deste capítulo.

Teorema 2.1. Considere um sistema de Abel do segundo tipo com Z2-simetria. Então,

seu retrato de fase global é topologicamente equivalente a um dos seguintes retratos de

fase, apresentados na Figura 2.1.

Para a demonstração do Teorema 2.1 vamos realizar um estudo detalhado para cada

sistema apresentado na Proposição 2.1. Utilizamos os fundamentos da teoria qualitativa

apresentada no Capítulo 1 para demonstrar os resultados a seguir e, por �m, exibir os

retratos de fase dos sistemas (2.9), (2.10) e (2.11).
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1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

17

Figura 2.1: Retratos de fase globais de sistemas Abel do segundo tipo com Z2-simetria.
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2.3.1 Sistema (2.9)

Nesta seção estudamos as singularidades �nitas e in�nitas do sistema (2.9). Finaliza-

mos esta seção apresentando a Tabela 2.1 explicitando os resultados obtidos e os retratos

de fase para cada sistema considerando os valores dos parâmetros. A proposição a seguir

nos fornece os sistemas obtidos a partir de mudanças de variáveis no sistema (2.9).

Proposição 2.2. Considere o sistema (2.9). Após uma mudança das variáveis e um

reescalonamento da variável independente t, podemos reescrevê-lo como um dos seguintes

sistemas, onde a ∈ R:

(I.1)

 ẋ = xy

ẏ = a+ y, a 6= 0;

(I.2)

 ẋ = xy

ẏ = a+ y + x2;

(I.3)

 ẋ = xy

ẏ = a+ y − x2;

Demonstração. Dado o sistema (2.9), considere a seguinte mudança de variáveis e reesca-

lonamento da variável independente t

x→ αX, y → βY , t→ γT ,

com αβγ 6= 0. Por hipótese a0c1 6= 0 e escolhendo

γ =
1

c1β
e β =

a0
c1
.

Segue que para todo valor de α, o novo sistema é dado por

X ′ = XY, Y ′ =
b0c1
a02

+ Y +
b2c1α

2

a02
X2.

Se b2 = 0, fazendo b0c1/a0
2 = a, obtemos o sistema X ′ = XY , Y ′ = a + Y onde

a 6= 0. Portanto, temos o sistema (I.1). Por outro lado, se b2 6= 0, podemos tomar

α =
√
|a02/b2c1| e, com isso, obtemos o sistema X ′ = XY , Y ′ = a + Y + µX2 com

µ = {−1, 1}, o que nos fornece os sistemas (I.2) e (I.3), dependendo do sinal de µ.

�
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Vamos estudar, separadamente, cada um dos sistemas obtidos na Proposição 2.2.

Sistema (I.1)

Considere o sistema (I.1), ou seja, ẋ = xy

ẏ = a+ y,
(2.12)

onde a 6= 0. Segue diretamente, que seu único ponto singular �nito é P0 = (0,−a). Fun-

damentado no Teorema 1.2 (Hartman-Grobman), vamos analisar a matriz Jacobiana

do sistema (2.12), que é dada por

J(x, y) =

 y x

0 1

.

Como a matriz Jacobiana é triangular superior, os autovalores, no ponto singular P0, são

dados por λ1 = 1 e λ2 = −a. Lembrando que, por hipótese, temos a 6= 0. Temos assim

que, quando a > 0, P0 é uma sela, conforme a De�nição 1.7. Por outro lado, quando

a < 0, P0 é um nó instável, segundo a De�nição 1.6.

Mediante a compacti�cação de Poincaré, descrita na Seção 1.7, apresentamos agora

um estudo sobre o comportamento das singularidades no in�nito. Posto isto, o sistema

(2.12) na carta local U1, se escreve como u̇ = −u2 + av2 + uv

v̇ = −vu.
(2.13)

Quando v = 0, a origem é a única singularidade, e esta é degenerada de acordo com

a De�nição 1.5. Desta forma, precisamos fazer uso da técnica de blow-up apresentada na

seção 1.3, para entendermos o comportamento local desta singularidade.

Com um blow-up no sistema (2.13) na direção v através da mudança de variáveis

(u, v) 7→ (w, v), onde w = u/v, obtemos, depois de eliminar o fator comum v, um novo

sistema dado por  u̇ = a+ u

v̇ = −uv.
(2.14)
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Como a 6= 0, este sistema não apresenta ponto singular. Por outro lado, por um blow-up

no sistema (2.13) na direção u, através da mudança de variáveis (u, v) 7→ (u,w) onde

w = v/u obtemos, depois de eliminar o fator comum u, um novo sistema dado por u̇ = (av2 + v − 1)u

v̇ = −v2(av + 1).
(2.15)

Desta forma, quando u = 0, o sistema (2.15) apresenta duas singularidades, a origem e

(0,−1/a). A matriz Jacobiana do sistema (2.15), aplicada em (0,−1/a), se escreve como

J(0,−1/a) =

 −1 0

0 − 1
a

 .

Assim, esta singularidade é uma sela, se a < 0 e um nó estável, se a > 0. Por outro lado,

a matriz Jacobiana do sistema (2.15), aplicada na origem, se escreve como

J(0, 0) =

 −1 0

0 0

 .

Concluímos assim que a origem é uma singularidade semi-hiperbólica. A �m de nos ade-

quarmos as condições do Teorema 1.3, das singularidades semi-hiperbólicas, consideramos

u = y, v = x e multiplicamos o sistema (2.15) por −1. Portando o sistema (2.15) passa a

ser escrito como  ẋ = A(x, y)

ẏ = y +B(x, y),
(2.16)

onde A(x, y) = ax3 +x2 e B(x, y) = −xy− ax2y. Nas notações do Teorema 1.3 é fácil ver

que f(x) = 0 é solução de y + B(x, y). Logo, g(x) = A(x, f(x)) = x2 + ax3. Concluímos

assim que m = 2 e a2 = 1. Pelo Teorema 1.3(iii) obtemos que a origem do sistema (2.15)

é uma sela-nó.

Finalmente, voltando com as mudanças de variáveis em cada caso, até o sistema (2.13),

como mostram as Figuras 2.2 e 2.3, obtemos que o retrato de fase local da origem na carta

U1 é formada por dois setores elípticos e dois setores parabólicos, se a > 0, separados pelo

in�nito, e a origem é formada por dois setores hiperbólicos e dois setores parabólicos, se

a < 0, também separados pelo in�nito.
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Figura 2.2: Blow-up na origem da carta U1 quando a > 0.

Figura 2.3: Blow-up na origem da carta U1 quando a < 0.

Na carta local U2, o sistema (2.12), torna-se u̇ = u(1− av2 − v)

v̇ = −v2(av + 1).
(2.17)

Claramente a origem é uma singularidade. Além disso, a matriz Jacobiana do sistema

(2.17), na origem, é dado por

J(0, 0) =

 1 0

0 0

.

Desta forma, a origem é um ponto singular semi-hiperbólico. Usando o Teorema 1.3,

temos que a origem é uma sela-nó.
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Sistema (I.2)

Considere o sistema (I.2), ou seja, ẋ = xy

ẏ = a+ y + x2.
(2.18)

Prontamente constatamos que os candidatos a pontos singulares �nitos do sistema (2.18)

são

P0 = (0,−a), P1 = (
√
−a, 0) e P2 = (−

√
−a, 0).

Posto isto, temos que:

• Quando a > 0, P0 é a única singularidade, a qual é uma sela, já que os autovalores da

matriz Jacobiana, no ponto P0, associada ao sistema (2.18) são λ1 = 1 > 0 e λ2 = −a < 0.

• Quando a = 0, P0 = P1 = P2 = (0, 0) é a única singularidade. Além disto, esta é semi-

hiperbólica. Segue do Teorema 1.3 que esta singularidade é uma sela.

• Finalmente, quando a < 0, P0, P1 e P2 são singularidades, sendo P0 um nó instável, já

que os autovalores da matriz Jacobiana, neste ponto, são positivos. Por outro lado P1 e

P2 são selas, visto que o determinante da matriz Jacobiana, neste pontos, é negativo, vide

De�nição 1.7.

A seguir, é descrito o estudo das singularidades in�nitas.

O sistema (2.18), na carta local U1 é dado por u̇ = −u2 + av2 + uv + 1

v̇ = −vu.
(2.19)

Quando v = 0, temos que u = ±1, ou seja, w1 = (1, 0) e w2 = (−1, 0) são singularidades.

Temos que w1 é um nó hiperbólico estável, pois os autovalores da matriz Jacobiana do

sistema (2.19), aplicada em w1 são −2 e −1. Por outro lado, w2 é um nó hiperbólico

instável, já que os autovalores da matriz Jacobiana aplicada neste ponto são 2 e 1.

Na carta local U2, o sistema (2.18) é dado por u̇ = u(1− av2 − v − u2)

v̇ = −v(v + u2 + av2)
(2.20)

e, claramente, a origem é um ponto singular. Além disso, a matriz Jacobiana na origem é
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J(0, 0) =

 1 0

0 0


e, portanto, a origem é semi-hiperbólica. Usando o Teorema 1.3, temos que a singularidade

é uma sela-nó.

Sistema (I.3)

Considere o sistema (I.3), ou seja, ẋ = xy

ẏ = a+ y − x2.
(2.21)

Os candidatos a pontos singulares �nitos do sistema (2.21) são

P0 = (0,−a), P1 = (
√
a, 0) e P2 = (−

√
a, 0).

Sendo assim, P1 e P2 são singularidades reais apenas se a ≥ 0. Portanto:

• Quando a < 0, P0 é a única singularidade. Como os autovalores da matriz Jacobiana

em P0 são λ1 = −a e λ2 = −1, P0 é um nó instável;

• Quando a = 0, temos P0 = P1 = P2 = (0, 0). Esta é uma singularidade semi-hiperbólica

e pelo Teorema 1.3 seque que a ela é um nó instável.

• Quando a > 0, P0 é uma sela, já que os autovalores da matriz Jacobiana são −a e 1.

Entretanto, os autovalores da matriz Jacobiana em P1 e P2 são dados por

λ1 =
(1 +

√
1− 8a)

2
e λ1 =

(1−
√

1− 8a)

2
,

tornando-os focos instáveis se a > 1/8 e nós instáveis se a ∈ (0, 1/8].

Analisando as singularidades in�nitas, na carta local U1, o sistema (2.21) é dado por u̇ = −1− u2 + uv + av2

v̇ = −vu.
(2.22)

Consequentemente, não há singularidade na carta U1.
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Na carta local U2, o sistema (2.21) é dado por u̇ = u(u2 − av2 − v + 1)

v̇ = v(−v + u2 − av2)
(2.23)

e, claramente, a origem é uma singularidade. Além disso, os autovalores da matriz Jacobi-

ana na singularidade são 1 e 0, portanto a origem é semi-hiperbólica. Usando o Teorema

1.3, concluímos que a singularidade é uma sela-nó.

Retratos de fase dos sistemas (I.1), (I.2) e (I.3)

Primeiramente, vamos destacar que os sistemas (I.1) a (I.3) têm uma reta invariante

dada por x = 0. De acordo com [5], um sistema polinomial quadrático que possua uma

reta invariante tem um centro ou tem no máximo uma órbita periódica. Além disso,

se existe uma única órbita periódica, esta é um ciclo limite hiperbólico. Portanto, os

sistemas dados não possuem ciclos limites ou possuem no máximo um ciclo. Vamos supor

que exista um ciclo limite nos sistemas apresentados. Mas isto é um absurdo, já que estes

possuem Z2-simetria e portanto o ciclo limite, como é único, contém a origem em seu

interior, mas a reta invariante de cada sistema é dada por x = 0. Logo, os sistemas (I.1)

ao (I.3) não possuem ciclos limites.

Em resumo, a Tabela 2.1 apresenta as informações dos sistemas (I.1), (I.2) e (I.3),

obtidas anteriormente, indicando seus respectivos retratos de fase, apresentados na Figura

2.1, consoante com seus parâmetros.

Observamos que a Tabela 2.1 usa as seguintes notações: PSF (pontos singulares �ni-

tos), PSI (pontos singulares in�nitos), RF (Retrato de Fase), S (sela), NI (nó instável),

NE (nó estável), FI (foco instável), 2E2P (dois setores elípticos e dois setores parabó-

licos separados pelo in�nito), 2H2P (dois setores hiperbólicos e dois setores parabólicos

separados pelo in�nito) e S-N (sela-nó).

Podemos condensar estas informações com o estudo das singularidades e enunciar o

seguinte teorema.
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Família Parâmetro PSF PSI RF

(I.1) a > 0 S 2E2P S-N 1

(I.1) a < 0 NI 2H2P S-N 2

(I.2) a ≥ 0 S NE NI S-N 3

(I.2) a < 0 NI 2 S NE NI S-N 4

(I.3) a > 1/8 S 2 FI S-N 5

(I.3) a ∈ (0, 1/8] S 2 NI S-N 5

(I.3) a ≤ 0 NI S-N 6

Tabela 2.1: Retratos de fase do sistema (2.9).

Teorema 2.2. Os sistemas (2.9) possuem 6 retratos de fase globais, topologicamente

não equivalentes, distribuídos nas famílias da Proposição 2.2 da seguinte maneira, como

mostra a Figura 2.1,:

(i) Na família (I.1), temos o retrato de fase 1 se a > 0 e 2 se a < 0,

(ii) Na família (I.2), temos o retrato de fase 3 se a ≥ 0 e 4 se a < 0,

(iii) Na família (I.3), temos o retrato de fase 5 se a > 0 e 6 se a ≤ 0,

2.3.2 Sistema (2.10)

A proposição a seguir nos fornece os sistemas obtidos a partir de uma mudança de

variáveis no sistema (2.10).

Proposição 2.3. Considere o sistema (2.10). Após uma mudança de variáveis e um rees-

calonamento de sua variável independente t, podemos reescrevê-lo como um dos seguintes

sistemas:

(II.1)

 ẋ = y

ẏ = x(y + 1);

(II.2)

 ẋ = y

ẏ = x(y − 1).
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Demonstração. A demonstração desta proposição é análoga à da Proposição 2.2 e, por-

tanto, será omitida.

�

A seguir é apresentado um estudo do comportamento dos ponto singulares �nitos e

in�nitos dos sistemas (II.1) e (II.2).

Sistema (II.1)

Analisando os pontos singulares �nitos do sistema (II.1), dado por ẋ = y

ẏ = x(y + 1),
(2.24)

temos que P0 = (0, 0) é a única singularidade. Note que a matriz Jacobiana do sistema

(2.24) em P0 tem como autovalores λ1 = 1, λ2 = −1 e, portanto, a origem é uma sela

hiperbólica.

Agora, para os pontos singulares in�nitos, o sistema (2.24) na carta local U1 é dado

por  u̇ = −u2v + u+ v

v̇ = −uv2.
(2.25)

Quando v = 0 a origem é o único ponto singular. Calculando a matriz Jacobiana na

origem, temos que seus autovalores são 1 e 0 e, assim, a singularidade é semi-hiperbólica.

Pelo Teorema 1.3, a origem é um nó instável.

Na carta local U2, o sistema (2.24) é dado por u̇ = −u2 − u2v + v

v̇ = −uv(1 + v)
(2.26)

e facilmente vemos que a origem é singularidade nilpotente. Portanto, pelas condições do

Teorema 1.4, a origem é formada por um setor elíptico, dois parabólicos e um hiperbólico.
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Sistema (II.2)

Estudando os pontos singulares �nitos do sistema (II.2), dado por ẋ = y

ẏ = x(y − 1).
(2.27)

Novamente, temos que a origem é a única singularidade. Além disto, a matriz Jacobiana

na origem tem autovalores i, −i. Como o sistema é não linear, necessitamos de uma

análise mais aprofundada para entender o que acontece em uma vizinhança da origem

(neste caso, podemos ter centro ou foco).

Destacamos que o sistema (2.27), além de ser do tipo Abel, também é do tipo Kukles

reduzido, segundo a teoria apresentada no Capítulo 3. Portanto, utilizamos o Teorema 3.1

para determinar a estabilidade da origem. Como o sistema (2.27) satisfaz, por exemplo,

o item (ii) do Teorema 3.1, concluímos que a origem é um centro.

Analisando as singularidades in�nitas, obtemos que o sistema (2.27) na carta local U1,

é dado por  u̇ = u− v − uv2

v̇ = −uv2.
(2.28)

Quando v = 0, a origem é o único ponto singular. Os autovalores da matriz Jacobiana

neste ponto são 1 e 0 e, assim, temos que a singularidade é semi-hiperbólica. Então, pelo

Teorema 1.3, é uma sela.

Na cartal local U2, o sistema (2.27) é dado por u̇ = v − u2 + u2v

v̇ = uv2 − uv,
(2.29)

e, portanto, a origem é ponto singular nilpotente. Usando o Teorema 1.4 temos que esta

singularidade é a união de um setor elíptico e um setor hiperbólico, ambos separados pelo

in�nito.
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Retratos de fase dos sistemas (II.1) e (II.2)

A família de sistemas (II.1) possui uma reta invariante dada por y = −1 e a família

de sistemas (II.2) possui uma reta invariante dada por y = 1. Então, de maneira análoga

ao que �zemos para os sistemas (I.1) ao (I.3), por [5], concluímos que estes sistemas não

têm ciclo limites, pois possuem Z2-simetria.

A Tabela 2.2 apresenta todas as informações dos sistemas (II.1) e (II.2) indicando seus

retratos de fase consoante com seus parâmetros.

Sistema PSF PSI RF

(II.1) S NI 1E2P1H 7

(II.2) C S 1E1H 8

Tabela 2.2: Retratos de fase do sistema (2.10).

A Tabela 2.2 tem as seguintes notações: PSF (ponto singular �nito), PSI (ponto

singular in�nito), S (sela), C (centro), NI (nó instável), 1E2P1H (um setor elíptico, dois

setores parabólicos e um hiperbólico) e 1E1H (um setor elíptico e um hiperbólico).

Com estas informações e com o estudo das singularidades podemos enunciar o seguinte

teorema.

Teorema 2.3. Os retratos de fase globais dos sistemas (II.1) e (II.2) são topologicamente

equivalentes aos sistemas 7 e 8 da Figura 2.1, respectivamente. Além disto, estes sistemas

não possuem ciclo limites.

2.3.3 Sistema (2.11)

A proposição a seguir nos fornece os sistemas obtidos a partir de uma mudança de

variáveis no sistema (2.11).

Proposição 2.4. Considere o sistema (2.11). Após uma mudança de variáveis e um rees-

calonamento de sua variável independente t, podemos reescrevê-lo como um dos seguintes

sistemas, tal que a ∈ R:
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(III.1)

 ẋ = xy

ẏ = µ+ xy,
µ ∈ {−1, 1} ;

(III.2)

 ẋ = xy

ẏ = 1 + x2 + axy;

(III.3)

 ẋ = xy

ẏ = −1− x2 + axy;

(III.4)

 ẋ = xy

ẏ = −1 + x2 + axy;

(III.5)

 ẋ = xy

ẏ = 1− x2 + axy.

Demonstração. A demonstração desta proposição é análoga à da Proposição 2.2. �

A seguir estudamos os pontos singulares �nitos e in�nitos dos sistemas (III.1) ao

(III.5), descrevendo seus comportamentos assintóticos.

Sistema (III.1)

O sistema (III.1) é dado por  ẋ = xy

ẏ = µ+ xy.
(2.30)

É fácil ver que este sistema não possui pontos singulares �nitos e, portanto, estudaremos

os pontos singulares in�nitos.

Na carta local U1, o sistema (2.30) é dado por u̇ = u− u2 + µv2

v̇ = −uv.
(2.31)
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Quando v = 0, temos que w0 = (0, 0) e w1 = (1, 0) são os pontos singulares de U1.

Calculando a matriz Jacobiana em cada ponto singular temos que os autovalores em w0

são dados por 1 e 0 e em w1 são λ1,2 = −1. Logo, w1 é um ponto singular hiperbólico

cujos autovalores são reais negativos e, portanto, um nó estável. Por outro lado, w0 é

semi-hiperbólico e, depois de uma mudança de variáveis, nos adequando as condições do

Teorema 1.3, temos que w0 é uma sela, se µ = −1, ou um nó instável, se µ = 1.

Na carta local U2 o sistema (2.30) é dado por u̇ = u(1− u− µv2)

v̇ = −v(u+ µv2).
(2.32)

Claramente a origem é singular e semi-hiperbólica, já que os autovalores da matriz Ja-

cobiana neste ponto são 0 e 1. Usando o Teorema 1.3, temos que a origem é uma sela

quando µ = 1 e um nó instável quando µ = −1.

Sistema (III.2)

O sistema (III.2), dado por  ẋ = xy

ẏ = 1 + x2 + axy,
(2.33)

não possui pontos singulares �nitos, resta-nos o estudo dos pontos singulares in�nitos.

Na carta local U1, o sistema (2.33) é dado por u̇ = au− u2 + v2 + 1

v̇ = −uv.
(2.34)

Portanto, possui dois candidatos a pontos singulares, a saber;

w1 =

(
(a+

√
4 + a2)

2
, 0

)
e w2 =

(
(a−

√
4 + a2)

2
, 0

)
,

ambos hiperbólicos. Estes são um nó estável e um nó instável, respectivamente.

Na carta local U2, o sistema (2.33), é dado por u̇ = u(1− au− u2 − v2)

v̇ = −v(au+ v2 + u2)
(2.35)
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e, portanto, a origem é singular. Visto que os autovalores da matriz Jacobiana na origem

são 1 e 0, temos uma singularidade semi-hiperbólica. Recorrendo ao Teorema 1.3, esta é

uma sela.

Sistema (III.3)

O sistema (III.3), dado por  ẋ = xy

ẏ = −1− x2 + axy,
(2.36)

não possui pontos singulares �nitos e, assim, iniciamos então o estudo dos pontos singu-

lares in�nitos.

Na carta local U1, o sistema (2.36) é dado por u̇ = −1 + au− u2 − v2

v̇ = −uv.
(2.37)

Quando v = 0, temos singularidades apenas quando |a| ≥ 2. Se |a| > 2, então existem

dois pontos singulares

w1 =

(
(a+

√
a2 − 4)

2
, 0

)
e w2 =

(
(a−

√
a2 − 4)

2
, 0

)
.

Analisando a matriz Jacobiana em w1 temos os autovalores λ1 = −
√
a2 − 4 e λ2 =

−(a +
√
a2 − 4)/2, portanto, quando a < 0, w1 é uma sela hiperbólica e um nó estável

hiperbólico, quando a > 0. Em contrapartida, os autovalores da matriz Jacobiana em w2

são λ1 =
√
a2 − 4 e λ2 = −(a−

√
a2 − 4)/2, portanto a matriz é hiperbólica. Assim, w2 é

uma sela hiperbólica quando a > 0 e um nó instável se a < 0. Quando |a| = 2 existe um

único ponto singular w = (a/2, 0). Suponha que a = 2 (analogamente quando a = −2),

neste caso temos  u̇ = −1 + 2u− u2 − v2

v̇ = −uv,
(2.38)

logo a singularidade é semi-hiperbólica.
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Substituindo u = x + 1 (ou resp. u = x − 1) e v = y, para transladar o ponto de

equilíbrio w para a origem, obtemos u̇ = −x2 − y2

v̇ = y(1 + x),
(2.39)

nos adequando as condições do Teorema 1.3 e, portanto, temos que w é uma sela-nó.

Na carta local U2 o sistema (2.36) é dado por u̇ = u(1− au+ u2 + v2)

v̇ = −v(au− u2 − v2).
(2.40)

Claramente a origem é singular, cuja matriz Jacobiana tem autovalores 1 e 0. Assim, a

origem é semi-hiperbólica e pelo Teorema 1.3, um nó instável.

Sistema (III.4)

O sistema (III.4), dado por  ẋ = xy

ẏ = −1 + x2 + axy,
(2.41)

tem como pontos singulares �nitos P1 = (1, 0) e P2 = (−1, 0). A matriz Jacobiana em P1

tem autovalores λ1,2 = (a±
√
a2 + 8)/2. Desta maneira, P1 é uma sela hiperbólica, para

todo a ∈ R. A matriz Jacobiana em P2 tem autovalores λ1,2 = (−a±
√
a2 + 8)/2. Desta

forma, P2 é uma sela hiperbólica, para todo a ∈ R.

Estudando os pontos singulares in�nitos, temos que o sistema (2.41) na carta local U1

é dado por  u̇ = au− v2 − u2 + 1

v̇ = −uv.
(2.42)

Logo, existem dois pontos singulares, w1 = ((a+
√
a2 + 4)/2, 0) e w2 = ((a−

√
a2 + 4)/2, 0).

Facilmente observamos que estas singularidades são hiperbólicas, uma vez que os autova-

lores da matriz Jacobina no ponto w1 são −
√

4 + a2 e −(a+
√

4 + a2)/2. Por outro lado,

os autovalores da matriz Jacobina no ponto w2 é
√

4 + a2 e −(a−
√

4 + a2)/2. Posto isto,

concluímos que w1 é um nó estável e w2 é um nó instável.
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Na carta local U2 o sistema (2.41) é dado por u̇ = u(1− au− u2 + v2)

v̇ = −v(au+ u2 − v2).
(2.43)

Claramente a origem é singular. Como os autovalores da matriz Jacobiana na origem são

1 e 0, concluímos que a singularidade é semi-hiperbólica. Utilizando o Teorema 1.3, temos

que esta é um nó instável.

Sistema (III.5)

O sistema (III.5), ou seja,  ẋ = xy

ẏ = 1− x2 + axy
(2.44)

tem como pontos singulares �nitos P1 = (1, 0) e P2 = (−1, 0). A matriz Jacobiana em P1

tem autovalores λ1,2 = (a±
√
a2 − 8)/2 e em P2 tem autovalores λ1,2 = (−a±

√
a2 − 8)/2.

Veri�cando os valores do parâmetro, constatamos que, se a 6= 0, temos que:

• a2 ≥ 8: Neste caso, P1 é um nó estável hiperbólico e P2 um nó instável hiperbólico,

quando a < 0. Por outro lado, quando a > 0 temos que P1 é um nó instável hiperbólico

e P2 um nó estável hiperbólico;

• a2 < 8: Neste caso P1 é um foco estável e P2 um foco instável, quando a < 0. Quando

a > 0 temos que P1 é um foco instável e P2 um foco estável hiperbólico.

Por outro lado, se a = 0 o sistema (2.44) tem uma integral primeira dada por

H = x2e−(x
2+y2).

Logo, P1 e P2 são centros, vide Teorema de Poincaré-Lyapunov 1.8. É importante ressaltar

que não é nada trivial estabelecer tal integral primeira, que geralmente é determinada por

meios computacionais.

Com relação aos pontos singulares in�nitos, temos que na carta U1 o sistema (2.44) é

dado por  u̇ = au− u2 + v2 − 1

v̇ = −vu.
(2.45)
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Neste caso, existem dois candidatos a singularidade quando |a| > 2, dados por

w1 =

(
(a+

√
a2 − 4)

2
, 0

)
e w2 =

(
(a−

√
a2 − 4)

2
, 0

)
.

Existe uma única singularidade, dada por w = (a/2, 0), quando |a| = 2. Perscrutando

sobre o comportamento das singularidades temos que:

Para |a| > 2

• Os autovalores da matriz Jacobiana em w1 são λ1 = (−
√
a2 − 4), λ2 = (−a+

√
a2 − 4).

Assim, quando a < 0, w1 é uma sela hiperbólica. Quando a > 0, w1 é um nó estável.

• Os autovalores da matriz Jacobiana em w2 são λ1 =
√
a2 − 4, λ2 = (−a +

√
a2 − 4).

Assim, quando a < 0, w2 é um nó instável. Quando a > 0, w2 é uma sela.

Para |a| = 2

• Os autovalores da matriz Jacobiana em w são λ1 = 1, λ2 = 0. Assim, w é uma

singularidade semi-hiperbólica. Depois de uma mudança de variável, podemos utilizar o

Teorema 1.3 e concluir que w é uma sela-nó.

Na carta local U2, o sistema (2.44) é dado por u̇ = u(1− au+ u2 − v2)

v̇ = v(u2 − au− v2).
(2.46)

Claramente a origem é singularidade semi-hiperbólica. Utilizando então o Teorema 1.3,

temos que a origem é uma sela.

Retratos de fase dos sistemas (III.1) à (III.5)

As famílias dos sistemas (III.1) à (III.5) possuem uma reta invariante dada por x = 0.

Portanto, analogamente aos casos anteriores, eles não possuem ciclo limite. Além disto,

sempre que o retrato de fase local tem dois focos, ele não possui ciclos limites devido à

simetria em relação à origem.
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A Tabela 2.3 apresenta as informações dos sistemas (III.1) ao (III.5) indicando seus

retratos de fase consoante com seus parâmetros.

Família Parâmetro PSF PSI RF

(III.1) µ = −1 ∅ S NE NI 9

(III.1) µ = 1 ∅ NI NE S 10

(III.2) a ∈ R ∅ NE NI S 10

(III.3) a > 2 ∅ NE S NI 9

(III.3) a = ±2 ∅ S-N NI 11

(III.3) a ∈ (−2, 2) ∅ NI 12

(III.3) a < −2 ∅ S NE NI 9

(III.4) a ∈ R 2 S NE 2 NI 13

(III.5) a ≥ 2
√
2 NI NE NE 2 S 14

(III.5) a ∈ (2, 2
√
2) FI FE NE 2 S 14

(III.5) a = 2 FI FE S-N S 15

(III.5) a ∈ (0, 2) FI FE S 16

(III.5) a = 0 2 C S 17

(III.5) a ∈ (−2, 0) FE FI S 16

(III.5) a = −2 FE FI S-N S 15

(III.5) a ∈ (−2
√
2,−2) FE FI NI 2 S 14

(III.5) a ≤ −2
√
2 NE NI NI 2S 14

Tabela 2.3: Retratos de fase do sistema (2.11).

Note que a Tabela 2.3 usa as seguintes notações: PSF (pontos singulares �nitos), PSI

(pontos singulares in�nitos), RF (Retrato de Fase), S (sela), NI (nó instável), NE (nó

estável), FI (foco instável), C (centro) e S-N (sela-nó).

Podemos condensar estas informações com o estudo das singularidades e enunciar o

seguinte teorema.

Teorema 2.4. As famílias de sistemas (2.11) possuem 8 retratos de fase, topologicamente

não equivalentes, mostrado na Figura 2.1 e distribuídos nas famílias da Proposição 2.4

da seguinte maneira:

(i) para o sistema (III.1) temos o retrato de fase 9 se µ = −1 e 10 se µ = 1;
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(ii) para o sistema (III.2) temos o retrato de fase 10;

(iii) para o sistema (III.3) temos o retrato de fase 9 se |a| > 2, 11 se |a| = 2 e 12 se

a ∈ (−2, 2);

(iv) para o sistema (III.4) temos o retrato de fase 13;

(v) para o sistema (III.5) temos o retrato de fase 14 se |a| > 2
√

2, 15 se |a| = 2, 16 se

0 < |a| < 2 e a 6= 0 e 17 se a = 0.



Capítulo 3

Sistemas Kukles

Neste capítulo, primeiramente, apresentamos os sistemas da forma ẋ = y

ẏ = −x+Q(x, y),
(3.1)

onde Q(x, y) é um polinômio de grau n, tal que n > 1. Tais sistemas são conhecidos na

literatura como Sistemas Kukles. Kukles em 1944, em [12], propôs condições necessárias

e su�cientes, para que a origem desses sistemas seja um centro, quando

Q(x, y) = a20x
2 + a11xy + a02y

2 + a30x
3 + a21x

2y + a12xy
2 + a30y

3,

ou seja, ẋ = y

ẏ = −x+ a20x
2 + a11xy + a02y

2 + a30x
3 + a21x

2y + a12xy
2 + a30y

3.
(3.2)

Porém, em 1990, Jin e Wang, em [11], descreveram um exemplo em que a origem era

um centro, mas não satisfazia as condições propostas por Kukles. Neste mesmo ano,

Christopher e Lloyd [4] comprovaram tal exemplo e consideraram a classe de sistemas

(3.2) com a30 = 0, conhecido como sistema Kukles reduzido, determinando as condições

necessárias e su�cientes para que este possua um centro na origem.

Em 2010, Pearson e Lloyd [16] consideraram as condições necessárias e su�cientes para

que os sistemas do tipo (3.2) tenha um centro na origem.

57
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Neste trabalho iremos estudar o sistema Kukles reduzido, dado por ẋ = y

ẏ = −x+ a20x
2 + a11xy + a02y

2 + a30x
3 + a21x

2y + a12xy
2.

(3.3)

Mais especi�camente, classi�camos todos os retratos de fase globais no disco de Poincaré

dos sistemas Kukles reduzido de ordem 3 com Z2- simetria equivariante.

Primeiramente, realizamos um estudo discriminado do problema foco-centro para o

caso do sistema Kukles reduzido. Utilizando a contextualização disposta no Capitulo 1,

podemos apresentar e demonstrar o teorema a seguir.

3.1 Problema Foco-centro para o sistema Kukles Re-

duzido

Nesta seção resolvemos o problema foco�centro para o sistema Kukles reduzido. Mais

especi�camente, o teorema a seguir determina as condições necessárias e su�cientes para

que o sistema Kukles reduzido tenha um centro na origem, apresentado em [4].

Teorema 3.1. O sistema Kukles reduzido (3.3) apresenta um centro na origem se, e

somente se, pelo menos uma das seguintes condições é satisfeita:

(i) a21 = a11 = 0;

(ii) a21 = a30 = a12 = a02 + a20 = 0;

(iii) a02 = a20 = a21 = 0;

(iv) a30 = a02a20 + a202; a21 = −a11(a20 + a02) e a202(a20 + a02) + a12(2a02 + a20) = 0.

Demonstração. Seguindo o processo de Lyapunov descrito na Subseção 1.5 obtemos, com

cálculos realizados no programa computacional Maple, os cinco primeiros coe�cientes de

Lyapunov. Omitiremos L3, L4 e L5 pelas suas extensões. Eles são compostos, respecti-

vamente, por 53, 136 e 298 termos. O primeiro e segundo coe�cientes de Lyapunov do
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sistema (3.3), na origem, são dados por:

L1 =η4 =
1

8
(a21 + a11a20 + a02a11),

L2 =η6 =
37

192
a02 a11 a30 +

23

192
a02 a11 a12 −

47

96
a02 a20 a21 −

119

96
a20 a

2
02a11+

+
19

192
a12 a11 a20 −

31

48
a02 a11 a

2
20 +

41

192
a30 a11 a20 −

7

12
a202a21 −

31

48
a11 a

3
02+

+
1

192
a02 a

3
11 −

5

96
a220a21 −

5

96
a11 a

3
20 +

7

64
a30 a21 +

5

64
a21 a12 +

1

192
a21 a

2
11+

+
1

192
a20 a

3
11.

A ideia central da prova deste teorema é mostrar que o conjuntoB = {L1, L2, L3, L4, L5}

é uma base focal do sistema (3.3). Com esses coe�cientes em mãos, calculamos a base

de Groebner do ideal gerado por eles. Para tais cálculos, utilizamos o programa Maple.

Em resumo, a base de Groebner do ideal gerado pelos cinco primeiros coe�cientes de

Lyapunov do sistema Kukles reduzido é dada por B1, B2, ..., Bk com k = 1, ..., 12, onde os

elementos desta base são:

B1 = a11 a
5
02 (a02 + a20)

3 (a302 + a202a20 + 2 a02 a12 + a20 a12);

B2 = −a11a402 (5 a02 − a20) (a02 + a20)
3 (a302 + a202a20 + 2 a02 a12 + a20 a12);

B3 = a11 a
2
02(201345a202 + 336882a02a20 + 140105 a220)(a02 + a20)

3(a302 + a202a20 + 2a02 a12 +

a20 a12);

B4 = a11 (2285289 a302 + 5315985 a202a20 + 4082385 a02 a
2
20 + 1035245 a320) (a02 + a20)

3

(a302 + a202a20 + 2 a02 a12 + a20 a12);

B5 = −a02 a11 (a302 + a202a20 + 2 a02 a12 + a20 a12) (37649163 a502 + 180232913 a402a20

−13358 a12 a
3
02+344716079 a302a

2
20+329242389 a202a

3
20+157009020 a02 a

4
20+29898960 a520);

B6 = −a11 (a302 + a202a20 + 2 a02 a12 + a20 a12) (33 a302 + 103 a202a20 + 105 a02 a
2
20

−10 a02 a12 + 35 a320 − 8 a20 a12);

B7 = −a11 (a302 + a202a20 + 2 a02 a12 + a20 a12) (89337 a502 + 412667 a402a20

+754565 a302a
2
20+262 a12 a

3
02+680295 a20a

3
20−768 a02 a

2
12+301140 a02 a

4
20+52080 a520);
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B8 = −a11 (a302 + a202a20 + 2 a02 a12 + a20 a12) (977780424 a602 + 4673203859 a502a20

+8923932273 a402a
2
20−414098 a12 a

4
02+8510792003 a302a

3
20+4053286405 a202a

4
20+414098 a202a

2
12+

771003240 a02 a
5
20 − 414098 a312);

B9 = −a11 (3024429 a702 + 12179764 a20 a
6
02 + 19219760 a502a

2
20 + 5997464 a12 a

5
02

+14650300 a402a
3
20+21298777 a20 a12 a

4
02+5268375 a302a

4
20+29284185 a12 a

3
02a

2
20+17500 a302a

2
12+

682500 a202a
5
20 + 19236175 a202a

3
20a12 + 38750 a20 a

2
02a

2
12

+5950875 a12 a02 a
4
20 + 120000 a02 a

3
12 + 682500 a520a12 + 60000 a20 a

3
12− 15072 a30 a

5
02);

B10 = −a11 (5 a02 a
2
20 + 8 a202a20 + 3 a302 − 4 a02 a30 − 2 a02 a12 − 5 a20 a30 − a20 a12) ;

B11 = a11 (847 a12 a
2
02a20 + 90 a02 a12 a30 + 735 a02 a

2
20a12 + 560 a302a

2
20 + 589 a402a20

+204 a502 + 3 a302a30 + 284 a12 a
3
02 − 80 a02 a

2
12 + 175 a202a

3
20 + 175 a320a12 − 40 a20 a

2
12);

B12 = a21 + a11 a20 + a02 a11.

Segue da Teoria das Bases de Groebner [6], que o conjunto de pontos que anula o

conjunto B é equivalente ao conjunto de pontos que anula a base de Groebner β =

{B1, . . . , B12}. Desta forma vamos analisar os zeros da base β. Iniciamos com o polinômio

B1, primeiramente observamos que B1 é produto dos seguintes fatores

a11, a02, a02 + a20 e a302 + a202a20 + 2 a02 a12 + a20 a12.

Assim B1 = 0 se, e somente se, cada um desses fatores se anula.

Daqui em diante consideraremos os seguintes conjuntos

β1 = {a11, B2, ..., B12},

β2 = {a02, B2, ..., B12},

β3 = {a02 + a20, B2, ..., B12},

β4 = {a023 + a02
2a20 + 2 a02 a12 + a20 a12, B2, ..., B12}.

Calculando a base de Groebner de β1 obtemos exatamente a21 = a11 = 0 que é a condição

(i) do teorema. Em seguida calculamos a base de Groebner de β2, esta é dada por:

{a02, a12 a11 a
5
20, a12 a11 a20

(
−35 a220 + 8 a12

)
, a11 a20 (5 a30 + a12) , a11 a20 + a21}.
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Como queremos encontrar os zeros dos polinômios que geram esta base, passamos a estu-

dar os zeros comuns dos seguintes polinômios denotados por Pi, i = 1, ..., 5:

P1 = a02, P2 = a12 a11 a
5
20, P3 = a12 a11 a20

(
−35 a220 + 8 a12

)
,

P4 = a11 a20 (5 a30 + a12) , P5 = a11 a20 + a21.

De P1 obtemos a02 = 0. Em seguida, devemos impor que P2 seja o polinômio nulo. Para

que isso ocorra temos que considerar os seguintes casos:

CASO 1) A primeira possibilidade é a20 = 0, quando isso ocorre, implica de imediato

que P2 = P3 = P4 = 0 e P5 = a21. Para anular também P5 basta impor que a21 = 0.

Logo, concluímos que uma condição para o anulamento de todos Pi, i = 1, 2, ..., 5 é

a02 = a20 = a21 = 0, o que prova o item (iii).

CASO 2) A segunda possibilidade é considerar a11 = 0. Novamente, neste caso, temos

de imediato que P2 = P3 = P4 = 0 e P5 = a21, para anular P5 basta impormos que

a21 = 0. Então, concluímos que uma condição para o anulamento é a21 = a11 = 0 que é o

caso (i) já analisado.

CASO 3) A terceira possibilidade é a12 = 0, neste caso temos

P2 = P3 = 0, P4 = 5 a30 a11 a20 e P5 = a11 a20 + a21.

Logo, devemos impor que P4 = 0. Desta forma, temos alguns casos a analisar:

3.1) Se a11 = 0, então P5 = a21. Assim, a21 = 0, que novamente nos dá o item (i), já

demonstrado.

3.2) Se a20 = 0, então P5 = a21. Assim, a21 = 0, que novamente nos dá o item (iii), já

demonstrado.

3.3) Finalmente, se a30 = 0, temos P5 = a11 a20 + a21 = 0, que juntamente com as

condições a02 = a12 = 0 é um caso particular do item (iv) do teorema.

Passamos agora para a análise do conjunto β3. A base de Groebner de β3 é dada por

{a02 + a20, a02 a11 a
2
12, −a02 a11 (−a30 + a12) , a21}.
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Novamente, como queremos encontrar os zeros dos polinômios que geram essa base, pas-

samos a estudar os zeros dos seguinte polinômios:

M1 = a02 + a20; M2 = a02 a11 a
2
12;

M3 = −a02 a11 (−a30 + a12) ; M4 = a21.

Com cálculos análogos ao que �zemos para as bases anteriores, obtemos, neste caso, os

itens (i), (ii) e (iii) do teorema.

Finalmente, resta calcular a base de Groebner do conjunto β4. Esta base é dada por:

W = {a023 + a02
2a20 + 2 a02 a12 + a20 a12, −a11 (4 a02 + 5 a20)

(
a02

2 + a02 a20 − a30
)
,

− a11 a023
(
a02

2 + a02 a20 − a30
)
, a02 a11

(
a12 a30 + a02

4 + a02
3a20 + a12 a02

2
)
,

a21 + a11 a20 + a02 a11}.

Vemos que 3 polinômios desta base possuem os fatores a11 ou a02. Desta forma, podemos

calcular a base Groebner do conjunto obtido de β4, removendo os fatores a11 ou a02 nos

respectivos polinômios. Essa nova base de Groebner, a qual denotamos por Q, é dada

por:

Q = {a302 + a202a20 + 2a02a12 + a20a12, a30 − a202 − a02 a20, a21 + a11 a20 + a02 a11}.

Encontrando os zeros comuns desta base, obtemos exatamente o item (iv) do teorema.

Com isso demonstramos a primeira parte do teorema, ou seja, que se L1, L2, L3, L4 e L5

são nulos, então, pelo menos um dos itens (i), (ii), (iii) ou (iv) ocorrem.

Passamos agora à segunda parte da prova do teorema, isto é, queremos mostrar que

assumindo os itens (i), (ii), (iii) ou (iv) os respectivos sistemas terão um centro na origem.

Para provar este fato dividiremos nosso estudo nos seguintes casos:

Caso i) a21 = a11 = 0.

Substituindo esses valores de parâmetros no sistema (3.3) obtemos o seguinte novo sistema x′ = y,

y′ = −x+ a20x
2 + a02y

2 + a30x
3 + a12xy

2.
(3.4)
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Tal sistema é do tipo tempo-reversível. De fato, de�nindo R(x, y) = (x,−y) e sendo

X (x, y) o campo associado ao sistema (3.4), então temos

d
dt

(R(x, y)) = (x′,−y′)

= (y, x− a20x2 − a02y2 − a30x3 − a12xy2)

= −(−y,−x+ a20x
2 + a02y

2 + a30x
3 + a12xy

2)

= −X (R(x, y)).

Logo segue do Teorema 1.9 que a origem é um centro.

Caso ii) a21 = a30 = a12 = a02 + a20 = 0.

Substituindo esses valores de parâmetros no sistema (3.3) obtemos o seguinte novo sistema x′ = y,

y′ = −x+ a20x
2 + a11xy − a20y2.

(3.5)

É fácil ver que (3.5) é, novamente, do tipo tempo-reversível. Assim, pelo Teorema 1.9, a

origem é um centro.

Caso iii) a02 = a20 = a21 = 0.

Substituindo esses valores de parâmetros no sistema (3.3) obtemos o novo seguinte sistema x′ = y,

y′ = −x+ a20x
2 + a02y

2 + a30x
3 + a12xy

2.
(3.6)

Esse sistema também é do tipo tempo-reversível, logo a origem é um centro.

Caso iv) a30 = a02(a20 + a02), a21 = −a11 (a20 + a02) e a202 (a20 + a02) + a12 (2 a02 + a20) = 0.

Substituindo esses valores de parâmetros no sistema (3.3) obtemos o sistema
x′ = P (x, y) = y,

y′ = Q(x, y) = −x+ a20x
2 + a11xy + a02y

2 + (a02a20 + a202)x
3 − a11(a20 + a02)x

2y

−a202(a20+a02)

2 a02+a20
xy2.

(3.7)
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Fixando a seguinte notação

k = a20 + a02, λ = k−1a02 e µ = λ2(1 + λ)−1,

depois de alguns cálculos, veri�camos que

∂

∂x
(IP ) = − ∂

∂y
(IQ),

onde

I(x, y) =
1

λ2k2x2 − λka11xy − λµk2y2 + 2λkx− a11y + 1
.

Portanto, o sistema (3.7) tem um fator integrante. Segue da Proposição 1.5 que podemos

de�nir um integral primeira para o sistema (3.7) cuja expansão de Taylor na origem

(depois de uma mudança de coordenadas adequada) tem a forma

H(x, y) = x2 + y2 + · · · .

Logo, pelo Teorema 1.8, a origem é um centro.

�

3.2 Sistemas Kukles reduzido Z2-equivariantes

Considere o sistema Kukles reduzido (3.3) e observe que tal sistema possui seis parâ-

metros e, atualmente, podemos considerar a classi�cação completa de seus retratos de fase

uma tarefa bem complexa. Então, nesta seção, vamos nos restringir àqueles que possuem

Z2-simetria equivariante, conforme a De�nição 2.1. A classi�cação completa dos sistemas

Kukles com Z2-simetrias pode ser encontrada no artigo [7] e no preprint [8].

A proposição a seguir caracteriza todos os sistemas Kukles reduzido Z2-equivariantes.

Proposição 3.1. As seguintes a�rmações são verdadeiras.

(i) O sistema (3.3), satisfazendo (2.5), torna-se ẋ = y

ẏ = −x+ a30x
3 + a21x

2y + a12xy
2,

(3.8)

com a30, a21, a12 ∈ R;
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(ii) O sistema (3.3), satisfazendo (2.3) ou (2.4), não é Z2-equivariante.

Demonstração. A prova desta proposição é análoga à da Proposição (2.1) e, portando, a

omitimos. �

Iniciamos a demonstração do Teorema 3.2 dividindo o sistema (3.8) em dois novos

sistemas como mostra a proposição a seguir.

Proposição 3.2. Considere o sistema (3.8). Após uma mudança linear de variáveis e

reescalonamento da variável independente t, podemos reescrevê-lo como um dos seguintes

sistemas:

(IV.1)

 ẋ = y

ẏ = −x+ ax3 + bxy2;

(IV.2)

 ẋ = y

ẏ = −x+ x2y + ax3 + bxy2

com a, b ∈ R.

Demonstração. A demonstração é análoga à da Proposição 2.2. �

Abaixo segue o principal resultado desta seção.

Teorema 3.2. As famílias dos sistemas (3.8) tem 17 retratos de fase não topologicamente

equivalentes, distribuídos dentro das famílias da Proposição 3.2 como segue:

(i) A família (IV.1) tem 7 retratos de fase não topologicamente equivalentes, os quais são

os retratos 1-7 da Figura 3.1;

(ii) A família (IV.2) tem 10 retratos de fase não topologicamente equivalentes, os quais

são os retratos 8-17 da Figura 3.1.
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1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

17

Figura 3.1: Retratos de fase globais do sistema Kukles reduzido com Z2-simetria equivariante.
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Iniciamos na subsecção seguinte nosso estudo do sistema (IV.1).

Sistema (IV.1)

Considere o sistema (IV.1), ou seja, ẋ = y

ẏ = −x+ ax3 + bxy2.
(3.9)

Primeiramente, se a > 0, então, temos três singularidades

P0 = (0, 0), P1 = (1/
√
a, 0) e P2 = (−1/

√
a, 0).

Neste caso, temos que P1 e P2 são singularidades hiperbólicas, cujos autovalores da matriz

Jacobiana são ±
√

2, portanto ambos são selas. Agora, a matriz Jacobiana em P0 tem

autovalores λ1,2 = ±i. Como o sistema é não linear, devemos determinar se a origem é

um foco ou um centro. O sistema (3.9) satisfaz, por exemplo, o item (i), do Teorema

3.1, o que nos garante que P0 é um centro para qualquer valor de a. Vamos admitir,

agora, que a ≤ 0, então o sistema (3.9) tem uma única singularidade, a origem, que, como

anteriormente, é um centro.

Quando a = b = 0 o sistema (3.9) torna-se linear, sendo a origem a única singularidade

e, pela De�nição 1.9, esta é um centro.

Passando nosso estudo para os pontos singulares in�nitos, novamente, nos embasando

no ferramental da compacti�cação de Poincaré. O sistema (3.9) na carta local U1 é dado

por  u̇ = a+ bu2 − v2(u2 + 1)

v̇ = −v3u.
(3.10)

Podemos notar que os pontos singulares do sistema (3.10) são (w, 0), onde w são as raízes

do polinômio bu2 + a. Portanto, só há pontos singulares quando ab ≤ 0 e b 6= 0. Neste

caso, w1 = (
√
−a/b, 0) e w2 = (−

√
−a/b, 0).

Se ab < 0, então os pontos w1 e w2 serão semi-hiperbólicos e utilizando o Teorema 1.3,

concluímos que:
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• w1 e w2 são selas, quando a < 0;

• w1 é um nó estável e w2 é um nó instável, quando a > 0;

Se a = 0 temos que a origem é o único ponto singular, cuja matriz Jacobiana é

identicamente nula. Aplicando a técnica de blow-up temos que a origem possui seis setores

hiperbólicos, se b > 0, e dois setores hiperbólicos, se b < 0, como mostrado na Figura 3.2.

Figura 3.2: Retrato de fase local da origem na carta local U1 quando a = 0.

O sistema (3.9) na carta local U2 é dado por u̇ = −au3 − bu2 + v2(u2 + 1)

v̇ = −vu(b+ au2 − v2).
(3.11)

Claramente a origem é singular, cuja parte linear é zero. Usando as técnicas do blow-up,

depois de alguns cálculos fáceis, porém longos, obtemos que se:

• b > 0 a origem é composta por dois setores elípticos;

• b < 0 a origem é composta por dois setores hiperbólicos;

• b = 0 e a > 0 temos que a origem é composta por dois setores elípticos;

• b = 0 e a < 0 a origem é composta por dois setores hiperbólicos.

• a = b = 0 a origem não é ponto singular.

Sistema (IV.2)

Considere o sistema  ẋ = y

ẏ = −x+ x2y + ax3 + bxy2.
(3.12)
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É fácil ver que os candidatos a pontos singulares do sistema (3.12) são

P0 = (0, 0), P1 = (1/
√
a, 0) e P2 = (−1/

√
a, 0).

Quando a ≤ 0 temos que o sistema (3.12) tem apenas a origem como singularidade.

A matriz Jacobiana aplicada na origem tem como autovalores λ1,2 = ±i. Fazendo as

adaptações dos coe�cientes, nos cálculos dos coe�cientes de Lyapunov, apresentada na

prova do Teorema 3.1, obtemos que L1 = 1/8. Portanto, pelo Teorema 1.6, a origem é

um foco instável.

Quando a > 0, a matriz Jacobiana nos pontos P1 e P2 tem como autovalores

λ1,2 =
1±
√

8a2 + 1

2a
.

Portanto ambos são selas hiperbólicas.

Passando para análise dos pontos singulares in�nitos, temos que na carta local U1, o

sistema (3.12) é dado por

 u̇ = −v2u2 − v2 + u+ a+ bu2

v̇ = −v3u.
(3.13)

Quando v = 0 e supondo b 6= 0, temos

w1 =

(
−1 +

√
1− 4ab

2b
, 0

)
e w2 =

(
−1−

√
1− 4ab

2b

)
como singularidades. Por outro lado, se b = 0, o sistema (3.13) tem apenas (−a, 0) como

singularidade. O estudo destas singularidades segue de forma similar aos casos estudados

anteriormente. Assim, apresentamos o resultado �nal na Tabela 3.1.
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Parâmetros Pontos Singulares In�nitos

b > 0 ab ≤ 0 2 S

0 < ab < 1/4 NI S

ab = 1/4 2P2H

ab > 1/4 ∅

b < 0 ab < 0 NE NI

0 ≤ ab < 1/4 NI S

ab = 1/4 2H

ab > 1/4 ∅

b = 0 a > 0 NI

a ≤ 0 S

Tabela 3.1: Pontos Singulares In�nitos na carta local U1.

A Tabela 3.1 tem a seguinte notação: NI (nó instável), NE (nó estável), S (sela), 2P2H

(dois setores parabólicos e dois setores hiperbólicos) e 2H (dois setores hiperbólicos).

Na carta U2, o sistema (3.12) é dado por u̇ = u2(v2 − u− au2 − b) + v2

v̇ = −vu(u+ au2 + b− v2).
(3.14)

Claramente a origem é uma singularidade e esta é degenerada. Utilizando a técnica de

blow-up, depois de alguns cálculos, concluímos que a origem é um nó estável, quando

b = 0, possui dois setores elípticos e dois setores parabólicos, quando b > 0 e apresenta

dois setores hiperbólicos, quando b < 0, como mostrado na Figura 3.3.

Figura 3.3: Retrato de fase local da origem na carta local U2 do sistema (IV.2).
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Retrato de fases do sistema (IV.1) e (IV.2)

As informações acerca das singularidades do sistema (3.8) e suas famílias listadas na

Proposição 3.2, levando em consideração seus parâmetros e os respectivos retratos de fase

estão apresentados na Tabela 3.2.

Família Parâmetro PSF PSI RF

(IV.1) a > 0,b ≥ 0 C 2S 2E 1

(IV.1) a = 0, b > 0 C 6H 2E 2

(IV.1) a < 0, b > 0 C 2S 2E 3

(IV.1) a < 0, b ≤ 0 C 2H 4

(IV.1) a = 0, b < 1 C 2H 2H 5

(IV.1) a > 0, b < 0 C 2 S NE NI 2H 6

(IV.1) a > 1, b = 0 C 2 S 2E 1

(IV.1) a = 0, b = 0 C ∅ 7

(IV.2) a ≤ 0, b > 0 FI 2 S 2E2P 11

(IV.2) 0 < ab < 1/4, b > 0 FI 2 S NI 2E2P 12

(IV.2) ab = 1/4, b > 0 FI 2 S 2H2P 2E2P 13

(IV.2) ab > 1/4, b > 0 FI 2 S 2E2P 14

(IV.2) a > 0, b < 0 FI 2 S NI S-N 2H 15

(IV.2) 0 ≤ ab < 1/4, b < 0 FI S-N S 2H 9

(IV.2) ab = 1/4, b < 0 FI 2H 16

(IV.2) ab > 1/4, b < 0 FI 2H 17

(IV.2) a > 0, b = 0 FI S NI S-N 8

(IV.2) a ≤ 0, b = 0 FI S S-N 10

Tabela 3.2: Retratos de fase do sistema (3.8).

A notação utilizada na Tabela 3.2 é a seguinte: PSF (ponto singular �nito), PSI

(ponto singular in�nito), C (centro), S (sela), 2E (dois setores elípticos), 6H (seis setores

hiperbólicos), 2H (dois setores hiperbólicos), NI (nó instável), NE (nó estável), FI (foco

instável), FE (Foco estável), 2E2P (dois setores elípticos e dois parabólicos) e S-N (Sela-

nó).

No que segue apresentamos os diagramas de bifurcação dos sistemas (IV.1) e (IV.2).

Para a análise do diagrama de bifurcação e os respectivos retratos da fase globais
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no disco de Poincaré do sistema (IV.1) consideramos as seguintes curvas e regiões de

bifurcação, conforme Figura 3.4, encontradas a partir dos valores de seus parâmetros.

C1 = {(a, b) ∈ R2 : a = 0, b > 0}; C2 = {(a, b) ∈ R2 : a < 0, b = 0};

C3 = {(a, b) ∈ R2 : a = 0, b < 0}; C4 = {(a, b) ∈ R2 : a > 0, b = 0}.

5

b

a5

4

1

1
2

6

3

7

C4

C1

C2

C3

Figura 3.4: Diagrama de bifurcação do sistema (IV.1).

Para a análise do diagrama de bifurcação e os respectivos retratos da fase globais

no disco de Poincaré do sistema (IV.2), consideramos as seguintes curvas e regiões de

bifurcação, encontradas a partir dos valores da variação dos parâmetros, como mostrado

na Figura 3.5.

C1 =
{

(a, b) ∈ R2 : a = 0, b > 0
}

; C2 =
{

(a, b) ∈ R2 : ab = 1/4, b > 0
}

;

C3 =
{

(a, b) ∈ R2 : a > 0, b = 0
}

; C4 =
{

(a, b) ∈ R2 : a = 0, b < 0
}

C5 =
{

(a, b) ∈ R2 : ab = 1/4, b < 0
}

; C6 =
{

(a, b) ∈ R2 : a < 0, b = 0
}
.
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17
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b
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C4

C5

C6

Figura 3.5: Diagrama de bifurcação do sistema(IV.2).

Usando as informações sobre os retratos de fase locais descritos anteriormente, a si-

metria dos sistemas (IV.1) e (IV.2) em relação à origem e os diagramas de bifurcação dos

respectivos sistemas, podemos organizar todos os retratos de fase globais do sistema (3.8),

no seguinte teorema.

Teorema 3.3. As famílias do sistema (3.8) possuem 17 retratos de fase globais, não topo-

logicamente equivalentes, distribuídos nas famílias da Proposição 3.2 da seguinte maneira:

(i) Para o sistema (IV.1) temos:

(i1) o retrato de fase 1 se a > 0 e b ≥ 0 ou se a > 1 e b = 0;

(i2) o retrato de fase 2 se a = 0 e b > 0;

(i3) o retrato de fase 3 se a < 0 e b > 0;

(i4) o retrato de fase 4 se a < 0 e b ≤ 0;

(i5) o retrato de fase 5 se a = 0 e b < 1;

(i6) o retrato de fase 6 se a > 0 e b < 0;

(i7) o retrato de fase 7 se a = b = 0.



74

(ii) Para o sistema (IV.2) temos:

(ii1) o retrato de fase 8 se a > 0 e b = 0;

(ii2) o retrato de fase 9 se 0 ≤ ab < 1/4 e b < 0;

(ii3) o retrato de fase 10 se a ≥ 0 e b = 0;

(ii4) o retrato de fase 11 se a ≤ 0 e b > 0;

(ii5) o retrato de fase 12 se 0 < ab < 1/4 e b > 0;

(ii6) o retrato de fase 13 se ab = 1/4 e b > 0;

(ii7) o retrato de fase 14 se ab > 1/4 e b > 0;

(ii8) o retrato de fase 15 se a > 0 e b < 0;

(ii9) o retrato de fase 16 se ab = 1/4 e b < 0;

(ii10) o retrato de fase 17 se ab > 1/4 e b < 0.

Como apresentado na Figura 3.1.



Conclusões

Neste trabalho realizou-se uma análise qualitativa acerca de sistemas diferenciais po-

linomiais de dois tipos especí�cos, Abel e Kukles. Mais especi�camente, estudamos os

sistemas diferenciais polinomiais quadráticos de Abel e os sistemas Kukles reduzido, am-

bos apresentando Z2-simetrias.

Toda análise desenvolvida transcorreu um caminho de entendimento qualitativo dos

pontos singulares hiperbólicos, semi-hiperbólicos, nilpotentes e degenerados. Transitou-

se por conhecimentos envolvendo o problema foco-centro para sistemas planares, sobre

coe�cientes de Lyapunov, integral primeira e fator integrante, dentre outros conteúdos

necessários para abordar as questões que envolveram os sistemas analisados.

Esta dissertação enriqueceu o conhecimento sobre o estudo qualitativo das equações

diferenciais ordinárias, além de proporcionar um contato mais profundo com softwares

matemáticos essenciais na área.

Nosso estudo �ndou-se na elaboração de todos os retratos de fase globais para os dois

sistemas citados acima, com simetrias e de acordo com a variação de seus parâmetros.
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