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il

“We live on a placid island of ignorance in the
midst of black seas of infinity, and it was not

meant that we should voyage far.”

H.P. Lovecraft, The call of Cthulhu.



Resumo

Neste documento, estudamos a relacao que existe entre a dinamica complexa e a dinamica
simbolica. Em especifico, descrevemos um método geométrico, com o qual, a partir da
dindmica de polinémios complexos de grau d, podemos encontrar um conjunto minimo de

automorfismos do shift que gera o grupo Auty,.

Palavras—chave: Dinamica Complexa, Dinamica Simbolica, Automorfismo do Shift.
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Abstract

In this document, we study the relationship that exists between complex dynamics and
symbolic dynamics. Specifically, we describe a geometric method, with which, based
on the complex polynomial dynamics of degree d, we can find a minimal set of shift

automorphisms that generates the group Aut,.

Keywords: Complex Dynamics, Symbolic Dynamics, Automorphism of the Shift.
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Introducao

A dinamica complexa é, sem duvida, uma area da Matematica intrigante e muito bonita.
Seu inicio ocorreu no final do século XIX, com o estudo do comportamento local das
iteracoes de funcoes analiticas, em vizinhancas de pontos fixos, por matematicos como
Keenigs e Bottcher. No entanto, quase nada se sabia sobre o comportamento global dessas
iteragoes, até que em 1906, Pierre Fatou estudando a fungiao z — 22/(2% 4 2), mostrou
que quase todas as Orbitas sob iteracao convergem para zero, exceto para um conjunto de
pontos excepcionais para os quais sua orbita permanece limitada longe de zero. O grande
interesse que esse conjunto despertou resultou na abordagem em profundidade pelo mesmo
Fatou e também por Gaston Julia e outros, como S. Lattés e J. F. Ritt. Esses conjuntos,
agora conhecidos como Conjuntos de Julia, se tornaram um objeto de estudo importante
devido a seu comportamento ca6tico. As contribuicoes fundamentais e incisivas foram
as de Fatou, embora Julia tenha desenvolvido material muito estreitamente relacionado

mais ou menos ao mesmo tempo no final da segunda década do século XX.

Na atualidade, a dinamica complexa é uma area de estudo vigorosa e prolifera, gra-
cas as intermindveis contribui¢des do trabalho de matematicos como Atela, Blanchard,
Douady, Hubbard, Maldelbrot, Sullivan, entre muitos otros. Em particular, por exem-
plo, podemos estudar a topologia do espaco complexo de parametros C4~! para funcoes
polinomiais de grau d > 2. Este espago se divide em duas regioes distintas, uma das
quais é o conjunto de parametros nos quais os polindémios tém todos seus pontos criticos

com Orbita convergindo para oo, conhecida como Shift Locus. A regido complementar
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X

consiste nos parametros para os quais um ou mais pontos criticos tém oérbita limitada,
chamada Boundedness Locus. Se o polinémio tém todos seus pontos criticos com oOrbita li-

mitada, entao o parametro esta contido no conjunto conhecido como Connectedness Locus.

Para o caso quadratico, o conjunto de parametros connectedness locus coincide com o
boundedness locus é o conhecido como conjunto de Mandelbrot, e seu complemento é o
shift locus. Além disso, sob homotopias temos apenas uma curva fechada nao trivial no
shift locus. No caso de polindémios com maior grau, d > 2, no espaco de parametros,
existem infinitas curvas topologicamente distintas na regiao shift locus. O qual implica

que, a topologia do connectedness locus é muito mais complicada.

Quando consideramos parametros no shift locus, temos que o conjunto de Julia asso-
ciado é homeomorfo a um conjunto Cantor e sua dindmica é equivalente a funcao shift no
espaco das sequéncias infinitas com d simbolos. A func¢ao shift ¢ um objeto fundamental
da dinamica simbolica. Se seguimos esse conjunto de Cantor enquanto percorremos uma
curva fechada na regiao shift locus, induzimos uma fun¢ao no conjunto de Julia, chamada
funcao monodromia. Se a curva fechada for homotopicamente trivial, a funcao induzida ¢
a identidade. Mas se a curva fechada é nao trivial, a fun¢ao induzida é também nao trivial
no conjunto de Cantor. Mais importante, essa funcao induzida comuta com a funcao shift.

O que resulta na obtencao dos chamados automorfismos do shift.

Um importante problema da dinamica simbolica era dar uma descricao do grupo de todos
os automorfismos do shift, até 1990, que foi resolvido, por Ashley [4] e Boyle, Franks
e Kitchens [9]. Assim, o objetivo com este documento é estudar a interessante relacao
que existe entre a dinamica complexa e a dinamica simbolica. Em especifico, baseado
principalmente no artigo |7| de Blanchard, Devaney e Keen, mostrar como, fixando um
ponto base Py no shift locus e uma conjugacdo topologica entre (Fy, Jp,) € (0,%4), toda
curva fechada v contida no shift locus comecando e terminando em Fp, induz um auto-

morfismo do shift denotado @,4(y). Como a regido shift locus é conexa [11, Corolario 6.2],



entao esse homomorfismo é independente do ponto base, a menos de um automorfismo

em Aut(o, ;). Mais precisamente, vamos mostrar o seguinte resultado:

Teorema. A funcao Oy : m1(Sq) — Auty é sobrejetora.

Para isso, duas construcoes devem ser descritas. A primeira constru¢ao permite girar
o valor critico com menor taxa de escape, em torno de sua curva equipotencial no espaco
dinamico, isso gera uma curva fechada na regiao shift locus, com a qual sao produzidos
os automorfismos do shift. A segunda construcao, permite deformar polinémios através
de diferentes curvas equipotenciais, e portanto, definir uma arvore no espaco de parame-
tros, cujos vértices sao polinémios aos quais a primeira construcao é aplicada. Com este
método, é possivel descrever um conjunto minimo de automorfismos que geram o grupo

Autd.



Capitulo 1

Conceiltos Fundamentais

Neste capitulo, apresentamos alguns dos conceitos mais fundamentais sobre a teoria das
fungoes complexas, a dinamica gerada pela iteragao dessas fungoes, a teoria da quase
conformidade e, finalmente, uma breve introducao a dinamica simbolica. Para esse fim,
usaremos todas as referéncias bibliograficas deste documento, principalmente de [1], [5],

(6], [10], [12] e [17].

1.1 Funcoes Analiticas

O plano complexo ¢ denotado por C e cada ponto deste conjunto pelas coordenadas
cartesianas (z,y), coordenadas polares (r,#) ou pelo nimero complexo z = z + iy = re?,
dependendo de qual é mais conveniente. O modulo |z| é denotado por r e o argumento
arg(z) por 0, onde |z| = 7 = /22 +y% e arg(z) = = arctan(y/z). O plano complexo
tem uma orientacao: o argumento é positivo se a direcao do eixo x para z for anti-horaria
e negativa, caso contrario. O conjugado complexo de z é Z = x — 1y, tem o0 mesmo mddulo

que z e seu argumento tem o sinal oposto. O comprimento do vetor z é seu médulo e a

distancia entre dois pontos z; = x1 + 1y; € 29 = T2 + iy2 € 0 moédulo de sua diferenca

dg(z1,29) = |21 — 22| = \/(xz —21)%2+ (y2 — y1)%

Essa distancia define a conhecida métrica euclidiana no plano complexo.



Definicao 1.1. Seja f : U — C uma funcao complexa, com U C C aberto. Dizemos que

f € diferencidvel em zy € U se o limite

lim f(z0+h) = f(20)

h—0 h

existe, o valor desse limite € denotado por f'(z9) e é chamado a dertvada de f em z.

Se f € diferencidvel em cada ponto de U, dizemos que f € diferencidvel em U.

Se f é diferenciavel e a funcao f': U — C é continua, dizemos que f é continuamente
diferencidvel. Se f' é diferenciavel entao f é duas vezes diferencidvel. Uma funcdo dife-
renciavel de modo que cada derivada sucessiva seja novamente diferenciavel é chamada

infinitamente diferencidvel.

Definicao 1.2. Se U € um aberto em C, uma funcao f:U — C € dita analitica se f é

continuamente diferencidvel.

A soma e o produto de fun¢oes analiticas em um aberto U sao fun¢oes analiticas. Além
disso, se f e g sao analiticas em U, e U’ é o conjunto de pontos onde g nao se cancela,

entdo f/g é analitica em U’. Um sin6nimo comumente usado é o de fun¢ao holomorfa.

Definigao 1.3. Seja U um aberto em C, zg € U e f: U\{a} — C uma fun¢ao analitica.
Se existir uma func¢do analitica g : U — C com g(20) # 0 e um inteiro nao negativo n tal
que f(z) = g(2)/(z — 20)" para todo z € U\{z}, entao dizemos que zy é um polo de f
de ordem n. Uma fun¢ao é dita meromorfa num aberto U C C, se existe um conjunto

discreto I' C U tal que f é analitica em U\I', e os pontos de I sdo os polos de f.

Teorema 1.1. (Regra da cadeia) Sejam f e g analiticas em U e V respectivamente e

suponha que f(U) C V. Entao go f € analitica em U e para todo z € U

(g0 f)(2) =4 (f(2)f'(2).

Um resultado importante é o seguinte. A parte real u(z,y) = Ref(x + iy) e a parte
imaginaria v(x,y) = I'mf(x+iy) de uma fungao analitica f : @ — C num dominio 2 C C,
satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann

ou B ov ou ov

dr  dy Oy  Ox



Por outro lado, se as funcoes u,v : {2 — R tém derivadas parciais continuas e satisfazem
as equagoes de Cauchy-Riemann em €, entdo a funcao f(x + iy) = u(z,y) + w(z,y) é

analitica em {).

Definigao 1.4. Se Q) e Q) sao dominios em C. Uma funcgao bijetiva f : Q — Q' é chamada
homeomorfismo se f e sua inversa f~! sio continuas. Se f ¢é um homeomorfismo,

dizemos que f é um difeomorfismo se f e f~! sio diferencidveis.

Definigao 1.5. Um caminho em C é uma fung¢ao continua vy : [0,1] C R — C, os valores
v(t) descrevem o conjunto de pontos em C chamado curva descrita por . Dizemos que
v € uma caminho diferencidvel se y é diferencidvel em [0,1], e que v é uma caminho

fechada quando v(0) = v(1).

Se 71,72 : [0,1] = Q sdo dois caminhos diferenciaveis num dominio €2, que se cruzam
no ponto 2y, o angulo entre elas é definido como o angulo medido entre a tangente de
~v1 até a tangente de v5 em zy. Se diz que uma funcao f : 2 — C preserva angulos em
zo € §2, se para cada par de caminhos diferencidveis v; e 72 que se interceptam em z,, o

angulo entre 7, e 75 é igual ao angulo entre os cominhos f(v1) e f(72) em f(zp).

Teorema 1.2. Se f: Q) — C ¢é analitica, entao [ preserva dngulos em cada ponto zg € 2

onde f'(z) # 0.
Definicao 1.6. Uma fungao f : 2 — C que preserva dngulos em zy e também que

o ) = (o)l

=20 |z — 2

existe para cada zg € (), é chamada fun¢ao conforme em ().

Se f é analitica e f'(z) # 0 para cada z, entdo f é conforme. As funcdes conformes

no plano complexo sao, por assim dizer, aquelas que nao distorcem formas.

1.2 O Plano Complexo Estendido C,

Definicao 1.7. O plano complexo estendido é o conjunto C,, = C U {oo}.



Para obter uma métrica sobre C, identificamos o plano C com o plano horizontal
{(z1,79,23) € R®: 23 = 0} em R3, tomamos a esfera unitaria S* = {z € R3: |z| = 1}, e
denotamos o ponto (0,0,1) € S? por e3. A linha reta em R? que passa pelo ponto z € C

e eg, cruza por S? no ponto w = (wy, wy, w3) diferente de e3. A fungao 7 : C — S*\{es}

7T(Z>::(z+z z2—Z pP—1)7

212+ 17a(lzP + 1) |22 + 1

¢ uma bijegao com fungao inversa 1 : S?\{e3} — C, dada por

definida por

(w) = wy + 1Ws

1-— W3 .

Fazendo a correspondéncia 7(co) = e3 conseguimos uma bijecao de C,, sobre S%. Esta
bijecao é conhecida como Projecao Estereogrdfica e o conjunto C,, também é chamado
Esfera de Riemann. O hemisfério sul de S? corresponde ao disco unitario e o hemisfério

norte ao exterior deste disco.

Definicao 1.8. A distdncia cordal entre dois pontos z,w € Cy, € definida como seque

2|z—w|

T 5¢ 4 W F 00,
de(z,w) = |7(2) — 7(w)| = \/W;/W
\/TW7 se w = Q0.

A métrica que define dc em Co € chamada métrica cordal.

Proposicao 1.1. As métricas cordal de e euclidiana dg induzem a mesma topologia em

C, isto €, definen os mesmos conjuntos abertos em C. Além disso,
do(zp,00) — 0 se e somente se |z,| — 0.

Demonstracao. Dado € > 0, tomamos uma bola aberta Bo(z,€) com centro em z € C
e raio € na métrica cordal. Se w € Bo(z,€) entio do(z,w) = dg(w(z),m(w)) < €, isso
implica que w(w) pertence a bola aberta Bp(mw(z),€) no subespaco euclidiano S*\{es},
como a fungio m é continua em C e é continua em S*\{es}, entdo (Bg(m(2),€)) é um
conjunto aberto no subespaco euclidiano C e w(Bco(z,€)) € um aberto em S*\{e3}. Como w
e Y sao bijetivas temos que Bo(z,€) C Y(Bgr(m(z),€)) e Y(Br(n(z),€)) C Bo(z,€), assim

as bolas abertas Bo da métrica cordal estao contidas em conjuntos abertos da topologia



gerada pelas bolas abertas B em C e as bolas Bg estao contidas en abertos da topologia
gerada pelas bolas Bo em C, portanto, podemos concluir que as métricas de e dg induzem
a mesma topologia em C. Agora, seja z, uma sequéncia em C, tal que |z,| — oo, quando

n — 00, pela definicao
2

V1+ ‘ZnP’

seque que do(z,,00) — 0. Por outro lado, se do(z,,00) — 0, quando n — oo, dado € >0

dc(Zn, OO) =

existe N, tal que se n > N, temos que do(z,,0) < € e portanto |z,| > v4e=2 — 1. Dado
M > 0, tomando € tal que M = \/4e=2 — 1 se obtem |z,| > M, se n > N, e portanto

|2n| = 0. O

Definicao 1.9. Um conjunto aberto, conexo e nao vazio em Cy, € chamado um dominzo.
Uma componente de um dominio é um subconjunto conexo de Co, que nao estd contido

em nenhum subconjunto conexo maior.

Defini¢ao 1.10. Um dominio 2 em C, é stimplesmente conexo se cada curva fechada

em ) pode ser deformada a um ponto de €2.

Definicao 1.11. Um conjunto é totalmente desconero se seus tunicos subconjuntos

conexos sao 0s conjuntos de um unico ponto.

Definicao 1.12. Um subconjunto U em C,, é localmente conexo em z € U se, para
qualquer € > 0, existe um € tal que 0 < € < € e B(z,¢)NU ¢é um subconjunto de uma

componente de B(z,e) NU.

Apresentamos abaixo alguns resultados topolégicos de conjuntos conexos em C.,, suas

demonstragoes sao omitidas, mas podem ser encontradas em [1] ou [5].
Proposigao 1.2. O fecho de um conjunto conexo é conexo.

Proposicao 1.3. Um dominio Q) € simplesmente conexo em C., se, e somente se, seu

complementar Co,\Q2 € conexo.

Proposicao 1.4. Um dominio Q em C,, ¢é simplesmente conexo se e somente se sua

fronteira 0S) € conexa.



Proposicao 1.5. Se U € um subconjunto aberto de Co,. FEntio C,,\U € conezo se e

somente se, cada componente de U € simplesmente conexo.

Para finalizar esta secao, introduzimos o conceito de conjunto de Cantor em espacos
topologicos em geral. No entanto, neste trabalho, consideramos esses conjuntos apenas
nos espacos C e C.,. Como serd mostrado em capitulos posteriores, os conjuntos de Cantor
desempenham um papel importante no estudo da dinamica complexa e os automorfismos

simboélicos.

Definicao 1.13. Seja X um espaco topologico. Um conjunto K C X € dito de um
conjunto de Cantor se € fechado, totalmente desconexo e um subconjunto perfeito de
X. Um conjunto € perfeito se cada ponto é um ponto de acumulacao ou ponto limite de

outros pontos nesse conjunto.

1.3 Dinamica Complexa Local

Nesta se¢ao, estudaremos o sistema dinamico formado pela itera¢io (composicao repetida)
de uma funcgao f definida em C,. Para isso, introduzimos a seguinte notacao. O simbolo

f™ denota a n-ésima composicao de f consigo mesma, isto ¢, f* = fo fo---o f.

Definicao 1.14. Considere a funcao f : Coo — Co. Dado um ponto zg em C,, o
conjunto O (29) = {z0, f(20), f%(20), f*(20),....} € chamado érbita para frente de z.
Se [ € um homeomorfismo, podemos definir a orbita completa de z;, O(z), como o

conjunto de pontos f"(z9) para n € Z, e a orbita para trds de zy, como o conjunto de

pontos O~ (z9) = {20, f " (20), f2(20), f>(20), .- }-

Definigao 1.15. Se f"(z9) = z¢ para algum n € N, entao zy € dito um ponto periédico
e O"(zo) € uma Orbita periddica. Sen é o primeiro nimero natural tal que f™(zy) = 2o,
entao n € chamado o periodo da drbita. Se o periodo de uma orbita € 1, isto €, se

f(20) = 20, dizemos que zy é um ponto fizo da funcao f.

Exemplo 1.1. Considere a func¢io Py(z) = 2% em C. O comportamento das drbitas

depende de onde o ponto z, estd em relacio ao circulo unitdrio S' C C. A drbita de



qualquer ponto deniro do circulo se aproxima da origem, e a orbita de qualquer ponto
fora do circulo se aprozima a co. Além disso, Py(0) =0 e Py(oco) = 00, logo 0 e 0o sdo
pontos fizos. Finalmente, precisamos descrever a dindmica de Py em S, mas sobre o
circulo unitdrio temos que Py(e?) = e*Pe Pl(e?) = ¥ com § € R e n € N. Portanto,
a dindmica da funcao Po|st nao € trivial. Em [12] podemos encontrar que o conjunto de
pontos periddicos € denso em S*. A distancia angular entre dois pontos é dobrada apds da
iteracao de Py, isto €, Py € sensivel a condi¢coes iniciais. E que qualquer arco pequeno em
St ¢ eventualmente expandido pela iteracio de Py até cobrir tudo S*. Em outras palavras,

a dindmica de Py em S* € “cadtica”.

Se zp € Q é um ponto fixo de uma fun¢ao analitica f : @ — C com |f'(20)| < 1,
existe uma vizinhanca aberta U de zo tal que se z € U, entao f"(z) — zo, quando n — oc.
Por outro lado, se |f'(zp)| > 1 existe uma vizinhanga aberta U de zo, tal que, se z € U
com z # 2, entdo existe um inteiro positivo k tal que f*(z) ¢ U. Temos assim a seguinte

classificacao para pontos fixos.

Definicao 1.16. Seja f : Q0 — C,, uma funcdao analitica. Suponha que zy € um ponto

fixo de f. Entao dizemos que zy é:
1. Super-atrator se f'(z) =0,
2. Atrator se 0 < |f'(z0)] < 1,
3. Repulsor se |f'(z0)] > 1,
4. Neutra se |f'(20)] = 1.

Se f: 1 = C, é uma funcao analitica e zy € um ponto periddico de f de periodo
n. O ponto zy é dito hiperbdlico se |(f™) (20)] # 1 e o nimero (f™)'(z9) é chamado o
multiplicador do ponto periddico. A orbita periodica O7(zy) é um conjunto finito de
pontos distintos 29, f(20), f2(20), ..., /" *(20). Podemos assumir que O7(z) nao comtém
00 € escrever

2m = f"(20), m=0,1,...n—1.



Por n aplicagoes da regra da cadeia temos que

") (zm) = f ) ' (Fam)) - F (£ ) o (F7 7 (2m)
i § FACHEN)

n—1
= [17Gw.
k=0
Este argumento mostra que a derivada (f™)" tem o mesmo valor em cada ponto z,, da
orbita O%(2g). Alem disso, como f™(2,,) = Zmin = 2Zm, temos que z,, ¢ um ponto fixo da
funcao f", logo cada ponto z,, é classificado exatamente da mesma maneira que qualquer

outro z; na Orbita. Assim podemos estender a classificacao anterior para orbitas perio-

dicas e falar naturalmente do multiplicador da 6érbita, érbitas atratoras e assim por diante.

Uma funcdo racional R : Q@ — C, é uma funcdo da forma R(z) = P(z)/Q(z), onde
P e @ sdo polinomios com coeficientes complexos e sem fatores comuns. O grau grau(R)

de R é definido por

grau(R) = max{grau(P), grau(Q)}.
Em [5] podemos achar que se R" é a n-ésima iteracao de R, entao grau(R"™) = [grau(R)]".
Isso decorre da relagao mais geral grau(R o S) = grau(R) - grau(S), entre qualquer dois
funcoes racionais nao constantes R e S. Qualquer funcao analitica f em C,, pode ser
representada como uma fungao racional. Portanto, existe uma correspondéncia um a um
entre as funcoes racionais e as fungoes analiticas em C,,. Os polos de uma funcao racional

sao simplesmente os pontos de C,, que sao mapeados a infinito.

Definigao 1.17. Uma transformacao de Mobius p em C, é uma fun¢ao da forma

az+b
go(z)—m, ad—bc#0, a,bc,deC, z€ Cg.

Se ¢ =0, entdo p(c0) =00 e se ¢ # 0 entao p(c0) =a/c e p(—d/c) = cc.

O conjunto das transformacgoes de Mobius constitui um grupo de homeomorfismos
conformes de C, em si mesmo. Essas fungoes podem ser usadas para introduzir a relagao

de equivaléncia conjugacao relevante na teoria de sistemas dinamicos.



Definicao 1.18. Se R, S : C. — C, sao duas funcoes racionais. Nos dizemos que R e
S sao homeomorficamente conjugadas se e somente se existe alguma transformacgao de

Modobius ¢ tal que Rop =poS.

Exemplo 1.2. Se Q(z) = az? + bz + d é um polinémio quadrdtico complexo arbitrdrio,
com a # 0. Entao Q ¢ conjugado a um polindmio quadrdtico da forma P.(z) = 2* + c.

De fato, seja ¢ uma transfomacao de Mdbius da forma

2z —b

p(z) = P

temos que ¢ € uma bijecdo continua, com fung¢do inversa ¢~ '(z) = az + b/2. Logo,

H
(g oQop)(z)=a <a (22_6>2+b(222;b> +d> +g:z2+b(2_bi+4ad.

2a

Assim, Qop=poP,..

Observacao 1.1. Se P e () sao conjugados por ¢, entao P™ e Q" também sao conjugados
por @, isto €, se Q = po Poy™! entio,

Q"= (poPop )o(poPop Yo -o(poPoyp ) =poProp™.

O qual implica que a conjugacdao respeita a iteracao. Similarmente, a conjugacao respeita
pontos fizos, explicitamente, se Q = @ o Po ™! entao Q fira ¢(2) se e somente se P
fixa z. Estas propiedades mostram que P e () sao homeomorficamente o “mesmo” sistema
dindmico. Portanto, a resposta para qualquer questao sobre a dindmica do sistema gerado

por (Q pode ser obtida a partir da resposta a mesma pergunta aplicada a P, aplicando a

transformacao de Mdbius p.

1.4 Familias Normais

Definicao 1.19. Se (X,dx) e (Y,dy) sdo dois espagos métricos. Uma familia de funcées
F=A{fi: X =Y} € equicontinua em zo € X, se e somente se, para cada € > 0, existe

um 0 > 0 tal que para x € X, e para toda f; € F,
dx(zg,x) < § implica dy(fi(zo), fi(x)) < €.

F € equicontinua em um subconjunto U de X se é equicontinua em cada ponto xo de U.
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Se a familia de funcoes F é equicontinua em cada subconjunto U; do espaco métrico
X, entdo F ¢é equicontinua sobre a unido |J U;. Considerando a cole¢ao {U;} como a classe
de todos os subconjuntos abertos de X nos quais F é equicontinua, temos que existe um
subconjunto maximal aberto de X sobre o qual F é equicontinua. Em particular, se f
é¢ uma funcao de X em si mesmo, entao existe um subconjunto maximal aberto sobre o

qual a familia de iteracoes {f"} é equicontinua.

Definigao 1.20. Se (X,dx) e (Y, dy) sdo dois espacos métricos. Uma familia de fungées
F =Afi: X = Y} é dita normal em X, se cada sequéncia infinita de fungoes f, € F
contém uma subsequéncia f,, que converge uniformemente em cada subconjunto compacto

de X.

As definicoes acima sao formulacdes para espacos métricos gerais, mas estamos interes-
sados apenas em funcoes definidas em dominios da esfera complexa com a métrica cordal
ou no plano complexo com a métrica euclidiana. Para isso, precisamos dos seguintes

teoremas, as provas sao omitidas, mas podem ser encontradas em [1] e [5].

Teorema 1.3. (Teorema de Arzela-Ascoli) Se Q é um dominio de Cy, a familia de
fungoes continuas F = {f; : Q@ — Cy} € equicontinua em ), se e somente se, é uma

familia normal em Q.

Teorema 1.4. (Teorema de Vitali) Suponha que a familia de fun¢ées analiticas { f;}32,
¢ normal num dominio ) de C., e que f, converge pontualmente para uma funcao f em
algum subconjunto aberto nao vazio U de ). Entao f se estende a uma funcao F que
€ analitica em Q. Além disso, f, converge uniformemente a F em cada subconjunto

compacto de €.

Teorema 1.5. (Teorema de Montel) Seja F = {fi : Q@ — Cs} uma familia de
fungoes analiticas num dominio Q. Se existem a,b,c € Cy tais que [Ufej_-f(Q)] N

{a,b,c} = @, entao F € uma familia normal em €.

Teorema 1.6. Uma familia de funcées analiticas F = {f; : Q@ — C} € normal num
dominio §2, se e somente se, as funcoes de F sao uniformemente limitadas em cada

subconjunto compacto de 2.
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Demonstracao. Sejam D um disco fechado de raio r contido em Q) e z, zy elementos do

interior de D, pela Formula Integral de Cauchy temos que para cada f € F

re =t = | (-2 ) foae =2 [ s

Como as funcoes de F sao uniformemente limitadas em 0D, existe M > 0 tal que para

todo ¢ € OD e cada f € F, temos que |f(C)] < M. Se restringirmos z e zy ao disco

concéntrico menor de raio /2, seque-se que

@) = )l = |5 /aD (C=2)(C —2)
|z — 2| f(Q)
S T |t
|z — Zo| 4M /
< dC
B 4M|z - Zo|

Isso prova que F € equicontinua em (), e pelo Teorema de Arzela-Ascoli, F ¢ uma familia
normal em ). Por outro lado, Se C' € um subconjunto compacto de ). Cada ponto de C
é o centro de um disco com raio r, como acima. Os discos abertos de raio r/4 formam
uma cobertura aberta de C. Agora selecionamos uma subcobertura finita e denotamos os
centros, raios e limites correspondentes por (., T, M. Se tomando r como o menor dos
raios v, e M como o mdximo entre 0os My, para um € > 0 dado, seja 6 o menor entre r /4

eer/AM. Se |z — zo| < 9§ e |z0 — (x| < 11/4 seque que
|2 — G| < |z — 20|l + |20 — Ck| <0+ 7/4 <11/2.

Logo para cada f € F encontramos que

F(2) = fzo)] < AMilz = 20]  AM0

T r

Concluindo assim que as funcoes de F sao uniformemente limitadas em C. O

Os teoremas acima fornecem condicoes que garantem a normalidade de familias de
funcoes analiticas em C,,. No proximo capitulo, estudaremos a dinamica gerada pelas

familias normais compostas pelas iteragoes de fungoes racionais em C,,
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1.5 Quase-Conformidade

Nesta secao, apresentamos algumas defini¢oes e Teoremas sem demostracoes da teoria das
fungoes quase-conformes no plano complexo até chegarmos ao Teorema da Aplicacao de

Reimann Mensuravel, tomando como referéncia [1], [5], [6] e [18].

Se f: C — C é um difeomorfismo que preserva orientacao. Podemos expandir f como

f(2) = f(z0) + f(20)(z = 20) + f2(20) (2 = 20) + O(|z — ),

onde
o) = 3lfelz0) — ifyz0)] e feleo) = 5lFele0) + iy (2]

Das equagoes de Cauchy-Riemann temos que se f é analitica em zy entdo f>(z9) = 0.

Definimos a dilatagio Dy(z) de f em z, como o quociente

_ [f2(20)[ £ [ f2(20)]
| f=(20) = | f2(20)|

Essa quantidade pode ser interpretada geometricamente da seguinte maneira. A derivada

Dy (z)

df (zo) leva um circulo no espago tangente de C em zy a uma elipse no espago tangente
de C em f(z). A dilatagdo é uma medida dessa distor¢do porque o quociente Dy(z) é a

relacdo entre o eixo maior e o eixo menor da elipse {w € C: w = df (29)- u, com |u| = 1}.

Definicao 1.21. Se f : C — C ¢é um difeomorfismo que preserva a orientagdo. A
dilatagcao mdzxrima de f em C é a quantidade
Ky =sup Dy(z).
zeC

A fungao f é chamada quase-conforme se K; < oc.

Note que f ¢ uma funcao conforme se e somente se, Ky = 1. A definicao de dilatacao de
um homeomorfismo é muito mais complicada e nao esta claro de imediato que concorda
com Dy no caso diferencidvel. As duas nocoes sao relacionadas pelo Teorema 1.7. A
seguir consideramos apenas homeomorfismos que preservam orientacao em C. Dizemos

que dois conjuntos abertos U e U’ em C sdo analiticamente equivalentes se existir um
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homeomorfismo analitico f : U — U’. Um conjunto aberto A em C ¢é dito um Anel se ¢

analiticamente equivalente a um sé dos seguintes conjuntos:
1. C*={z€C:z#0},
2. D*={ze€C:0<|z| <1},
3. A4, ={2€C:0<mr <|z] <ry < oo}

Definicao 1.22. Se A ¢ um anel em C, o modulo de conformidade de A ¢ o valor

M(A) definido por

log22  se A equivalente a A, .,
MA) = Bn 1 172
o0 se A equivalente a C* ou D*.

Definicao 1.23. Se f: U — U’ é um homeomorfismo entre dois abertos de C. Dizemos

que [ é K-quase-conforme em §Q se

_ . M(f(A))
Kf—supm < 00

onde o supremo € considerado sobre todos os anéis A C U com mddulo de conformidade
finito. A quantidade K; € dita a dilatagcao de f em U. Se f é K-quase-conforme para

algum K € R, dizemos que a funcao f é um homeomorfismo quase-conforme.

Se f: U — U’ ¢ um homeomorfismo conforme, entao M(A) = M(f(A)) para todo anel
A C U. Alem disso, temos que K; = 1 se f é conforme, e se f é quase-conforme mas nao

¢ conforme, entdao Ky > 1. Assim K; é uma medida de quanto f deixa de ser conforme.

Teorema 1.7. Se f : C — C ¢ um homeomorfismo quase-conforme com ditalacao K,
entdo f € diferencidvel em quase todo ponto, e D¢(z)) < K em cada zy € C onde f é

diferencidvel.

Defini¢ao 1.24. Uma estrutura (mensurdvel) complexa em um aberto U de C é uma

fungao mensurdvel p € Loo(U,C) tal que |u(2)| < 1 em quase todo ponto.

Geometricamente, estamos considerando o campo de elipses em quase todo ponto

z € U gerado pela elipse ¥ + p(z)e? e seus equivalentes homotéticos com excentricidade

(14 [u(=))/ (A = [(2))-
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Exemplo 1.3. Se f: C — C ¢ um difeomorfismo, considere a funcdo

o f=(2)
=Gy

em quase todo ponto z € C. Observe que

~ Dy() -1

g (2)| = D)+ 1 <L

Se f ¢ quase-conforme, entao em quase todo ponto z € C temos que

(2) -1

Kf
< < 1.

A equacao diferencial
fZ = (:uf)fz

€ chamada a equacao de Beltrami. As solucoes sao homeomorfismos quase-conformes

sempre que g for uma fung¢io mensurdvel com ||fif|loo < 1.

Definigao 1.25. Se ||u|lo < 1, dizemos que p é uma estrutura quase-conforme em

U.

Exemplo 1.4. A estrutura estandar p, num aberto U de C € o campo de elipses com
excentricidade nula, isto, €, cada elipse é um circulo. Note que uma funcao analitica
preserva [1, no sentido de que a derivada desta func¢ao leva circulos no plano tangente

para circulos no plano tangente da imagem.
Exemplo 1.5. Considere o anel fechado A em C da forma
A={ze€C:0<r <|z| <ry}

com ry < re. A funcio Dehn twist T em A € definida por

r—mr

T (re*™) = rexp(2mi(t +

))-

9o — T
T ¢ a funcdo identidade na fronteira de A e T gira cada circulo |z| =r com 1y <71 <1y
no sentido anti-hordrio por um dngulo que aumenta de 0 a 27w quando r aumenta de ry
para ro. Definimos a estrutura complexa distorcida em C como a estrutura estindar

fora de A e a imagem de i, sob a derivada DT em A.
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Definicao 1.26. Um homeomorfismo F . C — C diferencidvel em quase todo ponto,

diz-se que endireita a estrutura compleza p se DF(u) = . em quase todo ponto.

Podemos endireitar a estrutura complexa distorcida por meio de uma funcao que é
a identidade fora de A e igual a funcdo inversa de 7" em A. Se F' : C — C é um
homeomorfismo que endireita uma estrutura complexa, entao ' é um homeomorfismo
quase-conforme. A seguir enunciamos o Teorema da Aplicacao de Riemann Mensurdvel
(MRMT). Esse Teorema é comumente conhecido como o Teorema da Ezisténcia dentro
da teoria de homeomorfismos quase-conformes foi provado em 1960 por Lars Ahlfors e

Lipman Bers.

Teorema 1.8. (MRMT): Seja pn : C — C é uma funcao mensurdvel com ||pe < 1.
Entao existe um homeomorfismo quase-conforme em C, cuja dilatacao concorda com L

em quase todo ponto.
Em [7] encontramos o MRMT com a seguinte representacao.

Teorema 1.9. Suponha que i é um campo de elipses em C, com excentricidade finita.
Entao existe um homeomorfismo F em C que endireita a . Além disso, se especificarmos

dois valores de F', entao F serd unico.

Usaremos o MRMT da seguinte maneira. Suponha que () : C — C é uma funcao
racional que preserva a estrutura complexa p e F uma funcao que endireita a p. Entao
P=FoQ@oF~!¢uma funcao em C que preserva a estrutura estandar p,. Pela regra da
cadeia temos que P é uma funcao analitica. Em particular, se sabemos que () tem grau
finito, entao P é um polinémio. Nesse caso, dizemos que Q) é quase-conforme conjugado

ao polindémio P.

1.6 Dinamica Simbdlica

Definicao 1.27. Se d é um nidmero inteiro positivo. O conjunto

Y= {s = {si}i2y = (s05152...) : 55 € {0, ,d — 1}},
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€ chamado o espaco das sequéncias com d simbolos; isto €, o conjunto X4 consiste em
sequéncias infinitas de nimeros inteiros entre 0 e d — 1. Se s = {s;}32, e t = {t;}3°, sao

dois elementos do conjunto ¥4, entao a distincia entre eles se define por

> Si—ti
d(S,t) = Z‘d—l|
=1

Observe que d(s,t) > 0 para todo s,t € ;. Se d(s,t) = 0 entdo s; = t; para
todo i. Como |s; — t;| = |t; — s;| segue que d(s,t) = d(t,s). Finalmente, se s,t e r
pertencem a Y4, entao |s; — t;| < |s; — | + |r; — t;| para todo i, do qual deduzimos
que d(s,t) < d(s,r) + d(r,t). O Conjunto 3; é um conjunto de Cantor com relacdo a

topologia produto.
Definicao 1.28. A fung¢do d-shift o : ¥4 — X4 € definida por 0(sps152...) = (s15253...).

Proposicao 1.6. Sejam s,t sao dois elementos de 4. Se s; = t; para i < n, entdo

d(s,t) < 1/d™. Reciprocamente, se d(s,t) < 1/d", entao s; = t;, para i < n.

Demonstracao. Se s; =t; para 1 < n, entao

mﬁzﬁﬂi%ﬂ+§jmém§§3%=%.
=1

Por outro lado, se s; # t; para algum j, entao devemos ter

11
d(s,t) > = > —
=232 %

consequentemente, se d(s,t) < 1/d", entao s; =1t; para i < n. O
Proposicao 1.7. A funcao d-shift o : Xq — X4 € continua.

Demonstragio. Sejam ¢ > 0 e s € Xy. Escolha n tal que 1/d" < ¢, e tome § = 1/d" .
Se t € X4 satisfaz d(s,t) < 0§, entao pela proposi¢ao anterior temos que s; = t; para
i <n—+1. Por tanto as primeiras i-ésimas entradas de o(s) e o(t) coinciden para i < n.

Assim d(o(s),o(t)) < 1/d" < e. O

Definicao 1.29. Um automorfismo do d-shift é um homeomorfismo 6 : ¥X; — X4 que

comuta com o, isto €, oo = o of.
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A dinamica “caotica” gerada por o em X; pode ser consultada em [12]. O conjunto
de todos os automorfismos do d-shift, Auty, é claramente um grupo. Em [14] Hedlund
provou que o tnico automorfismo nao trivial de 2-shift é o automorfismo 6 em X5 que
permuta os simbolos 0 e 1 independentemente de sua posicao na sequéncia. De forma
similar a transformacgao gerada por uma permutacao dos d simbolos 0,1,--- ,d — 1, define
um automorfismo de Yy, mas nao todo automorfismo em Auty pode ser obtido desta

maneira.

Exemplo 1.6. Considere a funcao 6y : X3 — X3, da sequinte maneira. Dada uma
sequéncia s = {s;}5°, em X3, se s;v1 = 0, a fungdo Oy traca 1 e 2 se esses digitos

aparecerem no i-ésimo termo da sequéncia. Se s; = 0, nada acontece. Por exemplo
0p(10120012100...) = (20110012200...)

A funcao 6y € um automorfismo de ¥3. O digito 0 é chamado de marcador e a funcao

0y de automorfismo marcador.

Exemplo 1.7. Novamente em Y3, deizamos 0 representar o digito "ndo 0", ou seja, 0
representa 1 ou 2. A funcao 05 : X3 — X3 intercambia 1 e 2 sempre que 1 ou 2 for sequido
por 0. Por exemplo

05(11200102100...) = (22200101100...).

Como antes, a funcao 05 € um automorfismo marcador de 3.

Exemplo 1.8. A funcao 6, definida em X3 por "intercambio de 1 e 2" sempre que esses

digitos forem sequidos por 1 nao é um automorfismo de X3, pois
01(111...) = (222...) = 6,(222...),
logo 01 nao € injetiva.

Exemplo 1.9. Ezistem muitos blocos de simbolos que podem servir como marcadores e,
assim, gerar automorfismos marcador em 3. Por exemplo, o bloco 220 gera o automor-
fismo marcador Oy9g que intercambia 1 e 2 sempre que esses digitos sao sequidos por 220.
Por exemplo

Ba20(122022021220...) = (222022022220...).
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Boyle, Franks e Kitchens em [9] descrevem o procedimento para determinar o conjunto
de marcadores que geram o grupo Auty, e Ashley em [4] refina esses resultados fornecendo
um conjunto gerador minimo de automorfismos marcador. Em particular, para Auts,
definiu um algoritmo para determinar uma lista infinita de blocos com simbolos no alfabeto
{0,0, 1,2} usando state splitting. Também chamo automorfismos marcador minimais aos
automorfismos definidos pela troca dos simbolos 1 e 2 sempre que sao seguidos por um
desses blocos. Se um bloco da lista contiver o simbolo 0, o conjunto de marcadores
correspondente consistird em todos os marcadores obtidos substituindo 0 pelos simbolos

1 e 2. O seguinte resultado ¢ tomado de [9].
Teorema 1.10. Auty € gerado pela uniao de
1. Automorfismos que surgem das permutacoes dos simbolos, e

2. Um conjunto contdvel de automorfismos dados por marcadores ou conjuntos de mar-

cadores.

A intencao dos dois tltimos capitulos ¢ mostrar o método geométrico para construir
ese conjunto minimo de automorfismos marcador geradores, desenvolvido por Blanchard,

Devaney e Keen em [7].



Capitulo 2

Dinamica Global em C

Continuamos com a revisao teoérica necessiria para abordar as ideias principais deste
documento. Neste capitulo, apresentamos os aspectos globais da dinamica complexa,
para isso estudamos algumas das principais propriedades dos conjuntos de Fatou e Julia
associados a uma funcao racional. Introduzimos os Teoremas necessarios para garantir
uma relacao de conjugacao que nos ajudaré a estudar a dinamica dessas fungoes racionais
em vizinhancas de pontos fixos. Finalmente, concentramos nossa atencao na dinamica das
funcoes polinomiais, nas coordenadas de Béttcher e nos conjuntos connectedness locus e
shift locus do espaco C?~! dos parametros associados a polindmios ménicos, centrados de

grau d. Usamos como referéncias principais [5], [6], [13] e [18].

2.1 Conjuntos de Fatou e Julia.

Definicao 2.1. Seja R : C, — C uma funcao racional. Um ponto z € C, é um
elemento do conjunto de Fatou (ou conjunto Normal) Fr de R se eziste una vizinhanca
U de z tal que a familia de iteracoes { R"|U} é uma familia normal. O conjunto de Julia

Jr de R é o complemento do conjunto de Fatou em C.

Exemplo 2.1. Seja Py : C, — Co definida por Py(z) = 2%. Se zy pertence ao interior
do disco unitdrio D, entao existe uma vizinhanca U de zy tal que as iteracoes sucessi-

vas de Py em cada subconjunto compacto de U convergem uniformemente para a funcao
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constante C(z) = 0 para todo z € U. Logo o interior do disco unitdrio estd contido no
congunto de Fatou de Py. Da mesma forma, o exterior do disco unitdrio é um subconjunto
do conjunto de Fatou, embora a func¢do limite € a fungdo constante C(z) = oo no exterior
de D. Por outro lado, se zy pertence ao circulo unitdrio, em qualquer vizinhanca de zy, 0
limite das iteracoes de Py necessariamente terd uma descontinuidade a medida que cruza
o circulo unitdrio. Isso mostra que o conjunto de Julia de Jp, € eratamente igual ao

circulo unitdrio.

0.5

0.0

—05F

Figura 2.1: Conjunto Jp para P(z) = 2° — 0.55.

Por definicao Fr é um conjunto aberto e Jip é um conjunto compacto em C,. A
seguir, apresentamos algumas propriedades dos conjuntos de Fatou e Julia para funcoes
racionais R : C,, — C,, com grau(R) > 2, que serdo necessarias para o nosso estudo,
algumas demonstragoes serdo omitidas, mas podem ser encontradas em [5], [6] e [17]. Na
Figura 2.1 é mostrado o conjunto de Julia da fun¢do polinomial P(z) = 2° — 0.55, este

conjunto é de Cantor como mostraremos no final deste Capéatulo.
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Teorema 2.1. O conjunto Julia Jr € nao vazio.

Demonstracao. Suponha que Jr € vazio. Temos que Fr = Cy e portanto a familia de
iteragoes {R"} € normal em Co,. Assim qualquer subsequéncia R" converge uniforme-
mente em todo Co, a uma funcao analitica Q : Coo — C. Se o grau de R € d, o grau
de R™ ¢ igual ao grau de Q) para um j suficientemente grande. Mas o grau de R"™ é igual
a d”, que diverge para o infinito quando n — oco. O que € uma contradicdo considerando

o grau topoldgico de Q) que € finito. U
Teorema 2.2. Jp = C, ou Ji tem interior vazio.

Teorema 2.3. Para qualquer nimero inteiro positivo n, Jgn = Jr € Frn = Fp.

Figura 2.2: Conjunto Jg para R(z) = jzjr}
Teorema 2.4. Se Ot (z9) = {20,21,..-,2k_1} € uma dribita periddica (super)atratora,

entao estd contida no conjunto Fg.
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Demonstragao. Se O"(zg) ¢ (super) atratora. Para qualquer z; com i = 0,1,....,k — 1,
temos que |(R*)(2)] < 1, logo existe niimero X com |(R*) (z;)| < X < 1 e uma vizinhanga

U de z; tal que para z € U, pela desigualdade do valor médio
|R*(2) — 2| = |RF(2) — R*(2)| < Mz — 2| < |z — 2.

Isso mostra que R*(z) estd contido em U e, de fato, estd mais perto de z; que z. Pelo

mesmo argumento

[(RF)"(2) = 2i] < A"z = 2

logo cada iteragio de RF leva U em si mesmo. Assim (R*)* — z; uniformemente em U
quando n — oo e U estd contido em Fpi. Pelo Teorema de Vitali 1.4, (R*)" converge
uniformemente a z; em cada subconjunto compacto da componente de Frr que contém z;.

Como para qualquer iteracdo R* de R temos que Fpe = Fr, seque o Teorema. Il

Teorema 2.5. Uma funcao racional R com grau(R) = d > 2, tem no mdzimo um nimero

finito de orbitas periodicas que sao atratoras ou neutras.

O Matematico Mitsuhiro Shishikura deu o limite superior acentuado de 2d — 2 para
o numero de 6rbitas periddicas atratoras ou neutras, usando métodos refinados de fun-
¢oes quase-conformes. Uma prova classica, apresentada em [17], mostra apenas que esse
nimero ¢ menor ou igual a 6d — 6 e que, sempre existem infinitas orbitas periodicas

repulsoras.

Teorema 2.6. Os conjuntos Jr e Fr de uma funcao racional R sao completamente

invariantes, isto é, R(Jgr) = Jr = R™Y(Jr) e R(Fr) = Fr = R™'(Fg) .

Definigao 2.2. Se zy € um ponto fixo (super)atrator de uma fungao racional R em C.

A bacia de atragao (conjunto estdvel) de zy é o conjunto
Wé(zp) ={2 € Cx : R"(2) — 20 quando n — oo}.

A bacia de atragao local A(zy) de zy € o dominio mdzimo contendo zy no qual a familia

{R"} € normal, isto é, a componente de Fr que contém z.
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Segue que R"(z) converge para z, exatamente quando z estd em alguma imagem
inversa R~™(A(zp)) da bacia local A(zp), com m > 0. Logo temos que o conjunto A(zp)
¢ a componente de W*(z) que contém zg. De forma geral, a bacia local de uma o6rbita
periodica super(atratora) é a unido das componentes do conjunto de Fatou Fr que contém
os pontos da oOrbita, e o conjunto estivel da orbita é a uniao da bacia local e todas as
suas imagens inversas. Além disso, o Corolario 2.2 mostra que a fronteira de A(zj) esta

contida em Jg e a fronteira de W*(zj) esté contida em Jg.

Figura 2.3: Bacias de atracio da funcio R(z) = 2001,

Na figura 2.3, existem quatro cores, uma por cada bacia de atracao, incluindo a bacia
do infinito. As o6rbitas no interior de dessas bacias sao eventualmente periddicas. O

proximo Teorema é conhecido como o Teorema das componentes nao errantes de Sullivan.

Teorema 2.7. Cada componente de Fr é eventualmente periddica. Isto €, se U € uma
componentes de Fr, enlio, existen n,m € N com m > 0, tal que R"™(U) = R'(U) para

cada i > m. Neste caso U € eventualmente periodica de periodo n.

Teorema 2.8. Cada orbita periddica repulsora de R pertence a Jg.
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Demonstracao. Primeiro, suponha que a origem seja um ponto fixo repulsor de R. Em

uma vizinhanca da origem, a funcao R pode ser expressa na forma
R(2) = Az +ap2® +azz® + -+,
onde \ é o multiplicador do ponto fizxo 0, com |A| > 1. Consequentemente, quando n — oo,
(R™)'(0) = A" — oo.

Suponha agora que 0 pertence ao conjunto Fr. Entao a familia {R™} € normal em alguma
vizinhanca U de 0, e assim alguma subsequéncia de iteragoes de R™ converge uniforme-
mente em U a alguma funcdo analitica Q. Como Q(0) = 0, entao Q'(0) € finito. Por
outro lado, a convergéncia uniforme implica que, para a sequéncia dada, temos

Q'(0) = lim (R")'(0) = oo,

n—oo

o que € uma contradi¢ao. Deduzimos entao que o ponto fixo repulsor O pertence a Jg. Por
conjugagao isso implica que cada ponto fizo repulsor de R pertence a Jg. Se {zo, 21, zx_1}
€ uma orbita periddica repulsora de R, entao cada ponto z; pertence a Jgr, € como

Jpr = Jgr, a prova estda completa. O
Teorema 2.9. Jr é um subconjunto perfeito de C., e, portanto, € incontdvel.

O conjunto de Julia Ji de uma funcao racional R tem varias outras definicoes que sao
equivalentes, abaixo apresentamos um Teorema que foi provado de forma independente
por Pierre Fatou e Gaston Julia. As demostragoes sao interessantes e diferentes, em [17]

podemos encontrar as duas provas, abaixo apresentamos a realizada por Fatou.

Teorema 2.10. O conjunto Jg de uma fun¢do racional R : Coo — Co com grau(R) > 2

€ igual ao fecho do conjunto dos pontos periodicos repulsores de R.

Demonstracao. Sendo Jg um conjunto perfeito, nao tem pontos isolados. Portanto,
podemos excluir finitos pontos de Jr sem afetar o argumento. Seja zo qualquer ponto de
Jr que nao seja um ponto firo nem um valor critico. Em outras palavras, assumimos

que existem d pré-imagens zq, zZa, - - - , 29 que sao distintas entre si e de zy, onde d > 2 é
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o grau de R. Pelo Teorema da Funcdo Inversa, podemos encontrar d funcgées analiticas
2+ @;(2) que sao definidas em alguma vizinhanga U de 2y e que satisfazem R(p;(2)) = z,
com ¢i(z0) = 2. Afirmamos que, para algum n > 0 e para algum z € U, a fun¢ao R™(z)
deve assumir um dos trés valores z, ¢1(z) ou wa(z). Caso contrdrio, a familia de fun¢des

racionais

(R"(2) — ¢1(2))(2 — ¥2(2))

(R (2) — ¢2(2))(z — ¢1(2))

em U evitaria os trés valores 0, 1 e oo, portanto, pelo Teorema de Montel 1.5 ¢ uma

Qn(2) =

familia normal. Logo se sequiria facilmente que a familia {R"|U} é normal, contradizendo
a hipotese de que U intersecta o conjunto de Julia Jgr. Assim, podemos encontrar um
z € U satisfazendo R"(z) = z ou R"(z) = ¢;(z). Claramente, seque-se que z € um
ponto periodico de periodo n ou n + 1, respectivamente. Isso mostra que cada ponto de
Jr pode ser aprorimado arbitrariamente por pontos periodicos. Como todos esses pontos

periodicos, com excecdo de finitos, devem ser repulsores, isso completa a prova. Il

Corolario 2.1. Se U € um conjunto aberto que intersecta o conjunto de Julia Jr de R,
entdao para algum n suficientemente grande a imagem R"(UNJg) € igual a todo o conjunto

de Julia Jg.

Demonstracao. Como U intersecta a Jr, U contém um ponto periddico repulsor zy de
periodo k. Assim z, € um ponto fizo de R*. Vamos escolher uma vizinhanca V C U de 2,
com a propriedade que V C R¥(V). Entao, tememos que V C RF(V) C R?**(V)---. Mas
a unido dos conjuntos abertos R™ (V') contém todo o conjunto de Julia Jgr = Jge. Sendo
Jr compacto, implica que Jr C R™ (V) C R™(U) para algum n suficientemente grande,

e a afirmacao correspondente para R seque. [J

Corolario 2.2. Se A ¢ a bacia de atragao local de uma orbita periddica (super)atratora
de uma funcao racional R em C., entdo a fronteira OA = A\ A € igual ao conjunto de
Julia Jr. Cada componente do conjunto de Fatou Fr ou coincide com alguma componente

conexa da bacia A ou € disjunta de A.

Demonstragao. Se U ¢ uma vizinhanga de um ponto do conjunto Jg, entio RE(U)

intercepta a bacia A para k suficientemente grande. Sendo Jg totalmente invariante, U
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intercepta a A, e assim Jy C A. Mas como A € uma componente de Fr, temos que Jg
€ disjunto de A, logo J C OA. Por outro lado, se U € uma vizinhanca de um ponto de
0A entao a familia de iteragoes {R™(U)} nao é normal, assim 0A C Jg. Finalmente,
se uma componente conexa do conjunto Fg intercepta a bacia A, uma vez que nao pode
interceptar a fronteira de A, deve coincidir com alguma componente de A. Logo seque o

resultado. O

Teorema 2.11. O conjunto Jr € conero se e somente se cada componente de Fgr €

simplesmente conexa.

Teorema 2.12. Se OF(C) denota o fecho das orbitas para frente dos pontos criticos de

uma fungao racional R em Cy. Se Ot(C)N Jgr = 0, entao, dado K > 1, existe um

nidmero enteiro positivo N tal que |(R") (2)| > K, sen > N e z € Jg.

Esse Teorema é uma condigdo para a expansao da fun¢ao R no conjunto Jr. Em [6]
vocé encontrard mais detalhes sobre essses conceitos. Mais tarde serd muito util para

caracterizar o conjunto Jg sob certas condigoes.

2.2 Conjugacao Local

Considere a funcao f : C,, — C, e zp um ponto fixo atrator de f. Suponha que f é
analitica em alguma vizinhanca U de 2y, e podemos assumir que f(U) C U. Agora, seja
¢ qualquer func¢ao que seja analitica em U com ¢(z9) = 0 e seja F' = ¢po fo¢p~!. Entao F
¢ uma funcao definida e analitica na vizinhanca ¢(U) da origem, e como F'(0) = f'(z),
vemos que 0 é um ponto fixo atrator de F. Chamamos a F' um conjugado local de f e
perguntamos se, escolhendo a ¢ adequadamente, podemos encontrar uma funcao F' que
seja consideravelmente mais simples que f. A escolha de ¢ nos ajudara a entender melhor
a dinamica de f em uma vizinhanca de z; dependendo de quao simples seja F'. Nesse
caso, as iteracoes de f proximas a zg serao refletidas no comportamento das iteracoes de

F,com F" = ¢o ffogpt.
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Suponha que z; = 0 é um ponto fixo atrator de uma funcao analitica f numa vizi-
nhanca da origem, com multiplicador f’(zg) = A, por simplicidade. Um resultado final
para qualquer ponto fixo zy pode ser obtido por conjugacao. A funcao f tem expansao

de Taylor em 0 da forma
f(z) =Xz 4 ax2® +azz® +--+, com 0<|)\ <1,
como F'(0) = f'(z0), a fun¢ao que estamos procurando tem a forma

F(w) = Mw + byw? + bsw® + - - -.

cp \
1
F=¢f¢™

Figura 2.4: Conjugacao Local.

Mostraremos agora que, escolhendo um ¢ adequado, podemos obter a maior simpli-
ficagdo possivel, a saber, cada b; é igual a zero e F' é uma funcao da forma z — A\z.
Primeiro, consideramos o caso em que |A| # 0, 1, ou seja, quando o ponto fixo é atrator ou

repulsor. O seguinte Teorema é conhecido como Teorema de Linearizacao de Kcenigs

[17].



28

Teorema 2.13. Suponha que f : U — U € uma funcao analitica numa vizinhanca U
da origem, de forma que f(0) = 0 e f'(0) = X onde |A\| # 0,1. Entdo existe um tnico
homeomorfismo analitico ¢ : U — D,., com ¢(z) =w e D, = {w € C: |w| < r}. De modo
que $(0) =0, ¢'(0) =1, e a fungdo F : D, — D, satisfaz F(w) = ¢ o fod H(w) = Iw

para todo w suficientemente proczimo da origem.

Demonstracao. (Unicidade): Se houvesse duas dessas funcgoes ¢ e 1, entio considere
a COmMposiCao

Q/J(Cb_l(w)) =bw + waQ + b3w3 o

Como F(ip(¢~ (w))) = »(f(¢7 (w)) = (¢~ (F(w))) para w prozimo da origem, a

funcao F' comuta com o ¢!, e temos que
V(o7 (F(w))) = (¢ (Aw)) = (b N)w + (boA)w? + (b3\*)w® + -+ -,

F(¢ (w)) = Mep(o~ (w))) = (Ab1)w + (Abo)w? + (Abg)w?® + - - .

Comparando os coeficientes dessas séries de poténcia vemos que Ab, = b,\" para todo n.
Como X nao é zero ou a raiz da unidade, 1sso implica que by = by = bz--- = 0. Logo
(o Hw)) = byw, ou em outros términos Y(z) = bid(z), e assim, ¢ € unico a menos de

multiplicacao por uma constante diferente de zero.

(Existéncia): Primeiro suponha que 0 < |\ < 1. FEscolha uma constante ¢ < 1 tal
que ¢ < |\ < ¢, e escolha um disco aberto D, com centro na origem e raio v > 0 tal
que |f(2)| < c|z| para todo z € D,. Assim, a orbita O"(29) = {20, 21, 23, ...} gerada pela
iteracao de f em qualquer ponto de partida zy € D,, converge geometricamente para a

origem, com |z,| < rc". Pelo Teorema de Taylor,
1f(2) = Az| = |ag2® + azz® + - - - | = |2%(ag + asz + - -+ )| < k|2?)
para alguma constante k e para todo z € D,., portanto

zn1 = Azl = [f"(20) = A" (20)| = [F(F" 7 (20)) = Af" (0]

< k(N 20)) | = k2| < k.
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Seque-se que 0s numeros w, = z,/\" salisfazem

|Zni1 — Aza| kP2 ke A\
W41 — wy| = < =T W .

|)\n+1| - |)\n+l| - |)\|

Essas diferencas convergem uniformemente e geometricamente a zero. Assim as funcgoes
analiticas ¢,(20) = f" Hz0)/A" convergem uniformemente ao longo de D,, para uma
funcao analitica limite

¢(z0) = lim M.

n—00 AT

Segue imediatamente a identidade requerida para z € D,

PTG i 76 g,

e300 A" nsoo A\t
Um argumento semelhante mostra que |p(2) — z| € menor ou igual a alguns tempos cons-
tantes |22|, portanto ¢ tem derivada ¢'(0) = 1. Se |\| > 1, como X # 0, afun¢do inversa
f~1 ¢ definida e analitica numa vizinhanca, tendo a origem como um ponto firo atrator

com multiplicador \™t. Aplicando o mesmo argumento para f=1, a conclusao seque. O

A seguir, consideramos o caso para pontos fixos superatratores. As func¢oes analiticas
com esses pontos também podem ser conjugadas localmente com fungoes simples e sua
dindmica ¢ mais interessante. O teorema a seguir foi provado por primeira vez por L. E.
Boéttcher em 1904. Em seguida, apresentaremos uma demonstracdo tomada de |5], outras

demonstragoes podem ser encontradas em [6] e [17].

Lema 2.1. Suponha que n > 2, considere o conjunto W = {w : |[w — 1| < 1/2}, e seja

1/n

z"™ 0 ramo principal da raiz n-ésima de z em W. Entao

|2V 1] < 2]z —1]/n < 1/n.

Teorema 2.14. (Teorema de Béttcher) Suponha que a funcio f:U — U, da forma

f(2) = ap2® + ap 2"+

Y

€ uma funcao analitica numa vizinhanca U da origem, com ar, # 0 e k > 2. Entao existe
um unico homeomorfismo analitico ¢ : U — D,., com ¢(z) =w e D, = {w € C: |w| < r},
tal que p(0) = 0, ¢'(0) = 1 e que a fungao F : D, — D, satisfaz F(w) = ¢o fop™ (w) = w”

para todo w prorimo da origem.
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Demonstracgao. Primeiro, conjugamos f pela funcio p(z) = Az, onde (a)~! = N1,

para que possamos assumir que ap = 1. Obtemos uma fungao da forma
f(2) = 2" + M1 2" = 2R (1 4 h(2),
entdo h(0) = 0, e existem numeros positivos R e L tais que
|h(2)| < L|z|, quando |z| < R.
Em sequida, escolhemos qualquer r positivo que satisfaca
r <min{l/4, R, 1/2L},
e seja D, = {z:|z| <r}. Se z € D,, entdo
[f(2)] < [elr™ (1 + L) < ]2]/2,
entao f mapea D, em se mesmo, e para z € D,
[/ (2)] < lz]/2™
Paran >0, e z € D,, temos que
frie) = F(f1 (=) = @ [L+ h(f(2)],

onde

[h(f" ()] < LIf*(2)] < Llz]/2" < 1/2.

Isso mostra que 1+h(f"(2)) estd no disco W (no Lema 2.1), portanto, podemos encontrar

a k"t1-ésima raiz, digamos hny1(2) de 14+ h(f™(2)) em D, com
A1 (2) — 1] < 2/k™

Deduzimos que o produto infinito

6(2) = = [ [ ul2)
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converge uniformemente para cada z € D,., enldo ¢ € analitica em D, com ¢(0) = 0 e

¢'(0) = 1. Finalmente

Bt (FEDF = 14 h(f"™(2)) = [hasa(2)"

e entao
hoy1(f(2)) = hn+2(z)k

porque sua razao € a raiz da unidade e as duas funcoes sao iguais quando z = 0. Para

z € D, seque que se
Pn(2) = zhi(2) - ha(2),
entao

Ou(f(2)) = f(2)[ha(2) - hai 1 (2)]* = b (2)",

e fazendo que n — oo obtemos

conforme necessdrio. ]

Assim, se f: C,, — C, é uma funcao analitica numa vizinhanca U de um ponto fixo

super-atrator zy, entdao f é analiticamente conjugada a uma funcgao da forma
F=¢ofoopl:wmwk comk+#1.

A funcao ¢ é conhecida como a fun¢ao de Béttcher. O Teorema anterior é frequentemente

aplicado em funcoes polinomiais de grau maior ou igual a dois, como veremos a seguir.

2.3 Dinamica de Funcgoes Polinomiais
Seja P : C,, — C,, uma funcao polinomial de grau d > 2, da forma
P(2) = agz® + -+ a1z +ag, com aqg #0.

A funcao P tem um ponto fixo super-atrator no infinito. Pelo Teorema 2.4 isso implica

que o conjunto de Fatou Fp é sempre diferente de vazio, e o conjunto de Julia Jp esta
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contido em um subconjunto limitado do plano complexo C. Em particular, existe uma
constante cp de modo que qualquer z € C com |z| > cp, z pertence & bacia de atracao do
infinito. Além disso, de acordo com a defini¢ao 2.2 a bacia de atracao de infinito W#(o0)

¢ igual a bacia local A(oc0).

Definicao 2.3. O complemento Kp da bacia de atracao de infinito € o conjunto de todos

0s pontos z € C com orbita limitada sob P, isto é,
Kp={z€C:P"(z) » oo},
este conjunto é chamado Julia chezo.
Exemplo 2.2. Considere a funcio quadrdtica Py(z) = 22 + 4. Se |z| > 4 temos que

22 +4] > o] =4 > 2] — |2

(2l =12

> 3|z

\Y

Entao Pp(z) — oo quando n — oo. Assim o conjunto Julia cheio K, de Py estd contido

no disco fechado Dy do raio 4 centrado na origem.

Proposicao 2.1. O conjunto Julia cheio Kp de uma funcao polinomial P de grau d >
2 em Cs, € um conjunto compacto que consiste no conjunto de Julia Jp unido com
todas as componentes limitadas do conjunto de Fatou Fp. Se esses componentes limitadas

existirem, todas serdao simplesmente conexas. O conjunto de Julia € igual na frontera

OKp.

A fungao de Béttcher ¢ : U — D, do Teorema 2.14, para uma func¢ao polinomial P

de grau d > 2, numa vizinhanca U de infinito ¢ da forma

d(z) = lim (P"(2))"4".

n—oo

Observe que ¢ é analitica em U, ¢(z) — oo quando z — oo, e que satisfaz

$(P(2)) = lim (P"(P(2)))""" = (lim (P (2))/"")" = (¢(2))"

n—oo n—o0
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Definimos a funcdo potencial ou taza de escape hp : U — R do conjunto Kp por

hp(z) = log |¢(2)].

Note que

hp(P(z2)) = log|¢(P(2))] = log |(¢(2))’] = dlog |¢(2)| = dhp(z).

A funcao hp é definida apenas em uma vizinhanca de infinito, mas existe uma e extensao

para todo C, que ¢ continua e satifaz a identidade hp(z) = hp(P(z))/d . De fato, defina

o) log [¢(P"(2))|/d" , para z € A(c0),
p\z) =
0 , para z € Kp.

Onde n é suficientemente grande para que |P"(z)| > ¢p. Como alternativa, definimos

simplesmente hp : C — RJ da forma

hp(z) = log, [6(2)],

onde log, |w| = log|w| para |w| > 1 e log, |w| = 0 para 0 < |Jw| < 1. A funcdo hp é

analitica fora do conjunto .Jp, mas é continua em pontos de Jp.

Para constantes ¢ > 0, os conjuntos {z : z = hp'(c)} sdo chamados curvas equipoten-
ciais ou curvas de nivel de Kp, e para cada r > 1, seja [} a regiao compacta e limitada
definida por

I ={z € C: hy(z) <log(r)}.

A fronteira OI, é exatamente a curva equipotencial {z € C : hp(z) = log(r)}. As

trajetorias ortogonais das curvas equipotenciais, ou seja, as imagens sob ¢! : D, — U

2mif .

das linhas radiais {re*™ : r > 1} que se estende desde infinito até a fronteira de U sao

chamadas raios externos da fungao polinomial P. Isto é, um raio externo Ry de angulo
0 em U & o conjunto dado por ¢~ 1(re?™) para cada r > 1. Os angulos sdo elementos
de R/Z, medidos em fragoes de uma volta e ndo em radianos. O comportamento de um
raio externo para um angulo # irracional qualquer ainda é uma questdao aberta. Ambas

familias de curvas sao suaves, exceto nos pontos criticos de hp e formam um sistema de
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coordenadas ortogonais em uma vizinhanca no infinito. Este sistema é conhecido como

coordenadas de Biticher.

Figura 2.5: Curvas equipotenciais e raios externos de Kp, com P(z) = 2% — 1.

Teorema 2.15. Para uma funcao polinomial P : Co, — Co de grau d > 2, as sequintes

afirmacoes sao equivalentes.

1. A funcio P|A(c0) € analiticamente conjugada com a fungio z — 2¢ restrita ao

exterior do circulo unitdrio.
2. O conjunto A(co) € simplesmente conezxo.
3. O conjunto de Julia Jp € conezo.
4. A bacia local do infinito A(co) nao contém pontos criticos finitos de P.

Demonstracao. 1. = 2. A funcao de Béttcher ¢ : A(oo) — D, para a funcio P € um
homeomorfismo, sendo D, simplesmente conexo para algum r > 1, seque que A(co) €

simplesmente conexo.

2. = 3. Da Proposi¢io 2.1 temos que 0A(o0) = OKp = Jp. Pela Proposicio 1.4
temos que um subconjunto de C, é simplesmente conexo se e somente se sua fronteira €

conerxra.
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Figura 2.6: Coordenadas de Bottcher em U e o anel Aj.

3. = 4. Vamos mostrar que se A(oco) contém algum ponto critico finito de P, entdo
Jp € desconexo. Seja ¢ : U — D, a funcao de Bdéttcher que conjuga P com a funcao
F(2) = 2% em uma vizinhaga U de oo, e seja Ay o anel ¢~1(D,a — D,). FEstendemos
a fungdo ¢ tomando imagens inversas de P. Considere o conjunto A_y = P~1(Ay), se
P(c) ¢ Ao, para cada ponto critico finito ¢ de P, entdo a fung¢io P : Ay — Ay € uma
d-dobra que cobre o espaco e A_1 € um anel. Portanto, podemos puzar as coordenadas
de Bdéttcher e definir a funcao ¢ : A1 — D,1ja. Repetindo o processo indutivamente,
definimos A_j, = P71 (A_py1) sempre que P(z.) ¢ A_py1 para cada ponto critico finito
¢ de P. Por hipdtese A(co) contém algum ponto critico finito ¢ de P, isso implica que
existe um inteiro N tal que P(c) € Ay. Neste caso a funcio P : P~Y(Ayx) — Ay ndo
cobre o espaco, mas € uma cobertura ramificada. Se v € uma curva de Jordan que passa
por P(c), entdo a imagem inversa P~(y) é uma curva comprimida que limita pelo menos

dois (finitos) conjuntos abertos, e esses conjuntos desconectam a Jp.

4. = 1. Usando as mesmas observagoes da prova acima. Por hipdtese A(oco) nao
contém nenhum ponto critico finito de P, isso implica que P : A_, — A_j.1 € una d-
dobra que cubre o espago para cada k, assim A(oo) =U U (U A_,). Por outro lado
podemos puzar a fungao ¢ : A_ — Dygr para cada k. Como r — 1 quando k — oo,

podemos definir a funcio de Bittcher ¢ @ A(oo) — C\D que conjuga a func¢io P|A(co).

O
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Figura 2.7: Conjuntos Ay e P~1(Ay).

Por outro lado, se todos os pontos criticos finitos tém orbitas ilimitadas, isto é, se
pertencem a bacia de atracao de infinito, o comportamento do conjunto de Julia ¢ bem
diferente do tipo descrito acima. O teorema a seguir mostra que nessas condigoes, o con-
junto de Julia é totalmente desconexo, com o qual podemos dar uma descricao topologica

mais completa do conjunto de Julia e da dinamica dos pontos neste conjunto.

Teorema 2.16. Para uma fungao polinomial P de grau d > 2, se A(o0) contém todos os
pontos criticos finitos de P, entdo o conjunto Jp € totalmente desconexo e a fungao P|Jp

€ topologicamente conjugado ao d-shift.

A prova desse Teorema serda omitida no caso geral, mas no proximo capitulo serd
demonstrado para o caso dos polindmios quadraticos. Esse Teorema implica que se a
bacia de atragao de infinito A(co) contém todos os pontos criticos finitos de P, entao o
conjunto de Jp é um conjunto de Cantor, e que existe um homeomorfismo pp : Jp — 3,
chamado “codificacdo de Jp 7, tal que pp o P|Jp = 0 o pp, assim P é topologicamente

conjugado a o em Jp 0 que implica que suas dinamicas sao completamente equivalentes.
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2.4 O Espaco de Parametros

Consideramos o espago Xy de polinomios complexos monicos centrados de grau d > 2,

isto é, os polindémios da forma
P(z) = 2 b ag 92 ag 32t a4 ag, com z € Cg.

Todo polinémio complexo de grau d é homeomorficamente conjugado com um polindémio
do conjunto X (a conjugagao ndo necessariamente é tinica). A cada polinémio de X, po-
demos associar um elemento a = (ag, ay, ..., aq_3, aq_2) do espago de parametros C4~1. O
subconjunto Connectednness Locus de C?~1 & constituido por todos os pardmetros, para
0s quais o polinémio associado P, tém todos seus pontos criticos finitos contidos em Kp,
ou simplesmente onde o conjunto Jp é conexo. O outro extremo é o subconjunto chamado
Shift Locus que consiste em parametros para os quais os polinémios associados, tém todos
seus pontos criticos fora de Kp. Pelo Teorema 2.16, o conjunto Kp desses polinomios é
um conjunto de Cantor topologicamente conjugado a um d-shift, esses polinémios sao
chamados de Shift-like. Observe que se d > 2 existem muitos polind6mios que nao estao

no conjunto Connectednness Locus ou no conjunto Shift Locus.

Apresentamos brevemente o conceito de grupo fundamental para o caso particular do
espaco complexo de parametros C4~! com a topologia produto. Esse conceito serd impor-
tante para entender os tipos de curvas que consideramos para gerar os automorfismos do

shift nos proximos capitulos. As defini¢oes e afirmagoes sdo tomadas de [15].

Definigao 2.4. Se 7y, 7o : [0,1] — C41 sdo dois cominhos tais que v1(0) = 712(0) = 2y e
71(1) = 72(1) = 2. Uma homotopia entre v1 e vo € uma familia de funcoes continuas

fi :[0,1] = C* ! a wm parametro t € [0, 1] tal que
1. Os pontos f;(0) = zy e fi(1) = 21 sdo independentes de t.
2. A fungdo associada H : [0,1] x [0,1] — C%~! definida por H(s,t) = f;(s) é continua.

Os cominhos vy, e 7y sao ditos homotdticos se existe uma homotopia entre v; e 7 e

denotamos por 1 ~ 7s.
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Em particular, dois cominhos fechados 71,72 : [0,1] — C%~! com 7;(0) = v»(0) = 2o
sao homotépicos quando existe uma funcdo continua H : [0,1] x [0,1] — C%! tal que

para quaisquer s,t € [0, 1], tem-se
H(s,0) =71(s); H(s,1) =2(s); H(0,t) = H(1,t) = z.

A relacao de homotopia satisfaz as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva, o qual

implica que é uma relagao de equivaléncia. Denotamos por [y] a classe de homotopia do
inh isto ¢ junto de tod inh Ccé!

caminho ~, isto é, oc conjunto de todos os caminhos em que possuem as mesmas

extremidades que v e que sao homotopicos a v com extremos fixos durante a homotopia.

Definicao 2.5. Sejam v, e vy dois caminhos em C tais que (1) = 12(0), existe um
produto v, * o de 1 e vy como sendo o caminho que consiste em percorrer primeiro 7y, e
depois o, tal caminho ¢ definido pela funcao

71(29) se 0 <s<1/2,

(25 —1) sel/2<s<1.

Y *Y2(s) =

O cominho 7, * 75 estd bem definido e é continuo. O produto de caminhos induz uma

operagao - nas classes de homotopias de caminhos, definida por [y1] - [72] = [y1 * 2], para

08 pares 71 e 7, tais que y1(1) = 12(0).

Se fixamos um ponto z, em C?~! e consideramos apenas caminhos fechados que comecam
e terminam em 2y, o conjunto das classes de homotopias para tais caminhos formaré um

grupo com a operacao -. O ponto zy é chamado base do grupo.

Definicao 2.6. Seja zy um ponto fivo em C=t. O conjunto das classes de homotopias de
caminhos fechados com base em zy, com a operacao -, € chamado grupo fundamental

de CT=1 relativo ao ponto base zy e denotado por m (C4 L, 2).
A escolha do ponto base nao afeta a estrutura do grupo fundamental.

Proposicao 2.2. Se zy e z; pertencem a mesma componente conexa por caminhos de
Ccd-t 7 Ca-1 Cce-t 00 1 Mai ' da ¢l d

, entao m( ,20) € m( ,21) sao isomorfos. Mais precisamente, cada classe de
homotopia [y] de caminhos que ligam os pontos zy e z1 induz um isomorfismo de grupos

7 m(CY z1) = m(C4 20), dado por F([a]) = [7] - [a] - [7] T = [y xaxy7.



Capitulo 3

Automorfismo nao Trivial Gerado pela

Familia Quadratica

Em [14] podemos encontrar que o grupo Auts consiste em apenas dois elementos, isto é,
existem apenas dois automorfismos do 2-shift, a identidade e o automorfismo que troca
cada simbolo. Neste capitulo, apresentamos a construcao desse automorfismo do 2-shift
nao trivial através da dinamica complexa da familia quadratica. Para isso, usamos as

seguintes referéncias bibliograficas [3], [6] e [8].

3.1 Dinamica da Familia Quadratica

Se consideramos a familia P, : C,, — C, dos polindbmios quadraticos a um parametro
complexo ¢ da forma P.(z) = 2% + ¢. No Capitulo 1 foi mostrado que qualquer polindmio
quadratico é conjugado por meio de uma transformacao de M&bius a um tnico elemento
da familia P.. Para cada ¢, temos que o polinomio P.(z) tem um ponto fixo super-atrator
em oo e um unico ponto critico em 0 com valor critico P.(0) = ¢. Trabalharemos de duas
maneiras diferentes em C. A primeira serd o espaco onde tomamos os parametros c, e
a outra serd como nosso espaco dinamico, neste plano estudamos a dinamica da o6rbita
de um ponto z gerada pela iteracao de P.. Neste contexto, denotamos K. e J. como os

conjuntos Julia cheio e Julia da fungao P, respectivamente.

39
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Pelos Teoremas 2.15 e 2.16, temos que existe uma dicotomia 1til entre os parametros
complexos ¢ da familia quadratica P.. Se 0 € A(oc0), ou equivalentemente, se a érbita
{P™(0)} ={0,¢,*+c, (*+c)*+c, ...} converge a infinito, entao J, ¢ totalmente desconexo
e P.|J. ¢ um 2-shift. Por outro lado, se 0 ¢ A(oc0), entdo A(co) ¢ simplesmente conexo e
J. & conexo (Figura 3.2) . O Matematico Benoit Mandelbrot investigou essa dicotomia e
descobriu que o subconjunto connectedness locus no espago dos parametros resultou em

uma figura fractal incomum. Veja a Figura 3.1.

Definicao 3.1. Seja M o conjunto do espaco de parimetros C da familia P. definido por
M = {ce C: J. € conexo}.

M ¢ conhecido como congunto de Mandelbrot.

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5

Figura 3.1: Conjunto de Mandelbrot.

O conjunto M é fechado e esté contido no disco {c¢ € C : |¢| < 2}. Os Matematicos

A. Douady e J. Hubbard demostraram em [13] que o conjunto de Mandelbrot é conexo.
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Usando dinamica, por construgao de um homeomorfismo conforme ¢ : Co,.\D; — C,\ M,
provaram a que o complemento de M em C,, é conformemente equivalente ao disco uni-
tario de uma maneira dinamicamente natural. Eles também analisaram as componentes

do interior de M. Seja
H :={c € C: P, tem uma oOrbita periodica (super) atratora finita}.

Este conjunto é aberto e esta contido no interior de M. Se ¢ € H, entao Jp é localmente
conexo [6]. No momento, existem dois problemas abertos sobre esses conjuntos. M ¢é

localmente conexo? e H = int(M)?

Figura 3.2: Orbita {P"(0)} com ¢ = —0.43 + 0.52i € M.

Considerando a funcao P.(z) = z? + ¢, para cada parametro c. Sendo oo um ponto
fixo super-atrator pelo Teorema 2.14 existe uma tnica funcao ¢. : U — D, definida numa
vizinhanga U do infinito, tal que P, é conjugada com a fungao Py = ¢.0 P.o¢t : 2 + 2%
isto é, P. se comporta como F, em uma vizinhanca do infinito. Pelo Teorema 2.15, se a
orbita {P(0)} é limitada, entao os conjunto K. e J. sdo conexos. Além disso, a fungio
de Bottcher ¢. pode ser estendida, puxando sucessivamente P. a um homeomorfismo

analitico ¢. : C\K, — C\D;.

Teorema 3.1. Se P*(0) — oo quando n — oo, entdo J. esgota K. e é um conjunto de

Cantor que é homeomorfo a Xy. Alem disso, P.|J. é topologicamente conjugado ao 2-shift.
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Demonstracao. Se P’(0) — oo, as pré-imagens sucessivas sob P. de uma vizinhanga
de oo, eventualmente atingiram o valor critico c. A prozima pré-imagem de uma curva
fechada simples v que contém o pardmetro ¢ € uma curva em forma de oito contida no
interior de v, isto €, L. = P71(y) € uma cunha de duas curvas fechadas simples que se
encontram em 0. Portanto, podemos assumir que a funcdo de Béttcher pode ser esten-
dida a um homeomorfismo analitico ¢. : Coo\Up — Co\Dg, onde Dg € o disco fechado
de rato R > 1, e Ur, € o conjunto compacto cuja fronteira é uma curva L. homeomorfa
a uma lemniscata. O conjunto Uy tem dois componentes que serao rotuladas arbitrari-
amente por Uy e Uy. O conjunto de Julia J. estd contido no interior de Up e o wvalor

critico ¢ ¢ Up. Veja Figura 3.3. Mostramos primeiro que J. € totalmente desconero.

P.(0)=c¢

Figura 3.3: ¢. se estende para o exterior de L..

Pelo Teorema 2.12, como P?(0) — oo quando n — oo, para K > 1 existe um inteiro
positivo N tal que |(P")(z)] > K para cada n > N e z € J.. Pela regra da cadeia,
seque que |(PM)(z)| > K™ para cada m. Suponha que existe uma componente conexa U
contida em J. com mais de dois pontos. Sejam z,w € U C J. com z # w. Mas entao,
|(PP™)(&)| > K™ para todo & € U. Escolha m tal que K™|z —w| > 1. Pela desigualdade

do valor médio, seque que |P?™(z) — PP (w)| > K™|z —w| > 1, o que implica que even-

tualmente por iteracao de P. pelo menos um P (z) ou PM(w) esteja fora de Up. Isso
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€ uma contradicao e, portanto, as unicas componentes coneras de J. sao 0s conjuntos
que consistem em um unico ponto, logo J. € totalmente desconexo e portanto, J. € um

conjunto de Cantor.

A primeira pré-imagem de L. sob P, consiste em duas outas curvas lemniscatas, uma
em cada componente Uy e Uy. Veja a Figura 3.4. FEssas duas curvas limitam quatro
componentes compactas que rotularemos novamente de acordo com a imagem deles sob

P.. Isto €, rotulamos U,,a, com ag,a; € {0,1} de acordo com a regra

Ua0a1 C Ua07 PC<U(10(11) - Ual'

Figura 3.4: Codificagao de J..

Procedendo por inducdo, é possivel continuar rotulando 2" componentes na n-ésima
etapa do processo. Cada um desses componentes serd rotulada como Uyyayay-a,, COM

a; € {0,1}, novamente de acordo com a regra
Uaoa1-~an - Uaoa1-~-an—1v PC<Uaoa1~-~an) = Uay a0

Uma observacao importante é que todo ponto fora dessas 2"t' componentes converge a
oo sob iteracao de P,.. Portanto o conjunto de Julia J. fica confinado no interior desses
componentes. Por otro lado, as componentes rotuladas eventualmente se limitam a pontos

unicos no conjunto J., que € completamente invariante sob P.. Isto €, para z € J. temos

oo
ﬂ Usgaraz-—an = {2}-
n=0
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Portanto, a cada ponto z € J. é associada uma unica sequéncia {a;} € Xy. Comegamos

a “codificar” o conjunto J. por meio da sequinte funcao. Seja ¢, : J. — Xy definida por
0e(2) = {a;}32, <= Vi, P!(2) € U,,.

Como J. € totalmente desconexo e invariante sob P., a funcao . estd bem definida. Em

sequida, mostraremos que p. € um homeomorfismo.

Primeiro vamos mostrar que . € injetora. Sejam z,w € J. com z # w, e suponha
que @.(2) = p(w). Entdo, para cada n, P'(z) e P*(w) pertencem & mesma componente
do interior de L.. O qual implica que P. é mondtona na componente que contém P (z)
e PM(w). Portanto, todos os pontos dessa componente permanecem em Uy U Uy. Isso

[

contradiz o fato de que J. € totalmente desconexo.

. € sobrejetora, sendo J. um subconjunto compacto de C, podemos introduzir a sequinte

notagao. Seja P."(J.) = {z € U : P*(z) € J.}. Em particular, P,'(J.) denota a

C Cc c

préimagem de J., consistindo em dois subconjuntos compactos, um em Uy e outro em Uy.
Agora seja a = {a;};2, € Xo. Devemos encontrar um z € J. tal que p.(2) = a. Para esse

fim, por construgao temos que

Uswaroa, = {2€Up:2z€Uy,, P(2) €Uy, PHz) €U, }
= Uy, NP U,)N -0 P™U,,)
= Uaoa1 N PC_Q(UGQ) M---N Pc_n(Uan)

== Uaoa1a2~--an71 N Pc_n(Uan)'

Temos que Uy,..q, forma uma sequéncia aninhada de componentes fechadas nao vazias

quando n — oo. Observe que
Usoaroan, = Uao NP (Ugya)-

Por indugao, podemos supor que Uy, ..., € uma componente fechada nao vazia, de modo

que, pela observacdao acima, Py (U,,..q,) consiste em duas componentes fechadas, uma
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em Uy e oulra em Uy. Portanto, U,y N P7Y(Uy,..a,) € uma tnica componente fechada.

Além disso, as componentes estao aninhadas porque

Usoara, = Usgaroars NP (Us) C Ungarovan_s -

[

Portanto, concluimos que

U= ﬁ Ungar-an

n=0

é um conjunto nao vazio. Para z € U, temos que z € U,,, P.(2) € Uy, ..., P*(2) € U,,,

e Assim po(2) = {a;}52 = a € Xy e . € sobrejetora.

Para provar a continuidade de ¢., seja z € J. e suponha que ¢.(z) = {a;}2,. Dado
€ > 0 escolha n tal que 1/2™ < e. Considerando a componente compacta Ugyq, ..., definida
para todas as combinacoes possiveis de apay - - - a,. Por construcdo, essas 2" componen-
tes sao todas disjuntas e J. estd contido em sua uniao. Portanto, podemos escolher uma
vizinhaca U de z de modo que se w € U N J, temos entdo que w € Uyyay.a, - L0go o.(w)

concorda com p.(z) nos primeiros n + 1 termos. Assim, pela Proposi¢io 1.6,

d(pe(2), pe(w)) < 1/2" <e.

Isso prova a continuidade de .. Usando as mesmas idéias podemos provar que @_* tam-

bém ¢é continua. Assim, concluimos que p. € um homeomorfismo entre J. e ¥s.

Finalmente, devemos mostrar que P.|J. € topologicamente conjugada ao 2-shift, isto é,
(pcOPc’Jc:UOSOc-

Um ponto z € J. pode ser definido exclusivamente pela sequéncia aninhada de componentes

fechadas
oo
ﬂ Uaoal Qi)
n=0

determinada pela codificacio p.(z). Por construcao P.(Usyay-a,) = Usjag-an, S€ndo
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P.(Uy,) = Uyr. Portanto, para z € J. temos que

pcoFe(z) = @co Pe(MiZoUagar-an)
= 0c(MZ1Usias-ar)
= {ai}2
= 00 p(2).
OJ
Pelo Teorema 3.1 vemos que, para polinomios de grau 2, o shift locus coincide com
o complementar do conjunto de Mandelbrot. Se 7 : [0,1] — C\M descreve uma curva
fechada contida no shift locus, denotamos por J; a cada conjunto de Julia da fungao
Py(z) = 2% + 7(t), para cada y(t) € C\M. Pelo Teorema 3.1, para cada ¢ temos que J; é
um conjunto de Cantor que é homeomorfo a >,. Portanto pelo Teorema 2.12, a funcao P,
esta expandindo em J; e J; depende continuamente de v(t) € C\M. Sendo J; totalmente
desconexo, os pontos no conjunto de Julia estarao se movendo continuamente sem colidir,

e cada ponto descrevendo um caminho no espaco dinamico. Assim obtemos uma familia

de fungoes a um parametro que varia continuamente.

Para cada ¢t € [0,1], se considerarmos duas codificagbes quaisquer o : Jy — Xg e
vy + Jy — Yo dos conjuntos Jy e J; respectivamente, entao podemos induzir a familia

a um parametro de homeomorfismos
Y=yl op s Jy = .
Veja a Figura 3.5. Sendo v uma curva fechada temos que Jy = Jj, e a fungao
=@y oyt o = o,
¢ um automorfismo em Jy. Observe que para cada t € [0, 1] temos que
ioP, = ¢yl opoplooop
= gy ooop
= 90610%000P009951080t
= FPyoy.
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Figura 3.5: Funcao ¢ : J; — Jo.

Em particular o automorfismos ¢, comuta com Fy. 1, é chamada fun¢ao monodromia
associada a curva . Se fixamos uma codificacao ¢ : Jy — X5 para o conjunto Jy, isto é,
fixamos uma colecao de rotulacoes para os pontos no conjunto Jy contidos em Uy e Uy,

entao as composicoes
et =poth:Jo =Xy, otk — Dy

sao duas outras codificagoes dos conjuntos Jy e J; respectivamente. Em particular, agora
temos duas codificacoes ¢ e ¢* do conjunto de Julia inicial Jy. Consideramos em > o
homeomorfismo

ngo*ogo*l :gpozﬁlogpfl D29 — 2o,
Temos que 6 comuta com a funcao 2-shift o, sendo que
Qoo = potpop topoPyop !
= poRotop

= poPop toporop

= god.

Portanto, # ¢ um automorfismo do 2-shift em X,.
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Teorema 3.2. Suponha que 0 seja um automorfismo do 2-shift induzido pela monodromia
associada a uma curva fechada que enrola uma vez em torno de M em C\M. Entdio 6

traca zeros e uns em Xo.

Demonstragao. Temos que 0 é um automorfismo invariante sob homotopias em C\M,
entio € suficiente considerar apenas um caminho fechado v : [0,1] — C\M, da forma

v(t) = p(cost +isint), onde p > 2. Suponha que |z| > p, entao
[Pi(2)] = [2* +9@O)] > [°]—»

> |ef* = |2

= (lz[ =1l

V

|2l.

Portanto, se |z| > p temos que |P'(z)| — oo quando n — oo. Assim podemos usar a -y
como a curva no Teorema 3.1 cuja pré-imagem sob P, define as componentes Uy e Uy.
Ou seja, para cada t € [0,1], sejam Uy(t) e Ui(t) as duas componentes do interior da
lemniscata dada por
P (7).

Podemos escolher os indices 0 e 1 para que Uy(t) e Uy(t) variem continuamente com t.
De fato, Uy(t) e Uy(t) sio dados pelos dois ramos de \/w —~(t) quando w varia sobre
|w| < p. Portanto, & medida que y(t) varia sobre o circulo de raio p, obtemos as fungoes
Uy o Jy = Jo usando a fungdo codifica¢io. Note que as duas componentes Uy(t) e Uy (t)
s@o trocadas quando retornamos a Py, ou seja, Ug(1) = Uy(0) e Up(0) = Uy(1). Daqui
resulta que 6 troca O e 1 na primeira entrada de qualquer sequéncia em Y. Além disso,
pode-se ver que 0 traca zeros e uns na j-ésima entrada de qualquer sequéncia, observando
por inducao que

Y0 Pl = P oy,

Assim, 0 € um automorfismo do 2-shift nao trivial em 3. 0
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Un(t)
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Figura 3.6: Automorfismo induzido pela monodromia associada a 7.
3.2 Girar o Valor Critico de uma Funcao Quadratica

Nesta secao, apresentamos um método para produzir de novo o automorfismo nao trivial
do 2-shift. Esta técnica se tornard uma operacao basica para obter automorfismos do
d-shift nao triviais no proximo capitulo. Para desenvolver esses conceitos, tomamos como

referéncia principal os artigos [7]| ou [8].

A ideia é construir uma familia a um parametro de homeomorfismos F; com ¢ € [0, 1], e
através da teoria de quase-conformidade provar que cada elemento dessa familia é quase-
conforme conjugado a uma fungao polinomial da forma 2% + c(t), onde a fungdo c(t) é
continua e gira uma vez ao redor do conjunto de Mandelbrot. Consideramos um parame-
tro fixo ¢ = ¢(0) ¢ M e a fungao quadratica P.(z) = 2*> +c¢. Seja ¢, : U — D, a fungao de

Bottcher associada a P. numa vizinhancga U do infinito. Da se¢ao 2.3 temos que a funcao
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potencial h: C — RJ de P., ¢ dada por

h(z) = log [6(2)] = Tim &= /2)]

n—00 on

A funcao h é continua em C e por definigao temos que h(P.(z)) = 2h(z) para cada z € C.

Se considerarmos o conjunto
I.={z€Cy:h(z) > h(0)}.
Do Teorema 3.1 existe uma tnica extensao de ¢. a um homeomorfismo analitico
¢c: I — C\Dg,

que conjuga a P, em I, com z — 2% em C\Dg, onde R = exp(h(0)). Se r > R a fungio
¢. transforma a curva equipotencial h(z) = log(r) para o circulo |z| = r. O raio externo
Ry de angulo 6 para a fungdo P., é a pré-imagem sob ¢, do raio r +— rexp(2mif), com
r > R. A funcao potencial h, as curvas equipotenciais e os raios externos definem as
coordenadas de Bottcher em I, para a funcao P.. Como o valor critico ¢ pertence a [,
o valor complexo ¢.(¢) tem um papel importante na dindmica complexa. O valor real

log |p.(c)| é chamado taxa de escape do valor critico e Arg(¢.(c)) seu angulo externo.

Comecamos a construcao giratoria. Escolha dois valores reais p; e py tais que
h(c) < p1 < p2 < 2h(c).
Agora considerarmos os valores r; = e”! e ry = e”2, além as regites anulares
A={z€Tl.:p1 <h(z) < pa},

A'={2e€C\Dg:r <|z| <ro}.

Note que a funcao ¢, mapeia A para A’. Definimos em A’ a funcao Dehn twist 7' como

no Exemplo 1.5, isto é, a funcao T : A” — A’ da forma

T(re*™) = rexp(2mi(t + -
o — T
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Assim, definimos para o conjunto A a funcao Dehn twist 7: A — A por

7(2) = d; 0T 0 6c(2).

A fung¢ao 7 nao é conforme, porém, 7 & um homeomorfismo quase-conforme em A. Como a
regido anular A fica entre as curvas equipotenciais que contém os valores ¢ e P.(c), segue-se
que a imagem inversa P, '(A) é uma regiao anular que fica entre as curvas equipotenciais

de 0 e c. Veja figura 3.7.

2h(e) = 4h(0)

Th(e) = 2h(0)

Figura 3.7: Conjuntos A e P 1(A).

Definimos a funcao F': C,, — C,, por

P.(z se z ¢ P7Y(A),
ToP.(z) seze P71(A).
Temos que F' ¢ uma cobertura ramificada de grau dois que difere de P. apenas em P !(A).

Embora a funcao F' nao seja um polindémio, o Teorema da Aplicagao de Riemann Mensu-

ravel garante que é quase-conforme conjugada a um polinémio, de fato a P..
Proposicao 3.1. A funcao F ¢ quase-conforme conjugada a P.,.

Demonstracao. Definimos uma nova estrutura complexa conforme p em Co, que €

preservada por F da seguinte maneira. Para z € Cy com h(z) > h(c), definimos
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w(z) = pa(2), onde p, denota a estrutura estindar do Ezemplo 1.4. Usamos F para
puzar p para Coo\J.. Isso é, se h(0) < h(z) < h(c), definimos pu(z) = DF~*(u(F(z2)).
Observe que |1 = i, em toda parte nesta regiao, exceto em P '(A). Continuando dessa
maneira, podemos definir a estrutura complexa p para todo z € Co\J.. Por construgao,
a fungao F' preserva a estrutura p. Como u € a retracao de uma estrutura complexa com
dilatagao finita (a excentricidade do campo de elipses € finito) por uma fun¢ao analitica
exceto em P7Y(A), seque que a estrutura p tem dilatacao finita em Co\J.. Finalmente

estendemos pu para todo C, definindo pu(z) = p.(2) para cada z € J..

Aplicamos o MRMT para obter um homeomorfismo quase-conforme f que endireita a

estrutura p em quase todo ponto de C.,. Seque que a fung¢ao
Q=foFof!

preserva a estrutura estndar pi., o qual implica que € analitica em C.,. Afirmamos que Q)
¢ um polindmio quadrdtico que é homeomorficamente conjugado a P.. Para isso, podemos
normalizar a funcao f para que f(oco) = oo e f(0) = 0. Assim, f é analitica em uma
vizinhaca de oo, e se fazemos que f'(00) = 1 temos que Q é uma funcio de grau dois
que fiza co. Como Q preserva a estrutura ., Q é analtica em Co. Seque que Q € um
polinémio de grau dois. Agora temos que F' = P. em I, e a fun¢do f leva a drbita do
valor critico de F a de ). Portanto, os dngulos externos e as taxas de escape dos valores

criticos de P, e Q coincidem. Assim, P. e () sdo iguais em C. O

Definimos a familia a um parametro de regides anulares A, para cada t € [0,1] da
seguinte maneira. Considere os valores 1, (t) = (1 — 3t)p1 e mo(t) = (1 — 3t)ps. Seja Ay o
conjunto dado por

Ar={zeTl.:m(t) <h(z) <n(t)}.

Isto é, para cada t € [0, 1] o conjunto A; é uma regido anular cuja fronteira sdo as curvas

equipotenciais 7;(t) e ny(t). Note que Ag = A = {z: p1 < h(2) < pa} como acima, e o

conjunto A; esta contido entre as curvas equipotenciais h(0) = 3h(c) e h(c). Para cada

t € [0, 1] definimos a fungdo Dehn twist 7, : Ay — A; exatamente como definimos a fungio
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7 em A. Em seguida, consideramos a fungao F; : C,, — C, para cada t € [0, 1] da forma

P.(2) se z ¢ P71(Ay),
Fi(z) =
o P.(z) seze P7Y(A).
Observe que a funcao Fy = F como acima, também existe um intervalo de t-valores para
o qual o valor critico ¢ = P.(0) € A;. Além disso, a medida que ¢ aumenta, temos que

o valor critico F;(0) = 7, o P.(0) é girado ao redor da curva equipotencial h(c). Quando

t =1, o valor critico retorna a sua localiza¢ao original, isto é, F;(0) = c.
Proposicao 3.2. A funcao Fy é quase-conformemente conjugada a P.,.

Demonstracao. A prova é a mesma que na Proposiciao anterior. Primeiro definimos
uma nova estrutura complexa p que é preservada pela funcao Fy. Logo usamos o MRMT
com as mesmas normalizacoes para obter um homeomorfismo quase-conforme fi que en-
direita a estrutura compleza p. Assim, a fungio fioFyo fit é um polinomio de grau dois.
Note que f1 € analitica em I, e preserva a orbita do wvalor critico. Portanto, a funcao

fioFio fi! é quase-conforme conjugada a P.. 0
Proposigao 3.3. Eziste uma fung¢ao continua c: [0,1] — C\M tal que
1. F, € quase-conforme conjugado a z* + c(t), para cada t,

2. h(c(t)) € constante,

3. O argumento externo de c(t) aumenta monotonamente de 0 a 1 quando t aumenta

de 0 a 1.

Demonstracao. Pela construcao de F;, temos que os raios externos para P, coincidem
aos de Fy no esterior de P71 (Ay). No entanto, a localizagao do valor critico 7,0 P.(0) em
relacdo a esses raios externos muda. De fato, 7, o P.(0) passa por cada raio exatamente
uma vez quando t varia de 0 a 1. Portanto podemos usar os argumentos anteriores para

provar que Fy é quase-conforme conjugado a z*+c(t) onde c(t) satisfaz 2. e 3. O]

Consequentemente, os polindmios que sao conjugados com F; estdo em uma curva
fechada que enrola uma vez o conjunto de Mandelbrot. Como na secao anterior, a fun-

¢ao monodromia associada a esta curva induz o automorfismo do 2-shift nao trivial em X,.
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Para finalizar este capitulo, destacamos que no espago dos parametros, a curva fechada
que consideramos para a construcao do automorfismo do 2-shift nao trivial em X, esta
totalmente contida no complemento do conjunto de Mandelbrot. No entanto, também é
importante notar que podemos considerar curvas fechadas que cruzam o conjunto M em
um tunico ponto de bifurcacao, circundando uma componente de M ligada ao cardidide
principal, e estudar o automorfismo do 2-shift determinado por essa curva fechada. Veja

Figura 3.8. Em [3]|, Pau Atela desenvolve de maneira satisfatoria essas idéias.

Figura 3.8: Curvas que interceptam a M em um ponto.



Capitulo 4

Automorfismos Gerados por Polinémios

de Maior Grau.

Com base no artigo [7] intitulado The dynamics of complex polynomials and automorphisms
of the shift devido a Paul Blanchard, Robert Devaney e Linda Keen, descrevemos como
surgem os automorfismos do d-shift via funcao monodromia associada a uma curva fe-
chada no shift locus do espaco de parametros para polindémios de grau d. Para isso,
primero apresentamos a construcao necessaria para poder girar o valor critico com menor
taxa de escape em torno a uma curva fechada simples. Em seguida, mostramos uma
generalizacdo do conjunto de Mandelbrot e descrevemos a obtencao de automorfismos
de permutacao ciclica. Posteriormente, focamos nosso estudo no caso d = 3, definindo
uma arvore no conjunto shift locus, o que nos ajudara a obter todos os automorfismos do

3-shift. Finalmente, discutimos como gerar automorfismos do d-shift em geral.

4.1 Construcao Giratoria

No final do Capitulo 2, denotamos por X,; o conjunto dos polinémios complexos monicos
centrados de grau d. Seja Sy o subconjunto de X consistindo dos polinomios Shift-like,
cujos pontos criticos escapam para infinito sob iteracao. Portanto podemos associar ao

conjunto Shift Locus no espaco dos parametros C?~! o conjunto S; em X,.

%)
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Para cada P € Xj, existe uma vizinhanca U de infinito e um dnico homeomorfismo
analitico ¢ : U — C,\D, tal que ¢(P(2)) = (¢(2))%. Além disso, para cada z € U

definimos a funcao potencial da forma

log, [P(2)
hy(2) = log, [6(2)] = lim B2
Se ¢, ¢a, ..., Cq_1 sao0 os pontos criticos finitos de P e vy, vo, ..., v4_1 Seus valores

criticos correspondentes, sempre assumiremos que ¢; é o ponto critico com a menor taxa

de escape, isto é, hp(c1) < hp(c;) para j =2, ..., d — 1. Como temos que
he(P(cs)) = hp(vs) = d - hip(c:)
paracadat=1, ..., d—1. O conjunto S; C X, pode ser caracterizado da forma
Sy—={P Xy hp(c) = éhp(vi) S0, Vi1, .. d—1}.
Se P, e P, sao dois polindbmios em S, consideramos os conjuntos
Ui={z:hi(z) > hi(c1)}

onde h; e ¢; sao os correspondentes potenciais e os pontos criticos com taxa de escape

mais lenta para P; com ¢ = 1,2. Suponha que existe um homeomorfismo quase-conforme
f:U — U

que conjuga as funcoes polinomiais P, e P,. Os proximos dois Lemas mostram que f pode

ser estendido a uma conjugacao quase-conforme em todo C.

Lema 4.1. Sejam Py e Py dois polindmios em Sy. Se f : Uy — Uy € uma conjugacao
topoldgica entre Py e Py, entdo f pode ser estendida a uma conjugacio em Co\Jp,. Além
disso, se f : U — Uy é K-quase-conforme, entao sua extensao também serd K-quase-

conforme.

Lema 4.2. Suponha que Py e Py sio dois polinémios em Sy. Se f: Co\Jp, = Co\Jp, €
uma conjugacao quase-conforme, entao f se estende a uma conjugacao quase-conforme em

todo C. Em particular, se f é conforme em C,\Jp,, entdo P; e Py sdo afim conjugados.
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Comecamos a construgao giratoria. Seja P um polindomio em S, e seja h sua funcao
potencial. Suponha que h(c;) < h(c;) para cada j = 2, ..., d — 1. Assim existe um
e > 0 tal que ¢; é o tinico ponto critico de P na regiao {z : h(z) < h(c;) +¢}. Também
assumimos que d"h(cy) # h(c;) para todo j > 1 e todo n. Essas duas suposi¢oes servem
para isolar os conjuntos limitados pelas curvas equipotenciais correspondentes a 6rbita de
c; de todos os outros conjuntos de nivel de h. Como esses conjuntos de nivel sao invari-
antes dinamicos, isso por sua vez garante a existéncia de uma conjugacao quase-conforme

durante a construcao giratdria.

Se v denota a componente de h~'(h(vy)) que contém o valor critico v;. Existem d — 1
componentes de P~!(), denotadas por ay, ..., ag_;. Assumimos que a; é a componente
que contém o ponto critico ¢;. Assim, o tem forma de oito, e os restantes o; sao curvas

fechadas simples. Escolhemos um ¢ > 0 o suficientemente pequeno para que a regiao
N =A{z:h(v;) —e < h(z2) < h(v)) + ¢}
seja disjunta de todas as outras curvas equipotenciais criticas

1
{z:h(z):d—mh(vk)}, k=2 .,d-1 m=1, 2, ..

Seja N7 a componente de N que contém v; (e portanto a ), segue que N; é uma regiao
anular. Seja M a componente de P~!(N;) que contém c;. Veja Figura 4.1.
A seguir modificaremos o polindmio P em M de forma analoga & construgao no caso

quadratico da Segao 3.2. Para cada t € [0, 1], seja A; a regiao anular definida por
A;={z¢€ Ny : h(vy) —et < h(z) < h(v) + (1 —1t)}.

Note que a regiao A; é delimitada por v do lado de fora, enquanto Ay é delimitada por
do lado de dentro. Como na Secao 3.2, existem homeomorfismos ¢; que levam de maneira
conforme cada A, a um anel da forma A, = {z : 1 < |z| < ro(t)}, é possivel escolher
¢ para que as fungoes dependam continuamente de ¢. Agora consideramos a fungao

Dehn-torgdo T) : A; — A, da forma

, -1
T,(re*™®) = rexp <27Ti (9 +— )) :
To — 1
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Figura 4.1: Componentes de P~1(Ny), M, Nj.

Para cada t € [0, 1] definimos em A; a fun¢ao Dehn-tor¢ao 7, : A, — A; por

7 =¢; oTiod,.
Assim, definimos a funcao F; : C, — C., por

P(2) se z ¢ M N PYA),

Fi(z) =
0 P(z) seze MNP(A).

Proposicao 4.1. Para cada t € [0, 1), existe um polinomio Q; tal que Q; € quase-conforme

conjugado a Fj.

Demonstracao. Como na Proposicao 3.1, definimos uma nova estrutura conforme p, em
Coo que é preservada por Fy. Para z € Cy, com h(z) > h(vy) —¢, definimos pi(z) = p.(2),
onde ji, denota a estrutura compleza estindar. Se j(2) = DF, (u(Fi(2))), isso define
a estrutura complexa p; em todo C, exceto em Jp. Por definicao, F; preserva ;. Para
z € Jp definimos py(z) = p«(z). Portanto, como p; é dada puzando uma estrutura
complexa com dilatacao finita por um polindémio, seque que p; também é uma estrutura

complexa com dilatagao finita.

Aplicando o MRMT obtemos um homeomorfismo quase-conforme f; que endireita .
Podemos normalizar f, para que f,(c0) = co. Assim, temos que Q, = f, 0 Fyo f;' é uma

funcao analitica de grau d que possut um ponto fixo super-atrator em oo. Portanto, (Qy
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¢ um polinomio. Se normalizarmos ainda mais para que f,(0) = 0 e f,(c0) = 1, entdo

seque que QQy € monico e centrado. O
Proposicao 4.2. Na construcio acima, Qo = Q1 = P.

Demonstracao. A prova € feita escrevendo de maneira explicita as conjugacoes g; entre
F; e P parai=0,1. As conjugacgoes serio quase-conformes, desaparecerao em 0 e serdo
iguais G funcao identidade em uma vizinhanca de co. Assim, sao as conjugacoes obtidas

pelo MRMT no argumento acima.

Comegamos com Fy. Considere o conjunto I, = {z : h(z) > r} e defina go como a
fungao identidade em Iy(c,)4e, temos que gy o Fy = P o gy nessa regido. Seja B C M a
componente de P~1(Ag) que contém o ponto critico c;. O interior de B é um anel aberto.
Ezxistem dois funcoes suaves (; - B — B, 1 = 1,2, que satisfazem P o (; = 1o P. Cada
um das fungoes (; fixa uma das curvas limite de Ag e gira a outra meia volta. Escolhemos
7o de tal forma que (; fize o limite externo de Ay. Defina go = 7, em B e gy como a iden-
tidade em I'y,)\B, assim seque que P o gy = go o Fy. Agora estendemos gy nos h-niveis
mais baizos. Se z satisfaz

éh(cl) < h(2) < h(er)

definimos go(z) = P~ 0 gy o Fy(2) onde escolhemos o ramo apropriado da fungdao inversa
P~ para fazer gy continua. E importante notar que P~ o Fy néio € a identidade nas dois
componentes do interior da componente em forma de oito oy. De fato, gy intercambia

essas dois componentes enquanto preserva o interior de todas as outras componentes.

Agora continuamos como no caso quadrdtico. O Lema 4.1 garante a eristéncia de um
homeomorfismo quase-conforme em C\Jp que se estende de maneira quase-conforme a
todo C., pelo Lema 4.2. Portanto, P é quase-conforme conjugado a Fy por meio de uma
conjugacao que € a identidade em uma vizinhanca de oo. Além disso, gy fiza os pontos

criticos de P. Assim P = Q.

Passamos agora a Q1. Pela Proposicao 4.1 temos que Q1 € afim conjugado a P, portanto
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fi € conforme em Iy,). Para propdsitos posteriores, vamos construir fi diretamente.
Para isso, definimos gy como a fungao identidade em I}.,). Seja B a componente de
P7Y(A}) que contém c;. Observe que, ao contrdrio do caso anterior, o interior de B con-
siste em dois anéis disjuntos, cada um mapeado isomorficamente em B por P. Podemos
escolher uma fung¢ao T em cada um dessas componentes para que P o1 = 11 0 P, pois
P é um isomorfismo em cada componente, assim definimos g1 = 1 em B. Defina ¢,
como a identidade em I, —-\B e continue como antes. Segue-se novamente que g, €
um homeomorfismo quase-conforme que conjuga P e Q1. Observe que, em contraste com

o caso anterior, g preserva todas as componentes de C\Iy(c,)—. 0

Corolario 4.1. A medida que t decresce de 1 para 0, as componentes do interior de

hétl(h(cl)) contendo ¢; sao trocadas.

4.2 Automorfismos de Permutacao Ciclica

Para polinomios de maior grau, isto é, para polinémios de grau d > 2, sabemos que estu-
dar o espaco dos parametros C4~! é muito mais complicado que o caso quadratico visto
no capitulo anterior. Como o espaco de parametros depende de quantos pontos criticos
finitos possuem os polindémios, podemos considerar familias de polinémios de maior grau
com um tdnico ponto critico, e assim trabalhar no espaco dos parametros C de maneira

semelhante ao caso d = 2.

Se d > 2 é um inteiro positivo fixo, seja P. : C,, — C, uma familia de polinomios
complexos, unicriticos, a um parametro complexo ¢ da forma P.(z) = 2¢ + ¢. Temos que
cada elemento dessa familia tem o ponto critico em 0 com valor critico P.(0) = ¢. Pelo
Teorema 2.16, para qualquer d > 2, temos a mesma dicotomia entre os parametros comple-
xos da familia P,., que o caso quadratico. Se 0 nao pertence a bacia de atracao do infinito
(0 ¢ A(0)), ou equivalentemente, se a orbita {P*(0)} = {0,¢,c? + ¢, (¢! +c) +¢,...} &
limitada, entdo o conjunto de Julia J. é conexo. Por outro lado, se 0 € A(c0), ou equiva-

lentemente, se a 6rbita { P*(0)} converge para o infinito, entdo o conjunto J. é totalmente
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desconexo e o polinémio P.|J. é topologicamente conjugado a fungdo d-shift. Isso nos
permite fazer uma pequena generalizacao do conjunto de Mandelbrot e o automorfismo

do shift associado a uma curva fechada no complemento deste conjunto.

Definicao 4.1. O conjunto Multibrot M, de grau d > 2 é um subconjunto do espaco

complezo dos pardmetros ¢ para o qual o conjunto de Julia da funcdo 2% + c é conexo.

Imie

Figura 4.2: Conjuntos Multibrot M3 e Mj.

Para qualquer d > 2 fixo, temos que o espa¢o complexo de parametros da familia P.,
tem uma divisao relativamente simples, que ¢ muito 1til para nossos propositos. Veja a
Figura 4.2. O conjunto connectedness locus coincide com My, que esta contido no disco
{c :|c¢| < 2}. E no complemento, o conjunto shift locus, sob homotopias, temos apenas
uma curva fechada nao trivial. Para cada c, seja ¢. : U — Dpg a funcao de Bottcher
associada a P.(z), e h. : C — R sua fun¢ao potencial. Se ¢ € My, entdao P"(z) se encon-

tra em K, para cada n, e ¢, se estende a um homeomorfismo analitico ¢. : C\ K, — C\ D;.

Se ¢ ¢ My, a funcao P. é um polinémio Shift-like, e o conjunto de Julia J. de P. é total-
mente desconexo. No espaco dinamico temos que as pré-imagens sucessivas sob P.(z) de

uma vizinhanca do infinito, eventualmente atingirao o valor critico c¢. Se tomamos uma
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curva fechada simples v contendo ¢, a pré-imagem dessa curva é mapeada de maneira
d-a-1 para essa curva, excepto no ponto critico 0, que é apenas a pré-imagem de c. As-
sim, a pré-imagem o = P, () é uma curva com d lobulos comprimidos em 0, contida

no interior de . Se U, é a unido das d componentes compactas limitadas pela curva «,

temos que o conjunto J, esta contido no interior de U, e o valor critico ¢ ¢ U,.

Como para cada parametro ¢ ¢ My, a funcao ¢, se estende a um homeomorfismo analitico
¢e : C\U, — C\Dpg com R > 1. Podemos fazer uso das curvas equipotenciais de h, e
atrevés da construcao giratoria gerar o automorfismo desejado. Seja v = h_'(h.(c)) a
curva fechada simples que contém o valor critico ¢ e U, = {2 : h(2) < h.(0)} o conjunto
com d componentes limitadas pela curva a = h;'(h.(0)). Rotulamos arbitrariamente

cada componente de U, por Uy, Uy, Us,..., Us_1 e codificamos o conjunto J. C U, por

meio da funcao ¢, : J. — ¥4 definida por
[ee(2)]; = ij, se Pl(z) € U

Isto é, a cada z € J. associamos uma sequéncia infinita em g4, cujo j-ésimo termo
é o simbolo ¢ se a j-ésima iteracao de z sob P. estd contida na componente U;, com
1 =1,2,.....,d — 1 e para todo 5. Sendo J. totalmente desconexo e invariante sob P,., a
funcao ¢, esta bem definida. De forma quase analoga ao caso quadratico do Capitulo 3
podemos demostrar que ¢. é um homeomorfismo que conjuga o polinémio P.|.J. com a

fungao d-shift, ou seja, p. o P.|J. = 0 0 ¢,.

Podemos continuar descrevendo a construcao tipica para a geracao de um automorfismo
associado a partir de uma fun¢do monodromia como no caso quadratico. Ou seja, a curva
7, associamos uma curva fechada simples v’ : [0, 1] — C\ M, que enrola uma vez em torno
de M, no espaco de parametros. Pela Proposicao 4.1, a medida que girarmos o valor
critico do polinomio P. em torno da curva -, descrevemos a familia a um parametro da
forma Pi(z) = 2¢ ++/(t). Sendo que para cada t € [0,1], o conjunto de Julia J; é um
conjunto de Cantor que é conjugado a ¥y, junto com a propriedade de hiperbolicidade

mencionada no Teorema 2.12 podemos definir uma familia a um parametro ¢, : J; — Jy
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de homeomorfismos que variam continuamente e tal que ¢, o P, = Py o1;. Como v é
uma curva fechada, obtemos o automorfismos ¢, : Jy — Jy que comuta com Fy, o qual é

a funcao monodromia desejada.

Fixando uma codificacao ¢ : Jy — ¥4 do conjunto inicial Jy, obtemos o homeomorfismo
§=potrop Y, =%,

associado a funcao monodromia. Observe que # o 0 = ¢ 0, o qual implica que 6 é um
automorfismo do d-shift em ;. De forma anéloga ao Teorema 3.2 podemos demostrar

que # é o automorfismo que permuta os simbolos.

Em conclusao e de forma abreviada, para um polinémio da forma P.(z) = 2? + ¢, com
c & My, se aplicarmos a construgdo giratoria para girar o valor critico em torno da curva
v = h 1 (h.(c)), entdo induzimos 1/d de volta nos lobulos da curva a = h!(h.(0)), e isso

C

produzird o automorfismo que permuta ciclicamente os simbolos.

Exemplo 4.1. Considere o polinémio cibico P.(z) = z° + ¢, com ¢ ¢ M3. Na Figura 4.9

sao mostradas as componentes limitadas pelas curvas equipotenciais criticas de h.

h™"(h(0))
h~'(h(c))

Figura 4.3: Curvas equipotenciais para P.(z) = 2% + ¢, com ¢ ¢ Ms.
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As trés componentes de h(z) < h(0) sio rotuladas de maneira arbitrdria por 0, 1 e
2 respectivamente. Se giramos o valor critico em torno de hy*(ho(c)), entdo induzimos
um terco de volta nos lébulos de hy*(ho(0)), o qual implica que, quando c retorna a sua
posicao inicial, o lobulo rotulado com 0 assume a posicao do rotulado com 1, o lobulo 1
assume a posicao do 2 e o 2 assume a de 0. Isto € gera o automorfismo que permuta

ciclicamente os simbolos.

4.3 0O Caso Cuabico

Discutiremos a geracao de todos os automorfismos do 3-shift via fun¢ao monodronia no
subconjunto shift locus do espaco de parametros para polinémios ciibicos. Para isso,

consideramos apenas polindmios cujos dois pontos criticos tém Orbitas que divergem.

4.3.1 Alguns Exemplos

Os exemplos a seguir ilustram a geragao de automorfismos associados a polindmios ciibicos
aplicando a construcao giratoria. Esses exemplos nos ajudarao nas subsegoes seguintes a
gerar todos os automorfismos do 3-shift. Os polinomios que vamos considerar pertencem

a familia de polinémios complexos P, : C,, — C,, a um parametro real a, da forma
P,(z) = 2* — 3a®z + 5.

Esta familia foi considerada por Branner e Hubbard em 1988 para estudar de maneira
global a topologia do espaco de parametros para polindémios cibicos. Para os proximos
quatro exemplos consideramos apenas o parametro a no intervalo (—1.55,—1.10). Os
pontos criticos de P, sao os valores reais a. Quando temos um tnico ponto critico em
a = 0, o polinémio Py(z) = z3 + 5 gera o automorfismo que permuta ciclicamente os
simbolos visto na secao anterior. Isto é, usamos a construcao giratoria para girar o valor
critico v = 5 em torno da curva equipotencial v = hg ' (ho(5)), induzindo um terco de volta
dos 16bulos de o« = hy ' (ho(0)). A Figura 4.4 ilustra os graficos da funcio P, determinados

pelos diferentes valores de a. A correspondente funcao potencial é denotada por h,.
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/| U2Pa(vl) /1)2 = Pa(vl)
'7?}1 U1
C1 €1
Co C2
a=a; a = as
]
Pa(vl)
V2
N Pul01)
U1
C1 1
C2
C2
U1
a = as a = a4

Figura 4.4: Graficos de P,.

Exemplo 4.2. a = a;1. De acordo com o grifico de P,, na figura 4.4, a orbita de c;

escapa um pouco mais lentamente do que a orbita de co. Mais precisamente, vemos que
ha(Cl) < h/a(CQ) < ha(Ul) < ha(UQ).

As componentes limitadas pelas curvas equipotenciais que passam pelos pontos e valores
criticos sao mostrados na Figura 4.5. Os wvalores criticos estao em diferentes curvas
equipotenciais, cada um das quais € uma curva fechada simples. As pré-imagens das
curvas equipotenciais para as quais hq(z) > ha(va) sdo curvas fechadas simples. Quando
o valor da fung¢ao potencial atinge hy(vs), a préimage € torcida no ponto critico ca. Um
dos lobulos dentro dessa curva € mapeado de maneira dois-a-um para he(z) < he(c2). Isso
corresponde a uma regiao que contém dois dos simbolos, digamos 1 e 2. Assim, denotamos

essa curva por 0 e esse € o l6bulo que contém o ponto critico c;. O outro l6bulo é mapeado
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de maneira um-a-um para hq(z) < hq(ce) e denotamos esse lébulo por 0.

Ca

Figura 4.5: Curvas equipotenciais para a = ay.

A pré-imagem da curva equipotencial que contém vy consiste em duas curvas distintas.
Uma curva em forma de oito contendo o ponto critico c; e estd em 0, a outra é uma
curva fechada simples em 0. A regiao {z : ha(z) < ha(c1)} pode ser usada para descrever
a dindmica simbolica no conjunto de Julia da funcao P,,. Em analogia com o caso da
familia quadrdtica do Capitulo 3, essa rotulacdao indica a existéncia de um homeomorfismo
entre o conjunto de Julia Jp, e X3, onde cada ponto de Jp, contido na componente
rotulada 0, 1 ou 2 € codificado com uma sequéncia iniciando com o simbolo 0, 1 ou 2
respectivamente. Se girarmos o valor critico vy em torno da curva v = h;'(hq(v1)), o0

automorfismo resultante deixard 0 fizo e trocard cada 1 e 2.

Exemplo 4.3. a = ay. Este € o caso especial onde vo = P, (v1) €
ha(Cl) < ha(CQ) = ha(’Ul) < ha(vg).

Como acima, a curva equipotencial hy(c2) € uma curva em forma de oito com um ldbulo
chamado 0 e o outro chamado 0 como na figura 4.6. Por suposicdo, v, estd nessa curva,
mas nao € ca. De acordo com o grdfico de P,,, podemos assumir que vy estd na fronteira do

lobulo que contém cy, isso forca uma tor¢ao adicional na curva equipotencial hy(cy), temos



67

uma tor¢ao em ci, bem como nas duas pré-imagens de co. Isto €, a regido hy(z) < hy(cq)
agora consiste em quatro l6bulos em 0. Dois desses lobulos sao mapeados para 0, que
denotamos por 10 e 20, o0s outros dois l6bulos sao mapeados para para 0, que denotamos
por 10 e 20. Na regido 0, a préimagem de hy(cz) € uma curva em forma de oito que
¢ mapeada de maneira um-a-um para hq(cz). Assim, um desses l6bulos é denotado por

00, enquanto o outro (o lébulo mapeado para 0) é denotado por 00. Nao podemos girar

Figura 4.6: Curvas equipotenciais para a = as.

o wvalor critico vy, pois esse valor critico nao estd em uma curva equipotencial simples.
No entanto, observe que as préimagens de co em h;'(h.(c1)) agora separam a parte do
conjunto de Julia de P,, rotuladas com s (s =0,1,2) em duas partes, uma rotulada s0 e

a outra rotulada sO.

Exemplo 4.4. a = a3. O pardmetro a € alterado para que
ha(l)l) < ha(CQ) < ha(Pa3(’l}1)) < ha(vg).

A Figura 4.7 mostra que v, agora estd levemente dentro da curva equipotencial que contém
ca. A curva equipotencial he(vy) agora consiste em dois curvas fechadas simples, uma

dentro de cada l6bulo de h,(c). Dentro de 0, temos uma curva em forma de oito contendo
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c1 que limita as regioes 10 e 20. Essas regioes sao mapeadas para a componente limitada
pela curva que contém vy. Ewzistem outras duas pré-imagens dentro de 0, a saber 10 e 20,

elas sao mapeadas na outra componente de hy(v1), especificamente na regiao 0.

Figura 4.7: Curvas equipotenciais para a = as.

Se girarmos o wvalor critico vy em torno de sua curva equipotencial, as componentes
do congunto de Julia rotuladas por 10 e 20 serdo trocadas, e as componentes rotuladas por
10 e 20 permanecerao fixas. Assim, a rotacao induz o automorfismo dado pelo marcador

0: troca 1 e 2 sempre que esteja sequido por 1 ou 2.

Exemplo 4.5. a = a4. Como acima, a funcao potencial satisfaz as desigualdades
ha(’l)l) < ha(CQ) < ha(Pa3<U1)) < ha(vg).

No entanto, o valor critico vy estd agora na outra componente da curva hq(vi). Como
se mostra na Figura 4.8, os conjuntos limitados pelas curvas equipotenciais hy(z) herdam

uma rotulagcao diferente nesse caso.

Quando aplicarmos a construcdo giratoria na curva equipotencial que contem o wvalor
critico vy, troca as componentes rotuladas por 10 e 20, ou seja, induz o automorfismo

marcador 0.
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Figura 4.8: Curvas equipotenciais para a = ay.

4.3.2 A Arvore no Conjunto Shift Locus Cubico

Nos exemplos anteriores, puxamos o valor critico v; através da curva equipotencial hy(c2)
quando o parametro a passa de a; para az. Essa ¢ uma segunda construcao que envolve
o MRMT e nos permite criar uma arvore 7' no espago de parametros para polinémios
cubicos. A arvore é um grafico conexo, direcionado, com um tnico vértice inicial e que

possui muitos vértices.

Os vértices de T correspondem a automorfismos marcadores minimais. Ou seja, dado
um automorfismo minimal #, existe um tnico vértice Py de T, tal que a aplicacao da
construcao giratéria em Py gera #. Realmente, a construcao de T serd de modo que suas
arestas direcionadas correspondem a valores decrescentes de h(c;). Em outras palavras,
se A(t) : [0,1] = T é um caminho cuja dire¢ao concorda com a de 7', entao

dh(Cl)
dt

< 0.

Definimos a arvore T indutivamente sobre k.

Vértice inicial £ = 1: Usamos um polinémio cujos pontos criticos e valores criticos
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correspondentes satisfazem as desigualdades
h(ce) < h(vy) < h(vy).
Um desses polinoémios é P,, mostrado no Exemplo 4.2.
Passo indutivo: Cada vértice de T no k-ésimo nivel corresponde a um polinomio P
cujos pontos criticos e valores criticos satisfazem a equacao
h(cy) < 3%h(c1) < h(vy).

Suponha que r ¢ um ntmero real positivo que satisfaz

h(vs)
3k—1 :

h(Ul) <r<

A curva equipotencial h~1(r) é um conjunto de curvas fechadas simples disjuntas 7y, ...,
Yms € h71(r/3) consiste das curvas aj, ..., azn_1. O polinémio P mapeia todas essas
curvas, exceto uma ¢, de forma injetiva para alguns v;, e uma «; (denotada por a;) é
mapeada para algum ~; (denotada por ;) de maneira dois-a-um. Seja S a superficie de
Riemann que é a componente do conjunto A~ ([r/3,r]) que contem vy, temos que ; ¢ uma
das curvas limite de S. Por exemplo, se 1 é escolhido de tal maneira que h(vy) < r < h(vs),
entao para o polinomio P, do Exemplo 4.2, obtemos a superficie de Riemann da figura
4.9.

O passo indutivo é basado na seguinte construgao (referida como deformagao). Dado
um homeomorfismo quase-conforme f : S — S que restringe a funcao identidade em
0S, usaremos o MRMT para construir outro polindmio P;. Primeiro construimos um

endomorfismo F em C,. Seja S’ a componente de P~1(S) que contem c; e defina

P(z) se z € Cx,\SY',
foP(z) sezelS.

F(z) =

Temos que F(z) é conforme fora de S’. Definimos a estrutura quase-conforme invariante
sob F' em C,,, come¢ando com a estrutura estandar em h~'([r/3,00]). Logo puxamos

essa estrutura para C,\Jp usando F, e finalmente estendemos a estrutura para todo C,
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Gl

Figura 4.9: Superficie de Riemann S para P, .

definindo-a como a estrutura estandar em Jp. Essa estrutura tem distor¢ao finita, assim
F é conforme exceto em S’ e o recuo de S para S’ introduz apenas uma quantidade finita
de distor¢cao. Aplicando o MRMT a essa nova estrutura obtemos um homeomorfismo

quase-conforme f : Co, — Co tal que Py = f~'o F o f & o polinomio desejado.

E importante notar que a construcdo acima é analitica em seus parametros, veja por
exemplo [2|. Se por exemplo, aplicarmos a constru¢do a uma familia de fun¢des a um
parametro f; que varia analiticamente em ¢, os polindmios resultantes Py, também variam
analiticamente em ¢. Em esséncia, a construcao acima nos permite deformar o polinémio

usando uma deformacao quase-conforme da superficie de Riemann S.

Para estabelecer o passo indutivo, aplicamos a versao parametrizada da construcao de-
formacao ao vértice P de T, usando escolhas especiais de familias f;. Dado P, seja S a
superficie de Riemann definida acima. Correspondendo a qualquer caminho suave 3(t) em
S que comega em vy, podemos encontrar uma familia a um parametro de homeomorfismos
quase-conformes f; : S — S tais que fi(v1) = 5(t). A topologia de S determina o nimero

de tais caminhos §(t) que usamos e, portanto, o nimero de arestas de T que deixam P.
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&1

Figura 4.10: Curva torcida duas vezes em S que é a parte da curva h=*(h(vy)/3%).

Uma componente do conjunto limitado pela curva equipotencial h(vy)/3* estd dentro da
superficie S e separa 7, das a-curvas em 9S. Veja figura 4.10. Para cada a-curva in
0S5, construimos uma aresta de T' deixando P. De fato, seja «; uma das a-curvas in 0S.

Escolha um ponto v,, na componente de
{z: h(2) < h(vy)/3¥} N (S\aw)

limitada por «;. Conectamos v; a v,, por meio de uma curva simples 3(t) e aplicamos a
construcao deformacao com f;(vy) = 5(t), assim obtemos uma aresta de 1" deixando P.
Veja figura 4.11. A etapa indutiva é concluida depois de aplicar o mesmo argumento a
cada a-curva em 05 usando caminhos disjuntos 5(t). Quando a superficie S é um disco
com menos trés orificios, como na Figura 4.11, obtemos trés arestas deixando P e trés
novos vértices no (k + t)-ésimo nivel da arvore 7' como na figura 4.12.

Se tomamos cuidado para escolher os caminhos ((t) tal maneira que

dhy(B(1))

<0
dt -
entao podemos garantir a condi¢do mencionada no inicio da secao

dh(Cl) <0.
a -

Observe que se o valor critico vy esta conetado & curva v = h™!(r) por um caminho 5(¢),

entao a préimagen de este caminho divide a componentes que comtém o ponto critico ¢;.
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Figura 4.11: O passo indutivo aplicado a superficie S mostrada na Figura 4.10.

P

P; P, Py

Figura 4.12: Ramos resultantes da Figura 4.11.

Além disso, é importante notar que o passo indutivo nao é canoénico, portanto, a arvore T’
depende fortemente das escolhas dos caminhos (t) usados na construgao. No entanto, a
falta de unicidade nos caminhos nao é significativa, mas causa ambiguidade na rotulacao

introduzida a seguir.

4.3.3 Rotulacao das Curvas Equipotenciais

Estabelecida a arvore 1" no espaco de parametros para polindémios ciibicos, podemos ser
mais precisos na rotulagao das curvas equipotenciais mencionadas brevemente nos exems-
plos da Subsecao 4.3.1. Primeiro descrevemos a rotulacao para o vértice inicial da arvore

T, e logo, mostramos que a rotulagao varia a medida que avancamos mais abaixo na arvore.
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Rotulacao do vértice inicial P = F, € T: Para comecar tomamos o polindmio
P,, do Exemplo 4.2 e rotulamos apenas curvas especificas de h(z). Logo, estendemos o
esquema de rotulagdo para incluir todas as curvas equipotenciais menores que h(cp). Seja

r um numero real positivo tal que
h(cg) < r < h(vy).

Temos que v = h™'(r) é uma curva fechada simples, e h™!(r/3) consiste em trés curvas
fechadas simples, denotadas por «g, a1 e as. Denotamos por D; os discos limitados por «;.
Pelo Teorema 2.16 e como no Teorema 3.1, definimos uma conjugagao (o homeomorfismo

codificagao) ¢ : Jp — X3 tal que p o P = 0 o ¢ por

[p(2)]; =i, se PI(z) € D;.

Figura 4.13: Rotulacao preliminar para F,,.

Nos nos referimos a isso como rotulagdo das curvas ag, aq e ag por os rotulos 0, 1 e
2 respectivamente. De fato, podemos rotular as 3% curvas fechadas simples de h=1(r/3%)
pelos “k-blocos” (ig, i1, ..., ix—1) de modo que todos os pontos z € Jp contidos na curva

com rotulacao (ig, 1, ..., ix_1) satisfazem as equagoes

[p(2)]; =1; para j=0,1,.. k—1. (4.1)



75

Suponha que nosso conjunto inicial de simbolos esta determinado para que os blocos que
comegam com 1 ou 2 estejam na mesma componente de ([0, h(cg)]). Veja a figura 4.13.

Adicionamos um novo simbolo 0 para representar a uniao dos simbolos 1 e 2, e es-
tendemos esse esquema de rotulagio a todas as curvas equipotenciais h™'(r) quando
0 < r < h(c;) é um valor regular da fungdo h. Assim uma curva fechada simples

a C h™(r), & rotulada por um bloco de comprimento k, onde %k ¢ determinado por

h(c

—(32) < 3" < h(cy)
e onde os simbolos sao tomados de {0,1,2,0}. Seja D, o disco em C limitado pela curva
a. Para cada z no disco D,, os simbolos 7; no k-bloco sdao escolhidos para que satisfaca
as equagoes (4.1) de acima, e onde se entende que 0 representa os simbolos 1 e 2. Além
disso, empregamos apenas o simbolo 0 quando existe um z € D,, com [p(z)]; = 1 e outro

z € D, com [p(2)]; = 2. Isso ¢é 1til para notar que estamos realmente rotulando o disco

D, e a curva «, o qual facilita ver a rotulagdo das curvas criticas de h(z).

Se s ¢ uma curva de nivel critica de h(z), quando uma componente de h™'(s) tem n
pontos de auto-intersecao, associamos n + 1 rotulacoes distintas a essa componente. Se
n = 0, entao seguimos o procedimento para curvas regulares. No entanto, se n > 0,
essa componente limita os n + 1 discos Dy, Ds, ..., D11 em C. Rotulamos as curvas
0D; (desconsiderando os pontos de auto-interse¢ao) com o rotulo atribuido a componente
h~'(s — €) contida em D; (onde ¢ é suficientemente pequeno). Os pontos em Jp N D;
satisfazem as equacoes (4.1), enfatizando que é util pensar na rotula¢ao como um rotulo
atribuido ao disco D;, bem como a curva equipotencial h(z). O resultado é mostrado na

Figura 4.14.

Rotulagao de todos os polinémios P € T*:

Modificamos o esquema de rotulagao para obter um rotulagem para cada vértice da arvore
T, os rotulos especificaram qual automorfismo obteremos quando aplicarmos a construcao
giratoria ao vértice determinado. A propriedade chave que precisamos sao as equacoes

(4.1), por isso, devemos comegar com uma conjugagaode X3. Na rotulagdo de P,,, de-
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00 Co
Ci1 19 V2
00
0 0

Figura 4.14: Esquema completo de rotulagao para P,,.

finimos uma conjugacdo ¢ usando as curvas equipotenciais de h(z). Vamos usar essa
conjugacdo para definir as outras conjugacoes que empregamos. E de importancia notar
que, a medida que avancamos pela arvore, os polindomios sempre se expandem em seus
conjuntos de Julia (Teorema 2.12.). Como resultado, os pontos do conjunto de Julia nao
nascem, nem desaparecem ou colidem. Dado um caminho ); de polinémios em 71" tal que
Qo = F,,, estendemos a conjugacao ¢ : Jo, — X3 a uma familia a um parametro de
conjugagoes ¢, : Jg, — X3 usando essa propriedade de hiperbolicidade dos conjuntos de
Julia. Uma vez fixada a conjugacao ¢, o esquema de rotulagao descrito acima se estende
a Q; de modo que as equagoes (4.1) sao mantidas. Esse fato se torna mais evidente quando

abaixo ¢ indicado como os rotulos mudam a medida que se avancga pela curva Q).

Primeiro, descrevemos a transicao da rotulacao a medida que passamos do primeiro para
o segundo nivel de T'. Existem duas arestas de T que deixam F,, correspondendo ao fato
de que a superficie de Riemann S para P,, ¢ um disco menos dois orificios (Figura 4.9),

e indicamos como as rotulagoes mudam a medida que atravessamos um das arestas.

Aresta 1. Para t € [0,1], seja Q; o caminho em T que vai de P, para P,,. Nos

Exemplos 4.2—4.4 ¢ indicado como varia a rotulacdo nas Figuras 4.5 e 4.7. A Figura
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4.15 abaixo é uma ampliacdo da metade 0 da curva equipotencial que passa por c; para
(1. Este exemplo é enganador porque nao indica a ambiguidade que pode surgir devido
ao fato de que, na construcao da arvore T nao foi especificado uma maneira canoénica
de escolher as curvas (t) e, portanto, os ramos de T' ndo sdo escolhidos canonicamente.
Como estamos apenas seguindo o parametro a no eixo real, qualquer ambiguidade nos

rotulos fica oculta por essa escolha.

Figura 4.15: Uma andlise de algumas curvas para P,,.

Aresta 2. Seja (); a outra aresta em 1" que comega em P,, e termina em um polindémio
cujas curvas equipotenciais sao como as de F,, no Exemplo 4.5. Nesse caso a ambiguidade
mencionada acima nao pode ser evitada. A rotulacdo dos pares, 10, 20 e 10, 20 depende
do caminho que @); tome no espaco de parametros. No entanto, a curva em forma de oito
que contem c¢; na Figura 4.8 estd sempre rotulada com o par 10 e 20. Esse ¢ o par de

rotulos que indica qual automorfismo obtemos aplicando a construcao giratéria a P,,.

Agora descrevemos como a rotulacao muda em geral a medida que passamos de um

vértice (J, no k-ésimo nivel para um vértice ()1 no nivel k + 1. Para @), temos que
h(cs) < 3%h(c1) < h(vs).

Quando avangamos de Qy(z) a Qxy1(2), temos que a rotulagdo determinada para Q(z)

em héi{(th(ﬁ), oo]} é herdada por Qp1(z). Assim, somente precisamos descrever como
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a rotulagdo muda para as curvas entre hq, (1) e hq,.,(c1).

Nesse intervalo a maioria das curvas herdam os mesmos rotulos. Mais precisamente, se «
¢ a componente da curva equipotencial hggi(th(cl) + ¢) que contém c;. Entdo a rotula-
¢ao muda apenas para curvas dentro de « e, de fato, essas alteracoes acontecem quando
h(v1) se move através do valor h(vy)/3%. Parametrizamos a aresta dada de T como Q
onde t € [k, k + 1] e assumimos que to é o valor do parametro onde h(vy) = h(vy)/3.

Descrevemos a rotulacao para trés casos diferentes:

Caso 1: t < ty. A rotulagdo é a mesma que para Q);. Veja a Figura 4.16.

U2

Figura 4.16: Rotulacao tipica para Q).

Caso 2: t = tg. O valor critico v; estd em uma curva equipotencial critica de h(z),
e a componente vy que contém v; ¢ uma curva com auto-intersecoes com m pontos de
auto-intersecao. Logo, a curva « é rotulada com m + 1 k-blocos, denotados por B;, B,
.ery Bima1. Seja By o bloco que corresponde a parte de v que contém v;. A componente '
de Q;OI(V) contendo ¢; tem 2m + 1 pontos de tor¢ao. A componente é rotulada com os
(k + 1)-blocos 1By, ..., 1B,11, 2By, ..., 2B,,11, € onde os dois 16bulos unidos em ¢; tém

os rotulos 1B e 2B;. Veja a Figura 4.17.
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Figura 4.17: Rotulacao para Qy,.

Caso 3: t > tg. A curva 7/ no Caso 2 é substituida pela curva equipotencial que possui
2m pontos de torgao e é rotulada com os (k + 1)-blocos 0By, 1By, ..., 1B,41, 2B, ...,
2B,,+1. O ponto critico ¢; estd dentro do lobulo rotulado com 0B; em uma curva em

forma de oito. Essa curva é rotulada com os rétulos 1B, e 2B;. Veja a Figura 4.18.

Figura 4.18: Rotulacao para Q.

Concluimos assim, que dado qualquer caminho @Q); do vértice inicial Qg = P,, de T" até

um veértice (), no k-ésimo nivel de T', podemos usar as observacoes acima para descrever
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a rotulacdo das curvas equipotenciais de hq, (z) que satisfazem as equagoes (4.1).

Proposicao 4.3. Se My, denota o numero de vértices da drvore T no k-ésimo nivel, entao

M1:2 eMk+1:3Mk—1.

4.3.4 Teorema Principal e uma Tabela de Marcadores Minimais

Na construcao da arvore acima, se mostrou que para cada vértice de 7', existe uma curva
fechada simples no espaco de parametros para polinémios ctibicos. Essa curva é dada da
seguinte maneira: comegamos no polinémio Py(z) = 2% + 5, passamos para o vértice por
meio da construcao deformagao, aplicamos a construgao giratéria, e depois retornamos
para Fy. Se escolhemos o vértice inicial Py da arvore T' como ponto base, obtemos uma
sequéncia de curvas fechadas simples, o7, no espaco de parametros. Esta sequéncia de
curvas determina un subconjunto do grupo fundamental m (X3, Fy). Incluindo em 7 a

curva dg para o polinémio P, descrita na secao 4.2.

Complementando as observagbes expostas no final do Capitulo 1, Ashley em [4] provou
que o algoritmo acima para definir a arvore, gera a mesma lista infinita de marcadores
minimais. Portanto, sabemos que cada elemento de m (X3, ), induz um elemento do

conjunto Auts, e assim define uma funcao monodromia
@3 : 7T1<X3, Po) — Aut3 .

Vale ressaltar que essa func¢ao monodromia depende da escolha do ponto base e do home-

omorfismo de codificacao ¢ do conjunto de Julia.

Teorema Principal para Polin6mios Ctbicos: A fungao O3 é sobrejetora. Além

disso, o conjunto dr é mapeado para um conjunto completo de geradores de Auts.

A tabela a seguir lista marcadores minimais e conjuntos de marcadores de comprimento

J para 53 = 1,2,3,4. Correspondentes aos vértices de T' no j-ésimo nivel.
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Comprimento 1: 0 0

Comprimento 2: 00 00 10 20 00
000 000 000 010 020 100
Comprimento 3: 100 200 200 110 120 210
220 000
0000 0000 0000 0020 0010 0100
0200 0000 0100 0110 0120 0200
0210 0220 1000 1000 1010 1020
Comprimento 4: 1000 2000 2000 2010 2020 2000
1100 1100 1200 1200 2100 2100

2200 2200 1110 1210 2110 2210
1120 2120 1220 2220 0000

Tabela 4.1. Marcadores minimais de comprimento 7 =1,2,3,4.

4.4 O caso de Maior Grau

Como foi mostrado no inicio do capitulo, a construcao giratoria funciona para polindémios
de qualquer grau. A partir das observagoes finais para o caso cubico, se pode generalizar

e garantir a existéncia de uma funcao monodromia bem definida
@d : 7T1(Xd, Po) — Autd .

Essa funcao depende da escolha do ponto base e do homeomorfismo codificagao. Usando
argumentos similares do caso cibico, se define uma arvore T no espaco de parametros, e
a partir dessa arvore, construir uma sequéncia de curvas fechadas simples em 7 (X4, Fp).
Essas curvas, junto com a curva obtida girando o valor critico do polinémio Py(z) = z¢+5,

formam o conjunto dpa.

Teorema 4.1. A funcio monodromia Oy € sobrejetora. Além disso, o conjunto dpa €

mapeado para um conjunto completo de geradores de Auty.



82

Na segao 4.2 vimos que os polinomios da forma Py(z) = 2445 geram os automorfismos
que permutam ciclicamente os simbolos. Girando o tinico valor critico v = 5 sobre a curva
v = h~'(h(5)), induz uma 1/d rotagao dos d 16bulos da curva o = A1 (1(0)). Como vimos

até agora, esses polinomios desempenham um papel especial nessa teoria.

Os automorfismos marcadores minimais de Aut, consistem em uma lista infinita de blocos
com simbolos no alfabeto {0,0,1,2,3,...,d — 1}, onde, seguindo a notacao de Ashley, o

¢

simbolo 0 significa 1 ou 2 e ndo significa “ ndo 0 7. A arvore T? para polinémios de grau
d, tem vértices correspondentes aos blocos desse alfabeto. O algoritmo state splitting de
Ashley para d > 3 difere apenas na inicializacao e, novamente fornece uma lista infinita de
blocos de simbolos que determinam o conjunto minimal gerador de automorfismos mar-

cador. Para qualquer grau, o algoritmo geométrico exposto acima para definir a afvore

no espaco de parametros produzird a mesma lista que o algoritmo de Ashley.

Tomamos como ponto base da arvore T? o polinémio P,, e tendo en quenta as seguintes
propriedades das curvas equipotenciais:

(1.) Todos os pontos criticos ¢, j = 2,3,....d — 1 sdo iguais.

(2.) Os pontos criticos sdo rotulados para que suas taxas de escape estejam em ordem
crescente, isto és, ¢; tem a taxa de escape mais lenta do que ¢y

(3.) Os niveis criticos satisfazem as desigualdades:

hpy(c1) < hpy(c2) < hpy(v1) < hpy(v2).

Usando essencialmente o mesmo procedimento indutivo descrito em 4.3.2 para completar
a arvore, de modo que as h-curvas relativas a v; variem em relacdao as de v,. Ou seja,
na primeira etapa, usamos a construgao deformacao em Fy, para empurrar o valor critico
para dentro de qualquer um dos d — 1 16bulos da curva o = h=!(h(0)). Girarmos o valor
critico em torno de sua curva equipotencial, o que resulta determinando o primeiro nivel

da arvore. Os vértices sao rotulados {0,0,3,4,...,d — 1}.

O argumento no k-ésimo nivel ¢ similar do passo indutivo em 4.3.2, as tnicas alter¢oes
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sao substituir toda precisao do ntimero 3 pelo ntimero d e substituir o alfabeto para que

o esquema de rotulagao seja tomado de {0,0,1,2,...,d — 1}

Figura 4.1. Curvas equipotenciais de P.

O argumento no k-ésimo nivel ¢ similar do passo indutivo em 4.3.2, as tnicas alter¢oes
sao substituir toda precisao do ntimero 3 pelo ntimero d e substituir o alfabeto para que

o esquema de rotulac¢ao seja tomado de {0,0,1,2,...,d — 1}.

A prova de que automorfismos marcadores minimais estdao em correspondéncia um-a-
um com os vértices da arvore T¢, é igual como no caso ciibico. Assim, girando o menor
valor critico dos polinémios de grau d > 3, obtemos todos os automorfismos marcador
minimais. Junto com o automorfismo de permutacao ciclica, concluimos que a funcao
monodromia @, é sobrejetora. Como se assume que v; = vy = ... = vg_1, € importante

observar que a construcao acima nao produz todos os geradores de 7.



Conclusoes

Neste documento, descrevemos o método geométrico para obter um conjunto minimo
de automorfismos do shift que geram o grupo Aut,, desenvolvido por P. Blanchard, R.

Devaney e L. Keen en |7]. Para isso mostramos, em particular, trés resultados necessarios:

1. Girando o valor critico com menor taxa de escape, de um polinomio shift-like Py,
em torno de seu curva equipotencial podemos gerar uma curva fechada v no shift

locus que comeca e termina em Fj.

2. Fixando Py e uma conjugacao topologica entre (Fy, Jp,) € (0,%4), a curva fechada

v induz um automorfismo do shift ().

3. Deformando o polinomio F, definimos uma arvore no shift locus, cujos vertices sao

polindémios Pj, com os quais obtemos novos automorfismos do shift.

Este método é uma relacao interessante entre dindmica complexa e dinamica simbdlica,
que depende fortemente da teoria de fungoes quase-conformes e em especifico do Teorema

da Aplicacao de Riemann Mensuravel.
Finalmente, devo mencionar que a elaboracao deste documento foi uma tarefa muito

interessante e satisfatoria, que me permitiu ampliar meus conhecimentos dessa teoria,

além de melhorar minhas habilidades de pesquisa e comunicagao da Matemaética.
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