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Resumo

Abordamos a densidade do espaco das fun¢oes continuas no espaco de funcoes Riemann
integraveis e no espago das de quadrado Riemann integravel. Mostramos que o espaco
Ce(X) & denso no espago das fungoes Lebesgue integraveis L7 (X), onde 0 < p < oo, X
Hausdorff, localmente compacto e ;1 como no teorema de representacao de Riesz. Ex-
ploramos a densidade de C.(f2), @ C R", no espaco de Lebesgue generalizado LP0)(Q),
com p(.) mensuravel e essencialmente limitada. Considerando os espagos de Sobolev com
expoente variavel W10 (Q), discutimos condi¢des sobre o expoente p(.) que garantam
a densidade do espaco das funcdes continuas em WP (Q). Um dos resultados mescla
uma condicao de monotonicidade e uma condigao log-Héder continua. Outro resultado
discute tal densidade utilizando dois corolarios, um onde o expoente p(.) depende apenas
da n-ésima coordenada de cada ponto de 2 e outro onde o expoente p(.) depende apenas

da distancia do ponto até a origem.

Palavras—chave: espacos de Sobolev, expoente variavel, densidade de funcoes continuas,

densidade de funcgoes suaves.
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Abstract

The approach analyzed the density of continuous functions in the integrable Riemann
function and the space of square integrable Riemann function. The analysis shows that
the C.(X) space is dense in the space of the integrable Lebesgue functions L (X), where
0 < p < o0, X Hausdorff, locally compact and i as in Riesz’s representation theorem. We
explore the density of C.(£2),  C R", in the generalized Lebesgue spaces Lp(')(Q), with
p(.) measurable and essentially limited function. Considering Sobolev spaces with variable
exponent WO (Q), we discuss conditions about the exponent p(.) that guarantee the
density of continuous functions in W'?()(Q). One result merges a monotonicity condition
and a continuous log-Ho6lder condition. Another result discusses the density using two
corollaries, p(.) exponent depends only on the nth coordinate of each Q point and another

where the p(.) exponent depends only on the distance from the point to the origin.

Keywords: Sobolev spaces, variable exponent, density of continuous functions, density

of smooth functions.
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Capitulo 1

Introducao

A principal justificativa do interesse em estudar espacos de Sobolev com espoentes varia-
veis é sua aplicabilidade em modelagens fisicas. Materiais com heterogeneidade tais como
fluidos eletroreologicos, aqueles que podem variar rapida e reversivelmente sua viscosi-
dade aparente na presenca de um campo elétrico aplicado, nao sao bem modelados pelos
espacos classicos de Lebesgue e Sobolev, todavia os espacos de Sobolev com expoentes
variaveis atendem estes casos. A possibilidade de aplicacao de tais materiais em novas
tecnologias como transportes e robdtica é um exemplo que sustenta estes estudos. Uma
outra aplicabilidade esté relacionada a restauracao de imagens [7].

Neste trabalho estudamos condi¢ées sobre o expoente p(.), no espago de Sobolev com
expoente variavel W) (Q), que permitem conclusdes a respeito da densidade do espaco
das funcgoes continuas (suaves, em alguns casos) em W) (Q). Garantindo a densidade
deste espaco, é possivel inferir propriedades conhecidas dos espagos de Sobolev classicos
nos espacos de Sobolev com expoentes varidveis, utilizados em modelagens avancadas,
onde nem os espacos classicos de Lebesgue e Sobolev sao suficientes para atender satisfa-
toriamente as especificidades envolvidas.

No Capitulo 2 apresentamos resultados de Analise Real, de Analise Funcional e de
Teoria da Medida que foram utilizados e sao necesséarios ao entendimento dos capitulos
posteriores. Ao leitor experiente, ja habituado com tais resultados, é indicado a leitura a

partir do Capitulo 3.



No Capitulo 3 discutimos a densidade de fungoes continuas nos espacos classicos de
Riemann e de Lebesgue e no espaco de Lebesgue generalizado LPC)(€).

No capitulo 4 tratamos especificamente da densidade de fungoes continuas no espaco
de Sobolev. Na Secao 4.1 definimos este espaco e exemplificamos alguns resultados para
espagos de Sobolev cléassicos (com expoente constante). Na Se¢ao 4.2 temos uma mescla de
condicoes ja conhecidas na literatura, de monotonicidade no sentido de Edmunds e Réas-
kosnik |3] e log-Holder continua ((4.19), Teorema 67) em um tnico resultado que garante
a densidade, mesmo que o expoente nao seja mondtono, contanto que nao decres¢a mais
que o permitido pela condicao de continuidade log-Hélder. Na Secao 4.3 apresentamos
um resultado que envolve a dependéncia do expoente variavel p(z) da n-ésima coordenada
do ponto = € () e outro que envolve a dependéncia da distancia do ponto x até a origem,
ou seja, de |z|. Ainda na Se¢do 4.3, o Teorema 78 é formulado e demonstrado utilizando

estas duas dependéncias do expoente p(.).



Capitulo 2
Pré-requisitos

Neste capitulo encontra-se a teoria basica necessaria ao desenvolvimento e a discussao das
ideias presentes nos capitulos posteriores. Baseia-se na apresentacao de definicoes e de
resultados importantes, que auxiliam na compreensao do proposto sem que seja necessario
recorrer as referéncias a todo momento. O leitor mais experiente pode considerar a leitura

a partir do Capitulo 3.

2.1 Integral de Riemann

Definicao 1. ([10], pdg. 120) Seja [a,b] um intervalo na reta real. Uma particao & de
[a,b] é um conjunto finito de pontos, onde a = xg < 1 < ... < x, 1 <z, =D
Denotemos A,, = x; — x;_1, para i =1,...,n.
Suponha que f € uma fun¢ao real limitada em |a,b]. Para cada particao & de [a,b],
sejam M; = supf(x) e m; = inf f(x) para x; 1 < x < x;, definimos as somas superior e

inferior por

=1



respectivamente, e finalmente as integrais de Riemann superior e inferior por

b
/ fdx =infU(Z2, f) (2.1)

b
/ fdx = supL(Z2, f) (2.2)
respectivamente, onde o infimo e o supremo sao tomados sobre todas as particoes &2 de

a, b].

Definigao 2. ([10], pdg. 121) Se as integrais de Riemann superior e inferior da func¢do f

sGo iguais, dizemos que f é Riemann integrdvel em [a,b] e denotamos este valor comum

/ ' .
/a ).

Definicao 3. (/5/, pdg. 49) Diremos que f € £ se, e somente se, f e |f| forem Riemann

por

ou por

integrdveis.

Definigao 4. (/5/, pdag. 60) Uma funcio f : [a,b] — R serd dita de quadrado integrdvel

(denotado por f € £?) se [ e |f|* forem Riemann integrdveis.

2.2 Integracao Abstrata

Definicao 5. ([11], pdg. 8) Uma cole¢ao T de subconjuntos de um conjunto X € dito ser
uma topologia em X se valem as sequintes propriedades:

(i)peTeXer;

(i) se V;eTi=1,...,n entio Vi Vo V3...(\Va € T;

(iii) se {Va} € uma colegio arbitrdria de membros de T (finita, contdvel ou nao-

contavel) entao |J, Vo € T .

Observagao 6. Se 7 é uma topologia em X entao (X, 7) € chamado de espago topoldgico

e 0s elementos de T sao ditos abertos.



Definicao 7. ([11], pdg. 8) Uma cole¢io A de subconjuntos de um conjunto X € dito
ser uma o-dgebra em X se tem as sequintes propriedades:

(i) X € M

(ii) se A € M entao A° € M ;

(iii) se A=J.~ | A, e se A, € M paran=1,2,3,... entao A € M.

Observacgao 8. Se .# ¢ uma o-dgebra em X entao (X, . #) é chamado de espago men-

surdvel e os elementos de M sao ditos conjuntos mensurdveis.

Definicao 9. (/11/, pdag. 8) Se X é um espago mensurdvel, Y é um espaco topoldgico e
f: X =Y éuma funcao, entio f é dita mensurdvel se f~1(V) é um conjunto mensurdvel

em X para cada conjunto aberto V em Y.

Definic¢ao 10. (/11], pdg. 11) Se E é um conjunto mensurdvel do espa¢o mensurdvel X,
entao a funcao xg: X — R, definida por
1 zekl

xe(z) = (2.3)
0 z¢F

é chamada de funcao caracteristica do conjunto E.

Teorema 11. ([11/, pdg. 12) Se F ¢é qualquer colecao de subconjuntos de X, exriste uma

menor o-dgebra M* em X tal que F € #*.(Esse M* é chamado a o-dgebra gerada por

Definigao 12. ([11], pdg. 12) Seja X um espago topoldgico. Pelo Teorema 11 existe uma
menor o-dgebra B em X tal que todo aberto em X pertence a 3. Os membros de [ sao

chamados conjuntos de Borel ou borelianos de X. B € chamado a o-dgebra de Borel.

Observacao 13. (a) Conjuntos abertos em X sdao conjuntos de Borel;

(b) conjuntos fechados em X sao conjuntos de Borel, ji que sao complementos de
abertos;

(¢) uniao contdvel de conjuntos fechados em X é um conjunto de Borel; (Esse tipo de

conjunto € chamado de F.)



(d) intersecao contdvel de conjuntos abertos em X é um congunto de Borel. (Esse tipo

de conjunto é chamado de Gs.)

Observacao 14. Note que todo espaco topologico pode ser visto como um espaco mensu-
ravel considerando a o-dgebra de Borel. Além disso, se f: X — Y € continua, em que
Y € qualquer espaco topoldgico, entao f € mensurdvel. Em outras palavras, toda funcao

conlinua € Borel mensurdvel.

Definigao 15. ([11/, pdg. 12) As funcdes Borel mensurdveis sao chamadas de fungoes de

Borel ou borelianas.

2.2.1 Funcao Simples

Defini¢ao 16. (/11], pdg. 15) Seja X um espa¢o mensurdvel. Uma funcao s : X —
[0,400) cuja imagem consiste de um nimero finito de pontos serd chamada uma fun¢ao

simples.

Observacao 17. Se oy, as, as, ..., o, $Go 08 valores distintos de uma funcao simples s, e

sendo
Ai={r e X :s(z)=0qa;} 1=1,2,3,...n

entao

5= ZaiXAi‘ (2.4)
i=1

Teorema 18. ([11], pdg. 15) Seja f : X — [0,+00] mensurdvel. Ezistem funcoes
mensurdveis simples si, Sg, S3,... em X, tais que:
(i)0§$1§52§33§---§f;'

(i1) sp(x) — f(x) quando n — oc.

Demonstragio. Para n = 1 defina By = f71([0,3)), Ei2 = f([3.1)) e Fi =
FHIL, +00]) e seja sy = 300, Sy, + X

Para n = 2 defina Ey; = f71([0,1)), Eop = f71 ([2.2)), o Bos = f71([£,2)) e
Fy= fY([2,+0]) e seja s2 = 35 Zlxm,, + 2x5,-



Em geral paran =1,2,3,... e para 1 <1 < n2" defina

Bie f! ([ . —)) e Fy = f~1([n, +oc))

omn ’271

e tome
n2™ .

= Z = 1><En,7-, + NXF,-

Como f é mensuravel e [’2_—,}, 2%) e

(2.5)

(2.6)

[n, +00] s@o conjuntos de Borel em [0, +0c] segue

que £, ; e F,, sao conjuntos mensuraveis e assim s,, sao fung¢oes mensuraveis simples.

(i) Mostraremos que 0 < 51 < 59 < 53 < ... < f.
Obviamente s,, > 0 Vn.
Afirmagao: s, < s,41 Vn.

De fato, tome x € X.

Sex€E,; = f(z)e[5 %)
> J@) e [% )
= f(z) € [35%, 37)
= f(2) € [35%, 51) U [5t, e
= z¢€ En+1 2i—1 U Bt 2.
Assim s, (x) = 2—1 < 2te 35 = sppa(a)

No caso em que f(z) €

Logo
n2n+1 (TL + 1)2n+1 -1
ont1 < Sppa(w) < =

n = s,(x) < spy1(x).

No caso em que f(x) € [n + 1, 00] entdo
sp()=n<n+1<s,41(2).

Segue de (2.5) que s, < f para todo n.

[n,n+1) entdo z € E,y1,. (Onde n2"14+1 < i < (n+1)2"th)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(ii) Mostraremos, agora, que s,(z) — f(z) quando n — oo para todo = € X.

Fixe r € X.



Se f(z) < oo tome n suficientemente grande tal que x € E,,; para algum 7, assim
—1 ' -1 1 1 ' 1
T sf@)<g =F e sf@)-w<g-w

:>ﬁ<f(x)—2in<i2_—nl:sn(m).

Portanto, T
F@) > sale) > f(a) — 5 (2.10)
e dai s,(x) — f(x).
Se f(z) = oo entao s,(x) = n para todo n. Logo
Sp(x) — 00 = f(x). (2.11)
[

2.2.2 Integral de Lebesgue

Definicao 19. ([11], pdg. 16) (a) Uma medida positiva € uma fungao p, definida em
uma o-dgebra A, cuja imagem € [0,4+00] e que € aditiva contdvel, ou seja, se A; é uma

colecao contdvel disjunta de membros de M entao

M(U;.; A;) = Zil 1(A;).

Além disso, assumimos que u(A) < oo para ao menos um A € M ;

(b) um espaco de medida é um espago mensurdvel que tem uma medida positiva definida
na o-dgebra de seus conjuntos mensurdvens;

(¢) uma medida compleza é uma fun¢ao aditiva contdvel de valores complexos definida em

uma o-agebra.

Definicao 20. ([11], pdg. 19) (a) Se s é uma fun¢ao simples mensurdvel em X, da forma
apresentada em (2.4), onde que oy, s, s, ..., $a0 08 valores assumidos por s em A;, e

se E € 4, definimos
/ sdu = Z a;u(A; N E); (2.12)
E

i=1

(b) se f: X —[0,400) € mensurdvel e E € A, definimos

/Ef dp = Oggf (/Es du) (2.13)



que € chamada a integral de Lebesgue de f sobre E com respeito a medida f.

Seja (X, A , 1) um espago de medida com p positiva.

Definicao 21. (/11], pdg. 24) Definimos o espaco das fungées Lebesque integrdveis em
X por
1 . o]
L,= {f : X — C mensurdvel: /X |fldu < oo} . (2.14)

Definigao 22. (/11/, pdg. 24) (i) Se f: X — R € tal que f € L, definimos

/X fdp = /X Frdp - /X fdp, (2.15)

onde ft :=mazx{f,0} e f~ := —min{f,0} sdo as partes positiva e negativa da fun¢io f
respectivamente;
(i) Se f: X — C e f=wu+iv, em que u,v : X — R sao mensurdveis e f € L},

definimos

/fdu:/udu+i/vdu:/u+du—/udu—i—i/v*du—i/vdu. (2.16)
X X X X X b b

Observacao 23. Nole que se E C X e
(a) se f: X — Re feL,(X) entio [, fdu € R;
(b) se f: X — C e feL,(X) entao [, fduc C.

2.3 Resultados de Teoria da Medida

Teorema 24. ([11], pig. 21) Teorema da convergéncia mondtona: Seja {f,} uma
sequéncia de funcoes mensurdveis em X, e suponha que:

(a) 0 < fi(z) < fo(z) < f3(x) < ... < 00 para todo x € X;

(b) fu(zr) — f(z) quando n — oo, para todo x € X.

Entao f ¢ mensurdvel e

lim fndp:/ fdu.
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Teorema 25. ([11], pdg. 26) Teorema da convergéncia dominada: Supoha que
{fn} € uma sequéncia de fungées complexas definidas em X, mensurdveis tal que f(x) =
lim, o0 fu() existe para cada v € X. Se existe uma fungao g € L, (X) tal que | f,(x)] <
g(x) paran=1,2,3,.... ex € X, entdo f € L,(X),

lim /\fn—f|du:O
n—m-ao0 X
lim fodp = / fdp.

Lema 26. ([11], pdg. 32, Ezercicio 12) Seja (X,n, ) um espago mensurdvel e suponha
que [ € Llll(X). Para todo € > 0 existe um 6 > 0 tal que fE|f\du < € sempre que
u(E) <.

Demonstracao. Sejam f € Li e € > 0. Como f & mensuravel, entdao g = |f| também o é.
Além disso, [ |fldp < oo.
Seja
[f ()], se [f(z)] <n;

n, se |f(z)| > n.

gn(T) =

Afirmagao 01: g, é mensuravel para todo n € N.

De fato, basta mostrarmos que g, !(a, 00) € 1 para todo « € R.

Se a > n entdo g, '(a,00) = {x € X : gu(z) > a} =0 €n.

Se 0 < a < mentdo g, (a,00) ={z € X : go(x) > a} ={z € X :|f(x)| > a}, donde
segue que g, ' (a, 00) € 0, pois g,(x) < n para todo z € X e g ¢ mensuravel.

Se a < 0, entao g, (a,00) ={zr € X : g,(z) > a} = X €.

Logo, g,(x) é mensuravel para todo n € N.

Afirmacao 02: g,(z) — g(z) Vo € X.

Tome x € X. Dado € > 0, existe N € N tal que N > g(z) de modo que, se n > N
tem-se |g,(z) — g(x)] = [9(z) — g(z)| = 0 < e.

Que ¢g1(x) > 0 e g,(x) < 0o segue da definicao dos g,s. Mostraremos que g, < gni1

para todo n € N.
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Se x é tal que |f(x)| < n entdo g,(z) = gni1(z) = |f(z)].

Se x ¢ tal que n < |f(z)] <n+ 1 entao g,(x) =n < |f(z)] = gni1(x).
Se z ¢ tal que |f(x)] > n+ 1 entdo g,(z) =n <n+1=g,11(z).
Assim, g, < g,+1 para todo n € N.

Pelo Teorema da Convergéncia mondtona

l/%w—%/QW-
X X

Sendo assim, para ¢ > 0 dado, existe N; € N tal que para todo n > Ny,

€
/%w—/mﬂ<5
X X

Como g, < g entao fX gndp < fx gdpu, consequentemente,
€
/ﬁw—/%w<—
X X 2

Agora, se j(E) < § = 55~ segue que

/me = /Q@F=/g—gm+gmmt
E E E

= /g—gmmwﬁ/gmww</g—ymmw+/gmﬁt
E E X E

para todo n > Nj.

< E—i—/Nldu—E—l—Nl/du—E—i-Nlu(E)
2 /s 2 . 2
€ € € €
4N — — — 4 —

< ot Nigy T3

= €

Y

o que conclui a prova do Lema.

]

Definicao 27. ([7], pdg. 216) Uma funcao € dita suave se as derivadas cldssicas de ordem
arbitrdria existem para todo ponto do dominio ). Denotaremos o conjunto das fungoes

continuas e suaves por C(Q) e C®(2), respectivamente.

Definicao 28. ([11/, pig. 38) O suporte de uma funcao complexa [ em um espaco
topoldgico X ¢é o fecho do conjunto {x € X : f(x) # 0} e serd denotado por supp f. A
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colecao de todas as funcoes continuas complexas num espaco topologico X cujo suporte é

compacto serd denotada por Ce(X).

Observacao 29. A fim de padronizar as notagoes utilizadas em [11] e [7], usaremos a

notagao C° para representar o conjunto das fungoes suaves com suporte compacto.

Definigao 30. (/11], pdg. 36) Seja X um espago topoldgico, entao:

(a) X € dito um espago de Hausdorff se para todo p,q € X com p # q, existirem vizi-
nhancas U dep eV de q tais que UNV = ();

(b) X € localmente compacto se todo ponto de X tem uma vizinhanca cujo fecho é com-
pacto.

A notacao K < f, neste texto, significa que K € um subconjunto compacto de um
conjunto X, que f € Co(X), que 0 < f(x) <1 para todo z € X, e que f(x) =1 para todo
x € K. A notagao f <V significa que V' é um aberto que f € C.(X), que 0 < f(x) <1
e que o suporte de f estd contido em V. A notacao K < f <V indica que valem as duas

notagoes anteriores.

Lema 31. (/11], pig. 39) Lema de Urysohn: Sejam X um espago de Hausdorff local-
mente compacto, V. um aberto de X e K subconjunto compacto de V. Entao existe uma

fungao f € C.(X) tal que K < f < V.

Definicao 32. Uma transformacgao linear € uma aplicagio A 'V — Vi, com V eV}

espagos vetoriais e que satisfaz
Aoz + By) = oAz + BAy,

para todo x,y € V e para todo o e 3 escalares. No caso particular em que Vi € o corpo

dos escalares, A € chamado um funcional linear.

Teorema 33. ([11], pig. 40) Teorema de representacédo de Riesz: Seja X um espaco
de Hausdorff localmente compacto, e seja A um funcional linear positivo em C.(X). Entéo
existe uma o-dlgebra A em X que contém todos os conjuntos de Borel de X, e existe
uma dnica medida positiva i em M que representa A no sentido que:

(a) Af = A(f) = [ fdu para todo [ € Co(X), e que tem as sequintes propriedades:
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(b) W(K) < oo para todo K C X compacto,

(¢) para todo E € M, temos p(E) = inf{u(V),E C V,V aberto},

(d) a relagao p(E) = sup{u(K) : K C E, K compacto} vale para todo subconjunto aberto
E, e para todo E € M com u(E) < oo,

(e) se E€ #,ACEeuF)<ooentio Ae #. Em outras palavras, (X, # i) € um

espaco de medida completo.

Teorema 34. ([11], pig. 55) Teorema de Lusin: Seja X um espago de Hausdorff
localmente compacto e p como no Teorema 33. Suponha f : X — C mensurdvel, p(A) <
oo, f(z) =0sex ¢ Aee>0. Entio existe g € Co(X) tal que p({z € X : f(z) #

g(x)}) < e. Além disso, € possivel escolher g de modo que sup.ex|g(z)| < suprex|f(x)].

Defini¢ao 35. (/11], pdag. 70) (a) Dizemos que uma funcdo complexa num espaco de
Hausdorff localmente compacto X se anula no infinito se para cada € > 0 dado existir um
conjunto compacto K € X tal que |f(x)| < € para todo x ¢ K.

(b) A colecao de todas as fungoes continuas em X que se anulam no infinito é denotada

por Co(X).

Definicao 36. (/11/, pdag. 146) Uma funcao complexa f, definida em um intervalo I =
la,b], € dita ser absolutamente continua em I se a cada € > 0 corresponde um § > 0 tal

que
Z |f(Bi) — flas)| <€

para qualquer n e qualquer cole¢io disjunta de segmentos (v, B1), ..., (an, Bn) em I cugjos

comprimentos satisfazem
n

> (Bi—a) <.

i=1
Definicao 37. (/11], pdg. 50)
(a) Se E CR" ex € R, o transladado de E por x é o conjunto E+x ={y+z:y € E}.
(b) Seja x = (&1,62,&3,...,&n). Um conjunto da forma W ={z:a; <& < f;, 1 <i<n},
ou qualquer conjunto obtido trocando quaisquer dos sinais < por < em W, é chamado

uma n-célula e seu volume é definido por vol(W) = Hle(ﬁz‘ — ).
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Teorema 38. ([11], pdg. 50) Existe uma medida positiva completa m definida em uma
o-dlgebra n em R™ com as sequintes propriedades:

(a) m(W) = vol(W) para toda k-célula W ;

(b) n contém todos conjuntos de Borel em R™; mais precisamente, E € n se, e somente
se, existem conjuntos A, B C R" tais que A C E C B, A é um F,, B é um Gs, e
m(B — A) = 0. Entdo , m € regular;

(¢c) m é invariantes por translagao, i. €. (isto €), m(E + x) = m(E) para todo E € n e
para todo x € R";

(d) Se p é qualquer medida de Borel positiva e invariante por transla¢io em R™ tal que
w(K) < oo para todo conjunto compacto K, entdo existe uma constante c tal que p(E) =
em(E) para todo conjunto de Borel E C R™;

(e) Para toda transformacao linear T de R™ em R™ corresponde um nimero real A(T') tal
que m(T(E)) = A(T)m(E) para todo E € n. Em particular, m(T(E)) = m(E) quando

T € uma rotacao.

Definigao 39. (/11], pdg. 50) No Teorema 38, os membros de n sdo os conjuntos Lebesgue

mensurdveis de R™ e m ¢ a medida de Lebesque em R™.

Teorema 40. ([11], pdg. 146) Sejam I = [a,b] e f: I — R continua e nao decrescente.
Entao cada uma das trés afirmacoes a sequir implica nas outras duas:

(a) f € absolutamente continua em I;

(b) f leva conjuntos de medida 0 em conjuntos de medida 0;

(c) [ € diferencidvel q.t.p. em I, f' € L', e

fla) = fla) = [ F0dt (@<o<b),
Teorema 41. ([11], pdag. 148) Teorema fundamental do cdlculo para fungoes Le-
besgue integrdveis: Se [ é uma fun¢ao complera absolutamente continua em I = |a, b,
entao [ € diferencidvel q.t.p. em I, f' € L} (I) e
f@) = fa) = [ (0t (a <o <)
No teorema a seguir, |J;| denota o Jacobiano da fungao f que € definido como

[l = A(f) = |detf].
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Teorema 42. ([11/, pdg. 153) Suponha que

(i) X CV CR", V éaberto e f:V — R" é continua;

(i) X € Lebesgue mensurdvel, f € bijetora em X, e f € diferencidvel em X;
(113) m(f(V — X)) =0.

FEntao, chamando Y = f(X),

[ g dm= [ (g0 pllam

para toda fungao mensurdvel g : R™ — [0, 00].

2.4 Os espagos LF(X)

Seja (X, A , 1) um espaco de medida com p positiva.

Definicao 43. ([11], pig. 65) Se 0 <p < oo e f: X — C € uma funcao mensurdvel

st = (/. !flpdu)é (217

a norma LP de f. Definimos também o espaco

definimos

LX) ={f: X — C:|[f]l, < oc}. (2.18)

Definigao 44. ([11], pdg. 65) Seja g : X — [0, +00] mensurdvel e considere S = {a €
R: u(g ' ((a,])) = 0}. Se S = ¢, tome = oc0. Se S # ¢, tome B = infS. Como
g (B, +00])) = U g H((B+21, +o0]) € a unido de conjuntos de medida nula tem medida
nula, tem-se que € S. Define-se 3 como sendo o supremo essencial de g, denotado por
B = sup ess g.

Definicao 45. ([11], pdg. 65) Se f : X — C ¢é mensurdvel definimos ||f||s como o

supremo essencial de |f|, ou seja,

[ flloo = sup ess |f] (2.19)

LX) ={f: X —C:|[flle < o0} (2.20)

€ o espaco das funcoes essencialmente limitadas.
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2.5 Mais alguns resultados

Teorema 46. ([10], piag. 251) Parti¢do da unidade: Suponha que K é um subcon-
Junto compacto de R", e que {V,} é uma cobertura aberta de K. Entdo existem funcdes
1, ..., s € C(R™) tais que:
(a) 0 <1 <1paral <i<s;
(b) cada p; tem suporte compacto em algum Vi ;
(c) V1(x) + ... + Ys(x) =1 para todo x € K.

Por causa de (c), {1;} é chamada de particio da unidade, e por causa de (b) algumas

vezes € dito que {1;} € subordinada a cobertura {V,}.

Teorema 47. ([11], pdg.66) Desigualdade de Hélder: Seja 1 < p < oo, com %%—% =1,
e sejam f € LE(X) e g € L4(X). Entao fge L,(X) e

[ dsslan< ([ rf|pcm)’i (f !g!qdu)é.

Se p=q =2, a desigualdade actma € conhecida por desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Teorema 48. (/1/, pdg.312 )Desigualdade de Poincaré- Wirtinger: Seja Q) um con-
junto aberto, conezo e de classe C e seja 1 < p < co. Entio existe uma constante C tal
que

lu—all, <Cllvull, YueWH(Q),

S 1
sendo que U = Jo u

Definicao 49. (/9/, pig.192) Espago de Lindeldf: Um espaco para o qual toda cobertura

aberta contém uma subcobertura enumerdvel é chamado Espago de Lindeldf.

Exemplo 50. (/9], pig.192) R", n € N, é um espaco de Lindeldf.



Capitulo 3

Resultados de densidade para funcoes
integraveis no sentido Riemann,

Lebesgue e Lebesgue generalizado

Neste capitulo apresentamos alguns resultados sobre densidade de subespacos de funcoes

continuas nos espagos cldssicos (de Riemann e de Lebesque) e no espaco de Lebesgue

generalizado LP)(Q).

3.1 Espacos de funcoes Riemann integraveis

Teorema 51. (/5/, pdg. 50) Seja f : [a,b] — R uma fungao em Z£'. Entio dado
e > 0 existe uma fungdo continua v : [a,b] — R tal que f:|f(:17) —Y(z)|ldr < € e

¥(a) = ¢(b) = 0.

Demonstracao. Caso 01: f é limitada.
Seja f € £! limitada. Logo, dado € > 0 existe uma particdo a = 2o < 71 < ... < 1}, =

b tal que

b k i
/ f(z)dr — ij(l‘j —%j-1) < 3 (3.1)

17
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onde m; =inf{f(x):z;-1 <z <x;}. Agora defina a funcao
x(z) =m;, paraz; 1 <z <. (3.2)
Entao o somatorio em (3.1) é a integral de x(z) em [a, b], e (3.1) pode ser escrito como

e — [ x@de = [ @) - @) < & (33)
[ s [ vwa= | ;

Para prosseguir com a demonstracao vamos explorar a ideia a ser utilizada por meio
de dois graficos simples. Suponha que a particao tenha quatro pontos, que a Figura 3.1
represente o grafico de y e que para cada n, a func¢do 1, (representada pela Figura 3.2) é
obtida substituindo-se na Figura 3.1 os retangulos por trapézios cujos lados tem inclinagao
n® e (180 — n)? nos retangulos que estao no semiplano y > 0 e por trapézios cujos lados
tem inclinacao 360°-n e 180°+n nos retangulos que estdo no semiplano y < 0. Note que

estas inclinagoes estao sendo consideradas no sentido usual (anti-horario) a partir do eixo

.
Y
may|- —
Mol R, —
: Lo b=ux3
a = I T T
o I —

Figura 3.1: Grafico de x(x)

Note que 1, & continua e 1, (a) = ¥, (b) = 0.
Usando essa ideia para uma funcdo x(z) qualquer, como a definida em (3.2), podemos

afirmar que
m

tg(@n)'

De fato, a diferenca entre a area de cada retangulo da Figura 3.1 com a area do res-

2
j

M-

/ (@) — ()| de = (3.4)

J=1

pectivo trapézio da Figura 3.2 é igual a area dos dois triangulos retangaulos “retirados”
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mq

msa

ms

Figura 3.2: Grafico de ¢, (z)

do retangulo para formar o trapézio. Observe na Figura 3.3, que o triangulo retangulo
a esquerda possui o angulo entre a hipotenusa e o lado y; alterno interno ao angulo 6,
consequentemente, eles sao iguais. Da mesma forma, concluimos o valor 6,, indicado no tri-
angulo retangulo a direita (cuja inclinacao 180%-6,,). Pelo caso "lado, angulo, angulo"(m;,
909, 6,,) de congruéncia de triangulos, segue que os dois tridngulos retangulos sdo congru-
entes. Portanto, calcular a soma A; de suas areas equivale a calcular a area do retangulo

de lados m; e y;:

2 2
m. y,  om? m?
— ) — ey —an2dT T J
Aj—mjy]—m]y]m' T, T T T (6n)’
J J Y5 9\Un

onde 1 < j <kek+1éonamero de pontos da particao de [a, b] considerada. Portanto

vale a igualdade (3.4).

m;

671 671

Figura 3.3: Area excedente ao inscrever um trapézio em um retangulo

Seja M > 0 tal que |f(x)| < M, para todo z € [a,b]. Logo, de (3.4) temos

kM2
tg(6,)

b
[ @) - vl < 35)
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Note que tg(6,) — oo quando 6, —90° e que k est4 fixado. Entao existe n sufici-
2
€
entemente grande, tal que —— < =, e asssim
i g0, T2

/ Xx(z (z)|dz < 5 (3.6)

De (3.3) e (3.6) obtemos que, dado € > 0, existe uma fun¢ao continua v, : [a,b] — R,

com ¥, (a) = 1, (b) = 0 tal que

/ |(2) = Yala)lda < e

Essa funcao v, é a funcao v do enunciado.

Caso 02: f nao é limitada.

Seja f € ! nao limitada, mas integravel e absolutamente integravel no sentido das
integrais improprias. Por simplicidade, suponhamos que f se torne ilimitada apenas numa

vizinhanca de a e b. O caso geral é demonstrado de maneira analoga. Logo, dado € > 0,
existe 6 > 0 tal que

/aa+6|f(:v)|d:v+/bé z)|dz| = / |f(z |d:n—/b 6| £(2)|da

Como f é limitada e integravel em [a + §,b — 6], segue do Caso 01 que existe uma

< % (3.7)

funcdo continua v : [a 4+ 0,b — 6] — R, com ¢(a + 6) = (b —§) = 0 tal que

| 1) - vlalde < 5. 33)

a+90 2

Considere a funcdo v : [a,b] — R assim definida:

P(x), sea+0<xz<b-—29;
() =

0, sea<zx<a+doub—0<z<h.

Note que ¥(z) é continua e 1)(a) = ) (b) =

Temos

[ 15w i@ = [Ty [ i [ - v
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e usando (3.7) e (3.8) obtemos

/|f — @)l < 6,

completando a demonstracao.

]

Teorema 52. ([5], pdg. 66) Seja [ : [a,b] — R uma funcao de quadrado Riemann

integravel. Entao existe uma sucessao de fungoes continuas vy, : [a,b] — R, com ¢, (a) =

¥, (b) =0, tal que lim,, fab |f(x) — Yn(x)2dx = 0.

Demonstracao. Caso 01: f é limitada.
Como f é de quadrado integravel segue, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teo-

rema 47), que

[ 1wt = [ <[ [ 1“4% U;W)Pdﬁr - a)h [/abu(x)mxf,

0 que mostra que f é asolutamente integravel.

Pelo Teorema 51, dado € > 0, existe uma fungdo continua ¢ : [a,b] — R, com
¥(a) = ¥(b) = 0 tal que ff |f(z) —¢¥(z)|dx < e. Note que, pela construcao de ¢(x) na
demonstra¢ao do Teorema 51, temos que |[¢)(z)| < M para M constante, onde |f(z)] < M
para todo z € [a, b].

Agora,

/ |f (x o)ffde = [ [f(z) —¥(@)]f( )—¢($)|dl‘§/(\f(x)l+|¢(w)|)|f(1f)—w(x)|dfv

< 2M/ |f(z x)|dr < 2Me,

como queriamos.
Caso 02: f nao é limitada.
Assim como feito no Teorema 51, basta considerarmos o caso onde f se torna limitada

apenas nas vizinhancas de a e b. Dado € > 0, escolha d > 0, tal que

a+o b
/a |f(2)Pdx < § e /H |f(z)2dx < §
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Usando o caso 01, podemos determinar uma fun¢do continua ¢ : [a + 6,b — 0] — R,
com YP(a+9) =1(b—0) =0 tal que
b—3 ¢
| 1@ - slde < £
a+d

Definindo 4 : [a,b] — R por

0, sea<zxr<a+d

V()= (x), sea+d<az<b—2§

0, seb—0 <x<b,

\

obtemos

/|f o) ds

= [ (@) = d(w)Pda +f+5 |f(2) = d()Pdz + [} |f(2) = () Pde
@ Pde+ [ <x>12d:c+f£5!f<x>|2dw<§+§+§

= 67

o que conclui a demonstracao. O]

3.2 Espacos de funcoes Lebesgue integraveis

Teorema 53. ([11], pdg. 69). Seja (X, X, u) um espago de medida. Se S € o conjunto
das fungdes s complexas simples mensurdveis em X tal que u({z : s(z) # 0}) < oo e, se

1 <p < oo, entao S € denso em LF,.

Demonstracao. Primeiramente mostraremos que S C LZ. De fato, seja s € S, entao

s: X — C
v s(z) =YL aixa,,

o; 's distintos entre si, oy 's #0 e > | u(A;) < oo. Assim,

[ 1sPdn =3 euPuta < o
=1



23

donde concluimos que S C LF.

Agora, se f > 0 e f € L considere {s,} como no Teorema 18. Como 0 < s, < f
temos que s, € Lb e s, € S.

Além disso, |f —s,[? < |f|? € L, e pelo Teorema da Convergéncia Dominada aplicado
a sequéncia |f — s,[P obtemos

lim / = salPd = 0= || — sall? — 0= [|f — sll, — O.

n—»aoo

Para f € LI arbitraria escrevemos f = w + w, onde u e v sao fungoes reais. Em
seguida escrevemos u = u" —u~ ev =0t —v7,comut >0,u” >0,vF >0ev”>0¢

o resultado segue aplicando o caso anterior. O]

Teorema 54. ([11], pdg. 69) Seja X um espago de Hausdorff localmente compacto e

como no Teorema 33. Para 1 < p < oo, Ce(X) € denso em LE(X).

Demonstragio. C.(X) C L7 (X).
De fato, se f € C.(X) temos que f é continua, consequentemente, f é limitada por
uma constante K no compacto supp f e, limitada pela mesma constante fora de seu

suporte. Entao |f(z)| < K para todo = € X. Logo,

/ (@) Pdp = / F@)Pdu < KPp(supp f) < oo,
X supp f

uma vez que p(supp f) < oo pelo Teorema 33.
Tome f € LE(X) e ¢ > 0. Como o conjunto S definido no Teorema 53 é denso em LF,

exite s € S tal que
5

— <
||f SHP 2

Pelo Teorema de Lusin existe g € C.(X) tal que g(z) = s(x) exceto num conjunto A de
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1 g\?
medida menor que ————— (—) e |lgllu <|s||.. Entao,
(2P \2

B (/X |g_8|pdu>; B (/A |g_s|pd“>; < (/A<|g| + |s|)pdu);
(/A 2! (|gl" + \s|”)dﬂ>é = (/A 27 llall + HSHﬁ)du);

<
< (JC<2pnsnz>du);’=:<2pnsnzu<A>>i
< (2hlgry (5)) -5

e portanto,
€ €
1 =gllo < I1f = sllp+lls —glly < 5+ ==
O

Como toda funcao Riemann integrdvel é Lebesque integrdvel, seque que o Teorema 51
pode ser visto como um caso particuar do Teorema 54. Fste resulltado nos mostra que
se (X, M, ) é um espago de medida com X = [a,b], onde a,b € R e p é uma medida
positiva, entao o conjunto das funcgoes continuas, cujo contradominio ¢ um subconjunto
dos niumeros reais, € denso no conjunto das funcoes em L.

Um outro resultado interessante de densidade em espacos de funcoes é o Teorema de
Weierstrass, enunciado a sequir. Apesar de nao estar relacionado com funcoes em £*
ou fungoes em L', é um resulltado importante no sentido de que € possivel trabalhar com

polindomios no lugar de uma funcdao continua qualquer, quando for conveniente.

Teorema 55. ([5/, pdg. 77) Seja f : [a,b] — R uma fungao real continua, definida no
intervalo [a,b]. Entao eriste uma sucessao de polinomios P, que convergem uniforme-

mente para f em [a,b]. O resultado continua vdlido se f:Q C R* — R.

3.3 Espacos de Lebesgue generalizados (L") (Q))

Definicao 56. (/8], [6]) O espago LPV)(Q) € definido por

LPO(Q) = {u : Q — R : u € mensurdvel, / |u(z)|P@dx < oo} : (3.9)
Q
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onde Q@ C R™ é um conjunto mensurdvel e p € L>(2), com p > 1 para todo = € S).
Definicao 57. (/8], [6]) Considere o conjunto

LE(Q) ={p e L*(Q) :inf essp > 1}.
Para u € LPV(Q) ep € L(Q), definimos a fung¢do modular por

pla) = [ ulo) e (3.10)
e denotemos por p~ o inf essp e por p* o sup ess p.
Teorema 58. (/8/, [6]) ||ullp() := inf {)\ >0:p (%) < 1} ¢ uma norma em LPO)(Q).
Teorema 59. ([8]) Se pt < oo, entdo
o) = [ 15@PDde — 0= 10l =2, 0.

Teorema 60. ([8], pdg. 603) Se p* < oo entao o conjunto das fungoes mensurdveis e
limitadas em Q) € denso em LPO)(Q).

Denotaremos a familia de fungoes mensurdveis p : @ — [1, 00] por Z(Q).
Teorema 61. (/8/)Seja p € 2(Q) N L¥(Q). Entdo o conjunto C.(Q) N LPY(Q) € denso

em LPY(Q). Se, além disso, Q é aberto, entdo o conjunto C>°(Q) é denso em LPO)(Q).

Demonstracio. Seja f € LP)(Q) e e > 0. Como p é essencialmente limitada, segue do

Teorema 60 que existe uma funcao limitada g € Lp(')(Q) tal que

1f () = g(@)[lp) <e (3.11)

Pelo Teorema de Lusin existe h € C.(€2) e um conjunto U = {z € Q : g(z) # h(z)}

p+
tal que |U| < min {1, < c ) , g(x) = h(z) para todo x € Q\ U e sup|h(z)| <
219/l U

sup|g(z)| < [[g]loo-
Q\U
Logo,

_ p(x) p(z)
(158) = [ e

€ Q U U

p [P@ B\ P@
_ o+/ dxg/(M> i
U U €

2 p(z)
/ (M) da. (3.12)
U €

p(z)

g—h dx

€

g—nh
€

g—nh
€

g_
9

IA
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2/|glle
9

(1) < [ () an (W)

211900 -
Se ( ol ) < 1, entao |U| < 1 e por (3.12) temos que

g
B 9 p(z)
p(g h) s/( HgHoo) d$</dg;:|U| <1 (3.14)
€ U e U

Em ambos os casos concluimos em (3.13) e (3.14) que
—h
£

lg(2) = h(@)llp) <€ (3.15)

p+
Temos duas situagoes. Se < ) > 1, entao |U| < (ﬁ) <1 e por (3.12)
9lleo

temos que

isto é,

De (3.11) e (3.15) segue, pela desigualdade triangular, que
[ (@) = h(z)|lp) < €+e=2e (3.16)

como queriamos.

Suponha que, além disso, 2 é aberto. Como p € L=(£2), temos que C>®(Q) C LPV(Q)

h
e p E < Q.

Afirmagao 01: Existe um conjunto aberto e limitado G C €2 tal que p (hXTQ\G> <1,
isto &, [|hxao\a(®)||p) < € para todo € > 0.

De fato, seja V = {& € Q : h(x) # 0}. Temos que V é compacto. Considere
A = ,e; B(z,0) (6 > 0) uma cobertura de €. Segue que A cobre V' compacto, entao
existe uma subcobertura finita B = | J;_, B(z;,0) C A de V. Desta maneira, G = BN {2

é tal que G C Q, G é aberto e h(x) = 0 para todo x € Q\G. Logo,

i p(z) p(z) 1
p( xmc> _ / e < / @) P _+/ Ih(z)[P@dz = 0 < 1,
€ Q oG NG

ert €pP
para todo 0 < e < 1.

h(x)XQ\G
€
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Afirmagao 02: (1 — xa)(x) = xa\a(®).
De fato, se x € G, entdo (1 — xg)(z) =1 -1 =0e xoe(z) = 0. Por outro lado, se
r € Q\Gentdo (1 -xg)(x) =1-0=1e xo¢(r) = 1. Portanto (1 —xg)(z) = xo\¢().

Usando as afirmacoes 01 e 02, obtemos

|7(2) = hxa ()|l = [1h(2)(1 = x&) (@)]lp0) = [1h(@)xa\c(@)]lp0) <€ (3.17)

Pelo Teorema 55, podemos considerar m um polindémio satisfazendo sup|h(x)—m(z)| <
G

e min{1,|G|~'}. Entao

p(emme) (h(sc)xG(x)—m(m)xdx))p%x: / (M)pmm
- /G(Emm{l”G‘_l})p(x)de/Gmin{l,|G|_1}dx

€

= min{1, |G| }G| < 1,

ou seja,
1h(z)xa(z) — m(z)xe(@)llpo) <€ (3.18)

Com consideragoes similares as feitas para obtermos (3.17), conseguimos um niimero
a > 0 suficientemente pequeno tal que o conjunto compacto K, = {x € G : dist(x,0G) >
a} satisfaz ||m(z)xqg — m(x)xk.||p.) < €. Segue, pelo Lema 31 que existe p € C(G) tal
que 0 < p(x)<lsexeGep(r)=1sexc K, Entio,

[Im(a)xe (@) —m(@)e(@)|lp) < [Im(e)xe(r) —m(@)xr.llpo) < e (3.19)
De (3.16)-(3.19) concluimos que
1 (@) = m(z)e()]lp) < 5e (3.20)

e, além disso, temos m(z)p(x) € C2(Q). O



Capitulo 4

Densidade de funcoes continuas no

espaco de Sobolev (W 1PL)(Q))

Neste capitulo tratamos, assim como no Capitulo 3, sobre densidade de fungoes continuas.
Porém, consideramos agora os espacgos de Sobolev. Revisamos alguns resultados sobre o
espaco de Sobolev cldssico e exploraremos, de maneira detalhada, resultados sobre espacos

de Sobolev generalizados, que € o foco deste trabalho.

4.1 Espacos de Sobolev

O espaco de Sobolev generalizado WP (Q), com p~ > 1, é definido por

WO (Q) = {u e (@) : 2L e o) j =1, N} :

L

u
onde Q C RN ¢é um dominio e, para cada u € WP (Q), =— denota a j-ésima derivada

al'j

fraca de u, ou seja,

para todo ¢ € CZ(Q).
Em W'P0)(Q) temos a seguinte norma:

N

lalls = lullooy) + >

j=1

28
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Para cada u € WP (Q), definimos

vu:<8u ou au).

8x1’ 81’27 o 8.1‘]\/

Sendo assim, podemos escrever o espaco W PL)(Q) como
Wr(Q) = {u e LPY(Q) : |Vu| € LPV(Q)} (4.1)
e utilizar a norma equivalente
ullipey = Hullpo) + 11Vl (4.2)

Quando o expoente é constante, i. é., p(.) = p, estamos nos espagos de Sobolev clds-
sicos. A sequir, enunciamos alguns dos resultados sobre densidade de fungoes continuas

em espagos de Sobolev cldssicos, presentes na literatura.

Teorema 62. ([2], pdg. 97) Friedrichs: Sejam Q C RY aberto genérico e u € WHP(Q)

com 1 < p < +oo. Entdo eziste uma sequéncia (u;);en de C°(RY) tal que

uj |o —> uw em LP(Q)

v, |, — vul, em [LP(Q))Y,VwCCQ,

com w CC ) significando que w € um aberto tal que W C ) e W € compacto.
Dadas duas fungoes: [ qualquer e g € C°, entenderemos por convolucao de f com g
um operador linear que faz uma média entre elas, resultando numa terceira, mais reqular

que f, porém prorima dela. Usaremos a notacao f * g para denotar a convolucao f com

g.

Teorema 63. ([//, pdg. 250) Aproximacgao local por fungées suaves: Considere

U. := {z € U;dist(z,0U) > €} e n(z) :== %7 (%), sendo

cexp(#—l) se |z] <1
() =
o selz| > 1,



30

com ¢ > 0 escolhido de modo que [on y(x)dx = 1. Suponha que u € WHrP(U) para algum
1 <p<oo, eseja

u® =n.xu em U..

Entao:
(i) u¢ € C>*(U,) para cada € > 0;

(i) u¢ — u em WEP(U) quando e — 0.

Teorema 64. ([4/, pig. 251) Aproximacgdo global por funcées suaves: Seja U
limitado e suponha que uw € W*P(U) para algum 1 < p < co. Entdo existem funcgoes

Uy, € C°(U) NWHFP(U) tais que
Uy, — u em WHP(U).

Teorema 65. ([4], pig. 251) Aproximacgdo global por funcgédes suaves definidas
no fecho: Sejam U limitado e OU de classe C1. Suponha que u € W*P(U) para algum

1 <p < oo. Entio existem fungoes u,, € C°(U) tais que
Uy, — u em WFP(U).

Apresentaremos abaizo algumas notacoes utilizadas.

Usamos a notagao B™(xz,r) para representar uma bola aberta no R™ centrada no ponto
z e de raio . Jd a notagdo B"(z,r) uma bola fechada no R™ centrada no ponto z e de
rato r. Para simplificar utilizamos, abreviadamente, B™ para a bola aberta centrada em 0
cujo raio é 1 e B" para a bola fechada centrada em 0 cujo raio é 1. A desigualdade u < v
representa a existéncia de uma constante K tal que u < Kwv, 1.é., significa desigualdade a
menos de uma constante. Para uma funcao Lebesgue integrdavel definida em um conjunto

A mensurdvel de medida finita e nao nula, denotamos f, u(x)dr = ﬁ [ u(z)d.

4.2 Uma mescla de resultados antigos

O Coroldrio 69 mostra que o expoente nao precisa Ser necessariamente mondtono no
sentido de Edmunds-Rdskosnik [3], contanto que nao decres¢ca mais do que o permitido

pela condi¢ao log-Holder de continuidade (definida em (4.19), no Teorema 67).
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No que seque, usaremos a notagao log representando o logaritmo Neperiano no lugar
de In, da mesma maneira que [7]. Esta escolha visa preservar a relagao da expressio que
define a condi¢ao de continuidade "log-Holder"( definida em (4.19) no Teorema 67) com

Seu nome.

Lema 66. [7] Suponha que o expoente varidvel limitado p estd definido em 2 = B™ (O, %)
e seja k > 0. Suponha que exista r € (O i) e h € (0,1) tais que para todo x € B"™ temos

k
p(y) —p(x) > —m

para todo y no cone

| B"(x +ter, ht).

0<t<r

Entio C(B™) N WHO(B") é denso em WHPO)(B),

Demonstragao. Seja ¢ € C°(B™) uma fun¢do ndo negativa de integral unitaria e fixe

e > 0. Para uma funcdo integravel u : B" (O, %) — R e d € (0,r) definimos

Rsu(x) = /n u(z + d(hz +e1))p(z)dz. (4.3)

Afirmacao 01: A fun¢do em (4.3) é uma fun¢io suave.
Note que 0 < § < 1—12, que 0 < h < 1equee =(1,0,0,...,0) € R". Entao para todo

x = (r1,%2, T3, ...,T,) € B" e para todo z = (21, 22, 23, ..., 2,) € B"™ temos que

1
|(z+0(hz+e))| < |(x1,22,23,....,2,) + ' [1(21, 22, 23, -, 2n) + (1,0,0, ,0)]’

- (I‘l,xg,fﬂg,...,xn)‘l‘E(Zl—’—]_,ZQ,Z?),...,Zn)

B 21 1 29 23 Zn
- (xlax27w3a"'7$n)+ (12+ 127 12712a"'7 12)‘

1 1 1 1 1
< (L1, )+ =+

12 1271271277712

11 1 1 1
= 1+ =+ =14+ =14+, .., 1+—
<+12+12’ Tt +12)’

B 14 13 13 13 - 14 14 14 14
B 127127127 7712 127127127 7712

rrToT
- 676767"‘76 )
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ou seja, cada coordenada do vetor (x + d(hz + e1)) ¢ estritamente menor que sua corres-
pondente coordenada do vetor (%, I %, - %) Logo, (z 4+ d(hz + e1)) € B" (0, g) Isto
mais a hipotese que ¢ : B" — R tem suporte compacto em B™, consequentemente em
B" (O, %), permite escrevermos
Rsu(z) = / u(x 4+ 0(hz +e1))p(2)dz = /B 03) u(z)p(x + 0(hz + e1))dz. (4.4)
s
Temos ainda, que Rsu(x) é uma convolugao de u com ¢.

Fixe i € {1,2,3,...,n} e tome k pequeno de forma que

0 < dist (:c +6(hz + e1) + ke;, 0B" (0, g)) < dist (:1: +6(hz +€1),0B" (0, z)) :

6
Entao,
Rsu(x 4 ke;) — Rsu(z)
k
_ / [0(z + 6(hz + e1) + ke;) —qﬁ(x—l—é(hz—i—el))]u(z)dz
B"(0.5) 4
_ / ¢ [(z +0(hz +er) + kekz') —owHothz el g, (4.5)
Agora,

i 2@+ 0(hz +en) +ke)) =z +6(hz+e1)) _ 9d(x +5(hz +e1))
k—s0 k ox; )

Como a integral (4.5) é tomada no compacto supp¢, entdo

O(u * @) ORsu(x)

Rsu(z + ke;) — Rsu(x)

k—0 k

[0(x 4+ 6(hz + e1) + ke;) — ¢z + 6(hz + e1))]
k

_ / lim [0(z + d(hz +e1) + ke;)) — ¢z + d(hz + e1))]

_ / ng(:c—i-é(hz—i-el))u(z)dz
suppe

u(z)dz

u(z)dz

S

89@-

B 8¢(x+5(hz+el))uz R
: /Bnmz) O o

_ (gz *u> (4.6)
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Procedendo por indugao e sabendo que ¢(z) é continua, segue que para cada indice «,

or(uxg)  0Reu(e) <3°‘¢ : u) .

ﬁaxi 80‘@' (‘9“%
Em particular, temos que Rsu(x) € C*°(B"), como queriamos.

Seja u € LPU)((2). Mostraremos que ||Rsu—ul|,) —> 0. Pelo Teorema 59, ¢ suficiente

mostrar que p,()(Rsu —u) — 0. Como ¢ ¢ limitado temos

[u(x + 0(hz + e1) — u(x)]p(z)dz

n

dx

<

moRou =) = [ | [ ute+(he + o)z ) " e
_ /B n / i+ 0(hz + e1))o()dz — u(z) 1 " e
_ /B n /B e+ 8hz + e))o()dz — u(w). | o(z)d "
_ /B /B w(z + 8(hz + e1))d(2)dz — / w(z)(2)dz " i
/B /B p(z)
/.

,, (/ (e + 8(hz + e2) — u(@)](2) dz) "
S /B (/ u(z + 6(hz + 1)) —u(x)|dz)p(x) i )

Denote B = B"(z + dey, hd). Entao,

pp(y (Rsu —u) < /Bn (/B lu(x + 0(hz +e1)) — u(z)| dz)p(x) dx

_ /B (Bn]é |u(z)—u(a:)|dz)p(x) da
< /B n (ﬁ lu(2) —u(x)|dz)p(x) do
_ / " (ﬁ 1 Ju(z) —u(m)|dz)p(x) de (4.8)

Agora considere o expoente py e sejam a e py expoentes conjugados. Usando o Teo-

rema 47 (Desigualdade de Hélder), obtemos:



pp(y(Rsu—u) S /Bn <][ 1. u(z)
<|B,/1 b —u(@ldz)

AN

J
J

-
/

J
- .

IN
Syl

Sy}

Sy}

2
o

24\
@

B /<|;|) (/ u(z) — u(a >|dez) 5y

n

n

n

n

p(x)
(o) dz) da

1 7 p(x)

17 ([ )t ”psdz)ps i

1 p(z)

<|B|/|“ —u(z |de2) dz

p(v)

<][|u —u(x \”m)

P()

|B| (/ |1|adq:)i (/B u(z) — u(z)|P dz) 1)113]
’B’|B|f (/ u(z) — u(z )deZ)lr(x)dx

p(z)

dx
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(4.9)

Note que se tomarmos 0 suficientemente pequeno, u(z) fica tao proximo de u(x) quanto

necessario. Assim, podemos escolher ¢ uniformemente de modo que

/B u(z) — ()75 dz < 1.

Dai,

() (Rsu — u)

IN

N

AN
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p(z)

/Bn ((hiS n)pB / |u(z) — u(x)|P? dzda
= / p(z)/ u(z) — u(z)|P? dzda (4.10)

Por hipotese temos que

AN

k
ply) —pl) > ———, Wy € B
log (\x y|>

o que significa que p é “log-Holder continua” com respeito a x.

_1
lz—yo|’

Afirmagao 02: Suponha que § < onde yo € B ¢ tal que p(yy) = py. Entdo
pp—p(x)
5 75— & limitado por uma constante C' que nao depende nem de 6 nem de x.

De fato, note que vale p; — p(z) > 2, pois pg — p(z) > — e logd < 0. Entao,

= logd? log§

& (pp—plx))logd <k

Pp DPp

pre)
& logd *B < —

_ >
pp—p) 2 logd

PE;*P(I) k.
& 5 P <ePs, (4.11)
k.
Tome C' = e’ e a Afirmacao 02 estd provada.

A seguir reescrevemos a ultima expressdo em (4.10) e, no que segue, utilizamos a

Afirmagao 02.
7n”('f) _
oy (Rsu—u) S / (ho) 5 / |u(z) — u(x)|"® dzdx
B» B
_npP®) _
= / (hé) s |B| ][ |u(z) — u(x)P? dzde
Bn B
_pP@) 3
= / (hd) "5 (h5)"][ lu(2) — u(z)|’® dzdx

= / g ]u — u(z)|"? dzda

szJrf
:=Lym o5 v | Ju(z) — u(@)|? duds

B

pg—p(@) B
= / (hd) 7B ][ lu(z) — u(x)|"® dzdx
Br B
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S /Bn ]{9 lu(z) — u(z)|’? dzdx
= /B ﬁ /B lu(z) — u(z)|P? dzdx
S /Bn /B lu(z) — u(z)|P? dzdx

= /n /n lu(z 4 6(hz + 1)) — u(z)|P? dzdx
_ / / u(z + 6(hz + 1)) — u(@)|"® dedz (4.12)
Como 1+ |u(z)[P™® é uma fungdo Lebesgue integrdvel, podemos escolher 7 > 0 tal que
/vl + |u(z) PP dr < %, para todo V' C B" com |V| < 7. (4.13)
Para z € B™ fixo, a desigualdade em (4.13) continua valida, i. é.,
/v 1+ |u(x + 6(hz + eq))|Pletothzten) gy < % (4.14)

O que ¢ verdade pois o transladado de V' também satisfaz |V + d(hz +€;1)| < 7.
Somando as desigualdades (4.13) e (4.14) obtemos

/ 2+ [u(z + 0(hz + ep)) [PEHot=ten) Ly (2)P@dy < . (4.15)
.

Como u é mensuravel, pelo Teorema 34 existe um conjunto U C B" (0, %) tal que u
é continua em B" (0, %) \U e |U| < %. Agora, para J suficientemente pequeno temos que
se 7,y € B"\U com |z —y| < 6 entdo |u(y) — u(z)| < e. Para z € B" denotamos por
U, o conjunto dos pontos x € B™ para os quais * € U ou x + d(hz + e;) € U. Note que
|U,| < 7 para todo z. Com estas informacoes, continuamos com os célculos pausados em

(4.12):

Pp) (Rsu —u) S x4 6(hz+e1)) — u(z)[’? dedz

IN

’Bdrdz

AL
S

/ ; lu(z + d(hz+e1)) — (x)|”§ dadz
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IN

/Bn /Bn\Uz max{e, e ydxd
! / /f'“(“" +6(hz + e1))] + [u(x)|Pp dwd:

= maz{e, e Y| B"\U||B"|
+/n /z(]u(x—l—d(hz +e1)| + |u(z)|)Prdadz
maz{e, "}

+/ lu(z + 6(hz 4 e1))|P5 + |u(x)[P? dzdz.  (4.16)
n UZ

AN

Afirmacao 03: |u(z)[Ps < 1+ |u(x)|P®.

De fato, se |u(x)| > 1 nao ha o que mostrar, pois pg < p(z). Se |u(z)| < 1 e sabendo
que pg > 1 segue que |u(z)|P2 < 178 = 1 = |u(z)|P2 < 1+ |u(x)|P®), como queriamos.

Afirmacio 04: |u(z + 8(hz +e1))|Ps < 14 |u(x + 6(hz + e))[ple+dthzten),

A demonstragao da Afirmacao 04 ¢ analoga & da Afirmacao 03, por este motivo esta
omitida.

Agora continuamos os célculos em (4.16) usando as afirmagoes 03 e 04 e em seguida a

desigualdade (4.15):

poy(Rsu —u) S maz{e, & } + / lu(z + 0(hz + e))[P2 + |u(z)|’? dadz
B Ju.
< max{e e}
+ / / L+ Ju(z + 6(hz + eq)) PE=te) £ 1 4 Ju(2) ) dadz
= maz{e, e}
+/ / 2+ u(z + 8(hz + 1)) [PETt=te) 41y () P@ dadz
< maz{e, & } + / edz. (4.17)

Donde concluimos que

oy (Rsu — u) < mazfe, ¢ } + / edz, (4.18)

n

i.., ppy(Rsu — u) tende a zero se fizermos 6 — 0 (Vale ressaltar que a demonstracao
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vale qualquer que seja € > 0 arbitrariamente escolhido). Isto prova que, nas condi¢oes
dadas, C=(B™) N LPV(Q) é denso em u € LPO) ().

Para completar a prova ainda precisamos mostrar ue ||Rsu — u||y ) — 0 para uma
funcao u no espaco de Sobolev.

Usando (4.4) e (4.6) mostramos que 0;[Rsu] = Rs[0;u], onde 0; representa a diferenci-
acao com respeito a i-ésima coordenada.

Assim o resultado demonstrado para funcdes em LPC)(Q) é aplicavel a cada O;u e,
portanto, |7 u| € LPM)(). Donde concluimos que ||Rsu— ul|y ) — 0, como querfamos.

]

Teorema 67. [7] Seja Q@ C R". Suponha que para cada ponto x € ) existam quatro
quantidades: r, € (O, %mm{l,d(m,aﬁ)}), h, € (0,1), & € S e K, € [0,00), tais que

para todo y € B"(x,r,) temos

p(z) —ply) = —ﬁ (4.19)

para todos pontos z no cone

Cly)= |J B"(y+t&, hit).

0<t<ry

Entio C(Q) N WPO(Q) ¢ denso em W'PL)(Q).

Demonstracao. Seja B, = B (x, %) Para cada z; € ) defina B;- = B,,. Como R" ¢
um espaco de Lindelof e Q C R” entdo se tomarmos {5B; : Vi € Q} uma cobertura de
2 de modo que as bolas B;-s sao disjuntas entre si, existe uma subcobertura enumeravel
UX,5B; = Q. Defina B; = 6B; e Bf = 7B,. Note que U2, B; = U2, Bf = Q. Pela
disjuncio das bolas B,

7

segue que qualquer ponto x € 2 esti contido em no méximo 6
bolas B;. Entao existe uma particao da unidade por fungoes suaves ¢;, 1 < i < s, tais
que ¢; tem suporte em B; e | 57 ¢;| é limitado por L; > 1.

Fixe u € WP (Q) e € > 0. Pelo Lema 66 podemos escolher v; € WL (B;) NC*>(B;)

tal que
€

|lu = villprno gy < 27° I,
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Defina v = Y7 | ¢v;. Como no méximo finitos ¢; sdo ndo nulos na vizinhanca de

qualquer ponto, vemos que v é suave. Para ¢ > s considere L; constante. Logo,

|Ju — UHWLPU(BZ-) =

Z Qiu — Z Giv;
i=1 i=1

WO (B;)

< ZII@ [

- ZH@ (u = vi)[lwreo) sy
=1

= i (il ror gy + 117 Gill oo s) 1w = vi)llwrno s,
=1

< 3+ L) = ooy
i=1

[e.o] [e.e]

< Y (1+L)2 ; Z2"—+2 e<22 e 427
=1

€ € . 2¢ =1 =1
— 21 + 21 — 21 Eizl 21 € [(Z 21) ]

= 26(2—1)=2e.
[l

Observacao 68. Se usarmos K, = 0 no Teorema 67, recupera-se o resultado de Edmunds

e Rdskosnik [3].

Corolario 69. [7/ Sejar > 0 e mondtono no sentido de Edmunds-Rdkosnik (i.é., satisfaz

o Teorema 67 para o caso K, = 0), e seja q uma funcao log-Hélder continua, ambas

definidas em ) e tal que p = q+r > 1. Entdo C=(Q)NWIPL)(Q) é denso em WL (Q),

Demonstracao. Como ¢ é log-Holder continua, segue que

C 1
<——— |lz—y| <= (4.20)
—log|x — y|

Como r > 0 é mono6tono no sentido de Edmunds-Rékosnik entao para todo xz € Q, r, €

(0, min{1,d(z,0Q)}), h, € (0,1) e & € S"! satisfazendo que para todo y € B"(z,7,)
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temos
r(z)—r(y) =0

para todo ponto z no cone

Cly)= |J B"(y+t&, hat).

0<t<rg
Afirmagao 01: |z —y| < 3, Vz € C(y).
De fato, tome z € C(y) arbitrario. Temos z € B"(y + t&,, h,t), para todo 0 < t < r,.
Ou seja,

|z — (y+t&)| < hyt, VO <t <r,.

Além disso, h,t < r, < 5 para todo h, € (0,1) e 0 < ¢ < r,. Logo,

1
—y—t&,)] < =,
oy~ 1€ < 3

qualquer que seja 0 < t < r,. Dai,

, o1 1
Jim [z —y —16,)| < lm o = |Z—y|<§'

Disto mais (4.20), concluimos

Assim, para todo y € BY(z,r,) e z € C(y):

p(z) = p(y) = lg(2) +r(2)] = la(y) + r ()] = la(2) = gW)] + [r(z) — ()]

—C —C —C
> = () — ()] 2 — - .
—log|z —y| —loglz =yl oq (ﬁ)
Tome K, = C' e o resultado segue do Teorema 67. [

Exemplo 70. [7] Considere o quadrado unitdrio Q@ = [—1,1]x[—1,1] e para x = (x1,23) €
Q, defina as funcoes:

r: @Q— R qg: Q@— R
e

T 7"(9:') = X{IEQ:I1<0} T (](ﬂf) =1+ 1+ |$2|
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Temos que r € mondtona no sentido de Edmunds e
Afirmagao 01: q € uma funcao log-Hélder continua.

De fato, tome |z —y| < 3. Note que loglz —y| < 0= —loglz —y| > 0, entdo

lq(x) —q(y)] = [L+z1+ 22| =1 =y — |[1el| = |21 —y1 + |72] — [12]]

< oy =]+ |ze] = Jel| <2 — ] + 22 — 9 <z -y <

para uma constante C' > 0 suficientemente grande.
Além disso sabemos que r > 0 por definicdo e que

Ty + X{oc@a <oy + 1+ 2| = 21 + 24 |22] > 1 se x1 < 0;
qtr = 1+x1+|x2|+X{J}EQ:m1<O} -

1+ z1 + |zo| + X{zcQ:z1<0} > 1 se w1 >0,
i €.,q+1r>1.
Isto implica que estamos dentro das hipoteses do Colordrio 69 e, consequentemente,

C>(Q) NWPO(Q) ¢ denso em WO (Q),

4.3 Um novo tipo de condicao

Nesta secao apresentamos resultados envolvendo a dependéncia exclusiva do expoente p
da n-ésima coordenada dos pontos de Q e da distancia do ponto até a origem (i.é., de

|z|). Estes resultados sao combinados no Teorema 78.

Lema 71. [7] Seja @ = (—1,1)" epér < 00 0 sup ess de p em Q. Suponha que o expoente
p depende apenas da n-ésima coordenada. Entio C(Q)NW'PL)(Q) é denso em WPH(Q).

Demonstracao. Denotaremos por dx, dm,_1(x) e dmi(x) a integragdo com respeito as
medidas de Lebesgue n, (n — 1) e 1-dimensional, respectivamente. Representaremos a
n-ésima coordenada de x € R" por z,. Usaremos B = B"(0,1) N {x € R" : z,, = 0} para
denotar a bola (n-1)-dimensional que estd no “plano” z,, = 0.

Primeiramente faremos a demonstracio para o caso em que u € WP (Q) tem suporte

compacto em (). Neste caso, considere € pequeno menor que a distancia entre o suporte
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de u e 0Q. Seja ¢ : B — [0,00) suave de suporte compacto com

/ (bdmn,l =1.
B

Defina uma convolugao (n-1)-dimensional por

ue(z) = / ale + y)d(y)dmni(y).

Note que para todo y € B temos y; < 1, entao y;e < € para todo i € {1,2,3,...,n}.
Entao calcular uma integral da funcao u(z + ey) é equivalente a calcular a mesma integral
para u(x) pois para cada y € B, fazer x + ey para todo z € ) apenas translada () em uma
escala que nao afeta o suporte da funcdo u. Para isso bata definir v’ por u/(z + ey)|g =
u(z + ey) e v'(z + ey) = 0 para pontos (v + ey) ¢ Q). Para facilitar, chamaremos v’ de u
mesmo. Entao a convolugao acima esta bem definida.

Afirmacao 01: uc é continua (suave) no “plano” ortogonal ao eixo .

A demonstracao da Afirmacao 01 esta omitida pois usa um argumento anilogo &
demonstracao da Afirmacao 01 do Lema 66.

Afirmacao 02: u é absolutamente continua em quase todas linhas paralelas aos eixos
de coordenadas.

Como u € W'PL)(Q) entdo u tem derivadas fracas g—; € LPY), em particular temos
que g—; € L'. Assim, a Afirmacao 02 segue diretamente do Teorema, 40.

Considere dois pontos diferentes na coordenada x,,. Entao,

lue(x) — uc(x + dey,)| =

[ e+ enstgyam, i) - [

. u(x + den + €y)o(y)dm,_, (y)‘

[+ ) = e+ e+ el o))

< [ Nt + ) = ule + e + )] 6(0)| dma 1 (9

S [ luta+ ) = ulo -+ de, + )| dma )

— [ lula+ G+ ep) = (e + ) dmaa). (421)

Pelo Teorema 41 segue que
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() — el + 6ey)| < / u( + Ben + ey) — u(z + ey)| din_ (y)

-,
- .

< /B /o |vu(z + ey + tey)| dm, (t)dmy,_1(y)

= [ v+ el (1.22)
Bx[0,2]

§
/ vu(r + ey + tey)dm, (t)‘ dm,—1(y)
0

)
[ ute+ e+ tenin, <t>\ dm (1)
0

Como yu € L'(Q), a tltima integral tende a zero quando § — 0. Portanto u, é
uniformemente continua na direcao de e, e, consequentemente, também é em todo Q).

Resta mostrar que u, — u no espaco de Sobolev. Defina

valy) = (e + ey) — u(z) e M(z) = / 00 (1) P@ i ().

Para cada x € @) fixado segue que
[ @i = [ [+ ) = u@Pdm, )i
Q QJB
- //|u(f€+6y)+(—U(I))I”(m)dmn—l(y)dm
QJB
< [ [l )l | u) PO ()
QJB
e / / u(z + ey) P + | = w(@) PO dm, 1 (y)de
QJB

== //\u(w%—ey)]p(x)+]u(z)\p(’3)dmn1(y)dx
QJB

_ /Q /B [+ ey) P@ dim 1 (y)dz + /Q /B () [P@ dmy 1 (y)da
= [ [ e+ eppim s [ u@pds [ anoo

= [ [ e+ eppim )+ [ pds [ ano
= /B Pp() (W) dmp, 1 (y) + pp() () /B dmy 1 (y)

= 0@ [ dmacs(9) + o) [ dma)
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= Py (W1 (B) + pyy (w1 (B)
= 2m, 1 (B)py (). (4.23)

Assim, M, € L'(Q). Para M>0 seja Eyy C Q o conjunto de todos x € Q) para os quais
M (z) > M.

Afirmagao 03: |Epy| <

De fato, por (4.23),

<
e

C
M|Ey| = Mdz < M.dx < C = |Ey| SM'

En En
Para o € > 0 fixado no inicio podemos, pelo Lema 26, escolher 6 = d(e) > 0 tal que se

tomarmos M suficientemente grande na Afirmacgao 03 de forma que |Ey/| < d entdo

M.dz < e. (4.24)

Afirmacao 04: v, € L%;}_I(B) para q.t.p. (quase todos os pontos) .
De fato,

[ ePdm ) = | Jule+ ) u@) P dm )

(Jua + )] + | = (@) dmo 1 (y)

(Ju + )] + [u(a) P2 dma-1(y)

257" (|u(z + ey) "V + [u(@) ") dmy, 1 (y)
(ful + )P + [u@)P®) dima -1 (y)

(4 ey) PPy (y) + / () PO dim 1 (3)
B

IN
g e~ ——

(4.25)

pois u € WP0)(Q) implica que as integrais Jo |u(z4-ey) PP dm, 1 (y) e Jo lu(2) [PY dmy,—y (y)
sdo finitas e, como B C @, também o sdo [, [u(z+ey) [PV dm,,_1(y) e [, |u(z)[P¥ dm, 1 (y).
Segue que

/Q [ue(x) — u(z)PPde < /Q

p()

/B w(z + e)o(y)dmnri(y) — u(z)|  de
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p(z)
= [ 1] wte+ eppotiyimstn) - ) [ odmat)| do
Ql/B B
p(z)
= [ | [ e+ epoama i) - [ uotdmat)| - ds
Ql/B B
p(z)
_ /Q /B [u(x + ey) — u(@)¢(y)dm, 1 (y)|  da
p(z)
_ /Q /B v W)o(y)dma 1 (y)|  de
p(z)
< /Q</B|vm(y)¢(y)ldmn_1(y)> dx.
Observe que na expressao ([ |vx(y)(/§(y)|dmn_1(y))p(w)7 p(x) € constante. Tome zﬁ ¢ le)

expoentes conjugados e entao

(/B |¢(y)‘q(x)|dmn1(y)) (1)] d

< A [ Py
- /Q M, (2)dx

= M (x)dx + M (x)dx,
Ey Q\En
e usando (4.24) concluimos que
/ e (2) —u(@) D < et [ M.(2)de. (4.26)
Q Q\Eym

Para x € Q\Ey temos que ||vg]|,»0) () ¢ uniformemente limitado.
Mp—1
De fato, para € Q\ Ejys temos que M. (x) < M.

Como o operador “shift” é continuo, segue que
lu( + ) = u(@)] gy — 0

uniformemente em Q\E) quando € — 0. Assim, o segundo termo em (4.26) tende a

zero quando € —» 0. Portanto, u, — u em LPO(Q).
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Afirmagao 05: Oue(x) = [5[0u(x + ey)]o(y)dmn—1(y).

De fato,
8ue($) o . U€($ + ]{?61) — ue(;p)
- I [ u(z + ke; + ez) — u(x + ey) o)) (3)
_ /B khglo u(x + ke; + ez) —u(z + ey) b)) (9)
0
= [ D i), a

como queriamos.
A identidade (4.27) garante que o argumento anterior aplica-se a todas as fungoes

coordenadas do \yu, e entao || 7 (u — ue)||p) — 0 com € — 0 e, consequentemente,

[l = wellip) = 1w = uellpoy + Y 10 = duel ) — 0, (4.28)

i=1
quando € — 0. Assim, u, € WO (Q) N C(Q) é a aproximacio da fungdo de suporte
compacto u.

Faremos agora a demonstracdo para o caso em que v € WP (Q) ndo é de suporte
compacto.

Para cada i € N seja Q; o cubo centrado na origem cujos lados medem 2 — 217,

i. é.: (1 tem lados de comprimento 1, ()o tem lados de comprimento %, ()3 tem lados

7
4

@4 tem lados de comprimento 1—85 e assim sucessivamente. Defina

Ay =Qre A = Qi\Qi—2 para i > 2, 1. é.: Ay = (2, A3 = Q3\Q1, Ay = Q4\Q2 e assim

sucessivamente.

de comprimento

Considere agora uma particao da unidade por fungoes ¢; com suporte compacto em
A;. Note que a funcao ¢;u tem suporte compacto em A;, entao o argumento usado para
o caso de funcoes com suporte compacto é valido. Isto implica que existem v; € () com

suporte em A; tais que ||¢p;u — v;l1p) < 2! %e. Considere a funcio continua v =y =, v;,

entao
[o.¢] [o.¢] oo [o.¢]
Ju—=vl[1p0) < UZ@—Z% < Z¢iu—vi SZ||¢¢U—Uz‘||1,p(.)
=2 1=2 1,p(.) =2 1,p(.) =2
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< 21—ie < 92 27t =9 — =2 —-1-=
< yoresay ooy doan (Y1) -1}
=2 =2 =2 =0
1 3 1 3 3 1
O

Defini¢ao 72. [7] Uma aplicacdo f : Q — R™ € dita ser L-bilipschitz se eriste uma

constante L > 0 tal que

1
Tle =yl < [f(@) = fy)l < Llz =y,
para todo x,y € Q.

Lema 73. Uma funcdo f: QQ — R™ L-bilipschitz satisfaz:
(i) € bijetora sobre sua imagem.

De fato, se f(x) = f(y) entdo
0<|z—y|<L|f(x) = fy)| = 0=z =y,

o que mostra a injetividade. Além disso, para cada z € f(Q), € imediato que existe um
x € Q tal que f(x) = z, 0o que mostra a sobrejetividade. Portanto f € bijetora sobre sua
mmagem.

(i) sua inversa também € uma fungao Lipschitz.

De fato, tome f(x), {(y) € [(Q), entio |['(f(x) = f(f(y))| = |z — y|. Basta

tomar L = 1.

Corolario 74. [7] Seja Q = (=1, 1)" e seja [ : Q — R™ uma fun¢do L-bilipschitz e
diferencidvel. Seja p' : QQ — [1,00) um expoente varidvel limitado que depende apenas
da n-ésima coordenada. Defina Q = f(Q) ep =p'o f~'. Entio C(Q)NWPL(Q) € denso
em WrL)(Q).

Demonstracio. Sejam ¢ > 0, u € W'PL)(Q) e defina v/ = uo f.
Note que
(i) @ C Q C R", Q é aberto, f: Q — R" é continua;
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(ii) @ é Lebesgue mensuravel, f : Q — f(Q) C R™ é bijetora e diferenciavel;

(iii) m(f(Q — Q) = m(f(0)) = m(0) = 0.

Além disso, definimos Q2 = f(Q). Logo, fazendo X = @Q e Y = ) no Teorema 42, segue
que

WD + |9 yldy = [ )P + | 7 )y
Q@ Q

Isto implica que

/ ’ 1
| (WP + 19wl @) dy = o [ )P + 9wy
Q 5l Jo
€ Como
sl = [ (WO 19 Pt

segue que

1 1
pry() (W) = o /Q [u() P + | 7 uly) PPy = Wpl,p<.><u>,

de modo que u' € lep/(')(Q). Pelo Lema 71 temos que existe v/ € C(Q) N WH'0(Q) tal
que p1y()w—v) < €. Defina v =10 f~1 € C(Q) N WPL)(Q). Temos

prp()(u—v) = /Q lu(z) — v(@)|P@ + | 7 (u(z) — v(2))|P@da

= |J u'(x) — ' (z)|P' @ u'(x) — o' (@) @) de

11 | (b0 = V@l 419 () ) )

= ylorpo @ — )

< e|lJy|. (4.30)

Exemplo 75. [7] Seja Q = (—1,1)?, considere a > 1 e defina

- ()"

O Lema 71 pode ser aplicado para concluir que o espago das fungoes continuas € denso

em lep(')(Q), enquanto que o Teorema 67 nao pode ser usado.

Lema 76. [7] Suponha que o expoente limitado p dependa apenas de |x| em B™. Entao
C(B™) NWL)(B") ¢ denso em WPL)(B™).
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Demonstracio. Seja u € WP (B") e defina

em que S(|z|) = 0B™(0, |z]).

Considere r € (0,1), entdo

/S(T) [ly)P"Pdimn - (y) = / ][yl w)dmy,_ (w)
/ (]{Y(m )| 1(w))p(y)dmn—1(y)~ (4.31)

(]éw |“(w)|dmn1(w))p<y) |

p(y) é fixo. Considere os expoentes conjugados p(y) e q(y), i. é., 1 — p(ly) (y) Entao

p(y)
dmn—l (y)

IN

Note que na expressao

q(y) = # e dafi,

w(w)|dm,_1(w) = 1-uw(w)|dm,—1(w
J[Sm)’ (w)ldmy 1 (w) ][S(y|)| (w)ldm1(w)

N m{/ |y|>’1'u(w)’dmnl(w)}

[(/S(Iy) 1q(y)dmn_1(w)> w (/Suy) IU(w)Ip(y)dmn_l(w)) p<y>]

ot
ma-1(S(|yl))

[(/swn 1dm”1(w>) " </S(|y) \u(w)lp@)dmnl(w)) Zo)

ot
ma-1(S([yl))

1 ()
[(mnl(sum)) 7w ( / |u(w) P@ dm, (w))
S(lyl)

= [mnl(s(,lym]lqﬁy) </S(|y|) IU(w)|P(y)dmn_1(w)>py>

|




20

- ! ulw :o(y)dmni1 w ﬁ
[mn_1(5(|y|))]ﬁ <L(|y|)‘ (w)] ( ))

_1

< (f y ) (132)

Substituindo (4.32) em (4.31) temos

/S(T) lw(y) PP dm,_1(y) < /S(T) [(/S(|y) u(w)“y)dmnl(w))p(lwr(y) dmy,_1(y)

Afirmacgao 01:

/sm </s(|y|> ‘u(w)’p(y)de(w)) dinal8) [sm uly) P (v)

De fato, como y € S(r) segue que

[ (L mwran ) anow) = [ ([ roan, o) dmow
-/ P (f } o))

|t ram, ),
S(r)

AN

o que conclui a prova da Afirmacao 01.

Portanto,

v p(y)dmn_l < u p(y)dmn_l '
[ P dm ) £ [ )

S(r)
Integrando a expressao anterior sobre r de 0 a 1:

/01 /S(T) [0(y) PV dm- (y)dma(r) S /01 /sm lu(y) P9 dmy,_y (y)dma (r)

— lo(z)[P@dr < / u(z)|P@dr < oo,
Br n

logo v € LPU)(B™).
Note que

= Vuly) - edim, . (4.34)



Assim, para r € (0,1) temos que

o1

/sm | 7 o(@) PP dmy, -y (z) < /S(T) (]é(m | v u(y)|dmn_1(y)>p(x) dm,_1(z),  (4.35)

com p(x) fixo na expressao

<]£~(|x> v “(y)ldmn—l(y))p(x) .

Considere os expoentes conjugados p(z) e q(x), 1.6, 1 — zﬁ = ﬁ. Entao,

1
]é(xn vty = m[«u)‘l’vu(y)ldmm(y)

m [(/S(xn 1q<$)dmn—1(y)) "

</S(|z) v U(y)|p(1)dmn1(y>) p(b]

_
mp—1(S(|2]))

| 7 u(y) PP dmi, 1 (y) &
(/su:c) ) ]

IN

- 1 U P(w)dmn_l P(@)
s L, 7o)

_ 1 a7
-1 (S(|2]))] (/Sumnw W <y>)

s ([ 1vupimam)”.
S(ED)

Substituindo (4.36) em (4.35) temos

1_7p(z)

p(z)
| v e@ram, @ 5 | l( [ 19t in, ) ] 1 (@)
S(r) S(r) S(ED)

</ } (f v WP ) ) ). (437

Afirmacao 02:

[ (19 s, dma) = [ 15wy,



02

A prova da Afirmagao 02 estd omitida pois usa um argumento analogo ao feito na Afir-
magao 01.

Portanto,

/ | 0(@) PO dim (2) < / | @) PP (@),
S(r) S(r)

Integrando sobre r de 0 a 1:

[ [ 1ve@pan @ame) 5 [ [ v u@ran, @i
0 JS(r) o Jsm
— [Ivu@roe 5 [ |7u@rd <,
B n
donde concluimos que | 7 v| € LPO)(B™).
Como v, | 7 v| € LPO)(B™) segue que v € WPL)(B™).
Fixe € € (0,1) e escolha 7 < 1 tdo pequeno que (pelo Lema 26) py1p0)(pn(o,) (1) < €

€ le,p(A)(Bn(OJ‘))(’U) < €.
Considere o dominio D = B"\B"(0, ;) e denote

Hf={zeD:x;>0} e H ={xeD:z; <0},

com z; representando a i-ésima coordenada de z.

Cada HijE escolhido, satisfaz as condicoes do Corolario 74. Com isso temos que
C(HHYNWPO(HF) é denso em WO (HF). Logo existem wi € C(HF) WO (HF)
tais que

[|lu — w;rHWLp@(Hj) <er e |ju— w[||W1,p(A)(Hi—) < er. (4.38)

Seja ¢ uma fungao Lipschitziana com constante de Lipschitz = tal que 0 < ¢ < 1,9 =1
em B"(0,2) e ¢ = 0 em B"\B"(0,r). Sejam ¢; fungdes Lipschitzianas com constantes

de Lipschitz £ e suporte em Hf, tais que {¢, ¢f, g, .., On, B, Py, -, 7 } € uma partigao

da unidade em B™. Defina

f=ov+> (¢FwS +drwy).
=1



Mostraremos que f — u em W10 (B7),

1f = ull1p0)

dv+ ) (b wf + ¢rw;) —u

dv—u+ Y (fw] +dyw))

i=1

1,p(.)

Lp(.)

93

= ||gv—u (¢+Z¢r +Y o7 |+ (G wl + o))

i=1 i=1 i=1 1,p(.)
= ||gv—up—ud ¢F —ud o7 +> (67w +¢iwi>|

i=1 i=1 i=1 1,p()
= (|6 —u) + > (&) w! + ¢y w; —ugt —ug;)

=1 Lp(.)
= ||p(v—u)+ Z (67 (w + o, (0] —u)]
1,p(.)
< lo(v — w10 + Z[as:(wf —u) + ¢; (w; — u)]
=1 Lp(.)

< o(v = w1 + Z 167 (w — ) + ¢ (w; = u)l[1,()
< lp(v = u)[lip0) + Z (o7 (wi™ = u)ll1pe) + o7 (Wi —w)|lipe))  (4.39)

Para os termos do somatorio em (4.39) temos

165 (w0 = Wlhpy = 67 (W =Wl e + 117 167 (W = Wl o)
<y - ull ooty 11V (63 (wi" = W)l 1o (HE)
= (| = ull ooy + (V6 (Wi — ) + &7 [ (Wi = w)]|| oo )
< i = ull ooy + (765 (w5 — )]0 )
o [V (Wi = W]l oo ar)
<y - u||Lp(-)(Hii) + (7)) (wi - U)HLP(-)(H?:)

'ii - U)HLM-)(Hf)

+| v (wf -

+| v (w
szi - UHLP(-)(HZ.i) U)HLP(-)(Hii)

(Vo) (wi = wll oo 2
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= |l = ullwrsoe + (76 (W =)l Lo @ (4.40)
Afirmacao 04:
c
767) (it = Wl < of = ul ooy

De fato, tome h > 0 entao usando que ¢; é de Lipschitziana com constante de Lipschitz

C
£, segue que

vet| = d¢7 0¢; )
Vel = 0xy Oxs Oz,
- — ot + — ot - — ot
— hm ¢2 (l""h@l) ¢1 (ﬂf)’ hm ¢z ($+h€2) ¢z ($)7"‘7 hm gbz (,Z'—i—hen) ¢1 ('17)
h—s0 h h—s0 h h—0 h
. clr4+heyr—x| . clr+ hey — . clx+ he, —
< lim -—m——, lim ——n+—— . lim ————
h—0 T h h——0 1 h h—0 T h
B I ¢ |heq| ’ ¢ |hes| i ¢ |hey|
N mSor B hesor kU hesor h
_ _clhlles] . c|hfleg] _c|hl[ex]
N (hlino; h ’hlino; h ""’hlino; h
B v ¢ hleq] ¢ hles| 1 ¢ hle,|
- hL>07’ h 'n—or h ~“hSor h
= <lim E\el|, lim E]62|,..., lim E\en|>’
h—0 7T h—0 7T h—0 7T
- (51, ‘1. 51)) - ‘(ff 5)( .
rr r r’r r r
Logo,
(785 (Wi =Wl = |7 6] wi = ull ooty
¢ +
< ;sz _UHLMJ(H})’

como queriamos.

Usando (4.38) e a Afirmacao 04 em (4.40) temos que

16 (wf = )ll1p) < e+ ~er = e(r+¢) S e (4.41)
Estimaremos, agora, ||¢(v — u)||1 () em (4.39):
o0 —lly < [ o) —ulrpis

v(x u(z)])P® dx
< [ @I+
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IN

[ 2@l + ) e
B (r)

: / 2" M o(@) P + Ju() ") da
Bn(r)

2 ([ ewpie s [ juope)
B (r) Bn(r)

+_
2 [ sty () (V) + Lot () ()]

IN

IN

+

27 [pwrn (3 (1) (V) F Pwrnts (n ) ()]

27" (e 4 ¢)

1
21’*5(26)

VAN VAN

A

+

= 2. (4.42)

Isto mostra que
Po() (D0 —u)) Se (4.43)
Além disso,

/Bn< 17 9@)(u(z) —u@)IPdr

(V@) (v(x) = ul@) + ¢(x)[v () — u(@)][" dz

3

)
(| v o(@)|Jo(x) — u(@)] + ()] v (v(@) — u(z))])"" dz

3
—
3
-

20| 6()l|o(@) — u(@)P + (@) 7 (v(a) — u(@)])"ds

3
—
3
N

2 (| 7 o) lel) — u@))P + (o)l 7 (0() = u(z)) P

3
—
3
~

(17 otlinte) —u@P e+ [ 17 (0l ) s
)

Bn(r)
< | (v e@le() - ulz))Pde + / (17 v(@)] = | 7 u(2) Pda
") Br(r)
= Jp 1V 0@ @) —u(@))de + /Bn( 2O 7 0@ +] v u(a)P)da

19 @) @) e+ [ 2777 e+ 9 )

3
—~
3
N

N

196l —u@ e+ [ (7o Ddat [ ) O

o ()
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= / (| 7 ¢(@)lv(z) = ul@))"dz + procysnuy (| 7 0@)]) + prso s (| 7 u(@))

Bn(r)
2
< —|v(z) —u(zx)|""dx + e+ €
B"(T‘) T
2
< / 2 10(2) — u(@)"@dz + 2. (4.44)
Bn(r) T

Considere, agora, a esfera S (n — 1)-dimensional e o expoente fixo g. Temos que:

] q 1 ] 1
_ dm,, = — uglidm,, _
(/S (dmmS [u us\) m 1> diamS (/S [u = us|*dm 1)

1

= s, (9),

e usando a desigualdade apresentada no Teorema 48 (Poincaré-Wirtinger) temos que

1 ‘ i C
(/S (dZCLmS|u uSl) dmn_l) — dlamsu \V4 u||Lmn_1 (S)a

sendo que ug = fou(y)dm,_1(y).

Denotemos por /g o gradiente nao radial. Observe que \/g = 0, pois v é radial.
Usando a desigualdade de Poincaré-Wirtinger (Lema48) na integral do segundo mem-

bro da desigualdade (4.44), temos

zvx—uxp(”’)x ' lv —u(y)PODdm,, my
[ 2 = 5 [ Lot) = a0
/0 /S(t) | Vs (v(y) — u(y))|p(t)dmn_1(y)dm1(t)

/0 T / 17 0~ u) P dms i 0

= oo, |7 0@ @)
< e (4.45)

AN

IN

Substituindo (4.45) em (4.44) obtemos

/n( ) | v [¢(I>(U(I> - u<x>>”p(w)d$ 5 €+ 2¢ = 3¢ 5 €,

ou seja,

Pp() (V(d(v —u))) S e (4.46)
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De (4.43) e (4.46) concluimos pelo Teorema 59 que

(v = Wllip) = 160 = wllpe) + 11 7 (@(0 = w)lp) — 0 (4.47)

Usando (4.41) e (4.47) em (4.39) obtemos
1f = ullipey — 0,

i.6., f — uem WO (Bm).

Mostremos agora que f é continua. Isto serd feito mostrando que f pode ser aproxi-
mada por fun¢oes continuas. Como ¢ é Lipschitz, entao ¢ é continua. Além disso, cada wz?t
é continua. Assim, Y7 (¢ w; +¢; w;) é continua. Como f = dv+Y 1 (¢;w; +¢; w; ),
precisariamos garantir a continuidade de v para termos f continua.

Como v ¢ radial e pertence a W'P()(B"), segue que v se comporta como uma funcao
unidimensional no espaco de Sobolev fora da origem. Entao para todo 0 < s <t < 1

temos

[v(ser) —wlter)] =

t
/vfu(rel)dr
!
< /|vv(r61)\dr
st 7an—l
_ /|vv(r61)|rnldr

t Tnfl
< [Iveteli
1 ! n—1
= = S | 7 v(rey)|r"  dr
C
- - / | v(z)|dz. (4.48)
"7 ) Bn0,6)\B"(0,s)

Isto significa que dado € > 0, existe § suficientemente pequeno tal que se |s — t| < 0

dr

a integral em (4.48) assume um valor tao pequeno de modo que |v(se;) — v(ter)| < e.
Ou seja, v é continua exceto, possivelmente, na origem. Como nao podemos garantir
continuidade na origem para a fun¢ao v, basta definirmos novas funcées como segue. Seja

v > 0 e defina

o (@) = v(x), se v € B"\B"(0,7)
v(ver), se x € B"(y).
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Desta maneira, temos uma sequencia de fungdes continuas em B"
fr=dv,+ ) (0T wf +oiwy),
i=1
tais que f, — f quando v — 0. Isto conclui a demonstracao. O
Corolario 77. [7] Seja f : B" — R™ L-bilipschitz e diferencidvel. Seja p' : B" —»
[1,00) um expoente limitado que depende apenas de |x|. Defina Q= f(B") ep=pof~ L

Entio C(Q) N WPO(Q) ¢ denso em WPL)(Q).

Demonstracdo. Sejam € > 0, u € WO e defina v/ = uo f.
Note que
(i) B C B" C R", B™ é aberto, f : B* — R" é continua;
(ii) B™ é Lebesgue mensuravel, f : B" — f(B™) C R" é bijetora e diferenciavel;
(ii)) m(f(B" — B")) = m(f(0)) = m(0) = 0.
Além disso, definimos 2 = f(B™). Logo, fazendo X = B™ e Y = Q no Teorema 42, segue
que

/’ <|u/(y)|p/(y) +|v u/(y)|p’(y)> | J¢|dy = /Q |u(y)|p(y) + | vu(y”p(y)dy

Isto implica que

/ , 1
[ (W@ 19 wwP )y = o [l + 7 ol Py
" Q
€ como
pold) = [ (WP + 17w GF ) iy

segue que

1 1
pry() (W) = o7 /Q [u() P + | 7 uly) PPy = Wpl,p<.><u>,

de modo que v’ € W) (B"™). Pelo Lema 76 temos que existe v’ € C(B") N W'7'()(B")
tal que p1y(yw—v) < €. Definav =120 f"1 e C(Q)N Wr()(Q). Temos

pontu =) = [ fule) o))+ 7 (ale) — o(a)) P
= |Jf’ o (|u’(x) — U’(I)‘P/(m) + ’ VA (Ul(l’) B ’Ul(l’»lp/(m)) dx

= |Jylprpy(u =)
< 7. (4.49)
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]

Apresentamos a sequir um tltimo resultado que combina os resultados dos coroldrios
74 e 77. Para isto, o dominio € dividido em subconjuntos requlares com sobreposicao sufi-

ciente e de modo que o resultado em cada subconjunto venha de um destes dois coroldrios.

Teorema 78. [7] Seja Q@ C R™ um aberto e seja {;} uma cobertura de 2 com uma
particao da unidade subordinada por funcoes bilipschitz e diferencidveis ¢; tal que ¢; €
localmente limitada nos §; onde ¢; > 0. Suponha que para cada v, 2; satisfaz as condigoes

do Coroldrio 74 ou do Coroldrio 77, entdo C(Q2) N WHPO(Q) é denso em WHPL((Q).

Demonstracao. Denote a constante bilipschitz de ¢; por L; e, sem perda de generalidade,
suponha L; > 1. Fixe u € W'PL(Q) e € > 0. Pelo Corolario 74 ou pelo Corolario 77
concluimos que C(£;) N WP () é denso em WL (€);). Portanto podemos escolher
v; € O(;) NWHPO(Q,) tal que

9—i

lu = villwiro ) <€ L.

Entao v = ).°, ¢;v; é continua e satisfaz

lu = vllwisor) = u—Z(bivi = UZ@ —Zﬁbﬂ)i
i=1 Wwir()(Q) i=1 i=1 wir()(Q)
= D) ugi— ) owi =D ugi — dwi
i=1 i=1 wLr()(Q) =1 wir()(Q)
= Z¢i(u_vi) < Z¢i(u—vz‘)
i=1 Wp()(Q) i=1 WLp()(Q;)
< Sl — )l
i=1
= Z HQSZ'HWLP(J(Q,-) |Ju — Ui||W1’P(~)(Qi) : (4.50)
i=1

Note que

() lwrroay = ldi(x) = :(0) + ¢i(0)|lwrr0(0y)
< lgi(@) = ¢i(0)lwreo ) + i (O)lwrr0 0y

< Lz = 0] + [[1]|wre0 0
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1
< Li|x|+mf{)\>01,o<x>§1}+inf{)\>0:p(g>§1}
1 p(x)
< Lijz|+inf )\>O:/ - de <1, +0
Q;
< Lilz|+infA>0: 12 <1
— KA . Ap_ i
| : 18]
< Lilz|+infA>0: 3 <1
< Lilz| + 19|
< 14 L. (4.51)

Substituindo (4.51) em (4.50) temos

lu = vl S Z(l + Li)llu = villwrro @)
=1
> 27t SN 27 2
1 Li — LZ —

i=1

IN

o0

27t . = = /1
— ;eLi—keZ §2i:1€2 :262(5)

i=1

= 2 ( L 1) = 2¢(2 - 1) = 2, (4.52)

1
=3

o que conclui a demonstracao.

4.4 Consideracoes finais

Percebe-se que o empenho na melhora e/ou elaborag¢ao de condigdes sobre os expoentes
varidveis que tornam o espago das funcoes continuas e até mesmo o das fungoes suaves
em alguns casos, denso no espago de Sobolev generalizado, estd pautado em fornecer um
contetido tedrico a ser aplicado em equacoes diferenciais que modelam problemas fisicos
que nao podem ser elaborados de maneira satisfatoria com os espacos de Lebesque e Sobolev
classicos.

Estudando os resultados apresentados neste trabalho foi possivel observar que técni-

cas de demonstracao pautadas na criacao de convolucoes adequadas, majoracoes e uso
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de desigualdades como a de Hélder sao ferramentas que funcionam bem na tentativa de
verificar possiveis congjecturas sobre condi¢oes no expoente p(.) que garantam a densidade
desejada.

Percebe-se, também, que € uma drea ainda sendo explorada, passivel de resultados iné-
ditos que devem surgir conforme a demanda por modelos matemdticos que usam 08 espacos
de Sobolev com expoentes varidveis aumenta e mais pessoas se interessem em aprofundar
seus estudos, visto que aplicacoes de tais modelos no desenvolvimento de tecnologias se

tornam cada vez mais corriqueiras.



Referéncias Bibliograficas

[1] BREZIS, H., Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations,
New York, Springer New York Dordrecht Heidelberg London, First Edition, 2011.

[2] CAVALCANTI, M. M. e CAVALCANTI V. N. D., Teoria das distribuicoes e aos
espacos de Sobolev, Maringd, UEM, 2009.

[3] EDMUNDS, D. E. e Rdkosnik, J., Density of smooth functions in W*P(*)(Q). Proc
Roy. Soc. London Ser. A 437 (1992), 229-236. 41(116). (1991) 592-618.

[4] EVANS, L C., Graduate Studies in Mathematics, Berkeley, University of California,
Volume 19, 1998.

[5] FIGUEIREDO, D. G., Andlise de Fourier e equagoes diferenciais parciais (Projeto
FEuclides), Rio de Janeiro, Instituto de Matemdtica Pura e Aplicada, CNPq, 1977.

[6] GUIMARAES C. J., Sobre os Espacos de Lebesque e Sobolev Generalizados e Apli-
cagoes Envolvendo o p(x)-Laplaciano. Dissertacao (Mestrado em Matemdtica) - Uni-
versidade Federal de Campina Grande, Centro de Ciéncias e Tecnologia, Campina

Grande-PB, 2006.

[7] HASTO P. A., On the density of continuous functions in variable exponent Sobolev
space, Rev. Mat. Iberoamericana 23(2007), n®1, 213-23/.

/8] KOVACIK, O.; ZILINA and RAKOSNIK J., On Spaces LP®) and W@ Czechos-
lovak Mathematical Journal. 41(116). (1991) 592-618.

62



63

. J. R., Topology, Upper Saddle River, Prentice Hall, Secon ition,
9] MUNKRES, J. R., Topol U Saddle Ri P ice Hall, S d Editr
2000.

[10] RUDIN, W., Principles of Mathematical Analysis, New York-Auckland-Disseldorf,

International series in pure and applied mathematics, McGraw-Hill Book Co, Thrid

Edition, 1976.

[11] RUDIN W., Real and Complexr Analysis, New York, McGraw-Hill Book Co, Thrid
Edition, 1987.



