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Resumo

Este trabalho tem como motivagao incial o artigo “On the motion under focal attrac-
tion in a rotating medium”, de J. Sotomayor [9], que modela o seguinte problema de
equagoes diferenciais planares presente, por exemplo, na biologia: Dentro de um recipiente
circular raso, colocamos um liquido e diversas espécies de platelmintos que nadam com
diferentes velocidades na dire¢ao de um ponto luminoso fixado na borda deste recipiente.
O objetivo é submeter o liquido a uma rotagao constante com o intuito de isolar cada uma
das diferentes espécies presentes no experimento. Apoés este estudo inicial, foram feitas
duas modificacoes no modelo de equacoes diferenciais, adicionando uma deriva radial ao
sistema. Através destas modificagoes, estudamos o diagrama de bifurcagoes de cada um

destes sistemas, que envolveram bifurcacoes dos tipos Bogdanov-Takens, Hopf e Sela-né.

Palavras—chave: Bifurcacao, Bogdanov-Takens, Hopf, Sela-no6.
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Abstract

This work has its initial motivation in the article “On the motion under focal attrac-
tion in a rotating medium”, by J. Sotomayor [9], which models the following problem
of planar differential equations present, for example, in biology: Inside a shallow circular
container, we put a liquid and several species of flatworms that swim with different speeds
in the direction of a luminous point fixed on the edge of this container. The objective is
to subject the liquid to a constant rotation in order to isolate each of the different species
present in the experiment. After this initial study, two modifications were made in the
model of differential equations, adding a radial drift to the system. Through these mo-
difications, we studied the bifurcation diagram of each of these systems, which involved

bifurcations of Bogdanov-Takens, Hopf and Saddle-node types.

Keywords: Bifurcation, Bogdanov-Takens, Hopf, Saddle-node.



Sumario

Agradecimentos ii
Resumo iv
Abstract v
Sumaério vi
Lista de Figuras viii
1 Estudo do modelo inicial 4

2 Modificacao do modelo por uma deriva radial sem anulamento no bordo

do disco D 21
2.1 A bifurcacao do tipo Bogdanov-Takens . . . . . . ... ... ... ... .. 26
2.2 A bifurcacao do tipo Sela-n6 . . . . . ..o 30
2.3 A bifurcagao do tipo Hopf . . . . . . . . ... 33
2.4 O ponto de equilibrio P, passa de foco parané . . . . . . . . ... ... .. 35
2.5 O diagrama de bifurcagoes do sistema (2.2) . . . . . . ... ... 36
2.6 Retratosdefase . . . . . . . .. 38

vi



Vil

3 Modificagcao do modelo por uma deriva radial com anulamento no bordo

do disco D 50
3.1 Sistema dependentede ppe A . . . . ..o oL ol
3.2 O diagrama de bifurca¢oes no quadrante 4 >0e A >0 . . . . . .. .. .. 53
3.3 A bifurcagao do tipo Bogdanov-Takens . . . . . . . ... ... ... ..., 56
3.4 A bifurcacao do tipo Hopf . . . . . . . . ... 58
3.5 A bifurcacao do tipo Sela-n6 . . . . . . ... 59
3.6 As bifurcagoes dos pontos singulares O = (0,0) e FF' = (1,0) . . . . . . . .. 63
3.7 O ponto de equilibrio P, passa de foco parané . . . . . .. ... ... ... 67
3.8 Retratos de fase do sistema (3.2). . . . . ... ... oL 69
Conclusoes 78
Bibliografia 81
Apéndice I 83
Apéndice II 91
Apéndice 111 99
Apéndice IV 107
Apéndice V 127
Apéndice VI 132
Apéndice VII 153
Apéndice VIII 169
Apéndice IX 188
Apéndice X 200
Apéndice XI 208

Apéndice XII 216



Lista de Figuras

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

Modelo esquematizado de um disco D de raio R (Sotomayor). . . . . ... 2
Disco D deraio R. . . . . . . . . 5
We(F)e W*(F)quandow > 1. . . . . .. .. ... 12
Esbogos de W*#(Q2) e W*(Q1) quando w > 1. . . . . .. ... ... .. .. 14
Esbogos de W*#(Q3) e W*(Q1) quando w < 1.. . . . . . . .. ... .. .. 15
Retratos de fase dos pontos de equilibrios semi-hiperbélicos. . . . . . . .. 16
Retrato de fase do sistema (1.4) quandow =1/2. . . . .. ... ... ... 20
Retrato de fase do sistema (1.4) quandow =2. . . . ... ... ... ... 20
Equilibrios do sistema (2.3). . . . . . . ... Lo 25
Diagrama de bifurcagoes de Bogdanov-Takens. . . . . . . .. ... ... .. 28
Diagrama de bifurcagoes relativo aos equilibrios do sistema (2.2). . . . . . 37

Esbogo do diagrama de bifurcagoes relativo aos equilibrios do sistema (2.2)

obtido no MatCont. . . . . . . . . . ... 38
Retrato de fase para parametros (i, ) pertencentes a regiao Ry. . . . . . . 40
Retrato de fase para parametros (i, A\) pertencentes a regiao Ry. . . . . . . 40
Retrato de fase de uma vizinhanca do equilibrio tipo sela. . . . . . . . . .. 41
Retrato de fase de uma vizinhanga do equilibrio tipo foco. . . . . . .. .. 41
Retrato de fase para parametros (u, \) pertencentes a regiao Rs. . . . . . . 42

viii



2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

217

2.18

2.19

2.20

2.21

2.22

2.23

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

Retrato de fase para parametros (i, ) pertencentes a regiao Ry. . . . . . .
Retrato de fase para parametros (i, A) pertencentes a regiao Rs. . . . . . .
Retrato de fase de uma vizinhanga do equilibrio tipo sela. . . . . . . . . ..
Retrato de fase de uma vizinhanca do equilibrio tipo foco. . . . . . . . ..
Retrato de fase para parametros (u, \) = (1,2). . . . ... ... ... ...

Retrato de fase de uma vizinhanca do ponto de equilibrio do tipo Bogdanov-

Takens. . . . . .
Retrato de fase para parametros sobre a curva SNy. . . . . . . . ... ...

Retrato de fase de uma vizinhancga do equilibrio do tipo Sela-n6 para pa-

rametros em SINT. . . . . .. e e
Retrato de fase para parametros sobre a curva SNo. . . . . . . . . .. ...

Retrato de fase de uma vizinhanca do equilibrio do tipo Sela-n6 para pa-

rametros em SNo. . . . ..
Retrato de fase para parametros pertencentes a curva S;. . . . . . . . . ..
Retrato de fase para parametros pertencentes a curva Sy. . . . . . . . . ..
Retrato de fase para parametros sobre a curva Hy. . . . . . . . . ... ...

Retrato de fase para parametros sobre a curva Hy. . . . . . . . . . . . ...

Segunda modifica¢do do modelo estudado (Sotomayor). . . . . . . ... ..
Retrato de fase quando > 0e A=0. . . . ... ... ... ... .....
Regiao do plano (z,y) tal que £ >0. . . . . . . . ...
Regiao do plano (z,y) tal que A >0. . . . . . .. ...
Intersecao das regices das Figuras 3.3 e3.4. . . .. ... ... ... ....
Curvas obtidas no plano (z,y). . . . . . ... .. ...
Equilibrios do sistema (3.9) quando A > 1. . . .. ... ... ... ...

Equilibrios do sistema (3.9) quando A < 1. . . . ... ... ... ... ...

1X



3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

3.19

3.20

3.21

3.22

3.23

3.24

Diagrama de bifurcagoes relativo aos equilibrios do sistema (3.2). . . . . . 69
Retrato de fase do sistema (3.2) quando (u,\) € Ry U L3 U LsU{Q}. . .. 70
Retrato de fase do sistema (3.2) quando (i, \) € Re U Lo suficientemente

longe de H. . . . . . . . 70

Retrato de fase do sistema (3.2) quando (i, \) € Re U Lo suficientemente

proximo de H. . . . . . . . . 71
Retrato de fase do sistema (3.2) quando (¢, A\) € RsU Ls U{C}. . . . . .. 71
Retrato de fase do sistema (3.2) quando (g, A\) € RyU Ly . . . . . . . . .. 72

Retrato de fase do sistema (3.2) quando (u, A) € Rj suficientemente longe
dacurva H. . . . . . ... 72

Retrato de fase do sistema (3.2) quando (u, A) € Ry suficientemente pro-

ximo a curva H. . . . . . 73

Vizinhanga de um equilibrio do sistema (3.2) quando (u, \) € Rj suficien-

temente proximo a curva H. . . . . . . ... L0 o 73

Retrato de fase do sistema (3.2) quando (u,\) € RgUL; UHT U{T}UH™". 74

Retrato de fase do sistema (3.2) quando (u,\) e RUH~. . ... ... .. 74
Vizinhanca do equilibrio do sistema (3.2) quando (u,\) € R7. . . . . . .. 75
Retrato de fase do sistema (3.2) quando (u,A\) € SNy. . . .. ... ... .. 75
Vizinhanca do equilibrio do sistema (3.2) quando (g, \) € SNy.. . . . . .. 76
Retrato de fase do sistema (3.2) quando (g, \) € SNo. . . . . . . .. .. .. 76
Retrato de fase do sistema (3.2) quando (u,A\)=BT. . . ... ... .... 77



Introducao

Neste trabalho, estudaremos o comportamento qualitativo de uma familia de equacoes
diferenciais motivada pelo Exercicio 22 da pagina 264, proposto por Jorge Sotomayor em
[8]. Este problema havia sido proposto inicialmente por H.K. Wilson em [10] e, segundo

ele, o modelo inicial foi dado por L. Markus em um trabalho nao publicado.

Este sistema provém de um experimento com platelmintos, organismos biolégicos, e
com ele, queremos ser capazes de isolar determinadas espécies imersas num fluido liquido
raso no interior de um recipiente circular, que chamaremos de disco. Para isso, sera colo-
cada uma fonte de luz no bordo desse disco que atraira todas as espécies, que se locomovem
no liquido com diferentes velocidades. O que sera mostrado ao longo deste trabalho é que
ao submetermos o liquido a uma rotacao com velocidade constante, poderemos isolar cada

espécie em um determinado local do disco. Mais precisamente, o exercicio proposto foi:

Um cientista tem uma amostra liquida que contém varias espécies de “mi-
nhocas fototrépicas”, isto €, “minhoquinhas”, que reagem a luz e nadam em
direcao a ela. Sabe-se que cada espécie nada a diferente velocidade. Para
isolar e extrair aquela espécie de velocidade v, o cientista coloca o liquido num
recipiente cilindrico de cristal, com raio de R. Depois submete este recipiente
a rotagao, perto de uma fonte luminosa, com um velocidade angular w > v/R.
Veja Figura 1. Os platelmintos nadam em direcao a luz, contra o sentido de
rotacao do liquido. O cientista tem a esperanca de que os platelmintos que

ele procura, se acumulem em um ponto P do recipiente, quando t — 400



(o experimento inicia com ¢t = 0), de modo que possam ser retirados do re-
cipiente, mergulhando uma colher nesse ponto. Prove que, com as condicoes

acima especificadas, o ponto P existe.

Figura 1: Modelo esquematizado de um disco D de raio R (Sotomayor).

Devemos ressaltar que ao longo do trabalho algumas defini¢oes serao omitidas por se-
rem de conhecimento piblico, enquanto outras serao explicitadas para um melhor entendi-
mento do leitor e algumas, no caso das bifurcagoes, estarao implicitas em seus respectivos
teoremas. Todas essas definigdes podem ser encontradas em [2], [6], [7] e [8]. Devemos
observar que ao longo deste trabalho, chamaremos de ponto de equilibrio um ponto no
qual o campo de vetores de uma equacao diferencial ordinaria seja nulo, e chamaremos
de ponto singular um ponto para o qual o campo de vetores nao esteja definido. Vale
mencionar também que os retratos de fase que serao mostrados neste trabalho, foram
elaborados através do software Mathematica e que, devido ao fato dos calculos realizados
nas demonstracoes de teoremas serem muito complicados, na maioria das vezes, estes es-
tarao presentes nos apéndices no final do trabalho. A intencao é simplificar e facilitar a

compreensao em cada uma das situagoes.

No Capitulo 1, estudaremos o problema proposto inicialmente no exercicio, nesse caso,
nosso sistema de equacoes diferenciais ordinarias dependera de um tnico parametro nao
negativo w. Mostraremos que, de fato, o ponto P existe para as hipéteses do exercicio e

veremos também o comportamento do sistema quando a velocidade angular w varia.

No Capitulo 2, faremos uma modificacao no modelo apresentado no exercicio, isto é,

serd adicionada uma deriva radial, o que pode ser interpretado como uma reinjecao do



fluido. Porém, neste capitulo a deriva radial nao tera anulamento no bordo do disco, o que
torna o problema ficticio. A partir dessa modificacao, teremos um sistema de equagoes
diferenciais ordinérias que ird4 depender de dois pardmetros nao negativos p e A. A partir
dai, vamos estudar o diagrama de bifurcacoes deste sistema que ira envolver bifurcacoes

do tipo Bogdanov-Takens, Hopf e Sela-n6.

No Capitulo 3, veremos uma outra modificacao do modelo proposto. Essa modificacao
serd obtida através de uma deriva radial com anulamento no bordo do disco. Assim como
no Capitulo 2, teremos um sistema dependente de dois pardmetros nao negativos p e
A. Este modelo sera mais complexo e, portanto, alguns dos resultados obtidos nao serao
analiticos. Apesar de alguns resultados deste capitulo nao serem analiticos, tentaremos
estudar, da forma mais detalhada possivel, o diagrama de bifurcacoes desta nova familia

de equagoes diferenciais ordinérias.



Capitulo 1

Estudo do modelo inicial

Neste capitulo seré analisado o comportamento do sistema de equacgoes diferenciais mais
simples obtido através das condi¢oes propostas por J. Sotomayor em [8]. O estudo propoe
que consideremos certas espécies, que podem ser microorganismos ou particulas carregadas

em um plano, com as seguintes propriedades:

(1) As espécies se movem com velocidade constante v atraidas por um ponto F' = (R, 0),
uma fonte de luz ou um poélo magnético, fixado a uma distancia R da origem O =

(0,0) do sistema de coordenadas no plano.

(ii) As espécies estdao em um meio, um fluido raso, que gira no sentido anti-horario em

torno de O com velocidade angular w.

Com essas hipoteses, temos que a velocidade total de uma particula é dada por
V(z,y) = Vi(z,y) + Va(z,y),

onde

Vi(z,y) = (\/(R_$)2+y2’ \/(R—x)2+y2),

representa o deslocamento em direcao ao ponto I, e

‘/Q(xvy) = w(—y,x),

4



representa a velocidade angular do disco. Veja ilustracao na Figura 1.1. Chamaremos de

D o disco fechado centrado na origem de raio R > 0, isto é,

D ={(z,y) e R*: 2* +y* < 1}.

Disco de raio R

Figura 1.1: Disco D de raio R.

Sob essas hipoteses, podemos definir um modelo matematico dado pela seguinte fami-
lia de equacoes diferenciais planares que dependem de trés pardmetros positivos, o raio
do disco, a velocidade de deslocamento das particulas e a velocidade angular, respectiva-

mente, R, v e w. Este modelo tem a forma

¥ =—-wy+v -
(R—m)2+y2’
(1.1)
Yy =wr—v Y .
(R—1z)?+y?

Notagao 1.1. Serao denotados por m.(py) € m_(po) 0s extremos direito e esquerdo do

intervalo mazimal das solugoes de uma equacgao diferencial ordindria, respectivamente.



Definigao 1.1. Denotaremos por W*(Q) a variedade estdvel de um ponto de equilibrio
ou ponto singular ) de uma equagao diferencial ordindria. Fsse € o conjunto de pontos
po tais que o(t,po) — Q quando t — my(py). Analogamente, denotaremos por W"(Q)
a variedade instdvel, isto é, o conjunto dos pontos py tais que p(t,py) — Q quando t —
m_(po), onde ©(t,poy) denota a solugdo de um sistema de equagoes diferencias ordindrias

que tem como condicao inicial o ponto py.

Note que para () = F' a aproximagao das orbitas de (1.1) para F' acontece num tempo
finito, isto é, m(pg) € m_(py) sdo finitos.

O nosso principal objetivo neste capitulo ¢ demonstrar o seguinte teorema.
Teorema 1.1. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

(i) Se 0 <w <w/R, entao o ponto F' € um atrator global do sistema (1.1).
(ii) Se w > v/R, entao o sistema (1.1) possui um tunico ponto de equilibrio atrator,

v 2
Proy = @, Rz—(3)2 e D, (1.2)

localizado em

cuja variedade estdvel é W*(Pry,) = D\ F.

Realizando uma mudanca de varidveis, mudanca de parametro e um reescalonamento
da variavel independente, a qual serd chamada de tempo, isto é,

v Rt
t= =

r = Rz, =Ry, w=—, , 1.3
y =Ry = 5 (1.3)
o sistema (1.1), apds removermos as barras, pode ser escrito como
, n 11—z
r = —wy 5
1—12)2 + 2
(I-=z)*+y (1.4)
r_ Y
Y = wr — .
(1—2)?+y°

Com as mudangas acima o sistema (1.1), agora (1.4), passa a depender apenas de um
parametro positivo w e o disco D passa a ter raio R = 1. Vale observar que como
tomamos t = Rt/v e R/v > 0, ndo teremos mudangas nas orientagdes das orbitas.

Dessa forma, o Teorema 1.1 passa a ter o seguinte enunciado.



Teorema 1.2. As sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:

(i) Se 0 <w <1, entao o ponto F é um atrator global do sistema (1.4).

(ii) Sew > 1, entao o sistema (1.4) possui um unico ponto de equilibrio atrator, localizado

1 1 1
P, = —, = 1 — — ED, 1.5
<w2 w V w2> (1.5)

cuja variedade estqvel é W*(P,) = D \ F.

em

A demonstragao do Teorema 1.2, bem como do Teorema 1.1, serd consequéncia dos se-

guintes lemas.

Lema 1.1. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

(i) Se 0 <w <1, entao o sistema (1.4) nao tem pontos de equilibrio.

(ii) Sew > 1, entao os equilibrios do sistema (1.4) sao dados por (1.5).

Demonstragao: Escrevendo o sistema (1.4) em coordenadas polares centradas no ponto

F = (1,0), ou seja, fazendo a mudanca
r=1—rcosb, y = rsenf,

obtemos

r" = r(wsenf — 1),
(1.6)
0" = —w(r — cosf).

Como F' = (1,0) é um ponto singular do sistema (1.4), para termos um ponto de equilibrio
do sistema (1.4), devemos ter r > 0. Tomemos, entdo 0 < w < 1. Para que ' = 0 devemos
ter que send = 1/w > 1, o que nao ocorre pois —1 < senfl < 1. Portanto, podemos ver
que se 0 < w < 1 o sistema (1.6) ndo tem equilibrios, logo, o sistema (1.4) nao tem
equilibrios. Agora, se w = 1, a tnica forma de termos ' = 0 e #’ = 0 é considerando r = 0
e = m/2, mas r # 0, logo, para w = 1 o sistema (1.4) nao possui ponto de equilibrio,

provando o item (i) do Lema 1.1.



Tomando agora w > 1, o sistema (1.6) terda " = 0 e 8/ = 0, ou seja, terd um equilibrio
(rp,0p) quando

1
wsenflp = 1 <= senflp = —,
w

1
rp =cosfp =+/1— (senfp)? =4/1 — —.

w?

Assim, quando w > 1, temos que os pontos de equilibrio (xp,yp) do sistema (1.4) sdo

dados por
1 1
rp=1—rpcostp=1—(1——|=—,
w w
e
1 1
yp = rpsenflp = <—) 1 - —.
w) V w
Portanto, fica provado o item (ii), e assim, o Lema 1.1. O

Dessa forma temos expressoes para xp e yp que dependem do pardmetro w. Podemos

entao calcular a distancia dessas fungdes coordenadas para o ponto (1/2,0) e obter que

dist ((a:p,yp), GO)) = %

ou seja, o ponto de equilibrio P sempre ficara localizado na semicircunferéncia centrada

em (1/2,0) e com raio r = 1/2, o que pode ser facilmente verificado com a seguinte

1\? 1\?
—_ = 2: J—
($P 2) +yp (2) , yp>0.

Agora, vale lembrar que como foi provado que o ponto de equilibrio do sistema (1.4)

1 1 1
Pw:(dfp,yp):( — 1——>ED,

equacao:

¢ dado por

w? w w?
basta voltar as barras e substituir as varidveis iniciais, utilizando a mudanca dada em
(1.3), para obter que o ponto de equilibrio do sistema (1.1), existente para w > v/R, é
dado por

@, R2—<3>2 eD.

PR,w,U =



Lema 1.2. Para todo w > 0, o conjunto D \ F' € positivamente invariante.

Demonstragao: Considere

1—2 Y
—wy + , WL —
V=Pt oy

o campo de vetores do sistema (1.4). Tomando o produto interno de V(x,y) com o vetor

1 2+2 1
T — = ——1.
o) TV T

Mas, como o primeiro termo é negativo e o segundo positivo, pois (z,y) € 9D \ F, segue

Viz,y) = (

posicao (z,y) € 0D \ F obtemos

—1

V(I,y)(l’,y): (1—x)2+y2

que V(z,y) - (z,y) < 0. Assim, terminamos a demonstra¢ao do Lema 1.2. O
O Teorema de Bendixson a seguir sera util na demonstragao do préximo lema.

Teorema 1.3. Considere U C R? um conjunto simplesmente conexo e X : U — R? um
campo de vetores de classe Ct. Se a divergéncia de X ¢ negativa em U, entio o campo

X nao admite orbita periodica em U.

Demonstragao: A prova sera feita por contradi¢ao. Tomemos X = (X, X3) e consi-
dere o campo ortogonal a X, isto é, X+ = (— X5, X;). Suponhamos entao que exista uma
orbita periddica de X de periodo L denotada por 7y : [0, L] — U, v(t) = (z(t),y(t)) e seja
S a regiao delimitada por esta orbita. Por um lado, usando a definicao de integral de

linha, temos que
gt = [T xow) o= [ xH6w)- Xawi-o.

Por outro lado, pelo Teorema de Green, segue que

7§XL = // (0X1 — 8(—X2)) dxdy < 0,
. g\ Ox dy

J/

divX <0
obtendo, assim, uma contradicao. Logo, o campo X nao admite 6rbita periddica em

U. ]
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Lema 1.3. O sistema (1.4) nao admite orbita periddica em D\ F.

Demonstragao: Primeiramente vejamos que a divergéncia de V' é negativa em D \ F,

isto €,
0 — 0 Y
divV(z,y) = — | — — wz —
ivV(z,y) gr| YT (1 — )2+ 92 +6y ! (1—2)2+4?
1
=— <0, V(z,y)eD\FL.
(1—12)%+y?

Aplicando o Teorema de Bendixson podemos concluir que nao existe érbita periodica do

sistema (1.4) em D\ F e o Lema 1.3 estd demonstrado. O

Definicao 1.2. Um ponto de equilibrio ) de um sistema de equagoes diferenciais ordind-
rias € dito ser hiperbolico se a matriz Jacobiana calculada em Q) for hiperbolica, isto €, se

0s autovalores da matriz Jacobiana tiverem partes reais nao nulas.

Lema 1.4. Sew > 1, entdo o ponto de equilibrio P, em (1.5) é hiperbdlico, sendo um né

atrator ou um foco atrator.

Demonstragao: Lembremos que o campo V(z,y) em coordenadas polares é dado por
W(r,0) = (r(wsenf — 1), —w(r — cos #)). Assim, a matriz Jacobiana do campo W é dada

por

wsenf —1 rwcosb
DW (r,0) = ) (1.7)

—w —wsend

Calculando essa matriz no ponto (rp,0p) temos

1
DW(TP,QP) = w

—w —1

Agora, como w > 1, temos que o traco de DW (rp,0p) é negativo e o determinante de

DW (rp,0p) é positivo, isto é,

tr(DW (rp,0p)) = —1 < 0, det(DW (rp,0p)) = w* —1 > 0.
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Como o determinante é positivo, os autovalores tém o mesmo sinal, e como o trago é nega-
tivo, segue que ambos os autovalores tém partes reais negativas, logo, o ponto de equilibrio
P,, é hiperbodlico, sendo um né atrator ou um foco atrator, terminando a demonstracao

do Lema 1.4. H

Lema 1.5. Se 1 <w < +/5/4, entio o ponto de equilibrio do sistema (1.4), P, € um né

atrator. Se w > \/5/4, entao o ponto de equilibrio P, é um foco atrator.

Demonstragao: Para demonstrar este lema, basta calcularmos o polinémio caracteris-

tico de DW (rp,8p), que é dado por
p(A) = N+ A+ (w® —1).

Assim, os autovalores sao dados por

Dessa forma, se w < 1/5/4, os autovalores sao reais e o ponto de equilibrio P, ¢ um né
atrator. Se w > /5/4, entao os autovalores tém partes complexas nao nulas e o ponto de

equilibrio P,, é um foco atrator. O

Lema 1.6. Se w > 1, entao W*(F') e W*(F') sao como na Figura 1.2 e os pontos de

equilibrio do sistema (1.6) sao ambos selas hiperbdlicas.
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Ay

W= (F)

Disco de raio 1

Figura 1.2: W*(F) e W*(F) quando w > 1.

Demonstragao: Tomemos o campo associado ao sistema (1.6) com w > 1 da seguinte

forma

W(r,0) = (r(wsenf — 1), —w(r — cosh)).

Temos entdo que os tnicos pontos de equilibrio do sistema (1.6) sdo dados por

0-(03) + 0= (0-3)

Calculando a matriz Jacobiana de W em @) e ()5 temos

w—1 0 —w—1 0
DW(Qq) = e DW(Qq) =
—Ww —W —Ww w

Assim, os autovalores de DW (@) sao
AM=—w<0 e M=w—-1>0

e os autovalores de DW(Q2) sdo

5\1:w>0 e N=-w-—1<0.
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Dessa forma temos que os autovetores associados aos autovalores Ai, Aa, A1 € Ay sao, res-

pectivamente
1 ~ ~ 1
V1=(0,1),V2=<—2+—,1>,V1=(0,1) e Vz=<2+—,1).
w w

Portanto, temos que (); é uma sela hiperbolica com a curva estavel ao longo do eixo 6 e
a curva instavel paralela a reta gerada pelo autovetor V5. Da mesma forma, podemos ver
que o ponto (J também é uma sela hiperbdlica, mas com a curva estével paralela & reta

gerada pelo autovetor V; e a curva instavel ao longo do eixo 6.

Calculando a inclinagao desses vetores com respeito ao eixo r segue que a inclinagao de

V4 é dada por

Ar 94 1
m = — = — —_
V2T Al w
¢ a inclinacio de V; ¢ dada por
Ar 1
= Rg Tt L

Tomemos r = 2cosf e r = cos#, respectivamente, as equagoes do bordo do disco D e da
circunferéncia C' no plano (r,#). Como a inclinagao da reta tangente a curva r = 2 cos 6

no ponto )7 é —2, a inclinacao da reta tangente a curva r = cosf no ponto ()1 é —1 e
1
—2< -2+ —-< -1,
w

segue que a curva instavel da sela em () esta no interior do disco D. Temos também que
my, > 2, e assim, a curva estavel da sela em ()3 esta no exterior do disco D. Lembramos
ao leitor que, para melhor compreensao, todos os graficos elaborados dentro deste conceito

seguem o padrao (#,7). Ver Figura 1.3.
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0D :r = 2cos(f)

r
' N

Q2 0 (1 0

Figura 1.3: Esbogos de W*(Q2) e W*(Q1) quando w > 1.

Como os pontos de equilibrio @)1 e ()2 surgiram nas coordenadas (, ), ao retornarmos
para o plano (z,y) eles vao colapsar em um tnico ponto, ou seja, no ponto F. Assim
temos que W*(F) C W*(Q3). Como foi visto que W*((Qs) é externa ao disco D, temos
que a variedade estéavel de F' nao intersecta o disco D, isto é, W*(F) () D = (. Da mesma,

forma, podemos ver que W*(F) C W*(Q), concluindo a demonstra¢ao do Lema 1.6. [

Lema 1.7. Se 0 < w < 1, entdao os pontos de equilibrio Q)1 e Qo do sistema (1.6) sdo
hiperbolicos, com Q1 um no atrator e Qo uma sela. Sendo assim, F se comporta como

um atrator global.

Demonstragao: Se 0 < w < 1, entéo os pontos de equilibrio de (1.6) sdo dados por

Q1 = (Qg) e Q= (0,—%) .

Calculando a matriz Jacobiana DW (r, ) neste ponto, temos que os dois autovalores de
(1 sao negativos, isto é, Ay = w—1e Ay = —w e com isso, ()1 ¢ um noé atrator. Ja quando
calculamos a matriz Jacobiana DW (r,0) no ponto ()2 obtemos um autovalor positivo,
Al = w e outro negativo, Ao = —1— w, isto é, ()2 é uma sela hiperboélica. Apenas com o
que ja foi obtido, ainda nao podemos concluir que o ponto F' se comporta como um atrator
global, pois existem infinitas 6rbitas que, a principio, nao se aproximam de nenhum dos

dois pontos de equilibrio. Ver Figura 1.4.
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0D :r = 2cos(f)

a

' N

Q2 0 (1 0

Figura 1.4: Esbogos de W*(Q2) e W*(Q1) quando w < 1.

Mas como no eixo 6, —m se associa com 7, podemos ver que as 6rbitas destacadas
acima tendem para o ponto de equilibrio ;. Portanto, os pontos de equilibrio (01 e ()

atraem todas as orbitas e o ponto singular F' se comporta como um atrator global. O

Para analisarmos o caso w = 1 vamos utilizar o Teorema dos Pontos de Equilibrio Semi-
hiperbolicos, encontrado na pagina 74, de [4]. Devemos observar que aqui este teorema
esta adaptado para uma escrita mais compacta, apenas com os resultados que iremos
utilizar. Caso o leitor tenha interesse na versao completa, basta consultar a referéncia

citada anteriormente.

Teorema 1.4. Considere (0,0) um ponto de equilibrio isolado do campo de vetores X

dado por
o' = Az, y),
(1.8)
y' =X+ B(z,y),
onde A e B sao analiticas em uma vizinhan¢a da origem com A(0,0) = B(0,0) =

DA(0,0) = DB(0,0) = 0 e A > 0. Considere também y = f(z) a solu¢io da equa-
¢ao

Ay + B(z,y) =0
em uma vizinhanga do ponto (0,0), e suponha que a fungao g(x) = A(x, f(x)) tem a

expressao g(x) = a,x™ + o(z™), onde m > 2 e a,, # 0. Entdo, sempre existe uma curva
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invariante, chamada de variedade instdvel forte, tangente em 0 ao eixo y, no qual X €
analiticamente conjugado a

y' = Ay;
ela tem um comportamento repulsor uma vez que X > 0. Além disso, valem as sequintes
afirmagoes.
(i) Sem ¢é impar e a,, <0, entdo (0,0) € topologicamente uma sela. Veja (a) na Figura

1.5.

(ii) Se m € impar e a,, > 0, entdo (0,0) € topologicamente um nd instdvel. Veja (b) na

Figura 1.5.

(iii) Se m € par, entao (0,0) é uma sela-nd, isto €, um ponto de equilibrio do qual a
vizinhanga € uma uniao de um setor parabolico e dois setores hiperbolico. Veja (c)

na Figura 1.5.

Figura 1.5: Retratos de fase dos pontos de equilibrios semi-hiperbolicos.

Observacao 1.1. No Teorema 1.4, o caso A < 0 pode ser transformado em A > O trocando

o campo X pelo campo —X .

Lema 1.8. Se w = 1, entao o ponto singular F' = (1,0) do sistema (1.4) é um atrator

global.
Demonstragao: Para w = 1, temos que o sistema (1.6) é dado por
" =r(senf — 1),

0" = cosf —r.
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Podemos ver claramente que os tinicos pontos de equilibrio do sistema (1.9) sao

Q= <O,g) e Q= (0,—%) .

Para estudar a estabilidade do ponto (), tomemos a matriz Jacobiana (1.7) calculada

neste ponto, isto &,

0 0
DW(Ql) =
-1 -1
Calculando seus autovalores e autovetores encontramos que \; = 0 e Ay = —1 estao
associados a vetores paralelos a V; = (1,—1) e Vo = (0,1), respectivamente. Sendo

assim, podemos afirmar que o ponto de equilibrio ); é semi-hiperbdlico. Dessa forma,

utilizaremos o Teorema 1.4 para demonstrar que o ponto (), é atrator.

Para satisfazer as hipoteses do Teorema 1.4, precisamos fazer uma translagao do nosso
campo, de forma que a origem (0,0) passe a ser um ponto de equilibrio. Para isso,

tomemos a seguinte mudanca de variaveis:

R=r e

™

I

>

|
bo | 3

Assim, o sistema (1.6) é reescrito como

R =Gy = R(cosf — 1),
) ) (1.10)
0 = Gy = —senf — R.

Podemos ver entdo que (R,6) = (0,0) é ponto de equilibrio. Calculando agora a matriz

Jacobiana do campo G = (G, Gz) no ponto (0,0) obtemos

0
-1 -1

DG(0,0) =

Precisamos agora realizar uma mudanga de variaveis para que a matriz DG(0,0) esteja
na forma normal do Teorema 1.4. Seja M a matriz formada pelos autovetores da matriz

Jacobiana DG e M~! sua inversa. Portanto,

10 1o
M: eM_:
-1 1 11
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Considerando (z,y) = M~(R, 0), segue que
R=2z ¢ O=y—ux
Temos agora que o campo de vetores é dado por H = (Hy, Hy), onde
Hy =xz(cos(ly—xz)—1) e Hy=—2x+xcos(y—z)— sen(y — z).

Claramente a origem é um equilibrio do sistema definido pelo campo H, mas a matriz

Jacobiana DH(0,0) ainda nao estd na forma normal, isto ¢,

0 0
0 -1

DH(0,0) =

Sendo assim, multiplicaremos o campo H = (H;, Hy) por —1 afim de satisfazer a hipotese
do Teorema 1.4, o que fard com que o fluxo obtido no resultado final tenha sentido
contrario ao do sistema (1.6). Dessa forma, a matriz Jacobiana do campo —H, que
chamaremos de DH ™, calculada em (0,0) finalmente est4 na forma normal do Teorema

1.4, ou seja,
0 0

01

DH™(0,0) =

Apos essas mudangas de variaveis, o sistema (1.9) pode ser escrito como

/

' = —x(cos(z —y) — 1),
(1.11)
Yy =2x — xcos(r —y) — sen(z — y).

Comparando o sistema obtido em (1.11) e o sistema (1.8) temos que
A(z,y) = —z(cos(z —y) —1) e B(z,y) =2z — zcos(z —y) — sen(z — y),

onde B(z,y) = y 4+ B(z,y) no Teorema 1.4. Agora precisamos obter y = f(z) de tal

forma que

B(z,y) = 0. (1.12)

Para isso, faremos a expansio de Taylor de y = f(z). Sendo assim, tomemos B(z, f(x))
quando x = 0, ou seja,

B(0, f(0)) = sen(f(0)).
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Dessa forma, tomando a curva de nivel B = 0 podemos ver que B(0, f(0)) = 0 implica
que sen(f(0)) = 0, ou seja, f(0) = 0. A partir dai, tomando a expansao de Taylor de
y = f(z) temos que

2

y=F@)=—at 4.

Agora, ja com y = f(x) satisfazendo a equagao (1.12) e substituindo em A(z, f(x)) = g(x)

o) o (e (5 2))

Para concluir as hipéteses do Teorema 1.4, precisamos tomar a expansao de Taylor de

obtemos que

g(x), o que nos da

gla) = 5a°+ -+

Por fim, na notagao do Teorema 1.4, temos que,
m=3 e a,,= 5

e, portanto, estamos nas condigdes (ii), o que implica que o ponto de equilibrio (0,0) do
sistema (1.11) é um n6 repulsor. Contudo, uma vez que multiplicamos nosso campo por
—1, nossa conclusao final é que, voltando as coordenadas originais, o sistema (1.6) tem o

ponto de equilibrio (); como um né atrator.

Para analisarmos a estabilidade do ponto de equilibrio (), vamos calcular a matriz
Jacobiana no ponto (), assim, temos que os autovalores A1 = le )y = —2 estdo associados
aos autovetores V; = (0,1) e V3 = (3, 1) , respectivamente, isto é, Q é uma sela hiperbolica
com a curva instavel ao longo do eixo 6 e a curva estavel paralela a reta gerada pelo
autovetor Vy. Assim, o ponto de equilibrio Q5 nao apresenta mudanca de estabilidade e o
ponto singular F' = (1,0) se comporta como atrator. Logo, o Lema 1.8 est4 demonstrado.

Mais detalhes dos calculos realizados para esta demonstragao podem ser encontrados no

Apéndice 1. O]

Portanto, utilizando os Lemas 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.6, 1.7 e 1.8, terminamos a prova do

Teorema 1.2.
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A seguir, podemos ver na Figura 1.6 o retrato de fase do sistema (1.4) quando w = 1/2

e na Figura 1.7 o retrato de fase quando w = 2. Assim, concluimos o estudo do modelo

proposto no exercicio por J. Sotomayor.

I
-0.5

1.0~

0.5

0.0

-0.5

1.0

1.0

0.5

0.0

-1.0

Figura 1.6: Retrato de fase do sistema (1.4) quando w = 1/2.

.5

1.0~

0.5

-05~

10+

1.0

5

0.

0.0

-0,

-1.0

Figura 1.7: Retrato de fase do sistema (1.4) quando w = 2.



Capitulo 2

Modificacao do modelo por uma deriva

radial sem anulamento no bordo do

disco D

Neste capitulo faremos o estudo de uma modificacao do modelo inicial, também sugerida
por Jorge Sotomayor. Esta modificacao se da através de uma deriva radial, o que pode
ser interpretado como uma reinjecao do fluido. Vale ressaltar que esse modelo é, de certa
forma, ficticio, pois a deriva radial nao apresenta anulamento no bordo do disco D. Apesar
deste modelo ser ficticio, nestas condic¢oes os resultados serao analiticos e mais simples de
serem obtidos em relagao ao caso com o anulamento no bordo. Este estudo nos servira
como base para o Capitulo 3, onde faremos a analise do caso mais complicado mencionado

anteriormente.

Para modificar o sistema inicial desta forma, basta acrescentarmos uma velocidade
radial representada pelo vetor b(z, y), com b > 0. Dessa forma, o sistema (1.1) apresentado

no Capitulo 1 passa a ter a seguinte forma:

, R—=z
' =br—wy+v ,
V(R — )+ y?
y (2.1)
"= by +wr —v )
Y Y (R— )%+ y?

21
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Com esta modificacao, teremos bifurcagoes que nao foram vistas no caso do Capitulo
1. Para comecarmos o estudo desse sistema, vamos fazer uma mudanca de variaveis de
forma que passemos de um sistema dependente de quatro parametros, b, w, v e R, para

um sistema que dependera apenas de dois parametros nao negativos, p e .

Consideremos entao a seguinte mudanca de variaveis:

b )

r=Rr, y= Ry, ,u:;, )\:E e t=

E'I |

Assim, podemos reescrever o sistema (2.1) como vemos a seguir

, 1—=z
' =pr—y+ A - =
(I—2)+y (2.2)
y )
"=y +x— A\ )
Yy =y o

O nosso objetivo neste capitulo é estudar o diagrama de bifurcagoes do sistema (2.2).
Para isso, vamos comecar demonstrando um teorema que trata da quantidade de pontos

de equilibrio que o sistema (2.2) admite em fungao dos parametros (u, \).

Teorema 2.1. O sistema (2.2) tem:

(1) Um ponto de equilibrio em Py, se 0 < X\ < /1 + p?;
(ii) Dois pontos de equilibrio em Py e Py, se /1 + pu2 < X\ <1+ p?;
(iii) Um ponto de equilibrio em Py = Py = (1, ), se A =1+ p?;

(iv) Nenhum ponto de equilibrio se A\ > 1+ u® e o ponto F = (1,0) se comportard como

um no atrator.

Os pontos de equilibrio Py(p, A) € Py(u, X) sao dados por

(AN —=op) Mur+o) (MM Fop) AMpA—o)
= (i w2 (W 0 er)

eo=+/(1+p2)?2 =X
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Demonstracao: Primeiramente, vamos escrever o sistema (2.2) em coordenadas polares
centradas em F' = (1,0), isto é, considerando a mudanga z = 1 — rcosf e y = rsenf.
Dessa forma teremos o seguinte sistema

r" =r(senf — X+ pu(r — cosd)),

(2.3)
0 = —r + cos @ + usend.

Os equilibrios do sistema (2.3) sao dados por (7, 8.), onde

AE /(1 2)2 — )2 A ++/(1 22 — )2
_ £ \/( +Z) , senl,=—— e cosl, = \/( 1) .
14+ u 14 p? 14 p?

e

Voltando para as coordenadas iniciais temos que z. e y. sao dados por

/TP M TP )
'f T+ 'f TP

Dessa forma, tomando ' = Fi(z,y) =0 e y = Fy(z,y) = 0 temos que

z(Fy(z,y)) — y(Fi(z,y)) = 0,

o que implica que

_ @+ V(A —x)* +y7)
\ :

ou seja, a coordenada y dos pontos de equilibrio serd sempre nao negativa. Como o =

\/ (1 4+ p2)%2 — A2, teremos que os equilibrios do sistema serdao dados por

P — (A(A—au) A(uMa)), B ()\()\+a,u) A(;M—a))

v (ree ) 2o\ arep T ey
Devemos observar, entao, que as seguintes condi¢oes devem ser satisfeitas:
(i) re > 0;
(i) (14 p*)? =X >0.
Analisando as condigoes acima podemos ver que P, nao existe para valores dos parametros

tais que A > 1+ u? e P, existe apenas para valores dos parametros tais que /1 + pu? <
A < 1+ p?, uma vez que para A < /1 + p? a coordenada y do ponto P, é negativa,
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isto é, quando A < m, teremos um tunico ponto de equilibrio, P;. Quando A €
(/T4 2,1+ p?), as duas condicoes acima sdo satisfeitas e o sistema (2.2) possui dois
pontos de equilibrio, P; e P;. Ao tomarmos A = 1+ u? as duas condicoes serao satisfeitas,
mas teremos também que P, = Py, isto é, o sistema (2.2) tera um tunico ponto de equilibrio.
Se A > 1+ u?, as condigoes em (i) e (ii) ndo se verificam, logo o sistema (2.2) nio possui

nenhum ponto de equilibrio.

Consideremos, entdao, A > 1 + pu?. Desta forma, como o sistema nao possui pontos
de equilibrio, queremos mostrar que o ponto F' se comporta como um noé atrator. Para
isso, tomemos o sistema (2.3), isto ¢, o sistema (2.2) escrito em coordenadas polares e
centrado no ponto F. Os equilibrios que nos interessam para a andlise da estabilidade de

F' se encontram em r = 0, ou seja,

1 m
Q1(0,7)=(60,0), com sen =—= e cosl = ——
1(0,7r) = (0,0) Ty T
1 —p
Q2(0,7) = (0,0), com sen) =——— e cosf =

V14 p? NAEST

Com estas condigoes é facil perceber que

0o, € (—g,()) e g, € (gﬂr).
Neste caso, como a matriz Jacobiana do sistema (2.3) calculada em (); possui auto-
valores dados por s; = m e S = —\ — m, temos que ()1 é sempre uma
sela com a curva instavel sobre o eixo # e curva estavel paralela ao autovetor dado por
(A +24/1+4 p2,1). Calculando a matriz Jacobiana em (s, temos que seus autovalores
sao dados por s; = —m e Sy = —A+ m, ou seja, como estamos no caso

A > 1+ 2 51 e sy sdo negativos, logo, Q2 ¢ um no atrator.

A principio, ainda nao podemos afirmar que F' é um no atrator pois, para r > 0 temos

infinitas 6rbitas que se afastam dos equilibrios ()1 e ()2, conforme Figura 2.1.
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,
) o) ] ] Q2 7

Figura 2.1: Equilibrios do sistema (2.3).

Mas como no plano (6,r), —m se identifica com 7, temos que as duas oérbitas que
se afastam de ();, estao na verdade, se aproximando de (). Portanto, os dois pontos
de equilibrio atraem todas as orbitas do sistema, isto ¢, o ponto F' no plano (z,y) se

comporta como um noé atrator. O]
Notemos que considerando a equagao
yFi(z,y) + (1 —2)Fy(z,y) =0,

obtemos que

(o=2) + (v-2) =120
Ty Yy=35) =4

Dessa forma, temos que quando o sistema (2.2) admite pontos de equilibrio, estes estarao
localizados num circulo centrado em (1/2, 1/2) e raio y/1 + u?/2. Vale observar também

que o ponto F' = (1,0) pertence & esse circulo.

Tendo conhecimento do Teorema 2.1, podemos perceber que o sistema (2.2) possui
diversas bifurcagoes que serao tratadas nas se¢oes seguintes. Como sera visto, as curvas
encontradas anteriormente nao sao as tnicas condig¢oes para que tenhamos uma bifurcagao

em nosso sistema.

Consideremos T'(x,y) e D(x,y) como sendo, respectivamente, o trago e o determinante
da matriz Jacobiana de um sistema, calculada no ponto (z,y). Agora, para analisar
os pontos de equilibrio do sistema (2.2), candidatos a serem do tipo Hopf, Sela-n6é ou

Bogdanov-Takens, precisamos satisfazer, respectivamente, as trés seguintes condigoes:
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(i) Candidatos a ponto de Hopf: Estes sdo os pontos de equilibrio do sistema (2.2), de

modo que a matriz Jacobiana avaliada nesses pontos tem 7'(x,y) = 0 e D(x,y) > 0.

(ii) Candidatos a ponto de Sela-n6: Sao os pontos de equilibrio do sistema (2.2), de modo

que a matriz Jacobiana avaliada nesses pontos tem T'(z,y) # 0 e D(z,y) = 0.

(iii) Candidatos a ponto de Bogdanov-Takens: Estes sdo os pontos de equilibrio do sis-
tema (2.2) de modo que a matriz Jacobiana avaliada nesses pontos tem T'(x,y) = 0

e D(z,y) =0.

2.1 A bifurcagao do tipo Bogdanov-Takens

Nesta segao veremos que as bifurcagoes do sistema (2.2) estdo todas relacionadas a um
tnico ponto BT = (pg, A\o) no plano de parametros, isto é, ao tomarmos uma vizinhanga

U tal que BT € U, existirao curvas de pontos de equilibrio dos tipos Hopf e Sela-no.

Considere um sistema
X' =F(X,u,)), XeR?*® () €R?

e suponha que para (1, A) = (10, Ao) exista um ponto de equilibrio X = Xy = (z0, o) tal
que a matriz Jacobiana DF' de F' em X tenha um par de autovalores nulos. Denotando

a variavel X — Xy por X, podemos escrever
1
F(X)=DFX + §B(X,X) + O(3),

sendo, para ¢ = 1, 2,

P Fi(§)

Ty (2.4)
) 6@6@ ‘50 /
Consideremos agora qo, 1, po, p1 € R? vetores tais que
DFqy=0, DFq =qo, DF'py=0 e DF'py=p, (2.5)

e satisfazendo

<q07p1> = 07 <Q1;p0> - Oa <qO7p0> = 17 <q1,p1> = 17
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sendo DF'" a matriz transposta de DF.

Para demonstrar o teorema que diz respeito & existéncia de uma bifurcagao do tipo

Bogdanov-Takens no sistema (2.2), iremos utilizar o seguinte teorema.

Teorema 2.2. Consideremos a sequinte familia a dois pardmetros de equagoes diferenciais
planares

X' =F(X,u)), XeR, (1)) eR

sendo F' € C*. Suponha que em (u,\) = (1o, Xo), @ matriz Jacobiana de F no ponto
de equilibrio Xy tenha um par de autovalores nulos. Suponha ainda que as sequintes

condigoes sejam satisfeitas:

(i) (Nao degenerescéncia) A matriz Jacobiana DF # 0.
(ii) (Nao degenerescéncia) a = (p1, B(qo,q)) # 0.
(iii) (Ndo degenerescéncia) b = (po, B(qo, o)) + (p1, B(go, ¢1)) # 0.
(iv) (Transversalidade) A aplicagao
o (X, A) = (F(X, 1, N, trDF (X, u, A), det DF (X, i, A))
é regular em (Xy,0,0).
Entao, esta familia pode ser reduzida a

771 = T2,
(2.6)
ny = B1+ Bomn + i + sz + O(3).

sendo s = sinal(ab) = £1.

O Teorema 2.2, bem como sua demonstragao, pode ser encontrado na pagina 321 de
[7]. Este teorema nos diz que se for possivel reduzir um sistema de equagdes diferenciais
ordinérias as equagbes vistas em (2.6), entao tal sistema possui, em uma vizinhanga do

ponto (pg, Ag) um diagrama de bifurcagdes como pode ser visto a seguir na Figura 2.2

thttp:/ /www.scholarpedia.org/article/Bogdanov-Takens bifurcation


http://www.scholarpedia.org/article/Bogdanov-Takens_bifurcation
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Figura 2.2: Diagrama de bifurcagoes de Bogdanov-Takens.

Na Figura 2.2, o ponto de bifurcagao de Bogdanov-Takens é representado pelo ponto
O, T, & uma curva de bifurcacao do tipo Sela-né com parte nodal repulsora, 7 é uma
curva de bifurcacao do tipo Sela-n6 com parte nodal atratora, H é uma curva de bifurcagao
do tipo Hopf e P é uma curva de lacos homoclinicos. Vale observar que nas segoes a seguir
mostraremos que no nosso diagrama de bifurcagoes teremos que O = (1,2), a curva T}y é
dada por A\ =1+ % onde p > 1, acurva T_ é¢ dadapor A\ =1+ p?, onde 0 < pu <1, ea
curva H é dada por A =2p onde 0 < p < 1.

O que faremos no teorema a seguir é demonstrar que o sistema (2.2) de fato satisfaz todas

as hipoteses do Teorema 2.2.

Teorema 2.3. O sistema (2.2) tem uma bifurcagao do tipo Bogdanov-Takens no ponto

BT = (p0, M) = (1,2).

Demonstragao: Primeiramente, devemos ressaltar que os calculos desta demonstracao
podem ser encontrados no Apéndice I1. Consideremos agora V' (z,y) como sendo o campo

de vetores do sistema (2.2). Agora, resolvendo ' = 0 e y' = 0 para p e A em fungao de
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(z,y) e como estamos interessados apenas em parametros nao negativos, segue que y > 0.
Assim, para cada par (zo,y0) € U = {(x,y) € R? : y > 0} existe um par (i, A\.) no plano

dos parametros tal que (xg, o) ¢ equilibrio do sistema (2.2), onde

-1 2 2 2 1 — 2 2
P Gl A I e s T VA ek it

) Y

(2.7)

Queremos encontrar um ponto de equilibrio Xy = (zg, yo) tal que a matriz Jacobiana
DV (X,) tenha um par de autovalores nulos, isto é, trDV(Xy) = 0 e detDV(X,) = 0.
Resolvendo as duas equagoes temos que Xy = (1, 1), ou seja, o ponto (z,y) = (1,1) € U
é um ponto de equilibrio candidato a ser um ponto de Bogdanov-Takens. Dessa forma,
(e, Ae) = (1,2) é um candidato a ponto de bifurcagao de Bogdanov-Takens no plano dos

parametros.

Devemos, entao, mostrar que para o ponto de equilibrio (zg,y) = (1,1) todas as
condigoes do Teorema 2.2 sao satisfeitas. Obviamente a primeira condicao de nao dege-

nerescéncia é satisfeita pois

Calculando os vetores qo, ¢1, po, p1 € R? do Teorema 2.2, temos que

0=0-1, a=(5-3) p=(1-1) ¢ n=(33)
Temos também que a fungao B;(X,Y), com X = (z1,22) e Y = (y1,y2) em (2.4), é dada
por
B(X,Y) = (2zay1 + 2x1Y9, 221Y1).
Portanto,

e, assim, as condigoes (ii) e (iii) de nao degenerescéncia sao satisfeitas. Observe que

sinal(ab) = —1.

Agora nos resta mostrar a condicao de transversalidade, isto é, precisamos mostrar

que a aplicagao ¢(z,y, u, ) = (', 9y, trDV,det DV') é regular em (1,1,1,2), isto é, que o
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determinante da matriz Jacobiana de V' em (1, 1,1, 2) é nao nulo. De fato, como a matriz

Jacobiana de V' no ponto (1,1, 1,2) é dada por

-1 -1 1 0
11 1 -1
DV(1,1,1,2) = ,
0o 2 2 -1
0 2 0 -1
segue que detDV'(1,1,1,2) = —4. Portanto, todas as condi¢oes do Teorema 2.2 sdo

satisfeitas e o sistema (2.2) apresenta uma bifurcacao de Bogdanov-Takens no ponto

(1, A) = (1,2). [

2.2 A bifurcacao do tipo Sela-né

Ja tendo provado que o ponto (i, A) = (1,2) no plano de paradmetros nos da um ponto
de equilibrio do tipo Bogdanov-Takens para o sistema (2.2), queremos agora encontrar
as curvas de equilibrios do tipo Sela-n6 dadas na Figura 2.2. Para demonstrar que de
fato teremos uma curva de pontos de equilibrio do tipo Sela-n6 iremos utilizar o seguinte

teorema.

Teorema 2.4. Considere X' = F(X,a) uma familia de equagoes diferenciais em R?
dependendo de um parametro o, sendo F € C*. Suponhamos que, em o« = oy, exista um

ponto de equilibrio Py satisfazendo:

(1) A matriz Jacobiana de F em (Py, ) tem um unico autovalor nulo com autovetores
a direita e a esquerda Vo e Wy, respectivamente, ou seja, os vetores qo € p1, como

vistos em (2.5).
. . d
(i) (Transversalidade) W - @F(Po, ap) # 0.

(iii) (Nao degenerescéncia) Wy - D% F(Py, cg)(Voy, Vo) # 0.
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Entao, existe uma curva suave de pontos de equilibrio em R? x R passando por (P, ).
Dependendo dos sinais das expressoes nos itens (ii) e (iii) acima, nao existe ponto de
equilibrio prozimo de (Py,ap) quando o > g, e dois pontos de equilibrio hiperbdlicos
proximos de (Po, ap) quando o < «g. FEsses dois pontos de equilibrio colidem quando

a = Q.

Este teorema encontra-se enunciado e demonstrado em [5], pagina 148. Agora podemos

provar o seguinte teorema sobre os equilibrios do tipo Sela-n6 do sistema (2.2).

Teorema 2.5. Para A\ = 1+ p?, o sistema (2.2) tem:

(1) Um ponto de equilibrio do tipo Sela-né com parte nodal atratora quando p € (0,1);

(ii) Um ponto de equilibrio do tipo Sela-nd com parte nodal repulsora quando pu > 1.

Demonstragao: Mais detalhes dos célculos realizados nesta demonstragao podem ser

encontrados no Apéndice III. Considere agora o sistema (2.2) como
X' =F(X, a),

onde a = (i, \) € R? e, com as notagoes do Teorema 2.4, ag = (p1, 1 +p%). Primeiramente,
devemos mostrar que para parametros sobre a curva A = 1 + p? teremos um ponto de
equilibrio candidato a ser ponto de Sela-n6. Para isto, precisamos encontrar um ponto de
equilibrio Xy = (zg, yo) tal que a matriz Jacobiana em Xj tenha um tnico autovalor nulo,
isto ¢, det DF(Xy) = 0 e trDF (X)) # 0. Temos entdo que todo par (z,y) € R? tal que
x =1 ey # 1 satisfaz ambas as condi¢des. Tomando x = 1 vamos obter que, para termos
um ponto de equilibrio candidato a ponto de Sela-no, o par de parametros deve ser dado
por
(1, A) = (1, 1+ %), com p+#1.

Substituindo A = 1 + x? em

()\()\ —op) AMpA+ 0)) |

P = ,
SRR oL

()\()\ +op) AMpA— 0)>
(522 (s )
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temos que o sistema (2.2) tem um tnico ponto de equilibrio dado por P, = P, = (1, u).
Dessa forma, temos que a matriz Jacobiana calculada neste ponto de equilibrio (z¢,yo) =

(1, ) é dada por

1
—— -1
DF(lp)=| H ;
L p
e seus autovalores sao dados por
-1 2
s1=0 e s9= J, (2.9)
14

o que, de fato, satisfaz detDF(1,u) = 0 e trDF(1,u) # 0. Portanto, calculando os

autovetores a direita e a esquerda, V; e Wy, respectivamente, temos que

Vo=(=m1) e Wo=(u1).
Devemos observar que, como

d
Wo'%F(Pl,OZQ):—l%O,

segue que a condicao de transversalidade é satisfeita.

Para verificarmos a condi¢cao de nao degenerescéncia devemos observar que a matriz

Hessiana da primeira e segunda componente do campo em (2.1) sdo dadas por

1 2 2
0 +2M 1+2/L 0
Hl(lalu) = 1+M2 € HQ(LM) = H )
- 0 0 0
7

respectivamente. Assim, calculando a expressao em (iii) temos que
Wo - DX F(Py,a0)(Vo, Vo) = =1 — i # 0

para todo pu # 1. Dessa forma, as condi¢oes do Teorema 2.4 sao satisfeitas e, portanto,
quando A = 1 4 u? o ponto de equilibrio P; ¢ um ponto de Sela-né. Por fim, observando
que o autovalor nao nulo s, em (2.9), é negativo para u € (0,1) e positivo para p > 1,

logo, segue que a Sela-no é atratora para p € (0,1) e repulsora para p > 1. O]
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2.3 A bifurcacao do tipo Hopf

Nesta secao iremos demonstrar que existe uma curva H no plano de parametros tal que
para (u, \) € H, teremos equilibrios do tipo Hopf para o sistema (2.2). Para provar que

tal curva existe, faremos uso do seguinte teorema.

Teorema 2.6. Considere X' = F(X,a) uma familia de equagoes diferenciais em R?
dependendo de um parametro o, sendo F' € C*. Suponha que, para todo o proximo de
ap, exista um ponto de equilibrio P, tal que a matriz Jacobiana de F' em (P,,«) possua
autovalores

s12 = (@) £ w(a),
sendo que y(ap) = 0 e w(ag) > 0. Suponha ainda que as sequintes condigoes sejam

satisfeitas:

(1) (Transversalidade) ' (o) # 0.

(ii) (Nao degenerescéncia) ly(P,,) # 0.

Suponha também que y(a) < 0 para a > «, e que y(a) > 0 para o < ag. Entdo, as

sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

(i) Sel1(P,,) <0, entdo o ponto de equilibrio P,, € assintoticamente estdvel e para cada
a < «q, porém suficientemente proximo deste, existe um unico ciclo limite estdvel

proximo do ponto de equilibrio instdvel P,.

(ii) Se l1(P,,) > 0, entao o ponto de equilibrio P,, € instdvel e para cada o > «p,
porém suficientemente prozimo deste, existe um unico ciclo limite instdvel prozimo

do ponto de equilibrio estavel P,.

O Teorema 2.6 encontra-se demonstrado em [7]. Com isso, podemos enunciar e provar

o seguinte teorema.
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Teorema 2.7. Se A\ = 2u, quando 0 < p < 1, entao o ponto de equilibrio Py do sistema

(2.2), dado por
202 2
Pl = a ) a )
14 p?" 14 p?

€ um ponto de equilibrio do tipo Hopf.

Demonstragao: Todos os calculos realizados nesta demonstragao estao presentes no
Apéndice IV. Como ja vimos no Teorema 2.1, o ponto de equilibrio P, quando existe, é
uma sela, logo, para este teorema, estaremos interessados apenas no ponto de equilibrio
P;. Antes de mais nada, mostremos que para os valores de parametros (p,2u), o ponto
de equilibrio P; é um candidato a ponto de equilibrio de Hopf. Para isto, precisamos
mostrar que a matriz Jacobiana do sistema (2.2) calculada em P; possui autovalores
complexos conjugados com partes reais nulas, ou seja, devemos ter que trDF(P;) =0 e
det DF(P;) # 0. Temos, entdo, que para parametros sobre a curva g = A = 2u, com
0 < p < 1, a matriz Jacobiana do campo F' = (Fy, F3) calculada no ponto de equilibrio

P, é dada por
p(l —6p> +pt)  —1—6p"+ 3

_ (1+ p2)? (1+ p2)?
PER)= |y o sy (1 —6p® + )
(1+p?)? (1+ p?)?

Dessa forma, os autovalores de DF' sao dados por s; = —\/T—i-/ﬂ e Sy = \/—17—1—#2
Como 0 < g < 1, segue que —1 + p?> < 0 e isto implica que s; e s, sao complexos
conjugados com partes reais nulas. Assim, os pontos de equilibrio existentes quando
tomamos parametros sobre a curva A = 2y sao candidatos a serem pontos de equilibrio

do tipo Hopf.
Para verificarmos a condicao de transversalidade, basta observamos que

1+ p?
!/
= 0
7)) =1 2 #
Podemos ver também, que o primeiro coeficiente de Lyapunov é dado por
L(Py) = p((L+p?)*(1 — pt))
2¢/1 = p?(=1+ p?)*(—=1 — 642 + 3p*)
Portanto, pelo Teorema 2.6, o ponto de equilibrio P; ¢ assintoticamente estavel e para

cada A # 2u, porém suficientemente proximo deste, mas com A > 2u, existe um tnico

ciclo limite estavel préximo do ponto de equilibrio instével P;. O
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2.4 O ponto de equilibrio P, passa de foco para né

O que iremos ver nesta segao é a existéncia de uma curva A\g = A(x) no plano de parametros
tal que, ao cruzarmos esta curva, o ponto de equilibrio do sistema (2.2) passa de foco para

no6. Para isso, consideremos o seguinte lema.

Lema 2.1. Considere Py o ponto de equilibrio do sistema (2.2) dado por

(14 p?)? ’ (14 p2)?

1 2
Ao = 2 i
5—4p+ p?

Entao valem as sequintes afirmacoes:

Pi(p\) = (A(A — /(L4 p2)? = N) AMpA+ /(1 +p2)” — AQ))

(1) Se A < Xg, entao o ponto de equilibrio Py € um foco.

(ii) Se Ao <\ < 1+ p?, entdo o ponto de equilibrio Py é um nd.

Demonstracao: Alguns detalhes dos calculos feitos nesta demonstracao podem ser en-
contrados no Apéndice V. Primeiramente, vamos observar que para A = )\, temos que
A < 14 p? para todo pu > 0 e, assim, o ponto de equilibrio P; sempre existe. Dessa forma,
seja A o discriminante do polinémio caracteristico da matriz Jacobiana do sistema (2.2)

aplicada em P;. Assim, temos que

—4(1+ p2)? + X2(5 — 202 + pt) — A/ =A% + (1 + p2)?
N2 (=14 p2) + (14 12)2 + 20y /= 22+ (1 + p2)2

Como o denominador de A é sempre positivo para A < 1 + u?, para saber qual é o sinal

de A, basta analisar o sinal do numerador. Assim, temos que:

(1) A <0,se —4(1 4 p2)* + X(5 = 20% + p*) = 8Ap/ =22 + (1 + 1i2)? < 0,

(i) A =0, se —4(1+ %) + N(5 = 24 + ') = 8Auy/= N + (1 + u?)? = 0,

(i) A >0, se —4(1+ p2)? + X*(5 — 2% + p*) = 8Ap/ =A% + (1 + p12)? > 0.



36

Dessa forma, para que A < 0, precisamos que

1 2
A< 2 i’
5—4du+ p?

isto é, se A < \g, entao o discriminante do polinémio caracteristico é negativo e, portanto,
a matriz Jacobiana calculada em P; tem dois autovalores complexos conjugados e o ponto

de equilibrio P; é um foco. Agora, para que tenhamos A = 0, devemos ter que

2
N T
5—4u+ p?

ou seja, A = \g. Mas, se o discriminante é zero, a matriz Jacobiana aplicada em P; tem

dois autovalores reais e iguais, logo, o ponto de equilibrio P, é um né. Por fim, para que

1 2
A>2 i’
5—Au+ p?

o que ocorre quando A > X\g. Mas para que P, exista, a condicdo A < 1+ p? deve ser

A > 0, precisamos que

satisfeita, ou seja, para que A > 0, temos que considerar \g < A < 1 + p?. Dessa forma,
o discriminante é positivo, o que significa que a matriz Jacobiana calculada em P; tem

dois autovalores reais e distintos e, portanto, o ponto de equilibrio P; é um né. O

2.5 O diagrama de bifurcagoes do sistema (2.2)

Nesta se¢ao, concluiremos a construgao do diagrama de bifurcagoes do sistema (2.2). Para
isto, vamos utilizar todos os resultados obtidos nas se¢oes anteriores deste capitulo. Desta
forma, temos que o sistema (2.2) possui o seguinte diagrama de bifurcag¢oes no plano (p, \).

Veja Figura 2.3.
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Ry R;
2 BT
1= /C
R3 Ry
H
0 1 o

Figura 2.3: Diagrama de bifurcagoes relativo aos equilibrios do sistema (2.2).

Sendo assim, temos, no diagrama de bifurcagoes do sistema (2.2), as seguintes represen-
tagoes. O ponto BT = (1,2) é o ponto no plano de parametros tal que quando substituido
no sistema (2.2), temos um tnico ponto de equilibrio do tipo Bogdanov-Takens. As cur-
vas SNy, SN, representam as curvas de parametros para os quais os pontos de equilibrio
do sistema (2.2) sao do tipo Sela-no, com SN; contendo os pontos cuja parte nodal da
Sela-no6 é atratora e SNy contendo os pontos cuja parte nodal da Sela-né é repulsora e a
curva H é a curva dada pelos parametros para os quais os pontos de equilibrio do sistema
(2.2) sao do tipo Hopf. Temos também a existéncia de uma curva S que representa os
pontos para os quais o sistema (2.2) deixa de ter dois equilibrios, uma sela e um né (ou
foco), e passa a ter apenas um né (ou foco). O que nos diz se um dos equilibrios sera foco
ou no, é a posigao de um ponto (i, A) com relagao a curva F'N. O Teorema 2.3 também

nos garante que o sistema (2.2) possui um diagrama de bifurcagées como na Figura 2.2.
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Dessa forma, sabemos que existira uma curva de lagos homoclinicos, L, no diagrama de
bifurca¢oes do nosso sistema. Como nao é possivel obter uma expressao analitica para
esta curva, apenas podemos encontré-la com o auxilio do software MatCont. Veja Figura

2.4.

SN,

BT

SN,

Figura 2.4: Esboco do diagrama de bifurcagoes relativo aos equilibrios do sistema (2.2)

obtido no MatCont.

Devemos observar, entdo, que os diagramas (2.3) e (2.2) sdo os mesmos a menos de
um homeomorfismo que leva o ponto BT na origem, a curva A = 1 + 2, com p > 1, em
T,,acarva A =1+ p* com 0 < pu<1,em T eacurva A\ = 2u, com 0 < 4 < 1, na

curva H.

2.6 Retratos de fase

Para finalizar este capitulo, vamos exemplificar os retratos de fase tipicos de cada uma
das regioes abertas no plano de parametros visto na Figura 2.3, bem como os retratos de

fase para parametros (u, A) sobre cada uma das curvas.

Nesses retratos de fase, pontos de equilibrio serao representados por pontos pretos,

a origem sempre sera representada por um ponto azul e o ponto F' = (1,0), quando for
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singular, seré representado por um ponto vermelho. Vamos, entao, definir as seguintes

regioes, curvas e pontos:

a) BT = (1,2).
V3 2V3
o (£26),

c) H; é o segmento de reta com extremidades na origem e no ponto C, considerando C'

incluido.
d) H, é o segmento de reta com extremidades em C' e BT, ambos nao incluidos.
e) SNy ={(p,1+p?):0<p<1}
£) SNy = {(1, 1+ p?) : 1 < p}.

g) 512{(u,\/1+u2)20§u<\/7§}-

) S = L/ T572): 2 < .

i) Ry é o aberto cujo bordo é u =0, SNy, BT e SN;.
j) Ry é o aberto cujo bordo ¢ Sy, C, Hy, BT e SN;.
k) Rj3 ¢ o aberto cujo bordo é =0, Hy, C e 5.

1) R4 é o aberto cujo bordo é A =0, Hy, C e S,.

m) Rjs é o aberto cujo bordo é SNy, BT, Hy, C' e Ss.

Vamos comecar, entao, pelas regioes abertas Ry, Ry, R3, R4 ¢ Rs5, lembrando que todos
os comportamentos para o sistema (2.2) foram obtidos analiticamente através dos Teore-
mas 2.1, 2.3, 2.5, 2.7 e do Lema 2.1 demonstrados nas se¢oes anteriores e os retratos de

fase obtidos através do software Mathematica.
Assim, para parametros (1, A) contidos na regiao Ry, o sistema nao apresenta nenhum

ponto de equilibrio e o ponto singular F' = (1,0) se comporta como um atrator global.

Veja Figura 2.5.
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Figura 2.5: Retrato de fase para parametros (i, \) pertencentes a regiao R;.

Para parametros contidos na regiao Rs, o sistema possui dois pontos de equilibrio,
sendo uma sela e um foco (ou no) atrator e, neste caso, o ponto singular F' = (1,0) se
comporta como um néd atrator local. Um retrato de fase para pardmetros nesta regiao

pode ser visto na Figura 2.6.
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Figura 2.6: Retrato de fase para parametros (i, \) pertencentes a regiao Rs.

Como podemos ver nas Figuras 2.7 e 2.8, o sistema (2.2) possui dois pontos de equi-

librio, sendo o primeiro uma sela, e o outro um foco (ou nd) atrator.
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Figura 2.8: Retrato de fase de uma vizinhanca do equilibrio tipo foco.

Considere agora (i, A) pertencentes a regiao Rz. Dessa forma, como o parametro
A < /14 p?, temos que o equilibrio do tipo sela, que existia, desapareceu e, portanto, o
sistema possui apenas um ponto de equilibrio, que independentemente de ser um foco ou

no, sera atrator. Veja Figura 2.9.
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Figura 2.9: Retrato de fase para parametros (i, \) pertencentes a regiao Rs.

Considerando valores de p e A pertencentes a regiao R4, assim como na regiao Rj,
temos que A < /1 + u2. Logo, o ponto de equilibrio do tipo sela nao existe mais. A dife-
renca neste caso é a estabilidade do outro ponto de equilibrio. Como visto anteriormente,
sendo foco ou no, ele seria atrator, mas na regiao Ry, este ponto de equilibrio passa a ser
um foco repulsor. Isso ocorre devido ao fato de que, para passarmos da regiao R3 para a
regiao R4, os pardmetros devem cruzar a curva de Hopf dada por H. Assim, o retrato de

fase para a regiao Ry é como o visto na Figura 2.10.
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Figura 2.10: Retrato de fase para parametros (u, A) pertencentes a regiao Ry.
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Ja na regiao Rs, temos que \/ﬁu2 < A < 14 2, ou seja, o sistema possui dois
pontos de equilibrio, uma sela, e um foco (ou no) repulsor. Lembrando que a mudanga
de estabilidade do foco existente na regiao Ry se d4 no momento em que os parametros
e A cruzam a curva H. Um retrato de fase para parametros nesta regiao pode ser visto

na Figura 2.11.

s r T
Bt S ’

e
o e e S
0s / / \ ‘\\ . o \\ s
V‘ \\ \\}«\Q\ T \‘\\ VE‘(
i \Q‘\\\&\}*\‘; — L
0.0 L D = ‘j )
AR i

\ \l \\«\\«\\\? / /

-05} \} \\s:\\}\:» -

I I I I I I
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

Figura 2.11: Retrato de fase para parametros (u, A) pertencentes a regiao Rs.

Localmente, retratos de fase em vizinhancas dos dois pontos de equilibrio podem ser

vistos nas Figuras 2.12 e 2.13.
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Figura 2.12: Retrato de fase de uma vizinhanga do equilibrio tipo sela.
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Figura 2.13: Retrato de fase de uma vizinhanga do equilibrio tipo foco.

Daqui pra frente, vamos ver alguns retratos de fase para parametros sobre as curvas
SNi,SN,, S, H e para (u, \) = BT = (1,2). Para isso, vamos relembrar que a curva SN;
¢ dada por A\ =1+ p?, com 0 < p < 1, e a curva SN, por A = 1+ p2, com p > 1, a curva
S é dada por A = \/r/ﬂ e a curva H é descrita por A = 2u, com 0 < pu < 1.

Primeiramente, vamos ver o retrato de fase para o ponto (u, \) = BT = (1,2). Como
ja vimos no Teorema 2.2, esses valores de p e A fazem com que o sistema (2.1) possua um

tnico ponto de equilibrio do tipo Bogdanov-Takens. Veja Figuras 2.14 e 2.15.
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Figura 2.14: Retrato de fase para parametros (i, \) = (1, 2).
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Figura 2.16: Retrato de fase para parametros sobre a curva SNy.
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Figura 2.17: Retrato de fase de uma vizinhanga do equilibrio do tipo Sela-n6 para para-

metros em SN;.

Para valores de (p, \) sobre SN,, ainda pelo Teorema 2.3, o sistema possui um tnico
ponto de equilibrio que é do tipo Sela-n6, mas agora sua parte nodal é repulsora. Veja

Figuras 2.18 e 2.19.
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Figura 2.18: Retrato de fase para parametros sobre a curva SN,.
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Figura 2.19: Retrato de fase de uma vizinhanga do equilibrio do tipo Sela-n6 para para-

metros em SN.

Vamos considerar agora parametros sobre a curva S. Como ja foi observado acima,
esta curva estd dividida em dois setores, S; e Sy. Para (u, A) pertencentes a S o sistema

(2.2) possui um tnico ponto de equilibrio que é um foco (ou no) atrator. Veja Figura

2.20.
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Figura 2.20: Retrato de fase para parametros pertencentes a curva S;.

Ja para (u, \) pertencentes a curva S, o sistema ainda possui apenas um ponto de
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equilibrio, mas agora este é um foco (ou né) repulsor. Veja Figura 2.21.
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Figura 2.21: Retrato de fase para parametros pertencentes a curva Ss.

Nos resta exibir os retratos de fase obtidos para valores de (u, A\) em H; e Hy. Em
ambas as curvas, o sistema (2.1) possui um ponto de equilibrio que é um foco fraco. A
diferenca entre elas é a existéncia de um segundo ponto de equilibrio do tipo sela, uma
vez que H; esta abaixo da curva S, isto é, os parametros em H; tem A < m , e Ho
estd acima da curva S, ou seja, os parametros em H, tem \ > m Veja Figuras
2.22 e 2.23.
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Figura 2.22: Retrato de fase para parametros sobre a curva H;.
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Figura 2.23: Retrato de fase para parametros sobre a curva H,.



Capitulo 3

Modificacao do modelo por uma deriva

radial com anulamento no bordo do

disco D

Neste capitulo nosso objetivo é fazer uma modificagao no sistema (1.1) e, dentre varias
possibilidades para definir esse novo termo no sistema, foi escolhido um com deriva radial
e anulamento no bordo do disco. Assim como no Capitulo 2, esta modificagao pode ser
interpretada como uma reinjecao de fluido no sistema, porém como neste caso temos
anulamento no bordo do disco, a modificacao nao é ficticia como no capitulo anterior.

Uma esquematizagao para este modelo pode ser visto abaixo na Figura 3.1.

50



Figura 3.1: Segunda modificagdo do modelo estudado (Sotomayor).

o1

Sob essas novas hipoteses, obtemos um novo modelo com a seguinte familia de equagoes

diferenciais ordinarias, dependendo de quatro pardmetros nao negativos, R, v, w e ¢,

( R—z (R* — (z* + y*))x

¥ =—-wy+v +0

(R—2) + o2 R2\/2? 1

2 (.2 2
Y = wr— v y LsE @4y

L (R_$)2+y2 RZ /x2_|_y2

I

(3.1)

Vale ressaltar que, assumindo 6 = 0, a funcdo que controla a deriva é cancelada

e, entdo, voltamos ao sistema inicial (1.1). Com isso em mente, faremos uma simples

mudanca de variaveis que transformara nosso sistema que depende dos quatro parametros

R, v, we d, em um sistema que depende apenas de dois parametros nao negativos u e A.

3.1 Sistema dependente de i e A

Conforme foi dito no inicio deste capitulo, para obter um sistema que depende de dois

parametros p e A, devemos fazer uma mudanca de variaveis e um reescalonamento da
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variavel independente, que serd chamada de tempo. Faremos a seguinte mudanca de

varidveis

= Rz =Ry, t= =
Z T, Y Y ’ R R

€|

Depois de algumas contas simples, o sistema (3.1) pode ser reescrito como

( l—x (1—2?—yHz

r=—-y+A + :
Vi-oty Pty

1— 2 .2
J o=z A y +u( vy
( V(=) +y? vV +y?

com p > 0e A > 0. Podemos ver que o sistema (3.2) tem dois pontos singulares no

plano R? a saber O = (0,0) e F' = (1,0), ou seja, dois pontos em que o sistema nao esta

definido.

Agora podemos comegar o estudo do comportamento qualitativo do sistema (3.2)
quando os parametros p e A variam, o que envolvera uma maior compreensao do diagrama

de bifurcagoes deste sistema.

Para isso, devemos observar dois casos particulares:

(i) p=0e\>0.
(i) p>0eA=0.

No caso (i) ndo temos a deriva radial, e o sistema ¢ exatamente o caso do exercicio proposto

visto no Capitulo 1.

No caso (ii) as particulas nao tém velocidade, ou seja, v = 0, assim todas elas se

acumulam no bordo do disco D. Neste caso, como o sistema (3.2) passa a ter a forma

(3.3)
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o ponto F' = (1,0) nao é ponto singular do sistema (3.2). Assim, podemos reescrever o

sistema (3.2) em coordenadas polares centradas na origem e obter

0 =1,
(3.4)
r' = u(l—1r?).
Portanto, temos que ' = 0 se, e somente se, r = 1, o que significa que o circulo

centrado em O = (0,0) de raio 1, que denotamos por S, é uma orbita periédica. Para
r < 1, segue que ' > 0 e as Orbitas espiralam em dire¢ao a 6rbita periodica. Finalmente,
para r > 1, temos que ' < 0, e as solugbes também espiralam em direcao & orbita

periddica, o que significa que S é um ciclo limite estavel. Veja Figura 3.2.

05

0.0
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-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 3.2: Retrato de fase quando > 0e A = 0.

3.2 O diagrama de bifurcagoes no quadrante ¢ > 0 e

A>0

Consideremos agora F' = (Fy, F,) o campo de vetores do sistema (3.2), queremos analisar
o diagrama de bifurcagoes deste sistema quando os parametros e A variam. Primeiro,

calculamos as fungoes pu(x,y) e A(z,y) satisfazendo F; =0 e Fy = 0, e obtemos

W SN S Y

Y

y(—1 422 +y?) y

pe(T,y) =
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Portanto, queremos saber os valores de (x,y) para os quais fi e A\, sdo parametros nao

negativos, ou seja, . > 0 e A\, > 0. Esses valores correspondem as regioes destacadas nas

Figuras 3.3, 3.4 e 3.5.

Figura 3.3: Regiao do plano (z,y) tal que pu > 0.

Figura 3.4: Regido do plano (z,y) tal que A > 0.

Figura 3.5: Intersecao das regioes das Figuras 3.3 e 3.4.

Assim, denotaremos a regiao da Figura 3.5 por U, ou seja,

U={(z,y) eR® | 2®+y* <1, (z-1/2>+¢y*>1/4, y>0}.
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Agora, podemos comegar a analisar os pontos (z,y) na regiao U, que sdo candidatos
a serem pontos de equilibrio do tipo Hopf, Sela-n6é ou Bogdanov-Takens, usando o traco

e o determinante da matriz jacobiana DF' do sistema (3.2).

Calculando o trago e o determinante de D F' e substituindo os valores de p. e A obtidos
em (3.5) nessas expressoes, obtemos que o traco 7' e o determinante D de DF em um
ponto (z,y) sao dados por

3x? — 22 — 4ay? + 3xy? — 2t —

T —

(—1+2)(y* = (® +y*)(y* +2((-1 + 2)z +%)%))
(=14 22 +y2)(—1+ 22 +1?) '

D(x,y) =

Através dos calculos realizados no Apéndice VI, satisfazendo as condi¢oes necessérias,
obtemos trés curvas e um ponto, como mostra a Figura 3.6. Nesta figura, a curva H*
representa a curva em que o traco é zero e o determinante é positivo. A curva S} é a
curva dos pontos (z,y) tal que o determinante é zero e o trago é positivo. Ja S5 tem os
valores de (x,y) para os quais o determinante é zero e o trago é negativo. Finalmente, no

ponto BT™*, o traco e o determinante sao iguais a zero.

Y

A

\ 4
S

@)

Figura 3.6: Curvas obtidas no plano (z,y).

Vamos, entao, definir a fungao

(,b : U - R2 tal que (.T, y) = ¢(x7y> = (/1’67 /\6)'
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Agora, definimos o ponto BT e as curvas H, SNy e SN, no quadrante > 0e A > 0 do

plano dos parametros (i, A) da seguinte maneira:

O(BT") =BT, ¢(H')=H, o(S))=SNi ¢ 6(S;)=5N.  (36)

Observagao 3.1. Todas estas curvas obtidas no plano (u, \) através da fungao ¢ foram
parametrizadas no Apéndice VI. Devido a complexidade dos termos presentes na para-
metriza¢ao da curva SNy, nao € possivel calcular exatamente qual o limite quando y

tende a zero. Entretanto, podemos ter uma ideta numérica de que este limite € o ponto

(1/v/2,1/v/2). Veja Tabela 3.1.

Yy Pe Ae

1071 | 0.72907346904558767431 | 0.72778822338827575678
1072 | 0.70943969437748755080 | 0.70942440157619834906
10~* | 0.70713157575993690340 | 0.70713157402122417405
1078 | 0.70710678368633750335 | 0.70710678368633761437
10716 | 0.70710678118654768376 | 0.70710678118654757274
10732 | 0.70710678118654735069 | 0.70710678118654735069
107%4 | 0.70710678118654746172 | 0.70710678118654746172

Tabela 3.1: Tabela de valores de p e A\ em funcao de .

3.3 A bifurcacao do tipo Bogdanov-Takens

O que sera demonstrado nos teoremas a seguir, é que de fato, o ponto BT é o ponto no
plano dos parametros que faz com que o sistema (3.2) tenha um ponto de equilibrio do tipo
Bogdanov-Takens, e que as curvas H, SN; e SN, sao curvas de parametros para os quais

o sistema (3.2) admite pontos de equilibrio dos tipos Hopf e Sela-no, respectivamente.

Teorema 3.1. Considere

2 V17 =1
- (o )
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Entao, para parametros (pu, \) = BT o sistema (3.2) admite um ponto de equilibrio do

tipo Bogdanov-Takens.

Demonstracao: Para demonstrar este teorema, utilizaremos o Teorema 2.2 e os calculos
que podem ser encontrados no Apéndice VII . Consideremos entdo F' = (F, F5) o campo
de vetores do sistema (3.2). Primeiramente, devemos observar que para (p, A\) = BT o
sistema apresenta um tnico ponto de equilibrio

3—V17 1 [V/17T-3

P1: 5
4 2 2

Assim, temos que a matriz Jacobiana DF calculada, para parametros (u, \) = BT, no

ponto de equilibrio P; é dada por

8 —13+3V17
DF(P) = | V109+27V17 4 £0. (3.7)
—5+ 317 B 2717 — 109
4 8

Primeiramente, devemos observar que a matriz D F(P;) possui traco e determinante nulos,
isto é, o ponto de equilibrio P; é um candidato a ser do tipo Bogdanov-Takens. Agora,
como a matriz DF(P;) é nao nula, a condi¢ao (i) do Teorema 2.2 esta verificada. As

condigdes (ii) e (iii) de ndo degenerescéncia sao satisfeitas, pois

b —3V17 165 4+ 4117
GZT\/_%Q e b:—U%\/_#O.

Por fim, precisamos mostrar que a aplicacao
6 (X, 0) = (F(X, 1, \), trDF (X, i, ), det DF(X, 11, \))

é regular em (P;, BT). De fato, basta observarmos que o determinante da matriz Jacobi-
ana de F calculada em (P, BT) é dado por

17(23 — V17)

det DF(P;, BT) = — .

£ 0.

Assim, pelo Teorema 2.2, segue que o ponto BT é um ponto no plano de parametros para

o qual o sistema (3.2) admite um ponto de equilibrio do tipo Bogdanov-Takens. O
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3.4 A bifurcacao do tipo Hopf

Teorema 3.2. Para pardmetros (u, \) sobre a curva H, o sistema (3.2) admite um ponto
de equilibrio P, com o primeiro coeficiente de Lyapunov positivo, ou seja, o ponto Py é

um equilibrio do tipo Hopf.

Demonstragao: Primeiramente devemos observar que todos os céalculos feitos para a
demonstracao deste teorema podem ser encontrados no Apéndice VIII. Estes célculos,
necessarios para encontrar o primeiro coeficiente de Lyapunov, foram baseados em um
método proposto em [1]. Agora, como foi feito no Teorema 2.7, precisamos mostrar que
para qualquer par de parametros sobre a curva H os pontos de equilibrio do sistema (3.2)
serao candidatos a pontos de equilibrio do tipo Hopf. Para isso, basta tomarmos a curva
H* e observar que ela é obtida tomando o traco e determinante da matriz Jacobiana do
sistema (3.2) de tal forma que T'(z,y) = 0 e D(z,y) > 0. Agora, como a curva H* na

Figura 3.6 pode ser parametrizada por

B (8) = (t, (3—;lt)t+oz>,

onde v = /t(=8+9t) e t € ((3 —/17)/4,0), temos que cada ponto de equilibrio candi-

dato a ser um ponto do tipo Hopf é dado por

B—4t)t+ «

Pi(a(t), y(8)) = (t, : ) .

Assim, substituindo x(t) e y(t) nas equagoes de . e A, vistas em (3.5) temos que a curva

H pode ser parametrizada por

( 2t VE= B+ a3t + a))

H(p(t), A1) =

CVBita/B—d)i+a 4/B—4)ita

com t € ((3 —+/17)/4,0). Dessa forma, calculando o primeiro coeficiente de Lyapunov
para qualquer ponto de equilibrio pertencente a curva H*, isto é, equilibrios do sistema
(3.2) quando tomamos parametros sobre a curva H temos que [;(P;) > 0. Portanto, pelo
Teorema 2.6, temos que o ponto de equilibrio P; é instavel e para cada par de parametros
(u, A) acima da curva H, porém suficientemente proximo desta, existird um tnico ciclo

limite instével proximo de um ponto de equilibrio estavel. O
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3.5 A bifurcacao do tipo Sela-né6

Teorema 3.3. Considere as curvas SN1 e SNy como em (3.6). Entdo, para qualquer
par de pardmetros (u, \) € SNy ou (u,\) € SNa, o sistema (3.2) possui um ponto de
equilibrio do tipo Sela-nd. Além disso, se os pardmetros pertencem a curva SNy, a parte
nodal do equilibrio € repulsora e se os parametros pertencem a curva SNy, a parte nodal

do equilibrio € atratora.

Devido a grande complexidade do sistema estudado, nao é possivel realizar os calculos
necessarios para aplicar o Teorema 2.4 neste caso. Devemos ressaltar que ao longo de todo
o estudo, foi possivel perceber que o Teorema 3.3 é verdadeiro. Sendo assim, enunciaremos
e daremos a prova de dois lemas a seguir que servem para nos dar a ideia de que a afirmagao
acima é verdadeira. Vale observar que os calculos para as demonstracoes dos dois lemas
a seguir foram realizados no software Mathematica com uma precisao de trinta casas
decimais, conforme Apéndice IX. Entretanto, para simplificar a leitura deste trabalho,

vamos utilizar apenas cinco casas decimais.

Lema 3.1. Considere
S11 = (0.75,0.74535) e Si2 = (0.8,0.78062).

Entao, para parametros (pu, \) = S11 ou (u, \) = Sia, o0 sistema (3.2) admite um ponto de

equilibrio do tipo Sela-nd com parte nodal repulsora.

Demonstragao: Para esta prova iremos utilizar o Teorema 2.4. Vamos comegar entao
mostrando que se (p, A) = Si1, entdo o ponto de equilibrio do sistema (3.2) é candidato
a ser um ponto do tipo Sela-né. De fato, tomando tais parametros, temos que o sistema

(3.2) apresenta um tnico ponto de equilibrio dado por
P, = (—0.27258,0.19184).

Basta, entao, calcular a matriz Jacobiana do sistema (3.2) em P;. Assim, temos que seus

autovalores s@o dados por s; = 0.92084 e s, = 0. Dessa forma, temos que T'(z,y) # 0
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e D(z,y) = 0 e o ponto de equilibrio P; é um candidato a equilibrio do tipo Sela-né.

Calculando os autovetores a direita e a esquerda, V, e Wy, respectivamente obtemos
Vo = (—0.27814,0.96054) e Wy = (—0.98882,0.14907).

Para verificarmos que o ponto P; satisfaz a condicao de nao degenerescéncia, devemos

calcular a matriz Hessiana das duas componentes do campo em P;, assim, temos que

6.88570 3.63646 3.63646  0.02920
Hl(Pl) = e HQ(Pl) =

3.63646 0.02920 0.02920 —8.74933

Agora, calculando o produto em (iii) temos que
Wo - DX F(P)(Vy, Vo) = 0.20421 # 0.

Assim, as condigoes do Teorema 2.4 sao satisfeitas. Logo, se (i, A) = Si1, entdo o ponto
de equilibrio P; é um ponto de equilibrio do tipo Sela-n6. Por fim, observando que o
autovalor nao nulo s; é positivo segue que a parte nodal da Sela-n6 é repulsora.
Vamos agora fazer a demonstracao para o ponto Sis. Primeiramente, vamos observar
que quando tomamos (4, A) = Si2 o sistema (3.2) apresenta um tnico ponto de equilibrio
dado por

Py = (—0.28093,0.37393).

Devemos mostrar que um dos autovalores da matriz Jacobiana calculada em P, é nulo
para que este ponto seja um candidato & equilibrio do tipo Sela-no, o que, de fato, ocorre,
uma vez que os autovalores sao dados por ¢t; = 0.00297 e t, = 0. Sabendo que o ponto
P, é um candidato a Sela-né, prosseguiremos de forma analoga ao caso anterior. Temos

entao que os autovetores a direita Vj e a esquerda Wy sao dados por
Vo = (0.27879,096035) e Wy = (—0.95993,0.28022).
Calculando a matriz Hessiana das componentes do campo do sistema (3.2) em P, temos
que
5.38151  —0.38464 —0.38464 —2.16402

H1<P2> = € HQ(PQ) =
—0.38464 —2.16402 —2.16402 —4.33518
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Por fim, o produto em (iii) é dado por
Wy - D% F(P,)(Vi, Vi) = 0.25854 # 0.

Desta forma, as condi¢oes do Teorema 2.4 sao satisfeitas e, logo, se (u, A) = Si2, entdo
o ponto de equilibrio P, é um ponto de Sela-n6. Agora, observando que o autovalor nao

nulo t; é positivo segue que a parte nodal da Sela-né é repulsora.

Lema 3.2. Considere

V3 154+3V17 1 [T+ V17
521: 1,— e 522: —

2 3 "2 3

Entao, para pardmetros (pu, \) = So1 ou (i1, A) = Saa, 0 sistema (3.2) admite um ponto de

equilibrio do tipo Sela-nd com parte nodal atratora.

Demonstragao: Assim como no Lema 3.1 vamos utilizar o Teorema 2.4. Antes de mais
nada, devemos mostrar que para o par de parametros S, o ponto de equilibrio do sistema
(3.2) é um candidato a ponto de equilibrio do tipo Sela-né. Para isso, vamos observar que

substituindo Ss; em (3.2) temos um tnico equilibrio dado por

P = (0%)

Agora, basta ver que a matriz Jacobiana do sistema (3.2) calculada no ponto de equilibrio

P, é dada por

- 3 3
DF(P) 5 4
3 3
Sendo assim, os autovalores de DF(P;) sdo dados por s; = —/2 e 55 = 0, 0 que implica em

T(xz,y) # 0 e D(z,y) = 0. Logo, o ponto de equilibrio P; é candidato a equilibrio do tipo
Sela-n6. Agora, calculando os autovetores a direita e a esquerda, Vy e Wy, respectivamente,

obtemos

Vo=(2v2,1) e Wy=(—v21).
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Para a condi¢ao de nao degenerescéncia do Teorema 2.4 devemos calcular as matrizes

Hessianas das duas componentes do campo em (3.2), obtendo

V2 10 R L

Hl(Pl) = 130 3 (§] HQ(Pl) = 3 A
— 0 N

3 0 3

Assim, calculando a expressao em (iii) temos que
Wo - D?(F(PD(VO; Vo) =4 #0.

Desta forma, as condigoes do Teorema 2.4 sao satisfeitas, e portanto, quando (i, \) = Sa;
o ponto de equilibrio P, ¢ um ponto de Sela-n6. Por fim, observando que o autovalor nao

nulo s; é negativo segue que a Sela-no é atratora.

Consideremos agora o ponto Sas. Prosseguindo de forma anéloga ao que foi feito para

o ponto Sy; temos que o sistema (3.2) tem um unico equilibrio dado por

Agora basta ver que os autovalores da matriz Jacobiana do sistema (3.2) calculada no

ponto de equilibrio P, sao dados por

1
5, = _Z‘/Ml +43V17 e sy =0,

o que implica em T'(z,y) # 0 e D(x,y) = 0. Logo, o ponto de equilibrio P, também
é candidato a equilibrio do tipo Sela-nd. Agora, calculando os autovetores a direita e a

esquerda, Vy e Wy, respectivamente, obtemos

1 1
Vo = (—6—4\/—3355+2403\/ﬁ, 1) e Wy= (—§\/5+3\/ﬁ, 1).

Para a condigao de nao degenerescéncia do Teorema 2.4 devemos calcular as matrizes

Hessianas das duas componentes do campo em (3.2), obtendo

_1\/17(107 +51V/17) 4517 — 107
48 2 96

45v/17 — 107 1 /1301117 — 47525
96 48 2

Hl(PQ) =
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45v/17 — 107 1 /1301117 — 47525
1 13011+/17 — 47525 B 10517 + 1
48 2 96

Assim, calculando a expressao em (iii) temos que

9(89 + 15V/17)
2048

WO'Dng(P2)(VO7VO) = # 0.

Dessa forma, as condigoes do Teorema 2.4 sdo satisfeitas, e portanto, quando (u, \) = Sao
o ponto de equilibrio P, é um ponto de Sela-n6. Por fim, observando que o autovalor nao

nulo s; é negativo segue que a Sela-no é atratora. [

3.6 As bifurcagoes dos pontos singulares O = (0,0) e
F = (1,0)

Teorema 3.4. Para pardmetros (po, No) sobre a curva p = X\, o ponto singular O apre-

senta uma bifurcagao Transcritica e valem as sequintes afirmacoes:

1
(1) Sepg =X < E, entao para pardmetros (u, ), com A > Xg, suficientemente préximo
deste, o sistema (3.2) admite um inico ponto de equilibrio e para parametros (i, A),
com \ < Ay, suficientemente prozimo deste, o sistema (3.2) nao possui pontos de

equilibrio.

1
(i) Se E < po = Ao < 1, entao para pardmetros (u, \), com A > Ao, suficientemente
prozimo deste, o sistema (3.2) admite um inico ponto de equilibrio e para pardmetros
(g, A), com N < Ny, suficientemente prozimo deste, o sistema (3.2) possui dois

pontos de equilibrio.

(iii) Se po = Ao > 1, entdo para pardmetros (u, X), com X > Ny, suficientemente proximo
deste, o sistema (3.2) nao possui pontos de equilibrio e para parametros (f, A), com
A < \o, suficientemente prozimo deste, o sistema (3.2) possui um unico ponto de

equilibrio.
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Temos também que o ponto singular O = (0,0) apresenta uma mudanga de estabilidade,
isto €, para pardmetros onde A < u o ponto singular O se comporta como um nd repulsor
e para pardmetros onde A > p o ponto singular O deiza de se comportar como um no

repulsor.

Demonstracao: Como queremos estudar o comportamento do ponto singular O =
(0,0), vamos escrever o sistema (3.2) em coordenadas polares centradas em O como a

seguir

r’:r((l—TQ)u—i— A(cos @ — 1) )7
V1+7r2—2rcosf
Asen6
V1+712=2rcosf
Tomando, entao, r = 0 segue que os equilibrios do sistema (3.8) sao dados por

(3.8)

0 =r

Q1(0,7) =(0,0) e Q20,r)=(m0).

A matriz Jacobiana do sistema (3.8), calculada em ), tem seus autovalores e autovetores
dados por s = —Ae sy =pu+Acom V; = (0,1) e Vo = (2A+ p, 1). Isto significa que @ é
sempre um ponto de sela com a curva estavel paralela ao eixo € e curva instavel paralela
ao vetor V5. Agora, a matriz Jacobiana calculada no ponto )> tem autovalores t; = X e
to = u — A, com autovetores 77 = (0,1) e 7o = (—2X + p, 1). Desta forma, podemos ver
que se A < u, o equilibrio ()3 é um no repulsor, e como a curva instavel da sela (), aponta
para r > 0, temos que a origem se comporta como um né repulsor.

Por outro lado, se A > u, o ponto ()2 € uma sela com a curva instavel ao longo do
eixo # e curva estével paralela ao vetor T,. Dessa forma, temos um conjunto de condi¢oes
iniciais U € D tais que o w-limite de qualquer condi¢ao inicial pertencente ao conjunto
U é exatamente o equilibrio ()2, ou seja, o ponto singular O = (0,0). Portanto, podemos
afirmar que o ponto O nao é mais um né repulsor.

Vamos agora analisar o comportamento do ponto )3 quando A = p. Primeiramente
devemos observar que to = 0 e, portanto, ()2 é um equilibrio semi-hiperbélico. Para
estudarmos sua estabilidade, vamos utilizar o Teorema 1.4. Através dos calculos presentes
no Apéndice X, concluimos que a fungao g(z) do Teorema 1.4 é dada por

pu(—1+2p?)a3
g(flf)z—( 5 La
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Assim, temos que g(z) > 0, se 0 < < 1/4/2 e, portanto, o ponto de equilibrio @, ¢ um
n6 instavel. Por outro lado, g(z) < 0, se 1 > 1/4/2 e o ponto de equilibrio @ é uma
sela com curva estavel paralela ao vetor Ty = (—2A+ i, 1). Finalmente, devemos observar
que para = A =1/ \/5, temos g(z) = 0 e, portanto, devemos continuar a expansao de

Taylor, obtendo assim que

ZEB

ou seja, o ponto de equilibrio Q; é uma sela, assim como no caso em que pu > 1//2.

+...7

Portanto, o ponto singular O = (0,0) apresenta uma bifurca¢do Transcritica quando
A = u e o teorema esta provado. Para mais detalhes sobre este tipo de bifurcagao,

consulte |[3]. O

Teorema 3.5. Para pardmetros sobre a curva A = 1 o sistema (3.2) apresenta uma
bifurcagao Transcritica no ponto singular F = (1,0). Em outras palavras, se A > 1, entao
o ponto singular F' se comporta localmente como um no atrator e se A < 1 o ponto singular

F nao € localmente atrator.

Demonstragao: Para analisar a estabilidade do ponto F', vamos reescrever o sistema
(3.2) em coordenadas polares como a seguir

I (_/\ B ru(r? + cos 6(3r — QCOSH)))
V14712 —2rcosé ’

(3.9)

r(v/1+ 12 —2rcos + rusend — usen26)

0 = cosl —
V1412 —2rcosé

Dessa forma, tomando r = 0 vamos encontrar que os equilibrios do sistema (3.9) sao

dados por

Q1(0,r) = (—g,O) e Qu(0,r)= (g,o) .

Agora, calculando a matriz Jacobiana do sistema (3.9) no ponto @); obtemos os autovalores
s1=1¢e sy =—1— X\ com autovetores

Vi = (1,0) ew_(;Ll)

2+ N\
Portanto, temos que o ponto de equilibrio ()1 é sempre uma sela, com curva instavel ao

longo do eixo 8 e curva estavel paralela ao vetor V5. Devemos observar que esta curva
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estavel tem inclinacao dada por 2 + A > 2, ou seja, as condic¢oes iniciais que tem o ponto
()1 como w-limite nao estao contidas no disco D, uma vez que a reta tangente ao disco

no ponto )y tem inclinagao 2, como visto no Lema 1.6 .

Olhando agora para a matriz Jacobiana calculada no ponto ()5 temos os autovalores

tiy = —1ety =1— A com autovetores

1
T, = (1 T =|——1
1 (7()) € 2 ()\_27)’

ou seja, para A > 1, o ponto de equilibrio (05 é um no atrator. Vale observar que as érbitas
que se afastam do equilibrio )1, que é uma sela, na verdade se aproximam do equilibrio
(2 uma vez que —m se identifica com 7 no plano (0,7). Desta forma, quando A > 1, o

ponto singular F' se comporta localmente como um né atrator, conforme a Figura 3.7.

Figura 3.7: Equilibrios do sistema (3.9) quando A > 1.

Por outro lado, para A < 1 o equilibrio ()2 é uma sela com curva estével ao longo do
eixo # e curva instavel paralela ao vetor Ts, de onde podemos concluir que o conjunto de
condigoes iniciais que tém o ponto () como w-limite pertence a reta » = 0. Portanto,
para qualquer vizinhanca do equilibrio ()2, onde r > 0, existem condigoes iniciais que se
afastam de @)2. Assim, para qualquer vizinhanga de F' no plano (z,y), existem condi¢oes
iniciais que se afastam de F'. Portanto, o ponto F' nao se comporta localmente como um

no atrator. Veja Figura 3.8.
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0D :r =2cos(0)

A
A

Q 0 Qs 0

Figura 3.8: Equilibrios do sistema (3.9) quando A < 1.

Falta agora analisar o comportamento do equilibrio ()2 quando A = 1. Com essa
condicao, o autovalor ¢, é nulo e, portanto, o equilibrio )5 é semi-hiperbélico. Utilizando
mais uma vez o Teorema 1.4 podemos concluir, pelos célculos presentes no Apéndice XI
que o equilibrio ()3 é um n6 atrator, o que implica que o comportamento é o mesmo do

caso A > 1 e a prova esta concluida. O

3.7 O ponto de equilibrio P, passa de foco para né

Lema 3.3. Considere A o discriminante do polinémio caracteristico da matriz Jacobiana
do sistema (3.2). Entdo, para pardmetros sobre a curva FN, A = 0 e, portanto, o

equilibrio do sistema muda de um foco para um no.

Demonstracao: A demonstracao deste lema sera omitida por conter muitas expressoes

complicadas. Entretanto, ela esta presente no Apéndice XII.

Para terminar a construgao do diagrama de bifurcagdes do sistema (3.2) vamos definir

0s seguintes pontos:

2 V17 -1
P W )

e ()
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3) T'={(u,\) € H: = p}.
4) Q:(Ll)'

5) O = (0,0).
Devemos definir também as seguintes curvas e regioes:

a) Ht ={(u,\) € H: XA > u}.

b) H™ ={(u,\) € H: X < pu}.

c) Ly é o segmento de reta sobre A = u cujos extremos sao O e C', ambos nao incluidos.
d) L, é o segmento de reta sobre A = p cujos extremos sao 1" e ), ambos nao incluidos.
e) Lj é o segmento de reta sobre A =1, com 0 < p < 1.

f) L, ¢ a semi reta sobre A = 1, com p > 1.

g) Ls é o segmento de reta sobre A = u cujos extremos sao C' e T', ambos nao incluidos.
h) Lg é a semi reta sobre A = u, com p > 1.

i) Ry ¢ o aberto cujo bordo é dado por =0, L3, Q e Lg.

j) Ry é o aberto cujo bordo é dado por u =0, H", T, L, Q e Ls.

k) Rs3 é o aberto cujo bordo é dado por A =0, Ly, SNy, BT e SNs.

1) R4 é o aberto cujo bordo é dado por Lg, Q e Ly.

m) Rjs é o aberto cujo bordo é dado por L4, Q, Lo, Ty H-, BT e SN;.

n) Rg é o aberto cujo bordo é dado por HY, O, Ly, C, Ls, e T.

0) R; é o aberto cujo bordo é dado por Ls, C, SNy, BT, H e T.
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De posse de todos os resultados obtidos e todas as regioes e curvas definidas, podemos

entdo descrever o diagrama de bifurcagoes do sistema (3.2). Veja Figura 3.9.

A ,LLZ)\

R, . o
1 Ls Q Ly
R
L 5
20 . 2 SN,
v R, i
C R7
H-.
He R;
Ly
¢ 1

Figura 3.9: Diagrama de bifurcagdes relativo aos equilibrios do sistema (3.2).

3.8 Retratos de fase do sistema (3.2).

Com as regides, curvas e pontos ja bem definidos em nosso quadrante dos parametros
(i, A), podemos comegar a analisar os retratos de fase encontrados em cada um desses
conjuntos. Lembrando que os retratos de fase quando p = 0 ja foram descritos nas Figuras
1.6 e 1.7, e o retrato da fase quando A = 0 foi descrito na Figura 3.2. E importante ressaltar

que todos os retratos de fase obtidos nesta secao foram computados numericamente.

Se (p, A) € Ry U L3 U Lg U{Q}, o sistema (3.2) nao possui pontos de equilibrio. Para
esses valores de p e A, o ponto singular F' = (1,0) se comporta localmente como um né

atrator. Veja Figura 3.10.
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0.5

0.0

T S S S RS SR Y R
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 3.10: Retrato de fase do sistema (3.2) quando (u, \) € Ry U Ly U Lg U {Q}.

Se (¢, A) € RyU Ly, com o par de parametros suficientemente longe da curva H, entao
o sistema (3.2) possui um ponto de equilibrio. Para esses valores de e A, o ponto de

equilibrio P é um n6 ou foco atrator. Veja Figura 3.11.

0.5

0.0

Figura 3.11: Retrato de fase do sistema (3.2) quando (i, \) € Ry U Ly suficientemente
longe de H.

Se (4, A) € Ry U Lo, com o par de parametros suficientemente proximo da curva H,
entdo o sistema (3.2) possui um ponto de equilibrio, um foco atrator, e também dois ciclos

limites, o maior estével, e o menor instével. Veja Figura 3.12.
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0.5

0.0

Figura 3.12: Retrato de fase do sistema (3.2) quando (u,\) € Ry U Ly suficientemente

proximo de H.

Se (i, A) € R3U L1 U{C}, o sistema (3.2) ndo possui pontos de equilibrio e, para esses
valores de 1 e A, o ponto singular O se comporta como um né repulsor, e existe um ciclo

limite estavel. Veja Figura 3.13.

0.5

0.0

Figura 3.13: Retrato de fase do sistema (3.2) quando (u, A) € R3 U Ly U {C}.

Se (pu, \) € Ry U Ly, o sistema (3.2) tem um ponto de equilibrio. Para esses valores

de p e A\, o ponto singular O = (0,0) se comporta como um né repulsor, o ponto singular
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F = (1,0) se comporta localmente como um né atrator e o ponto de equilibrio P ¢ uma

sela. Veja Figura 3.14.

0.5

0.0

S S S RS SR Y R
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 3.14: Retrato de fase do sistema (3.2) quando (u, \) € Ry U Ly.

Se (u, A\) € Rj, o sistema (3.2) possui dois pontos de equilibrio. Para valores de p e A
suficientemente longe da curva H, o ponto singular O = (0,0) se comporta como um né
repulsor. Em relagao aos pontos de equilibrio, temos um noé atrator e uma sela. Vale a

pena notar que neste caso nao hé ciclos limite. Veja Figura 3.15.

05

0.0

Figura 3.15: Retrato de fase do sistema (3.2) quando (u, A) € Rj suficientemente longe

da curva H.
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Agora, para valores de e A\ € Ry suficientemente proximos da curva H, o sistema
ainda apresenta dois pontos de equilibrio, mas neste caso, um deles é um foco atrator,
o outro equilibrio é uma sela, e agora passamos a ter dois ciclos limites, o maior deles

estavel, e o menor instavel. Veja Figuras 3.16 e 3.17.

0.0

Figura 3.16: Retrato de fase do sistema (3.2) quando (i, ) € Rj suficientemente proximo

a curva H.

055 T 1t

‘ / /’ / / ”/ / / \ ’/A /A
i ///m‘f/ f A

I
414494 / e °/‘//4//‘/f |

0.50 -

0.30 -

0.25

S S ORI A S S S SR B U S BV
-0.40 -0.35 -0.30 -0.25 -0.20 -0.15 -0.10

Figura 3.17: Vizinhanga de um equilibrio do sistema (3.2) quando (i, \) € Rs suficiente-

mente proximo a curva H.

Se (,\) € RgU Ly U Ls U H U{T}, o sistema (3.2) possui um ponto de equilibrio.
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Neste caso, o ponto de equilibrio P é um nd ou foco repulsor, e existe um ciclo limite

estavel como na Figura 3.18.

0.5

0.0

S S S RS SR Y R
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 3.18: Retrato de fase do sistema (3.2) quando (u,\) € RgU Ly UHTU{T}UH™.

Se (u, \) € R7UH ™, o sistema (3.2) possui dois pontos de equilibrio. Para esses valores
de p e A, o ponto singular O = (0,0) se comporta como um no6 repulsor. Olhando para
os pontos de equilibrio temos que um deles € um né repulsor e o outro é uma sela. Neste

caso, existe também um ciclo limite estavel. Veja Figura 3.19.

05

0.0

Figura 3.19: Retrato de fase do sistema (3.2) quando (u, \) € Ry U H™.
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3.2) quando (u, \) € Ry.

‘ ‘—0,25‘ - ‘—020 ‘—0.15‘ ‘—0.10‘
ibrio do sistema (

L L
-0.30

3.2) possui apenas um ponto de equilibrio. Para esses

(

valores de i e A, o ponto singular O

L .
-0.35

030
025
0.20:—
0151
010+
0.05-

Figura 3.20: Vizinhanca do equil

Se (u,A) € SNy, o sistema

0) se comporta como um né repulsor. De

0

(

7
acordo com o Teorema 1.4, o ponto de equilibrio P é do tipo Sela-n6, com parte nodal

repulsora. Veja Figura 3.21.

10+

0.5

—05L

-1.0

1.0

0.5

0.0

-0.5

-1.0

Figura 3.21: Retrato de fase do sistema (3.2) quando (u, \) € SN;.
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0.30 -

0.25

0.20 -

Figura 3.22: Vizinhanga do equilibrio do sistema (3.2) quando (i, A\) € SN.

Se (i, A) € SNs, o sistema (3.2) tem apenas um equilibrio. Para esses valores de p e
A o ponto singular O = (0,0) se comporta como um né repulsor. O ponto de equilibrio,
novamente pelo Teorema 1.4, é um equilibrio do tipo Sela-n6é com parte nodal atratora.

Veja Figura 3.23.

0.5

0.0

L
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 3.23: Retrato de fase do sistema (3.2) quando (u, \) € SNs.

Se (u, A) = BT o sistema (3.2) possui um ponto de equilibrio. Para esse valor de p e
A, o ponto singular O = (0,0) se comporta como um né repulsor. Quando olhamos para

as solugoes, vemos que existe um ciclo limite estével e que todas as condigoes iniciais em
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D espiralam em direcao ao ciclo limite, exceto por uma, a solugao que inicia no ponto

singular O = (0,0) e termina no ponto de equilibrio. Veja Figura 3.24.

0.0

Figura 3.24: Retrato de fase do sistema (3.2) quando (u, A) = BT.



Conclusoes

Ao longo deste trabalho estudamos uma importante area da teoria qualitativa das equa-
¢oes diferenciais ordinarias, para ser mais especifico, as bifurcac¢oes locais de um modelo
biolégico. Para entendermos todos os trés casos, foi necessario revisitar alguns conceitos
bésicos desta area da matemaética, além de aprofundar um pouco mais em alguns conceitos

nao muito abordados em disciplinas iniciais.

O resultado desta dissertagao se deu como esperado, foi possivel introduzir o modelo
inicial tido como motivagao e realizar duas mudancas para um estudo mais detalhado de
alguns elementos. O estudo do modelo inicial foi muito bem amparado pelo artigo [9], e
as modificagoes a seguir foram construidas a partir de uma modificagao ficticia e outra

com carater mais real.

No Capitulo 1, foi estudado um sistema simples dependente de um parametro nao
negativo w. A partir deste estudo foi possivel encontrar condigdes sobre w para que todas
as solugoes iniciais tendessem para um tnico ponto e, assim, determinar uma localizacao

no disco D para que as particulas permanecam em um estado de equilibrio.

A analise realizada sobre o caso ficticio dependente de dois parametros nao negativos no
Capitulo 2 se deu de forma direta. Enunciando e provando alguns teoremas, conseguimos
construir um diagrama de bifurcagoes, o que nos ajudou a compreender melhor a tltima
modificagdo. Aqui devemos ressaltar que foram encontradas bifurca¢des dos tipos de

Bogdanov-Takens, Hopf e Sela-né.

Ja no ultimo caso, visto no Capitulo 3, também foi possivel construir um diagrama de
bifurcagoes, mas como as expressoes eram mais complicadas, foram encontrados alguns

problemas como a seguir:

78
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Problema 1. Demonstrar um teorema que prova a existéncia de uma curva algébrica,
SN, no plano de pardmetros de tal forma que para cada par de pardmetros pertencente a

curva SN, o sistema (3.2) possua um ponto de equilibrio do tipo Sela-nd.

Devemos mencionar que este teorema nao foi demonstrado gragas ao fato das expres-
soes em (3.2) serem complicadas para um simples computador operar. Basta observarmos
que no Capitulo 2, onde as expressoes eram mais simples, um resultado equivalente foi

demonstrado.

Problema 2. Encontrar explicitamente a curva L no plano de pardmetros, dada pelos

pares (p, \), para os quais o sistema (3.2) possuisse lagos homoclinicos.

No Teorema 2.2 vimos que a existéncia da curva L é garantida. Portanto, o que
podemos encontrar sao apenas pares de parametros isolados para os quais o sistema (3.2)
admite lagos homoclinicos, o que nao é suficiente para a encontrarmos de fato, uma

expressao que define a curva L.

Como uma observagao final, vale lembrar que estes modelos estudados neste trabalho
ainda podem ser modificados, gerando estudos futuros. Uma modificagdo que poderia
ser interessante ¢é tratar qualquer um dos trés modelos com a adi¢ao de uma terceira
dimensao. Uma ideia simples para tal modificacao é apenas acrescentar uma forga agindo
na dimensao dada pelo eixo z, considerando apenas z > 0. Poderiamos considerar, por

exemplo os seguintes sistemas:

¥ =—-wy+v Rz
V(R —x)2 42
Yy
< ' — wr — v , (310)
Y (R—x)?2+y?
Z = —z.

No caso do sistema (3.10), podemos ver, por exemplo, um modelo em que no plano
(x,y) o comportamento se da de forma semelhante ao visto no Capitulo 1, mas aqui, temos
uma aceleracao das particulas com dire¢ao ao plano z = 0, que pode ser interpretado como

o fundo de um tubo cilindrico.
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( b — R—x
T =br —wy—+v ,
V(R —x)? + y?

7 _3;)2 — (3.11)

Yy =by +wr—v

Agora, em (3.11) teremos um comportamento semelhante ao do Capitulo 2 quando
z = 0 e, fora deste plano, uma aceleragao que leva as particulas a este plano, dependendo
de uma constante g, que pode ser interpretada como a densidade do liquido. Modificagoes

como estas podem ser consideradas em possiveis estudos futuros.
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Campo de Vetores do sistema (1.6) quando w=1.

F1=r (Sin[e] -1)
seno

F2 = -r+Cos[6]
cosseno

r(-1+Sinfe])

-r+Cos (6]

Pontos de Equilibrio.

P2 = {o, -2};
Pl = {e, Z};

2

Matriz Jacobiana DF

DF = {{D[F1, r], D[F1, €1}, {D[F2, r], D[F2, ©6]}}
derivada derivada derivada derivada

{{-1+Sin[e], rCos[e]}, {-1, -Sin[6]}}

Matriz Jacobiana calculada em Q2

32 = DF /. {r-»@,e-»-%}

{{-2,0}, {-1, 1}}

Eigensystem[J2]
autovalores e autovetores

{{-2, 1}, {{3, 1}, {0, 1}}}

Q2 é uma sela com curva instavel no eixo 8 e curva estavel “fora” do
disco D.

7
BD = Plot[2 Cos[6], {e, --,
grafico | cosseno 2

NN

s

Inc = Plot[3 (x/2+0), {6, -7T/2,0}];
grafico

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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Grafico do bordo de D e da curva estavel no plano (6,r)

Show [BD, Inc]
mostra

Matriz Jacobiana calculada em Q1

31 = DF /. {r-»@,e-,g}

{{e, e}, {-1, -1}}

Eigensystem[J1]
autovalores e autovetores

{{-1, 0}, {{6, 1}, {-1,1}}}

Q1 é semi-hiperbdlico e para estudarmos sua estabilidade, vamos
utilizar o Teorema 1.4.

Translagéo do campo (F1,F2) de (0,Z) para (0,0).

Gl =r (Cos[e] -1)
cosseno

G2 = -r-Sin[e]
seno

r(-1+Cos[©O])

-r-Sin[o]

Matriz Jacobiana do campo G

DG = {{D[G1, r], D[G1, €]}, {D[G2, r], D[G2, ©6]}}
derivada derivada derivada derivada

{{-1+Cos[6], -rSin[6]}, {-1, ~Cos[O]}}
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Matriz Jacobiana do campo G no novo Q1 = (0,0)

DG1=DG /. {r -0, 6 - 0}
{{e, 0}, {-1, -1}}

Eigensystem[DG1]
autovalores e autovetores

{{-1, 0}, {{0, 1}, {-1, 1}}}

Matriz de mudanca de variaveis, formada pelos autovetores de DG1.

M={{1, 0}, {-1, 1}}
{{1, 0}, {-1, 1}}

M1 = Inverse[M]
matriz inversa

{{1, 0}, {1, 1}}

Tomando (u,v) = M1 (r,0), temos que x=rey=x+6,deonder=xe 6
= y-x e multiplicando o campo por -1 para estar nas hipoteses de
Dumortier et al segue que

H1 = -x (Cos[y-x] -1)

cosseno
-X (-1+Cos[x-Yy])
H2 = - (-2x+xCos[y-Xx] -Sin[y-Xx])
cosseno seno

2Xx-xCos[x-y] -Sin[x-y]
Mostrando que a origem € equilibrio
H1/. {x->0,y->0}

0

H2 /. {x> 0, y-> 0}
0

Matriz Jacobiana de H

JL = {{D[H1, x], D[H1, y]}, {D[H2, x], D[H2, y]}}
derivada derivada derivada derivada

{{1-Cos[x-y] +xSin[x-y], -xSin[x-y]},
{2-2Cos[x-y] +xSin[x-y], Cos[x-y] -xSin[x-y]}}
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Matriz Jacobiana de H na origem

Jle=3IL/. {x-»0,y-0}
{{e, 0}, {0, 1}}

Funcao A de do Teorema 1.4.

A=-x(-1+Cos[x-Yy])
cosseno

-X (-1+Cos[x-Yy])

A nossa funcéo B é a fungao Ay + B(x,y) do Teorema 1.4.

B=2x-xCos[x-y] -Sin[x-y]
cosseno seno

2x-xCos[x-y] -Sin[x-y]

Resolvendo B = 0 para y em fungao de x
Definicdo de B,tomando y = f(x)

B=2x-xCos[x-f[x]]-Sin[x-f[x]]
cosseno seno

2x-xCos[x-f[x]]-Sin[x-f[x]]

B/.x->0
Sin[f[@]]

Como queremos B(0,f(0)) = 0, devemos ter que Sin[f[0]] = 0,de onde
f[0]=0.

fle] =0
0

Derivando ambos os membros de B = 0 em relacio a x
Bl = D[B, X]
derivada
2-Cos[x-f[x]] -Cos[x-F[x]] (1-F[x]) +xSin[x-Ff[x]] (1-F[x])
Aplicando em x = 0 e igualando a zero

Bl/.x-0
f[e]
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Temos entdoque f'[0] =0

f[e] =0
0

Derivando de novo em relacao a x
B2 = D[B1, x]
derivada

2Sin[x-f[x]] (1-F[x]) +xCos[x-F[x]] (L-F[x])%+
Sin[x - f[x]] (1—F’[x])2+Cos[x—F[x]]f”[x] -xSin[x-f[x]] f"[x]

Aplicando em x = 0 e igualando a zero

B2/.x-0
fle]

Temos entaoque f'[0] =0

f'[e] =0
0

Derivando de novo com relagao a x

B3 = D[B2, X]
derivada
3Cos[x-F[x]] (1-F[x])2+Cos[x-F[x]] (1-F[x])3-
xSin[x-f[x]] (1-F[x])>-3Sin[x-f[x]] f'[x] -3xCos[x-Ff[x]] (1-F
3sin[x-f[x]] (1-f[x]) f'[x] +Cos[x-f[x]]f? [x] -xSin[x-f[x]] f? [x]

-

X

-

X
|

Aplicando em x = 0 e igualando a zero

B3/.x-0
4+f3 (0]

Temos que £/ [8] = -4 e comissoy = f(x) = - 2 x*3+...

Substituindo em A e tomando a expansao de Taylor para encontrar a
funcao g(x).

2
A=-X(-1+Cos[Xx-y]) /.y—-—x"3
cosseno 3

-X

—1+Cos{x+ 2X3]




Aplicandoem x=0

A/.x->0
0

Derivando em relacao a x

Al =D[A, X]
derivada
23 2x3
1—Cos{x+ X ]+x(1+2x2> Sin[x+ X]

Aplicandoem x=0

Al/.x->0
0

Derivando de novo

A2 = D[A1, x]
derivada

e (1+2x2)2Cos[x+ ZTXB] +4XZSin[x+ 23—X3] +2 (1+2x2> Sin[x+ ZTXB]

Aplicandoem x =0

A2 /. x>0
(%]

Derivando de novo

A3 = D[A2, X]
derivada
R R 2x3 212 2x3
12 x (1+2x)Cos[x+ ]+3(1+2x) Cos[x+ ]+
2x3 2x3
16xSin[x+ X }-x(1+2x2)351n[x+ X]

3 3

Aplicandoem x=0

A3/.x->0
3



Portando, temos que g(x) = A(xf(x)) = 2 x*3+...

6l = -r + Cos[0O]
cosseno

rl=r (Sin[e] -1)
Seno

-r+Cos (0]

r(-1+Sin[e])

StreamPlot[ {61, rl}, {6, -x, n}, {r, -m, 7}]
grafico de fluxo

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

b I e
e //Z;:i/?
L e
WLl
b ===
PR Te=—s
T e
RN )

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
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Campo de Vetores do sistema (1.6) quando w=1.

F1=r (Sin[e] -1)
seno

F2 = -r+Cos[6]
cosseno

r(-1+Sinfe])

-r+Cos (6]

Pontos de Equilibrio.

P2 = {o, -2};
Pl = {e, Z};

2

Matriz Jacobiana DF

DF = {{D[F1, r], D[F1, €1}, {D[F2, r], D[F2, ©6]}}
derivada derivada derivada derivada

{{-1+Sin[e], rCos[e]}, {-1, -Sin[6]}}

Matriz Jacobiana calculada em Q2

32 = DF /. {r-»@,e-»-%}

{{-2,0}, {-1, 1}}

Eigensystem[J2]
autovalores e autovetores

{{-2, 1}, {{3, 1}, {0, 1}}}

Q2 é uma sela com curva instavel no eixo 8 e curva estavel “fora” do
disco D.

7
BD = Plot[2 Cos[6], {e, --,
grafico | cosseno 2

NN

s

Inc = Plot[3 (x/2+0), {6, -7T/2,0}];
grafico

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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Grafico do bordo de D e da curva estavel no plano (6,r)

Show [BD, Inc]
mostra

Matriz Jacobiana calculada em Q1

31 = DF /. {r-»@,e-,g}

{{e, e}, {-1, -1}}

Eigensystem[J1]
autovalores e autovetores

{{-1, 0}, {{6, 1}, {-1,1}}}

Q1 é semi-hiperbdlico e para estudarmos sua estabilidade, vamos
utilizar o Teorema 1.4.

Translagéo do campo (F1,F2) de (0,Z) para (0,0).

Gl =r (Cos[e] -1)
cosseno

G2 = -r-Sin[e]
seno

r(-1+Cos[©O])

-r-Sin[o]

Matriz Jacobiana do campo G

DG = {{D[G1, r], D[G1, €]}, {D[G2, r], D[G2, ©6]}}
derivada derivada derivada derivada

{{-1+Cos[6], -rSin[6]}, {-1, ~Cos[O]}}
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Matriz Jacobiana do campo G no novo Q1 = (0,0)

DG1=DG /. {r -0, 6 - 0}
{{e, 0}, {-1, -1}}

Eigensystem[DG1]
autovalores e autovetores

{{-1, 0}, {{0, 1}, {-1, 1}}}

Matriz de mudanca de variaveis, formada pelos autovetores de DG1.

M={{1, 0}, {-1, 1}}
{{1, 0}, {-1, 1}}

M1 = Inverse[M]
matriz inversa

{{1, 0}, {1, 1}}

Tomando (u,v) = M1 (r,0), temos que x=rey=x+6,deonder=xe 6
= y-x e multiplicando o campo por -1 para estar nas hipoteses de
Dumortier et al segue que

H1 = -x (Cos[y-x] -1)

cosseno
-X (-1+Cos[x-Yy])
H2 = - (-2x+xCos[y-Xx] -Sin[y-Xx])
cosseno seno

2Xx-xCos[x-y] -Sin[x-y]
Mostrando que a origem € equilibrio
H1/. {x->0,y->0}

0

H2 /. {x> 0, y-> 0}
0

Matriz Jacobiana de H

JL = {{D[H1, x], D[H1, y]}, {D[H2, x], D[H2, y]}}
derivada derivada derivada derivada

{{1-Cos[x-y] +xSin[x-y], -xSin[x-y]},
{2-2Cos[x-y] +xSin[x-y], Cos[x-y] -xSin[x-y]}}
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Matriz Jacobiana de H na origem

Jle=3IL/. {x-»0,y-0}
{{e, 0}, {0, 1}}

Funcao A de do Teorema 1.4.

A=-x(-1+Cos[x-Yy])
cosseno

-X (-1+Cos[x-Yy])

A nossa funcéo B é a fungao Ay + B(x,y) do Teorema 1.4.

B=2x-xCos[x-y] -Sin[x-y]
cosseno seno

2x-xCos[x-y] -Sin[x-y]

Resolvendo B = 0 para y em fungao de x
Definicdo de B,tomando y = f(x)

B=2x-xCos[x-f[x]]-Sin[x-f[x]]
cosseno seno

2x-xCos[x-f[x]]-Sin[x-f[x]]

B/.x->0
Sin[f[@]]

Como queremos B(0,f(0)) = 0, devemos ter que Sin[f[0]] = 0,de onde
f[0]=0.

fle] =0
0

Derivando ambos os membros de B = 0 em relacio a x
Bl = D[B, X]
derivada
2-Cos[x-f[x]] -Cos[x-F[x]] (1-F[x]) +xSin[x-Ff[x]] (1-F[x])
Aplicando em x = 0 e igualando a zero

Bl/.x-0
f[e]
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Temos entdoque f'[0] =0

f[e] =0
0

Derivando de novo em relacao a x
B2 = D[B1, x]
derivada

2Sin[x-f[x]] (1-F[x]) +xCos[x-F[x]] (L-F[x])%+
Sin[x - f[x]] (1—F’[x])2+Cos[x—F[x]]f”[x] -xSin[x-f[x]] f"[x]

Aplicando em x = 0 e igualando a zero

B2/.x-0
fle]

Temos entaoque f'[0] =0

f'[e] =0
0

Derivando de novo com relagao a x

B3 = D[B2, X]
derivada
3Cos[x-F[x]] (1-F[x])2+Cos[x-F[x]] (1-F[x])3-
xSin[x-f[x]] (1-F[x])>-3Sin[x-f[x]] f'[x] -3xCos[x-Ff[x]] (1-F
3sin[x-f[x]] (1-f[x]) f'[x] +Cos[x-f[x]]f? [x] -xSin[x-f[x]] f? [x]

-

X

-

X
|

Aplicando em x = 0 e igualando a zero

B3/.x-0
4+f3 (0]

Temos que £/ [8] = -4 e comissoy = f(x) = - 2 x*3+...

Substituindo em A e tomando a expansao de Taylor para encontrar a
funcao g(x).

2
A=-X(-1+Cos[Xx-y]) /.y—-—x"3
cosseno 3

-X

—1+Cos{x+ 2X3]




Aplicandoem x=0

A/.x->0
0

Derivando em relacao a x

Al =D[A, X]
derivada
23 2x3
1—Cos{x+ X ]+x(1+2x2> Sin[x+ X]

Aplicandoem x=0

Al/.x->0
0

Derivando de novo

A2 = D[A1, x]
derivada

e (1+2x2)2Cos[x+ ZTXB] +4XZSin[x+ 23—X3] +2 (1+2x2> Sin[x+ ZTXB]

Aplicandoem x =0

A2 /. x>0
(%]

Derivando de novo

A3 = D[A2, X]
derivada
R R 2x3 212 2x3
12 x (1+2x)Cos[x+ ]+3(1+2x) Cos[x+ ]+
2x3 2x3
16xSin[x+ X }-x(1+2x2)351n[x+ X]

3 3

Aplicandoem x=0

A3/.x->0
3



Portando, temos que g(x) = A(xf(x)) = 2 x*3+...

6l = -r + Cos[0O]
cosseno

rl=r (Sin[e] -1)
Seno

-r+Cos (0]

r(-1+Sin[e])

StreamPlot[ {61, rl}, {6, -x, n}, {r, -m, 7}]
grafico de fluxo

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

b I e
e //Z;:i/?
L e
WLl
b ===
PR Te=—s
T e
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Campo de Vetores do sistema (1.6) quando w=1.

F1=r (Sin[e] -1)
seno

F2 = -r+Cos[6]
cosseno

r(-1+Sinfe])

-r+Cos (6]

Pontos de Equilibrio.

P2 = {o, -2};
Pl = {e, Z};

2

Matriz Jacobiana DF

DF = {{D[F1, r], D[F1, €1}, {D[F2, r], D[F2, ©6]}}
derivada derivada derivada derivada

{{-1+Sin[e], rCos[e]}, {-1, -Sin[6]}}

Matriz Jacobiana calculada em Q2

32 = DF /. {r-»@,e-»-%}

{{-2,0}, {-1, 1}}

Eigensystem[J2]
autovalores e autovetores

{{-2, 1}, {{3, 1}, {0, 1}}}

Q2 é uma sela com curva instavel no eixo 8 e curva estavel “fora” do

disco D.

7
BD = Plot[2 Cos[6], {e, --,
grafico | cosseno 2

NN

s

Inc = Plot[3 (x/2+0), {6, -7T/2,0}];
grafico

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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Grafico do bordo de D e da curva estavel no plano (6,r)

Show [BD, Inc]
mostra

Matriz Jacobiana calculada em Q1

31 = DF /. {r-»@,e-,g}

{{e, e}, {-1, -1}}

Eigensystem[J1]
autovalores e autovetores

{{-1, 0}, {{6, 1}, {-1,1}}}

Q1 é semi-hiperbdlico e para estudarmos sua estabilidade, vamos
utilizar o Teorema 1.4.

Translagéo do campo (F1,F2) de (0,Z) para (0,0).

Gl =r (Cos[e] -1)
cosseno

G2 = -r-Sin[e]
seno

r(-1+Cos[©O])

-r-Sin[o]

Matriz Jacobiana do campo G

DG = {{D[G1, r], D[G1, €]}, {D[G2, r], D[G2, ©6]}}
derivada derivada derivada derivada

{{-1+Cos[6], -rSin[6]}, {-1, ~Cos[O]}}
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Matriz Jacobiana do campo G no novo Q1 = (0,0)

DG1=DG /. {r -0, 6 - 0}
{{e, 0}, {-1, -1}}

Eigensystem[DG1]
autovalores e autovetores

{{-1, 0}, {{0, 1}, {-1, 1}}}

Matriz de mudanca de variaveis, formada pelos autovetores de DG1.

M={{1, 0}, {-1, 1}}
{{1, 0}, {-1, 1}}

M1 = Inverse[M]
matriz inversa

{{1, 0}, {1, 1}}

Tomando (u,v) = M1 (r,0), temos que x=rey=x+6,deonder=xe 6
= y-x e multiplicando o campo por -1 para estar nas hipoteses de
Dumortier et al segue que

H1 = -x (Cos[y-x] -1)

cosseno
-X (-1+Cos[x-Yy])
H2 = - (-2x+xCos[y-Xx] -Sin[y-Xx])
cosseno seno

2Xx-xCos[x-y] -Sin[x-y]
Mostrando que a origem € equilibrio
H1/. {x->0,y->0}

0

H2 /. {x> 0, y-> 0}
0

Matriz Jacobiana de H

JL = {{D[H1, x], D[H1, y]}, {D[H2, x], D[H2, y]}}
derivada derivada derivada derivada

{{1-Cos[x-y] +xSin[x-y], -xSin[x-y]},
{2-2Cos[x-y] +xSin[x-y], Cos[x-y] -xSin[x-y]}}
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Matriz Jacobiana de H na origem

Jle=3IL/. {x-»0,y-0}
{{e, 0}, {0, 1}}

Funcao A de do Teorema 1.4.

A=-x(-1+Cos[x-Yy])
cosseno

-X (-1+Cos[x-Yy])

A nossa funcéo B é a fungao Ay + B(x,y) do Teorema 1.4.

B=2x-xCos[x-y] -Sin[x-y]
cosseno seno

2x-xCos[x-y] -Sin[x-y]

Resolvendo B = 0 para y em fungao de x
Definicdo de B,tomando y = f(x)

B=2x-xCos[x-f[x]]-Sin[x-f[x]]
cosseno seno

2x-xCos[x-f[x]]-Sin[x-f[x]]

B/.x->0
Sin[f[@]]

Como queremos B(0,f(0)) = 0, devemos ter que Sin[f[0]] = 0,de onde
f[0]=0.

fle] =0
0

Derivando ambos os membros de B = 0 em relacio a x
Bl = D[B, X]
derivada
2-Cos[x-f[x]] -Cos[x-F[x]] (1-F[x]) +xSin[x-Ff[x]] (1-F[x])
Aplicando em x = 0 e igualando a zero

Bl/.x-0
f[e]
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Temos entdoque f'[0] =0

f[e] =0
0

Derivando de novo em relacao a x
B2 = D[B1, x]
derivada

2Sin[x-f[x]] (1-F[x]) +xCos[x-F[x]] (L-F[x])%+
Sin[x - f[x]] (1—F’[x])2+Cos[x—F[x]]f”[x] -xSin[x-f[x]] f"[x]

Aplicando em x = 0 e igualando a zero

B2/.x-0
fle]

Temos entaoque f'[0] =0

f'[e] =0
0

Derivando de novo com relagao a x

B3 = D[B2, X]
derivada
3Cos[x-F[x]] (1-F[x])2+Cos[x-F[x]] (1-F[x])3-
xSin[x-f[x]] (1-F[x])>-3Sin[x-f[x]] f'[x] -3xCos[x-Ff[x]] (1-F
3sin[x-f[x]] (1-f[x]) f'[x] +Cos[x-f[x]]f? [x] -xSin[x-f[x]] f? [x]

-

X

-

X
|

Aplicando em x = 0 e igualando a zero

B3/.x-0
4+f3 (0]

Temos que £/ [8] = -4 e comissoy = f(x) = - 2 x*3+...

Substituindo em A e tomando a expansao de Taylor para encontrar a
funcao g(x).

2
A=-X(-1+Cos[Xx-y]) /.y—-—x"3
cosseno 3

-X

—1+Cos{x+ 2X3]
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Aplicandoem x=0

A/.x->0
0

Derivando em relacao a x

Al =D[A, X]
derivada
23 2x3
1—Cos{x+ X ]+x(1+2x2> Sin[x+ X]

Aplicandoem x=0

Al/.x->0
0

Derivando de novo

A2 = D[A1, x]
derivada

e (1+2x2)2Cos[x+ ZTXB] +4XZSin[x+ 23—X3] +2 (1+2x2> Sin[x+ ZTXB]

Aplicandoem x =0

A2 /. x>0
(%]

Derivando de novo

A3 = D[A2, X]
derivada
2x3 5 2x3
1252 (1+2x%) COS[X+ ]+3(1+2x2) Cos[x+ ]+
2x3 2x3
16xSin[x+ X }-x(1+2x2)351n[x+ X]

3 3

Aplicandoem x=0

A3/.x->0
3
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Portando, temos que g(x) = A(xf(x)) = 2 x*3+...

6l = -r + Cos[0O]
cosseno

rl=r (Sin[e] -1)
Seno

-r+Cos (0]

r(-1+Sin[e])

StreamPlot[ {61, rl}, {6, -x, n}, {r, -m, 7}]
grafico de fluxo
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Componentes do Campo em (2.2). Modificagdo sem Anulamento no
Bordo do Disco D.

1-x
FI[X_,y_ ] :=-Y+U*X+A*

V(@-x)"2 + yr2
y

AV (@-x)"2 + yr2

f2[X_, Yy ] :=X+u*xy-A=*

Pontos de equilibrio em funcao dos parametros u e A.

A A-uqf (1eu?)?-22 ] 2

UA+ (1+/,12)2—).2

(1+uz)z (1+,uz)2

Ap+ [ =A%+ (1+u2)2

(1+02)? (1+02)?
AlA+u (1+1,¢2)2—)L2 A|UA- (1+u2)2—)tz
P2={ s
(1+12)’ (1+12)’
M Asp =22 (o) | x| Ap- 2% (1402)?
(1+2)? ’ (1+12)?

Parametros da Curva de Hopf, com O<u<1.

A=2u
2u

Simplificando a expressao

c:Simplify[d (1+uz)2—)k2 » O << 1]

1—u2

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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P1 e P2 simplificados.

[{}L (A-ou) ,

A(ul+a)}
(1+62)" (2+42)°

P1 = Simplify ,O0<u< 1]

2u2 2u
oot

A(A+ou) A(u)t—c)}

P2 = Fullsimplify[{ B ,0<u< 1]
(T+2)®  (1+7)°

202 (-3+p%) 2p (-1+342)

(- : J

(1+/,12)2 (1+;,42)2

Matriz Jacobiana.
A[{x_, y_}] := {{Derivative[1, 0] [f1] [X, Y], Derivative[0, 1] [f1] [X, Y]},

{Derivative[1, @] [f2] [X, Y], Derivative[@, 1] [f2][Xx, y]}}

Polindbmio Caracteristico da Matriz Jacobiana.

P[s_, {X_,Y_3}] :=Det[A[{X, y}] - s = IdentityMatrix[2]]

Analise do ponto P1.

Matriz Jacobiana calculada em P1.

3 = Simplify[A[P1], @ < u < 1]

) ) >

u-63+u° -1-6p2+34°8 1-22+544 /4(1—5L12+L14>}}
(1+42)° (1+12)° (1+12)° (1+12)°

Polindbmio Caracteristico da matriz Jacobiana calculada em P1.

Simplify[P[s, P1], @ < u < 1]

1+s2- uz
Autovalores da Matriz Jacobiana aplicada em P1.

Solve[1+ s2-u%=o0, s]

(SR E N R
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Como -1 + 12<0, temos que os auto valores sdo complexos e com partes reais nulas. Pontanto, o
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ponto P1 é um candidato a ser ponto de equilibrio do tipo Hopf, quaisquer que sejam os paramet-
ros pertencentes a curva A = 2.

Analise do ponto P2.

Matriz Jacobiana em P2.

V3
simplify [A[pz] , — <u< 1]
3

p+63-3° 1+2p2-744 {1—6u2+u4 u(—3+6u2+u4>}}

{{ R 3 3
1—2u2—3u4 —1+2U2+3H4 1—2M2—3L14 —1+2p% 4308

U varia entre g e 1 pois € apenas nesse intervalo que o ponto P2 existe para a curva de Hopf,

uma vez que fora fora desse intervalo, ou seja, O<u<g, a coordenada y de P2 fica negativa, o

que nao nos interessa.

Polindbmio Caracteristico da Matriz Jacobiana calculada em P2.
\3
Fullsimplify[P[s, P2], —— <u< 1]

“1+put-4sy (—1+u2> +s? (—1+3u2>

-1+3u2
Calculando o determinante para ver a estabilidade do ponto P2.
3
D1 = Simplify[Det[A[PZ] 1, — <mu< 1]
3

—1+u4
-1+ 342
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Plot[Dl, {u, g, 1}, AxesOrigin - {0, a}]

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

2+

Como o determinante da matriz Jacobiana em P2 é sempre negativo, temos que P2 é uma sela.

Caculo do Primeiro Coeficiente de Lyapunov para o ponto de equilibrio
P1.

Matriz Jacobiana calculada no ponto de equilibrio P1

J = Simplify[A[P1], @ < u < 1]

)

{u—6u3+u5 —1—6u2+3u4} 1-2p2+5u° u(176u2+u4)}}
e (L)t

(1+u2>2 (1+u2)2

Auto valor s1

Auto vetor q=(q0,91) associado ao auto valor s1

Solve[J.{q0, q1} - Isl {q0, ql} == 0, {q0, q1}]

qe (u—6u3+u5—i\/1—u2 —2i iA1= p2 —iu4\/1—u2)
)

“1-6u%+3u°

[f--

Definindo a segunda componente de g em fungéo da primeira

qe (u—6u3+u5—i'\/1—u2 —Ziuz\fl—uz —J'].u‘“\,l—uz)

ql = H
-1-6p%+3u*

Reescrevendo g em fungao de q0
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qoe (u—6u3+u5—i’\/1—u2 —2]'1;12’\/1—/,12 -4t 1—u2]
—1—6uz+3u4
qe (u—6u3+u5—i\/1—u2 —2i A1 it 1—u2)

“1-6u%+3u°

q-= {qa: -

J

o -

}

Verificagao
Simplify[J.q-Islq]
{0, 0}

Vetor qc(q0c,q1c), isto é, o conjugado de q

qo (u—6u3+u5+i'\’1—u2 +2:|'1u2'\/1—u2 + 1t 1—u2]

ac = {ge, - }
—1—6;12+3/44
qe (u—6u3+u5+i\/1—uz +21 21— 1t 1—u2)
{o0, - J
—1-6u%+3u°
qoc = g0
qe

qe (u—6u3+u5+i'\/1—u2 +2iuz'\’1—u2 +J'1.u4'\/1—u2)

qlc = -
—1—6uz+3u4
qe [u—6u3+u5+j\/1—u2 +21 2 1-u? +J'1u4\/1—u2]
—1-6u%+3u8
Verificagao

Simplify[J.qc + I slqc]

{0, 0}
Transposta de J

JT = Transpose[J]

)

u-6u3+u° 1—2u2+5u4} ~1-6u2+3u° M<1*6M2+114>}}
(102 (102)?

Auto vetor adjunto p=(p0,p1)

Solve[JT.{p0@, p1} + I sl {p@, pl} == 0, {p9, pl}]

po (u—6u3+u5+i\/1—u2 +2]lu2\/1—u2 +Jlu4\/1—u2)

1-2p2+5u4

lpr - J)
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Escrevendo p em funcao de p0

p0(u—6u3+u5+i'\/1—u2+21'1.u2'\’1—u2 + 1t l—uz]
1—2/,12+5u4
po (u—6u3+u5+j\/1—uz +21 21— it l—uz)

1-2p2+54°4

J

p = {po, -

J

oo,

Vetor pc=(p0c,p1c), isto &, o conjugado de p

pec (u—6u3+u5—i'\/1—u2 —Ziuz'\ll—uz —iua'\ll—uz)

pc={p0c,— 1-2u2+5 }
poc [u—6u3+u5—j\/1—u2 —21 21— P —J'lu“\/l—uz]
{p@c,— 1-2,2+5,4 }

Reescrevendo a segunda componente em fungéo da primeira

poc (u—6u3+u5—i\[1—u2 —21'1.142'\/1—“2 —Jiu4'\/1—u2)

plc = - H
1-2p%2+5u*

Verificagao

Simplify[JT.p+Islp]
(e, 0}
Simplify[JT.pc - I slpc]
{0, 0}
Condi¢ao de normalizacéo.

Encontrando os vetores p e pc(Conjugado de p) em fungéo de q0.

FullSimplify[Solve[p@c 0 + plcql -1 == 9, pOc]]

-1+ (Jl\/l—uz su -1+t -6ipun1-p? +1d 1—;,12]]

290 (-1+12) (1+42)

{{poc > y

Vetor q para q0=1.

(u—6u3+u5—i\/1—u2 —2:'1;12\[1—;12 -ipu® l—uz)

q={1’_ “1-6pu2+3 4 }

U-63 v —iN1-p? 21PN 1-p2 —ipt -8

“1-6u%+3u°

= )

Vetor qc para q0=1.
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u-6p3+pt+iN1-pu2 +2iu2'\[1—u2 +J'1u4’\/1—u2
qc={1,— }
-1-6pu2+3pu
{ u-6ud+ o+ 1 1—u2+2]'1u2\/1—u2+]'1u4\/1—u2}
, -
—1-6p%+3u4

Vetor p para q0=1.

-1l+pu (—i'\/l—uz +U (—1+u2+u4+6iu'\/1—u2 —Jiu3'\/1—u2))

pf=p/.po-> 5
2 (—1+u2) (1+uz)2

Vetor pc para q0=1.

2 (-1+42) (1+42)? ’
“lau (imw (—1+u2+u4—sium+iu3m))

2 (-1+42) (1+42)°

(u—6u3+u5—i'\[1—u2 —Ziuz'\ll—uz —iu4'\/1—u2)

- H

1-2p%+5u°

pfc:{

Ultima Verificagéo para as condicdes da pagina 196 Kuznetsov.
Simplify[J.q-Islq]
{0, @)
Simplify[J.qc + I slqc]
{0, 0}
Simplify[JT.pf + I sl pf]
{0, 0}

Simplify[JT.pfc - I sl pfc]

{0, 0}
qo = 1;

u—6u3+u5—1'1'\/1—u2 —21'1.;12’\/1—;12 —Jiu4 1—u2
q1=- 5

—1—6uz+3u4



-1+pu (1'1‘\/1—/,12 + U (—1+u2+u4—6iu’\/1—u2 +J'1u3‘\/1—u2]]

poc

2 (-1+42) (1+42)?

5

-1l+pu (J’L'\/l—uz + U [—1+u2+u4—6iu'\/1—u2 +iu3'\[1—u2]]

plc =

2 (—1+u2) (1+/.12)2

(u—6u3+u5-i’\/1—u2 _2]-1“2,\’1_“2 —]'Lu4'\/1-u2)

1-2p2+5u°

Simplify[pOc q0 + plc q1]

Funcao B
Campo de vetores
A=2yu

2

1-x

Fl=-y+u*xX+2Ax

V(1-x)22 + yr2
y

F2=X+uxy-Ax

V(1-x)"2 + yr2

2 (1-x)u
Y+ Xu+
(1-x)%+y?
2yu
X+Y -
(1-x)%+y?

Derivadas para encontrar B((x1,x2),(y1,y2))
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bl =D[D[F1, x], x] x1yl + D[D[F1, x], y] x2yl + D[D[F1, y], x] x1y2 + D[D[F1, y], y] x2y2

6 (1-x)y“u

((1-x)2+y?)

6 (1-x)°yu

1yl 6 (1-x)3pu . 6 (1-Xx) u
((1*X)2+y2>5/2 ((1*X)2+y2>3/2
2yl 6 (1L-x)2yu 2ypu
- +
((1-x)2+y2)"% ((1-x)2+y?)*?

b1 aplicada no ponto (x,y) de equilibrio

((1-x)2%+y?)

+

((1-x)%+y?)

5/2

((1-x)2+y?)

3/2}
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22 2
bl /. {x—> 4 , Y- K }
1+ 1+ p?
2 2,2\2
x2y1 |- 124 (171&) N 42 .
2 4.2 2,2\ 2 5/2 2,2 2,212 3/2
(1) [ (- 25)) o) (R - (2- 25)7)
2
x1y2 12,5 (1’1252) 42
- + +
2\ 5/2 2\ 3/2
(1+12) (<1‘$§)2+ (1,121) ) 14 122) ((:%)Z . (17%) )
2.2 3 2.2
L -
4,2 2225/2 4.2 2223/2
(<1+i2)2 +( - 1+iz) ) ((1+i2>2 ( 71:12) )
3 2.2 2,2
o2 24,8 1- 325 B )
2 [ 42 2,2 12\3%/2 2.2 5.2\ 2)3/2
(1+u2) ((hiz)z ! (17 1::42) ) ((pizy B (17 ﬁ) )

b2 =D[D[F2, x], x] x1yl1 + D[D[F2, x], y] x2yl1 + D[D[F2, y], x] x1y2 + D[D[F2, y], y] x2y2

6 (1-x) y*u 2(1-x)p 6 (1-x) y*u 2 (1-x) p
X2y1 5/2_ 3 +X1y2 5/2_ 3/2 -
((1-x)2+y?) ((1-x)2+y?) ((1-x)2+y?) ((1-x)2+y?)
6 (1-x)%ypu 2y 6y’ u 6y L
x1yl |- 5/2+ 3 +X2y2 |- 52+ v
((1-x)2+y?) ((1-%)2+y?) ((1-x)2+y2)"% ((1-x)2+y?)?

b2 aplicada no ponto (x,y) de equilibrio
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b2 /. {x y
{ - 1+u2, _)1+u2}
2 2,2\2
x1lyl |- o (1 1+i2) + 4 +
2,2 5,2\ 2)°%/2 a 2.2 121372
(1) [ (- 25)) o) (R - (2- 25)7)
- 48 u* 12 2
xey - 21 3 4,2 2,2 \2 5/2 ’ ) 4.2 2.2 \2 3/2 ’
(1+P( > ((1+u2>2 " ( - 1+uz) ) <1+u ) ( 1+U2)2 ! ( B 1+“2) )
3 2,2 2.
e |
2 2\ 2)5/2 2 2\ 2\ 3/2
(et (s (28] (e (- 25))
3 2.2 242
x1y2 241 (1 1+uz) ~ 21 ( N 1+u2)
2 4.2 2.2 \2 5/2 4.2 2.2 \2 3/2
(1+“2> ((1+52)2 * (17 1:;2) ) ( (1+Z2)2 - ( N ﬁ) )
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Definindo a fungdo B((x1,x2),(y1,y2))
B[{x1_, x2_}, {y1_, y2_}] :=

22 2
12u2(1—ﬁ) 4.2

{xz yl |- + +

2\ 5/2 2\ 3/2
(o) (G (- 25)) o) (G (- 325))

2 2%\ 2
12u (1_ 1+u2) 4u°
x1ly2 |- S+ =+
2 u? i 2\ 5/ 2 4pu 242 \2 /
(1+H ) ((1+uz)2 ( 1 uz) ) (1+“ ) ((1+uz)2 ( 1 uz)
2u2 3 Zuz
x1 yl 6“ ( - 1+u2) 6“ ( - 1+;.(2) .
4‘11 ( _ 2 2)2 5/2 4[«12 ( 2 1)2 3/2
(1+;12)2 1+I»12 (1+;12)2 1+u2
2408 (1- %) 2u (1- 25)
x2y2 - )
(1+u2)2 4y ( ~ ZMZ)Z 5/2 4,2 ( _ 2;12)2 3/2
(1+2)? Lap? (1+02)? 1ep?
2 242 \2
124 (1_ 1+u2) 4112
x1lyl |- + "

x2y2 |- + +

242 2.2
x2y1 24 > (1_ 1+‘:12) B 2u ( - 1+l:41) .
2\ 5/2 21 3/2
(o) (G (- 22)) T (G (- 45))
3 242 2,2
x1y2 241 (1_ 1+L:B) _ 2u ( - 1+‘:12) }
2 [ au 2.2 \2\3/2 2.2 2,2 12\372
(2 +4?) ((1+:2)2 ( h 1+‘:zl) ) ((1+:2)2 ( B 1+‘;2) )

Funcao C
Campo de vetores
A=2u

2



Fl=-y+u*xX+2Ax

F2=X+uxy-Ax

Y+ Xu+

X+Y -

1-x

V(1-x)72 + y~2

y

V(1-x)"2 +y~2

2 (1-x)u

(1-x)2+y?

2yu

(1-x)%+y?

Derivadas para encontrar C((x1,x2),(y1,y2),(z1,z2))
Calculando C1

Cl1=D[D[D[F1, x], x], x] x1ylzl + D[D[D[F1, x], x], Y] x2ylzl +

D[D[D[F1, x], y], X] x1y2z1 +D[D[D[F1, y], X], X] x1ylz2+

D[D[D[F1, y], y], X] x1y2z2 +D[D[D[F1, X], Y], Y] X2y2z1 +

D[D[D[F1, y], X], y] x2y12z2 +D[D[D[F1, y], ¥, y] x2y2z2

x2ylz1l |-

x1y2z1

x1ylz2

X2y2z2

x2y2z1

xX2ylz2

x1y2z2

x1ylzl

30 (1-x)?yu

18 (1-x)yu

+

((17x)2+y2)7/2

((17x)2+y2)5/2

30 (1-x)°yu 18 (1-x) yu
+

((1—X)2+y2)7/2 ((1—X)2+y2>5/2

30 (1-x)°yu 18 (1-x) yu

+

+

((1—X)2+y2)7/2 ((1—X)2+y2>5/2
30 (1-x) y* u 18 (1-x) yu
- + +
((1*X>2+y2)7/2 ((1*X)2+y2>5/2
30 (1-x)2y*u 6 (1-x)%u 6y u 24
- - +
((1—X)2+y2)7/2 ((1—X)2+y2)5/2 ((17X)2+y2)5/2 ((17X)2+y2)3/2
30 (1-x)2y*u 6 (1-x)%pu 6y u 2u
- - +
((1—X)2+y2)7/2 (<1—X>2+y2)5/2 ((1_X)2+y2)5/2 ((1—X)2+y2)3/2
30 (1-x)%y*u 6 (1-x)u 6y? U 2
- - +
((1*X)2+y2>7/2 ((1*X>2+y2)5/2 ((1*X)2+y2)5/2 ((1*X)2+y2)3/2
30 (1-x)%u 36 (1-x)2pu 6 Ll
- +
((1*X)2+y2)7/2 ((1*X)2+y2)5/2 ((1*X)2+y2)3/2

Aplicando C1 no ponto de equilibrio
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2/.12 2u
Simpli-Fy[Cl /. {x—> LYo }]
1+u2 1+u2
1
———— 4 (x2 (-6ylzipu (-1+9u-9ut+ ) +3y222p (-3+17 47 - 17 1 +31°) +
(1+02)"

y221 (1-26 4%+ 66 u* - 26 1%+ %) +y122 (1-264°+66 % -261°+ %)) +

X1 (6ylu (4z1p (1-3p%+p%) —22 (1492 -9u% + %)) +

y2 (-6z1pu (-1+9p%-9pu*+u®) +22 (1-264°+66u*-26u°+ %)) ))

Calculando C2

C2 =D[D[D[F2, x], x], X] x1ylz1l + D[D[D[F2, x], X], Y] Xx2ylz1l +

D[D[D[F2, x], y], x] x1y2z1 +D[D[D[F2, y], x], X] x1ylz2+
D[D[D[F2, y], y], x] x1y2z2 +D[D[D[F2, x], y], Y] Xx2y22z1 +

D[D[D[F2, y], x], y] x2y1z2 +D[D[D[F2, y], y], y] x2y2 22

30 (1-x)’yu 18 (1-X) yu
x1lylzl |- + +

((1-x)2+y2)7% ((1-x)2+y?)%?
‘2y271 |- 30 (1-x) y’u L Ba-xyue |
((1—x)2+y2>7/2 ((1—x)2+y2)5/2
2y1z2 |- 30 (1-x) y’u L Ba-xyue |
((1—x)2+y2)7/2 ((lfx)2+y2)5/2
ly2z2 |- 30 (1-x) Y u L BaA-xyu |
((1-x)2+y?)7% ((1-x)2+y?)*"?
c2y1z1 30 (1-x)%y'u 6 (1-x)u 6y . 2
((1-%)2+y2)"% ((1-x2+y?)"? ((1-x2+y?)%?  ((1-x)2+y?)??
‘1y2 21 30 (1-x)%y*u 6 (1-x)u 6y . 2
((lfx)2+y2)7/2 ((17X)2+y2)5/2 ((1—X)2+y2)5/2 ((1—X)2+y2)3/2
Y1ylz2 30 (1-x)%y*u 6 (1-x)*u 6y’ . 2
((1—X)2+y2)7/2 ((1—X)2+y2)5/2 ((1—X)2+y2)5/2 ((1—X)2+y2)3/2
X2y2z2 30y4u - 36y2u + ou
((1-x)2+y)" ((1-x)2+y2)"? ((1-x)2+y?)??

Aplicando C2 no ponto de equilibrio
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2/.12 2u
Simplify[cz /. {x—> LYo }]
1+u2 1+u2
1
- 2u (2x1 (-6ylzip (-1+9u2-9p*+1®) +3y22z2pu (-3+17 12 - 17 1 +31°) +
(1+12)

y221 (1-264%+66 u* - 26 1° + 1®) +y122 (1-26 1% +66 1" - 26 %+ 1)) +
X2 (-3y2 (-1+p%) (-2z1p (3-14p7+3 0% +22 (-1+192-19 % + 1% ) +
2yl (3224 (-3+17 2 -17p*+3 %) + 21 (1-26 % + 66 1% - 26 %+ 1)) ))

Definindo a fungao c((x1,x2),(y1,y2),(z1,z2)) = (C1,C2)

c[{x1_, x2_}, {yl_, y2_}, {z1_, z2_}] :=

{_ 1

u (X2 (—Gylzlu (—1+9u2—9u4+u6) +3y22z2 (—3+17u2—17u4+3u6) +
(1+02)*

y22z1 (1-26 4% +66 1" - 26 u® + 1®) +y122 (1-26u° +66 1" - 26 u® + 1)) +
x1(6ylu (4z1pu (1-3p?+u®) 22 (1492 -9u*+ %)) +
y2 (-62z1u (-1+9u7-9u* + u®) +22 (1-26 47 + 66 4" - 26 u° + 1)) ) ),

1
-———2pu (2x1 (-6ylzip (-1+9u*-9pu*+ ) +3y222u (-3 41747 - 17 4% +31°) +

(1eu?)"
y221 (1-26 4% +66 1" - 26 u® + 1®) +y122 (1-264° +66 1" - 26 1® + 1®)) +
x2 (-3y2 (—1+u2) (-2z1p (3—14u2+3u4) +22 (-1+19u2-19u4+u6)) +
2yl (322pu (-3+17 4% -17 u* +34°) + 21 (1-26u2+66u4-26u6+u8))))}

Matriz Inversa de J

JI = Inverse[J]

- :
9\ 2 1 3,2 244 ~ 2.6 ~ 3,8 ~ L8
(145) (uw Tt )t )t 1)’ (wzv)
~1-6u%+3 ut
(1+u2>2 ( 1 34 282t 3 ) },
(1) ()t (1)t (1) (1)t (1)
{ 1-2p2+5u°
- 3
1 212 ( 1 3112 2;44 ~ Zus B 3ua B u19 )
(1+45) (12)® ()t (1) (1)t (1)t (1ed)”
H-6 U3 + US }}
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Produtos internos do primeiro coeficiente de Lyapunov (pag 199
Kuznetsov)

Calculando c aplicada nos vetores q,

c3 = Simplify[c[{q@, q1}, {90, ql1}, {qOc, qlc}]]

4/4(14—/,12)2 [1+7u2—4u4+2u6+ju\/1—u2 +91 31 - P —Zjusxll—uz}
{- ,

<1+6u2—3u4)2

21 (1+u2)2 [—3u—24u3+3u5+]'1\l1—u2 +6]'Lu2\l1—u2 —15]'1/,14\/1—/,12]

(1+6u2—3u4>2

Primeira componente de ¢(q,q,9c)

4;1(1+uz)2 (1+7u2—4u4+2u6+iu‘\’1—u2 +91'1u3‘\[1—u2 —21'1115‘\/1—“2]

c30 = - H
(1+6[J2—3[J4)2

Segunda componente de c¢(q,q,qc)

2/.1(1+uz)2 (—3#—24u3+3u5+i'\/1-u2 +61'1u2'\’1-u2 -15]'1.;14'\,1—;12)

c31 = - H
(1+6/,12—3ua)z

Produto interno [ p , ¢(q,9,9¢) ]

vl = Simplify [p@c c30 + plc c31]

u (1+u2)2 “1+p2+31ip 1—u2)

1+5p2-94+3u°
Calculando B(q,qc) = b3

b3 = simplify[B[{q@, q1}, {q0c, qlc}]]

2(1+u2) (u+3u3> 4(u4+u5)

{ - J

“1-6u%+3u° “1-6u%+3u*

Calculando a inversa de J aplicada em b3

b4 = Simplify[JI.b3]

{ 22 -4pt-6ub 2(M+M5+2U7) }

3
1+502-9p4+3u% 1+5p2-9u*+3u°

Calculando B(q,b4) = b5
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N 22 -4u*-6uf 2 (p+p’+247)
b5 = Slmpllfy[B[{qO, ql}, { s }]]
1+5p2-9u*+3u® 1+5p2-9u*+3u®

{—([4(u+u3)2[—5u+18u3—7u5+2u7+i\/?—191’1/42 1-12% +
151u4m—21u6mj /((-1+u2) (1+6u2—3u4>2)],
-([4(;”“3)2[-1+11u2-17u4+3u6-swmuuﬁm-w/f’ 1-#2]]/
((-1+2) (1+6u2—3u4)2))}

Primeira componente de b5

b51 =

-((4 (Il+ll3)2 [—Su+18u3—7u5+2u7+i‘\/1—u2 —101'1.;12'\/1—;12 +151'1u4‘\[1—u2 -21
H6 \jl—uz))/ ((—1+u2) (1+6u2—3u4)2)];

Segunda componente de b5

b52 =

_({4 (u+u3)2 [-1+11u2-17u4+3u5-5:1u\/1-u2 +14iu3‘\/1—u2 -9:1“5\/1-“2))/
((-204?) (1e6u?-34%)7) );

Calculando o produto interno [p , b5 ]

v2 = Simplify[p@c b51 + plc b52]

(2;,(3 <1+u2)2(—1—u2+u4+u6+ju\/1—u2 —6]1;,(3\/1—;,(2 +Jlu5\/1—u2]
[-1-5u4+2u5-2wx/1-u2 v4iPA1-2 —Zjus\/l—uz))/

((1—2u2+5u4) (1+5u279u4+3u6)2)

Calculando B(q,q) = b6
b6 = Simplify[B[{q0, q1}, {q0, q1}]]

1
————— 2 (1+ ) (1-33u2+29u4-15u6+2u8+10w 1-4% -
(1+6u2—3u4)2

381'1/43\/ +1411/,z \1- —21;1 A1 ],;4/4(14442)

(1+6u2—3u4>2
[—6u+19u3—12u5+3u7+1\/ - —131;4 A1 u2+1511u4\/1—u2—31'1u6 1—/,(2]}

Calculando a matriz (2.i.s1*Id[2] - J) =



m = Simplify[2 I s1 IdentityMatrix[2] - J]

) p) s 21N 1-u" o+

2 u-6p3+° 1+e6p2-3u° —1+2p%-5u% 3 u-6ud+u’
{{211 1-42 - j eteR TR

(1) ()’ (1+4)? (104)?

Calculando a inversa da matriz m

mi = Simplify[Inverse[m]]

Hufeuhuﬂzjx/lfuz +41 2N 1-p? +21 41— 42 “1-6u%+3u° }
) 3

3(—1+/,12) (1+u2>2 3(—1+u2) (1+M2)2

{ 1-2p2+5u° u-6p3+pP-21i1-p% 41 pPA1-p? 21t 1-2 }}
, -
2

3 (-1+u2) (1+.2) 3(-1+u2) (1+p2)°

Multiplicando mi pelo vetor B(q,q) = b6

Mi = Simplify[mi.b6]

{7([2;12 (1“}) (7—65u2+67u4—19u6+2u8+381'1u 1-p2 -3813v1-p2% +
181 151 - 12 —Zju7x/1—u2j]/ (3 (-1+12) <1+6u2—3u4)2)],

7([2;4 (1+12) [3—31;42+73u4—45u6+8u8+16ju 1-4% —40iBAJ1-12 +

3zﬂu5m—81u7m]]/ (3 (-1+u?) (1+6“2‘3“4>2)]}

Calculando B(qc, Mi) = b7

b7 = Simplify[B[{qec, qlc},

{—((2u2(1+u2) (7—65u2+67u4—19u6+2u8+38iu 1—u2—38iu3m+
181u5m—2iu7m))/ (3 (-1+#2) (1+6u2—3u4)2)),

—([Zu(lwz) (3—31u2+73u4—45u5+8u8+161'1u 1-u2-4eiu3m+
3ziu5m-8iu7m))/ (3 (-1+4?) (1+6u2—3u4)2))}]]

4(u+u3)2 (—u—12u3+5u5+3j\/1—u2 +201 2N 1-p2 —1111u4\/1—u2]
{ 3(—1+u2) (1+6u2—3u4)2 ’
4(u+u3)2 [—3+u2—7u4+5u6—5j1u\/1—u2 +18]iu3\/1—u2 —5]'1/,15\/1—/12]

3(-1+42) (1+6u2-344)7

Primeira componente de b7
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4 (u+u?)? (—u—12u3+5u5+3i‘\/1—u2 +20d 2 4[1- 2 -11:1;14\/1-“2]

b71 = 5
3(-1+u2) (1+642-31%)°

Segunda componente de b7

4(u+u3)2 (—3+u2—7u4+5u6—5iu'\/1—u2 +181'Lu3'\[1—u2 —51'1.;15'\/1—;12)

b72 = - 5
3(-1+42) (1+6u2-34%)°

Calculando o produto interno [ p , b7 ]

v3 = Simplify[pOc b71 + plc b72]

(2 (u+u3>2 [—1—u2+u4+u6+ju\/1—u2 —61'1/,13\/1—;12 +ju5\/1—u2]
[—9u+40u3—45u5+10u7+61'm/1—u2 +21i 21— 1011 - -
1@1#6\/17;42]]/ (3 (1-2p2+54%) (1+5u279u4+3u6)2)

Resultado (5.62) da pag 199 da referéncia “Kuznetsov”.

v4 = FullSimplify[vl - 2 v2 + v3]

u (1+/,12)2 [3—3u4+3]1u\/?+711u3 l—uz)

3(-1+02)% (~1-642+34%)

Sinal do Primeiro Coeficiente de Lyapunov

b () (1)

2s1 (-1+u2)'\2 (—1—6u2+3u4)

LY =

i (1ea) (2-4)

2912 (-1+02)? (-1-6u2 4344

Plot[LY, {u, 0, 1}]

0.2 E 0.6 0.8 1.0
2
4

-6
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E Negativo para todo 0<u<1.
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Componentes do Campo em (2.2).

(1-x) A
F1 = -y+ ————  +xpu

V(1-x)2+y?

yA
F2 =X- ——— +yyu

A (2-x)24y?

(1-x%) A
-y + XU

(1-x)2+y?

y A
X- ——  +y U

(1-x)%+y?

Matriz Jacobiana DF
all = FullSimplify[D[F1, x]1];
al2 = FullSimplify[D[F1, y]1;
a2l = FullSimplify[D[F2, x]1;
a22 = FullSimplify[D[F2, y]];

DF = Simplify[{{all, al12}, {a21, a22}}, u > 0]

y2 2 (-1+X) Yy

- +u, -1+ P
{{ ((-1+x)2+y?)"? ((1+x)2+y2)3/2}

(-1+Xx) y A (-1+x)22x

{1+ y - +u}}
3/2 3/2

((-1+x)2+y?) ((-1+x)2+y?)

Polindbmio Caracteristico da Matriz Jacobiana

P[s_, {X_, y_}] :=Det[DF - s IdentityMatrix[2]]

Coeficientes do Polinbmio Caracteristico.

cc[i_, {x_, y_}] := Coefficient[P[s, {x, ¥}1, s, i]

Coeficiente do termo independente.
c = FullSimplify[cc[O@, {Xx, y}], t < O]
AU

(-1+x)%2+y

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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Coeficiente do termo linear.

b = FullSimplify[cc[1, {X, y}], t < O]

simplifica completamente

DA
-2u

(—1+x)2+y2

Coeficiente do termo quadratico.
a = FullSimplify[cc[2, {x, y}], t < @]
simplifica completamente

1

Discriminante ( 6 = b2 - 4ac)
tl= b”*2-4ac

A
- 2u
[ ( 2

—1+x)2+y

2
AU
1-— 4 p

2

_4 2

(—1+x)2+y
Ja sabemos pelo Teorema 2.1 que o ponto de equilibrio P1 é da forma

AlA-pu (1+u2)z—)\2 A[ul+ (1+/.12)2—)L2

P1={ - s }5

(1+u2) (1+uz)2

Discriminante para os valores de x e y de equilibrio

AlA-pu (1+u2)2—}\2

A[ul+ (1+;12)2—)L2

Simplify|t1 /. {x -> y -> u>0
simplifica [ { (1+u2)? ’ (1+u2)? }, ]

“a(1+p?)? 0 (5-2u% 4 pd) —8ap [ 2%+ (142)°
22 (—1+u2) + (1+u2)2+2)\u I—A2+ (1+u2>2

/
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Temos entdo que como o denominador da expressao acima € sempre
positivo, o ponto de equilibrio P1 € um foco quando o numerador é
negativo e um n6 quando o numerador é positivo.

Parametro de Mudanca de Foco para N6

Solve[—4 (1+u?)+22 (5-242+ ) -8ap[ -2%+ (1+4%)? == @, 2, Reals
resolve nameros

1+ 2 1+
{{A»Z 7}, {)&*)72 7}}
5-4pu+pu? 5440+ p?
1+u2
Plot[z — {4, @, 2}, AxesOrigin - {0, e}]
grafico 5-4pu+u? origem dos eixos

Regiao em que o Discriminante é negativo, isto €, o Ponto de Equilibrio
P1 é um Foco

Dn= -4 (1+43)"+22 (5-2p2 + %) -84 -2+ (1+47)°

S4(1+p?) 702 (5-2u2 4 pt) —8ap [ -2% 4 (142)?
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RegionPlot [Dn < @, {u, 0, 2}, {X, 0, 5}]
| grafico de uma regido

s T T T T T T T T L e =

Portanto, para 2 IRV 1+.2, o Ponto de Equilibrio P1 é um

5-4 /.1+/_12

N6, uma vez que o sistema (2.3) ndo tem equilibrios para A > 1+..2.
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Componentes do campo de vetores do sistema (3.2)

(1-x) 2 x(1-x*-y?*)u
Fl=-y+ + 5
V(@-x)2+y? A X%+ y?
y A y(1-x-y*)u
F2 = x - .

+
V(@-x)2+y? \x2+y?

Parametros no plano (u,A) correspondentes aos equilibrios no plano
(x.y)

FullSimplify[Solve[{F1, F2} == 0, {u, A}]]

((-1+x) x+y?) /X +y? N N (-1ex) 2y (X2 ry?)
5 -

- })

y (-1+x%+y?) y
((-1+x) x+y?) A X%+ y?
ue = - H

y (-1+X* +y?)

V (-1+x)2+y? (®+y?)
e = H
y

Matriz Jacobiana DF
all = FullSimplify[D[F1, x]1;
al2 = FullSimplify[D[F1, y]1;
a2l = FullSimplify[D[F2, x]];
a22 = FullSimplify[D[F2, y]1;

DF = MatrixForm[{{all, al2}, {a2l1, a22}}]

y2 2 (2% (-14352) y24y*) (-1+X) y A xy (10x%+y?) u

((—1+x)z+yz)3/2 (x2+yz)3/2 ((-1+x)2+y2)3’/2 (x2+y2)3/2

1, CEoyr oxy ety A SRS STTRRY x__ (m2X)u
[Cro0y?) T ) Ty e g (o) ()

Traco e Determinante de DF

tr = FullSimplify[all + a22]

2 (1-3x*-3y?)
- +
2

2 2

(-1+x)%2+y x2+y

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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det = FullSimplify[all a22 - a21al2]
simplifica completamente

(-1+X) Yy xy(1+X2+y2>u (-1+x)yA XY<1+X2+y2)/l
- -1+ - 1+ - +
((—1+x)2+y2>3/2 (x2+y2)3/2 ((—1+x)2+y2)3/2 (x2+y2)3/2
y2 2 <2X4+(—1+3X2)y2+y4)u
((—1+x)2+y2)3/2 (x2+y2>3/2
A 2yt u-x%pu 5 A (1+2X2>u
ooty () e ezt ()

Traco e Determinante de DF com os parametros de equilibrio aplicados

T1 = FullSimplify[tr /. {u - pue, X » 2e}]
simplifica completamente
D1 = FullSimplify[det /. {u -» pue, X -» Ae}]

simplifica completamente

(-1+X)2Xx (1+2X) +x (-3+4x) y2+2y*

y (-1+x*+y?)

(-1+X) (yz— (x*+y?) (y2+2 ((-1+x) x+y2>2))

Y2 ((m1+x)%+y?) (14X +y?)

Numeradores de T1 e D1, descartando o termo (-1+x), em D1, que nao
se anula na regiao de interesse do plano (x,y)

T = Expand [Numerator[T1]]
expand-- | numerador

x—3x3’+2x4—3xy2+4x2y2+2y4

Dm = ExpandLyz— (x* +y?) (y2+2 ((-1+x) x+y2)2)]

expande fatores

—2x4+4x5—2x6+y2—3x2y2+8x3y2—6x4y2—y4+4xy4—6x2y4—2y6

Candidatos a ponto de Bogdanov-Takens (Trago e Determinante iguais
a zero).

Simplify[Solve[{T == @, Dm == @}, Reals]]
simplifica resolve nameros re

1 1
{{xe@,yee}, (x>1,y-0), {Xez (3—\/17),ye—5

(-3:v17) |,

[xo = (3417 ),y |-

4 2

(—3+\/F) }}

N
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Unico ponto candidato que nos interessa

1

BT={4—(3—‘/F),

N R
N R

(2v7) )

Pontos do plano (x,y) para os quais a aplicagao ¢ tem a primeira
coordenada maior ou igual que zero

R1

RegionPlot[ue > O, {x, -1.2, 1.2}, {y, -1.2, 1.2}]
grafico de uma regido

1.0

0.5~ B

0.0+ b




Pontos do plano (x,y) para os quais a aplicagdo ¢ tem a segunda
coordenada maior ou igual que zero

R2 = RegionPlot[xe > O, {Xx, -1.2, 1.2}, {y, -1.2, 1.2}]
grafico de uma regido

0.5+ q

-0.5- B

-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

U = RegionPlot[{2e > O &% pue 20}, {x, -1.2, 1.2}, {y, -1.2,1.2}];
grafico de uma regido

d = ParametricPlot[{Cos[t], Sin[t]},
grafico paramétrico COSseno |seno

{t, 0, 7}, PlotStyle » {Darker, Thickness - 0.0085}];
estilo do grafico |mais e-:- |espessura

d2 = ParametricPlot[{1/2+Cos[t] /2, Sin[t] / 2}, {t, @, «},

grafico paramétrico cosseno seno

PlotStyle -» {Darker, Thickness » ©.0085}];
mais e | espessura

136
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Pontos no plano (x,y) tais que a imagem de ¢ pertence ao quadrante y
>0e A>0.

Ul = Show[U, d, d2]
mostra

0.5+ B

0.0~ F 4
-0.5- B

1.0

-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

Ponto de equilibrio candidato a Bogdanov-Takens no plano (x,y)

) N A 1 1 .
o - srepmca {potnsizet.ay, et pesn[(7 (3-37), 2 (50 7) 1}

Parametros u e A do ponto de equilibrio BT

Fullsinplify[ue /. {x» = (3-VI7 ),y = | = (-3+¥T7) }]
simplifica completamente 4 2 2
2
-1+ \/F
Fu115:i.mpli-Fy[JLe/.{x—»E(B—\/F),y»E l(—3+\/F) }]
simplifica completamente 4 2 2
1
— (—1 + \/F)
4
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2

-1+vV17

MLBT = Graphics [{PointSize[0.012] , Red, Point [{

3 V)

Calculando os candidatos a serem pontos de equilibrio do tipo HOPF

H = ContourPlot [T == 0, {x, -0.75, 0.25},

{y, 9, 1}, ContourStyle -» {Black, Thickness[0.005]}]

T T T T T T T T T T T T T T T T T

0.8+ Bl

06+ i

041 g

0.2 4

00 kx 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ‘A
-0.6 -04 -0.2 0.0 0.2
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S = ContourPlot[Dm == @, {x, -0.5, 1}, {y, 0, 1.5}]
grafico de contornos

—T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

;
;
;
;
;

041 .

00 B
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Como o arco inferior na figura acima esta fora da regido U, ele ndo nos
interessa.

Regido onde o determinante de DF & positivo

R = RegionPlot[Dm > @, {x, -0.5, 1}, {y, 0, 1.5}]
grafico de uma regiao

— T T T T T T T L e e e N s S S s s B )

0.8+ B
0.6
0.4

0.2+ B

0.0 B
L 1 - 1 1 1 1 1 L L 1 1 I I 1 n TR I I I
-04 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Regiao com Dm >0, T = 0 e BT. Portanto, os candidatos a serem
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pontos de Hopf estdo sobre a curva preta e dentro da regido azul

Show[R, H, PBT]
mostra

L I s e e e e L S s e s e e e R AN B e s

0.8 I
]
0.4 j —_
0.2

0.0

- . . . I
-04 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Resolvendo T = 0 para fazermos a parametrizacdo da curva dos
candidatos a pontos de Hopf

Solve[T == 0, {y}]

resolve

{{y»—i\/Bx—4x2—\/Y\/—8+9x }, {yaEJ3x—4x2—\/7\/—8+9x },
2 2

[y=-=3x-axto/x vo8+9x |, {y» - \3x-axt s Vx +-8-8x }]
2 2
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Grafico de uma das solugdes com x variando da abscissa do ponto de
Bogdanov-Takens até zero

1 2
H1=Plot[—\/3x-4x + V-8x+9x~2 ,

grafico 2
1
{x, - (3— V17 ), 0}, AxesOrigin -» {0, 0}, PlotStyle » Black]
4 origem dos eixos estilo do graf-- [preto

0.4

1

- P I
-0.25

L P L
-0.20

L A L
-0.15

L A L
-0.10

-0.05

Grafico acima junto com o ponto candidato a ponto de Bogdanov-
Takens

Show[H1, PBT]
mostra

0.1}

-0.25 -0.20 -0.15 -0.10 -0.05



Inicio do estudo dos candidatos a ponto de Sela-No6

Regido onde o Dm >0

S = ContourPlot[Dm == @, {x, -0.5, 1}, {y, 0, 1.5}]
grafico de contornos

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

00F

0.8

0.6

04

0.2

00!

0.2 0.8 1.0
Regido onde T1>0
t1 = RegionPlot[T1 > @, {x, -0.5, 1}, {y, 0, 1.5}]
grafico de uma regido
v T ) L T T ¥ ¥ 1 ! ! ! ! : T
I P N [ L Ll ]
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.4

1.2
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T

T

T

T

T

-0.4

-0.2

0.0
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Regido onde T1<0

t2 = RegionPlot[T1 < @, {Xx, -0.5, 1}, {y, 0, 1.5}]
grafico de uma regido

0.8

0.6

04

0.2

00-!

Show[S, H, PBT]

-0.4

mostra

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

0ot

Parametrizacdo para as curvas dos candidatos a pontos de Sela-No.

14

1.0

-0.2

0.0

L

A

I Rt

P
-04

-0.2

0.0
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Resolvendo Dm = 0 para y em fungao de x para fazer a parametrizagao
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do arco onde Tr é positivo.

D2 =Solve[ (yz— (x* +y?) (y2+2 ((-1+x) x+y2)2)) =0, y]

(=55 -/

34/3 \/—9+8x+50x2—208x3+271x4—104x5—8x6

6 [—10+48x—93x2+28x3+

1/3

- (4x)/ [3 (710+

1/3

48 x - 93 x%+28 x> +3/3 \/—9+8x+50x2—208x3+271x4—104x5—8x6

(5x2)/ [3 (—10+48x—93x2+28x3+3\/?

\/—9+8x+50x2—208x3+271x4—104x5—8x6

173y 1
+—
6

)

(—10+48x—93x2+28x3+3\/3 \/—9+8x+50x2—208x3+271x4—104x5—8x6

1 2x 5 5
{ye Soe T x +7/ [6(710+48x793x 283 +
6 3

34/3 \/—9+8x+Sexz—208x3+271x4—104x5—8x6

oo

[—10+48x—93x2+28x3+3\/3 \/—9+8x+50x2—298x3+271x4—104x5—8x6

1/3
] N

(5x2)/ [3 [710+48x793x2+28x3+3\/?

1/3
\/79+8x+50x27208x3+271x47104x578x6 ]+

).

1
- (—16+48x—93x2+28x3+3\/3 \/—9+8x+50x2—298x3+271x4—104x5—8x6
6

e

74)/

1 2x
—7+——x2—7/ [12 [—10+48x—93x2+28x3+

6 3

1/3
34/3 \/—9+8x+SOXZ—2@8x3+271x4—104x5—8x6 J+

4\/?(-10+48x-93x2+28x3+3\5

3 (—10+48X—

1/3]

1/3] . (2)()/

93x*+28x>+3+/3 \/—9+8x+50x2—208x3+271x4—104x5—8x6

(Zix)/

\/—9+8x+50x2—208x3+271x4—104x5—8x6

\/—9+8x+50x2—208x3+271x4—194x5—8x6

/

V3 (—10+48x—93x2+28x3+3\/3

1/3] - (5X2>/ [6 [—10+48x—
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93x?+28x>+3+/3 \/—9+8x+50x2—2@8x3+271x4—104x5—8x6

(ijz)/

\/—9+8x+50x2—208x3+271x4—1@4x5—8x6

1/3
] :

24/3 (—19+48x—93x2+28x3+3\/3

1/3]

1 1/3
— (—10+48x—93x2+28x3+3x/3 \/79+8x+50x27208x3+271x47194x578x6] -
12

1
4+/3

~10+48x-93x%+28x>+3+/3 \/—9+8x+50x2—208x3+271x4—104x5—8x6

i

)

1 2x ) ) 3
-—+ — =X —7/ 12(—10+48X—93X +28 X7 +
6 3

o

34/3 \/—9+8x+5@x2—208x3+271x4—104x5—8x6

1/3) + (7 j.)/ [4\/?

(—10+48x—93x2+28x3+3\/?\/—9+8x+50x2—208x3+271x4—104x5—8x6

(2x)/ [3 (—10+48x—93x2+28x3+3\/3

1/3

\/—9+8x+50x2—208x3+271x4—104x5—8x6

—(ZJiX)/ [ﬁ

1/3
[—10+48x—93x2+28x3+3\/3 \/—9+8x+50x2—208x3+271x4—104x5—8x6) ]

(5x2)/ [6 [—1@+48x—93x2+28x3+3\/?

\/—9+8x+5@x2—208x3+271x4—104x5—8x6

1/3] + (Sﬁxz)/ (Zx/?

1/3
(—10+48x—93x2+28x3+3\/3 \/—9+8x+5@x2—268x3+271x4—104x5—8x6 ]

1/3

1
— [710+48x793x2+28x3+3\/3 \/79+8x+56x27268x3+271x47104x578x6] -
12

1
4+/3

i [—10+48x—93x2+28x3+3x/3 \/—9+8x+50x2—208x3+271x4—104x5—8x6

e

(711)/

)

1 2x ) ) 3
-—+ — =X —7/ 12[—10+48X—93X +28 X7 +
6 3

34/3 \/—9+8x+59x2—208x3+271x4—104x5—8x6

1/3)

4+/3 (—10+48x—93x2+28x3+3\/3
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+ (2x)/ [3 (—10+48x—

1/3
] :

1/3
\/—9+8x+50x2—208x3+271x4—194x5—8x6]

93x%+28x>+3+/3 \/—9+8x+50x2—208x3+271x4—1@4x5—8x6

(ij)/

\/—9+8x+50x2—208x3+271x4—1@4x5—8x6

V3 (—10+48x—93x2+28x3+3\/3

(s /

93x*+28x>+3+/3 \/79+8x+59x27208x3+271x47104x578x6

6 [—10+48X—

1/3]

(Sixz)/ [2\/? (—10+48x—93x2+28x3+3\/?

\/—9+8x+50x2—208x3+271x4—1@4x5—8x6

1/3]

1 1/3
— (—10+48x—93x2+28x3+3\/3 \/—9+8x+50x2—208x3+271x4—104x5—8x6) +
12

1

43

i[-10+48x-93x%+28x>+3+/3 \/—9+8x+50x2—208x3+271x4—104x5—8x6

)

1 2x
——+——x2—7/ 12 (710+48x793x2+28x3+
6 3

o

1/3
343 \/—9+8x+50x2—208x3+271x4—104x5—8x6] ) (7;‘1)/ [4\/3

1/3
[—10+48x—93x2+28x3+3\/3 \/—9+8x+50x2—208x3+271x4—104x5—8x6) +

(2x)/ [3 (—10+48x—93x2+28x3+3x/3

V3

\/—9+8x+5@x2—208x3+271x4—104x5—8x6

1/3] + (Zﬂx)/

1/3
[710+48x793x2+28x3+3\/3 \/79+8x+50x27208x3+271x47104x578x6) ]

(5x2)/ [6 [—1e+48x-93x2+28x3+3\/?

1/3
\/—9+8x+50x2—208x3+271x4—104x5—8x6

—(5]1x2)/ (2@

1/3
(—1@+48x—93x2+28x3+3\/3 \/—9+8x+5@x2—208x3+271x4—194x5—8x6 ]
1/3

N

— [-19+48x-93x2+28x3+3\/?\/-9+8x+sexz-2@3x3+271x“-1(a4x5-8x6
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10+ 48 x-93x*+28x>+3+/3 \/79+8x+50x27268x +271x

4 _ 104 x° - 8x° ]1/3
}

Tomando a solucao de interesse acima

y1 = FullSimplify[D2[[2]]]

1
{y»— \/[1+7/ (—10+x (48 + X (93 +28x)) +

Ve
1/3
3W\/ ~1+x) (9+x(10+x(—39+8x(15+x))))) (19+x<48+

1/3
X (~93 + 28 x) +3\/—\/ “14x) (9+x(10+x(—39+8x(15+x))))] +
2x(2—3x—4/ (—10+x(48+x( 93+ 28 x) +3V—\/ “14x)

1/3
(9+x(10+x(739+8x(15+x)))))) +
(5x)/(—1@+x(48+x( 93 + 28 X) +3\/—\/

-1+X)

J

1/3
(9+X (10+x (-39 +8X (15+%)))) ) | )]

1
cl = Plot [y /. y1, {x, - (3 -\17 ), 1}, PlotStyle - {Blue, Dashed}]
4
0.8
AT N
l" ‘\‘
Il \‘\
’ .
! 0.4 \
AY
\\
AY
AY
Y
0.2 v
A}
\
1
Il n n Il n n n Il n n n Il n n n Il I\
-0.2 0.2 0.4

0.6 0.8



148
Pontanto, ficamos apenas com a solugéo y1

(-1+x) (yz— (x®+y?) (y2+2 ((-1+x) x+y2)2))
G2 = ContourPlot

- n " S " == 0_' {X, —1, 0},
gréafico de contornos y ((—1+X) +y ) (-1+X +Yy )
1 3
{y, o, - (-3 +\17 ) }, PlotPoints -» 150, ContourStyle » {Red, Dashed}
2 nuamero de pontos no--- | estilo de contorno ve - |tracejado
FT T T T T T
1
1
0.35 : ]
1
;
1
0.30 - 1 B
1
1
1
L 1
0.25 ' B
L 1
1
1
L 1
020} \ .
r 1
1
1
1
0.15 ' B
1
)
A}
[ 1
010} 5 ]
L 1
A}
A
L AY
0.05- Y\ .
r A
A )
\\
0.00f, I I I I il
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0

Curvas de candidatos a pontos de Hopf (Preta), Sela-Né (Azul e
Vermelha) e ponto candidato a equilibrio do tipo Bogdanov-Takens.

Show[c1, G2, H1, PBT]
mostra

Parametrizacdo da curva de candidatos a pontos de bifurcacao do tipo
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Hopf no plano u, A.

1
Fullsimplify[{ue, ae} /. {x-»t, y -> —\/3t—4t2+\/—8t+9t2 }]
2

simplifica completamente

{

2t
Vsteve(seot) (-4t tevE(-8eot)
Va st.vt 8.9t (3t+m>}
4\ (3-at) tet (Bs0t)

)

Parametrizagao das curvas de parametros tais que o sistema (3.2)
admite pontos dos tipo Sela-No.

msn2 = FullSimplify[ue /. y1];
simplifica completamente

1sn2 = FullSimplify[xe /. y1];

simplifica completamente

Curva dos parametros tais que os equilibrio serdo candidatos a pontos
de Sela-N6 quando Tr > 0. Esta curva foi parametrizada comx=xey =

y1(x)

1
SN2 = Par'ametr'icPlot[{man, 1sn2}, {x, - (3 -vV17 ), 1}, AxesOrigin - {0, 0}]
grafico paramétrico 4 origem dos eixos

0.8 —
0.6
0.4
02
' 1 2 3 4

Parametrizando a curva tracejada vermelha com x em fungéo de y.

D3=Solve|:—2x4+4x5—2x'5+y2—3x2y2+8x3y2—t5x4y2—y4+4xy“—6x2y4—2y6 =0, X|
resolve

{{x~
Root[-y?+y*+2y®-4y*nul+ (3y*+6y*) n1®-8y*ul’+ (2+6y?) n1*-4u1®+201°8, 1]},
{x>Root[-y?+y*+2y°-4y*ni+ (3y*+6y*) n1®-8y*u1’+ (2+6y?) n1*-4u1®+211° g,
2]}, {x-Root]|
—yPayte2ytoaytnls (3y?reyt) m1? -8y nl’+ (2+6y?) w1t -4 w1’ 2118, 3]}, (x>
Root [-y* +y*+2y®-ay*ni+ (3y*+6y*) m1®-8y?n1’+ (2+6y?) n1*-4nm1®+2m1°8, 4]},
[x>Root[-y?+y*+2y°-4y*n1+ (3y?+6y*) m1?-8y?n1’+ (2+6y%) m1*-4n1®+ 2m1° g,

5], o

Root [-y*+y*+2y®-ay*nl+ (3y?+6y*) n1>-8y?n1’+ (2+6y?) 1 -4u1®+211°8, 6] }}



x1 =D3[[1]]
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{x > Root[-y?+y*+2y°-4y*nl+ (3y*+6y") n1®-8y* ul’+ (2+6y?) w1*-4m1®+201° 8, 1]}

Curva de candidatos a ponto de Sela-N6é G2 com x em funcéo de y

di = Plot[Root[—yZ+y4+2y6—4y41¢1+ (3y*+6y*) m1?-8y*u1’+ (2+6y) w1 -4m1®+201° 8,

graf---|raiz
1 1 .
1], {y, 0, —.|— (—3+ V17 ) }, AxesOrigin - {0, 0}]
2 2 origem dos eixos
PRI I Y I Y IR T ST SR Bt I VI Bt
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

-0.05
-0.10
-0.15
-0.20

~0.25}

-0.30

Ponto de Bogdanov-Takens com as coordenadas invertidas (apenas
para verificagao)

1
PointSize[0.02], Red, Point[{—
tamanho do ponto ve:: |ponto

S (3eT) L 2 (-1

bti = Graphics
representa- -

Grafico da curva de Sela-Né acima junto com o ponto de Bogdanov-
Takens no plano (y,x)

Show[d1, bti]

mostra

I - IS S ST T T S T S S B I - I B R
0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

P
0.05

-0.05 "
-0.10
-0.15
-0.20

~0.25[

-0.30
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msnl = FullSimplify[ue /. x17];

1snl = FullSimplify[ae /. x1];

SN1 = Par‘ametr‘icPlot[{msnl, 1sn1},

1 [1 1 1
{y, 0.001, — _| - (-3 +V17 ) }, AxesOrigin - {—, —}, PlotStyle - Gray]
2\ 2 V2 V2
0.78 |-
0.76 -
0.74 -
0.72 -
‘ 0.‘72 ‘ ‘ ‘ 0.‘74 ‘ ‘ ‘ 0.‘76 ‘ ‘ ‘ 0.‘78 ‘ ‘ ‘ 0.5‘30 ‘

diag = ParametricPlot[{x, x}, {x, 0, 0.8}, AxesOrigin -» {@, 0}, PlotStyle - Orange];



152

Grafico contendo partes das duas curvas de bifurcacado de Sela-No, a
curva A = u e o ponto de bifurcacdo de Bogdanov-Takens.

Show[diag, SN1, SN2, MLBT]
mostra

08+

06+

0.4 -

02r

0.2 0.4 0.6 0.8
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Componentes do Campo em (3.2). Modificagdo com Anulamento no
Bordo do Disco D.

(1-%) A x (1-x2-y*) u
F1[x_,y_] :=-y+ +
V(@-x)2+y? VX2 +y?
P y(1-x*-y*) u
F2[x_,y_] :=x- y + ( )

‘\/(1—x)2+yz \/x2+y2

Encontrando u e A para os quais o sistema (3.2) admite pontos de
equilibrio.

FullSimplify[Solve[{F1[x, y], F2[x, y1} =0, {u, A}1]

((-1+x) x+y?) /X2 +y? L N(-1ex) 2yt (P ey?)

- })

y (-1+x%+y?) y
((-1+x) x+y?) Vx2+y?
ue = - ;

y (-1+x%+y?)

V(-1+x)2+y? (x2+y?)
e = H
y

Matriz Jacobiana DF-.
all = FullSimplify[D[F1[x, y], x]1;
al2 = FullSimplify[D[F1([x, y], y11;
a21 = FullSimplify[D[F2[x, y], x]1;
a22 = FullSimplify[D[F2[x, y1, y11;

DF = MatrixForm[{{all, al2}, {a2l1, a22}}]

154

y2 (2x*+ (-143x%) y2+y*) (-1+x) y A xy (1+x%+y?) u
e 2,,2\3/2 2. 2\3/2 -4 ~ 2 2\3/2 2 ,2\3/2
((-14x)2+y?) (x*+y?) ((-14x)2+y?) (x*+y?)
1+ ((Lix)ya Xy (L1xP+y?) u ~ 2 ~ 2y u . X . yz A ~ (1+42%%) 1
B 2,232 2 2132 2 2132 - 2 2132 2 2132
((~14x)2+y?) (x*+y?) (C1ex) 21y? (x*+y?) x2ey? ((-14x)2+y?) (x*+y?)

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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Traco e Determinante de DF.

tr = FullSimplify[all + a22]
simplifica completamente

det = FullSimplify[all a22 - a21 al2]
simplifica completamente

A (1-3x*-3y?) i
- +
(-1+x)2+y? x% + y?
(—1+x)yA xy (1+x2+y?) u (-1+Xx) y2A xy (1+x*+y?) u
- -1+ - 1+ - +
((—1+x)2+y2>3/2 (x2+y2)3/2 ((—1+x)2+y2>3/2 (x2+y2)3/2
y2 2 (2x4+(—1+3x2)y2+y4)u
<<71+X)2+y2>3/2 <X2+y2>3/2
2 2)/411 IJ—XZIJ , A (1+2x2>u
(c1+x)24y? (x2+y2)3/2 X2 4 y? ((—1+x)2+y2)3/2 <x2+y2)3/2

Aplicando os valores de ue e Ae em tr e det.

T1 = FullSimplify[tr /. {u - ue, X » 2e}]
simplifica completamente

D1 = FullSimplify[det /. {u -» ue, X » Ae}]
simplifica completamente

(-1+X)2x (1+2X) +x (-3+4x) y2+2y*

y (-1+x%+y?)

(-1+x) (yz— (x*+y?) (y2+2 ((-1+x%) x+y2>2))

Y2 ((-1+x)%+y%) (-1+x*+y?)

Expandindo os numeradores do Traco e Determinante. Obs.: Podemos
retirar da expansao do Determinante o termo (-1+x) que ndo se anula
em nossa regiao de interesse.

T = Expand [Numerator[T1]]
expand-- | numerador

x—3x3+2x4—3xy2+4x2y2+2y4

Dm = ExpandLyz- (x2+y2) (y2+2 ((-1+x) x+y2)2)]

expande fatores

—2x4+4x5—2x"’+y2—3x2y2+8x3y2—6x4y2—y4+4xy4—6x2y4—2y6
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Igualando Trago e Determinante a zero para obtermos dois auto
valores nulos.

Simplify[Solve[{T == @, Dm == 0}, Reals]]
simplifica resolve nuameros re

1 1
- ;(_3+m) },

1
{{xa@,ye@}, (x>1,y-0}, {X%* (3—\/17),y—>—2
4

) )

N | =

1 1
{Xe—(B—\/ﬁ),yeg

4

O unico ponto de interesse € P1 pois devemos tery > 0.

p1={%(3-m),§ %(-hm)}
{% (3—ﬁ),% %(—3+\/F) }

Parametros u e A do ponto candidato a Bogdanov-Takens.

o7 = {Fullsimplify[ue /. {x» = (3-VT7), v~ - /3 (-3+vT7) }].

simplifica completamente

Fullsinplify e /. {x = (3-V37 ),y » = / ~ (-2+v77) }])

simplifica completamente

Condicao i) do Teorema 2.2, Matriz Jacobiana nao nula.

DF = ToRadicals Fullsimplify[DF /.
simplifica completamente

converte em -

fu- /ﬁ,z»%(—1+«/F),x—>%(3—m),y—>§ ~ (-2+v77) }]]
8 %(-13+3\/F)

109:27+/17

L(-s5+3V17) - J%ﬂi



DF={{;, : (-13+3«/F)}, {1 (-5+3«/F), _\/_£+27«/F
109 + 27 V17 4 4 8 8
(=} )}, [ (5e2va), JF 1
109 + 2717 4 4 8 8

Matriz Transposta de DF.

DT = Transpose [DF]

(75+3\/F)}, {1 (-13+317 ), leg+27? H

4

8
{{\/109+27\/F J

Obtendo os auto vetores q0, g1, p1 e pO.

[any

Lol

qo = Solve [DF. {xq0, yqo} == {0, 0}]

32 xq0 }}
(—13+3\/17 ) 109 + 27 /17

[

32 xq0

}
(-13+3«/F) \ 109 + 27 V17

32 xq0
}

(—13+3\/17 ) 109 + 27 /17

qo = {xqa, -

{xqe, -

32 xq0
]

(-13+3«/F) 109 + 27 V17

ql = Solve[DF. {xq1, yql} == {xqo, -

4 xq0 32 xql
J)

{{yql» -
S1343NI7 (1343417 ) 109 + 27/17

4 xqo 32 xql1

ql = {qu, - }
-13+3V17 (-13+3«/17)\/109+27«/17
{qu 4 xq0 32 xql }
)

S1343NI7 (1343417 ) 109 + 27 /17

pl = Solve[DT. {xpl1, ypl} == {0, 0}]

{{ypl L 32 xpl }}
(-5+3+V17 ) V109 + 2717

)

157
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32 xp1

pl = {xpl, - }
{Xpl, ) 32 xpl }

(-5+3+/17 ) /109 + 27 /17

po = Solve[DT. {xp@, ypo} == {xpl, _ 32 xp1 }]
(-5+3v17) Vies s 27vT7
{{Ype S - 32 xp@ 4 xpl }}

.
(*5+3\/F) 109 + 27 /17 -5+3+/17
32 xp@ 4 xp1

.
(-5+3V17) V1e9 427 V17 _5+3+/17

po = {xpe, -

32 xpo 4 xpl

{xpe,f . }
(-5:317 ) \J109 427417 ~5+3V17

q0.p0=1

32 xq0
Solve [xqa xpo + |- .

(-13+3V17) V109 + 2717

4 xpl 32 xp@
- == 1, Xpl]
-5+3V17 (-5+3«/17)\/109+27«/17
8
{{x1- 1
/109 + 27 /17 xqe
8 \’ 109+27/17 xqo@
p1={ y -
V109 + 27 V17 xqe (-5+3«/17) 109 + 27 V17

{ 8 L 256 }

W V17 xq@ (*5+3\/F) (109+27\/F) Xq0




ql.p1=1

4 xq0 32 xql

-13+3V17 (-13+3V17) 109 + 27 V17

Solve [qu xpl + *

32 — 8
\, 1a9+27\/; xq0@
= =1, qu]
(-5+3«/17) 109 + 27 V17
{{xql-0e}}
4 xq0
a1 - {o, —2%°
-13+3+/17
4 xq0
o, ————|
-13+3+/17
q1.p0=0
4 — 8
32 xpo 8 199+27\/? xq@
po = {xpa, - + }
(-5+3V17) V1e9+27 V17 -5+3V17
32 xp@ 32

{xpe, - + }

(-5+3+/17 ) /109 + 27 /17 (-5+3+17 ) \/109+27 V17 xqe@

q ——8
4 xq0 32 xp@ 109+27/17 xq@
Solve * |- + = 0, xpO]
-13+3V17 (-5+3V17) V109427 V17 -5+3V17
1
Xpo0 » —
(o L)

a 8

p0={i ) 32 . m}

3
0
xd qu(-5+3'\/17) 109 + 27 V17 -5+3V17

1
o ®

Auto vetores em funcgdo da coordenada xq0.
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32 xq0 )

<713+3 V17 | \/109+27 V17

a1 =(e, =)

-13+3+/17

q0 = (xq0,-

32 8

8 \/ 109427 /17 xqe )

pl=(——"——, -~
A/ 109+27 /17 xq0 (—5+3\/17\) 109427 \/17

— 1
po - (Xq_0’ @)
Tomando xq0 =1

xqo = 1;

32

(-13+3«/F) V109 + 27 V17

Q0 = Simplify[{l, -

}]

4

-13+3«/F}

ql = {0,

32 8

8 1092717
-
109 + 27 V17 (-5+3«/17) 109 + 27 V17

pl = Simplify[{

}]

po = {1, @}

g

32

(13—3\/17 ) 109 + 27 /17

}

4
{e, -13+3\/F}
8
[——

109 + 27 \/17
{1, 0}

(-13+3V17 )}

LR

Verificando todos os Produtos Internos.

FullSimplify[DF.q0]

{e, 0}

FullSimplify[DF.ql - q@]

{e, 0}



FullSimplify[DT.p1]

{e, 0}
FullSimplify[DT.pO - p1]
{e, 0}

Simplify[q@.pl]

0

Simplify[ql.pO]

0

Simplify[q@.po]

1

Simplify[ql.p1]

Calculando as derivadas parciais para encontrar a fungao B(x,y).

bl = FullSimplify[D[D[F1[x, Y], X], X] x1y1l + D[D[F1[x, y], X], y] X2yl +

DID[F1[x, y1, yI, x] x1y2 + D[D[F1[x, y], y], y] x2y2]

Y1yl 3(-1+x)y%A 7x(2x4+<3+5x2>y2+3y4)u .
((—1+x)2+y2)5/2 (x2+y2)5/2
2yyl (—2(—1+x)2+y2>ki(y2+y4+x2 (—2+y2)>u X
((71+x)2+y2)5/2 (X2+y2>5/2
lyy2 (—2(—1+x)2+y2>k_(y2+y4+x2 (—2+y2>>u .
((—1+x)2+y2)5/2 (X2+y2>5/2
X2 y2 (-1+x) A 7X(1+X2>/,(+3y2 A =X X
((*1+X)2+y2>3/2 (X2+y2)3/2 ((—1+X)2+y2)5/2 X2+y2>5/2
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Fullsimplify[bl /. {x -> % (34/?), y -> % % (-3+«/F) }]
1
\/17 725+ 429917

24yl A +21 277 +99+/17 y2)—5\/33158+8042\/17 ylu+1/ 895 +217 /17 yzujf
4 (7+3V17 ) y21+61\2614+634~/17 y2pu+

y1 [2%277+99\/F /\+\/895+217\/F u]]]

-x1

X2

b2 = FullSimplify[D[D[F2[x, y], x], X] x1y1l + D[D[F2[x, y], X], Y] X2yl +

D[D[F2[x, y], y]1, Xx] x1y2 + D[D[F2[X, y], Y], ¥] x2y2]

vl (-2 (-1+02+y?) 1 (Y2ey*rexP (-2+¥?) ) u
xlyy - .
((—1+x)2+y2)5/2 (X2+y2)5/2
(-1+x) A X (1+X%) 1 , A XA X
Xzyl 2 2 3/27 2 2 3/2Jr3 2 2 5/2Jr 2 2\5/2 *
((71+x) +y) (x +y) ((—1+x) +y) (x y)
(-1+x) A X (1+X2) 1 , XX X
x1ly2 ; ; P ; 23/2+3 ; 25/2+ ; 52 +X2yy2
((-1+x)%+y?) (x*+y?) ((-1+x)%+y?) (x*+y?)
3 2y* 3(1+X2)M , 3 (3—2x2);,¢
- - +y° |- +
((—1+X)2+y2)3/2 (Xz yz)S/ (XZ y2>3/2 ((—1+X)2+y2)5/2 (XZ y2)5/2
1 1
FullSimpli-Fy[bz /. {x > = (3-V17 ), y->—_.|= (-3+w/17) }]
4 2

-x1 2\/—3683+2091 V17 yla+

208yzx+\/6463+1551 \17 y1u+6\/18838+4579\/17 yzu) -

2x2 [104y12-12 |2 (5+9+/17 ) y2)u+3\/18838+4570x/17 ylp+

2\/271055+65737 V17 y2u / (\/127741+30987 V17 ]
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Definindo a fungdo B((x1,x2),(y1,y2))

B[{x1_, x2_}, {y1_, y2_}] :=

1 [
{ (—Xl (24y1A+2 277 +99 V 17 y21—5'\/33158+8042'\/17 ylu+
'\/17 725 + 4299 V17

\ 895 + 217 4/17 yzu] -x2 [4 (7+3'\/17)y2)L+6'\/2614+634\/17 Y2+

)

[—xl [2\/—3683+2091'V17 y11+208y21+\/6463+1561'\/17 ylu+

yl (2'\/277+99‘\/17 }\+'\/895+217 17 u]

6'\/18838+4570'\/17 y2u] -

2x2 [104y1)t—12 2(5+9«/17) yzz+3\/18838+4570«/17 ylu+

2\/271055+55737«/17 yzu]]/ ('\/127741+30987'\/17 ]}

Segunda e terceira condi¢cdes de degenerescéncia (a, b # 0)

btl = FullSimplify[ (p1.B[q0, q0])]

=

-4+

(1+\/F) u

2

Condigao ii) de Nao-Degenerescéncia

a-= Fullsimplify[btl /. {u-> 2 , Ao : (-1+\/17 )}]
-1+4/17 4

1

- (5-3+v17)

4

bt2 = FullSimplify[ (p©.B[q@, qO]) + (p1.B[q0, q1])]

-/133+31/17 4

2 1

o e Y]

b = ToRadicals [Fullsimplify[btz /. {u >

165 41+/17

- —+

2 2
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Sinal de S
2 1
bt = FullSimplify[btl « bt2 /. {u s | ———— , a5 - (-1+«/17 )}]
simplifica completamente -1+vV17 4

8 8

\/ 2115 58717
o

S = Sign[bt]

fungao de si

1

Quit[]

encerra a sessao do nucleo

Checando a Regularidade da Aplicagéo ¢(f1,f2,Tr(DF),Det(DF)).

Gl=-y+ux (1-x"2-y"2) /Sqrt[x*2+y"2] +A (1-Xx) /Sqrt[(1-x)"2+y”"2];

raiz quadrada raiz quadrada
G2 =x+uy (1-x"2-y*2) /Sqrt[x*2+y"2] -Ay/Sqrt[(1-Xx)"2+y"2];
raiz quadrada raiz quadrada

Construindo a Fungao ¢ = (G1,G2,G3,G4)

G3 = Simplify[D[G1, x] +D[G2, y]1];
simplifica derivada derivada

G4 = Simplify[D[G1, x] D[G2, y] - D[G2, x] D[G1, y]1;
simplifica derivada |derivada derivada | derivada

Matriz Jacobiana de ¢ no equilibrio (x,y,u,A) =

Primeira Coluna (dx)
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A1l = ToRadicals [FullSimpli-Fy[D[Gl, x] /.

1 1 1 2 1
{X—)Z(B—'\/F), y->;";(-3+«/?) s U ’_1+,\/F ,l—>z(—1+'\/ﬁ)}]]

\/ 109 2717

-—

8 8

A21 = Fullsimplify[D[Gz, x] /.

1 1 1 2 1
{X—);(B—'\/F), y—>;";(—3+'\/ﬁ) s U f_1+,\/F ,Aﬁz(—1+'\/ﬁ)}]

(-5+3+17)

F N

A31 = FullSimplify[D[G3, x] /.

{x—»%(B—*/F),y—»% /2(-3+«/F) , b f_1+2«/F ,A-»i(—lM/F)}]

29 27+/17

-— +

8 8

A41 = FullSimplify[D[G4, x] /.

o= (3-V27), v - /2(_34?),;“ /_hzvﬁ,bz(-um)}]

1
— (—89+15 V17 )
8

Segunda Coluna (dy)

Al2 = ToRadicals[FullSimplify[D[Gl, yl /.

1 1 ’1 ’ 2 1
{X_)Z(B_ﬁ)’y_); ;(-3+«/F),u-> _IM/F,A»Z(—M\/F)}]]

(-13+3+17)

FTI



A22 = ToRadicals [FullSimpli-Fy[D[GZ, yl] /.

1 1 1 2 1
{X—)Z(B—'\/F), y->;";(-3+«/?) s U ’_1+,\/F ,l—>z(—1+'\/ﬁ)}]]

\/ 109 2717

-—

8 8

A32 = ToRadicals[FullSimplify[D[G3, yl] /.

1 1 1 2 1
{X—)Z(B—'\/F), y->; ’;(—3+'\/F) > U ’_1+,\/F ,Aﬁz(—1+'\/ﬁ)}]]

(-23++/17)

F N

A42 = ToRadicals [FullSimpli-Fy[D[G4, yl /.

fxo = (3-T7), v - /g(-hm),h /_hzm,bg(-wﬁ)}]]

\/ 4885 1203 /17
- +

32 32

Terceira Coluna

A13 = ToRadicals[FullSimplify[D[Gl, ul /.

[0 2 (3-vaT )y /%(-hm) suo flzvﬁ Jas 2 (-1 Va7 )]

1
-5 -V17

2

A23 = ToRadicals[FullSimplify[D[GZ, ul /.

o 2 VT )ows 22 (3T e | —— e (VT

(—1+\/F)

N |

166
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A33 = ToRadicals[FullSimplify[D[GB, ul /.

(o2 (3-VT7 )1y /%(_hm) . ’125 Jas 2 (v )}

1
—\31-7+17
2

A43 = ToRadicals[FullSimplify[D[G4, ul /.

{22 (3-VA7) v - /%(_hm) . flzvﬁ Jas 7 (-1 VT7 )]

-2 (-1+17)

Quarta Coluna

A14 = ToRadicals [FullSimplify[D[Gl, Al /.

{22 (3-VA7) 1y - /%(_hm) . ’12«/F Jas 5 (-1 VT7 )]

5 3+17

- — 4

8 8

A24 = ToRadicals [FullSimpli-Fy[D[GZ, Al /.

{2 = (3-VT7) 1y - /%(-hm) . /12«/F Jas S (-1 VT )]

E(34/?)
4

A34 = ToRadicals [FullSimplify[D[GB, Al /.

(o2 (3-VT7 ),y /3(_34?) . /1% Jas S (T}

2

Vaevi7




A44 = ToRadicals[FullSimplify[D[G4, Al /.

O I RN HHERC PN e,

M¢ = {{Al1, A12, A13, A14},
{A21, A22, A23, A24}, {A31, A32, A33, A34}, {A41, A42, A43, Ad4}}

{{J_m+27m,l( 13+34/17 ), \/717 BF},

8 8 8

0

{E<5+BW>:JE+MF,5 T, )

4 8 8 2

29 2717

1
We s 2

(-23+/17 ), —/31- 75,77},

1 4885 1203 /17
{g(s9+15x/17),J S 5 , -2 (-1+17) ,e}}

Determinante da Matriz Jacobiana DF aplicada em

1+vV17

(2 (3@),3\/3 (-3+V17 ), | —2= .1 (-1+17)).

ToRadicals [FullSimplify[Det [M¢]]]

v (23-/17)

2

168
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Componentes do Campo em (3.2). Modificagdo com Anulamento no
Bordo do Disco D.

(1-%) A x (1-x2-y*) u
F1=—y+ +
V@-x)2+y? VX2 +y?
P y(1-x*-y*)u
F2 = x - y + ( )
V(@-x)2+y? A\ x%+y?
(1-x) 2 X (1-x*-y*) u
-y + +
AV (1-x)%2+y? A x2+y?
y 2 y (1-x-y?) u
X_

.
\V(1-x)2+y? \ X2+ y?

Valores de u e A para os quais o sistema (3.2) admite equilibrios.

FullSimplify[Solve[{F1, F2} =0, {u, A}1]

((-1+x) x+y?) [ x?+y? N N (-1ex) 2y (X +y?)
K -
y

y (—1+x2+y2>

})

{{u--
((-1+x) x+y?) VX2 +y? .

ue = - 5
y (-1+x%+y?)

V(-1+x)2+y? (x2+y?)

Ae = 3
y

Matriz Jacobiana
all = FullSimplify[D[F1, x]1];
al2 = FullSimplify[D[F1, y]1];
a2l = FullSimplify[D[F2, x]1];
a22 = FullSimplify[D[F2, y]11;

Jac = MatrixForm[ {{all1, al2}, {a21, a22}}]

y2 A (ZXA+(—1+3 xz) y2+y4) u 1 (-1+x) y A Xy (1+x2+y2) u
_ _ 1+ _
((71+X)2+y2)3/2 <X2+yl)3/2 <(*1+X)2+y2)3/2 <X2+y2)3/2
1. (-Lsx)ya Xy (14x?+y?) u B 2 B 2yt N U-x2 1 N yz 2 ~ (1+2x%) u
((*1+X)Z+y2>3/2 <X2+y2)3/2 2 Py <X2+y2)3/2 /ﬁ ((*1+X)2+y2)3/2 (X2+y2)3/2
(-1+X) “+y A Xy

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



Traco e Determinante de Jac

tr = FullSimplify[all + a22];

det = FullSimplify[all a22 - a21al2];

Aplicando os valores de pe e Ae em tr e det
T1 = FullSimplify[tr /. {u > ue, XA > 2e}]

D1 = FullSimplify[det /. {u > pe, A » Ae}]

(-1+X)2x (1+2X) +x (-3+4x) y2+2y*

y (-1+x*+y?)

(-1+x) (yz— (x*+y?) (y2+2 ((-1+x%) x+y2>2))

Y2 ((-1+x)%+y?) (-1+x%+y?)
Expandindo o Numerador de tr e det
T = Expand [Numerator[T1]]
x—3x3+2x4—3xy2+4x2y2+2y4

Dm = Expand[yz— (x2+y2) (y2+2 ((-1+x) x+y2)2)]

S2xt e axt o 2x8 ey’ o3P yr 80yt xtyr—ytraxyt o6 Xyt - 2y°

Calculando os candidatos a pontos de Hopf

Trago da Matriz Jacobiana igual a zero.
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H = ContourPlot [T == 0, {x, -0.75, 0.25},

{y, 0, 1}, ContourStyle - {Black, Thickness[0.005]}]

08 B

0.6 Bl

041 .

0.2F Bl

S S S S N S S S N
-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2

Determinante da Matriz Jacobiana maior que zero.

R = RegionPlot[Dm > @, {x, -0.5, 1}, {y, 0, 1.5}]

0.8~ 8
0.6~ .

04 1

0.0~ B
-04 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Ponto de Bogdanov-Takens (Apenas para llustragao)

. e . s T .
o - grepmca[{pottsizeteat e osn[( (3-37). 2 (2+77) 1}

Curva de candidatos a ponto de Hopf
Ocorre sobre a curva preta e no interior da regido azul.

Show[H, R, PBT]
mostra

0- ] o

0.8 - B

06~

0.4+

02~

00

P P T P
-06 -04 -0.2 0.0 0.2

Tomando T=0 para y em fungado de x para obtermos a curva H como y
= f(x).

Solve[T == 0, y]

resolve

(fy=-2sx-ax—vx voa=ox |, {yo - 3x-ax-vx v-g-ex |,
2 2

{ye—%\/?:x—4x2+ﬁm}, {y»%\/Bx—4x2+\/7m}}

Ponto de Equilibrio de Interesse com y em fungao de x.

P1 = {t, E\/3*:-4'c2+ V-8t+9tr2 }
2

{t, §J3t—4t2+\/—8t+9t2 }
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Curva no plano (x,y) de candidatos a ponto de Hopf.

1
H1=Plot[—'\/3t—4t2+ V-8t+9tr2 ,

grafico 2

{t, E (3 - \/F) s 0}, AxesOrigin -» {0, 0}, PlotStyle » Black];

4 origem dos eixos estilo do graf--- | preto

Show[H1, PBT]

mostra

0.1}F

! ! ! ! !

-0.25 -0.20 -0.15 -0.10 -0.05

Queremos agora encontrar uma curva no plano de parametros que
possibilite que o sistema (3.2) tenha um ponto de equilibrio sobre a
curva H1.

Tomemos entéo x(t)=t e y(t)=> JB t-4t%+ \/—8 t+91t?> evamos

substituir x(t) e y(t) nas equacdes obtidas para e e Ae.

1
FullSimplify[{ue, ae} /. {x-»t, y -> —\/3t-4t2+\/-8t+9t2 }]
2

simplifica completamente

2t
Vative(8ist) V-4t tivE( 8.9t
Va stot (8ot (zmm)}
4\/(3—4t)t+m

3

{
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Testando para ver que de fato essas substituicbes nos dao equilibrios
do sistema (3.2).

1
Fullsimplify[Fl /. {x—»t, y -> —\/3t-4t2+\/-8t+9t2 s
2

2t
V3t+VE(8+9%) V (3-4t) t+VE (-8+9T)
Na-steVE(-8+97%) (3t+«/t(-8+9t))

H=>

B

A=>

4\/(3—4t) t+Vt (-8+91)

0

1
Fullsimplify[FZ/.{x-»t,y—>—\/3t—4t2+‘\/—8t+9t2 s
2
2t
N3t+VE(-8+9%) V (3-4t) t+VE (-8+90)
\/4—5t+’\/t(—8+9t) (3t+’\/t(—8+9t))
4N 3-4t) t+VE(-8:90)

H=-> )

A =>

Curva dependente do parametro t no plano de parametros (u,A).

FLt_] :={- 2t s

NV3t+VE(-8+9%) V (3-4t) t+VE (8797
\/4—5t+Vt (-8+91t) (3t+'\/t (-8+91) )}

4'\/(3—4t) t+Vt (-8+91)
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CurvaH = ParametricPlot[F[t], {t, (3 -Sqrt[17]) /4, 0}, AxesOrigin -» {0, 0}]
grafico paramétrico raiz quadrada origem dos eixos

0.2 0.4 0.6 0.8

Coordenadas do ponto no plano de parametros para o qual o equilibrio
do sistema (3.2) € do tipo Bogdanov-Takens (Apenas para llustracao).

2
BT = Graphics|{PointSize[0.02], Red, Point _—

representa- | tamanho do ponto ve: - | ponto -1+vV17

(2T

o
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Curva de Hopf parametrizada com (u(t),A(t)) no plano de parametros
juntamente com o ponto de Bogdanov-Takens.

Show [CurvaH, BT]
mostra

0.8+

0.6

0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8

Substituindo os Parametros Criticos.

2t
u

H

\/3t+«/t (-8+9t) \/(3-4t) t+Vt (-8+91%)

Va-st.vz (-8+9¢t) (3t+Vt (-8+9¢t) )

A= .

4\/(3—4t) t+Vt (-8+91)

Matriz Jacobiana calculada em P1.

FullSimpli-Fy[Jac /. {x-»t, y -> l\/3t-4t2+«/-8t+9t'\z }]

simplifica completamente 2
8t [72 At (-8+9t) +t (710+9\/t (-8+9t) +t [55-13+/t (-8+9t) +t |-71424t+8~/t (-8+91t) ])])

2
(475t+\/t (-8+9t) ] [3t+ t (-8+9t) ) \/(374*:) ten/t (-8+9t)
“4in[t (-8+91) +t (13+2\/t (-8+9t) +2t [—11+6t—2«/t (-8+9°1) ]) 8t [-2 \Jt(-8+9t) +t [-1e+

[4-5 ti/t (—

4 (-1+t)



178

A={{(8t(—2\/t(—8+9t) +t(—10+9\/t(—8+9t) +
t(55-13«/t(-8+9t) +t(—71+24t+8\/t(—8+9t) )))))/
[(4-5t+«/t (-8+91t) ) (3t+«/t (-8+91t) )z\/(3—4t)t+Vt (-8+9%) ],

4+8 (1-2%t) t 1

-4+3t+\/t (-8+91) 4 (-1+%)
(—4+\/t (-8+91t) +t (13+2\/t (-8+9t) +2t (—11+6t—2‘\/t (—8+91t) ))),

-{(8*:(-2 t (-8+91) +t(—10+9'\/t(—8+9t) +

t(55-13 VT (-8+9%) +t (-71+28t+8VE (-8+97%) )))))/
[(4—5t+m) (3t+VE(-8+90) )2\/(3—4t)t+'\/t (-8+9%) ]]}},

Polindbmio Caracteristico da Matriz Jacobiana.

P[s_, {X_, y_}] :=Det[A- s IdentityMatrix[2]]

Coeficientes do Polindbmio Caracteristico.

cc[i_, {x_, y_}] := Coefficient[P[s, {X, y}], s, 1]

Polindbmio Caracteristico da Matriz Jacobiana calculada em P1.

P[s, P1];
Coeficiente do termo independente.

FullSimplify[cc[O@, P1], t < O]

4-/t(-8+9t) +t (3+8(-2+1) 1)

4 (-1+t)%2(1+21)

Coeficiente do termo linear.

FullSimplify[cc[1, P1], t < O]

Coeficiente do termo quadratico.

FullSimplify[cc[2, P1], t < O]

1
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Derivadas para a expansao de Taylor.

a = Simplify[D[F1, x]];

b = Simplify[D[F1, y]];

c = Simplify[D[F2, x]1;

d = Simplify[D[F2, y]11;

20 = Simplify [D[D[F1, x], x]1;

f11 = Simplify[D[D[F1, x], y]11;

02 = Simplify [D[D[F1, y], y11;

g20 = Simplify[D[D[F2, x], x]1;

gll = Simplify [D[D[F2, x], y11;

g02 = Simplify[D[D[F2, y], y11;

30 = Simplify [D[D[D[F1, x], x], X]1;
21 = Simplify[D[D[D[F1, x], x], y11;
f12 = Simplify [D[D[D[F1, x], y1, ¥11;
fe3 = simplify [D[D[D[F1, y1, y1, ¥11;
g30 = Simplify [D[D[D[F2, x], x], X]1;
g21 = Simplify[D[D[D[F2, x], x], y11;
gl2 = Simplify[D[D[D[F2, x], y1, ¥11;

g03 = Simplify [D[D[D[F2, y], ¥1, ¥11;



Substituindo as coordenadas de P1 nas derivadas acima.

a-= FullSimpli-Fy[a /. {x-»t, y -> 1\/3t-4t2+w/-8t+9t'\2 }]
2

(8Bt (-2Vt (-8+9t) +t (-18+9Vt (-8+9t) +
t(55-13Vt (-8+9t) +t (-71+24t+8/t (-8+9t) )))))/

(4-5t+Vt(-8+91t) ) (3t+V/t (-8+91) )2\/(3—4t)t+\/t (-8+91) )

b= Fullsimplify[b /. {x-»t, y -> i\/3t-4t2+«/-8t+9t'\2 }]
2

4+8(1-2t)t

-4+3t+Vt (-8+91)

c-= Fullsimplify[c /. {x—»t, y -> 1\/3t-4t2+«/-8t+9t'\2 }]
2

1

———(-4+Vt (-8+91t) +t (13+2Vt (-8+91%) +2t (-11+6t-2\t (-8+91t) )))
4 (-1+1t)

d-= Fullsimpli-Fy[d /. {x—»t, y -> 1\/3t-4t2+«/-8t+9t'\2 }]
2

—((8t(—2x/t(—8+9t) +t(-10+9+/t (-8+91t) +
t(55-13+/t (-8+91t) +t (-71+24t+8/t (-8+91) )))))/

[(4—5t+ t(-8+9t) ) (3t+/t (-8+9%) )2\/(3—4t)t+ t (-8+91) ]]

1 2
A20 = FullSimplify[fZO/Z /. {x—»t, y -> —\/3t—4t +V-8t+9t 2 }, t<e]
2

—((16t2<—12m+t(252—150m+t(—1062+551m+
t(1789—558m+2t(—733+246t+82m)>))))/

[(4—5t+ t(-8+9t) )* (3t+V/t (-8+9%) )3\/(3—4t)t+\/t(—8+9t) ))

A1l = FullSimplify[fll /. {x-»t, y -> 2\/3t—4t2+\/—8t+9t"2 }, t < e]

1

8 (-1+1t)2

(-8-12V/t (-8+9t) +t (8+27/t (-8+9t) +t (159+52Vt (-8+9t) -4t (115+
33/t (-8+9t) +t (-119+45t-15t (-8+9¢) )))))

180
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1 2
AQ2 = FullSimplify[fOZ/Z /. {x—»t, y -> —\/3t—4t +V-8t+9t 2 }, t<e]
2

(32t% (8 (-1+Vt (-8+9t) )+t (164-109Vt (-8+9t) +t (-623+362Vt (-8+9t) +
2t (493-144+/t (-8+91t) +t (-380+123t+41t (-8+91) ))))))/

(4-5t+Vt (-8+9t) ) (3t+Vt (-8+9%) )3\/(3—4t)t+\/t (—8+9t) ]

1 2
A30 = FullSimpli-Fy[f30/6 /. {x—»t, y -> —\/3t—4t +V-8t+9tr2 }, t<e]
2

(128t% (-8 (4+Vt (-8+9t) ) +
t (136-228+/t (-8+9t) +t (-1164+1562/t (-8+9t) +t (7194-3745/t (-8+9t) +
t (-18579+4452+/t (-8+9t) +4t (5579-708/t (-8+91t) +

2t (—1538+303t+191m))))))))/

(4-5t+Vt (-8+9%) )’ (3t+Vt (-8+97%) )4\/(3—4t)t+\/t (—8+91t) ]

1 2
A21 = Fullsimplify[le/z /. {x—»t, y -> —\/Bt—4t +V-8t+9tr2 }, t<e]
2

(192 t? (-64~/t (-8+9t) +t (-112+516Vt (-8+91t) +
t (2708 - 1644t (-8+9t) +t (-10632+2667 Vt (-8+9t) +t (16209 -
2268/t (-8+9t) +4t (-2653+606t+202t (-8+91) )))))))/

((4—5t+\/‘t (-8+9t) )’ (3t+Vt (-8+91) )4)

1 2
A12 = FullSimpli-Fy[le/Z /. {x—»t, y -> Zst-at? sV Btaotr2 }, t<e]
2

- ((1281‘2 (16 (-4+~Vt (-8+9t) ) +

t (608-940Vt (-8+91t) +t (5500 (-1++/t (-8+9t) )+t (47 (568 -
267Vt (-8+91) ) +3t (-20529+4777/t (-8+91t) +t (23403 -2916

m+4t(—3139+696t+2@2m))))))))/

(4-5t+Vt (-8+91) )’ (3t+Vt (-8+91) )4\/(3—4t)t+\/t (—8+91) ))
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1 2
A@3 = FullSimplify[f03/6 /. {x—»t, y -> —\/3t—4t +V-8t+9t 2 }, t<e]
2

—((128t2(—28m+t(—148+282m+
t (1738 -933+/t (-8+91t) +t (-5919+ 1460Vt (-8+9t) +4t
(2135-204+/t (-8+9%) +t (-1358+303t+101Vt (-8+97%) |))))))/
((4—5t+ t (-8+91t) )3(3t+m)4)>

1
B20 = Fullsimplify[gze/z /. {x—»t, y -> — N3t_at? sV 8trotr2 }, t< e]
2

1

16 (-1+t)2

(-8-12/t (-8+9t) +t (8+27/t (-8+9t) +t (159+52/t (-8+9t) -4t (115+
337/t (-8+9t) +t(-119+45t-15Vt (-8+9%) )))))

B11 = FullSimpli-Fy[gll /. {x—>t, y -> E\/3t—4t2+\/—8t+9t"2 }, t< e]

(64t (8 (-1+/t (-8+9t) )+t (164-109/t (-8+9t) +t (-623+302/t (-8+9t) +
2t (493-144/t (-8+9t) +t (-380+123t+41/t (-8+9%) ))))))/

(4-5t+Vt (-8+9%) )" (3t+Vt (-8+971) )3\/(3—4t)t+\/t (—8+9t) ]

1
BO2 = FullSimplify[gOZ/Z /. {x—»t, y -> — \N3t-at? sV Btr9tr2 }, t< a]
2

1
(2t (-8+91t) +t (54-7~/t (-8+9t) +t (-251-64~t (-8+91t) +

16 (-1+1t)2

4t (124+33/t (-8+9t) +t (-119+45t-15+/t (-8+91) )))))

1 2
B30 = Fullsimplify[g3e/6 /. {x—»t, y -> Z\3t_at? sV Bts9t 2 }, t<e]
2

(64t2 (-64Vt (-8+9t) +t (-112+516Vt (-8+91t) +
t (2708 - 1644/t (-8 +9t) +t (-18632+2667 /'t (-8+9t) +t (16209 -
2268/t (-8+9t) +4t (-2653+606t+202Vt (-8+91) )))))))/

((4—5t+\/t (-8+9t) )’ (3t+Vt (-8+91) )4)
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1 2
B21 = Fullsimplify[gzl/z /. {x—»t, y -> “3t-at2.v Bts0tr2 }, t<e]
2

-1 (128t% (16 (-4+~/t (-8+9t) ) +

t (608-940 V't (-8+91t) +t (5500 (-1++/t (-8+9t) )+t (47 (568 -
267/t (-8+9t) ) +3t (-20529+4777\/t (-8+9t) +t (23403 -2916

m+4t(—3139+606t+202m))))))))/

[(4—5t+\/t (-8+9t) )’ (3t+Vt (-8+91) )4\/(3—4t)t+\/t (—8+9t) ))

1
B12 = FullSimpli-Fy[ng/z /. {x—»t, y -> — N3t_at? sV sts9tr2 }, t< a]
2

-((384t2 (-28Vt (-8+9t) +t (-148+282+t (-8+9t) +
t (1738-933+/t (-8+9t) +t (-5919+1460\t (-8+9t) +4t
(2135-294+/t (-8+9t) +t (-1358+303t+101+/t (-8+9t) )))))))/

((4—5‘t+\/‘t (-8+9t) )° (3t«/t (-8+91) )4))

1 2
BO3 = Fullsimplify[ges/s /. {x-»t, y -> Z3t-at2 v Bts0tr2 }, t<e]
2

(256 t% (4~/t (-8+9t) +
t(92-174+/t (-8+9t) +t (-1126+1009/t (-8+91t) +t (5131-2278/t (-8+91t) +
2t (-5565+1271Vt (-8+9t) +t (6169-750/t (-8+9t) +

2t (—1601+303t+101m>>))))))/

[(4—5t+\/t (-8+9t) ) (3t+Vt (-8+91%) )4\/(3—4t)t+\/t (—8+91t) )

Funcao B presente na pagina 253 da referéncia “Andronov”.

B = FullSimplify[ad-bc, t < 0]

4-t (-8+9t) +t (3+8(-2+1) 1)

4 (-1+t)%2(1+21)




Primeiro Termo de L1.

L11 = Fullsimplify[—", t< e]
Ay s

27 (-4+3t+Vt (-8+91) )

3
[4—\ t (-8+9t) +t (3+8 (-2+t) t)]

(-1+1)% (1+21)3

(4+8 (1-21) t)

3-vV17

Plot [L11, {t, "

B 0}, AxesOrigin - {0, 0}]

! ! ! ! I

-0.25 -0.20 -0.15 -0.10 -0.05

Plot[L11, {t, -0.2, 0}, AxesOrigin -» {0, 0}]
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Assim, o primeiro termo de L1 €& positivo. Precisamos ver o segundo
termo, que de acordo com Andronov € dado por

L12 = Simplify[ (ac (A1172 +A11B@2 + A@2B11) +ab (B11~2 + A20 B11 + A11 B20) +

c”2 (A11A02 + 2A02BO2) -2ac (BO2~2-A20A02) -2ab (A20~2 - B20 BO2) -
b~2 (2A20B20 + B11B20) + (bc -2a~2) (B11 B2 - A11A20)) -
(a*2+bc) (3 (cBO3-bA30) +2a (A21+B12) + (cAl2-bB21)), t < 0]

—((1048576t5 (1062882t + 2048/t (-8+91t) +

118098 t'* (-107 + 3/t (-8+91t) ) - 2048t (-33+71+/t (-8+91t) | -

6561 t"° (-10739 + 618/t (-8 +9t) ) +512t> (-3476 + 3995/t (-8+91t) | +

2187 t*? (-111901 + 9931/t (-8+9t) ) + 1408 t* (-62398 + 37147/t (-8+91t) ) -
256t (-66126 + 52315/t (-8+9t) ) +4352t° (-155761 +58388/t (-8+91t) ) -
1408 t° (- 207655+ 97026 \/t (-8+9t) ) - 81t (-7309090 + 892689/t (-8+9t) ) -
64t7 (-17945528 + 5454339/t (-8+91t) ) +

18t' (-58563836 + 9288021/t (-8+91t) ) -

8t° (-177512545 + 35420061Vt (-8+9t) ) +

8% (-182815624 + 45154817 m)))/

((4-5t+x/t (-8+9t) )° (-4+3t«t (-8+9t) )* (3t+/t (-8+9t) )"
(3t-4t>+/t (-8+91) )3/2))

3-vV17

4

Plot[le, {t, ) 0}, AxesOrigin - {0, 0}]

-0.25 -0.20 -0.15 -0.10 -0.05



Assim, o segundo termo do Coef. de Lyapunov, segundo Andronov,

também é positivo. Multiplicando os dois temos que

L1 = Simplify[L11L12, t < 0]

(2097152 71t° (1062882 t'° + 2048/t (-8 +9t) +118098t™ (-167 +3~/t (-8+91) ) -

2048t (-33+71Vt (-8+9t) ) -6561t" (-10739+618/t (-8+9t) ) +

512t (-3476 + 3995/t (-8+9t) ) + 2187 t'? (-111901 + 9931/t (-8+91t) ) +
1408 t* (-62398+37147+/t (-8+91t) | -256t3 (-66126 + 52315/t (-8+9t) | +
4352 t° (—155761+58388\/t (-8+9t) ) - 1408 t° (-207655+97026 Vt (-8+91) ) -

186

81t' (-7309090 + 892689/t (-8+9t) ) -64t’ (-17945528 + 5454339/t (-8+91t) | +

18 t'® (-58563836 + 9288621/t (-8+9t) | -
8t° (-177512545 + 35420061/t (-8+91t) ) +

818 (-182815624 + 45154817 \/t (-8+91) )))/
(4+8 (1-2t)t) (4-5t+/t (-8+91) )6 (-4+3t+Vt(-8+91) )

(3t+Vt(-8+9t) )° (3t-4t?+t (-8+9t) )"

(4-Vt(-8+9t) +t (3+8(-2+1) t))3

(-1+t)% (1+21)3

Plotando o resultado final da multiplicagado dos dois termos.

3-v17

4

Plot[Ll, {t, s e}, AxesOrigin - {0, e}]

40+

-0.25
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Plot[L1, {t, -90.2, 0}, AxesOrigin -» {0, 0}]
grafico origem dos eixos

! ! ! ! L L L [

-0.20 -0.15 -0.10 -0.05

Concluimos entao que o Primeiro Coeficiente de Lyapunov é Positivo.



Apéndice IX
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Componentes do Campo em (3.2). Modificagdo com Anulamento no
Bordo do Disco D.

(1-x) A x(1-x*-y?*)u
Fl1=-y+ + H
V@-x)2+y? A\ X2+ y?
Py y(1-%%-y*)u
S y ( ) #

Tomemos o ponto (u,A) = (2, 0.745355992499929898803057889577)

4

3/4;
0.7453559924999298988030578895770920784802061198705085747565" 30. ;
NSolve[{F1, F2} == @, {x, y}, Reals, WorkingPrecision - 30]

(7 IV o
nouou

{{x > -0.27258887025381331992132735437, y - 0.19184999068246221551621923274},
{X > -0.27258887025381331992132735437, y —» 0.19184999068246221551621923274} }
Ponto de equilibrio para tais parametros

P1 = {-0.2725888702538133199213273543675347276830018448054816202425" 29.15490195998574,
0.1918499906824622155162192327409875754490248929433979277571" 29.15490195998574 }

{-0.27258887025381331992132735437, 0.19184999068246221551621923274}
Verificacao

Chop[F1 /. {x ->

-0.2725888702538133199213273543675347276830018448054816202425" 29.15490195998574 ,
y ->

0.1918499906824622155162192327409875754490248929433979277571" 29.15490195998574} |

Chop[F2 /. {x ->
-0.2725888702538133199213273543675347276830018448054816202425" 29.15490195998574,

y ->
0.1918499906824622155162192327409875754490248929433979277571" 29.15490195998574} ]

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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Matriz Jacobiana aplicada em P1

all = FullSimplify[D[F1, x]1;

al2

FullSimplify[D[F1, y]1;

a21 = FullSimplify[D[F2, x]1;

a22

FullSimplify[D[F2, y]];

DF = {{all1, al2}, {a21, a22}};

J=DF /. {X->
-0.2725888702538133199213273543675347276830018448054816202425" 29.15490195998574,

y ->
0.1918499906824622155162192327409875754490248929433979277571" 29.15490195998574 }

{{0.31527428808517220964846662, 0.0912930392498644327089392129},
{2.0912930392498644327089392129, 0.6055695143259778280728001989} }

Chop [Eigensystem[J]]

{{0.92084380241115003772126682, 0},
{{-0.14907119849998597976061158, -0.98882646494608839316151966},
{-0.27814080557803128489722464, 0.96054031267428011101434614} } }

Auto vetor do auto valor nulo

VO = {-0.27814080557803128489722464, 0.96054031267428011101434614} ;

Transposta da Matriz Jacobiana.

JT = Transpose[J]

{{0.31527428808517220964846662, 2.0912930392498644327089392129},
{0.0912930392498644327089392129, 0.6055695143259778280728001989} }

Chop[Eigensystem[JT]]

{{0.92084380241115003772126682, 0},
{{-0.96054031267428011101434614, - 0.27814080557803128489722464} ,
(-0.98882646494608839316151966, 0.149071198499985979760611581 } }

Auto vetor do auto valor nulo

WO = {-0.98882646494608839316151966, 0.14907119849998597976061158} ;
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Matriz Hessiana de F1

A11 = Simplify[D[F1, x, x]];
A12 = Simplify[D[F1, x, y]];
A21 = Simplify[D[F1, y, x]1;

A22 = simplify[D[F1, y, y11;

H1 = { {Al11, A12}, {A21, A22}};
Hl=H1/. {x->
-0.2725888702538133199213273543675347276830018448054816202425" 29.15490195998574,
y ->

0.1918499906824622155162192327409875754490248929433979277571" 29.15490195998574 }

{{6.88570651364861194769481521, 3.636464744717000959597560883} ,
{3.636464744717000959597560883, 0.029205546097727735446543538} }

Matriz Hessiana de F2

B11 = Simplify[D[F2, x, x]];

B12 = Simplify[D[F2, X, y11;

B21 = Simplify[D[F2, y, x]1;

B22 = simplify[D[F2, y, y11;

H2 = {{B11, B12}, {B21, B22}};

H2 =H2 /. {x ->
-0.2725888702538133199213273543675347276830018448054816202425" 29.15490195998574,

y ->
0.1918499906824622155162192327409875754490248929433979277571" 29.15490195998574 }

{{3.636464744717000959597560883, 0.029205546097727735446543538},
{0.029205546097727735446543538, -8.749330112902365774763353486} }

Condicao de Nao Degenerescéncia
Segunda derivada de F

D2F = Simplify[{V@.H1.Ve, VO.H2.V0}]

{-1.3834352422158547934701806, -7.806741865779070703204823}

Produto interno em iii) do Teorema 2.4

WO .D2F
0.204217013730436491962406
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Segundo ponto sobre a curva SN1

Tomemos o ponto (u,A) = (% ,0.780624749799799775730861640117)

(1-x) 2 X (1-x*-y?*) u
F1=—y+ + .
V@-x)2+y? A\ X2+ y?
y A Y(l-xz-yz)u
F2 = x - + H
V(@-x)2+y? \Vx2+y?
u=8/10;

A = 0.7806247497997997757308616401174743076341199972489570385527" 30. ;
s = NSolve[ {F1, F2} == @, {x, y}, Reals]

{{x > -0.28093666756663382922162369578, y —» 0.37393126215463006122375951131},
{x > -0.28093666756663382922162369578, y - 0.37393126215463006122375951131} }

Ponto de equilibrio para tais parametros

P1 = {-0.2809366675666338292216236957836251621296803739788747746145" 29.15490195998574,
0.373931262154630061223759511314996822336816166606865322104" 29.15490195998574}

{-0.28093666756663382922162369578, 0.37393126215463006122375951131}
Verificacéo
Chop[F1 /. {x >
-0.2809366675666338292216236957836251621296803739788747746145 29.15490195998574 ,
y - 0.373931262154630061223759511314996822336816166606865322104" 29.15490195998574} ]
Chop[F2 /. {x >

-0.2809366675666338292216236957836251621296803739788747746145" 29.15490195998574,
y - 0.373931262154630061223759511314996822336816166606865322104" 29.15490195998574} ]

Matriz Jacobiana aplicada em P1

all = FullSimplify[D[F1, x]1];
al2 = FullSimplify[D[F1, y]];
a21 = FullSimplify[D[F2, x]];
a22 = FullSimplify[D[F2, y]];

DF = {{al1, al2}, {a21, a22}},;
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J=DF /. {Xx -
-0.2809366675666338292216236957836251621296803739788747746145" 29.15490195998574,
y - 0.373931262154630061223759511314996822336816166606865322104" 29.15490195998574}

{{0.53822746919355349016429648, -0.1562512403776646686014565801},
{1.8437487596223353313985434199, -0.5352533029713696136193915648} }

Chop [Eigensystem[J]]

{{0.0029741662221838765449049237, 0},
{{9.28022426915890248359569392, 0.9599345597353805942193346},
{0.27879645842003751041395595, 0.9603502146469507066429025} } }

Auto vetor de s=0

VO = {0.27879645842003751041395595, 0.9603502146469507066429025} ;

Transposta da Matriz Jacobiana.

JT = Transpose[J]

{{0.53822746919355349016429648, 1.8437487596223353313985434199},
{-0.1562512403776646686014565801, -0.5352533029713696136193915648} }

Chop[Eigensystem[JT]]

{{0.0029741662221838765449049237, 0},
{{0.9603502146469507066429025, -0.27879645842003751041395595} ,
{-0.9599345597353805942193346, 0.28022426915890248359569392} } }

Auto vetor do auto valor nulo

WO = {-0.9599345597353805942193346, 0.28022426915890248359569392} ;

Matriz Hessiana de F1
A11 = Simplify[D[F1, x, x]];
A12 = Simplify[D[F1, x, y]1;
A21 = Simplify[D[F1, y, x]];
A22 = Simplify[D[F1, y, y]];

Hl
Hl

{{A11, A12}, {A21, A22}};

H1 /. {x~
-0.2809366675666338292216236957836251621296803739788747746145" 29.15490195998574,
y - 0.373931262154630061223759511314996822336816166606865322104" 29.15490195998574 }

{{5.381519738998648361808818713, -0.384645961587292490916691565},
{-90.384645961587292490916691565, -2.164023723402742636687681552} }
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Matriz Hessiana de F2
B11 = Simplify[D[F2, x, x]1;
B12 = Simplify[D[F2, X, y1]1;
B21 = Simplify[D[F2, y, x]];
B22 = Simplify[D[F2, y, y11;
H2 = {{B11, B12}, {B21, B22}};
H2=H2 /. {x>

-0.2809366675666338292216236957836251621296803739788747746145" 29.15490195998574,
y - 0.373931262154630061223759511314996822336816166606865322104" 29.15490195998574 }

{{-0.384645961587292490916691565, -2.164023723402742636687681552},
{-2.164023723402742636687681552, -4.335181447516035179999050020} }

Condicao de Nao Degenerescéncia
Segunda derivada de F

D2F = Simplify[{V@.H1.V@, VO.H2.V0}]

{-1.783499698020128974056881, -5.186917450452343470163850}

Produto interno em iii) do Teorema 2.4

We.D2F
0.258542845666571014208151

Calculos para os pontos sobre a curva SN2

Componentes do Campo

(1-x) 2 x (1-x*-y?*) u
Fl=-y+ + ;
V@-x)2+y? V2 +y?
A y(1-x*-y*) u
F2 = x - y + ( ) 5
V(@-x)2+y? X2 +y?
V3
p=1; A= —:;

2



195

]

Matriz Jacobiana aplicada em P1 = (@, >
all = FullSimplify[D[F1, x]1];
al2 = FullSimplify[D[F1, y]1;
a2l = FullSimplify[D[F2, x]1;

a22 = FullSimplify[D[F2, y]1;

DF = {{all, al2}, {a21, a22}};

J=DF/.{X—»0,y—»g}
V2 a 2 442
U5 sh =5l

Eigensystem[J]

ve = {22, 1};

Teste

J.ve
{0, 0}

JT = Transpose[J]

V22 4 4+2

e B e |

Eigensystem[JT]

we = {-v2, 1};



Matriz Hessiana de F1
A1l = Simplify[D[F1, x, x]];
A12 = Simplify[D[F1, x, y]];
A21 = Simplify[D[F1, y, x]];

A22 = simplify[D[F1, y, y11;

H1 = {{A11, A12}, {A21, A22}};

V2

H1=H1/. {x-»O,y-»—}

Matriz Hessiana de F2
B11 = Simplify[D[F2, x, x]];
B12 = Simplify[D[F2, X, y1]1;
B21 = Simplify[D[F2, y, x]1;

B22 = Simplify[D[F2, y, y11;

H2 = {{B11, B12}, {B21, B22}};

H2 = H2 /. {xae,yag}

Condicao de Nao Degenerescéncia

Segunda derivada de F

D2F = Simplify[{V@.H1.Ve, VO.H2.V0}]

{-16~/2, - 28}

Produto interno em iii) do Teorema 2.4

WO .D2F
4
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Segundo ponto sobre a curva SN2

(1-x) 2 x(1-x*-y?*)u

Fl1=-y+ + 5
V(@-x)2+y? A X%+ y?
y A 1-x2 -2

F2 = x y( Y)u.

‘\/(1 x)2 +y? x2+y2

Matriz Jacobiana aplicada em P1 =

all = FullSimplify[D[F1, x]1;
al2 = FullSimplify[D[F1, y]];
a21 = FullSimplify[D[F2, x]];
a22 = FullSimplify[D[F2, y]1;

DF = {{all1, al2}, {a21, a22}};

3= Fullsimplify[DF /. {x 52/3,ysq[-—=+

FullSimplify[Eigensystem[J]]

{{-%\/141+43x/ﬁ , 0},

W N

{{—12\/2(915+283F) 24( 61 - sr)} {%(_13_5\/?),_

{{Root[-32+ 5117+ m1* 8, 2], 1}, {-:—4\/-3355+2493W s 1)}

- {_i\/-3355+2403«/F s 1};

12117

288
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Teste
FullSimplify[J.Ve]
{0, 0)

JT = FullSimplify[Transpose[J]]

121 2 ’ 24 24

{{1\/1(915+283W) i(flafsﬁ)},{l (-61-5v17 ), - | =+ ——— }}

FullSimplify[Eigensystem[JT]]

H-E\/141+43W s e},

4

{{Root[—2@48—3355H12+10609H14 & 2], 1}, {—%\/5+3\/ﬁ , 1}}}
\/5+3w/1_,1};

we:{-

0| KL

Teste

FullSimplify[JT.WO]

{e, 0}

Matriz Hessiana de F1
Al11 = Simplify[D[F1, x, x]1;
A12 = Simplify[D[F1, x, y]1;
A21 = Simplify[D[F1, y, x]];
A22 = Simplify[D[F1, y, y]];

H1 = {{A11, A12}, {A21, A22}};

H1=Fullsimplify[H1/.{x—>2/3,y-> 5t e }]

H__\/g (107 + 5117 ) , * (-1@7+45W)},

96

=

1 1
{; (-107 +45+/17 ), %J (-47525+1301117 | }}

2



Matriz Hessiana de F2
B11 = Simplify[D[F2, x, x]1;
B12 = Simplify[D[F2, X, y1]1;
B21 = Simplify[D[F2, y, x]];
B22 = Simplify[D[F2, y, y11;

H2 = {{B11, B12}, {B21, B22}};

5 /17
H2=Fu11$implify[H2 /. {x—>2/3,y—> -—+ }]
18 6
1 1 |1
{{— (-107 + 4517 ), J (-47525 + 13011 /17 | },
96 48| 2

{1\/1 (-47525+1301117 ) , * (717105\/F)}}

48 2 96

Condicao de Nao Degenerescéncia

Segunda derivada de F

D2F = FullSimplify[{V@.H1.V@, VO.H2.VO}]

3 (5887 + 601 /17 )

{71\/1668069+899923\/ﬁ,* }
o1 4096

Produto interno em iii) do Teorema 2.4

FullSimplify[WO.D2F]

9 (89 +15+/17 )

2048
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Campo de Vetores nas coordenadas em (3.2).

(1-x) 2 x(1-x*-y?*)u
Fl=-y+ + 5
V(@-x)2+y? A X%+ y?
y A y(1-x-y*)u
F2 = x - .

.
V(@-x)2+y? \x2+y?
Campo de Vetores em coordenadas polares centradas na origem

A (- C o
rl=r (1—r‘2)u+ (-r+Cosiel) 3

'\/1+r‘2—2r'Cos[e]

ASin[e]
el=r- H

\/1+r‘2—2r‘Cos[9]

rl/.r-0
0

el/.r-90
—2sin[o]

DP = {‘[D[rlx rl, D[rl.v o1}, {D[el, rl, D[el; 611}
A (-r+Cos[O])

{{(1—r‘2)u+ +

\/1+r‘2—2r‘Cos[@]

A(2r-2Cos[B]) (-r+Cos[O]) A
rl-2ru- - 5
2(1+r‘272r'Cos[9])3/2 \/1+r2—2rCos[9]
rax(-r+Cos[e]) Sin[@] ASin[o]

r

b

A (2r-2Cos[©]) Sin[©] A Cos O] rasinfe]?
)3/2 }}

y = +
3/2 2
) \/1+r2—2r'Cos[91 (1+r®-2rcCos(6]

3/2

(1+r*-2rcosio]) J1+r2—2rCos[91

{1+

2 (1+r?-2rcCos[e]

Q1 =(0,0)

J1=DP/. {650, r -0}
{({A+u, 0}, {1, -A}}

Eigensystem[J1]

{({-2, A+u}, {{6, 1}, {2A+p, 1}}}

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



Q2 = (1,0)

J1=DP /. {657, r >0}
{{’AJFUJ 0}; {11 )\}}

Eigensystem[J1]

{{A —A+u}, {{6, 1}, {-2A+pu, 1}}}

Portanto, em A = py temos que o ponto Q2 muda sua estabilidade.
Tomemos A = L.

A= uj

Translagao do ponto de equilibrio Q2 para a origem
Gl=rl/.0-56+rx

p (-r-Cos[O])

rl(1-r?) p+

\/1+r‘2+2r‘COS[9]

G2=061/.6-»0+m

usSin[e]
r+

\/1+r‘2+2r‘COS[6]

Teste

{G1, G2} /. {6 > @, r > @}
{0, 0}

DG = {{D[G1, r], D[G1, €]}, {D[G2, r], D[G2, €]}}
p (-r-Cos[6])

{a-r)us N

\/1+r‘2+2r‘Cos[9]

u(-r-Cos[B]) (2r+2Cos(O]) u
rl-2ru- 3/2 - ?
2 (1+r*+2rCos(e]) \/1+r‘2+2r‘Cos[e]
ru (-r-Cos[e]) Sin[@] uSin[o]

r

b

U (2r+2Cos[0]) Sin[6o] uCos[O] rusSin[e]?
{17 )3/2}}

3/2

+
(1+r*+2rcos(o]) \/1+r‘2+2r‘Cos[e]

+

)
3/2
2 (1+r2+2rcos(o]) Jiir2i2rcosie] [(1+r?+2rCos(o]

202
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J1=DG/. {r-»0, 60}
{{0, 0}, {1, u}}

Eigensystem[J1]

{{@, u}, {{-u, 1}, {0, 1}}}

Matriz de Mudanca

M= {{-u, 0}, {1, 1}};

MatrixForm[%]

1

M1 = Inverse[M]

H1 = Simplify[ -Gl /pu] /. {r-> -ux, 6 > x+y}

y -Xu+Cos[x+y]
=X U | =1+ X+

\/1+x2u2—2quos[x+y}

H2 = FullSimplify[G2+G1l/u] /. {r-» -ux, 6 > x+y}

3 3 Xu (-xpu+Cos[x+y]) uSin[x+y]
-2 XU+ XU+ +

\/1+x2u2—2quos[x+y} \/1+x2u2—2quos[x+y]
(H1, H2} /. {x > @, y > 0}
{0, 0}
Matriz Jacobiana de H

JL = {{D[H1, x], D[H1, y1}, {D[H2, x], D[H2, y]}};

Matriz Jacobiana de H na origem

JLo=3JL /. {x>0,y->0}
{{0, 0}, {0, u}}
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Estamos na forma candnica do Teorema 1.4

Funcdo A do Teorema 1.4

-Xu+Cos[x+y]
A=-Xxu —1+x2uz+ H

\/1+x2u2—2quos[x+y]

Funcdo B que é a fungdo Ay + B(x,y) do Teorema 1.4

3 3 xu (-xpu+Cos[x+yl) uSin[x +y]
B=-2xu+x"u’ + + H

\/1+x2u2-2quos[x+y] ‘\/1+x2u2—2quos[x+y]

Resolvendo B = 0 para y em fungao de x

Definicdo de B,tomando y = f(x)

[ [ 1 J] X Cos [x + F[x]] +Sin[x + £[x]]

B=pu |X|-2+Xpu|xu- + 5
\/1+x2u2—2quos[x+f[x]] \/1+X2u2—2XuC°S[X+f[X]]

B/.x->0

psSin(f[e]]

Como queremos B(0,f(0)) = 0, devemos ter que Sin[f[0]] = 0,de onde
f[0]=0.

f[e] =90
0
Derivando ambos os membros de B = 0 em relacéo a x

Bl =D[B, x];
derivada

Aplicando em x = 0 e igualando a zero
B1/.x-0
pfre]

Temos entdo que f'[0] =0

f[o] =0
0
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Derivando de novo em relacao a x

B2 = D[B1, x];
derivada

Aplicando em x = 0 e igualando a zero

B2/.x-0

pu(2p+friel)
Temos entaoque 7 [0] = -2
Assim, y = f(x) = -ux*2 + ...

Substituindo em A e tomando a expansao de Taylor para encontrar a
funcéo g(x).

-Xu+Cos[x+y]

A=—xu[—1+x2uz+ J/.y-)—ux"z

\/1+x2u2—2quos[x+y]

-xp+Cos [x - x* ]

-Xu | -1+ x2 uz +

\/1+x2u2—2quos[x—x2u]

Aplicandoem x =0

A/.xX->0
(4

Derivando em relacao a x

Al =D[A, X];
derivada

Aplicandoem x =0

Al /. x>0
0

Derivando de novo

A2 = D[A1, x];
derivada

Aplicandoem x =0

A2 /. x> ©
0
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Derivando de novo

A3 = D[A2, Xx];
derivada

Aplicandoem x =0

A3/.x->0

—3u<—1+2uﬂ

Portanto, temos que g(x) = A(x,f(x)) = -(u(-1+2u"2)x"3)/2 + ...

Plot[-u (-1+2u”2) /2, {u, 0, 2}]
grafico

Solve[-u (-1+2u”"2) /2==0, u]
resolve

1 1

(w01, a2} o))

2

Segundo o Teorema 1.4, para pentre 0 e % temos que o equilibrio

e
Q2 = (51,0) é um no instavel. e para y > % o equilibrio Q2 é uma sela.
Devemos analisar entdo o caso onde y = %
1
p=—;
V2
A3/.x->0

<]

Assim, vamos derivar mais uma vez A3 com respeito a x

A4 = D[A3, Xx];
derivada
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Aplicandoem x=0

Ad /. x>0
0

Derivando de novo

A5 = D[A4, X];
derivada

Aplicandoem x =0

A5/.x-0
1

-— 242
V2

Segundo o Teorema 1.4, para u = , temos que o equilibrio Q2 é

1
V2
uma sela.
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Componentes do campo de vetores do sistema (3.2).

(1-x) 2 x(1-x*-y?*)u
Fl=-y+ + 5
V(@-x)2+y? A X%+ y?
y A y(1-x-y*)u
F2 = x - .

+
V(@-x)2+y? \x2+y?

X’ substituindo os valores polares
x1 = FullSimplify[F1 /. {x »1-rCos[©], y > rSin[e]}, r 2 0]
ru(r-2Cos(©]) (-1+rcCos[o])

ACos (O] + -rSin[9]
\/1+r‘2—2r‘COS[9}

y' substituindo os valores polares

yl = Simplify[F2 /. {x > 1-rCos[6], y-»>rSin[6]}, r 2 0]

rly (-r+2Cos[0]) Sin[o]

1-rcCos[0] -ASin[O] +

\/1+r‘2—2r'Cos[91

rl = FullSimplify[r (-x1Cos[©] +ylSin[6])]

r3u ru (3r-2Cos[6]) Cos|[O]
rl-x- + +Sin[6]

\/1+r‘2—2r‘COS[6] \/1+r‘2—2r‘Cos[8}

9’

61 = FullSimplify[x1Sin[6] +yl Cos[6]]

Cos[0O] - (r‘ (\/1+r2-2rcOs[e] +rusSinfe] —uSin[Ze]))/ (\/1+r‘2—2r‘Cos[9]

Tomandor=0

rl/.r->0
0

el/.r-0
Cos [©]

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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Matriz Jacobiana

DG = simplify[{{D[el, e], D[el, r]}, {D[rl, 6], D[rl, r1}}];
simplifica derivada derivada derivada derivada

Matriz Jacobiana aplicada em Q1 = (0,772)

J1=DG/. {r-0,6- n/2}
{{-1, -1}, {6, 1-1}}

Eigensystem[J1]
autovalores e autovetores

[t-1,1-20, {1, 0, {-%, 1}}]

Matriz Jacobiana aplicada em Q2 = (0,-772)

32=DG/. {r-0,0- -n/2}
{{1, -1}, {0, -1-1}}

Eigensystem[J2]

autovalores e autovetores

[, -1-0, [, e, {—_21_1’ 1}})

Vamos tomar o deslocamento do ponto de equilibrio Q1 para a origem.

Gl=61/.6-56+n/2

-sin[o] - (r‘ (r‘uCos[e} +\/1+r'2+2r'sin[9] —uSin[Z (z+6)]]]/ (\/1+r2+2rsin[91
2

G2=rl/.6-506+1/2

r3u rusSin[e] (3r+2Sin[o])

r|-ax+Cos[o] - -
\/1+r2+2r'sin[91 \/1+r‘2+2r'Sin[e]

Teste

{G1, G2} /. {r-> 0, 6 > 0}

(e, 0}
Portanto, para A = 1 o ponto de equilibrio Q1 muda sua estabilidade.
Tomemos entdo, A =1

A=1;
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Gl

-Sin[e] - (r‘ (r‘uCos[e] +\/1+r‘2+2r‘Sin[@} —uSin[Z (i+e)”]/ (\/1+r‘2+2r‘Sin[e]
2

G2

r3 rusSin[e] (3r+2Sin[o])
r|-1+Cos(o] - _

\/1+r‘2+2r‘Sin[6] \/1+r‘2+2r‘Sin[e]

Matriz Jacobiana do novo campo aplicada na origem

DG = simplify[{{D[G1, 6], D[G1, r1}, {D[G2, 6], D[G2, r]1}}]1;

J1=DG/. {r-0,6-0}
{{-1, -1}, {e, 0}}

Eigensystem[J1]

{{-1, 0}, {{1,0}, {-1,1}}}

Matriz de mudanca

M= {{-1, 1}, {1, 0}}
{{-1, 1}, {1, 6}}

MatrixForm[%]
-1 1

T o

Inverse [M]

{{e, 1}, {1, 1}}

Campo H = (H1,H2) = (x',y’) no Teorema 1.4

H1 = FullSimplify[G2] /. {r-»>Xx, 6 >y -X}

x3 1 XU (3x-2Sin[x-y]) Sin[x-y]
X |-1+Cos[x-y] - +

\/1+x2—2xSin[x—y] \/1+x2—2xSin[x—y]




H2 = FullSimplify[Gl +G2] /. {r -» X, 6 - y - X}

simplifica completamente

1
-x*pu-2x?usin[x-y]?-

\/1+x2—2xSin[x—y}

ZX\/1+XZ—2xSin[x—yJ +Sin[x -y]

3x3u+\/1+x2—2xsin[x—y] ]+

XCoS[X-y] |-Xxu+2uSin[x-y] +\/1+x2—2xsin[x—y1

Teste
{H1, H2} /. {x > 0, y » 0}
CHC)

Matriz Jacobiana de H

JL = {{D[H1, x], D[H1, y]1}, {D[H2, x], D[H2, y]1}};
derivada derivada derivada derivada

Matriz Jacobiana de H na origem

Jle=3IL/. {x-»0,y-0}
{{e, 0}, {0, -1}}

Devemos multiplicar o campo H por -1 para termos o autovalor ndo

nulo positivo

H1 = -H1;

H2 = -H2_;

Matriz Jacobiana do novo campo H

JLm = {{D[H1, x], D[H1, y]}, {D[H2, x], D[H2, y]}};
derivada derivada derivada derivada

Matriz Jacobiana de H na origem

JLO=JLm /. {x >0, y >0}
({0, 0}, (0, 1})
Estamos na forma candnica do Teorema 1.4

Funcdo A do Teorema 1.4

A:Hl}
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Funcdo B que é a fungdo Ay + B(x,y) do Teorema 1.4
B = H2;
Resolvendo B = 0 para y em fungao de x

Definicdo de B,tomando y = f(x)

B= —((—x“u—2x2u5in[x—f[x]]2—2x\/1+x2—2xsin[x—f[x]] +

sin[x - f[x]] [3x3u+\/1+x2—2x5in[x—f[x]] ]+

seno

x Cos [x - f[x]] (—xu+2usin[x—f[x]] +\/1+x2—2xSin[x—-F[x]] ])/

cosseno seno

('\/1+x2—2xsin[x—f[x]] ))

1

“x*pu-2x?usin[x-f[x]]?-

\/1+x2—2xSin[x—-F[x]]

3x3u+\/1+x2—2xsin[x—f[x]}

|

+

ZX\/1+x2—2xSin[x—-F[x]] +Sin[x - f[x]]

XCos[Xx-F[X]] |-Xu+2uSin[x-Ff[x]] +\/1+x2—2xSin[x—f[x]]

B/.x->90
Sin[f[0]]

Como queremos B(0,f(0)) = 0, devemos ter que Sin[f[0]] = 0,de onde
f[0]=0.

f[O0] =0

0
Derivando ambos os membros de B = 0 em relacio a x

Bl1=D[B, x];
derivada

Aplicando em x = 0 e igualando a zero

Bl/.x-0
f[e]



Temos entdoque f'[0] =0
f'[0] =0

<]

Derivando de novo em relacao a x

B2 = D[B1, x];
derivada

Aplicando em x = 0 e igualando a zero

B2/.x-0
—2u+f7[0]

Temos entaoque f7[0] = 2 u
Assim, y = f(x) = ux"2 + ...

214

Substituindo em A e tomando a expansao de Taylor para encontrar a

funcao g(x).

A=H1/.y-)ux"2

3
-X |-1+Cos[x-x*u| - xh +

\/1+x2—2xsin[x—x2u]

(xu (BX—ZSin[x—xzu])Sin[x—xzu])/ (\/1+x2—2xsin[x—x2u} )

Aplicandoem x =0

A/.x->0
0

Derivando em relagao a x

Al =D[A, X];
derivada

Aplicandoem x =10

Al /. x->©
7]
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Derivando de novo

A2 = D[A1, Xx];
derivada

Aplicandoem x =0

A2 /. x> ©
0

Derivando de novo

A3 = D[A2, Xx];
derivada

Aplicandoem x =0

A3 /.x->0
3

Portanto, temos que g(x) = A(x,f(x)) = (x*3)/2 + ...

Logo, pelo Teorema 1.4 o equilibrio Q1 = (71/2,0) seria um no repulsor.
Mas como multiplicamos o campo por -1, temos que o equilibrio Q1 é
um no atrator.
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Componentes do campo de vetores do sistema (3.2).

(1-x) A x (1-x-y?*) u
Fl=-y+ + 5
V(@-x)2+y? A X%+ y?
Py y(1-x-y*)u
F2 = x - y ( ) 5

+
V(@-x)2+y? \x2+y?

Matriz Jacobiana DF
all = FullSimplify[D[F1, x]];
al2 = FullSimplify[D[F1, y]];
a21 = FullSimplify[D[F2, x]1];
a22 = FullSimplify[D[F2, y]11;

DF = Simplify[{{all, al12}, {a21, a22}}, u > 0];

Polindbmio Caracteristico da Matriz Jacobiana

P[s_, {x_, y_}] :=Det[DF - s IdentityMatrix[2]]

Coeficientes do Polinbmio Caracteristico.

cc[i_, {x_, y_}] := Coefficient[P[s, {x, ¥}1, s, i]

Coeficiente do termo independente.
c = FullSimplify[cc[O, {x, y}], t < @]

(((—1+x)2+y2)3/2 (xz+y2)3/2+2x4/\u—4x5)\u+2x61u—y2)uu+
3x2y2Au—8x3y2)«u+6x4y2/\u+y4)\u—4xy4)u,z+6x2y4)t/¢z+2y6)tu—
3/2 2

2 ((—1+x)2+y2)3/2 <X2+y2>3/2uz+2x2 ((—1+X)2+y2>3/2 (X2+y2) U+

2y? ((—1+x)2+y2)3/2 <x2+y2)3/2u2)/ (((—1+x)2+y2)3/2 (x2+y2)3/2)
Coeficiente do termo linear.
b = FullSimplify[cc[1, {X, y}], t < O]

A (—1+3X2+3yz)u
+

(-1+x)%2+y x? +y?

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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Coeficiente do termo quadratico.

a = FullSimplify[cc[2, {x, y}], t < O]
1

Discriminante ( 6 = b2 - 4ac)

d = FullSimplify[ b”2-4ac]

AZ
4+ - _
(-1+x)%2+y?
2 ((-1+%) x+ (-1+y)y) (1+x*+y?) ((~1+x) x+y+y?) Ap (1+x2+y2)2u2
+

<<—1+X)2+y2)3/2 (X2+y2)3/2 X2+y2

U e Ade equilibrio

((-1+x) x+y?) Vx2+y?

ue = - H
y (-1+x%+y?)

V(-1+x)2+y? (x2+y?)

Ae = ;
y

Quero estudar 6 apenas para valores de pardmetros que o sistema
admita equilibrios

delta = FullSimplify[d /. {u -» ue, X -» Ae}]

X2 (1+x+2x2)2

A4x (-1+2x) + +4y? -
(1+x)%y?
4x 4 (-1+x) 8+4x-8x?
- +
(-1+x)24y7  (1ax) (-1+x+y?)? (1ex)? (-1 x4y?)

ExpandNumerator [delta]

X2 +2x3+5x4+4x> +4x%°

_4x+8%x%+ +4y? -
(1+x)%y?
4x 4-4x 8+4x-8x?
+ +
(-1+x)24y? (1ax) (-1+x?+y?)? (14X (14x7+y?)
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Curva no plano x,y onde o discriminante € igual a zero (devemos
considerar apenas y > 0)

roe

ContourPlot[delta == 0, {x, -1.2, 1.2}, {y, -1.2, 1.2}]

1.0 B

0.5+ Bl

00r- i

10+ -

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Resolvendo delta igual a zero para y em funcdo de x

D2 = Solve[delta == 9, y]

{{ya—\/Root[x2—2x3+3X4—8x5+11x6—10x7+13x8—12x9+
4x% 4 (-4+4x+11x3-28%7 +26x" - 16 X° + 35x° - 48 x” + 20 x®) nl +
(8-20x+19x%-2x7+27x*-72x° + 40 x°) 111% +
(4+4x+x*-48x°+40x*) n1’+ (-4-12x+20x%) n1* +411° &, 1}},
{ye\/Root[xz—2x3+3x4—8x5+11x6—10x7+13x8—12x9+4x1°+
(-4+4x+11x*-28x7 +26x* - 16 x° + 35 x° - 48x” + 20 x*) #l +
(8-20x+19x*-2x%+27x*-72x° + 40 x°) m1% +
(4+ax+x*-48x° +40x*) u1’ + (-4-12x+20x%) u1*+ 401’ &, 1}},
{ye—\/Root[x2—2x3+3x4—8x5+11x6—10x7+13x8—12x9+4x19+
(-4+4x+11x*-28%>+26x" -16 x° + 35x° - 48 x” + 20 x®) w1 +
(8-20x+19x%-2x7+27x*-72x° +40x°) 111% +
(4+4x+x*-48° +40x*) n1’+ (-4-12x+20x%) n1*+411° &, 2}},
{ye\/Root[x2—2x3+3x4—8x5+11x6—10x7+13x8—12x9+4x1°+
(-4+4x+11x*-28x>+26x* - 16 x° + 35 x° - 48x” + 20 x*) nl +
(8-20x+19x*-2x%+27x*-72x° + 40 x°) 11% +



(4+4x+x*-48x%+40x*) n1’+ (-4-12x+20x%) #1* +411° &, 2}},
{y»—\/Root[x2—2x3+3x4—8x5+11x6—10x7+13x8—12x9+4x19+

(-4+4x+11x*-28x>+26x" -16x° + 35x° - 48 x” + 20 x%) w1 +

(8-20x+19x%-2x*+27x*-72x° + 40 x°) 11 +

(4+4x+x*-48x7 +40x%) 11®+ (-4-12x+20%%) 11* + 4111° &, 3}},

{y»\/Root [X2-2x% +3x*-8x°+11x°-18x” +13x° - 12x° + 4x% +
(-4+4x+11x*-28x>+26x" - 16 x° + 35 x° - 48 x” + 20 x%) w1 +
(8-20x+19x*-2x>+27x*-72x° + 40 x°) 11’ +
(4+4x+x*-48x7 +40x%) 11®+ (-4-12x+20%%) 11* + 41115 &, 3}},

{y» JRoot [x? =25 + 3x* - 8% + 11x® - 10 %7 + 13 % - 12x° + 4 %1%
(-4+4x+11x*-28x>+26x" - 16 x° + 35x° - 48 x” + 20 x®) 1 +
(8-20x+19x*-2x>+27x*-72x° + 40 x°) 11 +

(4+4x+x*-48x>+40x*) n1’+ (-4-12x+20x%) n1* +411° &, 4}},

{ye\/Root [x2-2x3+3x*-8x° +11x° - 18 X7 +13x% - 12x° + 4 x*°
(-4+4x+11x*-28x>+26x" -16x° +35x° - 48x” +20x%) nl +
(8- 20x +19x%2-2x3+27x* -72x° + 40 x°) 112 4
(4+4x+x*>-48x%+40x*) n1’+ (-4-12x+20x%) #1* +411° &, 4}},
{ye \/Root X2o2x3+3x4-8x°+11x8-10x +13x% - 12x° + 4 x4
(-4+4x+11x*-28x>+26x* -16x° + 35x° - 48 x” + 20 x%) ul +
(8—20x+19x2—2x3+27x4—72x5+40x6)1:t12+

(4+4x+x*-48x+40x*) n1’+ (-4-12x+20x%) n1* +411° &, 5}},

{ye\/Root[x2—2x3+3x4—8x5+11x6—10x7+13x8—12x9+4x1°+
(-4+4x+11x*-28x>+26x" -16X° +35x° - 48 x” +20x%) vl +
(8-20x+19x*-2x>+27x*-72x° + 40 x°) 11’ +
(4+4x+x* - 487 + 40 x*) 11+ (-4-12x+20x7) 11+ 412 &, 5] }]

Plotando a solucao mais conveniente
yl=D2[[6]]

-
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\/Root[x2—2x3+3x4—8x5+11x6—10x7+13x8—12x9+4x10+ (—4+4x+11x2—28x3+26x4—

16x5+35x6—48x7+20x8) nl + (8-2@x+19x2-2x3+27x4-72x5+4ex6) 12+

(4+ax+x*-48° +40x*) u1®+ (-4-12x+20x%) u1*+ 401’ &, 3]}

Parametrizando u e A em fungdo de x para levar a curva acima no

plano de parametros

mfn2 = FullSimplify[ue /. y1];
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1fn2 = FullSimplify[xe /. y1];

simplifica completamente

Encontrando x para o qual, ao tomarmos y = y1, vamos ter ye = 0.

Solve[mfn2 == @, {x}]
resolve

-3

Solve[ue = 0, {y}]

resolve

{{ye—ix}, {y »>1x}, {ye— X - X* }, {ye X - x* }}

\/x-x2 /.Xx->4/5

2
5

Assim, ye =0, quando x = ‘Sl eyl = % Concluimos entdo que a curva

no plano dos parametros corta y = 0 quando A = %
5
1fn2 = FullSimplify[xe /. {x >4 /5,y ->2/5}]
simplifica completamente

2

Vs

Primeira curva no plano (x,y) onde 6 = 0.

el = Plot[y /. y1, {x, @, 4/5}, AxesOrigin » {0, 0}, PlotStyle -» Black]
grafico origem dos eixos estilo do graf--- | preto
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Parametrizacao da primeira parte da curva onde 6 = 0.

FN2 = ParametricPlot[ {mfn2, 1fn2},

{x, ©0.0001, 4 / 5}, AxesOrigin » {0, 0}, PlotStyle - Red]

06+

0.4+

0.2 0.4 0.6
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parametrizagcdo da segunda curva no plano (u,A).

Resolvendo delta = 0 para x em fungédo de y

D1 = Solve[delta == 0, Xx]

resolve
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{{X%Root
{_4yz+3y4
(1+11yz +4y®_4y®
(3 £19y"ey? 14y (4y?
+26y2 y +20y8 5 (4)/ - 20 a
(-10-4 r27y' - 40y lﬁl +(-2-28 . +4y®-12y°
{XHROO 8y2> 117 + = +<_8— 2 Y _2y4—4 6y>m1+
t[_4y2+8 4 (13+20y2) 8 16y _72)/4 5 Sy)tt13+
(1+11y? y*+ay®-ay® 218 -1211° + 4 >1H1 +(11435y
3026 e19y" eyt 20 eayt 4y’ el +ayt)
) y2 127yt ¢ . y8) m1? s (- 20yt +4y° - ’ *
(-10-48y? 40 y°®) n1? (-2-28y° y® - 12y°)
{X%Ro y>1117+ +<_8_ , y —2y4_4 . =1 +
Ot[—4y2 (13+2@ 2 16y?-72y* 8y)tt13
(1 8y 4yt Y)H]_S_ y>1¢15+ +
F11y? yé—ay® 12112 + 4 1111 (11+35y?2
<3+25 2+19y4+y6+2@ 8+4y10+(4y2 2 Hle&’ 2]} d +4@y4> 118
- 4
(-1@_Z +227y4+49y6) ylﬁ12+ <72’28 2)/ +4y6_12, 8 ’
{X*Ro 8y)3¢17+ = +<_8— 2 Y 72y4*4 Sy)ﬁl+
Ot[_4y2+8 4 (13+29y2) 8 1oy _72)’4 5 8y)H13+
<1+11y2 v ayE _ay® 1% 1281° + 4 >H1 +(11+35 .
(326 19y 20 Layt (ay'o2 a3l ~d0y*) r1°
(—19 Z +27y4+40y6) ylﬁlzJ' (—2 28 2y4+4y6—12,8 '
- 2 s B
{X%ROOt[_4y82y ) 117 4+ (13+2@1 :(-g_leyz )7/ ‘2y4_48y6)yﬁ)1;11+
8 y -72y"
(1+11y2 +8y 4y’ -4yt )H18_12H19+ y>n15+<11+3 +2
(3+26 z+19y4+y6+2e 8+4y10+(4y2 2411110&’ 4]} > +40y4) 11°
y y -20y* ’
(—10_48+227y4+40y6) Hll 712 + (~2-28 2y +4y6_12y8) +
{x > Root[-4 zy>m7+(13+z@ c(-8-16y° )7/ _2y4'48y6)mf1+
~4y*+8y* y? -72y* 1
<1+11y2 tey +4y6_4y8 )318_123194—4)’)11154— <11+35+2
<3+26yz+19y4+y6+2e s+4yla+(4y2 2 R, 5] y*+40y) w1°
y -20y* ’
<1048+227y4+49y5) nll 112 + <_2—28y2y +4ys_12y8) +
{X%Root[4y2y)ﬁl7+(13+ze :<’8716y2 s -2y*-48y°) tt1?14,
gy* y -72y"
<1+11yz TeY +4y6—4y8 )H1812H19+4y >1H15* (11+35+2
<3+25yz+19y4+y6+2@ 8+4y19+(4y2 2 E17 8, 6]} g *40y4> 718
+2 y 2 -20y* ’ +
<_10_48 27y4+49y6> le)l H#1 +<223y2y +4y6’12y8)n
{X%Root[ 4 2y>n17+(13+2@ v (-8-16y°-7 -2y*-48y°) = 31+
-4y +8 y? -72y* 1
1011y LBy Ayt a4yt )8 1201 y*) 1 (1143 +2
+19y* +y° + 4y 2 411" & 5y*+40y”
<3+25yz+2 . y +29y8)ﬁz (4y Y. :7]}, y>n16+
(~10-48 27y + 40 y®) 1t 1+ (-2-28 ) +4y°-12y°)
{x - Root [-4 2y>nl7+(13+29 c(-8-ey? )7/ _2y4_48y6)n?1+
-4y +8 y? -72y* 1
(1+11y? LBy ayE 4y ) H1® 1202+ y4) =% (1143 :
<3+26 z+19y4+y6+2@ 8+4y10+(4y2 4e10 8, 8]} > +49y4) 11°
_ y +27y4+ 6 y)tt:l-2+ _ _2ey4+4 6 _ ’ !
(-1 -48y? 40y°) m* (-2-28y y*-12y°) =
{x > Root[-4 2y)1117+(13+29 :<78716y277 ‘2y4_43y6)H31+
B V2 8yt eay y?) 11 2y%) 1%+ 1"+
+11y2 yo —4y® 12 11° + 4 1111 <1l+35 )
<3+25yz+19y4+y6+29 3+4y10+(4y2 2 R, 9]} g *40y4> 18
+2 y®) n1? 20y ’ *
<719748 27y4+49y6>nz); 1 +<72728 2y +4y6*12y8
Y)H17 1 +<*8, yi-_2yt- )H1+
+ (13+2@ 5 16 y2 _7 48 yG) 13
y?) m1® - 1211° 2y%) #1%+ (11 +
1
+ 41110 &, 1@] }{ 35 y2+4e y4> 16
.
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Plotando a solucdo mais conveniente

x1 =D1[[1]]
{x - Root |
~ay?+8yteay® -4yt LAy (4y? 20yt 4yt -12y%) i+ (1+11y7+ 19yt +y® 4208
w1+ (-2-28y?-2y*-48y°%) n1’+ (3+26y*+27y* +40y°®) nlt+ (-8 -16y” - 72y*) n1®+
(11+35y*+40y*) n1®+ (-10-48y?) u1’ + (13+20y*) 11®-1211° + 411'0 &, 1]}

d1 = Plot [Root [

-4y’ +8y*+ay®-ay® o4y (ay?-20yt+ay®-12y%) w1+ (1+11y% 419y  +y® 4 20F)
#1%+ (-2-28y*-2y* -48y°®) #1+ (3+26y% +27y" +40y°®) n1t 4
(-8-16y*-72y%) #1° + (11+35y* +40y*) #1°+ (-10-48y?) 1’ +
(13+20y?) #1° -1201° + 411%° &, 1], {y, O, y@}, AxesOrigin - {0, 0}]

-0.05

-0.10

-0.15

-0.20

-0.25

-0.30

Encontrando onde a curva delta = 0 cruza o eixo y.

delta2 = delta /. x>0

5 4 8
4y + +
(-1+y?)? -1+y?
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Solve[delta2 == 0, y]

{{y-- 1 bfyo 1 }

6 6
2 1/3 1/3 2 1/3 , 1/3
4-10 ( ] +22/3 [711+3\/69 ) 4-10 ( ] +22/3 (711+3\/69 ]
~1143-/69 ~11+3/69
2

1 1
be——(—l)”“J[— _—
2 3 ~11+3+/69

1223 (-11+369 )77+ 222 /3 (-11+3/69 )”3N},
2 2 1/3
+1e\/?(4J ]

1 1
[y-= <1>3“‘J{— —
2 3 -11+3+/69 -11+3+/69
1'122/3(11+3\/69)1/3+22/3\/?(11+3\/69)1/3J },

1 2 1/3 2 1/3
{ya— (1)1/4\/[81161'1 ] +1e\/?[J N
2+/3 ~11+3+/69 ~11+3+/69

1273 (-11+3+69 )77+ 222 /3 (11+3\/¥)1/3J},

1
{ye (1)1/4\/
2+/3

122 (-11+3+69 )7+ 222 /3 (11+3V679)1/3J}}

1/3

+10\/?

2
-11+3+/69

1/3
8i+101

1/3
8i+101

1/3

+10\/?

2
-11+3+/69

-81-101

2 1/3
_ 4
-11+3+/69

Definindo o valor maximo paray

1
ye =

3
6
1/3 1/3
4-10 ( 2 ) +2213 (-11+3 69 ]
-11+3 V 69

mfnl = FullSimplify[ue /. x1];

1fnl = FullSimplify[xe /. x1];
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Parametrizacao da segunda parte da curva onde 6 =0

FN1 = ParametricPlot[{mfnl1, 1fn1}, {y, ©0.0001, y0}, AxesOrigin » {0, 0}, PlotStyle - Red]

grafico paramétrico origem dos eixos estilo do graf--- [verme
08+
06+
0.4+
02r
1 I I I 1 I I I 1 I I I 1
0.2 0.4 0.6 0.8
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Parametrizacao final das curvas onde 6 = 0.

Show [FN2, FN1]

mostra
0.8 \
06
0.4}
0.2
S TSR
0.2 0.4 0.6

Curvas no plano x,y onde o discriminante é zero, separadas pelas duas
parametrizacoes

cp = ContourPlot[delta == 0, {x, -1, 0}, {y, 0, y@}, ContourStyle -» Red, PlotPoints - 150];
grafico de contornos estilo de contorno  |ver::- [numero de pontos no graf

e2 = Plot[y /. y1, {x, @, 4/5}, AxesOrigin » {0, 0}, PlotStyle - Black, PlotRange - All];
grafico origem dos eixos estilo do graf--- | preto intervalo do g-- | tudo

Show[e2, cp]
mostra
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llustracdo mostrando que as curvas com y em funcédo de x e x em
funcéo de y, de fato satisfazem delta =0

Show[r@, e2, cp]
mostra

— T T T T T T T T T T T T T T T

1.0 B

05 B

‘—1.0‘ - ‘—(;.5‘ - 0.0 0 0.5 0 1.0 ‘
Regido do plano x,y em que temos equilibrios no sistema, e curvas que
satisfazem delta = 0.

U = RegionPlot[{2e > O && pue >0}, {x, -1.2, 1.2}, {y, -1.2, 1.2}];
grafico de uma regido
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Show[U, cp, el]
[mostra

05+

0.0~




	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Lista de Figuras
	Estudo do modelo inicial
	Modificação do modelo por uma deriva radial sem anulamento no bordo do disco D
	A bifurcação do tipo Bogdanov-Takens
	A bifurcação do tipo Sela-nó
	A bifurcação do tipo Hopf
	O ponto de equilíbrio P1 passa de foco para nó
	O diagrama de bifurcações do sistema (2.2)
	Retratos de fase

	Modificação do modelo por uma deriva radial com anulamento no bordo do disco D
	Sistema dependente de  e 
	O diagrama de bifurcações no quadrante 0 e 0
	A bifurcação do tipo Bogdanov-Takens
	A bifurcação do tipo Hopf
	A bifurcação do tipo Sela-nó
	As bifurcações dos pontos singulares O=(0,0) e F=(1,0)
	O ponto de equilíbrio P1 passa de foco para nó
	Retratos de fase do sistema (3.2).

	Conclusões
	Bibliografia
	Apêndice I
	Apêndice II
	Apêndice III
	Apêndice IV
	Apêndice V
	Apêndice VI
	Apêndice VII
	Apêndice VIII
	Apêndice IX
	Apêndice X
	Apêndice XI
	Apêndice XII

