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Resumo

Neste trabalho propomos o desenvolvimento de novos modelos de dois e trés campos
escalares reais acoplados que possuem solugdes BPS (Bogomolnyi-Prasad-Sommerfield).
Para tal fim utilizaremos o método recentemente proposto, conhecido como método de
extensao. Em particular, construiremos explicitamente novos modelos de dois e trés cam-
pos escalares acoplados, e também estudaremos a estabilidade linear de suas respectivas
solucoes BPS.

Palavras-chaves: Sélitons topologicos. Teorias de Campos. Método de deformagao. Mé-

todo de extensao.



Abstract

In this work we propose the development of new models of two and three fields coupled
scalar real supporting BPS solutions (Bogomolnyi-Prasad-Sommerfield). For this purpose,
we will use the recently proposed method, known as the extension method. In particular,
we will explicitly construct new models of two and three coupled scalar fields, and also

we will study the linear stability of their respective BPS solutions.

Key-words: Topological Solitons. Field theories. Deformation method. Extension method.
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1 Introducao

Do que se tem relato, Sélitons foram observados e estudados primeiramente pelo
engenheiro escocés John Scott Russell em 1834 [2]. Deste momento até a atualidade,
descrevemos defeitos topoldgicos como sendo solugoes topoldgicas de teoria de campos
nao-lineares cuja densidade de energia é concentrada e sua respectiva energia é finita
(defeitos topologicos que preservam a estrutura apds colidirem, mantém a nomeclatura
de Sélitons), exigindo para tal efeito condigdes de contorno especiais [3]-[4]. As teorias
de defeitos topologicos apresentam importantes aplicacdoes em diversas areas da fisica,
como na Teoria Quantica de Campos e Fisica de Particulas [5], na Cosmologia [6]-[11], na

Matéria Condensada [12]-[15], entre outras.

Nesta dissertagao trabalharemos com defeitos topologicos descritos por campos
escalares reais em (1 + 1) dimensoes, que suportam solugoes BPS (Bogomolnyi-Prasad-
Sommerfield) [16, 17]. Estas solugdes sdo estaticas e satisfazem equagoes diferenciais de
primeira ordem, além da equacao de Euler-Lagrange de segunda ordem. Além disso, solu-
¢oes BPS sao estdveis [18]-[21] e descrevem sistemas com energia minima. Recentemente
tem havido um grande interesse na investigacao de teorias de multiplos campos escalares
em (1+ 1) dimensoes [22]-[32]. Tradicionalmente a analise de modelos de multiplos cam-
pos era realizada principalmente usando o método da drbita de teste (trial orbit method)
[22]-[25], que consiste em introduzirmos uma érbita teste da forma O(¢y,...,¢,) = 0,
isto é, um funcional dos campos que sera utilizado para desacoplar os respectivos cam-
pos escalares reais. Contudo, este método demonstrou ser pouco eficiente para lidar com
modelos de multiplos campos escalares mais complexos, uma vez que a Orbita nao pode
ser arbitraria e requer tentativa e erro. Porém, mais recentemente foi proposto um novo
método que permite descrever de forma sistematica teorias de multiplos campos escalares
reais BPS em (1 + 1) dimensoes, a partir de diversas teorias BPS de um campo escalar
real. Esta estrategia é conhecida como método de extensao [26, 29], o qual consiste em
iniciarmos com diversas teorias de um campo escalar real, as quais sao relacionadas entre
elas por mapeamentos, conhecidos como fungoes de deformagao [33]-[36]. Em seguida,
utilizaremos estas fungoes, e suas inversas, para descrevermos diferentes expressoes para
as respectivas equagoes de primeira ordem, as quais serao usadas para propor a equagao
de primeira ordem para teoria estendida através de um ansatz conveniente [26, 29]. Neste
trabalho, utilizaremos o método de extensdo para construir novos modelos de dois e trés
campos escalares reais BPS. Além disso, estudaremos a estabilidade classica ou linear
para cada modelo estendido obtido. Para tal objetivo, consideraremos teorias de campos
escalares bem conhecidos na literatura, tais como a teoria ¢* [36], a teoria tipo ® [35],

o modelo sine-Gordon [3], o modelo periédico exético (modelo-E) [37, 38], e a teoria ¢*
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invertida nao-BPS [36].

A dissertacao estd dividida da seguinte forma. No capitulo 2, descrevemos o for-
malismo geral para as teorias nao lineares topolédgicas em (1 4 1) dimensoes no caso de
n campos escalares reais. Definimos a carga topoldgica [3] associada as configuragoes dos
campos, permitindo assim classificar as configuragdes em topolégicas (carga diferente de
zero) e nao-topoldgicas (cargas nula). Finalizamos o capitulo descrevendo o formalismo
geral da estabilidade, onde usamos para tal fim a formulagdao da estabilidade classica ou
linear [18]-[21]. No capitulo 3, apresentamos o método de deformacao [33]-[36] para o caso
de um campo escalar real. Este método consiste em iniciarmos com uma teoria de um
campo escalar real conhecida, para em seguida considerarmos uma funcao continua, suave,
e inversivel que ird deformar o modelo original em uma nova teoria de um campo escalar
real, cuja solucdo deformada sera dada pelo inverso da funcao de deformagao. Aplicare-
mos o método nas teorias descritas acima. No capitulo 4, apresentaremos o método de
extensao para o caso de dois campos escalares. Particularizemos a estabilidade para este
cenario, focando no caso BPS. Tendo o formalismo em maos, utilizaremos os resultados
obtidos no capitulo 3 a fim de ilustrarmos o método, construindo assim novos modelos
estendidos de dois campos. No capitulo 5, iremos generalizar o desenvolvimento feito no
capitulo 4 para o cenario de trés campos escalares reais. No capitulo 6, finalizaremos nosso
trabalho apresentando as conclusoes deste trabalho de dissertagao, e as perspectivas de
investigagoes futuras. No apéndice A, resumimos algumas caracteristicas dos potenciais
soluveis Rosen-Morse II e Scarf 1T [39]. No apéndice B, contém alguns célculos explicitos

derivados do capitulo 5.
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2 Formalismo geral para teorias BPS

Construiremos neste capitulo o formalismo geral para as teorias nao lineares topo-
logicas em (1+ 1) dimensoes. Primeiramente vamos obter as equagoes de Euler-Lagrange
para n campos escalares reais e as condi¢bes de contorno que garantirao as estruturas
dos defeitos topoldgicos, ou seja, configuracoes de campos com densidade de energia con-
centrada e energia finita. Além disso, para potenciais exclusivamente positivos podemos
definir as teorias BPS (Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield) que possuem caracteristicas
interessantes e convenientes além de serem fundamentais na construcao do método de
extensao. Finalizaremos este capitulo construindo, a partir de perturbagoes lineares, o
formalismo geral da estabilidade destas teorias topoldgicas.

O formalismo geral para teorias de n campos escalares reais em (1 + 1) dimensdes

¢;(t,x), parai = 1,2,...,n, pode ser descritos pela seguinte densidade Lagrangiana
1 n
i=1

onde os defeitos topoldgicos para diferentes teorias serao caracterizados pelo potencial

V(g) = V(dy, -+, ¢,). Estamos considerando aqui a métrica 7, = diag(l,—1) e, em

unidade naturais, a seguinte notago 0, = 52, 2° = ¢, 2! = z. Da densidade lagrangiana
obtemos a equacao de Euler-Lagrange
ov
Pod—0%d+—— =0 2.2
t ¢z T ¢z +a ¢Z ’ ( )
para i =1,2,...,n, e a seguinte densidade de energia
1 n
H(t,x) =T = 53 [(0:05) + (9 0)°] + V(9). (2:3)

=1

onde T% é a componente temporal do tensor energia-momento 7", derivado a partir do
teorema de Noether [40] pela invariancia translacional das coordenadas espago-temporais

dos campos escalares. Deste modo a energia funcional do sistema

00 00 12
Bl = [ wrwien) = [T as (53[0 +0.00] + V). @0

- - i=1
¢ dada pela integral espacial da densidade de energia (2.3) em todo espago. Sendo assim,

ao considerarmos a invariancia sobre o grupo de Lorentz, podemos trabalhar no referencial

de configuragoes estéaticas (0; ¢; = 0), que pela eq.(2.2)

oV

¢;,(J7) - 87¢'7

(2.5)
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para a seguinte notagao ¢, = % ¢, e 1 = 1,2,...,n. Multiplicando ambos os lados da
expressao acima por ¢;(x)
11d 2 ov
2l ()] = = 2.6
5| | = 5o o 26)
e integrando na componente espacial
1 ov
300 = [ 5o htayde = [ 5o, (27)

obtemos uma equacao equivalente de primeira ordem. A energia funcional do sistema

estatico pode ser reescrita da forma
:/_de?‘l($>:/_ dz (; Z(¢’)2+V(¢)> :/_ dx (Z/ d¢ +V ¢)>

—/_O:de</dv(¢)+v )—2/ daV (¢ (2.8)

ao usarmos a eq.(2.7). Podemos observar da eq.(2.8) que a exigéncia de energia finita para

uma configuracao nao trivial impoem as seguintes condi¢oes de contorno

Gi(£00) = 6, di(£00) >0, V(9) =0, (2.9)
de forma que ¢ = (¢,, - - - , $,) representa os minimos degenerados do potencial V;, () =0,
onde estamos considerando a notagao Vg, = a ¢ Assim vemos que o potencial possuira

pelo menos um minimo em conformidade com as condigbes (2.9), gerando neste caso
as configuragoes nao-topologicas tipo lump. Todavia, quando dois ou mais minimos de-
generados existirem o potencial suportara configuragoes topologicas, denominadas kinks,
conectando assintoticamente os minimos adjuntos ¢ e g_b+. Portanto, as condigoes de con-
torno (2.9) permitem distinguir quais tipos de configuragoes topoldgicas sao suportadas
pelo potencial, de modo que podemos definir uma carga topolégica. No caso de potenciais
exclusivamente positivos podemos definir uma fun¢ao suave dos n campos escalares W (),

conhecida como superpotencial ou pré-potencial [43], que relaciona com o potencial pela

expressao

1 2

=3 Y Wi, (2.10)

=1
em que denotamos Wy, = a ¢ Consequentemente, podemos escrever as equagoes de
segunda ordem BPS a partir de (2.5)
Y= Z Wy Ws. 6.5 (2.11)

onde i =1,2,...,n, assim como a equagao de primeira ordem de (2.7)

¢ = £W,, (2.12)
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de modo que configuragoes BPS (ou estados BPS) de primeira ordem também serao
configuragdes das equagdes de segunda ordem (2.11) quando Wy, 4 (¢) = W 4,(¢), para

todo i e j. A energia funcional (2.8) para o sistema BPS serd dada por

Epps|d] = / da [( +W¢J = Z/ da (¢, FW,,) i/ dW(p(x))

—i/ AW((x) = [W(e") —W(e)

, (2.13)

onde temos completado o quadrado e consideramos a equagdo de primeira ordem BPS
(2.12). A energia BPS deve ser nao nula, de modo que podemos observar que sua expressao
depende somente da topologia do sistema, isto é, é uma func¢ao dos minimos degenerados
do potencial, além de representar os estados de energia minima do sistema. Daqui em
diante, exceto se mencionado o contrario, trabalharemos somente com teorias BPS, as
quais além das caracteristicas ja mencionadas acima, possuem a estabilidade linear como

serd mostrado nos proximos capitulos.

2.1 Carga topologica

Como vimos acima, os defeitos topoldgicos requerem condigoes de contorno relaci-
onadas com os minimos degenerados de algum potencial em particular, descrevendo assim
os diferentes comportamentos assintéticos das configuragoes. Uma vez que esperamos que
o sistema evolua no tempo, governado pela equacao de campo (2.2), mantendo a energia
conservada. Devemos esperar que as condigoes de contorno (2.9) também sejam invarian-
tes no tempo, permintindo assim definir uma carga topoldgica [3]. Em (14 1) dimensdes,

comecemos considerando a seguinte definicao para a corrente topologica
Jj* = ae" 0, h(9), (2.14)

sendo @ uma constante de normalizagao, €*” o pseudo-tensor completamente antissimé-
trico (Levi-Civita), e h(¢) uma funcao arbitraria dependente dos campos ¢. Notemos que
por virtude das derivadas comutarem (9,0, = 0, 0,), vemos que a corrente topoldgica
¢ automaticamente conservada 9, j* = 0. Sendo assim, uma vez que consideraremos so-
mente configuragbes bem definidas e topologicamente limitadas, assumiremos h(¢) = ¢
de modo que

JH=ae" 0, . (2.15)

Se considerassemos teorias em que a topologia das configuragbes nao sejam necessaria-
mente limitadas [41], ainda poderiamos manter as descri¢oes realizadas acima ao rede-
finirmos a fungdo arbitraria h(¢) em termos do superpotencial [42], mantendo assim a
validade da carga topoldgica mesmo para esses contornos. Sem perda de generalidade,

definimos para as configuracoes estaticas a seguinte carga topolédgica

Q= [ i@ =a [ dzg(@)=alpla=o0) ~dla = —o0)] = a6~ ], (216)
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de modo a depender somente da topologia do sistema. Configuragoes de campo que pos-
suem @ # 0 ((fﬁJr #+ g$_> sdo denominadas solugbes topologicas (kinks), e configuragoes
que possuem ) = 0 <q3+ = $_> sdo solugdes nao-topolégicas (lumps). Desta forma disse-
mos que as solucoes de campo sao caracterizadas por dois indices assintoticos (g_ﬁ_, &5+),
formando setores adjacentes que ndo mudam com a evolucao temporal do sistema. Por
conseguinte, vemos que esses setores sao invariantes homotopicos, isto é, invariantes sob
deformagbes arbitrarias continuas das configuracoes de campos, o que justifica chama-los
de setores topologicos, sendo cada setor uma classe diferente. Além disso, uma vez que os
minimos degenerados sao distinguiveis pelos indices do setor, teremos uma quebra espon-
tanea de simetria e, neste caso espacialmente unidimensional, as teorias apresentarao a
simetria discreta ¢ <+ — ¢. Como uma breve ilustracao consideremos o potencial da teoria

¢*, da forma

Vig) -2 (1-¢?)° (2.17)
- 2 ) .
de modo que os minimos degenerados do potencial sdo ¢ = +1. Assim podemos ter

e (Q =0 quando $+ = ¢ = =1, isto é, solucdes triviais de minimos,

e () = +1 quando g?ﬁ =1le¢ = —1, onde convencionamos chamar de kink,

e Q= —1 quando g?SJr =—le¢ =1, de modo que chamamos de anti-kink.

Embora a definicao de carga topologica possa parecer muito simples aqui, sua construgao
se torna importante quando lidamos com teorias mais gerais como teorias de gauge [5],
onde a simetria do espaco dos minimos nao ¢ mais discreta. Contudo, devemos enfatizar
que a definicao de carga topolédgica surge a partir das condig¢oes de contorno, e nao de um

grupo de simétria.

2.2 Estabilidade

Com objetivo de estudarmos a estabilidade classica ou linear para um sistema
de n campos escalares estaticos que satisfazem a eq.(2.5), iremos considerar pequenas

flutuacoes da forma
Oi(t, x) = ¢;(x) + nilt, x), (2.18)

para: = 1,2 ..., n, e em primeira ordem nas perturbacgoes, avaliaremos a evolucao dina-
mica dos campos perturbados (2.18). Veremos que a dificuldade consiste em determinar-
mos o espectro de autovalores do operador tipo Schrodinger associado aos modos normais
do modelo cléssico, cuja estabilidade ocorrera no caso deles serem todos definidos semi-
positivos e com o modo-zero coincidindo com o estado fundamental. Este procedimento é

conhecido como a abordagem padrao [21].
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A evolucao dindmica dos campos escalares perturbados ®;(¢, z) é dada pela equa-

¢ao de Euler-Lagrange (2.2)
D2 ®; — 02 D, + Vo, (®) = 0, (2.19)
parai=1,2,...,n,e &= (P, Py,...,d,). Substituindo a eq.(2.18) na eq.(2.19)
8? i — 8920 1, — ¢ () + Vg, (®) = 0, (2.20)

e expandindo o potencial perturbado em ordens lineares de 7;(t, )

Vo, (P) = Vi, (0) + Vi, 6,(0) 11 V5,6, (@) 2+ -+ - + Vi, 6, (0) M, (2.21)
de modo que ao considerarmos as equagoes de campos estéticos (2.5), obtemos
P P
— V. oo+ Voo i+ + Ve g M =0. 2.22
Uma vez que as perturbages sdo em torno de solugoes estéticas ¢,(z), vamos assumir
que
ni(t,x) = Z ki () cos (wy t), (2.23)
k
e ao substituirmos na eq.(2.22), obtemos a equagao de autovalores tipo Schrédinger
HV () = wiV(z), (2.24)
onde
V¢1 #1 V¢1 P V¢1 cHE V¢1 P nkl(x)
v¢2 #1 V¢2 ¢y T V¢2 ¢ V¢2 ®n nk?(‘r)
2 : . : . . ) .
H = T2 + ? \Ilk<x) = )
da? Vd’i #1 V¢i ¢y V¢i ¢ V¢i bn Nki (ZE)
Vonor Vouos 0 Voo, 0 Vs, M ()
(2.25)

no qual a matriz acima estd escrita em termos das solugdes estéticas ¢;(z). Podemos
observar da eq.(2.24) que autovalores negativos (wi < 0) destruird a estrutura da con-
figuragdo estatica pela perturbagao (2.23), desta forma a estabilidade s6 existird para
autovalores positivos semi-definidos (w? > 0). Além disso, diferenciando a equacio de
segunda ordem (2.5) com respeito a x e comparando com as expressoes (2.24,2.25), vemos
que o modo-zero (HWy(x) = 0) é intrinseco ao formalismo com autoestado

no1() ¢,1($)

Yo(z) = | noi(z) | =No ¢;($) ) (2.26)

Ton () ()
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onde Ny é uma constante de normalizagdo e Wo(z) é o autoestado fundamental, que
coincide com a configuracao de menor energia para um sistema BPS.

Nos proximos capitulos, particularizemos o formalismo desenvolvido acima para
os casos de dois e trés campos BPS. Sabe-se que para esses casos BPS é possivel, a partir
da definigdo do superpotencial W (2.10), descrever o Hamiltoniano H (2.25) em termos

de um operador de primeira ordem [1, 21]
H=A"A_=A,A_, (2.27)

sendo

d
AL =+—+W. 2.28
+ I + ( )

Uma vez que, W é uma matriz quadrada real com dimensao correspondente ao ntimero
de campos, teremos que Al = Az. Tendo definido H conforme a eq.(2.27), a estritegia
seguinte sera buscar diagonalizar a matriz original W, de modo que assim obtemos uma
matriz equivalente diagonalizada. O objetivo desta estrategia, de um modo geral, é o de
simplificar as andlises ao conduzir um sistema de autovalores tipo Schrodinger, que em
geral serd acoplado, em um sistema do mesmo género s6 que desacoplado. Em outras
palavras, seguindo esse procedimento sera possivel analisar o sistema de equagoes de

autovalor de forma que as equagoes serao independentes uma das outras.
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3 Método de deformacao

No cenario de modelos descritos por um tnico campo, um método introduzido re-
centemente possibilita relacionar diferentes teorias por um difeomorfismo de modo a gerar
uma nova familia de configuragoes topoldgicas ou nao-topoldgicas. Este procedimento é
conhecido como método de deformagao [33, 34], o qual descreveremos a seguir.

Consideremos a seguinte lagrangiana para um modelo de um campo escalar
1 1
L=50,00"6-V(6), com V(6)= W} (3.1)
de modo a suportar a configuracao BPS satisfazendo a equacao de primeira ordem

¢ = Ws(9). (3.2)

Com o modelo original em maos, introduzimos uma fungao suave invertivel f como sendo

a funcao deformacao definindo
o(x) = f (p(2)), (3.3)
onde ¢ é a nova configuracao BPS deformada. Todavia, a obten¢ao de uma nova teoria to-

polégica deformada, derivada pela transformagao (3.3), requerera um potencial deformado

que relacione com o potencial original pela expressao

~ 1
Vip) =5V = f(9), (3.4)
fe
para f, = %, gerando a lagrangiana deformada
-1 . - 1~
L= 5 0,0 —=V(p), com V(p)= §W3, (3.5)
além da equagao de primeira ordem
¢ = We(9), (3.6)

cuja solugdo serd (x) = f~! (¢(x)). Sendo assim o método consiste em considerarmos
uma teoria inicial cujas solugdes topologicas sao conhecidas, e em seguida, propor uma
transformacao na configuracao original por uma funcao de deformagao, gerando assim
uma nova configuracao deformada para uma nova teoria deformada. Uma vez que esta-
mos considerando teorias que suportam configuracoes BPS, podemos definir uma relagao

equivalente a (3.4) em termos dos suporpotenciais

Walo = 1(9) = Wale) = o Wa(9) (3.7)
a partir da definigdo (3.3). Obtendo assim a seguinte relagao
¢ _ Wel@) (3.8)

de B W¢(g0)7
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que serd importante para construirmos teorias de multi-campos escalares [44] que supor-
tam configuragoes BPS. De fato, ao promovermos a fungdo de deformagao (3.3) a uma
orbita no espaco de configuragoes dos campos, funcionando como um vinculo entre os
mesmos, veremos uma estrutura semelhante com a relagdo (3.8) para o caso de multi-
campos BPS [26, 29]. Permintindo assim descrever um novo método para sistemas de
multi-campos escalares acoplados em (14 1) dimensoes, onde apresentaremos no préximo
capitulo.

Consideremos agora algumas teorias ja bem definidas que suportam configuracoes
BPS para ilustrarmos o método de deformacao. No proximo capitulo partiremos desses

exemplos para ilustrarmos o método de multi-campos acoplados.

3.1 A deformacio ¢* <> )

Iniciando pelo modelo bem conhecido ¢* [36], cujo potencial e o superpotencial

sao, respectivamente,
2

Vie) =5 (1-¢7), (3.9)

Wo(¢) = a (1-¢°), (3.10)

onde a é um parametro real positivo adimensional, de modo a suportar a configuracao
estatica BPS
¢(x) = tanh (o x). (3.11)

Propondo uma deformacéo do modelo ¢* da forma
¢ =flp)=lel-1, (3.12)

resulta no modelo topoldgico BPS tipo-¢° (denotamos por ¢f) [35]

2

V(o) =5 2= el (3.13)
Wo(o) =ap(2—|el), (3.14)
o, (x) = £(1 + tanh (o x)), (3.15)

que é uma versio semelhante ao modelo ¢° [36]. Observemos que no exemplo acima
o processo de deformagao pode modificar os nimeros de minimos degenerados. De fato,
podemos perceber que o modelo original possui os seguintes minimos ¢ = {£1}, enquanto
o modelo deformado possui os minimos @ = {0,+£1}. Consequentemente, ocorrendo a
interessante formacao de novos setores topoldgicos. Além disso, podemos destacar que

ambos os modelos sao BPS e estaveis [35, 36].
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3.2 A deformacio ¢* <> sG

Como segundo exemplo, comecemos novamente pelo modelo ¢? definido pelas

eqs.(3.9)-(3.11). Propondo agora a seguinte deformacao

¢ = f(x) =sin(6x), (3.16)

sendo  um parametro real positivo adimensional e y é o novo modelo deformado. Obtemos

o modelo sine-Gordon (denotamos por sG) [3], representado pelas seguintes expressoes

2

V(x) = ;626082 (Bx), (3.17)
Wy (x) = g cos (8 x), (3.18)
x(z) = ; arcsin (tanh (a x)). (3.19)

Podemos observar que neste modelo possuimos infinitos minimos degenerados arranjados
nos valores x; = (k: — %) 5> com k € Z, de modo a gerar um numero infinito de setores
topoldgicos equivalentes, onde no caso particular da solugao (3.19) corresponde ao setor

(Xos X1)- Além disso, este modelo BPS também ¢ estével [36].

3.3 A deformacao sG <+ modelo-E

No terceiro exemplo, adotamos como modelo original um modelo bosonico BPS
desenvolvido recentemente, nomeado de modelo exético (denotamos por modelo-E) [37,
38], da forma

V(n) = O;Q (1+1)° cos? (; In(1+ 7])2), (3.20)
W, () = a (1 +n) cos (; ln(1+77)2>, (3.21)
n(x) — earctan (sinh (o)) 17 (322)

sendo « real, positivo e adimensional. Este modelo possui infinitos minimos degenerados
arranjados agora nos valores 7, = e<k_%>” — 1, com k € 7Z, e naturalmente infinitos
setores topoldgicos. Contudo, observemos que neste caso os setores topoldgicos nao sao
mais equivalentes, de modo que a energia BPS dependerd do setor topolédgico considerado
em particular. Portanto, devemos esclarecer que na configuracao BPS (3.22) consideramos
o caso conectado pelo setor (7,7, ). O modelo-E suporta configuragoes BPS estaveis [37].

Ao deformar o modelo-E pela seguinte funcao de deformacao

n=f0x) =ex-1, (3.23)

obtemos novamente o modelo sG descrito pelas expressoes (3.17)-(3.19).
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3.4 A deformacio ¢* <> ¢Y

Como tltimo exemplo consideramos um modelo BPS topolégico que deforma em
um modelo nao-topolégico. Com estd finalidade, partindo do modelo ¢* (3.9)-(3.11) e
propondo a seguinte deformacao
C2
(o] = f(Q) = 1—?, (3.24)
sendo 8 um parametro real positivo adimensional e { o novo modelo deformado, obtemos

o modelo ¢*-invertido (denotamos por ¢*') [36]

V() = % ¢? (1 - %) , (3.25)
We(Q) = —aw( 1—22, (3.26)
((x) = Bsech (ax), (3.27)
onde
9 _ 1 se ¢(z)>0
Yo | 9| { —1 se ¢(x) <0. (3.28)

Apesar da eq.(3.26) estar coerente com a construcao definida em (3.7), devemos esclarecer
que estamos extrapolando a definicdo, uma vez que, o modelo ¢*/ nao é BPS. Note que este
modelo possui somente o minimo ¢ = {0}, de modo a resultar em uma configuracio nao-
topologica. Sendo assim, partimos de um modelo BPS estavel e descrevemos um modelo
nao BPS instével [36].
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4 Meétodo de extensao para dois campos

Vamos agora descrever o método de extensao a fim de construirmos teorias de dois
campos escalares BPS a partir de teorias de um campo BPS, onde usaremos a notacao W0
para representar o superpotencial das teorias de um campo escalar, e correspondentemente
W® para o caso de dois campos escalares. Para uma teoria de dois campos escalares que
suportam configuragbes BPS, denotados por ¢ e ¢, vemos que das equagdes de primeira
ordem (2.12)

g=wy, =W, (4.1)

)

podemos escrever a seguinte relacao

do _ Wi(0,9)

— 4.2
de W (b, ) 2

apresentando assim uma estrutura semelhante a expresao (3.8) derivada em termos dos
superpotenciais de um campo escalar. De fato, o novo método se inspira nessa semelhanca
para estender a estrutura da expressao de um campo em dois campos, dai o nome método
de extensao [26]. Para tal, iniciamos com uma teoria de um campo ¢ e utilizamos a defor-

macao ¢ = f(p) para reescrever a equacao de primeira ordem em trés modos equivalentes

¢ =W, =W, ¢ =W (s0), (4.3)

onde na segunda expressao fizemos o uso total da fungao ¢ — f(¢) a fim de escrevermos
W(z()l) com uma funcao somente de ¢, enquanto na terceira expressao utilizamos parcial-
mente a fungao deformacao de modo que Wj)l) seja expresso por ambos ¢ e . Obviamente,
h& uma ambiguidade na obtencao da tltima expressao, uma vez que ela dependera de qual
escolha arbitraria foi parcialmente executada.

Visto que o campo deformada ¢ também satisfaz uma equacao de primeira or-
dem BPS (3.6), podemos assim utilizar a inversa da fungao de deformacio ¢ — f~1(¢)
para escrevermos WS) (3.7), de modo andlogo ao caso anterior, nas seguintes relagoes

equivalentes

o =W, ¢=WD(g), ¢ =W(6 ). (4.4)

Tendo as relagoes (4.3) e (4.4) determinadas, estamos agora aptos em promover a

extensao através do seguinte ansatz

D, 0) = a WS (@) + asWSD (8, 0) + as WD () + 1 g(0) + 2 g(, ) + 13 g(9), (4.5)
2, 0) =i WD () + bW (0, 0) + bW (6) + a1 G() + a2 §(, ) + a3 §(6), (4.6)

S
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onde, por consisténcia, os parametros a;, b;, p; € ¢; para i = 1,2,3, devam satisfazer as

restricoes
3 3

3 3
i=1 =1 i=1

i=1
Além disso, também por condigoes de consisténcia, g e g sao fungdes arbitrarias que serao

determinadas pela exigéncia de W® (¢, ) ser suave e continuo, ou seja, pela condigao

W6, 0) = WS (¢, ). (4.8)

Portanto ao substituirmos as eqgs.(4.5) e (4.6) na condigao (4.8) obtemos

0= p1 go(9) + 12 9o(6, ) — 2 G6(0, ©) — a3 5o (0) + WS () + as W5 (6, )
— bW (6, 0) — bsW5)(9), (4.9)

de modo a determinar a forma especifica das fungoes g e g, com uma certa arbitrariedade
de escolha nos parametros e no arranjo dos termos. Devido essas arbitrariedades podemos
dizer que havera inimeros modelos resultantes, possibilitanto assim determinar diferen-
tes expressoes para Wf)(qb, p) e Wf)(@ ¢). Nosso principal objetivo aqui é construir
modelos que suportem configuragoes BPS, de modo que isso sera alcancado escolhendo
cuidadosamente essas formas. Depois de fazer isso, podemos voltar ao sistema dado pelas
eqs.(4.5) e (4.6), e realizar integragoes simples para finalmente determinarmos a forma de

2) (¢, ¢). Além disto, podemos verificar diretamente que a solugao do modelo estendido
de dois campos sao as respectivas solugoes BPS para os modelos de um campo original
e deformado, com a funcao deformacao sendo agora estendida a uma Orbita no espaco
das configuragoes. A seguir, descreveremos a estabilidade linear para dois campos BPS
e ilustraremos o método de extensao construindo explicitamente novos modelos de dois

campos escalares interessantes.

4.1 Estabilidade linear para dois campos

Preocupemos agora em avaliar a estabilidade classica ou linear no caso particular
de dois campos escalares acoplados, onde focaremos aqui em configuragoes BPS [21].
Portanto, utilizaremos os resultados construidos na secao 2.1 no caso de dois campos
BPS, nos quais continuaremos denotando por ¢ e .

Vimos na se¢ao 2.1 que ao considerarmos a perturbagao linear (2.18) em torno dos

campos estaticos ¢(x) e p(x), da forma

Dy (t, ) —l—Zpk cos (wgt), (4.10)

Dy (t, x) +Zak cos (wgt), (4.11)
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obtemos um problema de autovalores tipo Schrodinger H Wy (x) = wi Wy, com

7— _d72 n ( Voo Vse ) : Uy (z) = ( Pr() ) , (4.12)
{6(e)0(2)) o()

2
dx Vwaﬁ pr
sendo a matriz descrita somente em termos dos campos estaticos ¢(z) e p(z). Uma vez

que estamos propondo que o potencial V' (¢, ¢) suporte estados BPS (2.10)

1 2
V(g p) = (Wﬁw, ?))’ +5 (WP @.0) (4.13)
entao podemos escrever as seguintes expressoes
_ (2) 2 2)177(2) (2) 2)
VW:(W@) +WOWR + (W )’ +W¢ W, (4.15)
_ 2w 4 W) @ SIe)
Voo = Voo = Wil W3 + WIWZo , + WIWE + WEW,D . (4.16)

Substituindo as eqs.(4.14)—(4.16) na eq.(4.12), encontramos que a matriz W que define
o operador linear de primeira ordem Ay é dada por (2.28)
W(2) W(2)
W = ( A4 : (4.17)

(2) (2)
W W, {8(z),¢(2)}

wp

permitindo reescrever o operador tipo Schrodinger na forma (2.27). Da seguinte constata-
¢ao ATi = A, observamos que no caso BPS o operador tipo Schrédinger H sera positivo
semi-definido (wy, > 0 V k), e com estado fundamental (2.26) coincidindo com o modo

zero (wo = 0) apresentando, na base que esté definida W em (4.17), a seguinte forma

@\ (@ W@
‘1’0(‘”‘(ao<x>)_N°(w'<x))_N°(W22><x>)’ 415

sendo Ny uma constante de normalizacao. Portanto, asseguramos a estabilidade linear
das configuracoes BPS, pelo menos para algum vinculo entre os parametros. No que diz
respeito a determinagdo explicita do espectro de autovalores (wy), vemos que o acopla-
mento entre os campos estaticos resulta em geral no acoplamento das flutuagoes em (4.12).
Contudo, podemos contornar esta dificuldade inerente a equacao de autovalor ao conside-
rarmos o operador de primeira ordem (4.17) com sua matriz original W sendo trocada por
uma matriz diagonal equivalente, tornando geralmente o problema mais maleavel. Sendo

assim, ao considerarmos um operador equivalente de primeira ordem da forma

d U4 0
Ai_ider( 0 u_), (4.19)

resulta na expressao [21]

we= S W)+ L - W) (v’ (4.20)
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Substituindo (4.19) em (5.25), obtemos duas equagoes de autovalor

[—dd n U+<:c>] pe(2) = wipe(), (1.21)
-+ U0 ) = uion(o) (122

onde os potenciais mecanico-quanticos sao dados por

du
Uy(z) = vl + T;' (4.23)

Vale ressaltar que, em geral, este método requer algumas simplificagoes devido os termos
dentro da raiz em (4.20) trazerem algumas complicagoes para os célculos analiticos expli-
citos. Sendo assim, quando aplicarmos essas construgoes acima nos respectivos modelos,
tentaremos simplificar os termos da raiz sempre que possivel de modo a permitir realizar-
mos uma analise analitica da estabilidade das configuragoes BPS para modelos de dois
campos. Caso contrario, os problemas espectrais correspondentes devem ser analisados de

um ponto de vista numérico.

4.2 Modelo acoplado (¢4 + go?) e estabilidade

Como um primeiro exemplo, utilizaremos o método de extensao para acoplarmos

a teoria ¢* com a teoria ¢ descritos na secdo 3.1. Iniciando pela teoria o* (3.10)
WV (e) = a (1-¢%), (4.24)
e considerando a funcao de deformacao (3.12)
¢=flp)=lvl-1, (4.25)
vimos que resulta no modelo deformado ¢ (3.14) da forma
Wl(p)=ap2—]el). (4.26)

Podemos agora utilizar a fungao de deformacao (4.25) para escrever o superpotencial de

¢* (4.24) nas trés expressoes equivalentes (4.3)

Wl(p) = alel@— e, (4.27a)
W) = a(l+a(l—|p]). (4.27h)
Wil(¢) = a(1-¢%), (4.27¢)

de modo que na primeira expressao fizemos uma transformagao ¢ — f(¢) completa,

enquanto na segunda fizemos uma transformacao parcial. De forma analoga, utilizando a



Capitulo 4. Meétodo de extensdo para dois campos 30

funcdo de deformagdo inversa ¢ — f~!(¢), escrevemos o superpotencial deformado (4.26)

nas expressoes equivalentes

—~(1)

W) = ap@—lel). (4.284)
VVS) g.0) = ap(l—9), (4.28b)
WS)(aﬁ) = ae(l—¢%), (4.28¢)

onde o parametro € é uma constante e assume o valor ¢ = +1 depedendo da respectiva
solucdo ¢, (3.15). A fim de especificarmos as fungoes g, devemos agora substituir as

equagoes (4.27) e (4.28) na condigao (4.9), obtendo explicitamente

P19p() + P2 95(0,0) — 42 96(0, 0) — a3 §o (D)
=—abyp—-2aca;(1—|p|)—2acbsdp+acayo. (4.29)

Como temos uma liberdade nos parametros (4.7), podemos fazer p; = 0 e g3 = 0, e

rearranjar os termos de modo que

P29o(9, ) = —abyp —2aebs 9, (4.30)
@2 9s(¢,0) =2aea(l —[¢]) —aeaz ¢, (4.31)
resultando em p3 = —py, ¢4 = —¢a, € apods integragoes simples, nas seguintes expressoes
9(d,0) = —— 57 +2039 |||, (4.32a)
P2
. eq a
i0.0) = (20001~ |pl) - T o), (1320)
em que denotamos |¢| = ep. Além disso, podemos usar a fungdo deformagao, e sua
inversa, para escrever
(6] bg 2
p3g(¢) = 7(1 +¢)" +2abso(1 + ¢), (4.33a)
. a
wile) = ac(2a+2)(1-le)> (4.330)

Com as fungoes g especificadas acima, podemos definir agora o ansatz (4.5) e (4.6), ob-

tendo respectivamente
b
Wi(s,0) = a [a1|90‘<2_ lel) - §2¢2+a2(1+¢(1 — @) = 2b3¢|p| +as(l - ¢%)
+b22(1 + ¢)* +2b3 ¢(1 + ¢)] : (4.34)

WR(6.0) = alne—leh+e(20+ %) Q=0 +bpl-0)

2y ed(1— o)) —e(b3+“22) ¢2+eb3}, (4.35)
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que por uma integracao simples resulta em
2) 1 1 5 1 9
W (e,0) = « i(a—b—l—c—l—lﬂgp]—i(a—l—c—l)gp +6(a+b+c—1)|go\gp
1 1 1
taglo|—Sla+b) o’ +5(atb—c—1)¢' o+ 5(2-a+b)

+;(1—|—c—a)¢2—é(a+b—20)¢3—é(a—2b+c—1) O (4.36)

para os parametros renomeados a = 2a1, b = by e ¢ = 2a1 + as — by — 2b; + 1. Note que o
modelo acima acopla o campo ¢ com ¢, mostrando assim que o método de extensao gera de

fato o modelo (¢4 + ¢f). Além disso, podemos verificar diretamente que as configuragoes
¢(z) = tanh (o x) e o, (x) = £(1 + tanh (ax)), (4.37)

sdo as respectivas solugbes da equagao de primeira ordem para dois campos BPS (4.1)
quando Wf) e W sio definidos pelas expressoes (4.34) e (4.35). Este modelo contém
trés minimos degenerados, nos valores m; = (—1,0), my = (1,2), e mg = (1, —2), sendo
dois deles setores BPS. A saber, o setor conectando o minimo m; com msy e 0 setor que
conecta my com mg, onde pela eq.(2.13) vemos que os dois setores apresentam a seguinte
energia Fgps = 8« /3.

Existem varios outros setores topoldgicos que aparecem dependendo da escolha nos
valores dos parametros. Por exemplo, para a = b =0 e ¢ = —1, recuperamos o setor BPS
associado ao modelo ¢*, conectando os dois minimos (41, 0), com energia Eppg = 4o /3.
Por outro lado, também podemos verificar que a configuragao trivial ¢ = 0 nao pertence
ao espago dos minimos deste potencial. Por fim, teremos que para os valores a = ¢ =1
e b = 0, o superpotencial W® (¢, ¢) torna-se uma funcdo harménica dos campos, isto é
Wﬁg = Wﬁg, e consequentemente toda solugao serd solugao BPS [45, 46].

Estudaremos agora a estabilidade do modelo estendido (gb4+g0l6>. Sendo assim
devemos considerar o superpotencial (4.36) e os estados BPS (4.37) na expressao (4.20),

obtendo neste caso a expressao

uyr = b+ (¢c—1)tanh (z) £ \/(b + (1 + ¢) tanh (ac))Q , (4.38)

onde consideramos @ = 1. A fim de realizar um estudo analitico da estabilidade, elimina-

remos a raiz assumindo a condigao
b>|1+¢, (4.39)

de modo que os potenciais mecanico-quanticos (4.23) correspondem neste caso as expres-

soes (ver figura 1)

Up(z) = 4b% + 4% 4 8be tanh (z) — 2¢(2¢ — 1) sech? (2), (4.40)
U_(x) = 4—6sech’(z). (4.41)
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U, (x) Uy (x)
50 -
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Figura 1 — Potencial mecanico-quantico U, (z) associado ao modelo estendido (¢* + )
para diferentes valores dos parametros. Na esquerda, tracamos o potencial
com ¢ = —1, e b= 0.6 (linha solida), e b = 0.125 (linha tracejada). Na direita,
tragamos o potencial com ¢ = —2, ¢ b = 1.5 (linha sélida), e b = 1.1 (linha
tracejada).

Desta forma podemos observar que ambos apresentam a forma do potencial Rosen-Morse
IT [39] (ver apéndice A). Para o potencial U, (x) (4.40) vemos que os parametros de Rosen-
Morse II sao

A= —2c, B = 4be, (4.42)

onde pela condicao de estabilidade (A.3) devemos ter

c<0, <, 0<k<A— \J4[p||d, (4.43)

sendo k o numero de estados ligados (de modo que k € N). Devemos agora escolher
explicitamente alguns valores para os parametros b e ¢ que respeitem as condi¢oes descritas
acima. Por exemplo, perceba que se escolhermos b = 0 devemos ter pela condicao (4.39)

que ¢ = —1, resultando em
U,(z) = U_(x) = 4 — 6sech?(x), (4.44)

de modo que ambos potenciais sdo iguais e a estabilidade é garantida. Agora, se b < 0 a
condicao (4.39) nao pode ser satisfeita, impedindo a continuacao do estudo da estabilidade
neste caso, pelo menos analiticamente. Para finalizar, quando consideramos b > 0 vemos

que das condigoes (4.39) e (4.43), encontramos a condigao
14| <b<|e, (4.45)

que, por consisténcia, exige ¢ < —1/2. Além disso, analisando os possiveis valores de
vemos que no intervalo —3 x ¢ < —s, teremos somente um estado k = 0.
k, tervalo —1(14+2) <c < —1t t tado k = 0

Todavia, se agora considerarmos os valores em que ¢ < —%(1 + g), podemos ter as
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seguintes possibilidades

1 2

0, se ||(C+;> <b<|d,
k= ¢

1 2

Oand 1, se |1+c|§b<—(c+%) .

]

Podemos também perceber que o potencial U, (z) apresentard autovalores comuns ao do

(4.46)

potencial U_(z), isto é Ey = 0 e £y} = 3, somente se

b:\l(1+6)(1+20)27 (_1_?> <c< —1. (447)

(1+ 4c)

Na tabela 1, escolhemos alguns valores particulares para os parametros a fim de ilustrar

nossos resultados. Para todos esses casos, a estabilidade das solugoes estd garantida.

c b | k| Ey=uwi
-1 06 |0 0
-1 10125 |0 0

1 2.81
21 15 |0 0
-2 1.1 |0 0

1 3.24

Tabela 1 — Numero de estados ligados e seus autovalores para diferentes valores dos pardmetros b e c.

4.3 Modelo acoplado (¢4+SG) e estabilidade

Como segundo exemplo, vamos acoplar a teoria ¢* com a teoria sG descritos na
secdo 3.2. Sendo assim, partindo do superpotencial ¢* (3.10) e considerando a seguinte

fungao de deformagao (3.16)

¢ = f(x) =sin (B x), (4.48)
obtemos o superpotencial sG (3.18)
W00 = 5 eos (9) (4.49)

Pela fungao de deformagao (4.48) iniciamos o método de extensao escrevendo o superpo-

tencial ¢* nas seguintes expressoes equivalentes

Wil (e) = a(l—¢?), (4.50a)
Wd()l)(x) = acos*(By), (4.50b)
W6 = a(l-esin(Bx). (4.500)
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e de forma analoga podemos escrever o superpotencial sG como segue

(1) «Q

Wx (x) = Ecos(ﬁx), (4.51a)

(1)

W (9) = g 1 ¢, (4.51b)
W;I)(qb, ) = g 1 — ¢sin(B x). (4.51c)

Como temos uma certa liberdade na escolha dos pardmetros (4.7) e no arranjo dos ter-
mos, sera conveniente fazer by = b3 = 0, a fim de eliminarmos os ultimos dois termos
equivalentes de \7\7;1) que apresentam funcionais com raiz quadrada. Sem perda de gene-
ralidade, escolhemos ainda fazer p; = po = ¢z = 0, de modo a fixar by = 1, p3 = 0 e
¢2 = —q;. Portanto, podemos especificar as fungdes g substituindo as equagoes (4.50) e

(4.51) na condigao (4.9) junto com os parametros, obtendo assim

0205(6,X) = — B (2a1 sin (BX) + a2 ) cos (B x)- (4.52)

Por uma integracao simples, temos

300) = =7 (201 6sin (3) + 7 ¢ cos (9). (4.53)

2

assim como
g(x) = 0;6 <2a1 + a;) sin®(3 x) cos (B x), (4.54)

ao utilizarmos a funcdo de deformagao. Substituindo os resultados acima no ansatz (4.5)

e (4.6), obtemos respectivamente
Wi (6,x) = alarcos’(Bx) + a2 (1 — ¢sin(Bx)) + (1 — ar — az) (1 - ¢°)], (4.55)
WP(g,x) = a ll cos(Bx) + <2a1 + a;) sin® (3 x) cos(B x) — a1 B ¢sin(2 3 x)

B

_wf

5 ¢* cos(f3 X)} , (4.56)

onde devemos realizar integragoes simples para obtermos o superpotencial de dois campos
da forma

3

W, x) = «a [szﬁ—(l =)~ gsind(5x) — 2 Fsin(5x) + gzsm(/a X)

+i1’> (Qal + a;) sin®(3 X)] : (4.57)

Observe que agora temos acoplado o campo ¢ com y, mostrando que o método de extensao
gerou o modelo (¢*+sG). Este modelo é uma generalizacio dos modelos de campos
acoplados nao lineares desenvolvidos recentemente em [47]. Podemos verificar diretamente

que as configuracoes

¢(z) = tanh (o x) e x(x) = ;arcsin (tanh (o)), (4.58)
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sdo as respectivas solugoes BPS da equagao de primeira ordem (4.1) quando as deriva-

das parciais forem definidas por (4.55) e (4.56). Este modelo BPS conecta os minimos
P
tabilidade do modelo (¢4 + sG), consiste agora em substituir o superpotencial (4.57) e os

degenerados m; = (—1, —ﬁ) com mey = (1 ), com energia Fgps =2« (% + %) A es-
estados BPS (4.58) na expressao (4.20). A fim de simplificar, escolhemos fazer as = —2a;

e a = 1 de modo que
3 1
ug = =3 tanh(z) + §sgn(x) tanh(x), (4.59)
onde sgn(x) é a fungao sinal. Da equagao acima, obtemos os seguintes potenciais mecanico
quéantico (4.23)

Ur(z) = ;(5 T 3sgn(z)) — 2(2 F sgn(x)) sech?(x). (4.60)

Os potenciais acima podem também serem associados ao potencial Rosen-Morse 1T (A.1),
sendo B = 0 e a = 1. Contudo, devido a fungao sgn(z), podemos ver da figura 2 que
eles agora serao descontinuos de modo a requerer uma atencao mais especial no que diz
respeito ao nosso objetivo de determinar os autovalores. Com esta finalidade, consideremos

a equacao de Schrodinger
[~ —E+U(x)| ¥(z) =0, (4.61)

assumindo A = 2m = 1 e que as energias discretas E sao definidas pelo seguinte potencial

composto e descontinuo
U(r) = U (2)0(—2) + UM (2)0(2) = Y 0(rkx) U™ (2), (4.62)

onde 6(z) denota a fungdo degrau unitério, kK = {L, R} de modo que §(Lz) = 0(—x) e
9(Rx) = 0(x), e UL/ (z) os dois correspondentes potenciais continuos e simétricos, os
quais admitimos que os correspondentes niveis de energia e func¢ées de onda de todos os
estados estacionarios sao conhecidos. Uma vez que as func¢oes de onda nao podem ser
qualquer fungdo, devemos pressupor que V(x) e 9, V(x) = V'(x) sejam continuos em
x = 0, além de ¥(z) ser nulo nos extremos (¥(+o0) = 0). Desta forma, podemos seguir
os procedimentos introduzidos em [48, 49] a fim de determinarmos os niveis de energia no
caso de potenciais compostos, fazendo uso do chamado teorema de fatorizacao da funcao

de Green [50]. Iniciemos considerando as funcdes de Green para os potenciais U*/f) ()
=02 —E+ U™ (2)] G¥(2,2/ E) = 6(z — 2, (4.63)

para £ = {L, R}, de modo que G'*/®)(z, 2/, F) sdo as funcdes de Green associadas aos
respectivos potenciais U™ (z) e U (z). A funcdo de Green deve ser limitada nos extre-
mos G (z=+00,2'; E) = 0, para ambos os casos k = {L, R}, enquanto a diferencial

9, G¥)(z,2'; E) apresenta descontinuidade em z = 2’ = 0, de forma que
0, G (0,0 E) — 0, G (0,07; E) =1, (4.64)
9. G*(0,0%; E) 4+ 0, G"™(0,07; FE) = 0, (4.65)
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para os limites 2’ — 0. A eq.(4.64) é uma identidade geral, enquanto a expressio (4.65)
¢ uma consequéncia da simetria no ponto x = 0, onde sera util para simplificarmos as
analises. Multiplicando a eq.(4.63) por ¥(z) pela esquerda e a eq.(4.61) por G (z, 2'; E),

obteremos ao subtrair os resultados e considerar a relacao
(U(x) = U") W(2)GW)(,2'; E) = —k(—kx) AU G®) (2,2 B)¥(x), (4.66)
onde denotamos AU = U (z) — U (z), as seguintes expressdes

U(z) 0> G (z, 2", E) — G (x,2; B)V"(x) — kf(—rz) AU G (z, 2'; B)¥(x)
= —U(x)d(x — '), (4.67)

para k = {L, R}. Integrando a eq.(4.67) de (0, c0), e realizando uma integragao por partes
assumindo ¥(x = +00) = 0 e G (x = 400, 2'; £)=0, obtemos

G(0,2"; E)W'(0) — ¥ (0)G™(0,2'; E) — /1/000 dz§(—kz) AU G (z,2'; E)U(x)
= —U(2)0(z'), (4.68)

para k = {L, R}. Analogamente, podemos agora integrar de (—oc, 0) para obter

U(0)d, G™(0,2"; E) — G™(0,2'; E)W'(0) — & /_ " 0(—kx) AU G (x,2'; E)¥(z)
— —U()0(x"). (4.69)

Deste modo, podemos considerar k = {R} na eq.(4.68) e kK = {L} na eq.(4.69) para

descrever a seguinte relacdo compactada
G (0,2"; E)U'(0) — U(0) 9, G(0,2"; E) = —k¥(a')0(ka'), (4.70)
que ao assumirmos os limites z — 0%, teremos

kU(0) = T(0) 9, G (0,07 E) — W' (2)G"(0,0; E), (4.71)
0=U(0)0, GX (0,07 E) — ¥'(0)G"(0,0; E). (4.72)

Somando as duas expressoes acima e usando a relagao (4.65), encontramos

T(0) = —29(0)GR(0,0; E), (4.73)
—U(0) = =20 (0)GP(0,0; E), (4.74)

de modo que podemos escrever
[G(0,0; E) + G1(0,0; B)| ¥'(0) = 0. (4.75)

Para o caso U'(0) = 0 teremos que G*)(0,0; F), para x = {L, R}, apresentard um polo

em FE = Ej, uma vez que estamos assumindo possuir estados ligados. Assim FEj serd um



Capitulo 4. Meétodo de extensdo para dois campos 37

T+ () U_(x)

Figura 2 — Potenciais mecéanico-quanticos descontinuos UL (x) associados ao modelo es-
tendido (¢* +sC), para a =1 e ay = —2a;.

autoestado comum para ambos potenciais U e U®) . Todavia, para ¥’ (0) # 0, obtemos

a seguinte equacgao transcendental
G1(0,0; E) + G®(0,0; E) = 0, (4.76)

cujos autovalores F permitidos pelo potencial composto U sao todos os valores que satis-
fazem a equagao acima (4.76). Sendo assim, devemos agora prosseguir na determinagao da
funcao de Green associada aos potenciais U e U isto é, devemos determinar a funcio
de Green associada ao potencial Rosen-Morse II [51] com B = 0 e o = 1. Neste cenario,
descrevemos a funcao de Green associada ao potencial Rosen-Morse 11 (G(RM)(m, ' E))
por

[— 0% +A'sech?(z) — E/} GEM (g 2. E) = —id(x — 2'), (4.77)
onde consideramos i =2m = 1, A’ = —A(A+1),e E' = E— A? com A sendo o parametro
dado em (A.1). A fim de determinarmos G#)(z, 2'; E), consideremos a seguinte equagio

de Green para [ e m inteiros
{— 9% —1(1 + 1) sech?(x) + mﬂ (tanh(x)\ tanh(:ca)) = —i0(z — x,), (4.78)
cuja solucao é bem conhecida

(tanh(zy)] tanh(z,)) = —;F(m DT +m+1) x

m,l

O(zp — x,) P (tanh(zp) ) P ™(— tanh(z,)) + (xp <> x4)|, (4.79)

onde 6(z) é a fungao degrau unitéria, I' = I'(m, L) a funcdo gama, e P/"(z) s@o os polino-
mios de Legendre associados. Observe que as fungoes acima estam descritas em termos
dos parametros discretos m e [. Todavia, uma vez que a funcao gama e os polindmios
de Legendre sdao bem definidos no dominio complexo, podemos estender o dominio das

variaveis discretas para o continuo, de modo que
I =I(y). (4.80)

1 142\2 1—
P(y) = ( ) F(— 1 -1—b-) 4.81
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onde aqui consideramos a, b, e y varidveis reais, e F'(a,b;c;y) a fungdo hipergeométrica.

Deste modo ao compararmos a eq.(4.77) com a eq.(4.78), vemos que
I(A) = A, m(A,E) =V A2 - FE. (4.82)

Por consequinte, podemos indiretamente derivar a funcio de Green G (g, 2'; E) subs-

tituindo as relagbes acima (4.82) na eq.(4.79), de modo que

GEM) (3 o' F) = —%F(\/A2 —E-AT(1+A+ VA —E) x

0(x — 2/ )PV P (tanh(z)) Py VA P (— tanh(a') + (z < 2')|, (4.83)

que ao considerarmos o caso particular x = 2’ = 0, obtemos

i T(VAZ—E - A)
212 (14 VAT E)
[ (L+ A+ VAT = B) 12 (L/FE) 12 (2:/7E)
: : C(484)
JEE Hee

GEM (0,0, F) = X

O espectro discreto de autovalores satisfaz a relagao

. /. o i(_1>k 2

Iilir%k(E—Ek)G(x,x7E) = VA2 — E,T(14+2A—k) x
[e(x — )PV E (tanh(2)) Py VB (= tanh(2))
o m’)} (4.85)

Retornando para o nosso caso em particular, podemos decompor o potencial U, (z) (4.60)

Ccomo segue

UELL) — 4 6sech2(a:), UJ(FR) =1-2 sechQ(:C), (4.86)
de modo que
. (3—F) R ivV1I-—FE
G(L) 0.0:E) = 1(7 G( ) 0.0:E) = — . 4.87
+ ( (g ) QEM’ + ( » Yy ) 2 E ( )

Substituindo a equagdo acima (4.87) na equacao transcendental (4.76), permite escrever
EVv1—-Ev4—-E+EB-FE)=0, (4.88)

sendo assim permitido somente o autovalor E = 0 para o potencial descontinuo U, (x).
Pela eq.(4.85), podemos ver que o autovalor da energia zero é comum aos potenciais de-
compostos, o que é consistente com o fato de £ = 0 ser um poélo da fungao de Green (4.83)
para ambos os casos. Uma equacgao transcendental idéntica sera obtida para o potencial

LR _ R/

U_(z), uma vez que U~ , que novamente permitird apenas o autovalor de
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Figura 3 — A linha sélida (vermelha) é o grafico da solucio ¢(*) para os valores de para-
metros a; = 3 e ay = —1. A linha tracejada (azul) é o gréfico da solucao ¢(~)
para os valores de parametro a; = —1 e ay =1, com o = 1.

energia zero. Esses resultados nos levam a garantir a estabilidade para as solugoes BPS
do modelo estendido (¢* +sG), pelo menos para nossa escolha particular de parametros.

Podemos constatar que o superpotencial (4.57) gera também os minimos degene-
rados (—1, (2k — %)%), e (1, (2k + %)%), sendo k € Z. De modo que podemos destacar a
existéncia de outras solugoes BPS, onde um exemplo em particular sao

(1 _ a'l) _ 6(72(17a1)+a2)ax

() () — () = (o _ L
¢ (x) o ((1 _ a1) _ a2) + e(=2(1—a1)+az)az’ X (x) o B <2k 2)’ (4'89>

quando os pardmetros a; e as satisfazem as restrigdes as < (1 — ay), e as # 2(1 — ay),

pois do contrario teremos que ¢~ (x) torna-se uma exponencial ao violarmos a primeira

restricado, e uma constante na violacao da segunda. Pela escolha k£ = 0, temos que estas

solugbdes conectam o minimo m; a um novo minimo mg = (1_1;1“_1@ , —ﬁ) A energia BPS

sendo agora da forma
3
IeY ‘2(1 — al) — CLQ‘

E = 4.90
BPS 6 (1_a1_a2)2 ( )
Uma outra solugao possivel é dada pelas seguintes expressoes
1—a ) + e(2(1—a1)—a2)a:v T 1
() = L@ D(z) =T (Qk: > 1.91
Qb (x) (CLQ — (1 — al)) + e(2(-ai)—az)az’ X (ZL‘) B + 2)’ ( . )

quando ay > (1 — al), e novamente ay # 2(1 — a;). Para k = 0, as solugbes agora

__l-an 7w
l—ai—a2’ 23

(4.91) geram a mesma energia BPS que as solugoes em (4.89), dada na eq.(4.90). Plotamos

conectam o minimo msy para o novo minimo my = ( ) As novas solugoes em

ambas solucbes ¢~ (z) na figura 3.

4.4 Modelo acoplado (sG + E) e estabilidade

Com o método da extensao objetivamos acoplar agora a teoria sG com o modelo-E,

onde ambos estao representados na se¢ao 3.3 juntamente com a func¢ao de deformacao que
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relaciona as teorias. Tendo o superpotencial do modelo-E (3.21)
1
1 _ 2
W,g () = a (1 +n) cos (2ln(1+n) ), (4.92)
e a seguinte funcao de deformacao (3.23)
n=f(x)=e’*—-1, (4.93)

obtemos o superpotencial sG (3.18). Desta forma, podemos escrever as seguintes expres-

soes equivalentes para o modelo-E

Wél)(n) = a(l+mn)cos <; In(1+ 77)2), (4.94a)
W,gl)(x) = ae’Xcos(fy), (4.94b)
Wil (n.x) = a(l+n)cos(8x), (4.94c)
e para o modelo sG
W;l)(x) = g cos(x), (4.95a)
W) = gcos (; In(1 + n)?), (4.95b)
VAVS)(n, X) = 2; [Cos (52)() cos (i In(1+ 77)2> — ;] : (4.95¢)

Substituindo as equagoes (4.94) e (4.95) na condigao (4.9) com p; = g3 = 0, obtemos

P20y (1, X) = @ (1,X) = —aBare’(cos(3x) —sin(3x)) + a Bas(1+n)sin(3x)

e () ()

(0% bg

B(1+mn)

Assim podemos agrupar os termos de modo que apds uma integragao simples, resulta nas

sin (; In(1+ 77)2>. (4.96)

seguintes fungoes g

g(n,x) = —« Z;eﬁx cos(Bx) — gzz a j(_ m sin (; In(1+ 77)2), (4.97)
2ab 1 2
g(n,x) = _ﬁaqz cos (ﬂ;() cos <4 In(1 + 77)2> - aﬁcqf (77 + 772 ) sin(Bx), (4.98)

onde utilizaremos novamente a funcao de deformacao para reescrever as expressoes acima

nas respectivas formas

bs 1
g(n) = —O;C:(l + 1) cos (; In(1+ 77)2) — ;;p:; 1251:—777)7) sin <; In(1+ 77)2), (4.99)
i) = _2;;22 cos? (52)() — aquz (e2ﬁx _ 1) sin(6 x). (4.100)
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A partir desses resultados, retornamos no ansatz (4.5) e (4.6), obtendo

W,gz)(n, X) = aax(l1+n)cos(Bx)+ a(l —a)(l+n)cos (; In(1+ 7])2)

aby; (In(l1+n)—Bx) . /1 5
+ 7 ( T ) sin <2 In(1+n) ), (4.101)
W) = G0 b cos(r) + 4% cos 1+ 0)?)
“Laﬁza2 (2% = (14+n)) sin(B x). (4.102)

Assim construimos o superpotencial de dois campos

WO, y) = %(1 — az)(1 +17)? [2 cos (; In(1 + T})2) + sin (; In(1 + 77)2)}

a@bd {(BX In(1+ 77)) cOS (; In(1+ ,7)2> + sin <; In(1 + 77)2”
+ a a9 <77 + 77;) cos(Bx) + TO [(5 _ ezﬁx> cos(Bx) + 2625Xsin(5 X)}
+§2(1 — b3) sin(B x), (4.103)

para o modelo (sG + E) ao acoplarmos o campo x com o campo 7. Este superpotencial

suporta as seguintes configuragoes BPS

. 1
arctan (sinh (az)) _ e x(z) = B arctan (sinh(a x)), (4.104)

conectando os minimos degenerados m; = (e_”/Q —-1,-7/2 B) e my = (e”/z —1,7/2 B),

n(r) =e

com energia

Epps = 5+ cosh) . (4.105)

=
Para estudar a estabilidade do modelo (sG + E), devemos agora considerar o superpoten-
cial (4.103) e os estados BPS (4.104) na expressao (4.20), obtendo

b
Uy = g{SGCh(Oé .T) + (aZ + bg _9o4 63 —2arctan(smh(a:p ) + ay 62 2arctan(smh(az)))tanh(a SL’)

2
+9 [(%6— arctan(sinh(a z)) + ay 5 earctan(sinh(a :c))) tanhQ(a ZL’)

e—4 arctan(sinh(a z))

+ 454 (62 2 arctan(sinh(a z)) SGCh(Oé [L’)

213
_(52 e?arctan(smh(aw) )<b3 + ay 62 2arctan(smh(ax)))tanh<a l‘)) 1 } (4106)

Novamente, com objetivo de realizarmos um estudo analitico do potencial mecanico quan-
tico associado, escolhemos ay = b3 = 0, de modo que ao substituirmos a eq.(4.106) na
eq.(4.23), resulta
Uio)(x) = a® — o’ sech?(az) — 3a?sech(a z) tanh(a z), (4.107)
UEO)(I') =a? —2a’sech’(ax), (4.108)
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Figura 4 — Potenciais mecanico-quanticos U, (linha sdlida) e U_ (linha tracejada) do
modelo estendido (sG + E) para as = b3 =0, e a = 1.

correspondendo respectivamente nos potenciais Scarf II (A.1) e Rosen-Morse II (A.6).
Todavia, esta escolha de parametros trivialmente desacopla os campos 7 e x, como pode
ser visto na figura 4.

Dada a dificuldade de analisarmos analiticamente os potenciais quanticos para um
valor mais geral dos parametro as e b3, partiremos entao para uma analise qualitativa de
aproximacao dos estados ligados para algumas configuracoes de parametros. Sendo assim,
o0 maximo que poderemos garantir aqui ¢ que existe estabilidade para alguns valores muito
pequenos dos pardametros, ou seja, os potenciais possuem o modo zero como seu estado
fundamental, e ndo ha autovalores de energia negativa. Claro, uma analise mais precisa e
geral requerird um estudo numérico mais profundo.

Comecemos considerando alguns pequenos valores dos pardmetros as e bs, e no-
temos como o potencial se deforma por essas pertubacoes. Nas figuras 5 e 6 plotamos
os potenciais para algumas configuragoes com a; = 0, e b3 com alguns valores pequenos.
Enquanto, nas figuras 7 e 8, plotamos configuracoes com b3 = 0, e ay pequeno. Portanto,
uma vez que valores nulos de a; e by geram potenciais mecanico-quanticos exatamente
soluiveis desacoplados, podemos perceber que para valores muito pequenos dos parametros
(< 1072), continuaremos possuindo potenciais exatamente soliiveis com acoplamento fraco
(ver figura 9). Permitindo assim desenvolver uma teoria de perturbagao independente do
tempo que determinara as corre¢des perturbativas nos autovalores, onde consideraremos
correcoes de primeira ordem. Primeiramente consideremos as = 0 e by = A < 1072,

[

obtendo o seguinte Hamiltoniano perturbado
H = Hy+ \H;q, (4.109)

co1m

Hy=—— + . M = : (4.110)
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onde Uio) sdo os potenciais exatamente soliveis (4.107) e (4.108), enquanto Uj(cl) sao as

correcoes de primeira ordem, que neste caso sao dadas por

2
Uil) _ _22 e*Qarctan(Sinh(az)) (2 —3 SeCh2<Oé I)) : (4111)
vl = —a? (2 — 3 sech?(a a:)) : (4.112)

No tratamento perturbativo, o espectro de autovalor E} serd expandido em série de po-

téncia A, da seguinte forma
Ey=E" + EM + ... (4.113)

onde E,EO) sao os autovalores nao perturbados, representados neste caso respectivamente
por (A.2) e (A.7). Enquanto E,El) sdo as corregoes de primeira ordem determinadas pela

expressao

B = [ [@U @) + o3 @)U (@) ou(a)] da. (4114)

onde py, € 0y sd0 as autofungdes associadas aos potenciais Scarf II (A.8) e Rosen-Morse 11
(A.4), respectivamente. Sendo assim, ao compararmos as formas explicitas das eqs.(4.107)
e (4.108) com as dos potenciais exatamente soltiveis, teremos A = a em ambos os casos,
enquanto B = — a para UJ(FO), e B = a para U, Ap0s os calculos, concluimos que ambos

possuirao somente o estado fundamenteal £ = 0, o modo zero, com

U, = ( po() ) _ ( sech(q z)earetan(sinh(a ) ) | (4.115)

oo(x) sech(a x)
e energia E(()O) = 0. Agora, usando explicitamente a eq.(4.114) vemos que a corregao per-
turbativa para este cendario serd nula (E(()l) = 0). Portanto, até primeira ordem de corregao,

vemos que os potenciais perturbados apresentarao somente o estado fundamental com au-
tovalor nulo (Ey = 0).
Consideremos agora o caso by = 0 e as = A < 1072, De modo similar, encontrare-

- o 1
mos em corregoes de primeira ordem Uj(_L)

vl = —o? (2 — 3 sech®(a ) — 2 sech(a z) tanh(a x)) : (4.116)
UY = o2 g2 ePurctan(sinh(az)) (2 — 3 sech?(a z) — 2 sech(a ) tanh(a x)) . (4.117)

Determinando novamente os pardmetros e as autofungdes, e retornamos na eq.(4.114),
descobrimos que a correcao de primeira ordem para o modo zero também desaparece.
Portanto, podemos garantir que em corregoes de primeira ordem o regime de acoplamento
fraco, para as < 1072 e b3 < 1072, descreve um modelo estendido (sG+E) estével. Como ja
mencionamos, valores mais gerais dos parametros de acoplamento, requerirda uma analise

numérica mais completa do problema espectral.
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Figura 5 — Potenciais mecanico-quanticos Uy (na esquerda) e U_ (na direita) para as = 0

e a = 1. Para ambos, plotamos os valores b3 = 0, b3 = —0.01, e b3 = —0.8,

Ui (x)

representado com linhas pontilhadas, solidas e tracejadas, respectivamente.

gt b
pavrtt

Figura 6 — Potenciais mecanico-quanticos Uy (na esquerda) e U_ (na direita) para as = 0

and a = 1. Para ambos, plotamos os valores b3 = 0, b3 = 0.01, e b3 = 0.4,

Uy (x)
1225
1
1

2.0¢
h

representado com linhas pontilhadas, solidas e tracejadas, respectivamente.

1

l
1.5
q

0

043
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-1.0R

Figura 7 — Potenciais mecanico-quanticos U, (na esquerda) e U_ (na direita) para b3 = 0
e a = 1. Para ambos, plotamos os valores a; = 0, as = —0.01, and ay, = —0.8,

representado com linhas pontilhadas, solidas e tracejadas, respectivamente.
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Figura 8 — Potenciais mecanico-quanticos U, (na esquerda) e U_ (na direita) para by = 0
e a = 1. Para ambos, plotamos os valores a; = 0, as = 0.01, and as = 0.2,
representado com linhas pontilhadas, sélidas e tracejadas, respectivamente.

U (x)
215

201

ot
o8
||||||||

Figura 9 — Potenciais mecanico-quanticos U, (na esquerda) e U_ (na direita) para as = 0
e by = 0 (linha pontinhada), as = 0.01 e b3 = 0.01 (linha sélida, e as = 0.1 e
bs = 0.1 (linha tracejada).

4.5 Modelo acoplado (gb4 +C4I) e estabilidade

Para finalizar os exemplos do método de extensao para dois campos, consideremos
o acoplamento da teoria ¢* com a teoria ¢* descritas na secdo 3.4. Iniciando com o

superpotencial ¢* (3.10) e considerando a seguinte funcio de deformacao (3.24)

2
ol =f(() = 1—22, (4.118)

obtemos o equivalente ao superpotencial do modelo ¢*' (3.26)

2
W) = —aw(y|1- 22 (4.119)
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onde w é definido pela eq.(3.28). As expressoes equivalentes do superpotencial $* podem

Ser expressas na forma

Wi(g) = a(l-¢), (4.120a)
W) = g‘gz (4.120D)
(0

w6, Q) = §\/1— (4.120¢)

enquanto as do superpotencial deformado ¢*' na forma

7o ¢*
c Q) = —aw(y|1- ?, (4.121a)
(D
Wl9) = —apey1-¢ (4.121b)
(D
We(9,0) = —a¢C. (4.121c)
Utilizando as expressoes acima e fazendo p, = g3 = 0, de modo que p3 = —p; € ¢2 = —qu,

na condicao (4.9) resulta

plgc(C>—q2§¢(¢,C)=—a<2;+bz C—a<aﬁ2+ﬂb3> \/1—¢2

@ dew 2

Agora, agrupando os termos acima e realizando integragoes, obtemos

__ o (2m 2
9(¢) = o ( 7t b2> ¢, (4.123)
N af by ¢’
9(0, ()= — 2+263 Hy/1— ¢? +f—arcsm(¢)—2a—(' 1—- =25, (4.124)
2¢o ) 54
onde podemos utilizar a funcao de deformacao para reescrever
B 046 2a1 e
9(¢) = o ( i bz) (1—¢7), (4.125)
2 2
§(C)=g;;<gg+2b3>c 122+§;Z§arcsin< 1;)
bl ¢
o ¢ ek (4.126)
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Retornando as expressoes acima no ansatz (4.5) e (4.6) obtemos

2
Wi (6,0) = a<1—a2+52b2> (1 ¢ +%g¢1—7 O‘bQ (4.127)

W<(2)(¢; () = O;Cg <¢> V1 — ¢ + arcsin (¢)) — aby ¢C—a;ﬁa2 arcsin | 4|1 — 7

2
—aw<;;2+1—b2>g 1—22, (4.128)

de forma que o superpotencial para (¢4 +¢Y ) serd

W(2)(¢7C) =« (1 —as+ sz2> o (1 — ¢> + %( (gbm—i—amsm )

et )

3 2,57 Gx

2 2
+ozc;a2 \1?22 — éarcsm - 22 ; (4.129)

onde temos acoplado o campo ¢ com (. Embora tenhamos visto que o superpotencial

de um campo ¢* (3.26) seja uma definicio que extrapola o formalismo de deformacdo,
podemos mesmo assim verificar que o método de extensao é valido e suporta as seguintes

configuragoes como estados BPS
¢(z) = tanh (o x) e ((z) = Bsech(a ). (4.130)

Em outras palavras, podemos verificar que as configuragoes acima satisfazem a equacao
de primeira ordem para dois campos (4.1) quando as derivadas parciais forem dadas
respectivamente por (4.127) e (4.128). Os minimos degenerados conectados sao m; =

( -1, 0) e my = (1, O), de modo que a energia serd

2«

Epps = 5 (2+5°). (4.131)

Verifiquemos agora a estabilidade do modelo estendido (¢4 + ¢ ) Assim ao consi-

derarmos o superpotencial (4.129) e os estados BPS (4.130) na expressao (4.20), teremos

uy = —2atanh (o z) + a, (4.132)

onde estamos assumindo por simplicidade que 5 = 1 e as = b, —1. Os potenciais mecanico-
quanticos (4.23) descritos a partir da expressao obtida acima (4.132), ficam (ver figura
10)
Uy(z) = 50> —4a’tanh (ax) — 6a’sech? (ax), (4.133)
U_(z) = 5a*+4a’tanh(az) —6a’sech’ (ax). (4.134)
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. ; \ N . . .
) -2 \/ 2 4 =4 -2 2 4

Figura 10 — Potenciais mecanico-quéanticos U, (na esquerda) e U_ (na direita) do modelo
estendido (¢* +¢*') com o = 1.

Ambos sao o potencial Rosen-Morse II (ver apéndice A.1), cujos pardmetros de U, (x)
devem ser A = 2a e B = —2a?, enquanto para U_(z) sio A = 2a e B = 2a? De

maneira que o autovalor de ambos os casos sao Ey = 0 (A.2), possuindo somente o estado

fundamental.
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5 Método de extensao para trés campos

No capitulo anterior formalizamos o método de extensdo para dois campos [26].
Sendo assim, neste capitulo partiremos dessas construgoes para generalizar o método de
extensdo no caso de trés campos [29], de forma que construiremos agora algumas teorias
estendidas de trés campos a partir de trés teorias de um campo. Novamente focaremos em
teorias de um campo BPS, desenvolvidas no capitulo 3, onde utilizaremos aqui os campos
®, ¢, e x para ilustrarmos o método generalizado e a notacdo W) para representar os
superpotenciais das teorias de um campo e W) o caso estendido.

Partindo de uma teoria BPS para o campo ¢, e considerando duas funcoes de

deformacao que relacionam este modelo com os outros campos BPS da forma

o= filp), o= fa(x), (5.1)

resulta que

o =F:00 = £ (L00), (5.2)

sera uma terceira fungdo de deformacao relacionando naturalmente os campos restantes.
Portanto, podemos utilizar as eqs.(5.1) e (5.2), e suas inversas, na teoria de um campo ¢

para reescrevermos a equagao de primeira ordem em sete modos equivalentes

¢ =We), ¢ =W(p), F=w"(), o =W(ey)
¢ =W (e, x), & =W (ex), ¢ =W (e, 0 x), (5.3)

onde variamos entre uma substituicao total e parcial, no qual estd tltima novamente
podera gerar ambiguidades de escolha. Utilizando a func¢ao de deformacao inversa ¢ —
fr1(¢) para escrevermos Wé}) (3.7) e, em seguida, proceder de modo similar ao caso

anterior, obtemos

o =W, ¢=WD(e), =W, ¢=WP(ey),
o =W (p.x), ¢ =W"(g,x), & =WL(b e x). (5.4)
Analogamente, da funcio inversa x — f; '(¢) obtemos W)El) (3.7) (para diferenciar os

casos deformados estamos usando W para um caso e W para o outro), de forma que

o~

W), ¥ =Whe), ¥=W")., X=WD0x),
=Whex), X =WP(o,0), X =W e x). (5.5)

[
=

X/
X/
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Agora, faremos uma generalizacdo dos ansatz usados em (4.5) e (4.6) para sistemas de

trés campos, na seguinte forma

W (6, 0.x) = aWi () + WP (@, 0) + s (6) + aaW i (x) + as WP (6, %)
+agW (0, X) + arWSP (6, 0. %) + 11 g(9) + 12 9(6,0) + p3 9(9)
+p19(X) + D5 g(é, X) +p6 9(0 X) + 7 9(d, ¢, X), (5.6)

ng3)(¢, P, X) = bIW(l (i0) + baW¥, (¢ ®) + b3W '(¢) + b4W(1)( )+ b5W(1)(¢, X)
+bs W (0, x) + b7Wé”(¢>7 0. X) + @ 3(0) + a2 5(¢,9) + a3 §(0)

+q4 g(x) + a5 9(0, x) + 46 9(p, X) + a7 §(9, 0. X), (5.7)

(90) + CZWS)(Q @)+ C3W§1)(¢) + C4W>£1)(X) + C5W>El)(¢a X)
+c Wi”(so, X) + erW (¢, 0,X) + 71 §(0) + 12 §(, ) + 13 §(¢)
+14 §(x) + 75 9(0, x) + 76 9(p, X) + 17 G(0, 9, X), (5.8)

W (g, 0,x) =

onde os parametros devam satisfazer

7 7

7 7 7 7
Zaizzbi:ZCizla € Zpi:Zqi:Zm:O. (5.9)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

A continuidade e suavidade da funcao W® (¢, ¢, X) resulta agora nas seguintes condigoes

&) _p® &) _p® &) _
w=wl  wP=wl  w®=w

® ® X PX X’

(5.10)

as quais serao usadas para determinar as fungoes g. Portanto ao substituirmos as eqgs.(5.6)-

(5.8) nas condigoes acima (5.10), obtemos respectivamente

0 = p1 95(9) + P2 9o(D, ©) + D6 9o (0, X) + D7 9o (D, 0, X) — @5 G (&, X) — 43 G (D)
— 2 (6, 0) — 47 Gs(b, 0, X) + a1 W5 () + as W) (6, ) + a6W¢§2(<p, x) (511
+arWi(6, 0, x) — baW (0, 0) — bW (@) — bW (6, x) — bW (8, 0. %),

0 = P4 gy (X) + 5 9x (@, X) + D6 Gx (0, X) + 7 9 (D, 0. X) — 75 G (D, X) — 73 G (@)
—12 (6, ) — 7 4s(b, 0, X) + aaW§ ) (x) + asWik (6, x) + asWi (0, x)  (5.12)
+ar W (6, 0. x) — W (6, ¢) — csW () — s W (6, x) — W (6, 0, %),

finalizando em

0 =71 9p(0) + 72 Gp(d, 0) + 76 §o (2, X) + 77 G (D, 0, X) — 44 Gx(X) — @5 Gx (D, X)
—6 Gy (0, X) — a7 G (6, 0, X) + bW (X) + bW (6, x) + bW (0, x)  (5.13)
+b W (6,0, %) — s W () — W (0, 0) — esW (0, x) — erW (9, 0, X).

Como foi mencionado, utilizaremos das rela¢oes acima para determinar a forma especifica

das fungoes g onde novamente teremos uma certa arbitrariedade de escolha nos parametros
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e no arranjo dos termos. Apés determinarmos as fungoes g retornamos as eqs.(5.6)-(5.8)
de modo a obtermos as expressoes de Wf)(qﬁ, ©y X)s Wég’)(qﬁ, v, X) e WS)(gb, ©, X) que, por
integracoes simples, resulta na expressio W® (¢, ¢, x). Além disto, podemos verificar di-
retamente que a solugao do modelo estendido de trés campos sao as respectivas solucoes
BPS para os modelos de um campo. Todavia, devemos ter agora duas funcoes de defor-
macao estendidas para definir uma 6rbita no espaco das configuragoes.

Seguiremos descrevendo a estabilidade linear para trés campos BPS para, em se-

guida, ilustrarmos o método de extensao explicitamente.

5.1 Estabilidade linear para trés campos

Utilizando o formalismo desenvolvido na secido 2.2 e os resultados particulares
da secao 4.1 para dois campos BPS, busquemos descrever agora a estabilidade classica
ou linear no caso particular de trés campos escalares acoplados BPS [1]. Somente por
ilustracao, continuemos com os campos ¢, ¢ e x.

Pelas perturbagoes lineares (2.18), em torno dos seguintes campos estéaticos ¢(x),

o(z) e x(x), da forma

O(t,x) = )+ Z pr(x) cos (wgt), (5.14)
Dy(t,x) = )+ Z ok (x) cos (wyt), (5.15)
O3(t,x) = )+ Z &r(x) cos (wyt), (5.16)

obtemos novamente um problema de autovalores tipo Schrodinger HUy(x) = wi Wy, mas

agora
22 Voo Voe Vox pr(z)
H=- a2 Voo Voo Vox ; Ui(z) = | okx(z) |, (5.17)
Yo Vae Vi /g ewxen & ()

com a matriz descrita em termos dos campos estéticos ¢(x), p(z) e x(z). Considerando

que o potencial V (¢, ¢, x) seja BPS, podemos escrever

_ (3)\? 3)p17(3) (3)\? 3)117(3) (3)\? (3)
Voo = (Wi)) + WIWE, + (WD) + WOWE), + (W) + wPwg),, (5.18)

Vo = (W) 4 WOWEL+ (W) + WOWEL 1 (WE)' + WO, (5.19)
Viw = (WE)* + WO, + (W) + WEWE, + (W) + WO e, (5:20)
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B ® L @y e) 3 (3) 773 )
Voo = WiIWSD + WOWE) + WEWE + wOWE)  + wiw® + wOw) | (5.21)

P X

Gw® L 3)
Vo =W W) + WOWE), + WAwe + wEw? + wiwe + wHws) | (5.22)

Vo =WEIWSE + WOWE), + WEWE) + WEOWE) + wEWE + wPw?) | (5.23)

pPx

permitindo definir o operador linear

(3 (3

=
w
=

) (

d W(Z():'f; de W¢x

4@ _ 3 3
A, = t— + W, W = W%; we w , (5.24)

(3) (3)

Wao Wie W/ s w@nen
de modo a reescrever o operador tipo Schrodinger

H=ATA_ =A/A_. (5.25)
Portanto, como ja temos constatado da condigao AL = A+ no caso de dois campos,

novamente observamos que o operador tipo Schrodinger H sera positivo semi-definido
(wrp, > 0V k) e com estado fundamental (2.26) coincidindo com o modo zero (wy = 0),

dado agora por

po(z) ¢ (z) Wi (@)
o(x) = | oo(z) | =No| (x) | =No| WP(x) |, (5.26)
&() X (@) W ()

onde Ny é uma constante de normalizagao. Na pratica, nossa estrategia mais uma vez sera
tentar diagonalizar a matriz do superpotencial eq.(5.24), gerando portanto trés equacoes
tipo Schrodinger a serem analisadas separadamente. Isto serd realizado explicitamente

para cada modelo em particular.

5.2 Modelo acoplado (¢4 + f +C4I> e estabilidade

A fim de acoplarmos a teoria ¢* com as teorias ¢f e ¢*' utilizando do método de
extensao, devemos generalizar o caso de dois campos seguindo agora as descrigoes das

secoes 3.1 e 3.4. Iniciando pela teoria de um campo ¢* (3.10)

Wil(¢) =a(1-¢%), (5.27)

e considerando as seguintes deformacoes (3.12) e (3.24)
¢ = file) =lel-1, (5.28a)
6 = 50 = 1- & (5.250)

¢ = falo) = i (fal@) = BY1— (| = 1), (5.28¢)
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obtemos as teorias deformadas ¢ (3.14) e ¢*' (3.26), respectivamente,

W) =ap @), (5.29)

2
W0 = —awc|1- é

onde definimos w = sgn(¢) (3.28). Além disso, vimos também que as configuragdes esté-

(5.30)

ticas associadas aos superpotenciais acima sao, respectivamente, dadas por
¢(z) = tanh (o x), ¢, (x) = £(1 + tanh (a z)), ((z) = fsech(ax). (5.31)

De modo similar ao caso de dois campos, podemos agora utilizar as fung¢oes de deforma-
cao (5.28), e suas inversas, para escrever o superpotencial ¢4 (5.27) em sete expressoes

equivalentes, como segue

WP@)=a(1-¢*), W@ =all-(el-1, WO =5¢

B
W6, o)=a[l—d(le|-1)],  WP(e,¢) = %/1 — ¢,

Wqﬁ”w,o:ggw—<w|—1>2, Wqﬁ”w,wc —cw— (ol —1). (5.32)

De modo andlogo, obtemos para ¢f (5.29) as seguintes expressoes equivalentes

W <<>=§ge<2, W) =ae(l—¢?),  WI(p)=ap@- e,

W (6,0) = gecp, W (6,0) = ap(l — ),

—(1) 1

W, <w,<>=ge<¢1—<m—1>2, (60,0 = fecw— o(lol—1), (5.33)

enquanto para ¢!, obtemos
2
W (O=—aw(y1- g W) =—aBoy1-¢  W6,0=-asc
W @=—ab(el- 1= (el - 1% W' (6.0)=—apo/1- (o] 17

e . 2
W0, O0=—acl(el-1), W(6,0,¢) =—aBuw/l— (|- 1) 1—22- (5.34)

Para especificarmos as fungoes g, devemos substituir as eqs.(5.32)-(5.34) nas condigbes

generalizadas (5.10), de modo que obtemos (ver apéndice B.1)

W(6,0.0=a(l = ) +ar6 (1 + 6|9 ]) — 51— o) (= 51— 67))
W (6, 0,¢) = ((2+06ﬁ)(1—(\90|—1)2)—a2(¢2—(|¢\—1)2)—06éz>,
w(e, so,<>:—a<<¢—c6<1 +o-|el)). (5.35)
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Realizando as correspondentes integracoes, obtemos o seguinte superpotencial de trés

campos para o modelo estendido (¢4 + pr 4 C‘” )

2 2

W4, O=a (1 st 52(1 - CG)) ¢ (1 - d;) — 51— ) 6@® —Ses (1| = 1)
+aa2¢(1—”§<|<| —1)) +O“2“2|<|+‘;(2_a2+5206)¢2( _|§|>
i (it ), (5.36)

onde podemos verificar diretamente que os estados BPS séo as expressoes em (5.31), e a
energia é dada por
2a 2
Epps = 5 (4+5°). (5.37)

A fim de estudarmos a estabilidade do modelo ((b4+g0?+(41 ), consideremos o
superpotencial de trés campos (5.36) com as respectivas configuragoes estaticas (5.31) na

matriz do operador de primeira ordem (5.24), de modo a obtermos

—2atanh(a ) 0 0
W = 0 —a(2+ ) tanh(ax) —afBesech(az) |, (5.38)
0 —afesech (ax) — avtanh(a z)

onde temos escolhido as = 0, e ¢g = 1, com objetivo de simplificar as expressoes. Desta
forma podemos diagonalizar a matriz acima calculando seus correspondentes autovalores,

de forma que encontramos

up = —2atanh(a z),
Uy = —% <(3 + %) tanh(a ) + \/4 B2 4-(B% —1)2 tanh*(« x)) . (5.39)
Simplificaremos ainda mais as andlises ao considerarmos f = 1, de modo a obter os

potenciais mecanico-quanticos pela eq.(5.25)
Up = 4a* —6a?sech’(a ), Ur =5a% —6a?sech’(ax) £ 4o’ tanh(ax),  (5.40)

sendo todos mais uma vez o potencial Rosen-Morse II (A.1). Vemos que o potencial Uy
terd como pardmetros A = 2a e B = 0, possuindo os autovalores Ey = 0 e E; = 3a2.
Os outros dois potenciais possuem respectivamente A = 2a e B = +2a?, apresentando
somente o estado fundamental Ey = 0 em ambos casos. Consequentemente, para essas
escolhas de parametros, teremos a estabilidade garantida. Outra escolha simples possivel

é ay =0, e cg =0, porém obteremos essencialmente os mesmos resultados.
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5.3 Modelo acoplado (gb4 +sG + E) e estabilidade

Neste segundo exemplo, desenvolveremos o acoplamento das teorias ¢* com sG e
modelo-E pelo método de extensao, onde utilizaremos agora as expressoes descritas nas
secoes 3.2 e 3.3. Os superpotenciais de um campo para ¢*, sG, e modelo-E sio dados

respectivamente por

WV(¢) = a (1 - (;52) , (5.41)
W, () = g cos (8 x), (5.42)
W () = a(1 + n) cos (; In(1+ n)2>, (5.43)

possuindo as respectivas configuragoes estaticas

¢(x) = tanh (ax), x(z)= ;arctan (sinh (az)), n(x) =" (sinh (@) _ 1 (5.44)

Vimos que as fungoes de deformacao, conectando os trés modelos, sao da forma

¢ = fi(x) =sin(Bx), (5.45a)
n=falx) =X 1, (5.45b)
6= s = i (J ) = sin (3 (1 + %), (5.45¢)

de modo que podemos escrever as expressoes equivalentes de (5.41) como segue

qul)(ﬁb) = a(l—¢?), qul)(x) = acos*(B ),
W) = acos (S0 +02), W60 = a (1 - osin(3),

qul)(qﬁ, n) = « :1 — ¢sin (; In(1+ n)2>} ,

qul)(n, X) = « :1 —sin(f x) sin (; In(1+ 77)2” ,

WO ny) = a 1 2.6sin (52X> cos (i In(1 + nfﬂ , (5.46)
também as equivalente & (5.42)
W00 = S cos(8 %), W)= G-
cos (; In(1+ n)Q),

[(1—2q§2)cos(ﬁx)+2¢\/1— 2Sin(ﬁx)},

@I ™R ™
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1)

W, (n,x) = [2 oS <52X> oS <1ln(1 i 77)2) B 1] ’
W10 8 1-20)em () = ()]
W;l)(ﬁba n,X) = g [1 — 2¢sin <52X> oS (4 In(1 + 77)2)

+21/1 — ¢ sin <62X) sin (i In(1 + n)2>1, (5.47)

e ™l

e as de (5.43)

(1) (D)

W) = ettt meos(G+0?), W) = all+ ) cos(3),
W =aeeos@n, W o) —a e /1-0
W, (6) = a e\ g% W, (6.1) = a1 = (14 ),

—(1

Wi (6,0, x) = all+1)

1 —2sin (62)() <¢Cos (i In(1+ 77)2>
+1/1 — ¢*sin (i In(1 + 77)2))] : (5.48)

Ao substituir as eqs.(5.46)-(5.48) nas relagoes (5.10), obtemos (ver apéndice B.2)

W¢()3)(¢7 n,x)=a(l —as — as)(1 — ¢*) + a ay cos® (; In(1+ 7])2)

+aas {1 — ¢sin (; In(1+ 77)2>] : (5.49)
W&(,1,x) = g cos(Bx) +a B ey e”X(1+n — e¥)(cos(8x) —sin(Bx)),
_2P sy ((1+n)? = e28%) (5.50)

W,ES)(gb, n,x)=ac, e’ Xcos(Bx) + a(l — ¢ — cg)(1+n)cos <; In(1+ 77)2)

+ace(1+n)cos(Bx) + ( ) Sin(ln(l + 17)2) [sin <; In(1 + 77)2> - 4

1+n
i) COS( (1 +7) ) { in” (;111(1 +77)2) - ﬂ , (5.51)
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de modo que apos realizarmos integracoes teremos o seguinte superpotencial de trés cam-
pos
3) 0"\, o
W (o,n.x) = a(l —as—as) ¢—§ +?Sm(6x)
a 2 1 2 (1 2
—l—g(l —c1—¢g)(1+n) {2 cos (2 In(1+n) ) + sin (2 In(1+n) )]

+aay {gﬁ cos? (; In(1+ 77)2) + gsin3 (; In(1+ 7])2)]
+aas lgb—f sin <; In(1+ 17)2> + ésin3 (; In(1+ 77)2)]
—i—% ePx [(5(1 +n)— 3€BX) cos(Bx) + ePx sin(f X)}

« Cg

+ﬁ [(5(1 + ?7)2 _ e2ﬁX) cos(fB x) + QeQBXSin(ﬁ X)} . (5.52)

Este superpotencial estendido descreve o modelo <¢4 +sG + E), pois vemos que de fato
ocorre o acoplamento entre os campos aqui propostos. Além disso, podemos verificar que
as configuragoes estaticas (5.44) sao solugdes BPS deste superpotencial conectando os

minimos m; = (—1, T, —14+ e‘”/Q) e my = (1 -1+ e”/2), com energia

287 72437
(07 + 3 COS Tl . .
BES 3 6 5)

Agora vamos estudar a estabilidade do modelo estendido <¢4 +sG + E) Assim de-
vemos substituir o superpotencial de trés campos (5.52) e as configuragoes estaticas (5.44)
na matriz do operador de primeira ordem (5.24), com a seguinte escolha de pardmetros

as = —ay, € cg = —c1, de modo a simplicar a matriz. Logo, obtemos
—2atanh(az) 0 0
0 — asech(ax) ( B2 ¢ e2sin™ ! (tanh(a =) a f ¢1 sech(ax)
W= + sinh(« a:)) x esin”! (tanh(a ) . (b.54)
0 a B¢y sech(a z)esin (tanh(arz)) —asech(az)

X (c1 + sinh(ax) — 1)
Ao diagonalizarmos a matriz (5.54), encontraremos os seguintes autovalores

up=—2atanh(a x), (5.55)
Ugp = —% sech(a x) [2 sinh(ax) — 1+ ¢ (1 + 5 ezsmfl(tanh(”)))

. . 2
:l:\/l +2¢, (62 6QSlrrl(tanh(ch)) _ 1) + C% <1 + BQ e—2$1n*1(tanh(am))) ] (556)
O primeiro autovalor (5.55) determina o seguinte potencial mecénico-quéantico

Us(z) = 4a* —6a®sech®(a ), (5.57)
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Us(x)
30

25
20 -

15

=0.5

Figura 11 — Potenciais mecanico-quanticos Uy (a esquerda) e U_ (a direita) paraa = =
Ccl = 1.

U-()

Figura 12 — Potenciais mecénico-quanticos U, (a esquerda) e U_ (& direita) para a = [§ =
1. Para ambos, temos plotado os valores ¢; = 0 (linha tracejada em vermelho)
e ¢; = 0.02 (linha sélida em azul).

possuindo os autovalores de energia Fy = 0, e B} = 32, o qual garante parcialmente
a estabilidade do modelo. Prosseguindo agora para os dois potenciais que faltam U,
podemos observar que suas expressoes serao muito complicadas, como podemos notar
na figura 11 para uma escolha em particular nos parametros. Por isso, teremos algumas
dificuldades em obtermos resultados andliticos para os casos mais gerais. Podemos notar
entretanto que o caso ¢; = 0 desacopla o campo sine-Gordon, nao sendo assim do nosso
interesse, todavia nos permite prosseguir assumindo valores préximos como uma analise
perturbativa, como mostra a figura 12.

Assumindo valores pequenos do pardmetro c; = A < 1072, obtemos em primeira

ordem o potencial perturbado
_ 7170 (1)
Ui(z) =Us’ () + ANUL (2), (5.58)
onde os termos nao perturbativos dos potenciais acima sao dados respectivamente por

Uio) (z) = o® —2a?sech®(aw), (5.59)
U9(z) = o®— a?sech?(az) — 3a?sech(a x) tanh (v z), (5.60)
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sendo UJ(FO) descrito pelo potencial Rosen-Morse 1T (A.1) com A = o, e B = «a, enquanto
U ¢ descrito pelo Scarf IT (A.6) com A = «, e B = — a. Em ambos casos, os potenciais
nao perturbativos possuem somente o estado fundamental, o modo zero Eéo) = 0. Na

parte perturbativa, teremos que as corregoes de primeira ordem sao

UJ(:) (z) = o? g2 2sin (tanh(aw) (3 sech(a z) tanh(a ) — 2sech®(a x)), (5.61)
AL (z) = o? (3 sech(a ) tanh(av ) — 2sech?(a x)) (5.62)

. o . 1 ,
a0 passo que a correcao em primeira ordem da energia zero E(g ) serd dada por

B = [" [ b @) ao(a) + 00 @ (a)| da, (5.63)

—0o0

onde podemos determinar as autofungoes og(x) e &(x), respectivamente, pelas expres-
soes em (A.4) e (A.8), para k = 0 em ambos casos. Calculando explicitamente a integral

) = 0, e assim podemos garantir a estabilidade das solugdes em

(5.63) verificamos que Ej'
primeira ordem.

Devido a liberdade nos parametros, é possivel obter diversos setores topolégicos
distintos dependendo dos valores que os quatro parametros assumem. De fato, se esco-

lhermos ¢; = ¢g = 0, podemos vericar que as seguintes expressoes sao solucoes BPS

1
nH(z) = —1+€/2, x(x) = 3 arctan(sinh(a x)),

(1 _ CL4) + 6(i2(17a4)$a5)aw

(£) — 5.64
¢ (I) i(af) _ (1 _ a4)) + 6(:|:2(1—a4):|:a5)ocx’ ( )

quando as # 2(1 — a4), e ainda a5 > (1 — ay4) para ¢ (z), e a5 < (1 — ay) para ¢ ().
As novas solucdes derivadas acima ¢& (5.64), sao muito semelhantes na forma com as
eqs.(4.89) e (4.91) derivadas do modelo estendido (¢* +sG), os quais também apresen-
+(1—a4)

as—(1—aq)"
teremos dois setores topologicos com as energias BPS correspondentes dadas por

tam respectivamente o intervalo +1 e Dependendo dos valores dos parametros,

i), = [20 4 (0 =20~ )
B° 6 (a5~ (1-ay)

(5.65)

Também devemos estudar a estabilidade dessas novas solugoes, de modo que no caso de

gb(_) teremos que a matriz W sera dada por

2a(ay — 1) ¢ 0 0
W = 0 —asin(f5 ) 0 : (5.66)
0 0 2aeay(1+ o)) +a

onde escolhemos por simplicidade a5 = 0, de modo que devemos ter ays < 0. Uma vez

que a matriz ja se encontra diagonalizada, podemos considerar a solugao o) (5.64) para
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derivar os potenciais mecanico-quanticos a seguir

[((M _ 1)2 4 4(0,4 _ 1)6201((114—1):0 4 e404((14—1)90}
[]_ —ay + 62a(a4—1)m]2
Us(z) = o —2a?sech?(az), (5.68)

8 a2 a4(a4 _ 1)2€7r+2a(a471)x N 4a€ﬂ'a4(a4 . 1) 2
[1 — a4 + €2a(a4—1)z]2 « 1—ay+ e2a(as—1)z ’

Uy(r) = 40(ay — 1)? , (5.67)

U_(x) = (5.69)

onde o potencial Uy possui somente o autovalor Fy = 0. Os potenciais Uy podem ser

modelados por uma ligeira modificacdo do potencial Rosen-Morse II (A.1), da forma

B2
Us(z) = A3 + A—;t — AL(Ay + K)sech?[k(x — 27)] + 2B tanh[k(z — zF)],  (5.70)
B

sendo k = (1 — ay), e os pardmetros

1
e
A_ = —2ac"ay, B_ = —2a*¢c"as(1 + 2€e7ay),
7 1 (1 +4e™)%a2(1 — ay)
= 1 ) 72
%o 2a(ag — 1) . ( (2 —ayq)? (5:72)

De modo que podemos ver que U, possui os autovalores Ey = 0, e E; = 3a*(1 — a4)?,

enquanto o potencial U_ possui somente o autovalor £y = 0, quando tivermos

—T —T

e e

Portanto, esta solucao particular ¢ estavel apenas se o parametro a4 satisfazer a restrigao
(5.73), pelo menos para nossa escolha de pardmetros. Seguindo um procedimento anélogo,

a analise de estabilidade da solugao QS(H nos levara a resultados semelhantes.

5.4 Modelo acoplado (¢4 +sGy + sG2> e estabilidade

Neste momento iremos acoplar a teoria ¢* com dois sG distintos (denotando um
deles por x e outro por 1) pelo método de extensao, onde temos as expressoes descritas

na secao 3.2. Os superpotenciais que consideraremos aqui sao

Wil (g) = o (1-¢), (5.74)

W () = g (Bx). (5.75)

(1)

W, () = = eos (30) (5.76)
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cujas respectivas configuracgoes estaticas sao

¢(x) = tanh (ax), x(z)= ;arctan (sinh (ax)), ¢(x)= }yarctan (sinh (ax)). (5.77)

Vimos que as fungoes de deformagao conectando os trés modelos sdo da forma

¢ = fi(x) =sin(Bx), (5.78a)
¢ = f2(¢) =sin(y¢), (5.78b)
X = fe) = f (h) = 50, (5.78c)
possibilitando escrever as seguintes expressoes equivalentes para (5.74)
Wl (@) =a(l - ¢, Wi (6.x) = a (1 - ¢sin(5 x)).
W5t (x) = acos™ (8 x), W5 (x.¥) = a (1 = sin(8 x) sin(y0))
W, () = accos’ (7)), Wi (6,4) = (1 - ¢sin(10)),
Wd(,l)(¢, X,V) =« (1 — 2 ¢sin (5;() cos (72 ) , (5.79)
também para (5.75) nas formas equivalentes
W00 = G eos( ), W, (6.0) = Gy/1 = osin(5 x),
W)= 510" W, (0.0) = /1= dsin(0),
W, () = 5 cost), W, (x,) = 5y/1 = sin(5x) sin(0),

WY (00 ) = 5 (cos(9) cos(0) = ¢ cos(33) + 2 sin(3x) cos(v). (5:80)

e ainda (5.76) como

Wow)=Teostw), W, w,6) = Ty/1—gsin(),
ij’(@:jﬂ, WS)(¢;X)23 L — ¢sin(Bx),
Wy 00 = cos(3), W, (00 0) = ST = sin(B ) sin(v),

W, (0.0) =7 (cos(r0) cos? () — o cos(o) + 20 sin(70) cos(8)) . (581
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Substituindo as eqs.(5.79)-(5.81) em (5.10), obtemos (ver apéndice B.3)

W (6, x, 1) =a(l = ¢%) + aay (6> —sin®(BX)) + aas ¢ (¢ —sin(B X))

+aay (qb2 —sinQ(%Z))) + aas ¢ (¢ —sin(yy)), (5.82)
W6, 0) = (1 = b cos(3x) + 5 (201 + 2 ) sin(3x) cos(5) + 2 o)
—afmssin@sx) — D% cos(3 ), (5.83)

Wi (0 0) = cos(r0) + a5 (204 + G ) sin() cos(yes) - a7 asosin(2 70
a7y by
62

Ao integrarmos as expressoes acima, obtemos o superpotencial de trés campos

a7y as

5 (v — B x)sin(y). (5.84)

¢* cos(yy) +

(3) Cbg .2 aay o .
W (o, x,v)=ap—a(l —a; —as —as —as) - — cvay $sin (ﬁX)—T¢ sin(f3 x)
o

3
—aagpsin?(yy) — %(ﬁz sin(vy) + 3 (2@1 + a;) sin®(3 x)
(8 x =) cos(7¢)

+;‘2(1 ~by)sin(Bx) + 0‘524
2 a
3

b :
-I—’j; (1 + 4&3 ) sin(vyy) +

<2a4 + a25> sin®(y)). (5.85)

Este novo superpotencial estendido (¢4 +sGy —l—ng) acopla os respectivos campos ¢

com os dois sG. As configuragoes estéticas (5.77) sao solugoes BPS de suas equagoes de

primeira ordem, conectando os minimos m; = (—1, —ﬁ, —%) e my = (1, ﬁ, %), com

energia
2 1 1
E =2a(-+—=+—5]. 5.86
BPS a<3+ﬂ2+72> ( )

Para verificarmos a estabilidade utilizemos o superpotencial (5.85) e as configura-
goes estaticas BPS (5.77) na matriz do operador (5.24), obtendo

—2atanh(a z) 0 0
W = 0 a(by — 1) tanh(a x) —2%174 tanh(a x) : (5.87)
0 —%b‘* tanh(az) « (% - 1) tanh(a x)
onde escolhemos a5 = —2ay, € ay = —2aq, por simplicidade. Ao diagonalizarmos a matriz

acima, encontraremos os autovalores

up = —2atanh(a z), uy = —atanh(az), u_ = —ptanh(az), (5.88)
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em que 4 = a—aby (1 + g—i) Deste modo obtemos os seguintes potenciais mecanico-

quanticos
Uy = 40’ —6a?sech?(ax), (5.89)
U, = a* —2a*sech’(ax), (5.90)
U_ = — p(p + @) sech®(ax), (5.91)

os quais correspondem novamente o potencial Rosen-Morse II (A.1). Note que o potencial
Uy j4 foi estudado em (5.40), onde vimos que possui os autovalores Fy = 0, e B} = 3a?.
Os parametros para o potencial U, sao A = «a, e B = 0, com um unico autovalor £y = 0.
O potencial U_ possui como parametros A = u, e B = 0, contudo neste caso teremos

que o numero de autovalores serd dado pela condigao 0 < k < 1 — by(1 + g—z), de forma
62

que devemos exigir que by < GO fim de garantirmos a estabilidade. Além disso,
vemos que para valores 0 < by < ﬁ, havera somente um autovalor £y = 0. Enquanto

para by < 0, notemos que o numero de estados ligados aumenta quando by diminui, de
modo que o potencial podera ter mais do que um autovalor nao negativo, garantindo desta

forma a estabilidade das solu¢oes BPS.

5.4.1 Projecao do potencial V'

Podemos usufruir ainda mais do novo modelo adquirido nesta se¢ao. Por exemplo,

se derivarmos o potencial a partir de (5.85), e projetarmos no plano (x, 1), obtemos

2
V (0, x,%) = O;Q lﬁi (1= ba + 20 52)? cos2(8 x) + <g‘2§ L+ 2727(21 — ay)) )COSQ(W)
+2ﬁb§ (1= ba + 241 5%) cos(B x) cos(1¢))

+2a1 (1 — ar) cos® (B x) cos* (7))
—4a1by cos®(Bx) cos(y) + ay (al +4(by — 1) — 8ay 52) cos* (B x)
+(1 = a) (1= a1)(1 = 87%) —4) cos*(v9) + 4ai B cos*(B x)

—ZA;<5X — ) sin(279) (14 2(1 — a1) 7 sin* (7))
272
+44*(1 — a1)? cos®(ya)) + 7554 (ﬁx — 7Y )2 sinQ(wD)] : (5.92)

onde temos considerado as = a5 = 0, e ay = 1 — a1, sem perda de generalidade. Contudo,

devemos esclarecer que este potencial nao ¢ mais BPS e nao possui as configuracgoes sine-
Gordon como solugdes estaticas, apesar de seus minimos estejam localizadas em

s s

m=|-—2k—-1),—

20 27

Embora ser um potencial interessante (ver figura 13), ndo conseguimos encontrar nenhuma

(2k — 1)) . kel (5.93)

solugao analitica explicita para ele. Seria interessante procurar pelo menos solugoes nu-

méricas e também explorar mais esse potencial.
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Figura 13 — Grafico da projecao do potencial V (0, x, %) para os valores « = 1, 8 = 1,
vy=2,a,=2,eby=0.1.

5.4.2 Projecao do superpotencial W

Como outro exemplo, consideremos agora ¢ = +1 na expressao (5.85) com a; =
as = a4 = as = 0, obtemos um superpotencial efetivo para dois campos e seu correspon-
dente potencial V', da forma

—-b
W) = i +a (5

by

Jsntro) + Z 3 = 7w )eostnn), (50

by
5
b

5

+
Valo ) = & [1 (1= b cos?(Bx) + ( " 1) cos? (1)
e ) 2 62 4 72

,.)/2 bQ 9 b4
+ 644 (Bx =) sin*(y¢) — ﬁg(ﬂx — 1) sin(2y))
+250 = b cos( ) costr)] (5.95)

como ilustrado nos graficos da figura 14. Observe que, embora esse potencial esteja de
alguma forma contido na projecao V(0,x, %), eles sdo realmente diferentes, mesmo se
definirmos a; = 0 na eq.(5.92). As solugdes estéticas para os campos sine-Gordon, dados
em (5.77), sao solugoes BPS da equacao de primeira ordem para o superpotencial efe-
tivo (5.94). E importante notar também que o simples acoplamento entre os dois campos
sine-Gordon contidos no ultimo termo da eq.(5.94), difere de alguns modelos previamente
construidos na literatura. Em particular, se eliminarmos o termo de acoplamento definindo
by = 0, entdo nosso potencial assumird a forma do modelo sine-Gordon de duas frequén-
cias nao integravel considerado em [52], onde os autores estudaram como o espectro de
particulas do modelo muda considerando a segunda interagao como uma perturbacgao do
modelo original sine-Gordon integravel. Além disso, apds redefini¢oes adequadas do super-

potencial (5.94), também com by = 0, podemos ver como um caso limite do pré-potencial
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Figura 14 — Superpotencial efetivo de dois campos (na esquerda) e seu potencial associado
(na direita) para os dois campos sine-Gordon acoplados. Para ambos, temos
plotado os valores a =1, =1, vy =2, and by = 0.1.

FKZ (Ferreira, Klimas e Zakrewski) baseado na algebra de Lie su(3) ! [30]. No entanto,
seu potencial V' serd bastante diferente, uma vez que uma matriz constante, real e defi-
nida positiva 14, que é basicamente uma versao modificada da matriz Cartan associada,
esta diretamente envolvida na definicao dos modelos FKZ. Apesar dessas diferencas, seria
interessante analisar se existem pontos comuns entre os dois métodos de construcao de

teorias de multiplos campos escalares.

1" Na verdade, o modelo contém trés pardmetros 7;,7s, € V3, € entdo a equivaléncia exata exigira que o

ultimo desapareca.
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6 Conclusoes e perspectivas

Nesta dissertagao, temos construido novos modelos acoplados de dois e trés campos
escalares reais que possuem solugoes BPS em (14 1) dimensoes, utilizando para tal fim um
método introduzido recentemente, chamado de método de extensdo [26, 29]. No cendrio
de dois campos escalares, este método consiste em iniciarmos com quaisquer dois mode-
los (ndo necessariamente diferentes) de um campo escalar que suportam configuragoes
BPS, as quais sao conectadas por um mapeamento conhecido como fun¢ao de deformagao
[34, 36]. Utilizando esta fungdo de deformagao, e sua inversa, podemos expressar as res-
pectivas derivadas dos superpotenciais em relacao aos campos nas equagoes de primeira
em trés diferentes expressoes, as quais sdo equivalentes para cada modelo. O novo método
entdo consiste em estender a teoria para o cenario de dois campos acoplados pelos an-
satz (4.5) e (4.6), com os parametros arbitrarios satisfazendo (4.7), onde as fungoes g sao
introduzidas a fim de garantirmos a suavidade do superpotencial pela condicao (4.8). A
generalizagao para o cenario de trés campos escalares acoplados é direta, ao considerarmos
o ansatz na forma dada pelas eqgs.(5.6)-(5.8) com os pardmetros satisfazendo (5.9), onde
a condicao de suavidade do superpotencial serd agora dada por (5.10). Além disso, verifi-
camos que os modelos estendidos construidos sdo de fato BPS, possuindo como solugoes
as correspondentes configuragoes ja conhecidas para as respectivas teorias de um campo
escalar.

No desenvolvimento deste trabalho temos considerado algumas teorias BPS de um
campo escalar bem conhecidas na literatura, tais como a teoria ¢*, a teoria tipo %, o
modelo sine-Gordon, o modelo-E, e a teoria ¢* invertida ndo-BPS. Obtemos pelo mé-
todo de extensao novas teorias interessantes de dois e trés campos escalares BPS, onde
temos acoplado respectivamente dois e trés dos campos definidos acima. Vimos que, em
geral, é possivel que o superpotencial estendido apresentem setores topologicos adicionais
podendo eles serem BPS ou nao. Como exemplo podemos citar as novas solu¢oes BPS
(5.64) derivadas do modelo estendido (¢* +sC + E), e a projecao nao-BPS (5.92) deri-
vada do modelo (¢*4sG; + sGy). Notamos também que existe diversas possibilidades
nas escolhas dos parametros e arranjo dos termos, que podem ou nao gerar resultados
finais distintos, assim como os vastos nimeros de modelos distintos para além dos que
temos desenvolvido aqui. Em cada modelo BPS estendido que obtivemos, buscamos de-
senvolver o estudo da estabilidade linear, onde nossa proposta foi simplificar ao maximo
os problemas de autovalores com a finalidade de descrevermos explicita e analiticamente
os potenciais mecanico-quanticos. Para os nossos modelos desenvolvidos, tanto no cenario
de dois campos quanto no de trés campos escalares, observamos que em geral foi possi-

vel cumprir com este objetivo escolhendo convenientemente alguns valores finitos para os
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parametros arbitrarios, onde concluimos serem todos estaveis. Contudo, esta simplicacao
nao foi possivel de ser realizada nos casos dos modelos que acoplam a teoria sine-Gordon
com o modelo-E, de modo que para alguns valores finitos dos pardmetros podemos so-
mente garantir que os potenciais associados apresentam uma configuragao qualitativa que
sugere a existéncia da estabilidade (ver figura 11). Nesses casos ao considerarmos valores
pequenos dos pardmetros (ver figura 12) foi possivel realizarmos um tratamento perturba-
tivo, garantindo no méximo a estabilidade no caso de acoplamento fraco (A < 1072), onde
consideramos corregoes de até primeira ordem. Assim, se desejarmos desenvolver qualquer
estudo mais geral precisaremos de um tratamento nimerico mais rigoroso. Vale a pena
destacar também que a maioria dos potenciais mecanico-quanticos obtidos apesentaram
a configuragao dos potenciais exatamente soltiveis Rosen-Morse II e Scarf II, os quais sao
estes bem conhecidos na literatura, o que facilitou grandemente o estudo da estabilidade.

Existe ainda uma diversidade de propostas e questoes que nao foram tratadas
neste trabalho. Como ja citado, podemos investigar outras possiveis solu¢oes andliticas
ou nimericas para os novos potenciais estendidos, bem como um estudo mais rigoroso do
problema da estabilidade. Também pode ser estudado o comportamento e a dindmica das
colisdes entre as solugoes dos modelos estendidos [54]-[66], principalmente dos defeitos
topologicos como solitons, derivados do modelo sine-Gordon. Além disso, podemos inves-
tigar a possibilidade de construir novos modelos estendidos de multicampos a partir dos
modelos desenvolvidos neste trabalho, usando o método de deformacao para muiltiplos
campos [23, 24].

Almejamos abordar essas questoes, e outras relacionadas, em trabalhos futuros.
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APENDICE A - Potenciais associados

exatamente sollveis

O potencial exatamente soluvel Rosen-Morse 11 (ou potencial Péschl-Teller modi-

ficado) é bem conhecido e pode ser escrito da seguinte forma [39],

2
Uz) = A% + /Bp — A(A + a)sech’(az) + 2B tanh(a z), (A.1)

onde o« > 0, sendo A e B parametros reais arbitrarios. Os estados ligados possuem os

seguintes autovalores,

B B (A—y/1B])

sendo k € N. Ao impor a condicao de estabilidade, descobrimos que
A>0, and |B| < A% (A.3)

Além disso, as correspondentes autofungoes de onda sao dadas por
Ui(z) = (1 = tanh(az)) 5T 9/2(1 4 tanh(a z)) /2 pEH=Fs==k) anh(a ), (A.4)

onde P;“’ﬂ ) 30 os polinomios de Jacobi, e

B
s=A/q, t:m. (A.5)

Agora, vamos considerar outro potencial perfeitamente soliivel bem conhecido, chamado
de potencial de Scarf IT [39],

Uz) = A% + (32 —A(A+ a)) sech?(ax) + B(2A 4 o) sech(a z) tanh(az),  (A.6)

onde «, A, e B sao parametros reais. Seus estados ligados correspondentes possuem au-

tovalores de energia dados por
2 2 A
E,=A"— (A-ka), 0<k<—, (A.7)
«
sendo k € N. Suas autofuncgoes associadas podem ser escritas da seguinte forma,
Ui(z) = i*(sech(a x))® e~ varctan(sinh(an) pliums=1/2=u=s=1/2) (; Ginh (o 1)), (A.8)

onde Pk(a’ﬂ ) sd0 novamente os polinémios de Jacobi, s = A/ a, e u = B/a. Podemos notar

que ambos os potenciais (A.1) e (A.6) coincidem quando B = 0.
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APENDICE B - Calculo das funcdes ¢ para

sistemas de trés campos

Aqui, apresentaremos as derivacoes explicitas da fungoes g para os modelos de trés
campos construidos no capitulo 5. Em principio, sdo fungoes arbitrarias construidas de
forma semelhante ao superpotencial, usando as func¢oes de deformacao e as suas inversas

correspondentes. A forma especifica é determinada pelas seguintes restrigoes (5.10)
B3 _ 3 B3 _ 3 3) _ 1173)
Wi, =W,5, Wy = W\'5, Wi =W (B.1)

que sao basicamente condig¢oes de consisténcia, garantindo uma funcao superpotencial

continua e bem definida, dada pelos ansatz (5.6) - (5.8).

B.1 O modelo estendido (¢* + ¥ + C4I)

Vamos comecar com a derivacao das fungoes g para o modelo estendido
(¢* + 8 4+ ¢*). Das condices de consisténcia eq.(B.1), e usando as egs.(5.32)-(5.34) com

o ansatz (5.6)-(5.8), nés obtemos as seguintes restrigoes

0 = p19y(p) + P29 (@ ©) + P69y (05 C) + P79p (D, 0, Q) — ¢5G6(9: C) — @3G6(P) — G29s(b, ¥)

—qygd,(qs,so,o—ae<a2—2bg>¢+a;b5J%mbgwaeal(l—w
ceas C(1-lpl)  adr CQ-lp) a6

. (B2
5 i-Uel-1F 28 Ji-alel-0 28 yi—elgl-D 7

0 = page(C) + psgc(@; C) + pege(w, C) + prgc(9, 0, C) — 1596(d, ¢) — 1374 (0)

—T2§¢<¢, 90) - T7§]¢(¢7 ©, C) + « (250;1 + C5> C+g (@5 + 52 63) m

2

+O‘§7\/1—¢(\@y —1) —a5c3\/i7+g(aﬁ+6202)\/1— (leol—1)
apuer (eIl |, ¢ (B.3)

2 J1—¢(el-1)
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e ainda,

0= Tl@@(go) + T2§<P(¢7 90) + TG@P((Pv é) + T7§<P(¢7 ¥, C) - Q4§C(C) - Q5gC(¢7 () - QG§C<907 C)

b
—Q7§<(¢,@,C)—a€<cﬁ+;b4 C—a;7\/1_¢(|80| - 1)

e T AT PR S

(lpl-12  aBuwe b 5
+afec + - . (B.4)
i—(el-12 2 Jice(el-n\ P

A fim de resolver o sistema de eqs.(B.2)-(B.4), escolhemos py = p5s = ps = pr = ¢2 = ¢5 =

g6 =qr =11 =13 =15 =16 =77 =0, e a5 =ay; = by = cy = cy = 0. A partir disso,

obtemos
mgs(p) = 2a <a1 - b;) ©—2aea, (B.5a)
pige(C) = —a (2;24 + c5> ¢, (B.5b)
e
3396(¢0) = ae(2b3 — az) @, (B.5¢)
q1Gc(¢) = —ae <c6 + 5225)4> ¢, (B.5d)
e também

. )
rado(6, ) = S(as + B2 es)y/1 — &% — aBes +aBen/1—(¢|—1)? (Bbe)
5 V1—¢?

X ol 1) a
=— —e(b 1—( -1
200 (9, ) 045602\/1_(“”_1 ﬁ<6+6 01\/ (le] )?

—afeq (el = 1° . (B.5f)

VI- (el -1y
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Entao, integrando essas expressoes respectivamente, encontraremos

myly) = «a <a1 - b;) p? —2aear (B.6a)
2
nalQ) = =5 (%) (B.6b)
3(6) = e(2bs—a)¢’, (B.6c)
Q4§(C) = —%6 (CG + 522()4> Cz —|—C, (Bﬁd)
ni(.9) = 55 ((as+26%e) 011 = 0"+ a axcsin()
+a602¢\/1— (le| =12, (B.6e)
ni(6.9) = 55 (s +26%a)( @] = Dy1= (o] 17+ bparcsin(| 0| - 1))
tafeol- (el 12 (B.6f)
onde os parametros satisfazem as seguintes restri¢oes,
2
ay = & (CL4 + 605) y as = bﬁ, b2 = O, C1 = C3, (B?&)
P4 2
2 2bs —
(CG + 5zb4> _ Z;l ( 352 a2> : C= 2;];’:6(253 — ag). (B.7b)

Agora, as func¢oes de deformacao nos permitem escrever as funcgoes g da seguinte maneira,

2
pag(g) = ——2 <a4 + 5c5> (1-¢%), (B.8a)
P4 2
wile) = G2 —a)(p] -1 (B.8b)
ryg(() = —ae <02 +c5+ ) Cal1l— C% —arcsin | 4|1 — Cj (B.8c)
2 5% G 5 G
Usando os resultados acima na eqs.(6.11)-(6.13), teremos
2
W(00.0) =~ Crgay1-¢? +a<1_a2+5205> (1-¢)
+aa1(1—<\sor— 1)?) + aaz (1= ¢(|¢] - 1)) (B.9)
2
+22 ( n @) (- )+ 2 g,
b 52 2bs — ¢?
WP(¢,0,¢) = a;f a; Z; ( 352 a2) (1 - 52> +aeby(1— ¢?)
«eas

Cy1— (o —1)2

+%(2b3 —a)(d? +(l | — 1)?), (B.10)

+abe2—|e|)+
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2

2

WéS)(Cba%O = —ae<02+03+04+26>C 1—22—&26;5arcsin 1—;2
O“””(m/ — & + arcsin(¢ >—a503(]g0|—1)\/1—(|g0|—1)2
—acl(lel—1)—acsoC. (B.11)

Ao integrar e comparar, vemos que também devemos ter a; = a5 = bg = ¢; = ¢35 =
0, e p1 = 0. Além disso, isso exigirda que ¢4 = —2¢3. Finalmente, podemos escrever o

superpotencial da seguinte maneira

2\ 5 2
(g, 0,0) = 04366(1_65_06)<1_22> —%ﬁbC —<b4+62 >(|<P|—1)3

2 2
+a<1—a2+6205>¢<1—(g>—WC2(|¢|—1)

2
—|—aa2gbll—§(|gp|—1)1 +Oz<1—b1+6206>|90|

+ab; ¢? (1 - ’;‘") (B.12)

Aqui, a fim de evitar expoentes racionais que podem gerar algumas dificuldades adicionais
na analise da estabilidade linear do modelo, também escolheremos c¢5 = 1 — ¢g. Colocando

todos esses resultados de volta, finalmente obteremos

1
W (0,0,0) = ol =) +aro(L+6-|e)) = 51— o) (G B0 ),
W@ = S(@+es (1= (el - 17) —a (6 (el - 1) - a?).
WP(6,0.0) = —al(e—c(1+o—|e)).
Apés a integracgao, finalmente obtemos o seguinte superpotencial de trés campos
¢’ a aas

2
IWW%%O-a@—@+gﬂ—%0¢@—3>—20—®¢¢+\C

2 SUCI-1) + g5 (2 ?)

—%¢<mw—1w+a@¢(

2
+3 (2—a2+5 co ( g) (B.13)
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B.2 O modelo estendido (¢* + sG + E)

Aqui, apresentamos a derivacao explicita do superpotencial de trés campos para o
acoplamento de ¢*, sine-Gordon e o modelo-E. A partir da eq.(B.1), e usando as eqs.(5.46)-

(5.48), obtemos respectivamente

0 = P19y (X) + D295 (@, X) + P6gx (1, X) + Prgx (0,7, X) — QZ§¢(¢a X) — @39¢(®) — a5G6(0, )

—q79¢(¢, 1, X) — 2 Baycos(Bx) sin(B x) + b3 —afBay¢cos(fx)
\/1 P

—a B agcos(f x) sin <; In(1+ 7])2) —aBay¢cos (5;) oS (4 In(1+n) >

r 2
+2 O;b2 2 ¢ cos(Bx) + ¢ sin(8 x) — \/1—728111(5 X)]

=

+2042b5 2 ¢ cos 1ln(l +n)?) + ¢ sin lln(l +1n)?
B i 2 W 2

—J1 - ¢*sin (; In(1+ 1)

2ab7sin<ﬁx o

3 2) |:COS (i In(1+n)*) + M sin <i In(1+ 77)2) ,

N (B.14)

0 = pagn(n) + psgn(P,1) + Pegn(0, X) + P7gn(D, 0, X) — 1296 (D5 X) — 7395(P)

1 1
) cos (2 In(1 + 77)2) sin (2 In(1+ 77)2>
o) .
(1 + 77) —acy (1 — earesin (¢)

) sin(3 x) cos (; In(1+ 77)2> + e ;i ¢2€Bx
cos (; In(1+n) ) + aa7(1 ¢ 7 sin <B2X> sin <i In(1 + 77)2)

+
sin(%)cos( In(1+n) )

+ 1(i¢2 sin (52X> sin <iln(1—|—n)2) :

_T5§¢<¢7 77) - 7’7§¢(¢, m, X) —2a Q4

+acs

—xa
*(1+7)

+2acr(1+n)

(B.15)
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e ainda,

0 = qugn(n) + a595(0, ) + 46n (1, X) + @735 (0,1, X) — 7195 (X) — 7295 (&, X)
—763x (1, X) — T79x (0,1, X) + a B cs(1 +n)sin(B x)

_O‘Bb“ (1 vlL n) sin (; In(1+ 77)2> —afere’X (cos(B x) —sin(B X))

—afen/1 — p?ePX — 0661)6(1—177) cos (529() sin (i In(1+ 77)2>

2¢°—1) . /1 2\ 2¢\1—¢7 1 )
<) sin (2ln(1+n) )+(1+77)COS (21n(1+77) )

Oébg,

3

i i m sin (62)() sin (i In(1+ 17)2>
+ (11;:;2 sin (52X> cos (le In(1+ 7])2)

Mcos (5;() sin (i In(1 + 77)2)

— ¢ cos (52X> cos (i In(1+ 7])2)

—afce(1+n)

. (B.16)

ESCOlhendOpl:p4:p5:p6:p7:q2:q3:q4:q5:q7:r1:r2:r3:7~6:r7:

0, e ag = a7y = by = b; = cy = c; = 0, obtemos

. bs ¢
P29y (¢, x) =aBarsin(25x) +aBazpcos(Bx) — 2%
B 1 - ¢?

2
_2%62 [2(;5(:03(6 X) + 1¢ e sin(Bx) — /1 — ¢*sin(B X)] ,  (B.17a)
=" b gL 2 o .
0130 = 3 ey 0 (5 1000 +0)°) - Beae™ (cos(3x) — sin5 X))

—afeg(L+n)sin(fx) + aﬁbﬁ (1iﬁ) oS <52X> sin (111 ln(1+77)2>, (B.17b)
r506(0,m) = —2aay a Jlr ) o (; In(1+ 77)2) sin (; In(1 + 77)2)

—as (i ji - CoS (; In(1+ 77)2> —acs (1 _ 1¢i ¢2) Aresin(@)

+aes— =2 (1 1) (B.17c)

1—¢?
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Agora, ao realizar as integragoes, encontramos

b ¢ X as .
9(6,X) = —5 - cos(28X) = S22+ a = gsin(8)
2 ps 5p2,/1_¢2 D2
2a bz . ¢2
——3— [2¢sin(Bx) + /1 — ¢ cos( x) — ——=cos(Bx)| (B.18a)
5" pa [ Ji-¢ ]
b
9(n.x) = —ng cos (; In(1 + 77)2) +ap ;neﬂX(COS(ﬁ X) —sin(8x))
_zﬁazz Ccos (?) Cos (le In(1+ n)2> - aﬁzz (?7 + 77;) sin(f x), (B.18b)
(o) = 2« i: i fﬁ 0 cos (; In(1+ 77)2) sin (; In(1+ 77)2> -« ;z\/ 1 — ¢Peresin(®)
aay @ 1 Cs 2
Y ndtn cos (2111(1 + 77)2> -« T—E)\/l — ¢ (1+n). (B.18c)

Além disso, podemos usar as funcoes de deformacado, bem como suas fungoes inversas,

para escrever

b 2ab
b ¢ arcsin(¢) + o o ¢* Lo (B.19a)

B 1 g p2 B p

(0 == 2 cos(n) - S5 cos? (1) - S0

a aq

g(p) = 3, cos (2 arcsin(gb))

g =5 " T B w 5  w (625"— 1) sin(f x)

+ap ;eﬁx(eﬁx — 1) (cos(ﬁ X) — sin(8 X)), (B.19b)
N o« (4@4 + CL5) 1 1 . 1
g(n)= B a5 cos (2 In(1+ 77)2> sin? (2 In(1+ 77)2>

_a(c;;:;%)(l + 1) cos (; In(1 +77)2>. (B.19¢)

Aqui, a fim de evitar possiveis divergéncias nas equacgoes de primeira ordem nos minimos
do campo ¢*, optamos por definir by = by = 0. Também vale a pena apontar que a aparente
divergéncia no valor n = —1 é uma questao inerente do superpotencial do modelo-E, e no
que diz respeito as solugoes estaticas (5.44), este valor nunca serd alcangado. Juntando

todos esses resultados, finalmente conseguimos

W<z(>3)(¢777, X) = ol —ay —as)(1 — ¢*) + aay cos® (; In(1 + 77)2)

+aas |1 — ¢sin (; In(1+ 77)2” , (B.20)
W&(,m,x) = gcosw X) +aBere’X(14n—e”X)(cos(Bx) —sin(B)),

—0‘5206 sin(Bx) ((1+1)? — e2°%), (B.21)
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W (¢,m,x) = aere? cos(Bx) + acs(l+n)cos(B x)

+a(l —c —c)(1+n)cos (; In(1 + 77)2>
(104—?‘;7) sin (ln(l + 7])2) [sin (; In(1 + n)Q) B ¢]

a as

201+ 1) cos (; In(1+ 77)2> [sin2 (; In(1 + 77)2> _ gbz] . (B22)

_|_

+

que depois de integrados nos conduzem ao superpotencial de trés campos

a

7 sin(f x)

a 9 1 9 . (1 9

—l—g(l —c—c)(l+n) [QCOS (2111(1 +1n) > + sin (2111(1 +1n) )]
1 2 1

+aay {(b cos” (2 In(1 + 77)2) +3 sin® (2 In(1 + 7])2)]

2

+aas [gb—i sin (; In(1+ n)2> + 1sin?’ <; In(1+ 77)2)]

¢3
W (6, x) = a(l —as—as) (¢>—3> +

6
+% e’ [(5(1 +n) — 3€BX) cos(B x) + e’ X sin(B X)}
+a1—86 {(5(1 )t — 62Bx) cos(B x) + 2¢27 X sin(8 X)} . (B.23)

B.3 O modelo estendido (¢4 + sGy + sGy)

Apresentaremos a derivagdo explicita do superpotencial de trés campos para o
acoplamento do modelo ¢* com dois modelos sine-Gordon diferentes. A partir da eq.(B.1),

e usando as eqs.(5.46)-(5.48), obtemos respectivamente
0 = prgx(X) + P29x(0: X) + Pegn (X ¥) + Prgx (0 X, V) — 1296(9, X) — 4395(9)

—596(0, V) — 796(, X, ¥) — 2a fay cos(B x) sin(B x) — o B <a2 - 2;;) ¢ cos(f x)
cabs ¢ aby  sin(Bx) | abs  sin(yy)

g M 20 /1 —¢sin(By) 20 /1 — ¢sin(y)
+afard (2 ¢sin(Bx) cos(yy) + cos(B x) cos®(y2h) — 2sin(yy) sin(3 x) cos(B X))

— aBagcos(By) sin(ye) — 2 ‘;‘”

sin(S x) cos(y), (B.24)
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¢,

0 = pagy (V) + p594(0,0) + Pegu (X ) + P19y (D, X, V) — T296(5 X) — 73G5(D)

R . QCo sin(5 x) 20 ey
~7506(0, V) — T7G6(0, X, V) + > = psm(Ax) += ¢ cos(B x)

& C3 0

—ay ( " 27) i cosrt) + 22— 2arausint) s

+ayar ¢ (2¢cos(Bx) sin(y1) — 2sin(B x) sin(y1) cos(11) — cos(ye) sin®(Bx))

acs  sin(yy) B B.95
oy o e ¢ cos(y¢), (B.25)

e também,

0 = q1Gy(V) + q5Gy (0, ¥) + @670 (X, V) + G7Gu (D, X, V) — 1195 (X) — 720x (&, X)

. . afc . afcy  ¢eos(fx)
—160x (X V) — T79x (0, X, ) + sin(8x) + 7 = gsn(G

_04507 9 . B ayby B avbs  Peos(y)
— ¢~ sin(f x) 3 sin(vy) 28 - Ssin(70)

afBes  cos(Bx)sin(yy)  aybs  sin(Bx)cos(v¢)
2y 1—sin(Bx)sin(yy) 28 /1 —sin(g x)sin(y0)
2 sin(5) cos? () = 22T sin(y) cos(y) cos(5)
2« B ey 2avby

B

Agora, escolnendo p1 = po = ps = ps =Pr =GB =qQ =@ = Qs =7 =71 =Ty = T3 =

rs =1 =0,ea; =by =03 =b; =bg = co =c3 =c5 =cg =0, obtemos

_|_

¢ cos(f x) cos(y¢)) —

¢sin(yy) sin(f3 x). (B.26)

ab7

Pogy(x:0) = @ fascos(8)sin(0) + =5 (5 ) cos(v), (B.27a)
) = a7 (a0 + 27 ) eosty)sin(3 ), (B.27h)
v3,(6) = ~2aparsin(@)os(3) — 0 (0 - 5F Jocostin, (BT

P16(6, 0 8) = T geos(8x) — 2aassin() cos(v1) — aras deos(re), (B.27d)
rrdo ) = s - 2 0 sin(a) + 20 sin(5 ) cost(40)

=00 sin(yw) - 22T sin(y) cos(y9) cos(51)

200 cos(8x) cos() — 220 psin(yp)sin(Bx).  (B.27e)

8



APENDICE B. Cidlculo das fungdes g para sistemas de trés campos 78

Entao, realizando as integracoes encontramos

peg(X,¥) = aagsin(f x)sin(y), (B.28a)
@j(¢,x) = —2afa;¢sin(Bx)cos(Bx) — af@ ¢” cos(B ), (B.28b)

reg(0,x,0) = —Tcoswx) — 2ayas 6 sin(yv) cos(y) — = % cos(y1)
—agb‘* x sin(y9)), (B.28c)

onde é necessario ter by = ¢; = 0 por consisténcia. Além disso, usando as funcoes de

deformacéao e suas funcgoes inversas, obtemos

psg(¢) = — aag ¢, (B.29a)
w300 =a B (200 + % ) sin®(3 ) cos(3 ) (B.29b)

2
rg(Y) = avcl cos(yY) + ay <2a4 + 5 ) sin?(yy) cos(yy) + a;gmw sin(vyt).  (B.29¢)

Juntando todos esses resultados, obtemos

W6 x, 1) = a(l —¢*) +aa (¢* —sin®(BX)) + aazé (¢ —sin(3 )

+aay (¢° —sin®(y9)) + aas ¢ (¢ — sin(y)). (B.30)
W& (¢, x,1) = g(l — by) cos(B x) + o B (2a1 — a;) sin®(f8 x) cos(3 x) + ozﬁb4 cos(71))
o fagsin(28y) — 2224 cos(3 ), (B.31)
W (6, x,9) = ?;COS(%/}) +avy (2a4 + ) sin®(y¢) cos(y1) — ay asgsin(2y9)
— =026 cos(ye) + B % (g — B x)sin(y0), (B.32)

os quais ao serem integrados nos fornece o seguinte superpotencial

3

W6, x,¢) = ap—a(l—ar —ay —as— as) (é —aay psin®(Bx) — %& sin(53 x)
— aaudsind(y) = =520 sin(r) + (1 = bi) (5 x)

aﬁ?‘ (Bx =) cos(¢))
% (2&4 + a25> sin®(yy). (B.33)

a a
+§ (2@1 + 22) sin®(3 x) +

+’y <1 + bgy ) sin(yy) +
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