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Resumo
Nessa dissertação, após uma breve revisão dos elementos presentes na geometria diferencial,
apresentamos o Teorema de Singularidade de Penrose (1965) e o reescrevemos sob a ótica
das transformações disformes. Sem a intenção de usar um aparato matemático completo e
sofisticado, vamos apresentar um esboço da prova do Teorema de Singularidade e uma
forma resumida alternativa a este.

Em seguida, separando as transformações disformes em duas classes complementares, mais
especificamente o caso conforme e as transformações do tipo Kerr-Schild, apresentaremos
uma análise do Teorema de Singularidade de acordo com essas transformações. Por
fim, conseguimos fazer uma análise de espaços-tempos que se relacionam por meio das
transformações disformes e assim descrever as hipóteses necessárias para o surgimento ou
remoção de singularidades.

Palavras-chave: Teoremas de singularidade, transformações disformes.





Abstract
In this dissertation, after a brief review of the elements present in differential geometry,
we present Penrose’s Singularity Theorem (1965) and rewrite it from the perspective
of disformal transformations. Without intending to use a complete and sophisticated
mathematical apparatus, we are going to present an outline of the proof of the Singularity
Theorem and a brief alternative to it.

Then, separating the disformal transformations into two complementary classes, more
specifically the conformal case and the Kerr-Schild type transformations, we will present an
analysis of the Singularity Theorem according to these transformations. Finally, we were
able to make an analysis of space-times that relate through the disformal transformations
and thus describe the hypotheses necessary for the addition or removal of singularities.

Keywords: Singularity theorems, disformal transformations.
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1 Notação

Nessa seção, serão apresentadas as definições das quantidades utilizadas ao longo
de todo texto e se houver modificações elas serão previamente avisadas. As definições aqui
presentes seguem o livro-texto (POISSON, 2004).

• Índices gregos: α, β, γ, ... = 0,1,2,3;

• Índices latinos: i,j,k,...=1,2,3;

• Derivada parcial de um vetor Aβ em relação às coordenadas xα,

Aβ,α = ∂Aβ

∂xα
; (1.1)

• Métrica de Minkowski em coordenadas cartesianas,

ηαβ = diag(−1,+1,+1,+1) ; (1.2)

• Delta de Kronecker,

δαβ =

 0, se α 6= β,

1, se α = β.
(1.3)

• Símbolo de Christoffel construído com uma métrica gαβ,

Γαβγ ≡
1
2g

αν
(
gνβ,γ + gνγ,β − gβγ,ν

)
; (1.4)

• Derivada covariante de um vetor Aα,

Aα;β = Aα,β + ΓαβνAν ; (1.5)

• Tensor de Riemann,

Rα
βγδ ≡ Γαβδ,γ − Γαδβ,γ + ΓαµγΓ

µ
βδ − ΓαµδΓ

µ
βγ ; (1.6)

• Tensor de Ricci,
Rαβ ≡ Rν

ανβ ; (1.7)

• Tensor momento-energia,

Tαβ = ρêα0 ê
β
0 + p1ê

α
1 ê

β
1 + p3ê

α
2 ê

β
2 + p3ê

α
3 ê

β
3 , (1.8)

onde {êα0 , êα1 , êα2 , êα3} são os vetores diretores de um determinado sistema de coorde-
nadas, ρ é a densidade de energia e pi é a pressão na direção de êαi ;
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• Equação de campo de Einstein,

Gα
β ≡ Rα

β −
1
2Rδ

α
β = κTαβ ; (1.9)

onde κ é dado por (8πG)/c4. Ao longo do texto, será usado um sistema de unidades
tal que c = G = 1;

• Operação de simetrização dos índices (α, β) de um tensor Aαβ,

A(αβ) = 1
2(Aαβ + Aβα) ; (1.10)

• Operação de antissimetrização dos índices (α, β) de um tensor Aαβ,

A[αβ] = 1
2(Aαβ − Aβα); (1.11)

• Tensor métrico sob a ação de uma transformação disforme na direção do vetor dµ
(métrica disforme),

ĝµν = gµν + dµdν ; (1.12)

• Símbolo de Christoffel construído com uma métrica disforme ĝαβ,

Γ̂αβγ ≡
1
2 ĝ

αν
(
ĝνβ,γ + ĝνγ,β − ĝβγ,ν

)
; (1.13)

• Derivada covariante do vetor Aα construída a partir da métrica disforme,

Aα;̂β = Aα,β + Γ̂αβνAν . (1.14)
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2 Introdução

Buracos Negros e Big Bang são exemplos de singularidades que são facilmente
encontradas em mídias de comunicação, pois instigam a curiosidade pelo fato de tratarem
dos instantes iniciais do universo e do destino final de estrelas muito massivas.

A teoria da Relatividade Geral, proposta por Albert Einstein em 1915, descreve
tais fenômenos através de distribuições de matéria e energia, os quais, sob certos limites,
deixam de ser bem descritos matematicamente e passam a apresentar um comportamento
singular.

No início dos anos sessenta, houve profundas discussões sobre os limites de validade
da Relatividade Geral devido ao surgimento das singularidades. Primeiramente, foram
analisadas as vizinhanças das singularidades procurando-se por soluções bem comportadas,
o que pode ser revisto em (BELINSKI, 2014). Tais técnicas não são opções satisfatórias, pois
escrever singularidades a partir da divergência da curvatura resulta em várias possibilidades
de comportamentos patológicos, envolvendo a própria curvatura e os escalares relacionados
a ela. Encontrar uma maneira de classificar as singularidades de forma mais clara não é
tarefa simples e ainda não há uma resposta concreta para isso (ver Ref. (REIRIS; PERAZA,
2019) para mais detalhes sobre o assunto).

Já no final dos anos sessenta, Hawking e Penrose demostraram em seus teoremas
(HAWKING; ELLIS, 1973; PENROSE, 1965) baseados na ideia de incompletude geodésica
de um determinado espaço-tempo que, sob certas circunstâncias, as singularidades espaço-
temporais são inevitáveis. Tal técnica consiste em: dada uma família de curvas orientadas,
se ao menos uma dessas curvas tiver o parâmento afim o qual não possa ser estendido
livremente dentro de seu domínio, significa que a curva (bem definida, em princípio)
encontrou um “obstáculo”, que pode ser interpretado como um ponto singular. À vista
disto, nomearemos o espaço na qual esta curva reside de um espaço-tempo geodesicamente
incompleto. Assim como dito em (HAWKING; ELLIS, 1973), essa maneira de mapear
singularidades é sujeita a críticas e existem exemplos na literatura de espaços-tempos que
são geodesicamente completos, mas tais que a linha de Universo descrita por um dado
observador acelerado é incompleta. A análise feita neste trabalho, defenderá o ponto de
vista em que se apenas uma das curvas causais de um dado espaço-tempo não puder ser
estendida de forma ilimitada, tal espaço-tempo será dito singular.

Em especial estudaremos neste trabalho a versão do Teorema de Penrose apresentado
em (HAWKING; ELLIS, 1973) e vamos analisar, em particular, os pré-requisitos necessários
para que um dado espaço-tempo seja singular. À vista disto, será feito um estudo do
mesmo por meio das chamadas transformações disformes, que terá o objetivo de rescrever
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o Teorema de Singularidade de Penrose e analisar casos específicos de espaços-tempos.

As transformações disformes levam um par (M, g) em outro par (M′, ĝ), ondeM
eM′ são variedades e g e ĝ seus respectivos tensores métricos. É importante observar que
uma transformação disforme determina a relação entre os eventos deM eM′, de modo
que as variedades possam ser iguais matematicamente, porém, do ponto de vista físico,
vale a pena distinguí-las.

Na prática, o objetivo deste trabalho, além de fazer uma revisão sobre as quantidades
cinemáticas relacionadas a uma dada congruência de curvas definida numa variedades com
duas métricas distintas, é descobrir quais são as condições necessárias para o surgimento ou
remoção de singularidades num dado espaço-tempo e assim entender a diferença de métricas
como as de Schwarzschild, Kerr e Minkowski, que estão relacionadas por transformações
disformes e são soluções das mesmas Equações de Einstein.
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3 Elementos de geometria diferencial

Este capítulo tem o intuito de definir as ferramentas matemáticas que serão usadas
neste trabalho. Na primeira seção iremos definir os objetos matemáticos básicos da nossa
discussão como curvas, vetores e tensores. Na segunda seção, iremos trabalhar com o tensor
momento-energia e as condições de energia. Na terceira seção, vamos definir as quantidades
cinemáticas que serão usadas na mesma seção para a obtenção da equação de Raychaudhury.
Por fim, apresentaremos uma classificação para superfícies de aprisionamento que será
muito útil quando estivermos tratando do Teorema de Singularidade de Penrose. Os
conceitos e toda a base matemática apresentada neste capítulo foram baseados na Ref.
(POISSON, 2004), exceto a última seção que tem como base a Ref. (SENOVILLA, 2002).

3.1 Curvas, vetores e tensores
Seja uma curva γ em uma variedade M parametrizada por um parâmetro λ e

descrita em um dado sistema de coordenadas através das relações xα(λ). A derivada de
uma função f(xα) em relação a λ, será caracterizado como um vetor dual e pode ser
descrita como

df

dλ
= ∂f

∂xα
dxα

dλ
= f,αu

α. (3.1)

Tal operação gera dois tipos de objetos na variedade: uα que é o vetor tangente à curva γ e
o vetor f,α que pode ser visto como o gradiente da função f e é o vetor dual. Tais objetos
se transformam de um sistema de coordenadas x para outro x de acordo com a regra

f ,α = ∂f

∂xα
= ∂f

∂xβ
∂xβ

∂xα
= ∂xβ

∂xα
f,β, (3.2)

e da mesma maneira
uα = ∂xα

dλ
= ∂xα

∂xβ
∂xβ

∂λ
= ∂xα

∂xβ
uβ. (3.3)

Com isso, a quantidade
f ,αu

α = f,αu
α, (3.4)

é a contração entre os objetos fα e uα e é invariante sob transformações de coordenadas,
pois é um escalar.

Desta maneira, temos que o objeto Aα, que será chamado de vetor, se transforma
da seguinte forma

A
α = ∂xα

∂xβ
Aβ, (3.5)

enquanto que o objeto pα, que será chamado de vetor dual, se transforma segundo a regra

pα = ∂xβ

∂xα
pβ. (3.6)



6 Capítulo 3. Elementos de geometria diferencial

Generalizando as transformações acima, definimos um objeto conhecido como
tensor, Tα...βγ...δ , que se transforma da seguinte maneira

T
α...β

γ...δ = ∂xα

∂xρ
...
∂xβ

∂xσ
∂xε

∂xγ
...
∂xλ

∂xδ
T ρ...σε...λ , (3.7)

tal tensor é conhecido como tensor misto.

3.1.1 Derivada Covariante

Seja Aα um campo vetorial definido sobre γ. Seja P um ponto da curva com
coordenadas xα e Q um ponto infinitesimalmente próximo com coordenadas xα + dxα. A
operação que define a variação no espaço cartesiano do vetor Aα do ponto P ao ponto Q é
descrita por

dAα = Aα(Q)− Aα(P ) = Aα(xβ + dxβ)− Aα(xβ) = Aα,β(xβ)dxβ, (3.8)

onde o termo Aα(Q) foi expandindo em série de Taylor. Tal operação não é uma operação
tensorial, pois não é invariante por transformação de coordenadas e considera a variação
do espaço em questão. Para obter tal requisito, a operação necessita ser de tal forma que

DAα = dAα + δAα, (3.9)

onde o termo δAα corresponde à variação necessária para garantir seu caráter tensorial.
Isto posto, a variação do campo vetorial Aα fica dada por

DAα = Aα,βdx
β + ΓανβAνdxβ, (3.10)

onde Γανβ corresponde à conexão afim, que se transforma, como

Γ̃ανβ = ∂xα

∂xα
∂xβ

∂xβ
∂xµ

∂xµ
Γαµβ −

∂2xα

∂xµ∂xβ
∂xβ

∂xβ
∂xµ

∂xµ
. (3.11)

No caso especifico em que os índices covariantes da conexão são simétricos, ou seja

Γαγβ = Γαβγ, (3.12)

e impondo que gαβ;γ = 0, isto implica em

Γαβγ = 1
2g

αν
(
gνβ,γ + gνγ,β − gβγ,ν

)
. (3.13)

Assim, a conexão é totalmente determinada pela métrica e Γαβγ são chamados de símbolos
de Christoffel.

Neste caso, a derivada total de Aα em relação a uma curva γ parametrizada por
um parâmetro afim λ é

DAα

dλ
= Aα;β

dxβ

dλ
(3.14)
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onde
Aα;β = Aα,β + ΓανβAν , (3.15)

é a derivada covariante de um campo vetorial Aα.

É interessante notar que no caso de escalares, a derivada covariante se resume à
derivada ordinária

(Aαpα);β = (Aαpα),β (3.16)

usando a regra de Leibniz, trazemos

(Aαpα);β = (Aα;β)pα + Aα(pα;β). (3.17)

Substituindo a equação (3.15) na equação (3.17) conseguimos definir a derivada covariante
de um vetor dual pα

pα;β = pα,β − Γναβpν . (3.18)

A partir daí, podemos estudar o caso da derivada covariante de vetores sem que haja
contração, ou seja

(Aαpβ)ν = (Aαpβ);ν = (Aα;ν)pβ + Aα(pβ;ν). (3.19)

Rescrevendo Aαpβ = Tαβ e substituindo as equações (3.15) e (3.18) na equação (3.19)
temos a definição da derivada covariante do tensor misto

Tαβ;γ = Tαβ,γ + ΓαµγT
µ
β − ΓµβγTαµ. (3.20)

A regra é que existe um termo de conexão para cada índice tensorial, de modo que o termo
adicionado é positivo se o termo é contravariante e negativo no caso covariante.

3.1.2 Equação da geodésica

Para determinar a distância entre dois pontos P e Q sobre uma curva γ, realizamos
o seguinte cálculo

l =
∫ Q

P

√
±gαβẋαẋβdλ, (3.21)

onde a derivada das coordenadas em relação ao parâmetro λ é dada por ẋα = dxα/dλ.
Onde o sinal é positivo quando a curva é tipo-espaço e negativo quando é tipo-tempo, de
forma que o integrando é sempre positivo.

Tal curva será extremal quando o integrando for solução das equações de Lagrange,
no caso L(ẋα, xα) = (±gαβẋαẋβ)1/2, assim

d

dλ

∂L

∂ẋα
− ∂L

∂xα
= 0 (3.22)

a qual assume a seguinte forma

ẍα + Γαβγẋβẋγ = κ(λ)ẋα (3.23)
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onde κ(λ) = d lnL/dλ. A expressão acima é chamada equação da geodésica. Por uma
reparametrização da curva, na qual l ≡ 1, podemos colocar a equação da geodésica na sua
forma padrão

ẍα + Γαβγẋβẋγ = 0. (3.24)

3.1.3 Tensor de Curvatura

O tensor de Riemann pode ser definido pela relação

Aν;α;β − Aν;β;α = −Rν
µαβA

µ, (3.25)

que representa a antissimetria da derivada covariante de um tensor Aν . Explicitamente, o
tensor de Riemann pode ser representado por

Rα
βγδ = Γαβδ,γ − Γαδβ,δ + ΓαµγΓνβδ − ΓαµδΓνβγ. (3.26)

Usando a simetria de índices do tensor de Riemann e possível escrever sua forma
covariante como

Rαβγδ = 1
2
(
gαδ,βγ − gαγ,βδ − gβδ,αγ + gβγ,αδ

)
, (3.27)

e com isso é possível escrever a seguinte relação tensorial

Rαβγδ +Rαδβγ +Rαγδβ = 0. (3.28)

Agora, usando a equação (3.28) e a definição de derivada covariante para um tensor misto,
é possível escrever

Rαβγδ;ν +Rαδνγ;δ +Rαγδν;γ = 0, (3.29)

que é conhecida como Identidade de Bianchi.

3.1.4 Desvio geodésico

Figura 1 – Evolução do vetor desvio geodésico. (Figura retirada da referencia (POISSON,
2004))
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Considerando agora duas geodésicas vizinhas γ0 e γ1, cada uma delas descritas
pelas coordenadas xα(τ), onde τ é um parâmetro afim e uα é o vetor tangente a geodésica
γ0, vamos desenvolver o conceito do vetor desvio geodésico ξα entre duas geodésicas e
determinar a variação desse vetor em relação ao parâmetro afim τ . Para esse fim, vamos
introduzir, no espaço entre γ0 e γ1, uma família inteira de geodésicas interpoladas, de
forma que para cada uma das geodésica atribuiremos um rótulo s ∈ [0, 1], de forma que
em s = 0 temos γ0 e em s = 1 temos γ1, como ilustrado na Figura (1).

Vamos descrever coletivamente essas geodésicas como xα(s, τ), em que s especifica
a geodésica e τ percorre uma dada geodésica. Sendo xα(s, τ) uma geodésica, temos que
uα;βu

β = 0. Se mantivermos o parâmetro τ fixo e variarmos s, obteremos outra família de
curvas, rotuladas por τ e parametrizadas por s. Em geral, essas curvas não serão geodésicas.
Tal família possui ξα = ∂xα/∂s como campo vetorial tangente com a restrição que para
γ0, ξα|s = 0 isso fornece uma noção significativa de desvio entre γ0 e γ1.

Com o objetivo de mostrar a relação entre o vetor desvio geodésico e tensor de
Rieman, vamos derivar uma expressão para a “aceleração” do vetor de desvio, ou seja, a
sua derivada segunda em relação ao parâmetro τ

D2ξα

dτ 2 = (ξα;βuβ);γu
γ = (ξα;β)uαuβ + ξα(uα;β)uβ, (3.30)

usando as definições de uα e ξα, podemos deduzir que ∂uα/∂s = ∂ξα/∂τ . Sabendo que
uαξα = const., podemos escrever

ξα;βu
β = uα;βξ

β (3.31)

Substituindo a equação (3.31) na (3.30) e usando a definição do tensor de Riemann,
temos

D2ξα

dτ2 = (ξ;βu
β);γu

γ = (uα;βξβ);γu
γ = uα;βγξ

βuγ + uαβξ
β
;γu

γ

= (uα;βγ −Rα
µβγu

µ)ξβuγ + uαβu
β
;γξ

γ

= (uα;γuγ);βξ
β − uα;γu

γ
;βξ

β −Rα
µβγu

µξβuγ + uαβu
β
;γξ

γ.

(3.32)

Com um pequena manipulação de índices, é fácil observar que o segundo e quarto termo
se cancelam e pela equação da geodésica o primeiro termo também é nulo, de forma que

D2ξα

dτ 2 = −Rα
µβγu

µξβuγ, (3.33)

a qual é conhecida como equação do desvio geodésico. No caso particular de um espaço
plano, as geodésicas γ0 e γ1 são retas e embora possa variar com τ , essa variação será
sempre linear de forma que D2ξα/dτ 2 = 0.
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3.2 Congruências de geodésicas
Neste trabalho, estamos interessados particularmente no caso de congruências de

geodésicas tipo nulo. Porém, para fins didáticos, iremos primeiro apresentar um caso
bidimensional simples e, em seguida, tratar o caso de geodésicas tipo-tempo.

3.2.1 Cinemática em um meio deformável

Nesta seção iremos estudar o movimento interno de um meio deformável bidimensi-
onal, numa perspectiva totalmente cinemática e newtoniana.

Considere um deslocamento suficientemente pequeno ξa, a partir de um ponto de
referência O, conforme a Figura 2. Com isso, podemos escrever

dξa

dt
= Ba

bξ
b + O(ξ2), (3.34)

onde Bb
a é um tensor misto.

Figura 2 – Deformação bidimensional (Figura retirada da referencia (POISSON, 2004))

Para intervalos de tempo suficiente pequenos, podemos usar o teorema do valor
médio ∫ b

a
f(x)dx = (b− a)f(Xm), (3.35)

onde Xm é o valor médio, de forma que a equação (3.34) pode ser integrada resultado em

ξa(t1)− ξa(t0) =
∫ t0

t1

(
Bb

aξ
a + O(ξ2)

)
dt. (3.36)

Desprezando os termos de ordem 2 ou maior, temos

ξa(t1) = ξa(t0) +Bb
a(tm)ξa(tm). (3.37)

Expandindo em série de Taylor e novamente desprezando os termos de ordem 2 ou maior,
encontramos

ξa(t1) = ξa(t0) + ∆ξa(t0), (3.38)
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onde ∆ξa(t0) = Ba
b(t0)ξb(t0).

O campo tensorial Bb
a pode ser decomposto como a combinação linear de outros

três campos, que podem ser expressos por matrizes da seguinte forma

Bb
a = 1

2

θ 0
0 θ

+
σ+ σx

σx −σ+

+
 0 ω

−ω 0

 , (3.39)

ou, na forma tensorial, como

Bb
a = 1

2θδ
b
a + σba + ωba, (3.40)

onde θ é o fator de expansão, σba é um tensor simétrico de traço nulo, chamado de
cisalhamento (shear) e ωba é o tensor antissimétrico de rotação. Tais quantidades são
conhecidas como quantidades cinemáticas relacionadas à congruência de curvas em questão
e podem ser descritas por

ωab = B[ab], (3.41)

σab = B(ab) −
1
2θδab, (3.42)

θ = δabua;b = ua;a, (3.43)

onde os índices são levantados e abaixados com a métrica Euclidiana bidimensional.

3.2.2 Congruência de geodésicas tipo-tempo

Seja O um aberto no espaço-tempo quadridimensional. Uma congruência em O é
uma família de curvas que interceptam o aberto O, sendo que cada uma dessas curvas
passa por um ponto do aberto de forma a não se cruzarem entre si.

No caso em que a congruência é formada por geodésicas do tipo-tempo, que evoluem
de acordo com um parâmetro afim τ , podemos estabelecer uma série de relações entre
o vetor tangente às curvas uα e o vetor de desvio ξα entre duas geodésicas vizinhas da
congruência usando os resultados da seção 3.1.4, a saber

uαuα = −1, uα;βu
β = 0, uα;βξ

β = ξαβu
β, uαξα = 0. (3.44)

Nessa situação, a métrica do espaço-tempo pode ser decomposta em sua parte
longitudinal e uma transversal, de forma que

gαβ = hαβ − uαuβ, (3.45)

onde hαβ é a métrica induzida no hiper-espaço tridimensional ortogonal uα, sendo definida
por

hαβ = gαβ + uαuβ. (3.46)
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Vamos agora introduzir o campo tensorial

Bαβ = uα;β. (3.47)

Usando as relações (3.44) podemos mostrar que Bαβ é ortogonal ao vetor tangente uα, isto
é

uαBαβ = uαuα;β = 1
2(uαuα);β = 0, uβBαβ = uβuα;β = 0, (3.48)

onde a segunda relação e obtida pela equação da geodésica. Também com o auxílio do
conjunto de propriedades (3.44), a atuação de Bαβ sobre o vetor de desvio geodésico pode
ser vista como uma medida da “falha” do vetor ξα ao se propagar ao longo da congruência.

Com o objetivo de desenvolver uma equação de evolução para o fator de expansão θ,
que será de grande importância quando discutirmos os teoremas de singularidade, iremos
analisar a derivada covariante do campo tensorial Bαβ. Assim

Bαβ;µu
µ = uα;βµu

µ. (3.49)

Usando a definição do tensor de Riemann, encontramos

uα;βµu
µ = (uα;µβ −Rανβµu

ν)uµ. (3.50)

Rescrevendo a derivada covariante de segunda ordem pela regra do produto,

(uα;µβ −Rανβµuν )uµ = (uα;µu
µ);β − uα;µu

µ
;β −Rανβµu

νuµ, (3.51)

e usando a equação de geodésica, além da definição do tensor Bαβ, temos

Bαβ;µu
µ = −BαµB

µ
β −Rανβµu

νuµ. (3.52)

Tomando o traço e usando a definição do fator de expansão, podemos escrever

dθ

dτ
= −BαβBβα −Rαβu

αuβ, (3.53)

sendo que
BαβBαβ = 1

3θ
2 + σ2 − ω2, (3.54)

e, enfim, usando a expressão (3.54), encontramos

dθ

dτ
+ 1

3θ
2 + σ2 − ω2 = −Rαβu

αuβ (3.55)

onde σ2 = σαβσ
αβ e ω2 = ωαβω

αβ. Esta é a chamada equação de Raychaudhuri para
vetores tipo-tempo e descreve a evolução, em termos do tempo próprio, da expansão da
congruência geodésica. Note que a evolução depende da natureza do espaço-tempo no qual
a congruência está definida, através do termo com o tensor de Ricci.
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Exemplo: como caso ilustrativo, consideremos uma congruência de linhas de
mundo em um universo em expansão com métrica

ds2 = −dt2 + a2(t)(dx2 + dy2 + dz2), (3.56)

onde a(t) é o fator de escala. O campo vetorial tangente a essas linhas é uα = −∂αt. Com
isso, podemos calcular

Bαβ = uα;β = ȧ

a
hαβ, (3.57)

onde o ponto indica diferenciação em relação a t. Isso mostra que os tensores de cisalhamento
e rotação são nulos para esta congruência. O coeficiente de expansão, por outro lado, é
dado por

θ = 3 ȧ
a

= 1
a3

d

dt
(a3), (3.58)

ilustrando que o fator de expansão mede a taxa fracionária de alteração do volume da
seção transversal da congruência.

3.2.3 Congruência de geodésicas tipo nulo

De suma importância para o andamento deste trabalho, o estudo de geodésicas tipo
nulo será feito usando a mesma configuração geométrica da seção anterior, exceto que o
vetor tangente à geodésica, agora nulo, será denotado por kα e as geodésicas que compõem a
congruência serão parametrizadas por λ. O vetor desvio geodésico será novamente denotado
por ξα, e considerado ortogonal ao vetor tangente kα. Assim, as seguintes relações são
válidas:

• Pela definição do vetor tipo nulo:

kαkα = 0; (3.59)

• Pela equação da geodésica:
kα;βk

β = 0; (3.60)

• Transporte paralelo de kα na direção de ξα será igual ao transporte de ξα na direção
de kα:

kα;βξ
β = ξα;βk

β; (3.61)

• kα ortogonal a ξα:
kαξα = 0. (3.62)

Para definir o tensor de projeção hµν no espaço ortogonal a kµ, é conveniente
introduzir um outro vetor tipo nulo auxiliar Nµ, tal que

hαβ = gαβ + kαNβ +Nαkβ, (3.63)
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de forma que as seguintes relações são satisfeitas

hαβk
β = 0, hβαN

β = 0, hαα = 2, hαµh
µ
β = hαβ, (3.64)

que confirmam que hαβ é puramente ortogonal a kα e Nα e, efetivamente, bidimensional.
Evidentemente, as condições NαNα = 0 e kαNα = −1 não determinam Nα de forma
unívoca. Isso implica que a métrica transversal não é exclusiva. Como veremos, no entanto,
quantidades como a expansão da congruência serão as mesmas para todas as opções do
vetor nulo auxiliar.

Como no caso das geodésicas tipo nulo, o campo tensorial

Bαβ = kα;β, (3.65)

que também pode ser visto como uma medida da falha de ξα ser transportado paralelamente
ao longo da congruência, isto é,

ξα;βk
β = Bα

βξ
β, (3.66)

é ortogonal ao campo vetorial tangente: kαBαβ = 0 = Bαβk
β. No entanto, Bαβ não é

ortogonal a Nα e a equação (3.66) tem uma componente não transversal que deve ser
removida. Assim, começamos isolando a parte puramente transversal do vetor de desvio
geodésico ξα. Como hαβ é puramente transversal, é fácil ver que

ξ̃α ≡ hανξ
ν = ξα + (Nµξ

µ)kα, (3.67)

é o objeto desejado. Sua derivada covariante na direção de kα representa a velocidade
relativa de duas geodésicas vizinhas. Isto é dado por,

ξ̃µ;βk
β = hµνB

ν
βξ

β + (Nν;βξ
νkβ)kµ, (3.68)

onde inserimos a Eq. (3.66) no primeiro termo do lado direito. O cálculo do segundo termo
fornece,

ξ̃µ;βk
β = hµνB

ν
βξ

β + (Nν;βξ
νkβ)kµ, (3.69)

e vemos que o vetor ξ̃νβ tem uma componente ao longo de kµ. Mais uma vez, removemos
isso projetando com hαµ. Usando a equação (3.66), obtemos,

(ξ̃αβkβ )̃ ≡ hαµ(ξ̃µ;βkβ) = hαµB
µ
νξ
ν

= hαµB
µ
ν ξ̃
ν

= hαµh
ν
βB

µ
ν ξ̃
β, (3.70)

para os componentes transversais da velocidade relativa. Na primeira linha, podemos
substituir ξν por ξ̃ν , pois Bµ

νk
ν . Na terceira linha, inserimos a relação ξ̃ν = hνβ ξ̃

β já que
ξ̃ν é puramente transversal. Com isso, obtivemos

(ξ̃αβkβ )̃ = B̃α
β ξ̃

β, (3.71)



3.2. Congruências de geodésicas 15

onde,
B̃αβ = hµαh

ν
βBµν , (3.72)

é a parte puramente transversal de Bµν = kµ;ν . Isso pode ser expresso de uma forma mais
explícita usando a equação (3.63):

B̃αβ = Bαβ + kαN
µBµβ + kβBαµN

µ + kαkβBµνN
µN ν . (3.73)

A equação (3.73) governa o comportamento puramente transversal da congruência nula,
e o vetor B̃α

β ξ̃
β pode ser interpretado como a velocidade relativa transversal entre duas

geodésicas vizinhas. Como fizemos antes, vamos decompor o tensor B̃αβ em suas partes
irredutíveis,

B̃αβ = 1
2θhαβ + σαβ + ωαβ, (3.74)

onde θ = B̃α
;α é o escalar de expansão, σαβ = B̃(αβ) − 1

2θhαβ o tensor de cisalhamento e
ωαβ = B̃[αβ] o tensor de rotação. A expansão é dada mais explicitamente por,

θ = gαβB̃αβ = gαβBαβ,

que segue da equação (3.73) e o fato de Bαβ ser ortogonal a kα. A partir disso, obtemos,

θ = kα;α. (3.75)

Vemos explicitamente que θ não depende da escolha do vetor nulo auxiliar Nα, ou
seja, a expansão está univocamente definida. O significado geométrico da expansão será
considerado em detalhes abaixo, onde mostraremos que θ é a taxa fracionária de mudança
por distância do parâmetro afim da unidade da área da seção transversal da congruência.
É interessante notar que, o espaço transversal é bidimensional.

Por fim, a versão para geodésicas nulas da equação de Raychaudhuri pode ser
obtida a partir de,

dθ

dλ
= −BαβBβα −Rαβk

αkβ, (3.76)

que segue da mesma série de etapas feitas no caso tipo-tempo. Substituindo a equação
(3.54) na equação (3.76) chegamos em

dθ

dλ
= −1

2θ
2 − σαβσαβ + ωαβωαβ −Rαβk

αkβ, (3.77)

a qual é a equação de Raychaudhuri para uma congruência de geodésicas tipo nulo.

Exemplo: como caso ilustrativo, consideremos a congruência que forma um cone
nulo no espaço-tempo plano. As geodésicas emanam de um único ponto P que colocamos
na origem do sistema de coordenadas e elas irradiam em todas as direções. Em coordenadas
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esféricas, a geodésica é descrita pelas relações t = λ, r = λ, θ = constante e φ = constante,
em que λ é o parâmetro afim. O campo vetorial tangente é,

kα = −(t− r),α. (3.78)

Agora, devemos encontrar um campo vetorial auxiliar Nα que satisfaça kαNα = −1. Se
escolhermos Nα para estar no plano (t, r), a solução única será Nα = (t+ r),α. Com essa
escolha, descobrimos que a métrica transversal é dada por,

hαβ = diag(0, 0, r2, r2sen2θ), (3.79)

e com um cálculo simples, temos

Bαβ = kα;β = 1
r
hαβ. (3.80)

É fácil observar que Bαβ é perpendicular a Nα e que os tensores de cisalhamento e rotação
são zero para esta congruência.

A expansão, por outro lado, é dada por

θ = 2
r

= 1
4πr2

d

dλ
(4πr2), (3.81)

onde a última igualdade mostra como o fator de expansão é a taxa fracionária de mudança
da área da seção transversal da congruência.

3.3 Condições de energia
Analisaremos agora as chamadas condições de energia: considerando apenas o lado

direito da equação (3.55) e as equações de Einstein, iremos estabelecer condições para que
o sinal daquele termo possa ser controlado através de hipóteses sobre a distribuição de
matéria e energia.

3.3.1 Tensor Momento-Energia

Na Relatividade Geral, a distribuição de momento e energia de qualquer campo
não gravitacional é descrita pelo tensor momento-energia Tαβ. Uma vez que este tensor
está vinculado à curvatura através das equações de Einstein, Tαβ deve satisfazer certas
condições para que o lado direito da equação (3.55) tenha um sinal fixo. Estas restrições
são conhecidas como condições de energia.

Para descrever as condições de energia, vamos assumir que o tensor momento-energia
admita a seguinte decomposição

Tαβ = ρêα0 ê
β
0 + p1ê

α
1 ê

β
1 + p2ê

α
2 ê

β
2 + p3ê

α
3 ê

β
3 , (3.82)
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onde ρ representa a densidade de energia e p1, p2, p3 correspondem às pressões em cada
direção espacial. Os vetores {êαA}, com A = 0, 1, 2, 3, formam uma base ortonormal e
satisfazem a seguinte relação

gαβ ê
α
Aê

β
B = êβAê

β
B = ηAB, (3.83)

onde ηAB é identificado com a métrica de Minkowski em coordenadas cartesianas. De
maneira análoga, podemos escrever uma relação entre a métrica inversa gαβ e os escalares
constantes ηAB como sendo

gαβ êAα ê
B
β = ηAB, (3.84)

onde êαAêAβ = δαβ e êαAêBα = δBA . Com isso, podemos rescrever o tensor momento-energia da
forma

Tαβ = ρê0
αê

0
β + p1ê

1
αê

1
β + p3ê

α
2 ê

β
2 + p3ê

α
3 ê

β
3 . (3.85)

Para a descrição das condições de energia, precisamos decompor vetores do tipo-tempo e
vetores do tipo nulo em termos da base {êαA}. No caso do vetor tipo-tempo, temos

vα = γ(êα0 + aêα1 + bêα2 + cêα3 ), γ2 = (1− a2 − b2 − c2), (3.86)

onde γ é uma constante de normalização de tal maneira que a, b e c são constantes e
obedecem a condição a+ b+ c < 1.

Já o vetor tipo nulo pode ser decomposto como

kα = ρêα0 + Aêα1 +Bêα2 + Cêα3 , (3.87)

onde A, B e C são constantes de normalização e seguem o vínculo A2 +B2 + C2 = 1.

Desta forma, temos os aparatos necessários para a análise das condições de energia.

3.3.2 Condição de energia fraca (CEFR)

A condição de energia fraca afirma que a densidade de energia de qualquer distri-
buição de matéria, medida por um observador tipo-tempo no espaço-tempo, não deve ser
negativa, ou seja,

Tαβv
αvβ ≥ 0. (3.88)

Usando a forma covariante da equação (3.85) e a equação (3.86), chegamos em

ρ+ a2p1 + b2p2 + c2p3 ≥ 0. (3.89)

Agora, temos que analisar essa inequação. Como a, b e c são constantes arbitrárias, podemos
estudar casos específicos respeitando o vinculo a + b + c < 1. Desta maneira, fazendo
a = b = c = 0 na equação (3.89), temos que

ρ ≥ 0. (3.90)
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Para a segunda parte da análise, vamos escolher b = c = 0, de modo que ρ+a2p1 ≥ 0
e como a2 < 1, chegamos em

ρ+ p1 ≥ 0. (3.91)

De forma similar, podemos fazer escolhas para b (com a = c = 0) e c (com a = b = 0), tal
que unindo os 3 casos, podemos escrever a condição de energia fraca como

ρ ≥ 0, ρ+ pi ≥ 0, (3.92)

onde i = 1, 2, 3.

3.3.3 Condição de energia nula (CEN)

A condição de energia nula é semelhante à condição de energia fraca, exceto que vα

é substituído por um vetor tipo nulo arbitrário kα. Portanto, a condição de energia nula
pode ser expressa por

Tαβk
αkβ ≥ 0. (3.93)

Novamente, usando a definição covariante do tensor momento energia, (3.85) e o definição
do vetor nulo (3.87), temos que

ρ+ A2p1 +B2p2 + C2p3 ≥ 0. (3.94)

Da mesma maneira que no caso anterior, vamos analisar a condição de vínculo da
constante de normalização, que neste caso deve obedecer A2 +B2 + C2 = 1. Escolhendo
B = C = 0, implica que A = 1, de modo que obtemos ρ+ p1 ≥ 0. Analogamente, podemos
fazer para B e C. Com isso, chegamos à conclusão que a condição de energia nula implica
em

ρ+ pi ≥ 0. (3.95)

Como já foi dito, a CEN é um caso especial da CEFR e representa uma restrição mais
leve sobre a matéria.

3.3.4 Condição de energia forte (CEFO)

As condições de energia anteriores restringiram que a densidade de energia fosse
maior ou igual a zero, porém não se preocupavam com o traço do tensor momento energia.
Com auxilio das Equações de campo de Einstein, em um sistema de unidades em que
(c = G = 1), temos que,

Tαβ −
1
2Tgαβ = Rαβ

8π . (3.96)

Contraindo com um vetor tipo-tempo vα, podemos escrever
(
Tαβv

αvβ + 1
2T
)

= 1
8πRαβv

αvβ. (3.97)
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A condição de energia forte consiste em exigir que o traço do tensor momento
energia T não seja negativo o suficiente ao ponto de superar as contribuições de energia,
ou seja,

Tαβv
αvβ ≥ −1

2T, (3.98)

desta maneira Rαβv
αvβ será sempre positivo. Da mesma maneira que nos casos anteriores,

usando as equações (3.85) e (3.86), temos o seguinte vínculo,

γ2(ρ+ a2p1 + b2p2 + c2p3) ≥ 1
2(ρ− p1 − p2 − p3), (3.99)

na qual devemos também analisar as constantes. Fazendo com que a = b = c = 0, implica
na condição de vínculo γ = 1 e, com isso, temos,

ρ+ p1 + p2 + p3 ≥ 0. (3.100)

Por outro lado, escolhendo b = c = 0, implica em

ρ+ p1 + p2 + p3 ≥ a2(p2 + p3 − ρ− p1), (3.101)

com a condição de vínculo γ2 = 1/(1− a2). Desse modo, podemos reescrever a equação de
forma que

ρ+ p1 + (p2 + p3)1− a2

1 + a2 ≥ 0, (3.102)

e tomando o limite a→ 1, chegamos na conclusão que

ρ+ p1 ≥ 0. (3.103)

De forma análoga podemos descrever relações para p2 e p3 a fim de descrever a condição
de energia forte como

ρ+ p1 + p2 + p3 ≥ 0, ρ+ pi ≥ 0. (3.104)

Vale ressaltar que a violação da condição de energia fraca implica de forma direta na
violação da condição de energia forte.

3.3.5 Condição de energia dominante (CED)

A condição de energia dominante (CED) descreve a noção de que a matéria deve
fluir ao longo de curvas, que devem ser do tipo-tempo ou nulo, ou seja, devem permanecer
dentro do cone de luz e respeitar a causalidade.

No caso tipo-tempo a condição de energia dominante pode ser vista como uma
extensão da condição de energia fraca, de modo que além de requisitar que Tαβvαvβ ≥ 0,
para qualquer vα tipo-tempo, também exige que a quadricorrente vinculada ao vetor vα,
−Tαβvβ, não seja do tipo-espaço, ou seja,

Tαβ v
βTγαv

γ ≤ 0, (3.105)
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o que implica diretamente que,

γ(ρ2 − a2p2
1 − b2p2

2 − c2p2
3) ≥ 0. (3.106)

Para analisar como nos caso anteriores, vamos fazer a = b = c = 0 e, como isso, chegamos
em ρ2 ≥ 0. Assim, teremos dois resultados possíveis para ρ e usando o fato que −Tαβvβ

tem que ser direcionado para o futuro, podemos selecionar o ramo positivo +ρ. Com isso
podemos escrever a primeira parte da condição como

ρ ≥ 0. (3.107)

Alternativamente, escolhendo b = c = 0 chegamos em ρ2 ≥ a2p2
1. Como isso deve valer

para qualquer a < 1, então, concluímos que ρ ≥ |p1|. Raciocínio semelhante pode ser feito
com b e c de modo que a condição de energia dominante para vetores tipo nulo pode ser
expressa como

ρ2 ≥ 0, ρ ≥ |p1|. (3.108)

3.3.6 Aplicação das condições de energia na equação de Raychaudhuri

Agora vamos analisar a equação de Raychaudhuri para congruências de curvas cujo
vetor tangente é tipo-tempo, no caso especifico das Equações de Einstein.

Usando as equações de campo de Einstein no lado direito da equação de Ray-
chaudhuri (3.55), obtemos

Rαβu
αuβ = 8π

(
Tαβu

αuβ + 1
2T
)
. (3.109)

Com o auxilio da seção anterior, é possível dizer que a equação (3.97) é sempre maior ou
igual a zero, se o espaço-tempo em questão respeitar a condição de energia forte. Com
isso, podemos rescrever a equação de Raychaudhuri no formato de uma inequação

dθ

dτ
+ 1

3θ
2 + σ2 − ω2 ≤ 0. (3.110)

No caso de congruências irrotacionais (ω = 0), podemos reescrever a inequação da
seguinte forma,

dθ

dτ
≤ −1

3θ
2. (3.111)

que pode ser facilmente integrada, levando ao seguinte resultado
1
θ

(τ) ≥ 1
θ0

+ τ

3 , (3.112)

onde θ0 é a constante oriunda da integração.

Para a análise da equação, vamos que se θ0 → 0, então existe um τ0 = 1/3|θ0|,
finito, tal que 1/θ(τ) = 0−, ou seja θ → ∞. Fisicamente, podemos dizer que no tempo
τ = 1/3|θ0| as geodésicas da congruência se aproximam infinitamente.
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3.4 Caracterização de superfícies de aprisionamento
Usando como base o trabalho de Senovilla (SENOVILLA, 2011; SENOVILLA,

2002), vamos descrever o conceito de superfície de aprisionamento fechada, ou simplesmente
superfície de aprisionamento. Tais superfícies são espaciais e fechadas com a propriedade
de que sua área tende a diminuir localmente para uma dada direção.

3.4.1 Quantidades intrínsecas

SejaM uma variedade quadridimensional e S uma superfície contida emM. A
equação paramétrica que representa a restrição das coordenadas deM a S é descrita por,

xα = Φα(λa), (3.113)

onde xα são as coordenadas emM e λa as coordenadas em S. Nesta dissertação vamos
considerar (a = 2, 3).

Para o desenvolvimento desta teoria precisamos encontrar o que será chamado
de primeira forma fundamental de S. Para isso vamos restringir o elemento de linha a
deslocamentos confinados à superfície S, de forma que o vetor tangente a uma curva em S

é dado por,

eαa = ∂Φα

∂λa
. (3.114)

Assim, usando a equação (3.113), podemos escrever o elemento de linha sobre S como

ds2 = gµν |Σdxµdxν (3.115)

= gµν |Σ
dΦµ

dλa
dΦν

dλb
dλadλb (3.116)

= γabdλ
adλb, (3.117)

onde vamos definir a métrica induzida em S, ou primeira forma fundamental, como

γab = gµνe
µ
ae
ν
b , (3.118)

de modo que sua inversa é dada a por

γabγbc = δab . (3.119)

Como S é uma superfície puramente espacial, podemos decompor a métrica gαβ da
seguinte maneira:

gαβ = γabeaαebβ − nαnβ, (3.120)

com inversa dada por
gαβ = γabeαae

β
b − nαnβ, (3.121)
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de forma que a sua forma mista pode ser expressa por

gαβ = γabeαaebβ − nαnβ, (3.122)

onde nα é um vetor normal a superfície, tal que nαnα = −1 e sua projeção em gαβ, vem
dada por

gαβn
α = nβ. (3.123)

A derivada intrínseca de Aa|b em relação a superfície S é definida pela expressão

Aa|b ≡ Aα;βe
α
ae
β
b, (3.124)

de maneira que
Aa|b = Aa,b − ΓcabAc, (3.125)

onde a conexão Γcab pode ser escrita em termos das derivadas de γab como

Γcab = 1
2γ

dc(γca,b + γcb,a − γab,c). (3.126)

De maneira similar ao caso do campo vetorial Aa, a derivada intrínseca da métrica induzida
γ é definida da seguinte maneira:

γab|c ≡ γαβ;γe
α
ae

β
b e

γ
c , (3.127)

a partir da qual pode ser facilmente mostrado que

γab|c = 0. (3.128)

Com isso, podemos rescrever a derivada covariante de um campo tensorial Aα

Aα;βe
β
b = gανA

ν
;βe

β
b , (3.129)

usando a equação (3.122),

gανA
ν
;βe

β
b = (−nαnν + γaceαaecν)Aν;βe

β
b (3.130)

= −(nνaν;βe
β
b)nα + γab(Aν;βe

ν
ce
α
a )eβb, (3.131)

onde vamos definir a projeção de Aν;β na superfície Σ como sendo

Aν;βe
ν
ce
β
b ≡ Ac|b, (3.132)

a qual será denominada derivada covariante intrínseca do vetor Aα. Desta maneira, usando
o fato que nα é ortogonal a Aα = Aaeαa , podemos rescrever a equação

Aα;βe
β
b = −(nν;βA

νeβb) + γcbAc|be
α
a , (3.133)

usando a equação (3.128) e a relação Aµ = Aaeµa , como sendo

Aα;βe
β
b = Aa|be

α
a + Aa(nµ;βe

µ
ae
β
b). (3.134)

A partir daí, vamos definir

Kab ≡ nα;βe
α
ae

β
b , (3.135)

como sendo a segunda forma fundamental da superfície Σ e, enfim, encontramos

Aα;βe
β
b = Aa|be

α
a + AaKabn

α. (3.136)
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3.4.2 Vetor de curvatura média

Sendo S uma superfície bidimensional, compacta e espacial, definida em uma
variedade quadridimensional M, podemos sempre encontrar dois vetores do tipo nulo
linearmente independentes e escolhê-los direcionados para o futuro em toda superfície S.
Denotemos esses vetores nulos como l±, com as seguintes propriedades,

l+µ e
µ
a = 0, l−µ eµa = 0, l+µ l+µ = 0, l−µ l−µ = 0, (3.137)

e de forma que a contração entre eles seja

l+µ l
−µ = −1. (3.138)

Esses vetores vão caracterizar a superfície de aprisionamento, uma vez que a região
confinada por essa superfície tem a propriedade de limitar os raios de luz. Com auxílio
destes vetores, podemos decompor a segunda forma fundamental de S, da seguinte maneira:

~Kab = −Kab(l−)~l+ −Kab(l+)~l−, (3.139)

e com isso definir o vetor de curvatura média,

~H ≡ γab ~Kab = −θ− ~l+ − θ+ ~l−, (3.140)

onde θ± são os fatores de expansão na direção de vetores nulos e tais que

θ± = γabKab(l±). (3.141)

De acordo com o sinal dos respectivos fatores de expansão, podemos descrever
características da superfície em questão, de forma que alguns casos estão descritos na
Tabela 1.

Tabela 1 – Os possíveis casos de superfícies de aprisionamento futuras

Fator de expansão Tipo de superfície
θ+ = θ− = 0 estacionária ou mínima
θ+ < 0, θ− < 0 aprisionamento futura (af)
θ+ = 0, θ− ≤ 0 marginalmente af
θ+ ≤ 0, θ− = 0 marginalmente af
θ+ ≤ 0, θ− ≤ 0 fracamente af

Enfim, para uma análise mais direta de uma superfície, podemos expressar o
seguinte escalar

ξ = −( ~H)2 = −HµHµ = 2θ+θ−, (3.142)

de forma que se ξ ≥ 0, então a superfície em questão é uma superfície de aprisionamento.
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3.4.3 Análise matemática alternativa

O cálculo direto da equação (3.142) já dá informação suficiente para a análise da
superfície de aprisionamento em questão. Porém, neste trabalho também vamos analisar
outra via e mostrar uma análise matemática alternativa para chegar nos mesmos resultados.
Tal análise é de suma importância para o desenvolvimento deste trabalho.

Seja a superfície de aprisionamento S, descrita pela condição xA =constante, onde
(A = 0, 1). Dessa maneira, assumimos que podemos escrever o quadrado do elemento de
linha do espaço-tempo como

ds2 = gabdx
adxb + 2gaAdxadxA + gABdx

AdxB , (3.143)

onde as coordenadas (2,3) são representadas por xa e det gab > 0. A parametrização pode
ser feita da seguinte maneira,

xA = φA(λ) = XA = constante, xa = φa(λ) = λa. (3.144)

Assim, podemos descrever a métrica induzida a superfície S da forma

γab = gab(X,λ), (3.145)

e os vetores nulos como

κ± = l±Adx
A, gABl±Al

±
B = 0, gABl+Al−B = −1. (3.146)

Por consequência, podemos definir as seguintes funções auxiliares,

G
.= eU(x) .=

√
det γ, ~gA = gAadx

a, (3.147)

e assim reescrever os fatores de expansão dados pela Eq. (3.141) como sendo

θ± = κ±a[U,a − e−U(eUγabgAa),b]. (3.148)

Com a ajuda da identidade

div gA = γabgAa|B = 1√
det γ (

√
det γ γab gAa),b, (3.149)

podemos reescrever o vetor de curvatura média

Hµ = δAµ (U,A − div gA). (3.150)

e, desta maneira, escrever o escalar de Senovilla como

ξ = −gBCHBHC |Σ. (3.151)

No que segue, essa expressão alternativa para ξ será bastante útil quando analisarmos o
Teorema de Singularidade de Penrose sob a ação de transformações disformes.
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4 O Teorema de Singularidade de Penrose

Neste capítulo serão apresentados os conceitos matemáticos necessários para o en-
tendimento das hipóteses do Teorema de Singularidade de Penrose (1965) e sua respectiva
prova. No capítulo anterior, em particular, trabalhamos com definições operacionais de su-
perfície de aprisionamento. Porém, neste capítulo, iremos retomar esse conceito de maneira
mais formal, com o intuito de elaborar um esboço da prova do Teorema de Singularidade. É
importante ressaltar que este trabalho não tem o objetivo de fazer um estudo detalhado da
estrutura matemática do Teorema de singularidade, como forma de completeza sugerimos
as seguintes referências (LOBO, 2013; PENROSE, 1965; SENOVILLA, 2011; SENOVILLA,
2002).

4.1 O Teorema em si

O Teorema de Penrose que será analisado neste trabalho possui várias versões,
de forma que todas tem o mesmo objetivo, mas com hipóteses ligeiramente distintas.
Assim, vamos inicialmente apresentar a forma descrita em (PENROSE, 1965), que pode
ser traduzida livremente como:

Teorema 1 (Teorema de Singularidade) Se um espaço-tempo respeita a condição de
convergência nula, contém uma superfície de Cauchy não compacta Σ e uma superfície de
aprisionamento S, então o espaço-tempo é geodesicamente-nulo incompleto.

As condições impostas pelo Teorema 1 podem ser definidas da seguinte forma:

Definição 1 Uma superfície de aprisionamento futura é uma superfície espacial S na
qual o traço das formas fundamentais tenham o mesmo sinal. Quando ambos os traços são
negativos, a superfície fica presa no futuro, enquanto que se os mesmos são positivos, a
superfície é aprisionada ao passado.

Definição 2 Um espaço-tempo satisfaz a condição de convergência nula se Rαβk
αkβ > 0

para todo vetor tipo-nulo kα.

Definição 3 Uma superfície de Cauchy Σ é um conjunto sem referência a tempo e na
qual todas as curvas causais a intersectam uma única vez e cuja união do passado e futuro
dessas curvas a partir de Σ consiste em toda a variedade.
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A superfície de Cauchy é uma superfície de condições iniciais, pois todas as curvas
causais “passam” por ela sendo esta acronal, no sentido que observadores na superfície
registram o mesmo valor de tempo.

Agora vamos apresentar os chamados conjuntos básicos da teoria da causalidade,
onde não será feita uma definição propriamente dita, mas apenas vamos citá-los para
efeito de completeza com o que seguirá no esboço da demonstração. Vamos usar como
Refs. (LUZ, 2000; SENOVILLA, 1998; SENOVILLA, 2002; SENOVILLA, 2011)

Seja um espaço-tempo, quadridimensional,M, onde para cada ponto p ∈M vamos
definir os seguintes conjuntos:

• I+(p) ≡ { x ∈ M | onde existe uma curva tipo-tempo direcionada para o futuro de
p até x } .

• J+(p) ≡ { x ∈ M | onde existe uma curva causal (tipo-tempo ou nulo) direcionada
para o futuro de p até x } .

• E+(p) ≡ {J+(p)− I+(p) }.

Sendo que para cada conjunto ζ, tal que ζ ⊆ M, podemos escrever

I+(ζ) ≡ ∪
p∈ζ
I+(p), J+(ζ) ≡ ∪

p∈ζ
J+(p), E+(ζ) ≡ J+(ζ)− I+(ζ), (4.1)

a grosso modo podemos dizer que, o conjunto J+(S) é o futuro das curvas causais, I+(S)
das curvas tipo-tempo e E+(S) o futuro dos raios de luz emanados da superfície S.

Agora, vamos apresentar algumas definições:

Definição 4 Um conjunto ζ ⊆ M é limite achronal se I+(ζ) ∩ ζ = ∅.

Definição 5 Um conjunto ζ ⊆M é chamado um conjunto futuro I+(ζ) ⊆ ζ.

Definição 6 Uma fronteira acronal própria é uma fronteira de um conjunto futuro.

Definição 7 Um conjunto é dito compacto se para toda cobertura aberta do conjunto
existe uma subcoberta finita.

As seguintes proposições também serão úteis no que segue e podem ser encontradas
em (SENOVILLA, 1998).

Proposição 1 Se a condição de convergência nula for mantida, existe uma superfície
de aprisionamento futura S fechada, onde qualquer conjunto E+(S) é compacto ou o
espaço-tempo é geodesicamente-nulo incompleto para o futuro ou os dois casos.
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Proposição 2 Um espaço-tempo é globalmente hiperbólico se e somente se contém uma
superfície de Cauchy.

Proposição 3 Um espaço-tempo é causalmente simples se e somente se ∂J+(p) = E+(p)
e ∂J−(p) = E−(p) para todo p εM4.

Proposição 4 Qualquer espaço-tempo globalmente hiperbólico é causalmente simples.

Proposição 5 Qualquer fronteira achonal propria B é uma subvariedade C1 tridimensio-
nal mergulhada. Em outras palavras, B é uma superfície acronal sem fronteira.

A partir de agora, vamos seguir apresentando a demostração por absurdo, mostrando
uma incompatibilidade entre as hipóteses do Teorema e a completude geodésica.

Prova 1 Seja uma superfície de aprisionamento futura S. Se o espaço-tempo for geodesicamente-
nulo completo, então pela Proposição 1 o conjunto E+(S) é compacto. Por outro lado, para
um espaço-tempo globalmente hiperbólico, pela Proposição 2, ele é causalmente simples,
de modo que E+(S) = ∂J+(S), devido a Proposição 4. Então, pela Definição 6, E+(S)
seria uma fronteira acronal própria compacta. Escolhendo qualquer congruência de curvas
tipo-nulo no espaço-tempo, cada curva da congruência cruza a superfície de Cauchy Σ
exatamente uma vez (por definição), e encontra E+(S) pelo menos uma vez. Então, se-
guindo as curvas da congruência, podemos definir um mapa contínuo de E+(S) em Σ. Se
E+(S) é compacto, e como Σ não é, a imagem de E+(S) neste mapa contínuo deve ter
uma fronteira em Σ. Mas isso é impossível devido à Proposição 5.

4.2 Análise do Teorema
Para a interpretação do Teorema, vamos analisar a sua prova de forma a detalhar

e esclarecer algumas peculiaridades. Assumindo que a condição de convergência nula é
válida (Definição 2), pela Proposição 1 chegamos num empasse entre o cenário do conjunto
E+(S) ser compacto e o espaço-tempo em questão ser incompleto. Assim, se o conjunto
E+(S) não for compacto, chegamos na conclusão que temos um espaço-tempo incompleto.
A demostração do teorema foi feita baseando-se neste fato.

Desta maneira, nosso objetivo e traçar um caminho e mostrar que o conjunto
E+(S) não é compacto. Começamos pela Proposição 2 que diz que um espaço-tempo é
globalmente hiperbólico se e somente se possuir uma Superfície de Cauchy (Definição 3) e,
sendo globalmente hiperbólico, também é causalmente simples. Enfim, sendo causuamente
simples, pela Proposição 3 temos que o limite do conjunto J+(S), denotado por ∂J+(S), é
igual ao conjunto E+(S) e, portanto, E+(S) é uma fronteira acronal própria.
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Escolhendo uma congruência de curvas tipo-nulo, temos que cada curva dessa
congruência irá atravessar a superfície de Cauchy exatamente uma vez, de forma a
encontrar o conjunto E+(S) apenas uma vez. Neste contexto vamos definir uma mapa
contínuo (uma função contínua) de E+(S) em Σ. Esse mapa que define uma subvariedade
que não poderia ter, fronteira de acordo com a Proposição 5. Logo voltando até o inicio da
demostração, vemos que o problema está em E+(S) ser compacto. Fugir desta condição
significa ter um estaço-tempo geodesicamente nulo incompleto.

Porém, Σ não é um conjunto compacto, logo um mapa de E+(S) definido em Σ
não terá um limite e, consequentemente, o conjunto E+(S) não deve ser compacto.

Em poucas palavras, podemos dizer que existem três requisitos para que o espaço-
tempo seja incompleto,

• Condição de convergência nula;

• Superfície de Cauchy não compacta;

• Superfície de aprisionamento.

De forma que o espaço-tempo em questão tem que admitir as três hipótes.

A condição de convergência nula está inteiramente relacionada com a condição de
energia do espaço-tempo em questão, analisadas na Seção 3 do Capítulo 2, de forma que
estamos especificando o caso de vetores nulos. O caso de campos vetoriais tipo-tempo
pode ser visto em (LOBO, 2013) e o caso tipo-espaço não tem apelo físico. Por fim, vamos
reescrever o Teorema de Penrose com o objetivo de especificar seus requisitos e dar os
elementos a serem utilizados no caso das transformações disformes. Da mesma maneira
como feito em (BITTENCOURT et al., 2020), o Teorema de Penrose (1965) pode ser
escrito como:

Teorema 2 SejaM um espaço-tempo munido de uma métrica g, de tal modo que admita
uma superfície de Cauchy não compacta. Seja Rµν o tensor de Ricci vinculado ao par
(M, g) com vetor tangente kµ. Se:

1. Existe uma Superfície de Cauchy não compacta em (M, g)

2. Rµνk
µkν > 0, para todo kµ;

3. Existe uma superfície de aprisionamento S, de tal maneira que ξ > 0,

então, (M, g) é geodesicamente-nulo incompleto.

Tomando como base o Teorema 2, nos capítulos seguintes, vamos novamente
reescrever o Teorema de Penrose, agora sob a ótica das Transformações Disformes.



29

5 Transformações disformes

Transformações disformes foram inicialmente definidas como transformações geométri-
cas atuantes na métrica do espaço-tempo. Recentemente, foi mostrado que essas trans-
formações permitem representações algébricas e de grupos como pode ser visto na Refs.
(GOULART; FALCIANO, 2013; CARVALHO; LOBO; BITTENCOURT, 2016).

Neste trabalho, vamos usar as transformações disformes exclusivamente para a
análise do Teorema de Singularidade de Penrose. Porém, como visto em (CARVALHO;
LOBO; BITTENCOURT, 2016), existem outras aplicações a partir do ponto de vista físico.
O interesse nas transformações disformes vem crescendo devido às suas aplicações em
várias teorias gravitacionais, por exemplo, as teorias bimétricas de gravitação (CLIFTON
et al., 2012), teorias escalares (NOVELLO et al., 2013), inflação disforme (KALOPER,
2004) e modelos análogos à gravitação (NOVELLO; BITTENCOURT, 2012; NOVELLO;
BITTENCOURT, 2013).

Assim como apresentado na Ref. (CARVALHO; LOBO; BITTENCOURT, 2016),
uma transformação disforme de um único vetor de uma determinada métrica, que chama-
remos simplesmente de transformação disforme, é uma aplicação de funções escalares α e
β, um tensor métrico g e um campo vetorial V , em um espaço-tempoM e os associa a
uma métrica ĝ por meio da seguinte transformação

ĝ(∗, ·) = αg(∗, ·) + βg(V, ∗)⊗ g(V, ·). (5.1)

Daqui em diante, vamos nomear g como métrica de fundo e V vetor disforme associado a
direção da transformação. O mapa que define a transformação disforme é bem definido se
α > 0 e α+β > 0 em toda a variedade. Se essa definição for respeitada, podemos dizer que
a métrica construída ĝ é uma métrica pseudo-riemanniana com a mesma assinatura de g.
Os escalares α e β não são necessariamente funcionais dependendo apenas dos pontos da
variedade, mas funções arbitrárias que também poderiam ter uma dependência funcional
em V e suas derivadas.

Neste capítulo, será analisado o caso em que o campo vetorial V é do tipo-nulo
e vamos representá-lo por d. Assim, podemos escrever explicitamente as componentes
covariantes da métrica disforme em um determinado sistema de coordenadas como

ĝµν = αgµν + βdµdν , (5.2)

e por meio da definição do delta de Kronecker δµν , chegamos em sua forma contravariante

ĝµν = 1
α
gµν − β

α2d
µdν . (5.3)
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A derivada covariante de um campo vetorial covariante lµ relacionada à métrica
disforme é definida como

lµ̂;ν = lµ,ν + Γ̂αµνlα, (5.4)

onde Γ̂αµν são os símbolos de Christoffel construídos a partir da métrica transformada ĝ e
pode ser representado da seguinte maneira,

Γ̂αµν = Γαµν + Cα
µν , (5.5)

onde Γαµν é a conexão de Levi-Civita construída com a métrica de fundo g e Cα
µν é um

tensor dado pela seguinte equação

Cα
µν = 1

2 ĝ
αβ
(
ĝνβ;µ + ĝµβ;ν + ĝµν;β

)
. (5.6)

Com auxilio das Eqs. (5.2) e (5.3), além do software Mathematica c©, podemos expressá-lo
explicitamente através de

Cε
µν = 1

α

[
δε(µα;ν) + βdεd(ν;µ) + dεd(µβ;ν) + βd(µd

ε
;ν) −

1
2gµνg

ελα;λ − βd(µd
ε
ν)

−1
2dµdνg

ελβ;λ

]
+ β dε

2α2

[
gµνd

λα;λ − 2d(µα;ν) + βdλ(dµdν);λ + dµdνd
λβ;λ

]
. (5.7)

Por fim, usando a equação (5.4), podemos escrever o tensor de curvatura de Riemann

R̂ β
µνα lβ = 2lα[̂;ν̂;µ], (5.8)

onde ;̂ é a derivada covariante com respeito a métrica ĝ e, consequentemente, o tensor de
Ricci da métrica disformes como

R̂µν = Rµν − 2Cα
ν[α;µ] + 2Cβ

ν[µC
α
α]β, (5.9)

onde Rµν é o tensor de Ricci construído com a métrica de fundo. A seguir, vamos discutir
dois casos particulares de transformações disformes que são de grande interesse na física:
transformações conformes e transformações do tipo Kerr-Schild.

5.1 Transformações conformes
Transformações conformes são mudanças isotrópicas na geometria que podem ser

vistas como um caso específico das transformações disformes, quando β = 0. Vamos
considerar um espaço-tempoM, descrito por uma métrica g e outro espaço-tempo definido
pelo par (M, ĝ), cuja relação entre os dois pode ser expressa por

ĝµν = αgµν , (5.10)

onde α é uma função positiva. Tendo definido a transformação, é interessante a apresentação
de alguns resultados. Sendo kµ um vetor tangente a uma dada curva na métrica g, é
possível mostrar que k̂µ satisfaz a equação geodésica na métrica ĝ, onde k̂µ = kµ/α.
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Desta maneira temos a equação da geodésica referente a métrica ĝ descrita por

kµ ;̂νk
ν = α̇

α
kµ, (5.11)

onde denotamos α̇ .= α ;̂µk
µ. Sendo λ e λ̃ os parâmetros afins das curvas nulas com respeito

a gµν e ĝµν , respectivamente, podemos escrevê-los em termos do parâmetro α da seguinte
maneira

λ̃(λ) =
∫ λ

0
α(p)dp, (5.12)

e, assim, usando a definição de k̂, recuperamos a forma padrão da equação da geodésica

k̂µ;̂ν k̂
ν = 0. (5.13)

Como forma de completeza, o fator de expansão em relação à métrica disforme é dado por

θ̂
.= k̂µ;̂µ = 1

α
+ α̇

α2 . (5.14)

O tensor de Ricci para a métrica ĝ pode ser calculado usando a equação (5.9), resultando
em

R̂µν k̂
µk̂ν =

[
Rµνk

µkν + 3
2

(
α̇

α

)2
− α̈

α

]
, (5.15)

que com o auxilio da função u = 1/
√
α e substituindo-a na equação acima podemos escrever

R̂µνk
µkν = Rµνk

µkν + 2 ü
u
. (5.16)

Com isso, temos as expressões de como o fator de expansão e o termo de convergência
geodésica ficam modificados por uma transformação conforme.

5.2 Transformações Kerr-Schild
As transformações Kerr-Schild podem ser vistas como um caso particular das

transformações disformes quando α = 1 e β = ε = ±1. Desta maneira, podemos representá-
las em coordenadas por

ĝµν = gµν + εdµdν , (5.17)

onde sua forma covariante
ĝµν = gµν − εdµdν , (5.18)

onde o vetor disforme dµ será considerado do tipo nulo, istó e dµdµ = 0.

Seja kµ um vetor tipo-nulo na métrica ĝµν , ou seja

ĝµνk
µkν = 0. (5.19)

O vetor kµ não necessariamente será nulo na métrica gµν , pois

ĝµνk
µkν = gµνk

µkν + ε(dµkµ)(dνkν) = 0. (5.20)
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Na verdade, teremos
gµνk

µkν = −εφ2, (5.21)

onde definimos a contração de dµ com kµ como φ. Desta maneira, temos que se φ = 0,
então kµ é ortogonal a dµ e, deste modo, kµ é um vetor nulo nas duas métricas.

O tensor de Ricci relacionado à métrica ĝ pode ser escrito em termos da métrica g,
do vetor disforme e suas derivadas como

R̂µνk
µkν =

(
Rµν + 1

2d
′

µd
′

ν + εDα
αDµν + εD′µν − 2εD[να]Dµ

α
)
kµkν +

2φ kµ
[
dνD′[µν] +Dν

[νd
′
µ] − εgνα(D[µν]);α

]
+ φ2

2
(
gµνd

′

νd
′

µ + 2DµνD[µν]
)
, (5.22)

onde dµ;ν = Dµν , dν;µd
µ = d

′
ν , Dµν;αd

α = D′µν . Tendo de posse a Eq. (5.22), já temos o
resultado necessaria para a adapitação do Teorema de Singularidade para o caso conforme.

Quando φ = 0, ou seja, dµ e kµ são paralelos, essa equação assume uma forma mais
simples dada por

R̂µνk
µkν =

(
Rµν − εd

′

µ;ν

)
kµkν . (5.23)

É interessante observar que a condição de convergência nula não é satisfeita nas
duas métricas simultaneamente, ou seja, se Rµνk

µkν > 0 não necessariamente garante que
R̂µνk

µkν > 0.

Como forma de análise das superfícies de aprisionamento caracterizadas pelos
vetores l±µ , vamos agora descrever o fator de expansão em relação a métrica (5.17). Usando
a configuração descrita no capítulo 3, podemos descrever o fator de expansão em relação a
métrica ĝ da seguinte forma

θ̂± = θ± + κ± + εdµl±µ d
ν
;µ + ε(dµl±µ );νd

ν . (5.24)

Definindo a função auxiliar dµlµ = ψ, podemos integrar esta equação para ψ fazendo
θ̂± = 0 (definição de superfície de aprisionamento), obtendo

ψ± =
{
C − ε

∫
(θ± + κ±)(u)e[

∫
u
dµ(ũ);µdũ]du

}
e−
∫
dµ(v);µdv, (5.25)

onde C é uma constante. A equação (5.25) tem pouca utilidade no nosso contexto, porém
vale ressaltar sua grande semelhança com os problemas funcionais que encontramos em
teoria geométrica da medida. Todavia, discutir esse assunto está fora do escopo deste
trabalho.
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6 Efeitos de uma transformação disforme no
Teorema de Singularidade

Neste capítulo, vamos reunir os conceitos presentados nos capítulos anteriores com
o intuito de formular uma nova técnica para a análise das singularidades em um dado
espaço-tempo. Nosso objetivo agora é analisar os efeitos de uma transformação disforme
no Teorema de Singularidade de Penrose (1965). Para isso, vamos separar esta análise
em duas partes uma vez que podemos ver uma transformação disforme como sendo uma
transformação conforme numa métrica do tipo Kerr-Schild. Assim, podemos analisar esses
dois casos em separado e compô-los no final.

6.1 Efeitos de uma transformação conforme
Como forma de análise, vamos usar a versão compacta do Teorema de Singularidade

(Teorema 2), particularmente os três requisitos. O primeiro deles menciona a condição de
convergência nula e, como dito anteriormente, só é satisfeita se a contração do tensor de
Ricci (de um dado espaço-tempo) com um par de campos vetoriais nulos seja maior que
zero. A equação (5.15) designa o tensor de Ricci para espaços-tempo vinculados a métrica
ĝ e, com isso, podemos adaptar a condição de convergia nula para métricas conformes
apenas substituindo o tensor de Ricci por sua forma conforme. Assim,

R̂µνk
µkν > 0 −→ Rµνk

µkν > −3
2

(
α̇

α

)
+ α̈

α
. (6.1)

A superfície de aprisionamento relacionada ao espaço-tempo vinculado com ĝ está
diretamente relacionada ao fator do escalar (3.142) ser maior ou igual a zero. Porém,
tal escalar foi calculado usando uma métrica simples, no sentido que o mesmo tem que
ser adaptado para o caso conforme. Isto posto, vamos usar a mesma estrutura usada no
capítulo 3, porém devemos redefinir alguns parâmetros.

O conjunto de funções auxiliares (3.147) podem ser rescrito em função da métrica
conforme como

G(α, g) = eU(α,g) =√αγ, ~gA(α, g) = α~gA(g), (6.2)

onde a derivada da função U(α, g) pode ser escrita como

U,A(α, g) = αU,A(g) + α,AU(g), (6.3)

e o divergente de ~gA(α, g) da seguinte maneira

div gA(α, g) = div gA(g) + 1
α

(α,A − γabα,bgAa). (6.4)
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Com um cálculo simples, usando as equações (6.3) e (6.4), podemos escrever as componentes
do vetor de curvatura média como sendo

Hµ(α, g) = Hµ(g) + 1
α
δAµ(α,A − γabα,bgAa), (6.5)

e, assim, podemos apresentar o escalar de Senovilla (SENOVILLA, 2011) como

ξ(α, g) = Hµ(α, g)Hµ(α, g). (6.6)

Assim sendo, seguindo a Referência (BITTENCOURT et al., 2020), podemos enunciar o
Teorema de Singularidade para o caso conforme:

Teorema 3 Seja uma transformação conforme com ĝ dada pela equação (5.10), de tal
modo que (M, ĝ) admita uma superfície de Cauchy não compacta. Seja Rµν o tensor de
Ricci vinculado ao par (M, g) e λ o parâmetro afim de uma curva tipo-nulo com vetor
tangente kµ. Se,

1. Rµνk
µkν ≥ α̈

α
− 3

2
α̇
α
, para todo kµ;

2. Existe uma superfície compacta S, tal que ξ̂(α, g) > 0,

então (M, ĝ) é geodesicamente-nulo incompleto.

6.2 Efeitos de uma transformação disforme
Seja (M, ĝ) um espaço-tempo e S uma superfície de aprisionamento contida nesse

espaço-tempo. As coordenadas do espaço-tempo podem ser descritas por {xµ} e na
superfície por {xa}. De forma que índices latinos maiúsculos A,B, ... estão associados às
componentes (0, 1) e índices latinos minúsculos a, b, ... às componentes (2, 3).

Fazendo uma decomposição 2+2 no espaço-tempoM, podemos escrever o elemento
de linha associado da seguinte maneira

ds2 = (gab + ε dadb)dxadxb + 2(gaA + ε dadA)dxadxA + (gAB + ε dAdB)dxAdxB , (6.7)

onde usamos que
ĝab = gab + ε dadb,

ĝaA = gaA + ε dadA,

ĝAB = gAB + ε dBdB.

(6.8)

Usando a definição de métrica induzida na superfície S, apresentada no Capítulo 3,
podemos escrever

γ̂ab = γab + εdadb, (6.9)
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onde sua inversa é dada por
γ̂ab = γab + fdadb, (6.10)

de forma que
γ̂acγ̂cb = δab . (6.11)

Porém, a equação (6.11) só será valida se f = −ε (1 + εdbdb)−1 = −ε/F 2, de maneira que
podemos escrever a métrica induzida

γ̂ab = γab − ε

F 2d
adb (6.12)

A partir da equação (6.10) podemos escrever seu determinante usando a fórmula
de Sherman-Morrison como

det γ̂ = (1 + ε dada)det γ. (6.13)

e rescrever as equações (3.147) no caso Kerr-Schild como

Û,A(g, d) = U,A(g) + F,A
F
. (6.14)

Da definição

d̂iv gA(g, d) = (
√
detγ̂ γ̂ab ĝAa),b√

detγ̂ , (6.15)

e usando a relação
γ̂abĝAa = γabgAa + ε

F 2d
B
(
da − dAgaA

)
, (6.16)

podemos escrever que

d̂iv gA = div gA + γabgAa
F,b
F

+ ε

F
div IA, (6.17)

onde foi definida a função auxiliar

IA(g, α) ≡ IAcdx
c = 1

F
(dA − dagAa)dcdxc. (6.18)

Assim, podemos escrever o vetor de curvatura média em função da métrica disforme

Ĥµ = δAµ (Û,A − d̂iv gA) = Hµ(g)− δAµ (γabgAa
F,b
F

+ ε

F
div IA), (6.19)

e, enfim, o escalar de Senovilla

ξ̂ = −ĝABĤAĤB = ξ(g)− κ(g, d) (6.20)

onde

κ = −gAB(γabgAa
F,b
F

+ ε

F
div IA)

[
(γabgBb

F,a
F

+ ε

F
div IB)− 2HB

]
+dAdBĤAĤB. (6.21)

A equação (6.20) mostra a relação entre o escalar ξ calculado com a métrica de fundo
e aquele calculado com a métrica disforme, onde κ pode mudar o sinal de ξ, causando
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assim uma mudança na classificação da superfície S. Desta forma, fica claro as mudanças
causadas pela transformação neste caso.

Novamente, usando a Referência (BITTENCOURT et al., 2020), podemos enunciar
o Teorema de Singularidade para o caso das transformações do tipo Kerr-Schild:

Teorema 4 Seja (M, g) 7→ (M, ĝ) uma transformação disforme com ĝ dada pela equação
(5.17), de tal modo que o (M, ĝ) admita uma superfície de Cauchy não compacta. Seja Rµν

o tensor de Ricci vinculado ao par (M, g) e kµ o vetor tangente de uma curva tipo-nulo.
Se,

1. Rµνk
µkν ≥ −

[1
2d

′
µd

′
ν + εDα

αDµν + εD′µν − 2εD[να]Dµ
α
]
kµkν +

2φ kµ
[
dνD′[µν] +Dν

[νd
′
µ] − εgνα(D[µν]);α

]
+ φ2

2
(
gµνd

′
νd

′
µ + 2DµνD[µν]

)
, para todo kµ;

2. Existe uma superfície de aprisionamento compacta S, tal que ξ̂ > 0,

então (M, ĝ) é geodesicamente-nulo incompleto.

6.3 Aplicações
Agora, vamos enfim cumprir o objetivo deste trabalho. Usaremos os resultados

obtidos anteriormente em aplicações a um espaço-tempo esfericamente simétrico e estático,
de forma que respeite a condição de convergência nula e não tenha superfícies de aprisi-
onamento. A escolha específica destes espaço-tempo veio naturalmente após os estudos
apresentados em referências como (POISSON, 2004; SENOVILLA, 2002; SENOVILLA,
2011; CHANDRASEKHAR, 2016), pois estes espaço-tempos são estudados no contexto de
colapso gravitacional e de formação de buracos negros, ou seja, as aplicações mais comuns
dos Teorema de singularidade. Com isto, os estudos previamente realizados podem ser
usados para entender melhor os resultados obtidos, sendo a análise feita aqui totalmente
baseada na Ref. (BITTENCOURT et al., 2020).

Uma vez selecianado o objeto de estudo, vamos escolher um espaço-tempo que
possa ser descrito pela transformação Kerr-Schild (Capítulo 4, Seção 2). Assim, fixando a
métrica de Minkowski como sendo a métrica de fundo, que pode ser escrita em coordenada
esféricas (u, r, θ, ϕ) por

ds2 = −dv2 + 2 dv dr + r2 sin2 θ dϕ2 + r2 dθ2, (6.22)

com u sendo uma coordenada temporal e o vetor disforme satisfazendo as seguintes
propriedades

dµ = f(r)δµr , dµ = f(r)δvµ, dµdµ = 0, (6.23)
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onde f(r) é uma função arbitrária, a métrica disforme é dada por

ds2 = −dv2 + 2 dv dr + r2 sin2 θ dϕ2 + r2 dθ2 + εf 2(r)dv2. (6.24)

Como nosso objetivo é verificar o Teorema 3, para isso devemos calcular a derivada
covariante do vetor disforme dµ com respeito à métrica de Minkowski. É fácil verificar que
o vetor disforme dµ satisfaz a equação da geodésica para a métrica ηµν e, neste caso, sua
derivada covariante pode ser escrita em forma matricial como

[Dµ
ν ] = [dµ;ν ] = diag

(
0, df
dr
,
f

r
,
f

r

)
, (6.25)

Assim podemos calcular as quantidades necessárias para verificar a primeiras hipótese do
Teorema 3, como a derivada covariante de Dµ

ν com respeito a métrica de Minkowski na
direção do vetor disforme

[D′µν ] = [dα(dµ;ν);α] = f(r) diag
(

0, d
2f

dr2 ,
r df
dr
− f
r2 ,

r df
dr
− f
r2

)
, (6.26)

e sua divergência com respeito ao índice contravariante

Dµ
ν;µ =

0,
r2 d2f

dr2 + 2r df
dr
− 2f

r2 , 0, 0
 . (6.27)

De posse dos resultados acima, podemos rescrever o termo de foco (5.22) da forma

R̂µνk
µkν = φ2

f d2f

dr2 +
(
df

dr

)2

+ 2f
r

df

dr

 , (6.28)

onde o vetor kµ satisfaz a equação (5.20).

Se impusermos a igualdade (limite inferior) na condição de convergência nula, isto
é, R̂µνk

µkν = 0, podemos reescrever a equação (6.28) como uma equação diferencial para
f(r):

d2f

dr2 = − 1
f

(
df

dr

)2

− 2
rf

df

dr
. (6.29)

Integrando duas vezes em relação a variável r, obtemos a seguinte solução

f±0 (r) = ±
√
C0 + C1

r
, (6.30)

onde C0 e C1 são constantes de integração e seus valores podem alterar o significado físico
de f0 e, consequentemente, da métrica (6.24). Vamos analisar aqui os casos análogos a Ref.
(BITTENCOURT et al., 2020), de modo a determinar o papel das constantes na familia de
funções f±0 (r). Se fizermos C0 6= 0, então teremos uma classe de métrica assintoticamente
não planas, cuja componente 0 − 0 do tensor de Einstein é nulo, de forma a não ter
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Figura 3 – As regiões sombreadas indicam onde a condição de convergência nula é válida. À
esquerda, foi considerado C0 > 0 e C1 < 0. Ao centro, foi escolhido C0, C1 > 0.
À direita, foi considerado C0 < 0 e C1 > 0. O caso em que ambos C0, C1 < 0,
f(r) is puramente imaginária.

correspondência no domínio da relatividade geral. Os gráficos da Fig. 3 mostram os casos
em que a função f±0 satisfaz a igualdade da condição de convergencia nula, para certo
valores das constantes C0 e C1.

Assim, como nos capítulos anteriores, a análise da superfície de aprisionamento
será feita pela abordagem de Senovilla (SENOVILLA, 2011; SENOVILLA, 2002). Em
poucas palavras, vamos recalcular o escalar (6.20) no nosso contexto. Primeiramente, é
conveniente apresentar a métrica de Minkowski da seguinte maneira

[ηµν ] =


[ηAB]

0 0
0 0

0 0
0 0

[ηab]

 , (6.31)

onde

[ηAB] =
−1 1

1 0

 e [ηab] = [γab] =
r2 0

0 r2 sin2 θ

 . (6.32)

Por sua vez, a métrica inversa pode ser escrita como

[ηµν ] =


0 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1/r2 0
0 0 0 1/r2 sin2 θ

 . (6.33)

Com um cálculo simples, a função auxiliar U(e), pode ser escrita como

U(r) = ln
( 1
r2

)
(6.34)
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e assim sua derivada em relação a coordenada radial

U,A(r) = −2
r
δrA. (6.35)

Por outro lado, a função auxiliar divgA é nula, devido a componente ηAa = 0. Assim, o
escalar ξ pode ser escrito como

ξ(r) = −ηrrU,rU,r = − 4
r2 < 0. (6.36)

Note que ξ é sempre negativo e não admite superfícies de aprisionamento como esperado
para o espaço-tempo de Minkowski.

Agora, vamos calcular a influência da transformação disforme sobre a métrica de
Minkowski por meio do escalar κ. No nosso caso, temos

κ(d) = (drU,r)2, (6.37)

e, dessa maneira, o escalar ξ̂ pode ser escrito como

ξ̂(η, d) = −4[1− f 2(r)]
r2 , (6.38)

o qual admite toda uma região não negativa, quando f 2(r) ≥ 1.

Em resumo, se o espaço-tempo dado pela métrica (6.24) possui uma superfície de
Cauchy não compacta, for tal que o lado esquerdo da equação (6.29) for sempre maior ou
igual ao lado direito para todo r e, além disso, temos f 2(r) ≥ 1 para algum valor de r,
então esse espaço-tempo apresenta uma singularidade.
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7 Conclusão

Nessa dissertação, abordamos alguns elementos da geometria diferencial com o
objetivo de entender, descrever e provar o Teorema de Singularidade de Penrose (1965) para
campos vetoriais tipo-nulo. Em paralelo a isso, estudamos as transformações disformes. À
vista de todas as ferramentas matemáticas definidas, mostramos que se aplicarmos uma
transformação disforme a um espaço-tempo não singular (M, g), satisfazendo a condição
de convergência nula e sem superfícies de aprisionamento, a presença de singularidades no
espaço-tempo resultante (M, ĝ) pode ser verificada através da reescrita, sob a ótica das
transformações disformes, da condição de convergência nula e do escalar de Senovilla, desde
que (M, ĝ) admita uma superfície de Cauchy não compacta, como citado anteriormente.

Existem muitas implicações de nossos resultados para teorias alternativas da
gravitação. Em especial, o caso que foi estudado na seção anterior, mostra que a condição
de convergência de uma métrica disforme estática e esfericamente simétrica pode ser testada
diretamente usando a Eq. (6.28), e a formação de superfície aprisionamento fechada ocorre
se f(r) admitir raízes reais para r positivo, assim como mostrado na Figura 3. Essas
condições tornaram testáveis espaço-temos que admitem superfícies de Cauchy. Em poucas
palavras, podemos dizer que a formulação proposta aqui torna testável duas de três
hipóteses do Teorema de Singularidade de Penrose.

Para perspectiva futuras, podemos trabalhar com o caso tipo-tempo do Teorema
de Singularidade, assim como os outros Teoremas de Penrose e outras teorias alternativas
da gravitação. Especificando um pouco mais, podemos estudar a dependência da condição
de convergência nos teoremas de singularidade e, usando um tratamento análogo ao
trabalhado com as transformações disformes, introduzir outras simetrias como no caso
de espaços-tempos axialmente simétricos. Por estes não admitirem superfícies de Cauchy,
talvez isso seja uma boa motivação para novos estudos.





Apêndices
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APÊNDICE A – Transformação do tipo
Kerr-Schild em métrica axialmente simétrica

Como é de conhecimento na literatura, as métricas de Kerr e Minkowski, além
de serem solução da equação de Einstein (com as mesmas condições iniciais) podem ser
relacionadas por transformações disformes. Aqui vamos apresentar a relação entre as
métricas e posteriormente usar a técnica desenvolvida neste trabalho para a análise de
singularidades.

Podemos escrever a métrica de Minkowski em coordenadas cartesianas, como

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2, (A.1)

aplicando uma transformação de coordenadas do tipo

(x+ iy) = (r + ia) sin θ eiφ

z = r cos θ

t = v − r, (A.2)

podemos reescrevê-la como

ds2 = −dv2 + 2 dv dr − 2a sin2 θ dr dϕ+ (r2 + a2) sin2 θ dϕ2 + ρ2 dθ2. (A.3)

Usando como vetor disforme do tipo-nulo

dµ =
√

2Mr

ρ
(−1, 0, 0, a sin2 θ), (A.4)

e após aplicar uma transformação do tipo Kerr-Schild na métrica (A.3), obtemos a métrica
de Kerr

ds2 = −dv2 + 2 dv dr − 2a sin2 θ dr dϕ+ (r2 + a2) sin2 θ dϕ2 + ρ2 dθ2

+2Mr

ρ2 (dv2 − a sin2 θ dϕ)2, (A.5)

Sabendo as métricas de Kerr e Minkowski admitem superfície de Cauchy e respeitam
a condição de convergência nula, resta apanas testar se o espaço-tempo em questão tem ou
não superfície de aprisionamento. Retomando o formalismo apresentado no final do Capítulo
2, onde tínhamos a métrica do espaço-tempo decomposta em suas partes intrínsecas e
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extrínsecas com respeito a uma dada superfície tipo-espaço compacta S, aqui vamos
apresentar na forma matricial, como

[ηµν ] =


[ηAB]

0 0
0 −a sin2 θ

0 0
0 −a sin2 θ

[ηab]

 , (A.6)

onde

[ηAB] =
−1 1

1 0

 e [ηab] = [γab] =
r2 0

0 r2 sin2 θ

 (A.7)

e a matriz inversa dada por

[ηµν ] = ρ−2


a2 sin2 θ a2 + r2 0 a

a2 + r2 a2 + r2 0 a

0 0 1 0
a a 0 sin−2 θ

 , (A.8)

assim o escalar de Senovilla, pode ser calculado, como

ξ = −ηrrU,rU,r = −r2
[
ρ2 + r2 + a2

ρ2(r2 + a2)

]2
r2 + a2

ρ2 < 0, (A.9)

dessa maneira ξ é negativo, e a métrica de Minkowski não tem superfície de aprisionamento,
como esperado e calculado na secção 5.3. Agora vamos calcular a influência da tranformação
disforme, pelo escalar κ

κ = drdrÛ,rÛ,r = 2Mr

ρ2

[
2rρ2 + (r +M)a2 sin2 θ

(r2 + a2)ρ2 + 2Mra2 sin2 θ

]2

(A.10)

e, por fim, calcular o escalar ξ̂

ξ̂ = −r
2 − 2Mr + a2

ρ2

[
2rρ2 + (r +M)a2 sin2 θ

(r2 + a2)ρ2 + 2Mra2 sin2 θ

]2

. (A.11)

Notamos que para a região r2 − 2Mr + a2 ≤ 0, que foi inserida graças a transformação
disforme, ξ̂ é não negativo, caracterizando uma região de aprisionamento.
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