Universidade Federal de Itajuba
Instituto de Fisica e Quimica - IFQ

Programa de Pds-Graduacao em Fisica

Uma Analise do Teorema de Singularidade
de Penrose Sob a Acao de Transformacoes

Disformes

Leandro Santana

Namero de Ordem PPGCC: M001
Itajuba - MG, Agosto de 2020






Leandro Santana

Uma Analise do Teorema de Singularidade

de Penrose Sob a Acao de Transformacoes Disformes

Dissertacao de Mestrado apresentada ao
Programa de P6s-Graduacao em Fisica pela
UNIFEI (area de concentracao: Fisica), como
parte dos requisitos necessarios para a obten-
¢ao do Titulo de Mestre em Fisica.

Universidade Federal de Itajuba - MG
Instituto de Fisica e Quimica - IFQ

Programa de Pés-Graduacao em Fisica

Orientador: Eduardo Henrique Silva Bittencourt

Coorientador: Iarley Pereira Lobo

Itajuba - MG
Agosto de 2020



Leandro Santana
Uma Analise do Teorema de Singularidade
de Penrose Sob a Ag¢do de Transformagoes Disformes/ Leandro Santana. — Itajubd

- MG, Agosto de 2020-
48 p. : il. (algumas color.) ; 30 cm.

Orientador: Eduardo Henrique Silva Bittencourt

Dissertagdo (Mestrado) — Universidade Federal de Itajuba - MG

Instituto de Fisica e Quimica - IFQ
Programa de Pés-Graduagdo em Fisica, Agosto de 2020.

1. Teorema de Singularidade de Penrose. 2. Transformacoes disformes. I.
Eduardo Henrique Silva Bittencourt. II. Universidade Federal de Itajuba. III.
Instituto de Fisica e Quimica. IV. Uma Anélise do Teorema de Singularidadede

Penrose Sob a Acéo de Transformagoes Disformes.

CDU 02:141:005.7




Leandro Santana

Uma Analise do Teorema de Singularidade
de Penrose Sob a Acao de Transformacoes Disformes

Dissertacao de Mestrado apresentada ao
Programa de Pés-Graduagao em Fisica pela
UNIFEI (area de concentracao: Fisica), como
parte dos requisitos necessarios para a obten-
¢ao do Titulo de Mestre em Fisica.

Itajuba - MG, 24 de Agosto de 2020:

Eduardo Henrique Silva Bittencourt
Orientador

Iarley Pereira Lobo
Co-Orientador

Carlos Augusto Romero Filho
Convidado 1

Gabriel Guimaraes Carvalho
Convidado 2

Braulio Augusto Garcia
Convidado 3

[tajuba - MG
Agosto de 2020






Aos meus pais.






Agradecimentos

A paciéncia exaustiva do meu orientador Eduardo Bittencourt, que mesmo tendo

todos os motivos necessarios nao desistiu de trabalhar comigo.

Ao meu coorientador Iarley P. Lobo, que mesmo sem me conhecer pessoalmente,

meu deu 6timos conselhos e me ensinou muito.

Ao Janderson Oliveira e Edson Souza que mostraram ser amigos e mostraram que

eu nao estava sozinho.

Ao Daniel Cruz (Robozinho) e a Eliane Morais, me mostrando que eu poderia fazer

amizades novas no mestrado

Ao Everson H. Rodrigues que mostrou que a amizade as vezes é diferente, e que

conflitos acontecem e nos deixam mais fortes.

Aos professores Agenor P. da Silva e Eduardo Resek que mesmo sem dar aulas no

mestrado nao perderam sua ligagdo comigo.

Aos professores Renato Klippert, Vitorio Alberto De Lorenci e Edisom Moreira, que

fortaleceram meus conhecimentos e me prepararam para o futuro.
A Anna Inacio por ser minha companheira e me dar for¢a para seguir em frente.

Aos meus pais, que mesmo sem entender o meu trabalho me incentivam e me

aguentaram por meses em casa em plena pandemia.
A minha memoria de mim mesmo no passado, que ndo me deixou desistir.

A CAPES pela bolsa concedida.






“O melhor ainda estd por vir.”
(Autor Desconhecido)






Resumo

Nessa dissertacao, apds uma breve revisao dos elementos presentes na geometria diferencial,
apresentamos o Teorema de Singularidade de Penrose (1965) e o reescrevemos sob a ética
das transformacoes disformes. Sem a intencao de usar um aparato mateméatico completo e
sofisticado, vamos apresentar um esbog¢o da prova do Teorema de Singularidade e uma

forma resumida alternativa a este.

Em seguida, separando as transformagoes disformes em duas classes complementares, mais
especificamente o caso conforme e as transformacoes do tipo Kerr-Schild, apresentaremos
uma analise do Teorema de Singularidade de acordo com essas transformacoes. Por
fim, conseguimos fazer uma andalise de espacos-tempos que se relacionam por meio das
transformagoes disformes e assim descrever as hipoteses necessarias para o surgimento ou

remocao de singularidades.

Palavras-chave: Teoremas de singularidade, transformacoes disformes.






Abstract

In this dissertation, after a brief review of the elements present in differential geometry,
we present Penrose’s Singularity Theorem (1965) and rewrite it from the perspective
of disformal transformations. Without intending to use a complete and sophisticated
mathematical apparatus, we are going to present an outline of the proof of the Singularity

Theorem and a brief alternative to it.

Then, separating the disformal transformations into two complementary classes, more
specifically the conformal case and the Kerr-Schild type transformations, we will present an
analysis of the Singularity Theorem according to these transformations. Finally, we were
able to make an analysis of space-times that relate through the disformal transformations

and thus describe the hypotheses necessary for the addition or removal of singularities.

Keywords: Singularity theorems, disformal transformations.
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1 Notacao

Nessa secao, serao apresentadas as defini¢goes das quantidades utilizadas ao longo
de todo texto e se houver modificagoes elas serdo previamente avisadas. As defini¢gdes aqui
presentes seguem o livro-texto (POISSON, 2004).

e Indices gregos: a, 3, 7, ... = 0,1,2,3;
e Indices latinos: ,7.k,...=1,2,3;

e Derivada parcial de um vetor A? em relacao as coordenadas z®,
AP = (1.1)

e Métrica de Minkowski em coordenadas cartesianas,

Nap = diag(—1,+1,+1,+1) ; (1.2)
e Delta de Kronecker,
0
1, sea=24.

e Simbolo de Christoffel construido com uma métrica g.g,
(6% J— 1 av
%, = 29 (gl/fm + Gy — 95%1/) ; (1.4)

e Derivada covariante de um vetor A%,

A%y =A% + 1%, A" ; (1.5)
e Tensor de Riemann,
%5 = s = T + Fafwlwﬂé - Fawruﬂv ) (1.6)
e Tensor de Ricci,
Rop = RY, 5 ; (1.7)
e Tensor momento-energia,
T = pegeq + piése] + pseses + pseies, (1.8)

onde {é§,é%, €5, 5} sao os vetores diretores de um determinado sistema de coorde-

nadas, p é a densidade de energia e p; é a pressao na direcao de é5;



Capitulo 1. Notagdo

Equacao de campo de Einstein,
6 — (0% 1 (0% o,

onde x é dado por (87G)/c*. Ao longo do texto, serd usado um sistema de unidades

tal que c = G = 1;

Operagao de simetrizacdo dos indices (o, ) de um tensor A,g,
1
Afap) = 5(Aas + Aga) 5 (1.10)
Operagao de antissimetrizagao dos indices (o, 8) de um tensor A,g,

1
A[aﬂ} = §(Aaﬁ — A5a>; (111)

Tensor métrico sob a acao de uma transformacao disforme na direcao do vetor d,
(métrica disforme),
g/JV = G + d,udu; (112)

Simbolo de Christoffel construido com uma métrica disforme gz,
goa/ (Q\Vﬁ,’y + g\l/’y,,ﬁ - ,/g\ﬂ'yﬂj) ; (113)

Derivada covariante do vetor A® construida a partir da métrica disforme,

A%, = A%+ Tg,47. (1.14)



2 Introducao

Buracos Negros e Big Bang sao exemplos de singularidades que sao facilmente
encontradas em midias de comunicagao, pois instigam a curiosidade pelo fato de tratarem

dos instantes iniciais do universo e do destino final de estrelas muito massivas.

A teoria da Relatividade Geral, proposta por Albert Einstein em 1915, descreve
tais fenomenos através de distribui¢oes de matéria e energia, os quais, sob certos limites,
deixam de ser bem descritos matematicamente e passam a apresentar um comportamento

singular.

No inicio dos anos sessenta, houve profundas discussoes sobre os limites de validade
da Relatividade Geral devido ao surgimento das singularidades. Primeiramente, foram
analisadas as vizinhancgas das singularidades procurando-se por solugoes bem comportadas,
o que pode ser revisto em (BELINSKI, 2014). Tais técnicas nao sao opgoes satisfatérias, pois
escrever singularidades a partir da divergéncia da curvatura resulta em varias possibilidades
de comportamentos patoldgicos, envolvendo a propria curvatura e os escalares relacionados
a ela. Encontrar uma maneira de classificar as singularidades de forma mais clara nao é
tarefa simples e ainda nao ha uma resposta concreta para isso (ver Ref. (REIRIS; PERAZA,

2019) para mais detalhes sobre o assunto).

Ja no final dos anos sessenta, Hawking e Penrose demostraram em seus teoremas
(HAWKING; ELLIS, 1973; PENROSE, 1965) baseados na ideia de incompletude geodésica
de um determinado espago-tempo que, sob certas circunstancias, as singularidades espaco-
temporais sao inevitaveis. Tal técnica consiste em: dada uma familia de curvas orientadas,
se ao menos uma dessas curvas tiver o paramento afim o qual ndo possa ser estendido
livremente dentro de seu dominio, significa que a curva (bem definida, em principio)
encontrou um “obstdculo”, que pode ser interpretado como um ponto singular. A vista
disto, nomearemos o espaco na qual esta curva reside de um espaco-tempo geodesicamente
incompleto. Assim como dito em (HAWKING; ELLIS, 1973), essa maneira de mapear
singularidades é sujeita a criticas e existem exemplos na literatura de espacos-tempos que
sao geodesicamente completos, mas tais que a linha de Universo descrita por um dado
observador acelerado é incompleta. A anélise feita neste trabalho, defendera o ponto de
vista em que se apenas uma das curvas causais de um dado espaco-tempo nao puder ser

estendida de forma ilimitada, tal espaco-tempo sera dito singular.

Em especial estudaremos neste trabalho a versao do Teorema de Penrose apresentado
em (HAWKING; ELLIS, 1973) e vamos analisar, em particular, os pré-requisitos necesséarios
para que um dado espaco-tempo seja singular. A vista disto, serd feito um estudo do

mesmo por meio das chamadas transformacoes disformes, que tera o objetivo de rescrever
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o Teorema de Singularidade de Penrose e analisar casos especificos de espagos-tempos.

As transformagoes disformes levam um par (M, g) em outro par (M’, ), onde M
e M’ sao variedades e g e § seus respectivos tensores métricos. E importante observar que
uma transformacao disforme determina a relacdo entre os eventos de M e M’, de modo
que as variedades possam ser iguais matematicamente, porém, do ponto de vista fisico,

vale a pena distingui-las.

Na pratica, o objetivo deste trabalho, além de fazer uma revisao sobre as quantidades
cinematicas relacionadas a uma dada congruéncia de curvas definida numa variedades com
duas métricas distintas, é descobrir quais sdo as condi¢oes necessarias para o surgimento ou
remocao de singularidades num dado espaco-tempo e assim entender a diferenca de métricas
como as de Schwarzschild, Kerr e Minkowski, que estao relacionadas por transformacoes

disformes e sdo solu¢oes das mesmas Equacgoes de Einstein.



3 Elementos de geometria diferencial

Este capitulo tem o intuito de definir as ferramentas matemaéaticas que serao usadas
neste trabalho. Na primeira secao iremos definir os objetos mateméaticos basicos da nossa
discussao como curvas, vetores e tensores. Na segunda se¢ao, iremos trabalhar com o tensor
momento-energia e as condi¢oes de energia. Na terceira se¢ao, vamos definir as quantidades
cinematicas que serao usadas na mesma secao para a obtenc¢ao da equacao de Raychaudhury.
Por fim, apresentaremos uma classificagdo para superficies de aprisionamento que sera
muito util quando estivermos tratando do Teorema de Singularidade de Penrose. Os
conceitos e toda a base matematica apresentada neste capitulo foram baseados na Ref.
(POISSON, 2004), exceto a tltima segao que tem como base a Ref. (SENOVILLA, 2002).

3.1 Curvas, vetores e tensores

Seja uma curva 7 em uma variedade M parametrizada por um parametro A e
descrita em um dado sistema de coordenadas através das relagdes x%(A). A derivada de
uma fungao f(z®) em relagdo a A, serd caracterizado como um vetor dual e pode ser
descrita como p OF dpe

dJ; - aleé = fau® (3.1)
Tal operacao gera dois tipos de objetos na variedade: u® que é o vetor tangente a curva y e
o vetor f, que pode ser visto como o gradiente da funcao f e é o vetor dual. Tais objetos

se transformam de um sistema de coordenadas x para outro T de acordo com a regra

. of  Of 92° 0P

o= gz = duPoze  owe (32)
e da mesma maneira 5 N
o Oz _ 0702’ 01”4 23
d\ 018 Ox  0zP (3:3)
Com isso, a quantidade
[t = fau®, (3.4)

¢ a contracao entre os objetos f, e u® e é invariante sob transformacoes de coordenadas,

pois é um escalar.

. . e’ ’
Desta maneira, temos que o objeto A, que serd chamado de vetor, se transforma

da seguinte forma

— T

A% = AP 3.5

5P (3.5)

enquanto que o objeto p,, que serda chamado de vetor dual, se transforma segundo a regra
oz’

T o= ———pg. 3.6
Po = 58 (3.6)
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Generalizando as transformacoes acima, definimos um objeto conhecido como

—a...0

45 que se transforma da seguinte maneira

tensor,

o B oz® %ﬁ ox¢ 3x)‘ p...0
T,y.'.(s — axp .-.axa afy cee 8T6 Te.‘.A 9 (3-7)

tal tensor é conhecido como tensor misto.

3.1.1 Derivada Covariante

Seja A® um campo vetorial definido sobre . Seja P um ponto da curva com
coordenadas ¢ e () um ponto infinitesimalmente préximo com coordenadas x® + dz®. A
operacao que define a variacao no espago cartesiano do vetor A* do ponto P ao ponto ) é

descrita por
dAY = A%(Q) — A*(P) = A%(a” + da”) — A%(2”) = A% 4(2")da”, (3.8)

onde o termo A%(Q)) foi expandindo em série de Taylor. Tal operagdo ndo é uma operagao
tensorial, pois nao é invariante por transformacao de coordenadas e considera a variagao

do espaco em questao. Para obter tal requisito, a operacao necessita ser de tal forma que
DA% = dA* 4+ 0A”, (3.9)

onde o termo dA“ corresponde a variacao necessaria para garantir seu carater tensorial.

Isto posto, a variacao do campo vetorial A* fica dada por
DA® = A% yda” +T°,5A"da”, (3.10)
onde ['}; corresponde a conexao afim, que se transforma, como

. ox* 0P Ozt _, 0*T™ 0P dxp

(e}

5 = e 00 O W Dund? O O (3.1

No caso especifico em que os indices covariantes da conexao sao simétricos, ou seja

Fa,yﬁ - aﬁ,y, (312)

e impondo que gqp.4 = 0, isto implica em

a 1 av
Iy =59 (9v51 + G5 — G300)- (3.13)

Assim, a conexdo € totalmente determinada pela métrica e I'g sdo chamados de simbolos
de Christoffel.

Neste caso, a derivada total de A, em relagdo a uma curva ~y parametrizada por

um parametro afim \ é
DA* da”
—— =A% — 3.14
d\ B dA (3.14)
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onde
Aa;ﬂ = Aaﬁ + FayﬁA” , (3.15)

é a derivada covariante de um campo vetorial A“.

E interessante notar que no caso de escalares, a derivada covariante se resume a

derivada ordinéria
(A%Pa)is = (A%pa) 5 (3.16)

usando a regra de Leibniz, trazemos
(A%Pa)is = (A%5)Pa + A% (Pasp)- (3.17)

Substituindo a equagao (3.15) na equacao (3.17) conseguimos definir a derivada covariante

de um vetor dual p,
Paig = Pa,s — [ oppu- (3.18)
A partir dai, podemos estudar o caso da derivada covariante de vetores sem que haja

contracao, ou seja

(A%pg)y = (A%pg)w = (A%, )ps + A% (psw)- (3.19)

Rescrevendo A%ps = T% e substituindo as equagoes (3.15) e (3.18) na equacao (3.19)

temos a definicao da derivada covariante do tensor misto

B = Ty + Uan T’ = T, T (3.20)

A regra é que existe um termo de conexao para cada indice tensorial, de modo que o termo

adicionado é positivo se o termo é contravariante e negativo no caso covariante.

3.1.2 Equacao da geodésica

Para determinar a distancia entre dois pontos P e () sobre uma curva -, realizamos

Q
l:/ S Geg i BN, 3.21
Vet (3.21)

onde a derivada das coordenadas em rela¢ao ao parametro A é dada por &% = dz®/d\.

o seguinte calculo

Onde o sinal é positivo quando a curva é tipo-espaco e negativo quando é tipo-tempo, de

forma que o integrando é sempre positivo.

Tal curva serd extremal quando o integrando for solucao das equagoes de Lagrange,

no caso L(i%, %) = (£gapt*i?)/?, assim
d 0L oL
—_ _ = 22
d\ 0z Ox“ (322)

a qual assume a seguinte forma

i+ TG 8787 = k(A)i* (3.23)
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onde K(A) = dIn L/d\. A expressao acima é chamada equagdo da geodésica. Por uma
reparametrizacao da curva, na qual [ = 1, podemos colocar a equacao da geodésica na sua

forma padrao
i+ 15,43 = 0. (3.24)

3.1.3 Tensor de Curvatura

O tensor de Riemann pode ser definido pela relagao
Aap = Aga = —Rap A", (3.25)

que representa a antissimetria da derivada covariante de um tensor A”. Explicitamente, o

tensor de Riemann pode ser representado por

Ro%5 = D5 = T%p5 + 1% 155 = 15T (3.26)

Usando a simetria de indices do tensor de Riemann e possivel escrever sua forma

covariante como
1

Rapys = 2 (ga&ﬁv — 9,35 — 9Bs,ay T+ ggy,aa), (3.27)

e com isso ¢ possivel escrever a seguinte relagao tensorial
Raﬁ'yé + Raéﬁv + Rowéﬁ = 0. (328)

Agora, usando a equagao (3.28) e a defini¢do de derivada covariante para um tensor misto,
é possivel escrever
Raﬂ'y(s;u + Ra5u7;6 + Ravéuw = 07 (329)

que é conhecida como Identidade de Bianchi.

3.1.4 Desvio geodésico

Figura 1 — Evolugao do vetor desvio geodésico. (Figura retirada da referencia (POISSON,
2004))
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Considerando agora duas geodésicas vizinhas vy e 7;, cada uma delas descritas
pelas coordenadas x(7), onde 7 é um pardmetro afim e u® é o vetor tangente a geodésica
Y0, vamos desenvolver o conceito do vetor desvio geodésico £“ entre duas geodésicas e
determinar a variacao desse vetor em relacao ao parametro afim 7. Para esse fim, vamos
introduzir, no espago entre vy e 7y, uma familia inteira de geodésicas interpoladas, de
forma que para cada uma das geodésica atribuiremos um rétulo s € [0, 1], de forma que

em s = 0 temos 7y e em s = 1 temos 7, como ilustrado na Figura (1).

Vamos descrever coletivamente essas geodésicas como (s, 7), em que s especifica
a geodésica e T percorre uma dada geodésica. Sendo x%(s,7) uma geodésica, temos que

«

U 5uﬁ = 0. Se mantivermos o parametro 7 fixo e variarmos s, obteremos outra familia de

curvas, rotuladas por 7 e parametrizadas por s. Em geral, essas curvas nao serao geodésicas.
Tal familia possui £* = dz®/0s como campo vetorial tangente com a restricdo que para

Y0, £*|s = 0 isso fornece uma nogao significativa de desvio entre g e 7;.

Com o objetivo de mostrar a relacao entre o vetor desvio geodésico e tensor de
Rieman, vamos derivar uma expressao para a “aceleracao” do vetor de desvio, ou seja, a

sua derivada segunda em relagdo ao parametro 7

D25a
dr?

= <€0§ﬁuﬁ)wuv = (5%B)Uo¢uﬂ + ga(ua;ﬂ)uﬁv (3.30)

usando as defini¢oes de u® e €%, podemos deduzir que du®/ds = 9&*/OT. Sabendo que

u“é, = const., podemos escrever

Substituindo a equacao (3.31) na (3.30) e usando a defini¢do do tensor de Riemann,
temos

D2 «
Trg = (5;57”8);77[Y = (ua;ﬁgﬂ)wuv - ua;ﬂvéﬁuy + uaﬂé;ﬁ“/uy

= (uf, — R% g u")EPuY + uyull & (3.32)
- (u%u’Y)ﬁfﬁ - ua;vuv;ﬁfﬁ - Rauﬁvuugﬁuﬂ/ + uaﬂu;ﬁvgy'

Com um pequena manipulacao de indices, é facil observar que o segundo e quarto termo

se cancelam e pela equacao da geodésica o primeiro termo também é nulo, de forma que

D2£o¢

T = R, (3.33)

a qual é conhecida como equagao do desvio geodésico. No caso particular de um espago
plano, as geodésicas vy e 1 sao retas e embora possa variar com 7, essa variagado sera

sempre linear de forma que D*¢*/dr? = 0.
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3.2 Congruéncias de geodésicas

Neste trabalho, estamos interessados particularmente no caso de congruéncias de
geodésicas tipo nulo. Porém, para fins didaticos, iremos primeiro apresentar um caso

bidimensional simples e, em seguida, tratar o caso de geodésicas tipo-tempo.

3.2.1 Cinematica em um meio deformavel

Nesta secao iremos estudar o movimento interno de um meio deforméavel bidimensi-

onal, numa perspectiva totalmente cinematica e newtoniana.

Considere um deslocamento suficientemente pequeno &%, a partir de um ponto de

referéncia O, conforme a Figura 2. Com isso, podemos escrever

K _ pret 1o, (3.34)

dt

onde B, é um tensor misto.

Figura 2 — Deformacao bidimensional (Figura retirada da referencia (POISSON, 2004))

Para intervalos de tempo suficiente pequenos, podemos usar o teorema do valor
médio )
/ F(@)dz = (b— a) f(Xnm), (3.35)

onde X, é o valor médio, de forma que a equacdo (3.34) pode ser integrada resultado em

e — &) = [ (Bl + 0E)t (3.36)

t1

Desprezando os termos de ordem 2 ou maior, temos

£(t1) = € (to) + B, (tn)€" (tm)- (3.37)

Expandindo em série de Taylor e novamente desprezando os termos de ordem 2 ou maior,

encontramos

§(t1) = & (o) + A" (to), (3.38)
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onde AL (to) = B (to)€"(to)-

O campo tensorial B, pode ser decomposto como a combinacio linear de outros

trés campos, que podem ser expressos por matrizes da seguinte forma

1 (6 0 . 0
Bt == 7 %)y “1, (3.39)
2\0 0 Oy —04 —w 0
ou, na forma tensorial, como

1
B%:i%%+0%+w% (3.40)
b

onde 6 é o fator de expansao, o

cisalhamento (shear) e w’, é o tensor antissimétrico de rotagdo. Tais quantidades sdo

, ¢ um tensor simétrico de traco nulo, chamado de

conhecidas como quantidades cinematicas relacionadas a congruéncia de curvas em questao

e podem ser descritas por

Wap = B[ab]y (341)

1
Tap = Bap) — 595@7 (3.42)
0 = 5%y = u’,, (3.43)

onde os indices sdo levantados e abaixados com a métrica Euclidiana bidimensional.

3.2.2 Congruéncia de geodésicas tipo-tempo

Seja O um aberto no espago-tempo quadridimensional. Uma congruéncia em O ¢
uma familia de curvas que interceptam o aberto O, sendo que cada uma dessas curvas

passa por um ponto do aberto de forma a nao se cruzarem entre si.

No caso em que a congruéncia é formada por geodésicas do tipo-tempo, que evoluem
de acordo com um parametro afim 7, podemos estabelecer uma série de relacoes entre
o vetor tangente as curvas u® e o vetor de desvio £“ entre duas geodésicas vizinhas da

congruéncia usando os resultados da se¢ao 3.1.4, a saber

uaua = —17 u;aﬁuﬂ = 0’ U;Oéé—ﬁ = goéuB, uaga = 0. (344)

Nessa situagao, a métrica do espago-tempo pode ser decomposta em sua parte

longitudinal e uma transversal, de forma que

gaB = hag — uau5, (345)

onde h,p é a métrica induzida no hiper-espaco tridimensional ortogonal u®, sendo definida
por
hag = Gap T U Ug. (346)
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Vamos agora introduzir o campo tensorial
Baﬁ = U8 (347)
Usando as relacoes (3.44) podemos mostrar que B, é ortogonal ao vetor tangente u®, isto
é
1

u*Bag = u Ugp = i(urxua);ﬁ =0, uﬁBaﬁ = uﬁua;ﬁ =0, (3.48)

onde a segunda relagao e obtida pela equacao da geodésica. Também com o auxilio do
conjunto de propriedades (3.44), a atuagdo de B,s sobre o vetor de desvio geodésico pode

ser vista como uma medida da “falha” do vetor £¢ ao se propagar ao longo da congruéncia.

Com o objetivo de desenvolver uma equacao de evolucao para o fator de expansao 6,
que serd de grande importancia quando discutirmos os teoremas de singularidade, iremos

analisar a derivada covariante do campo tensorial B,3. Assim
Bog ' = ugput (3.49)
Usando a defini¢ao do tensor de Riemann, encontramos
ot = (o — Ryl Y (3.50)
Rescrevendo a derivada covariante de segunda ordem pela regra do produto,
(s = Rowgyur Ju"' = (ayutt");5 — Uasutily — Ravguu”u, (3.51)
e usando a equagao de geodésica, além da definicao do tensor B,g, temos
By = —BauBj — Rayguu”u’. (3.52)

Tomando o trago e usando a definicao do fator de expansao, podemos escrever

do
== B* By — Rapu®u”, (3.53)
sendo que
1
BYB,; = 592 + 0% — W, (3.54)
e, enfim, usando a expressao (3.54), encontramos
dg 1
e + 592 + 0% — w? = —Rypuu’ (3.55)

onde 02 = 0,50 e w? = wypw*?. Esta é a chamada equacio de Raychaudhuri para
vetores tipo-tempo e descreve a evolugao, em termos do tempo proprio, da expansao da
congruéncia geodésica. Note que a evolucao depende da natureza do espago-tempo no qual

a congruéncia esta definida, através do termo com o tensor de Ricci.
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Exemplo: como caso ilustrativo, consideremos uma congruéncia de linhas de

mundo em um universo em expansao com métrica

ds® = —dt* + a®*(t)(dx® + dy® + dz?), (3.56)
onde a(t) é o fator de escala. O campo vetorial tangente a essas linhas é u, = —0,t. Com
isso, podemos calcular ‘

Bop = tlasp = ~hog, (3.57)
a

onde o ponto indica diferenciacdo em relacao a t. Isso mostra que os tensores de cisalhamento
e rotagao sao nulos para esta congruéncia. O coeficiente de expansao, por outro lado, é
dado por _

0= 3% = =2 (), (3.58)

ilustrando que o fator de expansao mede a taxa fracionaria de alteracao do volume da

secao transversal da congruéncia.

3.2.3 Congruéncia de geodésicas tipo nulo

De suma importancia para o andamento deste trabalho, o estudo de geodésicas tipo
nulo sera feito usando a mesma configuragao geométrica da se¢ao anterior, exceto que o
vetor tangente a geodésica, agora nulo, serd denotado por k% e as geodésicas que compoem a
congruéncia serao parametrizadas por A. O vetor desvio geodésico serda novamente denotado
por &%, e considerado ortogonal ao vetor tangente £%. Assim, as seguintes relacoes sao

validas:

Pela defini¢cao do vetor tipo nulo:

k%ko = 0; (3.59)
e Pela equacao da geodésica:
k*sk? = 0; (3.60)
e Transporte paralelo de £ na direcao de £ sera igual ao transporte de £* na direcao
de k*:
k58P = € 5k (3.61)
e k™ ortogonal a £*:
k“¢, = 0. (3.62)

Para definir o tensor de projecao h,, no espaco ortogonal a k*, é conveniente

introduzir um outro vetor tipo nulo auxiliar N*, tal que

haﬁ = Gap T /{QNB + Nakg, (363)
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de forma que as seguintes relagoes sao satisfeitas

hagk” =0, hgoN? =0, h% =2, k%0 =h%, (3.64)

07

que confirmam que h,p ¢ puramente ortogonal a £ e N e, efetivamente, bidimensional.
Evidentemente, as condi¢goes NN, = 0 e k*N, = —1 nao determinam N de forma
univoca. Isso implica que a métrica transversal nao é exclusiva. Como veremos, no entanto,
quantidades como a expansao da congruéncia serao as mesmas para todas as opg¢oes do

vetor nulo auxiliar.

Como no caso das geodésicas tipo nulo, o campo tensorial
Bap = kas, (3.65)

que também pode ser visto como uma medida da falha de £ ser transportado paralelamente

ao longo da congruéncia, isto é,
€o5h” = B e’ (3.66)

é ortogonal ao campo vetorial tangente: k*B,s = 0 = B,zk”. No entanto, B,z nio ¢
ortogonal a N* e a equacao (3.66) tem uma componente nao transversal que deve ser
removida. Assim, comecamos isolando a parte puramente transversal do vetor de desvio

geodésico £*. Como h,pz é puramente transversal, é facil ver que
o = hoE = € 4 (N, &R, (3.67)

é o0 objeto desejado. Sua derivada covariante na direcao de k® representa a velocidade

relativa de duas geodésicas vizinhas. Isto é dado por,
& gk” = ' B 6" + (N, kP )k, (3.68)

onde inserimos a Eq. (3.66) no primeiro termo do lado direito. O cdlculo do segundo termo

fornece,

& k7 = 1, BYE% 4 (N,pl KPR, (3.69)

e vemos que o vetor '; tem uma componente ao longo de k*. Mais uma vez, removemos

isso projetando com hj;. Usando a equagao (3.66), obtemos,
(E%R7T= ho(E5K7) = no,BhE”
= hauBuugu

= h%nBHE7, (3.70)

para os componentes transversais da velocidade relativa. Na primeira linha, podemos

substituir £ por £, pois B* k¥, Na terceira linha, inserimos a relacao & = ”ﬁéﬂ ja que

& é puramente transversal. Com isso, obtivemos

(E%K7T = Bo¢E7, (3.71)
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onde,

Bag = " h"sB,,,, (3.72)
¢ a parte puramente transversal de B, = k. Isso pode ser expresso de uma forma mais

explicita usando a equacao (3.63):

Bap = Bag + kaN*Byg + ks BapN* + koks B, N*N”. (3.73)

A equacao (3.73) governa o comportamento puramente transversal da congruéncia nula,
e o vetor Bo‘ﬁfﬂ pode ser interpretado como a velocidade relativa transversal entre duas
geodésicas vizinhas. Como fizemos antes, vamos decompor o tensor B, em suas partes

irredutiveis,

~ 1
Ba/j = §9ha5 + Oap + Wags, (374)

onde 0 = B“;a ¢ o escalar de expansao, .5 = B(ag) — %Ghaﬁ o tensor de cisalhamento e

WaB = B[aﬂ] o tensor de rotacdo. A expansdo é dada mais explicitamente por,
0 = 9°Bap = ¢*° Bag,
que segue da equacao (3.73) e o fato de B, ser ortogonal a k*. A partir disso, obtemos,
0=k, (3.75)

Vemos explicitamente que 6 nao depende da escolha do vetor nulo auxiliar N¢, ou
seja, a expansao esta univocamente definida. O significado geométrico da expansao sera
considerado em detalhes abaixo, onde mostraremos que 6 é a taxa fracionaria de mudancga
por distancia do parametro afim da unidade da area da secao transversal da congruéncia.

E interessante notar que, o espago transversal é bidimensional.

Por fim, a versao para geodésicas nulas da equacao de Raychaudhuri pode ser

obtida a partir de,

do
& = B Byo — Rughk’, (3.76)
que segue da mesma série de etapas feitas no caso tipo-tempo. Substituindo a equacao

(3.54) na equagao (3.76) chegamos em

do 1
a = —592 — 0'06/80_04/3 + Waﬁwa,ﬁ - Raﬁkakﬂ7 (377>

a qual é a equagdo de Raychaudhuri para uma congruéncia de geodésicas tipo nulo.

Exemplo: como caso ilustrativo, consideremos a congruéncia que forma um cone
nulo no espaco-tempo plano. As geodésicas emanam de um tnico ponto P que colocamos

na origem do sistema de coordenadas e elas irradiam em todas as dire¢oes. Em coordenadas
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esféricas, a geodésica é descrita pelas relagoes t = \, r = A, § = constante e ¢ = constante,

em que A é o parametro afim. O campo vetorial tangente €,
ko =—({t—1) 4. (3.78)

Agora, devemos encontrar um campo vetorial auxiliar N que satisfaga k,N* = —1. Se
escolhermos N para estar no plano (¢,r), a solugao tnica serd N, = (t +r) ,. Com essa

escolha, descobrimos que a métrica transversal é dada por,
hap = diag(0,0, 7%, r’sen?d), (3.79)
e com um calculo simples, temos
1
Bog = ko = ;ha/g. (3.80)

E f4cil observar que B, € perpendicular a N e que os tensores de cisalhamento e rotagao

sao zero para esta congruéncia.
A expansao, por outro lado, é dada por

2 1 d
S —(47r? 81
o r 47r7“2d)\< ), (3.81)

onde a tultima igualdade mostra como o fator de expansao ¢é a taxa fracionaria de mudanca

da area da secao transversal da congruéncia.

3.3 Condicoes de energia

Analisaremos agora as chamadas condigoes de energia: considerando apenas o lado
direito da equagao (3.55) e as equagoes de Einstein, iremos estabelecer condigoes para que
o sinal daquele termo possa ser controlado através de hipoteses sobre a distribuicao de

matéria e energia.

3.3.1 Tensor Momento-Energia

Na Relatividade Geral, a distribui¢do de momento e energia de qualquer campo
nao gravitacional é descrita pelo tensor momento-energia 7.,3. Uma vez que este tensor
esta vinculado a curvatura através das equagoes de Einstein, 7,5 deve satisfazer certas
condigoes para que o lado direito da equagao (3.55) tenha um sinal fixo. Estas restri¢oes

sao conhecidas como condic¢oes de energia.

Para descrever as condigoes de energia, vamos assumir que o tensor momento-energia

admita a seguinte decomposicao

T = pegey + pi1e3e] + paésés + paéses, (3.82)
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onde p representa a densidade de energia e p;, pa, ps3 correspondem as pressoes em cada
diregdo espacial. Os vetores {€%}, com A = 0,1,2,3, formam uma base ortonormal e

satisfazem a seguinte relacao
68" = 85,675 = 3.83
GaB€ A€ B = €54€ B = 1|AB; (3.83)

onde n4p € identificado com a métrica de Minkowski em coordenadas cartesianas. De
maneira analoga, podemos escrever uma relacio entre a métrica inversa ¢° e os escalares
constantes nAB como sendo

go‘ﬂéAég =B, (3.84)

«

onde éjég =05 e e5eB = 6%, Com isso, podemos rescrever o tensor momento-energia da

forma

Tup = pEsey + préael + pae3es + psé§es. (3.85)

Para a descricao das condi¢oes de energia, precisamos decompor vetores do tipo-tempo e

vetores do tipo nulo em termos da base {€5}. No caso do vetor tipo-tempo, temos
v = y(é) + aéfy + bég + céy), V=(1-a*-b*—c?), (3.86)

onde v é uma constante de normalizacao de tal maneira que a, b e ¢ sao constantes e

obedecem a condicdo a +b+ ¢ < 1.
Ja o vetor tipo nulo pode ser decomposto como
k* = peg + AéT + Bés + Cég, (3.87)
onde A, B e C sao constantes de normalizacao e seguem o vinculo A% + B% + C? = 1.

Desta forma, temos os aparatos necessarios para a andalise das condi¢des de energia.

3.3.2 Condicdo de energia fraca (CEFR)

A condigao de energia fraca afirma que a densidade de energia de qualquer distri-
buicao de matéria, medida por um observador tipo-tempo no espago-tempo, nao deve ser
negativa, ou seja,

T.v°0” > 0. (3.88)

Usando a forma covariante da equacao (3.85) e a equagao (3.86), chegamos em
0+ a’pr + b*py + *ps > 0. (3.89)

Agora, temos que analisar essa inequacao. Como a, b e ¢ sdo constantes arbitrarias, podemos
estudar casos especificos respeitando o vinculo a + b + ¢ < 1. Desta maneira, fazendo

a=b=c=0na equagio (3.89), temos que

p>0. (3.90)
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Para a segunda parte da andlise, vamos escolher b = ¢ = 0, de modo que p+a?p; > 0
e como a? < 1, chegamos em
p+p > 0. (3.91)

De forma similar, podemos fazer escolhas para b (com a = ¢ =0) e ¢ (com a = b = 0), tal

que unindo os 3 casos, podemos escrever a condi¢ao de energia fraca como
p=0, p+pi 20, (3.92)

onde v = 1,2, 3.

3.3.3 Condicdo de energia nula (CEN)

A condicao de energia nula é semelhante a condi¢ao de energia fraca, exceto que v®
¢é substituido por um vetor tipo nulo arbitrario k*. Portanto, a condi¢ao de energia nula
pode ser expressa por

Tosk®k? > 0. (3.93)

Novamente, usando a definigdo covariante do tensor momento energia, (3.85) e o definigao

do vetor nulo (3.87), temos que

p+ A%py + B?py + C?p3 > 0. (3.94)

Da mesma maneira que no caso anterior, vamos analisar a condi¢ao de vinculo da
constante de normalizacdo, que neste caso deve obedecer A% 4+ B? + C? = 1. Escolhendo
B = C =0, implica que A = 1, de modo que obtemos p + p; > 0. Analogamente, podemos
fazer para B e C'. Com isso, chegamos a conclusao que a condi¢do de energia nula implica
em

p+p; > 0. (3.95)

Como ja foi dito, a CEN é um caso especial da CEFR e representa uma restricio mais

leve sobre a matéria.

3.3.4 Condic3o de energia forte (CEFO)

As condig¢oes de energia anteriores restringiram que a densidade de energia fosse
maior ou igual a zero, porém nao se preocupavam com o trago do tensor momento energia.
Com auxilio das Equagoes de campo de Einstein, em um sistema de unidades em que

(c =G = 1), temos que,

1 Rogs
Top — =Tgap = —2. 3.96
= 5T 9as = (3.96)
Contraindo com um vetor tipo-tempo v*, podemos escrever
(T sv*0P + 1T) _1p s0%0P. (3.97)
“ 2 8t
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A condicao de energia forte consiste em exigir que o traco do tensor momento
energia T nao seja negativo o suficiente ao ponto de superar as contribuigoes de energia,
ou seja,

Topvv” > —;T, (3.98)

desta maneira Ragvo‘vﬁ sera sempre positivo. Da mesma maneira que nos casos anteriores,

usando as equagoes (3.85) e (3.86), temos o seguinte vinculo,

1
’yz(p + a2p1 + b2p2 + 02p3) > i(P —P1— P2 — p3)7 (3-99)

na qual devemos também analisar as constantes. Fazendo com que a = b = ¢ = 0, implica

na condicao de vinculo v =1 e, com isso, temos,

p+pi+p2+ps=>0. (3.100)

Por outro lado, escolhendo b = ¢ = 0, implica em

p+p1+p2+ps>a(pe+ps—p—p), (3.101)

com a condigao de vinculo 4% = 1/(1 — a?). Desse modo, podemos reescrever a equacao de

forma que
it (et pe) = > 0 (3.102)
pTP1T P21 Ps3 lra2 =" .
e tomando o limite a — 1, chegamos na conclusao que
p+p=0. (3.103)

De forma analoga podemos descrever relagoes para p, e ps a fim de descrever a condicao
de energia forte como
pt+pi+p2+ps =20, p+pi =20 (3.104)

Vale ressaltar que a violagdo da condi¢ao de energia fraca implica de forma direta na

violagao da condicao de energia forte.

3.3.56 Condicao de energia dominante (CED)

A condicao de energia dominante (CED) descreve a nogao de que a matéria deve
fluir ao longo de curvas, que devem ser do tipo-tempo ou nulo, ou seja, devem permanecer

dentro do cone de luz e respeitar a causalidade.

No caso tipo-tempo a condicao de energia dominante pode ser vista como uma
extensdo da condigdo de energia fraca, de modo que além de requisitar que T,gv%” > 0,
para qualquer v® tipo-tempo, também exige que a quadricorrente vinculada ao vetor v,

—TC“BUB, nao seja do tipo-espago, ou seja,

TS Thav” <0, (3.105)
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o que implica diretamente que,
v(p? — a’pi — b?p; — *p3) > 0. (3.106)

Para analisar como nos caso anteriores, vamos fazer a = b = ¢ = 0 e, como isso, chegamos
em p? > 0. Assim, teremos dois resultados possiveis para p e usando o fato que — 0[‘31)5
tem que ser direcionado para o futuro, podemos selecionar o ramo positivo +p. Com isso

podemos escrever a primeira parte da condi¢ao como
p > 0. (3.107)

Alternativamente, escolhendo b = ¢ = 0 chegamos em p? > a?p?. Como isso deve valer
para qualquer a < 1, entdo, concluimos que p > |p;|. Raciocinio semelhante pode ser feito
com b e ¢ de modo que a condicao de energia dominante para vetores tipo nulo pode ser
expressa como

P> >0, p>Ipl. (3.108)

3.3.6 Aplicacao das condicdes de energia na equacao de Raychaudhuri

Agora vamos analisar a equacao de Raychaudhuri para congruéncias de curvas cujo

vetor tangente é tipo-tempo, no caso especifico das Equagoes de Einstein.

Usando as equacoes de campo de Einstein no lado direito da equacao de Ray-
chaudhuri (3.55), obtemos

1
Rapuu? = 87 (Topuu” + 5T). (3.109)

Com o auxilio da segao anterior, é possivel dizer que a equacao (3.97) é sempre maior ou
igual a zero, se o espaco-tempo em questao respeitar a condi¢ao de energia forte. Com

isso, podemos rescrever a equacao de Raychaudhuri no formato de uma inequacao

g 1

— + =0+ —w? <0. 3.110

ar 30 T TS (3.110)
No caso de congruéncias irrotacionais (w = 0), podemos reescrever a inequagao da

seguinte forma,

de 1
— < ——0% 3.111
dr — 3 ( )
que pode ser facilmente integrada, levando ao seguinte resultado
1 1 T
(1) > —+ = 3.112
S0 2+ (3.112)

onde 6, é a constante oriunda da integracao.

Para a andlise da equacao, vamos que se 6y — 0, entao existe um 79 = 1/3|6p],
finito, tal que 1/0(7) = 07, ou seja § — oo. Fisicamente, podemos dizer que no tempo

T = 1/3|6y| as geodésicas da congruéncia se aproximam infinitamente.
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3.4 Caracterizacao de superficies de aprisionamento

Usando como base o trabalho de Senovilla (SENOVILLA, 2011; SENOVILLA,
2002), vamos descrever o conceito de superficie de aprisionamento fechada, ou simplesmente
superficie de aprisionamento. Tais superficies sdo espaciais e fechadas com a propriedade

de que sua area tende a diminuir localmente para uma dada direcao.

3.4.1 Quantidades intrinsecas

Seja M uma variedade quadridimensional e S uma superficie contida em M. A

equagao paramétrica que representa a restricao das coordenadas de M a S é descrita por,
¢ = d¥(\Y), (3.113)

onde z¢ sao as coordenadas em M e \* as coordenadas em S. Nesta dissertacao vamos

considerar (a = 2, 3).

Para o desenvolvimento desta teoria precisamos encontrar o que sera chamado
de primeira forma fundamental de S. Para isso vamos restringir o elemento de linha a
deslocamentos confinados a superficie S, de forma que o vetor tangente a uma curva em S
¢ dado por,
0P~
@
€= na (3.114)

Assim, usando a equacao (3.113), podemos escrever o elemento de linha sobre S como

ds®* = g |sdatdx” 3.115
w

AP+ APV
G| 37 g AN (3.116)

= YadA AN, (3.117)

onde vamos definir a métrica induzida em S, ou primeira forma fundamental, como
14
Yoo = Gurelel, (3.118)
de modo que sua inversa é dada a por

Y e = O (3.119)

Como S é uma superficie puramente espacial, podemos decompor a métrica g,3 da

seguinte maneira:

Gop = 1" CanCtp — Nalp, (3.120)

com inversa dada por
9" =" egey —nn’, (3.121)
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de forma que a sua forma mista pode ser expressa por

9% = W“beaaebﬁ —nng, (3.122)
onde n® é um vetor normal a superficie, tal que n®n, = —1 e sua projecao em g,g, vem
dada por

gagna = ng. (3123)
A derivada intrinseca de A, em relacao a superficie S ¢ definida pela expressao
Aapp = Anipe®e’y, (3.124)
de maneira que
Agp = Aap — Iy Ac, (3.125)
onde a conexao I'¢, pode ser escrita em termos das derivadas de 7,, como
C 1 C
ab — 5’761 (’Yca,b + chb,a - ’Yab,c)' (3126)

De maneira similar ao caso do campo vetorial A,, a derivada intrinseca da métrica induzida

v é definida da seguinte maneira:
Yable = VapnCay €3 (3.127)
a partir da qual pode ser facilmente mostrado que

Yabje = 0. (3.128)

Com isso, podemos rescrever a derivada covariante de um campo tensorial A¢

A% e = g% A ey, (3.129)

usando a equagdo (3.122),
gaVAV;ﬂef = (—nn, + vaceg‘ecy)A”;ﬁef (3.130)
= —(nl,a”;ﬁeﬁb)na + YAy peled)e’,, (3.131)

onde vamos definir a projecao de A,.3 na superficie ¥ como sendo
A, pele) = Ay, (3.132)

a qual sera denominada derivada covariante intrinseca do vetor A®. Desta maneira, usando

o fato que n® é ortogonal a A% = A%, podemos rescrever a equagao
AO‘;BGBI) = —(ny;ﬁA”eﬁb) + yd’Ac‘beg‘, (3.133)
usando a equagao (3.128) e a relagao A* = A%" como sendo
A% e, = A%e”, + A% (nyget e’ (3.134)
A partir dai, vamos definir
Kop = Napeley (3.135)
como sendo a sequnda forma fundamental da superficie ¥ e, enfim, encontramos

A% el = A%ed + A"Kgn®. (3.136)
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3.4.2 Vetor de curvatura média

Sendo S uma superficie bidimensional, compacta e espacial, definida em uma
variedade quadridimensional M, podemos sempre encontrar dois vetores do tipo nulo
linearmente independentes e escolhé-los direcionados para o futuro em toda superficie S.

Denotemos esses vetores nulos como [*, com as seguintes propriedades,
on - b _ e —1—n _
Lyeh =0, L e =0, L™ =0, 117" =0, (3.137)
e de forma que a contragao entre eles seja
e
L =—1. (3.138)

Esses vetores vao caracterizar a superficie de aprisionamento, uma vez que a regiao
confinada por essa superficie tem a propriedade de limitar os raios de luz. Com auxilio

destes vetores, podemos decompor a segunda forma fundamental de S, da seguinte maneira:

Kay = —Kaup(17)IF = Kap (1)1, (3.139)
e com isso definir o wetor de curvatura média,
H=~"K,y=—0"1F—0%-, (3.140)
onde 6% sdo os fatores de expansdo na direcdo de vetores nulos e tais que
0F = 7" Ko (1%). (3.141)

De acordo com o sinal dos respectivos fatores de expansao, podemos descrever
caracteristicas da superficie em questao, de forma que alguns casos estao descritos na
Tabela 1.

Tabela 1 — Os possiveis casos de superficies de aprisionamento futuras

Fator de expansao Tipo de superficie
0t =6-=0 estacionaria ou minima
60t < 0,0~ <0 | aprisionamento futura (af)
6t =0,0 <0 marginalmente af
0T <0, =0 marginalmente af
0T <0,0" <0 fracamente af

Enfim, para uma andlise mais direta de uma superficie, podemos expressar o

seguinte escalar

£=—(H)*=—H"H,=20"6", (3.142)

de forma que se £ > 0, entao a superficie em questao é uma superficie de aprisionamento.
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3.4.3 Analise matematica alternativa

O célculo direto da equacao (3.142) ja d4 informacao suficiente para a analise da
superficie de aprisionamento em questao. Porém, neste trabalho também vamos analisar
outra via e mostrar uma analise matematica alternativa para chegar nos mesmos resultados.
Tal andalise é de suma importancia para o desenvolvimento deste trabalho.

A

Seja a superficie de aprisionamento S, descrita pela condicao z* =constante, onde

(A =0,1). Dessa maneira, assumimos que podemos escrever o quadrado do elemento de

linha do espago-tempo como
ds® = gapdr®da’® + 2gaada’da® + gapdr’da® (3.143)

onde as coordenadas (2,3) sao representadas por z e det g, > 0. A parametrizagao pode

ser feita da seguinte maneira,
4 = ¢\ = X4 = constante, 1% = ¢*(\) = \° (3.144)
Assim, podemos descrever a métrica induzida a superficie S da forma
Yab = Jan(X, A), (3.145)

e os vetores nulos como

wE =1Eda?, g PIEIE =0, MBIl = —1. (3.146)

Por consequéncia, podemos definir as seguintes fungdes auxiliares,

G =e"® =\ /detry, Ga = gaadz®, (3.147)

e assim reescrever os fatores de expansdao dados pela Eq. (3.141) como sendo

0F = k5 Uq — e Y (V9" gaa) 4] (3.148)

)

Com a ajuda da identidade

1
: _ _ab _ ab
div g4 =7v"gaqB = W(\/detVV GAa) by (3.149)
podemos reescrever o vetor de curvatura média
H, =06} (Ua—div gy). (3.150)
e, desta maneira, escrever o escalar de Senovilla como
¢ =—9g"“HpHcls. (3.151)

No que segue, essa expressao alternativa para & sera bastante util quando analisarmos o

Teorema de Singularidade de Penrose sob a agdo de transformacoes disformes.
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4 O Teorema de Singularidade de Penrose

Neste capitulo serao apresentados os conceitos matematicos necessarios para o en-
tendimento das hipdteses do Teorema de Singularidade de Penrose (1965) e sua respectiva
prova. No capitulo anterior, em particular, trabalhamos com defini¢oes operacionais de su-
perficie de aprisionamento. Porém, neste capitulo, iremos retomar esse conceito de maneira
mais formal, com o intuito de elaborar um esbogo da prova do Teorema de Singularidade. E
importante ressaltar que este trabalho nao tem o objetivo de fazer um estudo detalhado da
estrutura matematica do Teorema de singularidade, como forma de completeza sugerimos
as seguintes referéncias (LOBO, 2013; PENROSE, 1965; SENOVILLA, 2011; SENOVILLA,
2002).

41 O Teorema em si

O Teorema de Penrose que serd analisado neste trabalho possui varias versoes,
de forma que todas tem o mesmo objetivo, mas com hipdteses ligeiramente distintas.
Assim, vamos inicialmente apresentar a forma descrita em (PENROSE, 1965), que pode

ser traduzida livremente como:

Teorema 1 (Teorema de Singularidade) Se um espago-tempo respeita a condicao de
convergéncia nula, contém uma superficie de Cauchy ndo compacta ¥ e uma superficie de

aprisionamento S, entdo o espago-tempo é geodesicamente-nulo incompleto.
As condigoes impostas pelo Teorema 1 podem ser definidas da seguinte forma:

Definicao 1 Uma superficie de aprisionamento futura é uma superficie espacial S na
qual o trago das formas fundamentais tenham o mesmo sinal. Quando ambos os tracos sao
negativos, a superficie fica presa no futuro, enquanto que se 0s mesmos sao positivos, a

superficie é aprisionada ao passado.

Definicao 2 Um espago-tempo satisfaz a condi¢io de convergéncia nula se Ragkak:'@ >0

para todo vetor tipo-nulo k*.

Definicao 3 Uma superficie de Cauchy ¥ é um conjunto sem referéncia a tempo e na
qual todas as curvas causais a intersectam uma unica vez e cuja uniao do passado e futuro

dessas curvas a partir de X2 consiste em toda a variedade.
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A superficie de Cauchy é uma superficie de condi¢oes iniciais, pois todas as curvas
causais “passam” por ela sendo esta acronal, no sentido que observadores na superficie

registram o mesmo valor de tempo.

Agora vamos apresentar os chamados conjuntos basicos da teoria da causalidade,
onde nao sera feita uma definicdo propriamente dita, mas apenas vamos cita-los para

efeito de completeza com o que seguird no esbogo da demonstragao. Vamos usar como
Refs. (LUZ, 2000; SENOVILLA, 1998; SENOVILLA, 2002; SENOVILLA, 2011)

Seja um espago-tempo, quadridimensional, M, onde para cada ponto p € M vamos

definir os seguintes conjuntos:

e [T(p) ={ z € M| onde existe uma curva tipo-tempo direcionada para o futuro de

patéx}.

e JT(p) ={ x € M | onde existe uma curva causal (tipo-tempo ou nulo) direcionada

para o futuro de p até z } .
e EX(p)={J"(p) - I"(p) }.

Sendo que para cada conjunto (, tal que { € M, podemos escrever

Q= I, O = W), BHO =IO -1, (@)

PEC
a grosso modo podemos dizer que, o conjunto J(S) é o futuro das curvas causais, I(S)

das curvas tipo-tempo e E7(S) o futuro dos raios de luz emanados da superficie S.

Agora, vamos apresentar algumas defini¢oes:
Defini¢ao 4 Um conjunto ¢ C M é limite achronal se IT({)N{ = @.
Defini¢ao 5 Um conjunto ( € M é chamado um conjunto futuro I't(¢) C (.
Definicao 6 Uma fronteira acronal propria é uma fronteira de um conjunto futuro.

Definicao 7 Um conjunto € dito compacto se para toda cobertura aberta do conjunto

existe uma subcoberta finita.

As seguintes proposi¢oes também serdo tteis no que segue e podem ser encontradas
em (SENOVILLA, 1998).

Proposicao 1 Se a condicio de convergéncia nula for mantida, existe uma superficie
de aprisionamento futura S fechada, onde qualquer conjunto E*(S) é compacto ou o

espaco-tempo € geodesicamente-nulo incompleto para o futuro ou os dois casos.
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Proposicao 2 Um espaco-tempo € globalmente hiperbolico se e somente se contém uma

superficie de Cauchy.

Proposicdao 3 Um espago-tempo é causalmente simples se e somente se dJ(p) = E*(p)
e 0J (p) = E~(p) para todo p € My.

Proposicao 4 Qualquer espago-tempo globalmente hiperbolico é causalmente simples.

Proposicao 5 Qualquer fronteira achonal propria B é uma subvariedade C* tridimensio-

nal mergulhada. Em outras palavras, B € uma superficie acronal sem fronteira.

A partir de agora, vamos seguir apresentando a demostracao por absurdo, mostrando

uma incompatibilidade entre as hipoteses do Teorema e a completude geodésica.

Prova 1 Seja uma superficie de aprisionamento futura S. Se o espago-tempo for geodesicamente-
nulo completo, entdo pela Proposicio 1 o conjunto E*(S) é compacto. Por outro lado, para
um espago-tempo globalmente hiperbolico, pela Proposicao 2, ele é causalmente simples,
de modo que ET(S) = 0J%(S), devido a Proposi¢ao 4. Entdo, pela Defini¢io 6, ET(S)
seria uma fronteira acronal propria compacta. Escolhendo qualquer congruéncia de curvas
tipo-nulo no espago-tempo, cada curva da congruéncia cruza a superficie de Cauchy %
exatamente uma vez (por defini¢io), e encontra E1(S) pelo menos uma vez. Entdo, se-
guindo as curvas da congruéncia, podemos definir um mapa continuo de ET(S) em 3. Se
E*(S) € compacto, e como ¥ nao é, a imagem de E1(S) neste mapa continuo deve ter

uma fronteira em Y. Mas isso € impossivel devido a Proposicdo 5.

4.2 Andlise do Teorema

Para a interpretacao do Teorema, vamos analisar a sua prova de forma a detalhar
e esclarecer algumas peculiaridades. Assumindo que a condi¢ao de convergéncia nula é
valida (Definicio 2), pela Proposicio 1 chegamos num empasse entre o cenario do conjunto
E*(S) ser compacto e o espago-tempo em questao ser incompleto. Assim, se o conjunto
E*(S) nao for compacto, chegamos na conclusdo que temos um espago-tempo incompleto.

A demostragao do teorema foi feita baseando-se neste fato.

Desta maneira, nosso objetivo e tragar um caminho e mostrar que o conjunto
E*(S) nao é compacto. Comegamos pela Proposicio 2 que diz que um espago-tempo é
globalmente hiperbdlico se e somente se possuir uma Superficie de Cauchy (Definicio 3) e,
sendo globalmente hiperbodlico, também é causalmente simples. Enfim, sendo causuamente
simples, pela Proposicio 3 temos que o limite do conjunto J*(S), denotado por 9J*(S), é

igual ao conjunto E*(S) e, portanto, E*(S) é uma fronteira acronal prépria.
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Escolhendo uma congruéncia de curvas tipo-nulo, temos que cada curva dessa
congruéncia ird atravessar a superficie de Cauchy exatamente uma vez, de forma a
encontrar o conjunto E7(S) apenas uma vez. Neste contexto vamos definir uma mapa
continuo (uma funcao continua) de E(S) em X. Esse mapa que define uma subvariedade
que nao poderia ter, fronteira de acordo com a Proposicao 5. Logo voltando até o inicio da
demostragao, vemos que o problema estd em ET(S) ser compacto. Fugir desta condigao

significa ter um estago-tempo geodesicamente nulo incompleto.

Porém, ¥ ndo é um conjunto compacto, logo um mapa de E*(S) definido em %

nao terd um limite e, consequentemente, o conjunto E*(.S) nao deve ser compacto.

Em poucas palavras, podemos dizer que existem trés requisitos para que o espagco-

tempo seja incompleto,

e Condicao de convergéncia nula;
e Superficie de Cauchy nao compacta;

e Superficie de aprisionamento.

De forma que o espago-tempo em questao tem que admitir as trés hipdtes.

A condicao de convergéncia nula estd inteiramente relacionada com a condicao de
energia do espago-tempo em questao, analisadas na Secao 3 do Capitulo 2, de forma que
estamos especificando o caso de vetores nulos. O caso de campos vetoriais tipo-tempo
pode ser visto em (LOBO, 2013) e o caso tipo-espago nao tem apelo fisico. Por fim, vamos
reescrever o Teorema de Penrose com o objetivo de especificar seus requisitos e dar os
elementos a serem utilizados no caso das transformacgoes disformes. Da mesma maneira
como feito em (BITTENCOURT et al., 2020), o Teorema de Penrose (1965) pode ser

escrito como:

Teorema 2 Seja M um espaco-tempo munido de uma métrica g, de tal modo que admita
uma superficie de Cauchy ndo compacta. Seja R, o tensor de Ricci vinculado ao par

(M, g) com vetor tangente k*. Se:

1. Eziste uma Superficie de Cauchy nao compacta em (M, g)
2. R, EFEY >0, para todo k*;

3. Eziste uma superficie de aprisionamento S, de tal maneira que & > 0,

entdao, (M, g) € geodesicamente-nulo incompleto.

Tomando como base o Teorema 2, nos capitulos seguintes, vamos novamente

reescrever o Teorema de Penrose, agora sob a 6tica das Transformagoes Disformes.



29

5 Transformacoes disformes

Transformagoes disformes foram inicialmente definidas como transformacgoes geométri-
cas atuantes na métrica do espago-tempo. Recentemente, foi mostrado que essas trans-

formacoes permitem representagoes algébricas e de grupos como pode ser visto na Refs.

(GOULART; FALCIANO, 2013; CARVALHO; LOBO; BITTENCOURT, 2016).

Neste trabalho, vamos usar as transformacoes disformes exclusivamente para a
andlise do Teorema de Singularidade de Penrose. Porém, como visto em (CARVALHO;
LOBO; BITTENCOURT, 2016), existem outras aplicagbes a partir do ponto de vista fisico.
O interesse nas transformacoes disformes vem crescendo devido as suas aplicagoes em
varias teorias gravitacionais, por exemplo, as teorias bimétricas de gravitagdo (CLIFTON
et al., 2012), teorias escalares (NOVELLO et al., 2013), inflacao disforme (KALOPER,
2004) e modelos andlogos a gravitagao (NOVELLO; BITTENCOURT, 2012; NOVELLO;
BITTENCOURT, 2013).

Assim como apresentado na Ref. (CARVALHO; LOBO; BITTENCOURT, 2016),
uma transformagao disforme de um tnico vetor de uma determinada métrica, que chama-
remos simplesmente de transformacao disforme, é uma aplicacao de fungoes escalares o e
[, um tensor métrico g e um campo vetorial V', em um espago-tempo M e os associa a

uma métrica § por meio da seguinte transformacao

g(*?) :ag(*7)+ﬁg<‘/7*)®g(v7> (51>

Daqui em diante, vamos nomear g como métrica de fundo e V' vetor disforme associado a
direcdo da transformacao. O mapa que define a transformacao disforme é bem definido se
a>0ea+ >0 em toda a variedade. Se essa definicao for respeitada, podemos dizer que
a métrica construida § é uma métrica pseudo-riemanniana com a mesma assinatura de g.
Os escalares a e § ndo sao necessariamente funcionais dependendo apenas dos pontos da
variedade, mas fungoes arbitrarias que também poderiam ter uma dependéncia funcional

em V e suas derivadas.

Neste capitulo, serd analisado o caso em que o campo vetorial V' é do tipo-nulo
e vamos representa-lo por d. Assim, podemos escrever explicitamente as componentes

covariantes da métrica disforme em um determinado sistema de coordenadas como

g,uu = gy + 6dudu> (52)
e por meio da definicao do delta de Kronecker ¢#,, chegamos em sua forma contravariante

1 W B

g = — —drd”. 5.3
g N (5.3)
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A derivada covariante de um campo vetorial covariante [, relacionada a métrica
disforme ¢é definida como

Lo =1, + 191 (5.4)

2% pp

onde ff,fl, sao os simbolos de Christoffel construidos a partir da métrica transformada g e

pode ser representado da seguinte maneira,
Ly, =T +C%, (5.5)

onde I'}, ¢ a conexao de Levi-Civita construida com a métrica de fundo g e C*,, é um

tensor dado pela seguinte equagao
a 1 ~af [ = ~ ~
% = 29 <9Vﬁ;u + Gup + gw;ﬁ)- (5.6)

Com auxilio das Egs. (5.2) e (5.3), além do software Mathematica®, podemos expressa-lo

explicitamente através de

€ 1 € € € € 1 ) €
C = a [5@0‘;1/) + Bdd + ddBy) + Bdud ) = 5uwd = Bd.d,)

2
B de A A A

" [g,wd ax — 20y + BN dudy)n + dudydBa|.  (5.7)
(5.

1
_2dudl/g€>\ﬁ;)\:| +

Por fim, usando a equagao (5.4), podemos escrever o tensor de curvatura de Riemann

R, ls = 2,570, (5.8)

nvo

onde 3 é a derivada covariante com respeito a métrica § e, consequentemente, o tensor de

Ricci da métrica disformes como
Ruy = Ryy — 208,y +2C",,C%s, (5.9)

onde R, ¢ o tensor de Ricci construido com a métrica de fundo. A seguir, vamos discutir
dois casos particulares de transformacoes disformes que sao de grande interesse na fisica:

transformacgoes conformes e transformacoes do tipo Kerr-Schild.

5.1 Transformacoes conformes

Transformagoes conformes sdo mudangas isotrépicas na geometria que podem ser
vistas como um caso especifico das transformacoes disformes, quando § = 0. Vamos
considerar um espago-tempo M, descrito por uma métrica g e outro espago-tempo definido

pelo par (M, g), cuja relagdo entre os dois pode ser expressa por

G = G, (5.10)

onde a é uma funcao positiva. Tendo definido a transformacao, é interessante a apresentacao
de alguns resultados. Sendo k* um vetor tangente a uma dada curva na métrica g, é

possivel mostrar que k* satisfaz a equagao geodésica na métrica g, onde k* = k* /cv.
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Desta maneira temos a equacao da geodésica referente a métrica g descrita por
a
kfs kY = —EH, (5.11)
: a

onde denotamos & = o, k. Sendo A e A os parametros afins das curvas nulas com respeito
a gu € Juu, Tespectivamente, podemos escrevé-los em termos do parametro o da seguinte

maneira N
A(A) = /0 a(p)dp, (5.12)
e, assim, usando a defini¢cao de k, recuperamos a forma padrao da equagao da geodésica

AR = 0. (5.13)

Como forma de completeza, o fator de expansao em relacao a métrica disforme é dado por
PN 1«
I N s

e_k:?u_a+a2. (5.14)

O tensor de Ricci para a métrica § pode ser calculado usando a equacao (5.9), resultando

em . 2 .
R i = lRWk%” + 3 <Z> - O‘] , (5.15)

que com o auxilio da fun¢ao u = 1A/« e substituindo-a na equagao acima podemos escrever

~

Ru k'K’ = R k'K + 2%. (5.16)

Com isso, temos as expressoes de como o fator de expansao e o termo de convergéncia

geodésica ficam modificados por uma transformagao conforme.

5.2 Transformacoes Kerr-Schild

As transformacoes Kerr-Schild podem ser vistas como um caso particular das
transformacoes disformes quando aw = 1 e § = € = £1. Desta maneira, podemos representa-
las em coordenadas por

Guv = G + €dydy, (5.17)

onde sua forma covariante
g =g" —ed'd”, (5.18)

onde o vetor disforme d* serd considerado do tipo nulo, ist6 e dd, = 0.

Seja k#* um vetor tipo-nulo na métrica g,,, ou seja
guk'k” =0. (5.19)
O vetor k* nao necessariamente serd nulo na métrica g,,,, pois

Gk = gu k'K + e(d, k) (d k") = 0. (5.20)
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Na verdade, teremos
Gu k" = —eg?, (5.21)

onde definimos a contragao de d* com k, como ¢. Desta maneira, temos que se ¢ = 0,

entao k* é ortogonal a d* e, deste modo, k* é um vetor nulo nas duas métricas.

O tensor de Ricci relacionado a métrica g pode ser escrito em termos da métrica g,

do vetor disforme e suas derivadas como

~ 1 ! !

Rukk” = (RW + Sdd) + D% Dy + €D, — 2D D,f‘) Kk +
v v va ¢2 vy ! v
20 k" [d” Di,; + D* 1y g — €9"*(Dipuy)a] + 5 (¢dyd,, + 2D"" Dyy) . (5.22)

[nv

onde d,,, = Dy, dy,d* = d,, D,y.ad® = D). Tendo de posse a Eq. (5.22), j& temos o

resultado necessaria para a adapitacao do Teorema de Singularidade para o caso conforme.

Quando ¢ = 0, ou seja, d" e k" sdo paralelos, essa equagao assume uma forma mais
simples dada por
Ruk'k” = (R — ed,,,, ) kK" (5.23)

E interessante observar que a condi¢ao de convergéncia nula nao é satisfeita nas
duas métricas simultaneamente, ou seja, se R, k*k” > 0 nao necessariamente garante que

R,k k" > 0.

Como forma de analise das superficies de aprisionamento caracterizadas pelos
vetores lﬁf, vamos agora descrever o fator de expansao em relagao a métrica (5.17). Usando
a configuracao descrita no capitulo 3, podemos descrever o fator de expansao em relacao a

métrica g da seguinte forma
it ot + + v £\ v
0= =0+ Kx™ +ed'l7d", +e(d"]),d". (5.24)

Definindo a fungao auxiliar d"l, = 1, podemos integrar esta equagao para 1 fazendo

6 =0 (defini¢ao de superficie de aprisionamento), obtendo
YE = {C’ — 6/(9jE + mi)(u)e[fu d”(ﬂ)?“da]du} e~ J #@ndv. (5.25)

onde C' é uma constante. A equagao (5.25) tem pouca utilidade no nosso contexto, porém
vale ressaltar sua grande semelhanca com os problemas funcionais que encontramos em
teoria geométrica da medida. Todavia, discutir esse assunto esta fora do escopo deste
trabalho.
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6 Efeitos de uma transformacao disforme no

Teorema de Singularidade

Neste capitulo, vamos reunir os conceitos presentados nos capitulos anteriores com
o intuito de formular uma nova técnica para a analise das singularidades em um dado
espaco-tempo. Nosso objetivo agora é analisar os efeitos de uma transformacgao disforme
no Teorema de Singularidade de Penrose (1965). Para isso, vamos separar esta analise
em duas partes uma vez que podemos ver uma transformagao disforme como sendo uma
transformacao conforme numa métrica do tipo Kerr-Schild. Assim, podemos analisar esses

dois casos em separado e compd-los no final.

6.1 Efeitos de uma transformacao conforme

Como forma de anélise, vamos usar a versao compacta do Teorema de Singularidade
(Teorema 2), particularmente os trés requisitos. O primeiro deles menciona a condigao de
convergéncia nula e, como dito anteriormente, s é satisfeita se a contragao do tensor de
Ricci (de um dado espago-tempo) com um par de campos vetoriais nulos seja maior que
zero. A equacdo (5.15) designa o tensor de Ricci para espagos-tempo vinculados a métrica
g e, com isso, podemos adaptar a condicdo de convergia nula para métricas conformes
apenas substituindo o tensor de Ricci por sua forma conforme. Assim,

~ 3 /& &
Rk > 0 — Ry bk > —= (a) +2, (6.1)

A superficie de aprisionamento relacionada ao espacgo-tempo vinculado com g estd
diretamente relacionada ao fator do escalar (3.142) ser maior ou igual a zero. Porém,
tal escalar foi calculado usando uma meétrica simples, no sentido que o mesmo tem que
ser adaptado para o caso conforme. Isto posto, vamos usar a mesma estrutura usada no

capitulo 3, porém devemos redefinir alguns parametros.

O conjunto de fungoes auxiliares (3.147) podem ser rescrito em fungao da métrica

conforme como
G(Oj7g) = eU(a,g) =4/ a7, gA(a7g) = agA(g)a (62)

onde a derivada da fungao U(«, g) pode ser escrita como

Ua(a,g) = aU a(g) + o, aU(g), (6.3)

e o divergente de g,(a, g) da seguinte maneira

) ) 1 “
div g4(a,g) = div g4(g) + a(a,A — 7% g aq)- (6.4)
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Com um calculo simples, usando as equagoes (6.3) e (6.4), podemos escrever as componentes

do vetor de curvatura média como sendo

1
H, (o, g) = Hu(g) + aCVL(Oé,A — 7" apg4a), (6.5)

e, assim, podemos apresentar o escalar de Senovilla (SENOVILLA, 2011) como

{(a,9) = Hu(a, 9)H" (o, g). (6.6)

Assim sendo, seguindo a Referéncia (BITTENCOURT et al., 2020), podemos enunciar o

Teorema de Singularidade para o caso conforme:

Teorema 3 Seja uma transformagao conforme com § dada pela equagio (5.10), de tal
modo que (M, §) admita uma superficie de Cauchy nao compacta. Seja R, o tensor de
Ricci vinculado ao par (M, g) e X o parametro afim de uma curva tipo-nulo com vetor

tangente k*. Se,

1. R, K'E” > g — %%, para todo k*;

2. Existe uma superficie compacta S, tal que é(a,g) > 0,

entao (M, §) é geodesicamente-nulo incompleto.

6.2 Efeitos de uma transformacao disforme

Seja (M, g) um espago-tempo e S uma superficie de aprisionamento contida nesse
espago-tempo. As coordenadas do espago-tempo podem ser descritas por {z#} e na
superficie por {z%}. De forma que indices latinos maitsculos A, B, ... estdo associados as

componentes (0, 1) e indices latinos mintsculos a, b, ... as componentes (2, 3).
Fazendo uma decomposi¢ao 242 no espaco-tempo M, podemos escrever o elemento
de linha associado da seguinte maneira
ds? = (gap + € dody)dada® 4 2(gaa + € dod g)dada® 4 (gap + € dadp)dz?ds®,  (6.7)
onde usamos que
gab = g+ 6dadba
gaA = JaA + € dadA7 (68)
daBp = gap + €dpdp.

Usando a definigdo de métrica induzida na superficie S, apresentada no Capitulo 3,
podemos escrever
;)\/ab = Yab + 6dadba (69)
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onde sua inversa é dada por

7Y ="+ fdd, (6.10)

de forma que
5950, = 67 (6.11)
Porém, a equacdo (6.11) s6 serd valida se f = —e (1 + ed’dy) ™! = —¢/F?, de maneira que

podemos escrever a métrica induzida

?ab — ,yab o %dadb (612)

A partir da equagao (6.10) podemos escrever seu determinante usando a férmula

de Sherman-Morrison como
detd = (1 4+ ed"d,)det . (6.13)

e rescrever as equagoes (3.147) no caso Kerr-Schild como

N F 4

Ualg,d) =Ualg) + ik (6.14)
Da defini¢ao
— v/ deth 7% Gaq
div g4(g,d) = v/deth 3 4 )’b, (6.15)
Vdety
e usando a relacao
~ab A a €
Y bgAa =7 bgAa + ﬁdB (da - dAgaA) s (616)
podemos escrever que
_— F
div gy = div g4 +7"gaa—2 + —=div T4, (6.17)
F F
onde foi definida a funcao auxiliar
1
Ia(g, ) = Iacdat = f(dA — d*gaq)dcda’. (6.18)

Assim, podemos escrever o vetor de curvatura média em fungdo da métrica disforme

A A _— a F € ..
H,=8YU4—div gy) = Hu(g) — 02 bgAa?*’ + div 1), (6.19)

e, enfim, o escalar de Senovilla
§=—g" Hallp = £(g) — K(g,d) (6.20)
onde

F € . " F, € .. PN
K = —gAB(’YabgAa?’b—{—Fle Ii) (v bng? + pdiv Ip) — 25 +d*dPH Hp. (6.21)

A equagdo (6.20) mostra a relagdo entre o escalar £ calculado com a métrica de fundo

e aquele calculado com a métrica disforme, onde x pode mudar o sinal de £, causando
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assim uma mudanca na classificacdo da superficie S. Desta forma, fica claro as mudancas

causadas pela transformacao neste caso.

Novamente, usando a Referéncia (BITTENCOURT et al., 2020), podemos enunciar

o Teorema de Singularidade para o caso das transformagoes do tipo Kerr-Schild:

Teorema 4 Seja (M, g) — (M, §) uma transformagio disforme com § dada pela equagio
(5.17), de tal modo que o (M, §) admita uma superficie de Cauchy nao compacta. Seja R,,,
o tensor de Ricci vinculado ao par (M, g) e k' o vetor tangente de uma curva tipo-nulo.
Se,

1. Ry ktk” > = [5d)d), + D% Dy, + €D}, — 2eDjyo D] Kk +

2 / /
20k [ D}, + D*dy — €9 (Dyup)a] + G (9d)d;, + 2D Dy,,)), para todo k¥

2. Eziste uma superficie de aprisionamento compacta S, tal que f > 0,

entio (M, §) é geodesicamente-nulo incompleto.

6.3 Aplicacoes

Agora, vamos enfim cumprir o objetivo deste trabalho. Usaremos os resultados
obtidos anteriormente em aplicagoes a um espago-tempo esfericamente simétrico e estatico,
de forma que respeite a condi¢ao de convergéncia nula e nao tenha superficies de aprisi-
onamento. A escolha especifica destes espago-tempo veio naturalmente apés os estudos
apresentados em referéncias como (POISSON, 2004; SENOVILLA, 2002; SENOVILLA,
2011; CHANDRASEKHAR, 2016), pois estes espaco-tempos sao estudados no contexto de
colapso gravitacional e de formagao de buracos negros, ou seja, as aplicagoes mais comuns
dos Teorema de singularidade. Com isto, os estudos previamente realizados podem ser
usados para entender melhor os resultados obtidos, sendo a analise feita aqui totalmente
baseada na Ref. (BITTENCOURT et al., 2020).

Uma vez selecianado o objeto de estudo, vamos escolher um espago-tempo que
possa ser descrito pela transformacao Kerr-Schild (Capitulo 4, Segao 2). Assim, fixando a
métrica de Minkowski como sendo a métrica de fundo, que pode ser escrita em coordenada

estéricas (u,r, 6, p) por
ds® = —dv® 4+ 2 dv dr + r*sin® 0 d® + r* d6?, (6.22)

com u sendo uma coordenada temporal e o vetor disforme satisfazendo as seguintes
propriedades
d" = f(r)oy, d, = f(r)s,, d"d, =0, (6.23)
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onde f(r) é uma fungao arbitraria, a métrica disforme é dada por

ds* = —dv? + 2dv dr + r*sin® 0 dp* + r* d9? + e f*(r)dv>. (6.24)

Como nosso objetivo é verificar o Teorema 3, para isso devemos calcular a derivada
covariante do vetor disforme d* com respeito & métrica de Minkowski. E facil verificar que
o vetor disforme d" satisfaz a equacao da geodésica para a métrica 17, e, neste caso, sua
derivada covariante pode ser escrita em forma matricial como

fff)

dr’r’r

[DV)] = [d",] = diag (0 (6.25)
Assim podemos calcular as quantidades necessarias para verificar a primeiras hipétese do
Teorema 3, como a derivada covariante de D% com respeito a métrica de Minkowski na

direcao do vetor disforme

o : f rg f rd —f
D)= ()] = fr) i 0,55, 7E LTS ) oz
e sua divergéncia com respeito ao indice contravariante
P2 2f df
5 +2rg —2f
D", = (o, — ,o,o) . (6.27)

De posse dos resultados acima, podemos rescrever o termo de foco (5.22) da forma

(6.28)

. d
Ry Wk = ¢° [f e (d{:) +27:fd{~]’

onde o vetor k* satisfaz a equacao (5.20).

Se impusermos a igualdade (limite inferior) na condi¢ao de convergéncia nula, isto
é, }A%Wk“k” = 0, podemos reescrever a equagao (6.28) como uma equacao diferencial para
f(r):
d? d, 2 d
Ef_ (Y 2 629
dr? f\ar rfdr

Integrando duas vezes em relacao a variavel r, obtemos a seguinte solucgao

fi(r) = i,/ng (6.30)

onde Cy e (' sdo constantes de integragao e seus valores podem alterar o significado fisico
de fy e, consequentemente, da métrica (6.24). Vamos analisar aqui os casos analogos a Ref.
(BITTENCOURT et al., 2020), de modo a determinar o papel das constantes na familia de
fungoes fi(r). Se fizermos Cyy # 0, entdo teremos uma classe de métrica assintoticamente

nao planas, cuja componente 0 — 0 do tensor de Einstein é nulo, de forma a nao ter
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01 02 03 04 05 0§

Figura 3 — As regides sombreadas indicam onde a condicao de convergéncia nula é valida. A
esquerda, foi considerado Cy > 0 e C; < 0. Ao centro, foi escolhido Cy, C; > 0.
A direita, foi considerado Cy < 0 e C; > 0. O caso em que ambos Cy, C; < 0,
f(r) is puramente imagindria.

correspondéncia no dominio da relatividade geral. Os graficos da Fig. 3 mostram os casos
em que a funcdo fi satisfaz a igualdade da condicdo de convergencia nula, para certo

valores das constantes Cy e (.

Assim, como nos capitulos anteriores, a andlise da superficie de aprisionamento
serd feita pela abordagem de Senovilla (SENOVILLA, 2011; SENOVILLA, 2002). Em
poucas palavras, vamos recalcular o escalar (6.20) no nosso contexto. Primeiramente, é

conveniente apresentar a métrica de Minkowski da seguinte maneira

(NaB]
(M| = 0 0 : (6.31)
[nab]

[aB) = (_11 é) e [Ma] = [Ya) = (7; 2 S?HQ 0). (6.32)

Por sua vez, a métrica inversa pode ser escrita como

onde

01 O 0
11 0 0
Wl = 6.33
71=10 o 1/r? 0 (6.33)
00 0 1/r*sin?0

Com um célculo simples, a fungao auxiliar U(e), pode ser escrita como

U(r) = In (1) (6.34)

r2
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e assim sua derivada em relacao a coordenada radial
2
Ua(r)=—=04. (6.35)
r

Por outro lado, a funcao auxiliar divg, é nula, devido a componente 14, = 0. Assim, o
escalar £ pode ser escrito como

4
() = =n"U, U, = =5 <0. (6.36)

Note que & é sempre negativo e ndo admite superficies de aprisionamento como esperado

para o espaco-tempo de Minkowski.

Agora, vamos calcular a influéncia da transformagao disforme sobre a métrica de

Minkowski por meio do escalar x. No nosso caso, temos
k(d) = (d'U,)? (6.37)

e, dessa maneira, o escalar £ pode ser escrito como

AL = A ()]

§n,d) = ———3—=, (6.38)

o qual admite toda uma regido niao negativa, quando f3(r) > 1.

Em resumo, se o espago-tempo dado pela métrica (6.24) possui uma superficie de
Cauchy nao compacta, for tal que o lado esquerdo da equagao (6.29) for sempre maior ou
igual ao lado direito para todo r e, além disso, temos f?(r) > 1 para algum valor de r,

entao esse espago-tempo apresenta uma singularidade.
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7 Conclusao

Nessa dissertacao, abordamos alguns elementos da geometria diferencial com o
objetivo de entender, descrever e provar o Teorema de Singularidade de Penrose (1965) para
campos vetoriais tipo-nulo. Em paralelo a isso, estudamos as transformacdes disformes. A
vista de todas as ferramentas matematicas definidas, mostramos que se aplicarmos uma
transformagcao disforme a um espago-tempo nao singular (M, g), satisfazendo a condigao
de convergéncia nula e sem superficies de aprisionamento, a presenga de singularidades no
espago-tempo resultante (M, §) pode ser verificada através da reescrita, sob a 6tica das
transformacoes disformes, da condi¢do de convergéncia nula e do escalar de Senovilla, desde

que (M, g) admita uma superficie de Cauchy nao compacta, como citado anteriormente.

Existem muitas implicacoes de nossos resultados para teorias alternativas da
gravitacao. Em especial, o caso que foi estudado na se¢ao anterior, mostra que a condi¢ao
de convergéncia de uma métrica disforme estatica e esfericamente simétrica pode ser testada
diretamente usando a Eq. (6.28), e a formagao de superficie aprisionamento fechada ocorre
se f(r) admitir raizes reais para r positivo, assim como mostrado na Figura 3. Essas
condicoes tornaram testaveis espago-temos que admitem superficies de Cauchy. Em poucas
palavras, podemos dizer que a formulagao proposta aqui torna testavel duas de trés

hipoteses do Teorema de Singularidade de Penrose.

Para perspectiva futuras, podemos trabalhar com o caso tipo-tempo do Teorema
de Singularidade, assim como os outros Teoremas de Penrose e outras teorias alternativas
da gravitagao. Especificando um pouco mais, podemos estudar a dependéncia da condigao
de convergéncia nos teoremas de singularidade e, usando um tratamento analogo ao
trabalhado com as transformacoes disformes, introduzir outras simetrias como no caso
de espacos-tempos axialmente simétricos. Por estes nao admitirem superficies de Cauchy;,

talvez isso seja uma boa motivacao para novos estudos.
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APENDICE A - Transformac3o do tipo

Kerr-Schild em métrica axialmente simétrica

Como é de conhecimento na literatura, as métricas de Kerr e Minkowski, além
de serem solugdo da equagao de Einstein (com as mesmas condigoes iniciais) podem ser
relacionadas por transformacoes disformes. Aqui vamos apresentar a relagdo entre as
métricas e posteriormente usar a técnica desenvolvida neste trabalho para a analise de

singularidades.

Podemos escrever a métrica de Minkowski em coordenadas cartesianas, como
ds* = —dt? 4+ dx® + dy?® + d2?, (A.1)
aplicando uma transformacao de coordenadas do tipo

(z +iy) = (r +ia)sinf e

z=rcost
t=v—r, (A.2)
podemos reescrevé-la como
ds® = —dv® + 2dvdr — 2asin® 0 dr dp + (r* + a*) sin® 0 dp* + p* db*. (A.3)

Usando como vetor disforme do tipo-nulo

Noai
d, = "(~1,0,0,a sin? 0), (A.4)

P

e ap6s aplicar uma transformagao do tipo Kerr-Schild na métrica (A.3), obtemos a métrica
de Kerr

ds* = —dv®+2dvdr — 2asin®0dr de + (r* + a®) sin® 0 dp? + p? db?
2Mr )
e (dv? — a sin® 0 dy)?, (A.5)

Sabendo as métricas de Kerr e Minkowski admitem superficie de Cauchy e respeitam
a condicao de convergéncia nula, resta apanas testar se o espago-tempo em questao tem ou
nao superficie de aprisionamento. Retomando o formalismo apresentado no final do Capitulo

2, onde tinhamos a métrica do espago-tempo decomposta em suas partes intrinsecas e
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extrinsecas com respeito a uma dada superficie tipo-espago compacta S, aqui vamos

apresentar na forma matricial, como

sl
] = . . 0 —asin®0 | (A6)
[nab]

0 —a sin?6

onde

nas) = (‘11 [1)) ¢ [l = bl

r? 0
( 0 r2sin? 0) (A7)

e a matriz inversa dada por

a?sin?0 a?+r?

0 a
2,2 .2 .2
| QT TS AT+ 0 AS
"] =p 0 o 1 o | (A.8)
a a 0 sin240
assim o escalar de Senovilla, pode ser calculado, como
2 2 212 .2 2
p*(r? + a?) p

dessa maneira £ é negativo, e a métrica de Minkowski nao tem superficie de aprisionamento,
como esperado e calculado na sec¢ao 5.3. Agora vamos calcular a influéncia da tranformacao

disforme, pelo escalar k

A A 2Mr [ 2rp? + (r + M)a?sin? 0 ?
=d'd'0,0, = : A.10
" T 0* l(ﬂ + a?)p? 4+ 2Mra? sin? § (4.10)
e, por fim, calcular o escalar é
é__rz—QMr+a2 2rp? + (r + M)a2sin?0 1° (A11)
B p? (r2 +a?)p? + 2Mra? sin? 0 '

Notamos que para a regiao r?> — 2Mr + a? < 0, que foi inserida gracas a transformacao

disforme, £ é nao negativo, caracterizando uma regiao de aprisionamento.
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