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Resumo

Neste trabalho estudamos as principais propriedades e estruturas algébricas das teorias de
campos conformes. Em particular, consideramos teorias de campos classicos e quanticos
para sistemas de bdsons e férmions livres em diferentes situacoes de contornos. Além
disso, estudamos os aspectos classicos e quanticos considerando defeitos e a permutacao

de branas na teoria de Liouville.

Palavras-chaves: Simetria Conforme. Teorias de Campos Conformes. Contornos e De-

feitos Conformes. Teoria Quantica de Campos.



Abstract

In this work we study the main properties and algebraic structures of the conformal field
theories. In particular, we consider classical and quantum field theories for free bosonic
and fermionic systems with differents boundary conditions. In addition, we study the
classical and quantum aspects considering defects and the permutation of branes in the

Liouville theory.

Key-words: Conformal Symmetry. Conformal Field Theories. Conformal Boundaries and
Defects. Quantum Field Theory.
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1 Introducao

Desde o principio do pensamento humano, quando se comecou a analise de fenome-
nos naturais de modo racional, padroes sao importantes para a compreensao da natureza
da realidade a qual estamos inseridos. Da formalizacao da fisica através do método cien-
tifico e da padronizagdo matematica na elaboracdo de modelos, construimos teorias sobre
paradigmas. Uma teoria que tem o seu limite de validade definido, isto é, sobre os limites
fisicos os quais os fenéomenos podem ser compreendidos e previstos com precisdao acurada,
de certa forma, pode definir os limites do paradigma. Um conjunto de fend6menos que nao
sao explicados e/ou previstos pela teoria vigente, indica caminhos para que se rompa o

paradigma e o substitua por outro, através da possibilidade de criagdo de novas teorias.

No quesito de construir teorias e modelos, simetrias tém um papel muito impor-
tante, pois sdo capazes de simplificar a analise. Aliado a isso, ainda mais profundamente,
com o Teorema de Noether e todo o desenvolvimento da teoria de grupos na fisica, ve-
mos que existe uma relacao intrinseca entre os mecanismos da Natureza e as simetrias.
As simetrias tiveram sua relevancia demonstrada explicitamente no forte poder de pre-
visao acerca das diversas particulas subatomicas, através da mecénica quantica e teoria
quantica de campos desenvolvidas no século passado. O contexto era descobrir a natu-
reza fundamental da matéria, o que nos mostrou através do modelo padrao de particulas,
que a Natureza pode ter uma predilecao para simetrias, o que levou a uma investigacao
mais profunda sobre uma unificacao das teorias. Desde entao, nao héa uma teoria unifi-
cada ainda, fato que talvez seja uma consequéncia de considerar condi¢oes que, de certa
forma, sao ideais. Uma teoria quantica de campos menos idealizada poderia, a principio,
conter limites de fronteira. Ainda mais, poderia conter defeitos no espaco-tempo, na qual

é descrita, isto é, condigoes de contorno internas ou numa regiao finita.

Consideramos que numa teoria de campos podemos encontrar a estrutura de sime-
trias procurando a algebra associada ao grupo de transformacoes da teoria. No contexto
de transformagoes locais, uma extensao direta da invariancia de escala é a invariancia con-
forme [1]. Sendo uma teoria de campos conformes em duas dimensoes o objeto de estudo
principal desta dissertacdo, podemos afirmar que a algebra nos fornece um grande poder
de analise por métodos algébricos exatos, o que vai de encontro com o tratamento pertur-
bativo usual em teoria quantica de campos. As teorias conformes se mostraram aplicaveis
a diversas areas da fisica como matéria condensada, mecanica estatistica, teoria quantica
de campos, teoria de cordas, teorias de gravitacao, AdS/CFT e holografia [2, 3, 4, 5].
Em teoria quéantica de campos, as principais quantidades a serem determinadas sao as
fungoes de correlacao. Em duas dimensoes, as func¢oes de correlagao de dois pontos sao

inteiramente determinadas pela imposicao da invariancia conforme, enquanto a funcao de
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mais pontos podem ser reduzidas a funcao de dois pontos por certos mecanismos. Neste
trabalho, iremos tratar de maneira geral a teoria de campos conformes a fim de elucidar
suas principais caracteristicas [6, 7, 8|, e fazer uma aplicagdo na teoria de Liouville com
defeitos [10, 13, 14, 15, 16, 20, 22]. Ainda que nao tratado nesta dissertacao, esta pode
servir como base para os trabalhos sobre moédulo de Verma, determinante de Kac, mo-
delos minimais, entre outros, os quais sao resultados importantes que envolvem teorias
conformes [23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37|.

Esta dissertacao estd organizada como segue. No capitulo 2 procuraremos compre-
ender o grupo das transformagoes das simetrias conformes, bem como a algebra associada,
assim detalhando os aspectos da invariancia global. No capitulo 3 (e em diante), particu-
larizaremos o estudo para espaco-tempo de duas dimensoes, analisando as propriedades
gerais e consequéncias da simetria conforme sobre os campos classicos e quanticos. Em
particular, estudamos os sistemas com bdsons e férmions livres apods introduzir a ex-
pansao de produtos de operadores. No capitulo 4, analisaremos de maneira estrutural a
teoria quantica de campos conformes, introduzindo o formalismo de operadores através
da chamada algebra de Virasoro. Além disso, exemplificaremos alguns sistemas fisicos
com contornos. No capitulo 5, aplicaremos os métodos de teorias conformes a uma teoria
de Liouville com defeitos. Em particular, vamos calcular a funcao de correlagao de dois
pontos na teoria na presenca de defeito. Este trabalho encerra-se com algumas conclusoes

e perspectivas no capitulo 6.

Além de revisar e apresentar de uma forma pedagdgica os principais aspectos de
uma teoria de campos conformes e algumas aplica¢oes, esta dissertacdo tem como um
dos principais objetivos, o de destacar e disseminar a importancia das teorias de campos
conformes nos trabalhos de pesquisa atuais. Almejamos que a mesma possa contribuir

futuramente com o aprendizado de outras pessoas interessadas no assunto.
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2 Invariancia conforme global

Nesse capitulo e nos dois préoximos sao apresentados os topicos necessarios para
uma boa compreensao do desenvolvimento deste trabalho. Iniciamos com uma breve revi-
sao sobre o grupo conforme, seguindo com a invariancia numa teoria classica de campos,
abordando as representacoes do grupo conforme em d dimensoes e o tensor momento-
energia. Em seguida, abordaremos a invariancia conforme numa Teoria Quéntica de Cam-

pos (TQC), onde apresentaremos as fungoes de correlacao e as identidades de Ward.

2.1 O grupo conforme

A estrutura de grupo pressupoe um conjunto G = {gi, g2, ...} munido de uma
operagao “*” entre os elementos do conjunto, nas quais se satisfazem quatro propriedades

basicas, sendo elas:

Vgi,g; € G, gixg; €G.

Vi, 95,9 € G, gi* (g5 * gx) = (gi * ;) * G-

Existe o elemento identidade e € G, tal que e * g; = g; xe = g;, Vg, € G .

Vg; € G, existe o elemento inverso g; ' € G, tal que g;* g; ' = g; ' * g; = e.

Assim, definimos o grupo conforme como o conjunto de transformacoes inversiveis xr — 1z’
dadas em um produto escalar num espaco vetorial R”, com assinatura qualquer, na qual
o tensor métrico g,,, em d dimensoes permanece invariante a menos de um fator de escala,
isto é:

G (@) = M) gy (). (2.1)
O conjunto de tranformagoes tal que (2.1) é satisfeito, sdo chamadas de transformagoes
conformes. Essas transformagoes nao afetam o angulo entre duas linhas arbitrarias que se

cruzam no espaco d-dimensional.

2.1.1 Transformacoes conformes

Para caracterizar as transformagoes finitas, é importante entender as transformacoes in-
finitesimais na defini¢do da eq. (2.1). Uma transformacao infinitesimal das coordenadas é

escrita como,
ot — 2 = ot 4 € (z), (2.2)
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Figura 1 — Exemplo de uma transformacao conforme

em que o termo €”(x) é um conjunto de infinitesimais dependentes das coordenadas.

Fazendo a substitui¢ao na eq. (2.1), temos explicitamente,

a Hb
9 = gj,ug;ygaﬂ = (55 — @MGO‘) (55 — &,eﬂ> Gop (2.3)

de onde em primeira ordem em €, obtemos para a relacao acima,
g;u/ = 9w — (a,ueu + 811611,) . (24)

A condigdo para a eq. (2.4) ser conforme é a métrica transformada ser proporcional a

métrica anterior, isto é, a restrigdo imposta sobre a eq. (2.4) 1é-se como,
Du€y + 0vey = f(2) G- (2.5)

Vamos determinar f(x) tomando o trago em ambos os lados da equagao anterior, de forma
que,
2
f(z) = gc?pe”. (2.6)
Em seguida, procuramos a dependéncia explicita de € com as coordenadas x*. Aplicando

uma segunda derivada na eq. (2.5), resulta em,
0,06, + 0,06, = 0, f (%) Gy, (2.7)

onde a partir da ultima passagem, a métrica é considerada independente das coordenadas,
isto é, vamos nos limitar daqui para a frente a esse caso. Fazendo as seguintes permutacoes
na eq. (2.7),

GpuOu f () = 0,0,€, + 0,0,€,, (2.8)
GupOuf () = 0,0,€, + 0,0,€,. (2.9)
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Somando a primeira a segunda equacao anterior e subtraindo a eq. (2.7), obtemos,

20,0,€) = Gup0u () + 90,0 f () — 9,0, f (). (2.10)

Agora, aplicando a contragdo com a métrica no resultado anterior, encontramos,
20%, = (2 — d)0,.f(z), (2.11)

onde definimos §* como ¢"*d,0,. Procedemos com a aplicagao de 9, na equagdo acima e

92 na eq. (2.5). Apds comparacao desses resultados, obtemos,
(2 — 0,0, 1(2) = g0 (2). 212)
de onde, contraindo com a métrica, resulta em,
(d—1)0*f(x) = 0. (2.13)

Da equacao acima, vemos que no caso unidimensional, d = 1, a fungdo f(x) é arbitraria
em relagdo as coordenadas. A nocao de angulo nao existe, como intuitivamente podemos
pensar, portanto, qualquer transformacao suave é conforme em uma dimensao.

Vamos exemplificar a dependéncia da transformagao infinitesimal €, com as coor-
denadas considerando d > 3. O caso bidimensional, d = 2, sera tratado com mais detalhes
posteriormente. Usando a eq. (2.13) na eq. (2.12), chegamos, para d > 3, na condi¢ao sobre
f@),

9,0, f(x) = 0. (2.14)

Da equacao acima, obtemos que f(z) depende linearmente com as coordenadas do espago,
ou seja,
f(x) = A+ B,a", (2.15)

em que A e B, sdo constantes. Usando a relacao de ¢, com f(x) dada pela eq. (2.10) e o

resultado anterior, obtemos a seguinte limitacao para ¢,
0,,0,€, = constante. (2.16)
Do resultado anterior, vemos que ¢, ¢ pelo menos quadratico nas coordenadas, ou seja,
€y = ay + by’ + Cpyprta?, (2.17)

onde a, é uma constante arbitraria, a qual corresponde a uma translacao. Como as con-
dicoes de restricao sao validas para todo x, podemos tratar os termos de €, poténcia a

poténcia. Substituindo o termo linear b,, 2" na eq. (2.7),

2
Op(buat®) + 00 (buat®) = 2™ Dp(bar™). (2.18)
Abrindo as derivadas,
2
Ou(bua)2® + byl + 0y (bua)2™ + by = =g [0y(bar)z™ + baad)] (2.19)
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Reorganizando os fatores,

2 2
byu + buu + [8ubuo¢ + 8Vbuoc] = &gapap(ba)\)x/\ + 3gapbap7 (22())

que resulta em,
2
d

A equagao acima implica que b, é a soma de um termo antissimétrico e de um termo de

bup + by = =0\ G- (2.21)

trago. Assim, podemos reescrever a condi¢ao como,
bw/ = ngu + My, (222)

em que my, = —Mm,,, a qual representa uma transformacao ortogonal. O termo de trago

representa uma transformacao infinitesimal de escala.

Segue-se com a substitui¢ao do termo quadratico da eq. (2.17) na condicao da eq.
(2.10),
2
20,0, (Cpapr”s”) = (9100000 (Crapr®2”)g™ + 6up0u0x(Crapr®a’) g™
- guuapa)\(oéaﬁxal”g)g)\&])

(2.23)

de onde obtemos,

auaV<Cpaﬁxa$ﬁ) :Cllg)\a(gupavak + 9up0uOr — guvapaA)<Céaﬁxax'B>
1
d

— g (60,2” + 5B>\ap37a)]

Coap {au@ﬁ)dau + au@a)(sﬁu} Coap {gupwa)\avxﬁ +07,0,8%) + Gup(038,2” + (5’8)\(9an)
1
Cous0ut” + Cpon 0™ =6 [9up(Cinadya” + Crardy®)

+ gyp(C(;)\fgauIﬁ + C(;M(?H:UO‘)
— gu,,(C(;w&pr -+ Cga)\apxa)].

(2.24)
Renomeando os indices mudos « e f como o« = 3 = =, obtemos,
2
200" :&g/\é 9600027 + Gup0ux” — g1 0p”] Cory
1 g
Copundy =-C"%, (907, + 90p67, = G07,) (2.25)
1 g g g
Cpuu :3 (g,upC ov T g,LLVO op gVPC U,u,) :
Podemos reescrever a equacao anterior como,
Cuvp = Gupbv + Guwbp — Gupby (2.26)

em que b, = éC”W. A referente transformacao infinitesimal é encontrada ao substituir
os termos de primeira (2.22) e segunda ordem (2.26) em €, equagao (2.17), e depois na

transformacoes de coordenadas x’ — x, na qual resulta em,

), =y + ay + 0, + my,x” + 2(z.b)x, — b’ (2.27)
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e considera-se a notacao y - w = y,w®. As transformacoes infinitesimais no espago-tempo

em questao estao todas contidas na equagao acima, podendo ser identitificadas. Sao elas:

Translacoes:
o' =t + a* (2.28)
Dilatacoes:
't =gt + Ot (2.29)
Ortogonais:
't =at +mh ¥ (2.30)
Conforme especial:
o' = ot + 2z - b)at — b (2.31)

Podemos calcular a dimensao do grupo conforme contabilizando os geradores das
transformacgoes. Para translagoes e conforme especial temos d geradores para cada, para

dilatagdes temos um gerador e para as ortogonais sao dd-1) geradores. Portanto, a di-

2
mensao do grupo conforme é W.

As correspondentes transformacoes sao usualmente obtidas a partir de sucessivas
transformacoes infinitesimais, isto é, define-se operadores lineares e aplica-se sucessiva-
mente para compor a transformagao. No entanto, tal procedimento nao se aplica ao caso
das transformacoes conformes especiais, uma vez que a transformacao infinitesimal nao
é linear. Pode-se, entretanto, tratar pela evolugdo da transformacao, isto é, para a trans-

formacao conforme especial podemos definir o seguinte campo vetorial,

XH(x) =2(b-x)z" — b, (2.32)
tal que X*(x) = X*(x(7)) = @*(7). Explicitamente, a equagao diferencial a ser resolvida
€,

it = 2(b - x)z" — 2" (2.33)
Realizando uma mudanca de variaveis da forma

Y= — (2.34)

temos, entao,

" - 2.35
Substituindo (2.33) na equacao diferencial acima, ou seja,
_2?(2(b- x)at — 2?b) — a2z - (2(b- x) -« — 2?b)) (2.36)

V= )

assim,
gt = —b* (2.37)
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A solugao da equacao acima, portanto, é dada por,

yt = yh — 7" (2.38)
em que Yy = (;)0)2 ¢é o termo da constante de integracdo. A partir de tal resultado, retor-
namos a variavel x,

T+ xh
= =2 _ 7 (2.39)
22 (mg)?

A equacdo acima, para fins de resolucao pode ser escrita como,
— = A~ (2.40)
Portanto, a solugdo para x é proporcional a A", isto é,

xt = NA* (2.41)

e ao retornar a equagao (2.40) encontramos que

1
e como resultado final,
w_ A
= (2.43)
Substituindo A* explicitamente, obtemos,
Ko b2
" i (2.44)

- 1—2(b-x)+ b2

A equacgdo acima é, portanto, a transformagao conforme especial, ou seja, se fizermos uma
expansao em b em ordem linear no resultado acima, obtemos a transformagao infinitesimal
(2.31).

2.1.2 Algebra do grupo conforme

Uma vez determinadas as transformacoes do grupo conforme, busca-se a com-
preensao da relacao entre as transformacgoes de simetria, ou seja, a estrutura do grupo.
Entender tais relagoes estruturalmente signifca obter a algebra associada ao grupo. A
estrutura algébrica do grupo conforme pode ser obtida através da determinacao expli-
cita dos geradores conformes em funcao de operadores diferenciais. Estes sdo encontrados
pelo teorema de Noether para transformacoes infinitesimais. Podemos considerar para

transformacoes infinitesimais nas coordenadas do espago tempo,

oxt
= gt a , 2.45
x '+ w 5o, (2.45)
e para transformacoes infinitesimais de um campo no espago tempo
OF (x
¢ (2") = p(x) + w, () (2.46)

dw,
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em que w, ¢ um conjunto de parametros infinitesimais, no qual se considera apenas em
primeira ordem e F(x) é uma fungdo do campo ¢(z). Um gerador GG, de uma trans-

formacao de simetria pode ser definido infinitesimalmente através da seguinte expressao

0u0(x) = ¢'(x) — ¢(x) = —iw.Gad(2), (2.47)

onde ¢ estabelecido, portanto, que a variacao do campo num mesmo ponto z do espaco
tempo ¢é proporcional aos geradores GG,. Podemos relacionar a definicao acima com as

transformagoes dadas em (2.45) e (2.46). Substituindo a primeira na segunda da seguinte

¢ <J: + w, &CH(:C)) = ¢(x) + wa 5.7-"(:5'). (2.48)

5(4}@ 5wa

Considerando até primeira ordem em w,, obtemos

forma

IF(z) dzt(x)

O(@) = 9(x) = wamp = —wam s = 0,u0(x). (2.49)
Comparando com equagao (2.47), temos,
. ozt OF
iGag(z) = Q;ij)é‘mb(x) —&f). (2.50)

De posse da definicao dos geradores em funcao das transformacoes inifinitesimais e com
o conhecimento das préprias transformacoes, pode-se obter as representagoes. Consi-
derando, no momento, que o campo ¢(z) nao é afetado pelas transformagoes, isto é,
F(¢) = 0. A titulo de exemplo, ao aplicar a definicdo acima as transformagoes especiais

conformes infinitesimais dada em (2.31), temos,

oxt

1K,0(x) = —0,0(x
8(x) = 53 0:0() -
- 2$u$uau¢($) - 1261,@5(1'),
de onde o gerador das transformacoes especiais conformes K, é,
K, = —i(2z,2"0, — 2°0,). (2.52)

O mesmo procedimento pode ser adotado para encontrar as representacoes dos geradores

associadas as outras transformacgoes conformes. Dessa forma, obtemos,

Translagao:

P, = —i0,. (2.53)
Dilatacao:

D = —iz"0,. (2.54)
Rotagao:

L,, =i(x,0, —x,0,). (2.55)
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Os geradores acima estao na representacao de operadores diferenciais, mas nao é estri-
tamente necessario que os mesmos estejam nessa representacao, no entanto, é possivel
construir a estrutura algébrica a partir deles. Usando as representagoes especificas encon-

tradas acima, temos as seguintes relacoes de comutacao entre os geradores,

D,

B =

D, K]
(K P
Lyw]

Lyw]

ol

B (n“”D L) (2.56)
[ w| = (npu anKu)a
[Py L) = i(Mpp P — Mpu ),

[ ;un (771/,0 no + nuaLup nupLua - nVO'L,up)-
Para exprimir as relacoes acima em uma forma mais compacta e simples, definimos os

seguintes geradores

Juy = Lum
J—I,O = Dv
1 (2.57)

J—Lu = §(Pu - Kﬂ)a

1
JO,M = §(Pu + Ku)a

de onde obtemos as relagoes de comutacao,

[Jabs Jed] = 1(NadTve + MoeJad — Nacbd — MbdJac), (2.58)

onde a,b € {—1,u} e Jyp = —Jpa. Se 0 espago ¢ euclidiano 7y, é diag(—1,1,1,1,...,1).

Notemos que das relagbes (2.58) temos a édlgebra de Lorentz em d + 2 dimensoes.

2.1.3 Construindo invariantes conformes

Compreendidas as transformacoes que compoem o grupo conforme e sua estrutura
algébrica, é possivel construir invariantes conformes a partir de certas imposi¢oes. Tais
invariantes serao fungdes I'(x;), de N pontos x;, que ndo se alteram sob transformagoes
conformes a seguir: as translagoes impoem que somente diferengas entre pontos distintos,
ou seja, do tipo z; — x; sejam invariantes. J4 as rotacoes implicam que a invariancia
origina-se da consideracao de médulos, isto é, quantidades do tipo |z; — x|, considerada
ja um invariante por translacoes. Associada as transformagoes de escala, ou dilatacoes, a

invaridncia surge de razoes da forma,

s — ) (2.59)

Y
|z — @
e ja computadas as invariancias anteriores. Pelas transformacgoes especiais conformes,

obtemos,
| — ]
(1 — 2b.z; + b?a?)V/2(1 — 2b.xj + b2x )1/2

|2; — 2| = (2.60)



Capitulo 2. Invariancia conforme global 20

As formas de transformacao acima serao importantes para as defini¢oes dos requisitos em

que as fungoes de correlagao deverao ser construidas.

2.2 Invariancia conforme numa teoria classica de campos

A fim de entender as consequéncias das simetrias conformes numa teoria de cam-
pos, pode-se iniciar pelo estudo dos efeitos em modelos de campos classicos. Quando se diz
que uma teoria lagrangeana possui simetria conforme, o que se quer dizer é que a agao de
tal teoria é invariante sob transformacgoes conformes. A invariancia implica que a lagran-
giana transforma, com, no maximo, o acréscimo de uma derivada total. Entende-se aqui
que a invariancia conforme no nivel cldssico nao necessariamente implica a preservacao
da invariancia no nivel quantico. A seguir, serao tratadas as representacoes do grupo con-
forme para d dimensoes e as consequéncias no conteiildo de matéria e energia das simetrias

conformes, isto é, uma descricao do tensor momento-energia.

2.2.1 Representactes do grupo conforme em d dimensoes

Para construir as representacoes do grupo conforme, precisa-se entender, se e como,
as transformacoes infinitesimais afetam os campos. Dado um campo ¢(z), o grupo con-

forme atua da seguinte forma,

¢'(a') = e g(x). (2.61)

Sob transformacoes infinitesimais, obtemos em primeira ordem nos parametros wy, a se-

guinte expressao,

¢'(2") = (1 —iw,Ty) (), (2.62)
onde T, sao os geradores do grupo conforme. Vamos procurar primeiro a forma desses
geradores estudando o subgrupo de Poincaré que deixa invariante o ponto z = 0, ou

seja, o grupo de Lorentz. Definimos a acao das transformacoes infinitesimais do grupo de

Lorentz no campo ¢(0) pela representacao matricial S, da seguinte forma

Lu$(0) = 5,,6(0) (2.63)

em que S, é o operador de spin associado ao campo ¢. A equacao acima ¢é equivalente
a7

Lu,,e_mkp*gb(a:) = SWe_i“”APA(b(:E), (2.64)

onde usamos que,
$(x) = e (0). (2.65)

A fim de encontrar a acao do grupo de Lorentz para qualquer valor de z, realizamos uma

translagao pelo respectivo operador na equagao (2.64) pela esquerda, resultando para o
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lado esquerdo,

e L e P g (). (2.66)
Para desenvolver, utilizamos um caso especial da férmula de Baker-Campbell-Hausdorff
da forma,
1 1
e BAeP = A+ [A B+ 5[[%1, B], B] + 5[[[%1, B],B|,B] + ... (2.67)

em que A e B sao operadores. Substituindo a identidade anterior na equagao (2.66), a

mesma se reduz a seguinte equagao,

eix)\PAije—ixAPA _ ij _ Z.-CE)\[L,U,V, P)\] (2 68)
=L, —z,P,+x,P,
Utilizando a representacao (2.53) e a equagao (2.64), obtemos,
Lyw@(x) = i(2,0) — ,0,)9(x) + S (). (2.69)

Agora, utilizaremos a mesma ideia para definir a agdo de cada gerador do grupo conforme,
isto é, inicialmente estudar as transformacoes que deixam o ponto x = 0 invariante e logo
apos realizar uma translacdo para um ponto z arbitrario. Assim, para os geradores das

dilatagoes, a agao sobre o campo ¢(x) é dada por,
Doé(x) = (—ix"d, + A)g(z), (2.70)
e similarmente, para as transformacgoes especiais conformes,
K, b(x) = (K, + 22,A — 2" S, — 2iz,2"0, + ix0,)d(x), (2.71)

onde A e k, sao os valores dos geradores D e K, respectivamente, para x = 0, assim
como Sy, em relacao a L. De tal forma, encontramos uma estrutura algébrica reduzida

para tais geradores em x = 0 a partir de (2.56),

A, 8] =0,
A, k] = —iky,
[k, k] = 0, (2.72)
K9y Syuv] Noukiv = Novkip)s
]

[Syws Spol = 1(MpSpe + MuoSvp — NupSve = Mo Sup)-

Se consideramos que o campo ¢(z) pertence a uma representacao irredutivel do grupo
de Lorentz, isto é, uma representacao que nao possui subespagcos invariantes, e pelo lema
de Schur, qualquer matriz que comute com tal representacao (no caso, Sy, ) deve ser um
miultiplo da identidade. Sendo este o caso descrito acima, pela algebra (2.72) identificamos

a matriz proporcional a identidade pelo comutador nulo entre um gerador e S,,, ou
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seja, o gerador das transformacoes de escala (ou dilatages), denotado por A. Logo, Aé
simplesmente um numero, explicitamente igual a —iA, em que A é a dimensao de escala

do campo ¢(x), como definido a seguir pela transformacao de escala das coordenadas,

= ea! (2.73)
e do campo por,
#() = S o(a). (2.74)
Ao considerar A = ef, obtemos,
¥ =\z
(2.75)

¢'(Ax) = A 2(x).
Da transformagao das coordenadas pelo fator de escala A, temos também que,

ox'H

oz

= A", (2.76)

de forma tal que o Jacobiano das transformacoes conformes é dado por,

ox'

7| = 2, (2.77)

onde d é o nimero de dimensoes do espago-tempo. Assim, podemos retornar na relacao

de transformagao de escala do campo ¢ e descrevé-la como,

~A/d

ov' é(z), (2.78)

¢'(2") = 9

que é relacionado ao fator de escala (A(x)) entre as métricas definido em (2.1), como,

ox’'

= Az)™ 2, (2.79)

A forma como o campo se transforma dada em (2.78) define uma categoria de campos,

denominados campos quasi-primarios.

2.2.2 Correntes conservadas e o tensor momento-energia

Até este ponto, a preocupacgao foi em entender as simetrias do grupo conforme, a
associacao com operadores com significado fisico, sua estrutura algébrica, bem como as
consequéncias para as coordenadas do espago-tempo e para um campo escalar. O Teorema
de Noether foi utilizado para obter os geradores das simetrias, e agora, a atencao se
volta para as consequéncias dessas simetrias. Pelo Teorema, para cada gerador do grupo
conforme existe uma corrente conservada que segue uma equagao de continuidade. Por

sintese, para cada simetria existe uma lei de conservacao associada. Para construir a
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corrente associada as transformacoes conformes, primeiramente precisamos descrever o

funcional da agdo da teoria. Consideramos o funcional da acao dado por,

- / AL ($(z), 8,d(z)) . (2.80)

Definimos a variacao da a¢ao como,

05 [¢] = S[¢/(z")] — S[o(x))], (2.81)

onde S[¢'(2')] é a agdo calculada no campo e nas coordenadas transformadas, a qual serd

referida simplesmente como S’. Para S, temos,
5 = / 'L (¢'('), 0,6 (2)) . (2.82)

Como visto nos capitulos acima, ¢'(z') = F(¢(x)), a transformagéo de coordenadas de
71

e 0, = ~-0,. Assim, a equacdo (2.82)

2’ para x carrega um Jacobiano da forma az'u

torna-se,

- J ]2 e (Fioten, 2o, Fioten)

St §F [, 0"
eefion () eloon o (D) o ()

or

.83)
Agora, expandimos a lagrangeana até primeira ordem em wy,
oL ) ox” oxt
o fonfes [ (2 0]
On ‘ ¢ “a (2.84)

et e (i) o ()| + 20 () o

Assumindo que a agao seja invariante por transformagoes rigidas, somente o termo pro-

porcional as derivadas de w, sdo nao nulos, de forma que para a variagdo da acao, isto é,

5S=5 -8 (2.85)

obtemos,
- / d8),,w, (2.86)

em que

or s OL OF
o Y] —
Ja [8(8“¢)8V¢ 0 4 dwa  9(0,0) dwa

A quantidade acima é chamada de corrente. E associada as transformacdes infinitesimais

(2.87)

das coordenadas dadas em (2.45) e do campo em (2.46). Apos realizar uma integracao

por partes na equacao (2.86), encontramos,

58 = / d2(8,j")wa. (2.88)
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Se a acao for invariante sob essas transformacgoes de simetria, entdo a variagdo se anula
para qualquer parametro w, e portanto obtemos uma lei de conservacao. Como podemos
ver da equagao logo acima, se acao for invariante sob as transformacoes infinitesimais,
entdo, a variacao da agao (2.88) se anula para qualquer w,, obtendo, assim, a seguinte lei
de conservacao,

5" = 0. (2.89)

Em poucas palavras, esse é enunciado o teorema de Noether, que diz que toda simetria
continua implica na existéncia de uma corrente, na qual é classicamente conservada. A
corrente que corresponde a invariancia por translacoes é conhecida como tensor momento-

energia, a possui a informacao das densidades e fluxos de energia e momento. Ao considerar

~ N Sxv SF
uma translagdo arbitraria z'# — x* + e no espago-tempo, S = 5Z e % = 0, logo, a
corrente ¢ o tensor momento-energia:
oL
™ = ———0"¢p — " L. (2.90)
© 099

O subindice “c” no tensor momento-energia indica canénico. Como era esperado, o tensor
momento-energia canonico é o comumente encontrado para as teorias de campo. Podemos
encontrar os requisitos sobre o tensor momento-energia mais geral para que este seja
invariante conforme, isto é, invariante por transformagoes infinitesimais que compdoem
o grupo conforme. De maneira geral, a variacdo da agao por um termo arbitrario de

transformacao das coordenadas do espago-tempo, dado por €, é considerada, e temos,
5S = / AT d,e,, (2.91)
ou
5S = ; / AT (D, + Dye,). (2.92)

Ao utilizar as restrigoes sobre as variagoes encontradas em (2.5) e (2.6), obtemos
1
65 = = / T 9, (2.93)

As restrigoes acima usadas sdo as condi¢oes para que haja invaridncia conforme. Logo,
para que a variacdo da agao (2.93) seja nula, 1%, precisa ser nulo, ou seja, o tensor
momento-energia precisa ter traco igual a zero. Para o contrario, a condi¢ao é necessaria,
mas nao suficiente, uma vez que d,¢” nao ¢ uma funcao arbitraria. E importante destacar
que considerando um tensor momento-energia de Belinfante (construido a partir do tensor
momento-energia canénico considerando a contribuigao de espin), a condigao de trago nulo

se preserva.

2.3 Invariancia conforme numa teoria quantica de campos

Uma vez compreendidas as consequéncias fisicas da invariancia conforme em uma

teoria classica de campos, o interesse se volta as consequéncias de tais invariancias numa
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teoria quantica de campos. Da mesma forma que a corrente e as consequéncias de sua
invariancia conforme se mostraram importantes e foram analisadas no regime classico
anteriormente, as fungoes de correlacao e as identidades de Ward serao importantes para

uma compreensao dos aspectos quanticos.

2.3.1 Funcoes de correlacao

Em uma teoria quantica de campos, as func¢oes de correlacdo desempenham um
papel de protagonismo, pois sdo necessarias para o calculo de amplitudes de espalhamento,
propagadores e amplitudes de transi¢ao, por exemplo. Por abuso de linguagem e analogia,
elas dizem respeito aos observaveis de uma teoria quantica de campos. Fisicamente, as
fungoes de correlacao podem ser interpretadas como “fungoes de Green quéanticas”, isto €,
fungoes que determinam a evolugao de um sistema quantico. Se associada a uma particula,
pode-se compreender a funcao de correlagao como uma integral ponderada pela a acao
classica dos possiveis caminhos que a particula poderia fazer entre pontos determinados,
isto é, correlaciona dois pontos no espaco-tempo através das condigoes e restrigoes fisicas

as quais estao sujeitas. Explicitamente, temos,

D¢ da1)...p(,)e 51
a [ D 519 :

(¢(21)...0(2n)) (2.94)

O lado esquerdo da equacao acima é a func¢ao de correlacdo, isto é, um valor esperado
para uma cole¢ao de campos regidos pela acao S[¢], a qual consideramos invariante sob

transformacoes,
r—

¢(x) = ¢'(2),

onde as coordenadas e os campos transformados sao fung¢oes das coordenadas e cam-

(2.95)

pos nao transformados. Considera-se que ha um ordenamento temporal nos campos, cujo
formalismo operatorial sera discutido posteriormente. As integrais do lado direito sao in-
tegrais funcionais, isto é, sdo tomadas sobre os caminhos ¢(z1), ..., ¢(x,), portanto D¢
(medida da integragao funcional) é um produtério que varre todos os d¢(z,). A integral
no denominador surge da normalizacdo da funcao de correlagdo e é denominado como
funcional de vacuo Z.

Assim como as simetrias continuas estao associadas a existéncia de correntes con-
servadas numa teoria classica, no nivel quantico, tais simetrias estao associadas as restri-
¢oes relacionando diferentes fungoes de correlagao. Aqui é considerado que os diferenciais
de integracao funcional sao invariantes as transformacoes em consideragao, embora nao
o sejam para todos os casos. Buscamos a relagao entre as fungoes de correlagao sobre as

transformagoes (2.95),

(6().- () = o [ Do olah)...o(el e (2.96)
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Renomeando a varidvel de integracio de ¢ para ¢’, podemos reescrever como,

(6().-0(a)) = 7 [ DY &(ah)...0/(al e (2.97)

Expressando ¢/(z') em termos de ¢(z) através da variagao funcional descrita por F e
assumindo que tal mudanca de variavel nao depende do campo, isto é, o Jacobiano nao

depende do campo, obtemos

(6().-6(2)) = 7 [ Do Fola). Flo(w)e ),
= (F(6()- F(o(z)).

A hipétese acima assumida é um problema no que diz respeito a invariancia conforme

(2.98)

em simetrias quanticas, pois a acdo pode ser construida de maneira a ser invariante por
escala, mas a medida nao o é, pela necessidade de defini-la por processos de regularizacao.
As fungoes de correlacao para dois e trés campos tem formas especificas, as quais sao de-
terminadas de maneira geral exatamente como consequéncias das invariancias conformes.
Inicialmente o trataremos a funcao de correlacao de dois campos, ou também conhecida

como funcao de dois pontos,

(@1(z1)@2(x2)) /D¢ 1 (1) 2 (w2)e 517, (2.99)

onde ¢1 e ¢ 840 campos quasi-primarios, ndo necessariamente distintos. Ao considerar
(2.78) e (2.98) a fungao de dois pontos acima torna-se,

Ay/d As/d

0T (1 ()l (2.100)

vz, | O

or’'

(¢1(z1)Pa(22)) = O

T=T2
Assumindo invariancia rotacional e translacional, teremos que a funcao de dois pontos

deve ser alguma funcao do médulo de uma distancia entre dois pontos z e xo, isto é,

(01(21)d2(32)) = f(|z1 — 22]). (2.101)
Considerando transformacgoes de escala x — Az, obtemos,
(D1(21)a(w2)) = AN322 (d1 (Az1) o (A2)) (2.102)
o que implica que a fun¢ao f deve satisfazer a seguinte relacgao,
fz) = X282z £(\x). (2.103)

Logo, ao compilar os resultados encontrados acima, temos,

012
A1+As?

(1 (21)da(w2)) = (2.104)

|71 — @2
onde (15 ¢ uma constante. No caso da transformagao conforme especial, usamos a relagao,

87:(:’
ox

1
(1 —2b- 3+ b22)d’

(2.105)
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e a equagao (2.60) para encontrar o seguinte resultado,

Cha _ Cio (7172)(A1+A2)/2 (2.106)
|21 — $2|A1+A2 71A172A2 |21 — $21A1+A2 ’ .
onde os 7; sao dados por,
v =1—2b-z; + b7 (2.107)

A covaridncia conforme implica que, necessariamente, A; = Ay = A, para obter um
resultado nao nulo, ou seja, as dimensoes de escala relacionadas aos campos ¢; e ¢o
devem ser iguais para haver correlacdo entre os tais campos. Ao juntar os resultados
obtidos, temos,
% se Al = Ag =A
(@1 (21)¢a(a)) = ¢ 117! : (2.108)
0 se Al # AQ

O procedimento para encontrar a funcao de trés pontos ¢ similar. Pela covariancia sob
translagoes, rotagoes e dilatagoes, para uma fungao de trés pontos genérica tera a forma,
Clss”

b

ﬁ, (2.109)
T1oTo3T13

(B1(21)Pa(w2)P3(23)) =

onde z;; = |z; — x|, C55? é uma constante e,
a—i—b+c:A1+A2—|—A3. (2110)

Aplicando as transformagoes conformes especiais, temos,

abc a c
0523) (7172) /2<7273)b/2(’7173) /

2
AN RWACIRPAN a b ..c :
TR S R T19T23L13

(2.111)

Sob a condi¢ao de covariancia, as seguintes relacoes sao obtidas,

a—i—c:Al, a+b:A2’ b—i—c:
2 2 2

As. (2.112)
Como solugao do sistema linear acima, obtemos,

a :Al =+ Ag — Ag,
b :AQ —|— Ag - Al; (2113)
C :Ag + Al — AQ.

Logo a funcao de trés pontos tera a seguinte forma,

C(abc)

123

<¢1(5L’1)¢2<£L‘2)¢3<5L‘3)> T U AItA A3 AotA3-Ar AztA-Ag”
L12 L23 T13

(2.114)

A partir de quatro campos as covariancias referentes as transformagoes conformes como
um todo nao fixam uma forma genérica (a menos de constantes) como para as fungoes de

dois e trés pontos encontradas acima.
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2.3.2 ldentidades de Ward

Como encontrado acima, as func¢oes de correlagao de dois e trés pontos tém suas
formas genéricas fixadas pelas consequéncias da covariancia devido as transformacgoes con-
formes. Foi visto também, anteriormente, que existem simetrias associadas as transfor-
magoes e pelo teorema de Noether, uma corrente conservada relacionada a tais simetrias.
Existe uma outra forma que expressa as consequéncias das simetrias da a¢ao e da medida
das fungoes de correlagdo, dada pelas chamadas identidades de Ward.

As identidades de Ward sao quantidades que expressam a relagdo entre simetrias
a nivel classico com simetrias a nivel quantico. Para o caso a ser tratado, considera-se
uma teoria de campos conformes cléssica, a qual possui uma agao especifica S[¢| e uma
corrente conservada j*. Por outro lado, procura-se os geradores das simetrias conformes
a nivel quantico e espera-se que tais geradores estejam associados a uma teoria quantica
de campos conformes. As identidades de Ward sao, justamente, as pontes de um para o
outro, isto é, de simetrias classicas, pode-se extrair as simetrias quanticas ao encontrar
as identidades de Ward. Considera-se uma cole¢ao de campos ¢(xy)...¢(x,,) como foi con-
siderado nas fungoes de correlagao anteriormente, denotados por Y, nos quais estao sob
ordenamento temporal. O valor esperado de tal colecao de campos € a funcao de correlagao

de n campos definida anteriormente, isto €,
1
¥y =~ / Doy e 5. (2.115)
Para uma variacao dos campos, Y/ =Y + Y, e a sua correspondente corrente conservada
75, temos,
(Y') = ; / DH(Y + 8Y e (S0 [ (0t )wa(@), (2.116)
O termo de expansao ¢Y depende dos parametros infinitesimais w, (), dados pela trans-

formacdo do campo em (2.62). Portanto, ao expandir em primeira ordem de w,(z) a

equagao acima, encontramos,

(V1) = ; [ Doy + ov)e st (1 + ddx(aujg)wa(x))

_ ; [ Dovesid ; [ Dosyesi +; [ Doyesi ( / ddfc(@uﬁ)“a(x))'
(2.117)

Reescrevendo a equacao acima,
BY) = (V) = (V) = (0Y) = [ d'w (3 (Y ))ea(2), (2.118)
e assumindo a invaridncia das fungoes de correlagdo, isto é, ¢ (Y) = 0, obtemos,

@) = [ d'e (0 (27 Y)wa(). (2.119)
Para encontrar a expressao explicita, considera-se a equacao (2.62) para os n campos, isto
é,
Y =1 (6(x)) — iwa(x;)Gadb(x;)) (2.120)

j=1
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Em primeira ordem em w,, temos,

Y =0). $() — i (00) G (1) (2) - H() — i (2)(1) G () H()—
= Wa (L) P(21)...Gad(n),

(2.121)
ou de forma compacta
V' = o) dfr) =13 (0000 (Cutle))om)Joule). (2122
=
de onde identificamos o termo de perturbacao até primeira ordem,
Y = —zi (6(21)...Gud())..-6(xn) ) wa(;). (2.123)
=

A fim de encontrar a relacao direta com o valor esperado, usamos uma delta de Dirac

para reescrever a equagao acima,

Y = —i / 0 wa(2) S (6(1)...Cudly)...0(x0) ) (a — ;). (2.124)

Comparando com a equagio (2.119), obtemos,
0, (JLY) = —ZZ(S z — x;) (p(x1)...Gap(2;)...0(x2)) , (2.125)
ou explicitamente,
O, (& (2) (1) 0 (2n)) = —ijil O(z — z;) (@(x1)...Gad(z;)...0(x0)) - (2.126)

A equacao acima é denominada como identidades de Ward, e como dito no inicio, relaci-
ona simetrias classicas locais através da corrente conservada a simetrias quanticas pelos

geradores G,,.
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3 Invariancia conforme em duas dimensoes

Nesse capitulo sao tratados de maneira mais detalhada os conceitos apresentados
no capitulo anterior, particularizando para duas dimensoes. Na primeira secao deste capi-
tulo, discorre-se sobre o grupo conforme em duas dimensoes, discutindo acerca dos mapas,
transformacoes globais e geradores conformes, seguindo com a definicdo de campos pri-
marios e a forma das fungdes de correlagdo. Na segunda secdo, explora-se as identidades
de Ward em duas dimensdes. Na terceira se¢ao, desenvolve-se a OPE (expansao em pro-
dutos de operadores), tratando os campos livres de bdsons e férmions. Na quarta e dltima

secdo do capitulo, aborda-se a carga central e seu significado fisico.

3.1 O grupo conforme em duas dimensoes

A importancia de considerar uma teoria de campos conformes em duas dimensoes
estd baseada na existéncia de infinitas simetrias locais, o que permite solugoes exatas da
teoria. Matematicamente, existem infinitos mapas do plano complexo em si mesmo, ainda
que as transformagoes nas coordenadas nao sejam bem definidas em todo os pontos, sao

localmente conformes. Tais mapeamentos sao chamados de mapeamentos holomorfos.

3.1.1 Mapeamentos conformes

Para comecar o estudo das teorias de campos conformes em duas dimensoes, pre-
cisamos entender as variaveis a serem utilizadas, as quais surgem de maneira intuitiva ao
caracterizar as transformagoes conformes, ou seja, das imposi¢oes das transformagoes con-
formes podemos determinar a natureza das variaveis, bem como a forma de mapeamento.
Inicialmente vamos considerar as coordenadas (2°, z!) no plano. Dada uma transformagao

de coordenadas da forma z* — w*, a métrica transforma pela seguinte relacao,

) = (55 ) (55) 7o) 1)

A restri¢ao para as transformagoes serem conformes é de que haja proporcionalidade entre

a métrica transformada e a ndo transformada, isto ¢, g;,,(w) g, (2). Podemos identificar
o lado direito da equagdo acima com o lado direito da condi¢do dada em (2.1), de forma

que, em componentes, a equagao (3.1) torna-se,

m v m v w v m v
00 OwH Ow 11 Ow! Ow o1 Owt Ow 10 OW* Ow

029 @4—9 0z1 021 t9 020 021 t9 0zt 9207

g"A=yg (3.2)
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Ao considerar a métrica euclidiana, a diagonal gera a seguinte equagao,

ouw\ > ouw\ > ow'\? ow'\’
(a) +<a) - (a) +<a> 7 (3:3)
e fora da diagonal, temos,
ow® ow'  ow’ dw!

=0. 3.4
020 020 * 0z 021 (34)
Da equagao acima, obtemos as seguintes condigoes,
ow! ow® ow® ow'
ow' _ 0w Ouw _ouw! (3.5)
020 0z! 020 0z!

As quais correspondem as equagdes de Cauchy-Riemann para fungdes antiholomorficas
(primeiro caso) e holomérficas (segundo caso). Sem perda de generalidade, consideremos
a segunda possibilidade na equagao (3.5). Nesse caso, podemos usar varidveis complexas

e suas derivadas, definidas da seguinte forma,

z=2"+izt, e z=2"—12!, (3.6)
1 , 1 .
8Z = 5(80 — 181), € 82 = 5(80 + 281). (37)
As relagoes inversas sao,
20 = l(z +2) e 2= l(z —Z) (3.8)
2 2
80 = 32 + ag € 81 == z(@z - 85) (39)

Para as novas variaveis, o tensor métrico é da forma,

Guv = ( %) y (310)

0
onde p e v toma valores de z e z, nessa ordem. Tal métrica permite que um indice

o

N[ =

covariante holomorfico seja transformado em um indice contravariante antiholomoérfico e

vice-versa. Um tensor antissimétrico €, ¢ definido como,

0 ;i)
ew=1 1. 2. (3.11)
(—éz 0

De posse de tais definigdes, as equagdes de Cauchy-Riemann (3.5) tornam-se simplesmente,

Osw(z,z) = 0. (3.12)

Da equacao acima, podemos notar que qualquer mapeamento independente da variavel
antiholomérfica z, isto é, z — w(z) é uma solugdo. Esta solugdo é chamada de mapeamento

holomorfo.
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3.1.2 Transformacdes globais conformes

O mapeamento encontrado na segao anterior através da equagao (3.5) diz respeito
a condigoes conformes locais, uma vez que nao ha restrigoes quanto as defini¢ées em todos
os pontos. Para se ter uma caracteristica global conforme, deve existir a inversibilidade e
um mapeamento do plano em si mesmo. Pode-se visualizar tal mapeamento considerando
esferas de Riemann, que sao planos complexos acrescidos de um ponto no infinito. Pode-se

visualizar o mapeamento da seguinte forma:

Figura 2 — Representagdo do mapeamento através de esferas de Riemann

Portanto as transformacoes conformes sao consideradas globais se existir o mapeamento
acima e este for bijetivo. Tal mapeamento f(z) pode ser determinado de forma explicita
através das restri¢oes acima. Se f(z) tem descontinuidade em uma certa vizinhanga de
um ponto ou singularidades essenciais, isto ¢, singularidades que nao podem ser removi-
das, as restricoes de mapeamento sao violadas. Quando ha descontinuidades, existe uma
ambiguidade no mapeamento, enquanto que para a vizinhanca de uma singularidade es-
sencial, a fungdo f(z) varre todo plano complexo, portanto nao é inversivel. Para ilustrar,
se f(z) = ei, para z = 0, tem-se uma singularidade essencial.

De tal forma, as singularidades aceitaveis se reduzem aos polos. Dessa forma, po-
demos considerar uma certa classe de fungoes da forma:

P(z)

f(z) = :

Q(z)

onde P(z) e Q(z) sdo polindmios com raizes distintas. Se P(z) tem diversas raizes, entao a

(3.13)

imagem inversa do zero nao estd definida unicamente, e portanto, f(z) nao sera inversivel.
Por outro lado, se o polinémio P(z) possuir uma unica raiz z, com multiplicidade maior
que 1, a imagem de uma vizinhanca de z; é indexada n vezes em torno do zero e assim,
a fungao f(z) também ndao é inversivel. Logo, P(z) s6 pode ser linear em z, da seguinte
forma,

P(z) =az+ 8, (3.14)
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onde a e [ sdo numeros complexos. Os mesmos argumentos usados acima podem ser
considerados para a fun¢ao )(z) analisando o comportamento de f(z) perto do ponto no

infinito. Assim, esse polinémio é escrito como,
Q(z) =z +34, (3.15)
onde os coeficientes sao também nimeros complexos. Compilados os resultados, obtemos,

_az+f
f(z) = vz 46

A forma da fun¢ao f(z) encontrada acima estd relacionada a um tipo especial de trans-

(3.16)

formagoes, denominadas de transformagoes de Mobius. Podemos associar uma matriz aos

_ (o B
C—<75). (3.17)

Em tal forma, podemos visualizar mais claramente que para satisfazer a tultima restricao,

coeficientes da seguinte maneira,

isto é, a inversibilidade, o determinante desta matriz C' deve ser nao nulo,

ad — By # 0. (3.18)

Dado que um fator global multiplicando os coeficientes ndo modifica f, pode-se adotar
como normaliza¢do que o determinante acima seja 1.

A composicao de dois mapas distintos pelos coeficientes, mas que respeitem as
restrigoes de f(z), corresponde a multiplicagdo matricial entre as respectivas matrizes dos
coeficientes. Entao, o chamado grupo conforme global em duas dimensoes é isomorfo ao
grupo de matrizes complexas inversiveis 2 X 2 com determinante unitario, denominado
por SL(2,C). Sabemos também que SL(2,C) é o grupo de espin do grupo de Lorentz em

quatro dimensées, ao qual é denominado por SO(3,1).

3.1.3 Geradores conformes

A partir das propriedades globais foram deduzidas as formas especificas de mape-
amento, no entanto, conhecer as transformagoes infinitesimais locais geralmente sao de
grande utilidade na fisica por fornecer informagcoes que nao necessariamente estao contidas
nos aspectos globais. Nesta secao, vamos procurar os geradores conformes das transforma-
¢oes infinitesimais locais. Consideremos uma transformacao infinitesimal da coordenada
holomoérfica z, dada por,

2=z +¢€(2), (3.19)

onde €(z) é um acréscimo infinitesimal que conecta a coordenada transformada 2z’ a co-

ordenada nao transformada z. Por hipdtese, assume-se que o mapeamento pode ser feito
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considerando o termo infinitesimal €(z) expandido em séries de Laurent em torno de z = 0
da seguinte forma,
+oco
e(z)= Y Cp2"h (3.20)
n=-—oo

onde (), sdao os coeficientes da expansao. Tais consideragoes acima possuem um ana-
logo antiholomérfico. Na sequéncia, consideramos os efeitos da transformacao num campo
¢(z, Z) adimensional, sem spin, definido no plano z, z. A transformacao a ser considerada

nao afeta o campo de maneira funcional, isto é,
¢'(2,7Z) = ¢(z, 2). (3.21)
No entanto, sob uma transformagcao infinitesimal nas coordenadas, temos,
(2, Z) = (2" —€e(2'), Z' — €(Z')). (3.22)

Expandindo em primeira ordem em €(z’) e €(2’), obtemos,

§(2,7) = 6(2,7) — e(z)06(2, 7) — &) T o[, 7), (3.23)
onde definimos d = 8, e & = 9. Podemos definir a partir da equacdo acima, a seguinte
variacao,

o =¢'(2,2") — p(2, 2, (3.24)
como
6 = —€(2)09(¢,2) — €2 p(, 7). (3.25)

Ao substituir a expansao em séries de Laurent (3.20), encontramos,
6¢ = > {~Cn2"10p — C,7" 190 (3.26)
o qual pode ser reescrito com os geradores,

06 =3 {Culne + Culno} , (3.27)

onde os operadores 1, e [,, estdo definidos por,

l, = —2""0

L g (3.28)

os quais satisfazem as seguintes relagoes de comutacao,

[l L] = 2102 H10) — 2192 +19)

= 2" (m 4+ 1)2™m0 + 2™TO? L — 2T (4 1)2"0 4 2" TLo?
{tm+1) } {(n+1) } 5.20)

= (m —n)z™"9

= (n—m)lpin.
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De forma similar, podemos obter,

{l;, l_m} =(n—m)lyim

(D] =0 (3.30)

O conjunto das trés relagoes de comutacgao encontradas formam a algebra conforme, tam-
bém chamada de algebra de Witt [41]. Podemos notar também que tal algebra ¢ a soma
de duas algebras isomorficas de dimensao infinita, as quais possuem uma subalgebra finita

gerada pelos operadores [_1, [y e [, dados por,

Iy =-0,
ll = —228,

onde [_; gera as translagoes, [y as transformagoes de escala e rotagdes e [y as transfor-
magoes especiais conformes. Tal subdlgebra finita é identificada como a representacao do

grupo conforme global.

3.1.4 Campos primarios

Compreendidos os aspectos globais, locais e a relagao entre ambos através dos
geradores, seguimos com a definicao, ou classificacao dos campos tratados. Definimos
campos por quantidades satisfazendo determinadas leis de transformacao sob variagoes
das coordenadas, por exemplo, o campo ¢(z, z), a derivada do campo ¢, o tensor momento-
energia. Entendemos por campo primario uma quantidade que se transforma como as
componentes de um tensor. Sob um mapeamento conforme z — w(z) e z — w(2), ¢

transforma da seguinte maneira,

& (w0, ) = (fi“’) (ﬁj)ﬁas(z, ) (3:32)

onde h e h sao as dimensoes conformes holomoérficas e antiholomorficas, respectivamente.

Explicitamente, as dimensoes conformes sao dadas por,

h:;A+@, E:;A—@, (3.33)

onde A é denominada dimensdo de escala e s é o espin planar. A transformacao do campo
¢ dada em (3.32) é uma generalizacao da transformacao encontrada em (2.78), no qual é
referenciada como a definicdo de um campo quasi-primario. Entao, pode-se afirmar que
um campo quasi-primdrio de dimensoes conformes (h, B) transforma como componentes
de um tensor de rank A + h, com um nimero h de z indices e um nimero h de z indices.

Ao considerar o mapeamento,

w=z+€(2), w=Zz+€(2), (3.34)
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onde €(z) e €(Z) sao fatores infinitesimais, obtemos a variagao de ¢ até primeira ordem,

5e,€¢ = 925/(27 2) - ¢(z7 2)

- (3.35)
= —(h¢Oe + €0¢p) — (hpJe + €0p).

Um campo é chamado de quasi-primario se satisfaz as relagoes de transformagcoes locais
(3.32) globalmente. Portanto, todo campo primdrio é também quasi-primério. No entanto,

o contrario nao é verdade.

3.1.5 Funcoes de correlacao

As relagoes encontradas na subsegao (2.3.1) referente ao calculo das fungdes de
correlagdo e as consequéncias das invariancias conformes sao descritas em termos das
coordenadas holomérficas e antiholomoérficas. A generalizagdo da equagao (2.98) para n

campos primarios ¢; com dimensoes conformes h; e h; é dada por,

<¢1(w1,w1)...¢n(wn,wn>>—f[(flz’)hi (‘“”)hi (61(20, 1) 6n (2 2)) - (3.36)

i=1 dz

wW=w; [3

As formas das fungoes de dois e trés pontos desenvolvidas em (2.108) e (2.114) sao vélidas
para duas dimensoes com o adendo de ser possivel que o espin seja nao nulo, o qual se
expressa pelas dimensoes conformes h; e h;. As distancias r;j = |x; — x;| em termos das

coo — \1/2 ~ .
varidveis complexas tornam-se z;; = (z;;2;;) '~ . Logo, para a fungao de dois pontos, temos,

C112 _
(Zl o 22)2h (21 . 22)2]1’

para hy = hy = h e hy = hy = h. Se as dimensbes conformes dos dois campos sao

(91(21, 21)Pa(22, 22)) = (3.37)

diferentes, nao ha correlagao entre os campos. Uma condigao sobre as dimensoes conformes
é que numa funcdo de correlacdo a soma dos espins deve ser nula. De forma similar, a

fungao de trés pontos dada por (2.114) é, em coordenadas complexas por,

_hy+ha—hg sho+hy—h1 sha+h1—ha] !
_ _ _ [212 <23 <13 }
(D1(21, 21) B2 (22, 22) 03(23, 23)) = Cros—5 =i e Theh ot s (3.38)
212 %23 213

Como encontrado anteriormente, as invariancias conformes globais nao fixam a forma das

funcoes de correlacao de quatro campos em diante.

3.2 ldentidades de Ward

As identidades de Ward foram calculadas no capitulo anterior de forma genérica, as
quais manisfestam as relacoes entre simetrias locais classicas e quanticas. Procuraremos,
agora, a forma explicita de tais identidades para as transformacgoes do grupo conforme,

no intuito de se expressar as relacoes das simetrias com possiveis imposicoes restritivas
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nas fungoes de correlagdo. Ainda mais especifico, faremos o caso para duas dimensoes,
explicitando em coordenadas e componentes complexas.

Precisaremos, entao, encontrar a forma explicita de cada corrente conservada clas-
sicamente associada a cada transformacgao conforme, bem como os geradores de tais trans-
formagoes. A corrente conservada genérica é dada em (2.87) e os geradores foram calcu-

lados na segdo (2.2.1). Para as translacoes, o gerador P, toma a forma,
P, = —i0,. (3.39)

e como as translagdes nao alteram o campo de forma funcional, a corrente relacionada a

translagoes ¢ dada pelo tensor momento-energia,
oL
T = |=—=0,0 — 1", L|. 3.40
5(0,0) (40

Substituindo na identidade de Ward geral (2.126), encontramos,
Oy (TH, o(x1)...0 = —i Z dx —x;) (P(x1)... — 10,0(xj)...0(xn)) - (3.41)

Podemos extrair o gerador do lado direito da equacao da funcao de correlagao ao utilizar

a delta de Dirac, isto é,

8, (TH 6(1)..- ()} = — Z 5o - >aa (B b)) (3.42)
Para as dilatagoes, o gerador é dado por,
D = —iz"0, —iA (3.43)
e a corrente,
gt =T"a". (3.44)

Da mesma maneira, utilizando a expressao genérica para as identidades encontramos,

O, (T 2" d(21)..0(x,)) = — i d(x — x;) {x;’aiy + Aj} (p(z1)...0(xy)) - (3.45)

J=1
Podemos simplificar a expressao acima ao abrir explicitamente a derivada do lado esquerdo

da equacao, isto é,

+ A]} (v, (3.46)

J

" 0
o, (T",)Y) + 279, (T",Y) Z:léx—x] {x;jax”
]:

onde Y é a colegdo de campos ¢(z1)...¢(z,). Notamos que o segundo o termo do lado
esquerdo da equagao ¢ a identidade de Ward referente as translagoes contraido com z”, o

que cancela o termo da direita. Logo, a equacao acima reduz-se a,

(T $(a1)..d za =) A ($ar)o b)) (3.47)
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Para as rotagoes, o gerador L, vem dado por,
L, =i(x,0, —x,0,) — S, (3.48)
e a corrente associada tem a seguinte expressao,
g =T v — Th x”, (3.49)

onde TE” é o tensor momento-energia de Belinfante, dado por,

T4 =T" + 9,B™, (3.50)
onde,
i oc oL oL
B = — S" + SP ¢+ SPhe | 3.51
4 (a(ap¢) ¢ 0(0,.9) ¢ 9(0,9) d)) (8:51)

Pelo mesmo procedimento realizado acima, para as outras simetrias, o resultado encon-

trado é,

(T§ —TE)Y) =—i Z 6(x —x;)S7° (Y) . (3.52)

Em duas dimensoes, podemos escrever o operador de espin S}’p como €”’s;, onde € é
um tensor antissimétrico definido em (3.11) e s; é o espin planar. Logo, reescrevendo a
equacao acima, encontramos a seguinte expressao,

n

up (TH O(21)..0(x,)) = =1 Y 6(x — x5)8; (P(21)...0(20)) - (3.53)

j=1
As equacoes (3.42), (3.47) e (3.53) sao as identidades de Ward relacionadas as simetrias
conformes. O interesse recai em escrever estas identidades em termos das coordenadas
e componentes complexas introduzidas no comego do presente capitulo. Fazendo uso do
tensor métrico para duas dimensoes definido em (3.10), do tensor antissimétrico definido

m (3.11), e também da seguinte representagao para a delta de Dirac,
1.1 1.1
5(1’) = *85* = *az:, (354)

T Z V[

a equagao (3.42) pode ser dividida em duas relagoes,

"1 1

0. M{g7T:.Y) + 0 (¢7°T..Y) = — Z —0z——0uy, (Y) (3.55)
=17 =W
€ n 1
ZTY ZT,.Y) - Y). )
0. (g7 1%:Y) + 0z (97 Tz z_:ﬂ_ Z—?I)J wj< ) (3.56)

onde lembramos que o tensor métrico possui componentes nao nulas fora da diagonal,
ou seja, para as componentes 2z e zz. Usando de maneira explicita o tensor métrico g,
encontramos para as equagodes acima, respectivamente,

n

270, (T5.Y) + 210 (T..Y) = Zagi (Y) (3.57)

=1 Z— Wwj
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250 (T + 270: (T} = — " om0, (V). (3.58)
— ;
Considerando agora as dilatagoes, obtemos, j
(GFT.Y) + (¢ T.:Y) = zn: 8(x — ;) (Y), (3.59)
j=1
e usando novamente o tensor métrico, obtemos,
QTLY) +2(TL.Y) = i 5 — ), (V). (3.60)

E conveniente que o lado direito da equacao acima as variaveis x nao sejam substituidas

pelas varidveis complexas ainda. Ao considerar as rotagoes, temos,
EAT:Y) + ¢ (T.Y) = —125 r—u1x;)s8; (V). (3.61)

Aqui também nao é conveniente substituir as variaveis ainda do lado direito da equagao.

Explicitamente, substituindo as componentes do tensor antissimétrico €*”, encontramos,
—2(T.:Y) +2(T:.Y) = —i 25 r—ux;)s; (V). (3.62)

Neste ponto, identificamos semelhancas entre o lado esquerdo das identidades relacionadas

as dilatagoes e as rotagoes. Somando as equagoes (3.60) e (3.62), obtemos,
4(T:,Y) = Z r—z;)(A; +s5)(Y), (3.63)

onde podemos notar que no lado direito da equacao temos, a menos de um fator, a

definicao de dimensao conforme holomérfica,
1
h = §(A + 3), (3.64)

de forma que podemos escrever (agora ji utilizando das varidveis complexas no lado

direito),
2 (TLY) =~ 3 0 hy (V). (3.65)

j=1 ~ W
De forma semelhante, subtraindo as equagoes e usando a definicdo de dimensao conforme
antiholomorfica,

h=—(A—5), (3.66)

encontramos a seguinte equagao,

2m (T,zY) = — zn: 0, hi (Y). (3.67)
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Destes resultados, podemos reconhecer o lado esquerdo de cada equacao com os termos
das equagoes (3.57) e (3.58) referentes as translagoes. Primeiramente, substituimos (3.65)
m (3.57), de forma que encontramos,

(gt

n

>) +27m0; (1..Y) = Zagﬁ (Y, (3.68)

onde as derivadas no primeiro termo nao interferem entre si, isto é, podem ser trocadas.

Ao realizar tal troca, a equacao acima pode ser reescrita como,
0T Y =3 | — 0, + —— | ) =0 (3.69)
) ’ olemw Y (mw)r o '
onde foi introduzido um tensor momento-energia normalizado T" = —277T,,. De forma

andloga, substituindo a equacao (3.67) em (3.58) e usando o tensor momento-energia

normalizado T' = —27T%;, encontramos,

0, {(T(z,Z)Y) - zn: [ ! O; + 21'2?1]-] (Y}} =0. (3.70)

(T(2)Y) = Zn: [ ! Ow; + 1)2hj] (Y) + termos regulares, (3.71)

Z — Wj; Z — W;
J ( J

onde termos regulares significa termos que nao divergem quando z tende a w;. E pos-
sivel escrever todas as trés identidades de Ward em uma tnica relagdo. Para esse fim

consideremos uma variagao arbitraria infinitesimal €”(x) nas coordenadas, isto é,
't =t + et (3.72)
e uma transformagao correspondente no campo dada por,
¢'(') = ¢(z) + e"Go(x), (3.73)

onde G¢ sao os geradores. Ao realizarmos o mesmos procedimentos do capitulo anterior,
no qual foi encontrado uma forma geral para as identidades de Ward, isto é, sendo uma

colecao de campos Y, o termo de primeira ordem em &” é,
n
5.Y = /dx eu(@) S 6(x — 3;) [p(x1)...GY(;) - p(xn)] (3.74)
7j=1
e pelo mesmo tratamento anteriormente feito, encontramos,

5. (V) = / dz 9, (j s,Y), (3.75)

no qual identificamos, para as simetrias conformes, que a corrente pode ser escrita como

o tensor momento-energia, ou seja, a equacao acima torna-se,

5. (V) = / dz 9, (T"e,Y) | (3.76)
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De forma explicita, para duas dimensoes, em uma regiao M contendo os pontos da cole¢ao

de campos Y, temos

5. (Y) = /M &z 9, (T™e,Y) . (3.77)

Pode-se visualizar como a expressao acima, engloba as identidades de Ward simplesmente

tratando 0, (s, 7""), isto é, podemos escrever,
uv uy 1 uv 1 uy
(e, TH) = €,0,T" + 5(8MEV + 0,e,)T" + 5(@5” — Oye,) T, (3.78)
de forma que podemos usar as seguintes relagoes,
1 1 p
5(6;151/ +0veu) = 5(8,05 ) jav (3.79)

no qual vem da imposicao do tensor métrico ser conforme, tratado no comecgo do capitulo

anterior. E também, usando a seguinte identidade,
1 I
5((‘9“5” — Opey) = 7€ On€B€ (3.80)
onde €’ é um tensor antissimétrico, na equagao (3.78), temos,
v v 1 v 1 af v
(e, TH) = £,0,T* + i(ﬁpsp)nWT“ - 5€ Dagp€p T . (3.81)

Na expressao acima identificamos o primeiro termo como sendo referente as translagoes,
o segundo com as dilatacoes, e o tultimo termo como sendo uma rotagao local. Notemos
que a equagao acima é o termo que aparece no lado direito da equagao (3.77). Agora,
podemos trabalhar em cima desta equagao no intuito de ter uma expressao em termos

das variaveis holomérficas e antiholomorficas. Sendo,
Fr=(T"eYY), (3.82)

e usando o teorema de Gauss, temos,

2 o Iz
/M &z 9,F /W de, F", (3.83)

em que parametrizamos o diferencial d§,, (ortogonal a fronteira dM) por d§, = €,,ds”,
em que ds” é paralelo a fronteira e €,, o tensor antissimétrico ja utilizado. Explicitamente,

a equacao (3.83) resulta em,
1 )
& aF#:s/ dzF* — dzF?), 3.84
J o =5 | (@F — ) (3:84)

em que foi usado que ds* = dz e o equivalente para a parte antiholomoérfica. Retornando

com F'* e usando a normalizacao 1" e T', encontramos,

1

5.2 (Y) = 2; fc 4z £(2) (T(F)Y) = 3 fc dz £(2) (T(2)Y), (3.85)
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onde foi usado que €* = £ e a correspondente para a parte antiholomérfica. E valido
comentar que os termos cruzados em T nao contribuem para a integral no contorno
C, devido a que as mesmas sao fungoes analiticas em C' e na regidao limitada por esta.
Para encontrar uma expressao mais visivel para a equacado acima, usamos o resultado

encontrado em (3.71) e a correspondente parte antiholomorfica. Dessa forma temos,

1 R 1 1 -
d.z(Y) =5 Cdz»s(z)]z::1 E_ﬂ_}jé@%— (Z_@j)zhj] (Y)
3.86
S RS 0] [, e ——, ) o
omi Jo O °V Tl Y (= wy)? Y ’

onde nao escrevemos os termos regulares, pois estes nao contribuem as integrais. Na
expressao acima temos termos do tipo m, o qual podemos calcular usando o teorema
J

dos residuos. Pelo mesmo teorema, os polos possuem uma ordem, que posteriomente é

usada para calcular o residuo associado. Sendo um termo do tipo,

£(2)
o (3.87)

de ordem n, para n > 0. Agora, procuramos o residuo associado usando,

1 ) dn—l

Resf(wj) = =y A, ot

[(z = w;)" f(2)]. (3.88)

Em (3.86), o primeiro termo corresponde a n = 1, e o residuo resulta em,

e(2)

Res f(w;) ::;EEL(Z'— UU)(;f:f&;j = &(wy). (3.89)
Ja para o segundo termo f(z) = (zi(j))-)2’ temos n = 2. O residuo nesse caso é,
0:€(2)] 2=w, - (3.90)

Entao, pelo teorema dos residuos,
7{ F(2)dz = 270" {Resf(w;)}, (3.91)
C -
j

e usando os resultados (3.89) e (3.90) na equagao (3.86), temos para a parte holomérfica,

5. (Y) = = Y0(e(w)), + 0ew,)hy) (). (392)
j
Para mapeamentos infinitesimais conformes em si(2, C), a quantidade d. (Y) deve se anu-

lar, pois constitui uma simetria da teoria. Em termos dos mapas z — 2z’ = f(z), temos,

(1+a)z+p

f(z) = etl—a

(3.93)
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em que «, 5 e 7 sao infinitesimais, de onde obtemos para a variagdo £(z) = 2’ — z, em
primeira ordem,

e(z) = B+ 20z — y2* (3.94)

Substituindo a expressdo anterior em (3.92), obtemos, respectivamente, a partir dos ter-

mos de ordem zero, um e dois em z = wy,

Zawj (p(wr)...0(wn)) = 0,
> (w;0u,) (P(w1)...¢(wy)) = 0, (3.95)

J

> (w200, + 2w;ihy) (G(wr)...d(w,)) = 0.

J

no qual a primeira equagao corresponde a invariancia por translagoes, ja tratada direta-
mente nas segoes sobre fungoes de correlacao. Essas trés restricoes sobre as fungoes de
correlacao sintetizam os efeitos da invariancia conforme global, construidas através das

identidades de Ward, e estas, encontradas a partir de simetrias locais.

3.3 Expansio de produtos de operadores (OPE)

Da se¢ao anterior, foi mostrado que as identidades de Ward relacionadas as sime-
trias conformes fixam a forma do valor esperado no vacuo do tensor momento-energia com
campos priméarios (3.71), de forma que nos preocupamos em explicitar os termos singula-
res, pois os termos regulares, nao contribuem para as variagoes infinitesimais conformes
(3.85). Tipicamente, as fungoes de correlagdo possuem singularidades quando as posi¢oes
de dois ou mais campos coincidem, e tal fato é explicado pelas flutuagoes infinitas de
um campo quantizado quando calculado em uma posicao precisa. Sendo a média de um

campo quantizado num volume V,

Prmedio = ‘1/ /V d*z ¢(x), (3.96)

a variancia (@medio®Pmedio) diverge quando V' — 0. Para tratar das singularidades, procura-
mos representagoes em termos de operadores (ou campos) locais, isto é, procuramos uma
expansao de produtos de operadores quando posigoes espaco temporais coincidem, nos
quais os operadores locais sejam regulares. Essa expansao ¢é valida quando se diz respeito
a valores esperados. A identidade de Ward holomérfica calculada em (3.71) explicita o
comportamento singular (quando z — w;) do valor esperado do campo T'(z) com campos

primarios ¢;(w;,w;). O OPE entre T'(z) e ¢(w,w) é dado por,

N, @) + —— 8w, ). (3.97)

T(2)p(w, w) ~ G w)ye o

Analogamente, pode se escrever uma equacao similar para a parte antiholomorfica. O

simbolo “~” pode ser entendido como uma expansao assintotica, isto é, se o lado direito
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for somado em numero suficientemente grande, mas finito, os termos que sobram vao
tender a zero quando z — w no sentido de operadores em uma funcao de correlagao. Em

geral, podemos escrever o OPE entre dois campos A(z) e B(w) como,

S {éB_}ZU ()15) (3.98)

n=—oo

onde os termos {AB}, (w) sao nao singulares para z = w. Na sequéncia, sao tratados

exemplos especificos.

3.3.1 O béson livre

No intuito de observar e exemplificar os calculos de OPEs, iniciamos considerando

uma teoria de campos de bodsons livres sem massa, descrita pela seguinte acao,

_1 2 m
S = 2g/d x 00", (3.99)

onde g é um parametro de normaliza¢ao. Afim de identificar o propagador G(z,y) (ou

fungao de dois pontos) da teoria, podemos reescrever a a¢ao acima como,

1
S =5 [ Bady p(@)Al,y)e(y), (3.100)
onde A(z,y) = gé(z — y)(—0?). Logo, para o propagador G(x,y) = A~ (z,y), temos,
9(=03)G (2, y) = d(z — y). (3.101)

Considerando invaridncia por rotagoes e por translagoes, G(x,y) deve depender somente
da distancia separando dois pontos, isto é, p = |z — y|. Tal condi¢do permite escrever
G(x,y) = G(p) e assim, §? = %@(pﬁp), pois p é uma coordenada polar. Integrando a

equagao (3.101) num disco de raio p,

_ 27 Py li /aG(p,)
1—9/0 d¢/0 dp’ p (—p,ap, (p ay ))

3.102
iG(p) (3102
= _27Tgp7a
dp
e a menos de uma constante, a solu¢ao para G(p) é,
Glp) = ———1 (3.103)
= —— 1N .
P 274 P,
ou,
1
G = ——In(z — y)*. 3.104
(z,9) Ing n(z —y) (3.104)
O propagador da teoria é a funcao de dois pontos, logo,
1
(p(x)p(y)) = —— In(z —y)*. (3.105)

dmg
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Podemos reescrever este resultado em termos das coordenadas complexas, o que resulta

(o2, 2w, ) = —471@ {In(z — w) + In(% — @), (3.106)

em que @ nao é um campo primario. A parte holomérfica pode ser separada da parte

antiholomorfica tomando as derivadas 0, e 0; na equacao anterior, de forma que encon-

tramos,
(0-p(2. ol ) =~
. . 1 1 (3.107)
(0z00(2, 2) O p(w, w)) = _%m

Desenvolveremos a parte holomorfica, entendendo que para a parte antiholomorfica o
tratamento é andlogo. Consideremos que dp = 0, e assim o OPE pode ser reescrito por

conveniéncia na forma,
1 1

TGP (3.108)

Op(2)0p(w) ~

de onde podemos notar a invariancia da OPE sob a troca z por w, o que reflete a carac-
teristica bosonica do campo.

A versao quantica do tensor momento-energia em coordenadas complexas é dado

por,
T(z) = —2mg : 0pdy , (3.109)

em que : : significa ordenamento normal. A partir da equacao (3.109), podemos calcular

o OPE entre o tensor T'(z) e o termo d¢(w) usando o teorema de Wick [9],
T(2)0(w) = —2mg : dp(=)0p(z) : dp(w)
1
~ —dmg : 0p(2)0 p(z) : Op(w)

3.110
~ —drg p(2) : Dp(=)dp(w) (3.110)
dp(2)
(z —w)?
onde podemos expandir dp(z) em torno de w, de forma que obtemos,
2
T(z)0p(w) ~ Oplw) | Ouplw) (3.111)

(z—w)*  (z-w)
O resultado acima pode ser comparado com o encontrado para a identidade de Ward
calculo em (3.71), o que mostra que dp é um campo priméario com dimensao conforme
h = 1. Podemos calcular também o OPE entre o tensor momento-energia consigo mesmo,
isto é,

T(2)T(w) = 472g* : p(2)0p(2) :: Op(w)dp(w) :

~ AT g 1 0p(2)0 p(z) i Op(w)dp(w) : D (2)0 (2) : Dp(w)dp(w) : (3.112)

+ 4m%g? 8gal(z)8g0(z) i 8gol(w)8ap(w) :
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onde o termo da segunda linha é uma dupla contragdo e o da terceira linha de quatro

contragoes individuais. Explicitamente,

TET(w) ~ 5 = o )
Ll 2w | 9T(w)

2(z—w)*  (z—w)? (z—w)

(3.113)

onde no segundo termo da primeira linha identificamos o tensor momento-energia e ex-

pandimos em torno de w, resultando na segunda linha. A expressao acima é a derivada

schwarziana. Notamos que o primeiro termo (%ﬁ) é um termo anomalo, o que nos

indica que o tensor momento-energia nao ¢ um campo estritamente primario.

3.3.2 O férmion livre

Um outro caso de interesse é o férmion de Majorana livre, cuja dindmica é regida
pela seguinte agao
1
S = ig/de P10y 0,9, (3.114)
em que y* sao as matrizes de Dirac, que satisfazem a seguinte dlgebra,

Y+t =20, (3.115)

Sendo n*” = diag(1, 1), obtemos a representacdo matricial para *,

01 0 —1
0 1 .
= s =1 5 3116
v (1 0) g (1 0 ) ( )

e assim, o termo 7°7#d,, torna-se,

V(70 + ') =2 (aoz (g) , (3.117)

Se considerarmos um espinor ¥ como (1), 1/_1), podemos reescrever a a¢ao S como
S = g/d% (YO + o). (3.118)

As equacoes de movimento cldssicas sio 9 = 0 e 9y = 0. Analogamente ao caso dos
bésons, procuramos o propagador da teoria, isto é, o calulo da funcdo de correlacao
(V;(x)U;(y)), sendo i e j indices que assumem valores de 1 e 2. A agdo, entdo, é reescrita

como,
1
S = §/d2$d2y U, (x) A (x,y)¥;(y), (3.119)

de forma que, por comparagao,

Ayj(,y) = 90(x — y)(7°7")ij0u- (3.120)
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Entéo, o propagador da teoria é dado por K;;(z,y) = (A™');;(z,y), ou, explicitamente

0
95 = y) (V7" )in g K (2, y) = 3(w = y)d;. (3.121)
Em termos das coordenadas complexas, a equagao acima fica explicitamente como,

o, (05 0] (U2 2)¢(w, @) Wz, 2)p(w, @)\ 1 [0:2, 0
g 0 0, w ) T 0 0, ——

zZ—w

) o (3.122)

onde © — (z,2) e y — (w,w). Foi usado também a representacdo para a delta de Dirac

em variaveis complexas. De maneira direta, como solugoes da equacao acima, temos,

(02, ) = 5
(002w, ) = 5 (3.123)

onde podemos observar que a parte holomoérfica do OPE do férmion consigo mesmo é

dado por,
1 1

N%z—w’

P (2)ip(w)

onde podemos notar que trocando z por w ha uma troca no sinal da OPE, demonstrando

(3.124)

a natureza antissimétrica de férmions. Da mesma forma que foi feito para os bodsons,
procuramos a OPE do tensor momento-energia com ¢ e também consigo mesmo. Podemos
calcular explicitamente as componentes do tensor momento-energia a partir da equacao

(2.90), com as devidas modicagoes para as variaveis complexas. Em componentes, temos,

o

T% — 2&%(% — 290
= _ 9 9L 50 _ 900ddd

T = 255200 = 29000 (3.125)
2Z aiﬁ . _ a

T = 250000 = 2L = ~2g00y

onde podemos notar que o tensor momento-energia nao é explicitamente simétrico. No
entanto, sempre se pode levar para uma forma simétrica, de forma que as equagoes de
movimento classicas sejam preservadas. Portanto, nao nos preocuparemos com este termo.

Usando a forma normalizada do tensor momento-energia, isto €,
T(z) = —2nT,,
1 __
= 5T (3.126)

— g p(2)I0(2) :
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temos,

T(z)¢(w) = —mg : Y(2)0¢(2) : P(w)
~ g Y (2)0¢ (2) s (w)

| IS |

LL0d(z) 1Y) (3.127)
2(z—w)  2(z—w)?
- } Y(w) i o (w)

2(z—w)?  z—w’

onde na terceira linha, referentes a contragao de ¥ (w) com 9(z), um termo de (—) foi
introduzido para satisfazer a ordenamento normal. Da terceira linha para quarta, fizemos
uma expansao em torno de w. Prosseguimos com o célculo da OPE do tensor momento-

energia consigo mesmo, isto ¢,

T(2)T(w) = 7°g* : ¥(2)00(2) =2 Y(w) I (w) :
4 2Tw) | OT(w) (3.128)
(z—w)t  (z=w)®  (z—w)

~

calculada da mesma forma que as anteriores. Notamos novamente (como para os bdsons)
A 1/4 e ;o
a presenca de um termo andémalo owyt ) diferindo somente por um valor numérico se

comparado ao caso bosonico.

3.4 A carga central e significado fisico

Dos dois sistemas acima tratados, notamos a presenca de termos andémalos, isto
é, termos que nao sao encontrados a partir das identidades de Ward calculadas neste
capitulo. De maneira geral, a OPE do tensor momento-energia consigo mesmo ¢ dado

por,
c/2 27 (w) oT (w)

(z-w)t (z-w)?  (z-w)

em que ¢ é uma constante. Se compararmos com as OPEs para bodsons e férmions li-
1
27
inferir que ¢ depende do modelo tratado. Essa constante é chamada de carga central. A

T(z)T(w) ~ : (3.129)

vres calculadas em (3.113) e (3.128), ¢ assume 1 e 3, respectivamente. Logo, podemos

OPE acima exemplifica que a carga central nao pode ser obtida de consideragoes con-

c/2
(z—w)*

consideragoes de campos (bdsons e férmions). A determinacao de seu valor é expressada

dicionais acerca de simetrias, uma vez que surge o termo andémalo em ambas as

pelo comportamento a curtas distancias de uma determinada teoria, como tratados pelo
teorema de Wick para as teorias de campo acima. Para teorias desacopladas (livres en-
tre si) consideradas, o tensor momento-energia total é simplesmente a soma dos tensores
momento-energia de cada campo e em termos da carga central total é intuitivamente a
soma de cada carga central associada. J& que cada teoria é caracterizada por uma carga

central, esta é, de certa forma, uma medida dos graus de liberdade.
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Sob as transformagoes de Ward encontradas em (3.85) vamos analisar a variagao

do tensor momento-energia. A variagao, considerando a parte holomoérfica, é dada por,

1
0. T(w) = 5 1 dz e(2)T(2)T (w), (3.130)
onde podemos usar a OPE acima, de forma que,
c/2 2T (w) oT (w)

5.7 ( 74 d , 3.131
2mi 2l {z—w)4+(z—w)2+(z—w) ( )

no qual podemos resolver usando o teorema dos residuos exemplificado acima. Encon-

trando as ordens dos polos, seus respectivos residuos e usando o teorema, encontramos a

seguinte expressao para a variagdo conforme de T'(w),
1
0. T (w) = D) cO2e(w) — 2T (w)Dpe(w) — e(w)0,T(w), (3.132)
em que podemos considerar a transformagao z — w(z), resultando em,

T'(w) = (‘Z;j) B [T(z) - {w; z}} , (3.133)

onde o termo proporcional a carga central é chamado de derivada de Schwarz definida

fwiz} = ddZ?Zi T2 (ddfﬁsz ) ’ (3.134)

e por essa transformacao finita do tensor momento-energia podemos compreender as con-

como,

sequéncias fisicas da carga central. Consideremos uma teoria de campos conformes gené-
rica no plano complexo, o qual mapeamos num cilindro de circunferéncia L pela transfor-
macao,

L
2 w= o In z. (3.135)

Logo, estabelecemos a relagdo entre o tensor momento-energia no cilindro (7;jingro(w))
com o corresponde no plano (7,.n0(2)) pela equagio (3.133) e encontramos,

2m\ 2 c
Tcilindro(w) = (L) {Tplano(z)z - ﬂ (3136)

Se assumimos que a densidade de energia no vacuo no plano é nula, isto é, (Tpano(2)) = 0,

entao, para a densidade de energia no vacuo no cilindro, encontramos,

em?

612’

0 que nos incita a pensar que a carga central pode ser vista como sendo proporcional a

(Teitindro(w)) = — (3.137)

energia de Casimir [38, 39], na qual a mudanca no espaco em considera¢ao (plano para
cilindro) causou uma mudanga na medida da densidade de energia no vacuo, ou seja, uma
fronteira no sistema causou uma alteracdo. Podemos entender, entao, que a carga central
descreve como um sistema reage a introdugao de uma escala macroscopica de comprimento
e ainda que tal escala quebra fracamente a simetria conforme. Por essas questoes, a carga

central também é chamada de anomalia conforme.
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4 O Formalismo de operadores

Anteriormente, vimos que as consequéncias da simetria conforme em teorias de
campos em duas dimensoes estao contidas nas imposig¢oes sobre as funcoes de correlagao da
teoria, extraidas ao considerar as identidades de Ward associadas. Comumente, escrevemos
tais identidades como uma expansao em produtos de operadores locais, isto é, as OPEs. A
fim de estudar os operadores, precisamos estudar a algebra destes operadores. No caso da
mecanica quantica, descrevemos os estados de um sistema num espago de Hilbert, e em
particular procuramos uma base que diagonaliza os operadores. Sabemos, ainda, que ao
considerar um sistema para o qual os observaveis estao relacionados a operadores, estamos
escolhendo, por consequéncia, um referencial especifico, isto é, perdendo a manifestacao
explicita da invariancia de Lorentz, o que equivale a escolher um eixo temporal num
espaco-tempo. Numa teoria euclidiana, a direcao temporal é, de certa maneira, arbitraria.

Em particular, vamos escolher a direcao radial, partindo da origem.

4.1 O formalismo de operadores de uma teoria de campos conforme

Como dito, descrever um sistema por operadores possibilita o uso de métodos
algébricos interessantes, e além disso é intrinseco ao tratamento (explicitamente visto em
Minkowski) uma escolha de uma diregao temporal. No caso euclidiano, essa escolha pode
ser feita de forma arbitraria, uma vez que as coordenadas nao se distinguem em relagao ao
sinal que compoem a assinatura da métrica associada ao espago-tempo em consideragao,
isto é, nesse caso, consideraremos uma coordenada radial para ser o parametro de evolugao

temporal.

4.1.1 Quantizacao radial

Iniciamos definindo a teoria num cilindro, onde a coordenada temporal ¢ vai de
—o0 a +o0 ao longo do eixo axial no cilindro e a coordenada espacial z compactificada
indo de 0 a L, em que os pontos (0,t) e (L,t) sdo identificados como mesmo ponto. Tal
mapeamento pode ser visualizado na Figura (3). No espago euclidiano, podemos descrever
o cilindro por apenas uma variavel complexa &, sendo £ =t + iz (o complexo conjugado

é equivalente). A descrigdo é feita através da seguinte equagao,
z = e™/L (4.1)

o qual podemos identificar que para ¢ — —oo a coordenada complexa se encontra na
origem, ou seja, z = 0. J& para t — +00, z se encontra também no infinito (ver Fig. 4).

Agora, vamos construir o espaco de Hilbert dos estados da teoria. A partir da existéncia



Capitulo 4. O Formalismo de operadores 51

Figura 3 — Representagdo do mapeamento no cilindro

Figura 4 — Representagao do mapeamento do cilindro no plano complexo

de um estado de vacuo, o espaco de Hilbert de todos os estados dos sistema pode ser
criado da acao dos chamados operadores de criacao. Em teorias livres, o vacuo pode ser
definido como o estado aniquilado pela parte da frequéncia positiva do campo (quando
consideramos a quantizagido do campo por operadores de criagdo e aniquila¢ao). J4 numa
teoria com intera¢ao, assumimos que o espaco de Hilbert é o mesmo com a diferenca
de que os autoestados de energia sao diferentes. Podemos procurar um estado de vacuo
“equivalente”, isto é, um estado para o qual os campos de interagdo se comportam como

campos livres. Sendo a interacao para t — Foo atenuada, assintoticamente temos,

Din X tEI—noo o(z,t), (4.2)

o qual é um campo livre. Na quantizagao radial, esse campo assintético se reduz a somente

um operador, que atuando no estado |0), gera um tnico estado |@;,), isto é,

90} = Jim, 6(2,2) [0). (43)

Definimos agora, um produto bilinear no espaco de Hilbert, o que é feito indire-

tamente definindo um estado (@], juntamente com o efeito da aplicagao de conjugagao
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hermitiana em campos conformes. No espaco de Minkowski, a conjugacdo hermitiana nao
afeta as coordenadas espago-temporais. Entretanto, no espaco euclidiano o tempo conju-
gado (7 = it) deve passar a —7 numa conjugacao hermitiana, afim de que ¢ nao se altere.
Na quantizac¢ao considerada isso corresponde ao mapeamento de z — Zi Definimos entao,

a conjugacao hermitiana como,
o(z,2) = z72"2¢ (1/2,1/2), (4.4)

onde ¢ é um campo quasi-primario de dimensao h e h. Fazendo com que o estado assin-
tético (dout| seja,

<¢out‘ = ’¢m>T; (45)

para o qual podemos definir um produto interno da forma,

(bouwldin) = lim (0]¢'(z, 2)p(w, w)|0)

2,2,w,w—0

= lim 277 (0]¢(1/2,1/2)¢(w, w)|0) (4.6)

2,2,w,w—0

= lim 7" (0](17,1)6(0, 0)]0) .

, T]*)OO

De acordo com a funcdo de dois pontos conformemente covariante, dada em (3.37) e

repetida abaixo,

(@1(21, 21)Pa(22, 22)) = —— % (4.7)

o produto interno (¢, |dou:) se reduz a,

<¢in‘¢out> = hm 0127 (48)

& €—o0

e logo, nao depende de &, o que justifica os fatores z2hy=2h g conjugacao hermitiana,

uma vez que se nao estivessem, o produto interno acima nao estaria bem definido para
& — o0.
Para o decorrer deste trabalho, é interessante expandir o campo conforme ¢(z, z)

em modos, isto é,

= 3 S kg (4.9)

mEZ neZ

o inverso esta definido por,
b = i j{ dz zm 1 f dz 7 "1 (2, 7), (4.10)

Para calcular o campo conjugado hermitiano ¢(z, )" podemos pensar que, intuitivamente,
seria simplesmente tomar o conjugado no lado direito da equacao (4.9), de forma que

obtemos,

=Y X am e (4.11)

mEZ neZl
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Entretanto, usando a defini¢ao do conjugado hermitiano dada em (4.4),

o1(z,2) = z7%272¢(1/2,1/2)
_ 72h,—2h Z Z bm n5m+hzn+ﬁ

MEZnEL

_ Z Z gb—m,—nz —m—hz —n—fz‘

mEZ neEL

(4.12)

Portanto, percebemos que para haver equivaléncia deve ser satisfeito que ¢jmn = Q_m,—n-
Sob as condigoes dos estados assintéticos, e por construcao do estado de vacuo, devemos
ter que,

Pmn |0) =0, (4.13)

desde que m > —h e n > —h. Na sequéncia, afim de simplificar, podemos ocultar a parte

holomoérfica, ou seja, vamos usar,

o(z) = 27" "o,
meZ

(4.14)
! ]{dz 2L (7).

" 2mi
Podemos fazer isso porque as partes holomérfica e antiholomorfica estao desacopladas em

P

relacao aos graus de liberdade e a reinsercao, quando necessaria, ¢ imediata.

4.1.2 Ordenamento radial e expansao de produtos de operadores

Como estamos utilizando a quantizacao radial, o ordenamento temporal usado nas
fungoes de correlagdo torna-se um ordenamento radial, definido da seguinte forma,
¢1(2)p2(w)  se [z] > w]
G2(w)r(2)  se |z] <[w)
e no caso de campos fermionicos, um sinal negativo é adicionado para o caso |z| < |w|.
Naturalmente, as OPEs terdao que estar radialmente ordenadas, sendo o primeiro caso
(|z] > |w|) considerado nos calculos anteriores. Como as OPEs tém um grau de opera-
dor, é intuitivo que se procure os comutadores. Considerando a(z) e b(w) dois campos
holomorficos, temos,
]{ dz a(z)b(w) = ¢ dza(z)b(w) — ¢ dzb(w)a(z), (4.16)
w C1 Ca
onde C] e (5 sao contornos de raio infinitesimalmente proximos a w, como representado

na Figura (5). Entao, temos a seguinte defini¢do de comutador,

j{ﬂ dz a(2)b(w) = [A, b(w)], (4.17)

onde o operador A é,

A= ?idz a(z) (4.18)
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Figura 5 — Comutador como diferenga de contornos

e onde a integracao é feita em sentido antihorario em torno de w. Importante mencionar
que a separacao do contorno em outros somente é valido se b(w) é o inico campo que
possui OPE singular com a(z). Podemos usar a defini¢do acima para calcular o comutador

do operador A com outro operador B, da seguinte forma,

(A, B] = fg dw fiv dz a(2)b(w), (4.19)

onde B é dado por,
B= %dz b(2). (4.20)

A integracdo em z é feita em torno de w e a integracao em w em torno da origem. A
equacao acima tem sua relevancia por estabelecer uma forma de decodificar em termos

de operadores e suas relacoes bilineares, as dindmicas e simetrias contidas nas OPEs.

4.2 A algebra de Virasoro

Na secao anterior encontramos uma definicao do comutador dos operadores em
termos das OPEs. Através dela, podemos buscar uma algebra que descrevera a dinamica
dos operadores e a estrutura de simetria da teoria. Em particular, encontraremos que
tal algebra corresponde a uma algebra de Lie complexa chamada &algebra de Virasoro.
Existe uma relagdo entre a dlgebra de Witt (estudada no capitulo anterior) e a algebra

de Virasoro. A segunda é uma extensao central da primeira, a qual é o cociclo nao-trivial
de Gelfand-Fuchs [40].

421 Geradores conformes

Definimos a carga conforme como,

0. = 217” ]{ dz £(2)T(2). (4.21)
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onde £(z) é o componente holomérfico de uma transformagao de coordenadas. Conside-

rando somente a parte holomorfica da identidade de Ward conforme dada em (3.85), i.e

= 2)Y 4.22
O ( 2mi 7{ dze(z Y0, ( )
e da definicao de comutadores estabelecida anteriormente, podemos escrever,

0:p(w) = —[Qe, d(w)], (4.23)

0 que nos mostra que ). pode ser visto como gerador das transformacoes conformes.
Expandindo o tensor momento-energia de acordo com a expansao em modos dada em
(4.14), temos as seguintes expressoes,

T(z)=Y "L,  L,= 7{ dz 21T (2), (4.24)

neZ 27”

e analogamente para a parte antiholomorfica, temos,
- S—n—27F 7 1 S sntldp s
=> z"?L,, L,=—-— ¢dzz""T(z2). (4.25)

nez 2mi

Agora, expandindo também a variagao conforme &(z),
=Y 2"te,, (4.26)
nez

obtemos a seguinte expressao para a carga conforme,

fdz > e, T(
neZ (4.27)

=> e,l,

nezZ

8
27rz

onde podemos observar que os operadores L,, (valido também para L,,) do tensor momento-
energia sao os geradores das transformacoes locais conformes no espaco de Hilbert. Busca-
mos agora, a algebra dos operadores L,, e L,, usando a defini¢do de comutadores. Iniciamos

com o comutador entre L,, e L,,.

[Ly, L) = 27” b{ dz 2" (2 %dz 2" (2 )]

+1 +1 (4.28)
= 27” ]{dwwm j{dzz” T(z)T(w).

Agora, vamos usar a OPE do tensor momento-energia consigo mesmo, dada em (3.129,

e o oT(w)  IT(w)
()T (w) (z — w>4 + (z - w)2 (z —w)

e o teorema dos residuos anteriormente exemplificado para calcular as integrais. A primeira

, (4.29)

integral (a menos de fatores independente de z) a ser calculada é,

n+1
jl{ dz (2)4 = 2mi Y _ {Residuos do polo w}, (4.30)

Z—Ww
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onde a ordem do polo w é 4, pois,
lim (z — QL))ZLLJF1 = w" (4.31)
zZ—w (Z - w)4

a qual é diferente de zero pois w # 0. Logo, o residuo associado é dado por,

Resf ) = g iy 7 (=)'
—lim — |[(z —w)" ———
i" = dz? (2 — w)! (4.32)
= én(n +1)(n — Dw" 2,
Entao, o resultado da primeira integral é,
n+1 1 -1
74 de ——— = (2m')(”(”+ )(n )>w"2. (4.33)
w (z —w) 6
De maneira analoga, para os outros dois termos da OPE temos
% dz —— =2mi(n + )w"
(2 (4.34)

]{ dz ——— = 2miw"™ .
w (z — w)
Retornando com os resultados no comutador, temos,

(L, L, =5 fdw w™ ! {12 (n+1)(n—Dw" 2+ 2(n+ w"T(w) + w”“@T(w)}
(4.35)
Podemos observar que os termos em w possuem polo na origem, de forma que precisaremos
somente analisar termo a termo as condi¢des para n e m. Feita tal andlise, concluimos
que,

in(n2 — 1)0ntmo + (mn—m) Ly in, (4.36)

12
onde usamos uma integracao por partes no tltimo termo 97" (w). O simbolo § no resultado

[Lm Lm] =

indica um delta de Kronecker, isto é, 9,40 = 1 somente quando n + m = 0. De forma

similar, podemos encontrar os seguintes resultados,

C
Emjﬂéymﬂm%mﬁ+mmﬂMm (.37

O conjunto destas relagoes de comutacao entre os operadores L,, e L, formam a denomi-

nada algebra de Virasoro.

4.2.2 Espaco de Hilbert

Uma vez estabelecidos os geradores e as relagoes de comutagao da teoria, procura-

mos estudar os aspectos gerais do espaco de Hilbert onde estao definidos. Primeiramente,
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o estado de vacuo |0) deve ser invariante sob transformagoes conformes globais. Os ope-
radores L_1, Ly e Ly e seus homodlogos antiholomoérficos devem aniquilar o estado, o que
significa que o estado fundamental é fixado com energia zero. Isso se traduz também por
T(z)]0) = 0 (e analogamente para a parte antiholomorfica). Em termos de operadores,

temos,

L,0)=0,  L,|0)=0, (4.38)
onde n > —1. Logo, temos para o tensor momento-energia,
(01T (2)[0) = (0IT'(2)[0) = 0. (4.39)

O efeito de campos priméarios atuando no vacuo pode ser visto considerando a OPE entre

o tensor momento-energia e o campo ¢(z, z), dado em (3.97), no comutador com L,,

[Los b, @) = 5 f do 2T (), 0)
ho(w,w)  Op(w,w)
- L f e [ i (4.40)

—w) (2 - w)

= h(n + Dw"¢(w, w) + w" ¢ (w, w),

onde a integral dos termos regulares da OPE se anulam. Tal resultado é feito usando o
teorema dos residuos utilizado anteriormente e é valido para n > —1. Equivalentemente,

para a parte antiholomoérfica, temos,

| L, ¢(w, )] = h(n + 1)a"¢(w, w) + &" ' d(w, w), (4.41)

sob a mesma condicio para n. Notemos que Lo + Lo representa dilataces, as quais na
quantizacio radial correspondem a translacoes temporais, portanto Lo+ Lg é proporcional

a hamiltoniana do sistema. Aplicando Ly no estado assintético |, h) = ¢(0,0)|0), temos,

Lo |h, h) = Log(0,0) |0)
= ([Lo, d(w, w)] + ¢(w, W) Lo) |w,w—0 |0)
= [Lo, ¢(w, W)] |w,5-0 |0)
= (hw°¢(w, ®) + wdG(w, )) w0 0)
= h(0,0)0)
= h|h,h),

(4.42)

~— / N

que a dimensao conforme h é um autovalor de Ly, sendo o autoestado de energia |h, h).

Analogamente, podemos chegar a,

para a parte antiholomoérfica. Estados excitados em relagdo ao estado |h, 71) podem ser

obtidos a partir da aplicagao de operadores “escada”. Podemos encontrar tais operadores
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considerando a expansao em modos, i.e., 0s ¢,,,. Usando a expressao para ¢,,, a OPE entre

o tensor momento-energia e o campo ¢, e o teorema dos residuos, encontramos,

[Lns o] = {n(h = 1) —m} Gmin, (4.44)

de forna que para n = 0, temos,

(Lo, ¢m] = —mm, (4.45)

o que significa que ¢,, atua como operador de subida e descida para os autoestados de
Ly, ou seja, cada ¢_,, aplicado (m > 0) aumenta por m a dimensao conforme do estado.

Por outro lado, a partir da algebra de Virasoro, temos,
[Lo, L_n] = mL_,,. (4.46)

Portanto, os geradores L_,, para m > 0 também aumentam a dimensao conforme. Isto
nos leva a concluir que os estados excitados podem ser obtidos a partir de sucessivas

aplicagoes de tais operadores no estado assintético |h) (parte holomoérfica), isto é,
L g L_g,...L_y, |h) (4.47)

sendo a condigao (1 < ky < ... < k,). Tal estado excitado é um autoestado de Ly com

autovalor dado por,
W =h+k+k+..+k,=h+N, (4.48)

onde N é o nivel dos estados excitados, que por sua vez, sao chamados de estados des-

cendentes do estado assintético |h).

4.3 O bdson livre

Neste contexto da quantizacao radial (o que intuitivamente nos leva a pensar na
quantizagao do cilindro considerando o mapeamento (4.1)), bem como na expansao em
modos, na algebra e nos estados fisicos, é interessante considerar inicialmente teorias
livres, por serem as teorias mais simples, nas quais complexidades podem ser adicionadas.

Iniciamos considerando o bdson livre.

4.3.1 Quantizacdo candnica no cilindro

Considerando um campo ¢(z,t) bosonico livre definido num cilindro de circunfe-

réncia L, sob a condigao periédica o(x+ L, t) = p(z,t). Expandindo em séries de Fourier,

(,O(Jf,t) _ Ze2mmﬁ/l’g0n(t),
1 —2minx/L (449>
on(t) = 7 /d$ e o(z,t).
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Podemos escrever a lagrangiana do campo livre,

£=10 [ dr {(00) - @)’} (1.50)

onde substituindo a expansao (4.49), obtemos,

1 I o 2mn\ 2
L=_gL Z PnP—n — () PnP—n (> (4'51)
27 = L
na qual usamos que,
L .
[ dw et — g5, (4.52)
0

Para o momento conjugado a ¢,, temos,
Tn = gLy, (4.53)
com comutador sendo o usual dado por,

[Ony Tm] = 10nm, (4.54)

e portanto, a hamiltoniana é escrita como,

1 e

= 297[/ {Wnﬂ-—n + (27Tng)290n90—n} ) (455>

n=—oo

onde ¢_,, = ! e m_, = ml as quais vem pelo fato do campo ¢ ser hermitiano. A hamil-

toniana acima representa a soma de osciladores harmoénicos desacoplados de frequéncias

Wy = %T‘”‘ Os operadores de criacao e aniquilacao a,, e ELL sao dados por,
1
(n = 2mglnlen +im_p),  n#0, (4.56)
4r|n|

no qual @l é obtido da equacdo acima. Os operadores satisfazem, de acordo a (4.54), as

relagoes usuais de comutacao,
[@ns @] =0 [, @] = G, (4.57)

o qual nao se aplica ao modo zero (¢g). A partir de (4.56), definimos os seguintes opera-

dores,

—1\/n ay, ara (n >0 —iv/na_, para(n>0
0 para ( ) i — para ( ) (4.59)

iv/—na', para (n<0) iv—nal  para (n <0)

com as relacoes de comutacao,

[an, am] = npim [an, @] =0 [,y Q] = N0yt (4.59)
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Em termos dos novos operadores, podemos reescrever a hamiltoniana (4.55) como,

1 5 2 _
a1 F —nln —ntn/y 460
QQLWO + 7 g;o(a Ay + a_pay) ( )

H =

no qual usando as relagoes de comutagao acima chegamos a,

2
lma_m, (4.61)

[H7 a—M] = I

o que significa que a_,,, para m > 0 produz um outro autoestado com energia E + 2"”

quando aplicado a um autoestado de H com energia E. Invertendo a equacao (4.56)

usando (4.58), podemos escrever,

l

= Y — ), 4.62
on= =~ ) (462)

e substituindo na expansao para ¢(z) com t = 0, obtemos,

p(z) =

Z 27r2n1'/L o &—n> (463)

47T gazomn

onde a, e a, estao avaliados em ¢ = 0. Usando as equagoes de Heisenberg para a evolucao
temporal dos operadores, obtemos,

1
QO(](t) = 300(0) + gjﬂot

(O)efQﬂ'int/L (464)

Q
3
—~
~
N—
Il
S
3

@, (t) = @, (0)e 2L,
Entéo, retornando ao campo ¢(x,t), substituindo as expansoes, temos,

1 |
p(x,t) = po+ ool + = (ane?mn@t/t _ g e2rinteti/L) (4.65)

\/FZ

Podemos trocar a coordenada temporal da forma t — 47, isto é, transformar para o

espago-tempo euclidiano. Além disso, passamos para as coordenadas conformes,

P 627r(T—ix)/L, 5 = 627r(’r+ia:)/L' (466)

Logo, usando tais coordenadas, o campo ¢ escrito como,

i
2,2) = @y — 7o In (22) nZ "t anz"). 4.67
¢(z,2) = o 47Tgo 4W7§) nZ ") ( )
A condicao de periodicidade sobre o campo é a responsavel por desacoplar os estados
excitados da parte holomérfica daqueles da parte antiholomoérfica. Logo, os operadores a,,
criam ou aniquilam excitagoes do tipo direita (right moving) e, por consequéncia, a, Sao

relacionados a excitagoes do tipo esquerda (left moving).
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4.3.2 O operador de vértice

O campo bosonico ¢(z, Z) nao possui uma dimensao de escala, o que permite uma
infinidade de campos locais relacionados a ¢ serem construidos, sem a introdugao de uma

escala. Isso significa que podemos construir os denominados operadores de vértice a seguir,

Va(z, 2) =: 97 . (4.68)
no qual o sentido do ordenamento normal fica explicito ao usar a expressao para ¢(z, z)
encontrada em (4.67).

_ tapo+ —2— % A_pz2t+a_nzZ" } {%ﬂ - % anz "Hanz™" }
Va(Z,Z):e{ 0+ g Lo ) e LA Vg Lo : . (4.69)

A fim de saber o sigficado de o em termos do que ja conhecemos e a natureza do ope-
rador de vértice (campo primério ou nao), podemos calcular algumas OPEs. Primeiro,

consideramos a OPE de d¢ com V,.

00(2) Vo (w, w) = z_:o .y de(z) : p(w,w)" :
1 > et
“Ing (oo nzl = 1 o(w, )" (4.70)
i Vo (w, w)
Cdmg (- w)

Para o OPE com o tensor momento—energia, usando (3.109), temos,

p(2)0p(2) = p(w,w)" :

- i’; o (4.71)
+ e 1w) 2—21(”') n: Op(2)p(w, w)" " :

@ Vo(w,w) 0y Valw,w)
~ <+ 7
8mg (z —w) (z —w)
em que identificamos a forma das OPEs e concluimos que V,, se comporta como campos
primérios, com dimensoes holomérfica e antiholomérfica dadas por,

CYZ

h(a) = h(a) = (4.72)

8rg

pois a OPE com 7T tem a mesma forma. Para calcular produtos de operadores de vértice,

usamos a seguinte relagao (veja o apéndice 6.A em [6]),

LW o b2 = grertber . gableren) (4.73)

com o qual obtemos,

Valz, 2)Vs(w, 0) ~ |2 — w|**?* 79V, g(w, w) + ... (4.74)
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A restricdo sobre os parametros « e [ surgem da consideracao do valor esperado do
produto de operadores de vértice, isto é, de (V,(z, 2)Vs(w, w)). Lembramos que a condicao
sobre a funcao de dois pontos ser nao nula é de que as dimensoes conformes dos campos
sejam iguais. Similarmente, a restricdo para o caso dos operadores de vértice é aff < 0, o

que leva a o = —f3, de forma que (4.74) fica,
Val(2,2)Voo(w, @) ~ |z — w|~27/47m9 4 (4.75)

Podemos ver que os operadores de vértice fornecem uma base algébrica na teoria nas
quais podemos construir o vacuo conforme e extrair as diversas quantidades fisicamente

significativas.

4.3.3 O espaco de Fock

Para tratar os sistemas de campos precisamos entender o espaco de estados fisicos
associados em que vivem. Tal espago é chamado de espago de Fock. Comegamos notando
que a hamiltoniana H dada por (4.60) nao depende de g, 0 que mostra que o autovalor de
o pode etiquetar os diferentes conjuntos de autoestados de H. Como 7y comuta com os
operadores de criacao e aniquilagao, possiveis estados excitados relacionados nao alteram
o valor de my e o espaco de Fock criado é dependente de um parametro «, no qual é o

autovalor continuo relacionado a my. Introduzindo o operador ay como,
o

Varg’

etiquetamos o vacuo pelo pardmetro «, i.e., |a), de forma tal que « seja autoestado do

ag = (4.76)

operador ay,
ap|a) = agla) = ala). (4.77)

As implicagoes sobre a energia podem ser vistas a partir tensor momento-energia, que é

dado por,
T(z) = —2mg : Op(2)0p(2) :

= ; Z UL R

n,mez

(4.78)

no qual foi usada a expansao em modos, tratada anteriormente. Podemos extrair os ope-

radores L,,, de forma que obtemos,

1
L, = 5 Z Ay (4.79)

meZ
e como procuramos pelas implicagoes na energia, e esta é proporcional a Ly + Lg, temos,

2
%

LO = Z a_pnQn + 9

n>0

(4.80)
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e similarmente para os modos antiholomorficos. Dessa forma, a hamiltoniana pode ser
escrita como,
2

H= 7 “ (Lo + Ly). (4.81)

Das expressoes (4.80) e (4.81), podemos ver que o vacuo |a) tem dimensao conforme —Qg
Os estados no espago de Fock sao obtidos pela aplicagdo dos operadores de criagdo a_,, e
a_n, para n > 0, isto é,

a™a..a™a’;3.. o), (4.82)

sendo (n;, m; > 0). Esses estados sdo autoestados de Ly com as dimensoes conformes

dadas por,
87Tg + ;jnj h=_— + Z]m] (4.83)

Pode ser mostrado que cada estado de vacuo |a) pode ser obtido da aplicagao do operador

de vértice anteriormente considerado no vacuo absoluto |0}, isto é,
) = Va(0)]0) (4.84)

o que reforca a importancia do operador de vértice e explicita seu papel numa teoria de
campos conformes. A seguir, vamos tratar de outras condi¢ées de contorno para campos

bosoOnicos.

4.3.4 Condicdo de contorno antiperiédica

No inicio do estudo do bodson livre, consideramos uma condicao de fronteira perié-
dica. Agora, vamos considerar uma condi¢ao antiperiddica, isto é, p(z + L,t) = —p(x, ).
Essa condicao de fronteira implica que ao mapear o campo ¢ (recobrimento duplo do
cilindro) ao plano, estamos definindo a teoria em um par de folhas de Riemann, pois
precisamos realizar duas voltas em torno do cilindro para obter o mesmo valor do campo.
De tal condicao de fronteira, o interesse recai nas consequéncias sobre a densidade de
energia de vacuo. A expansao em modos é mantida, com o adendo de que o modo zero
agora desaparece e o indice de soma n deve tomar valores semi-inteiros. As relagoes de
comutacgao dos operadores de criagao e aniquilagao continuam as mesmas. Da condicao de
fronteira, temos que o estado fundamental é duplamente degenerado, ou seja, para cada
folha de Riemman temos os estados de vacuo |0.) e |0_), os quais sdo autovetores de um
certo operator que leva o campo ¢ em —.

Prosseguimos com o célculo da fungao de dois pontos (Jp(z)0p(w)). Da expansao

em modos obtemos,

(D) = 3 = {anam) 2w ™, (4.85)

m,n#0 n
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em que consideramos g = 1/47. Sendo (ana.,) = Ndyim, se n > 0, e zero, caso contrario,

temos,

(w@optw)) =+ 3 (£)". (480

u}n>0 <
Até entao, as condigoes de fronteira nao foram usadas. Para o caso periédico, n toma

valores positivos inteiros, de forma que obtemos,

(()pw)y = = W2 L (4.87)

Tw(l-w/z)  z—w

no qual podemos derivar em relagao a z, o que resulta em,

1
dp(2)0p(w)) = ———. 4.88
P90 =~ = (4.85)
Notamos que o resultado obtido é o mesmo daquele calculado usando o método de integrais
de caminho. No caso antiperidodico, como dito, o indice de soma n toma valores semi
inteiros, iniciando em n = % O valor esperado no vacuo é tomado em um dos vacuos ou

em alguma combinagao deles, resultando para a funcao de dois pontos em,

w \z

et = - (4)" =

=~ (4.89)
“ V)
de forma que podemos derivar em z e obter,
1 [(z/w)' P+ (w/2)'?
el0pw) = - [P (4.90)

No limite em que z — w, as fungoes de correlacao para as condi¢oes periddicas e anti-
periddicas coincidem, o que significa que a curtas distancias o comportamento da teoria
nao é influenciado pelas condi¢oes de fronteira. Ja para os valores esperados que envolvem
derivadas dos campos, isso nao é necessariamente verdade, dessa forma obteremos, por
exemplo, valores distintos para o tensor momento-energia.

A densidade de energia do vacuo pode ser calculada a partir da seguinte expressao,

1. 1
(T() = 3 limg (= (@l + 0p(2) + 5 ). (1.91)
em que para o caso periédico no plano, usando (4.88), temos (T'(z)) = 0. J& para o caso

antiperiddico, usando (4.90), resulta em,

() = oy

Podemos identificar Ly na expansao em modos do tensor momento-energia como sendo o

(4.92)

coeficiente de Z%, no qual esse fator nao nulo do valor esperado implica um termo constante

em Ly, isto é,
1
Ly = Z A_ply + —. (4.93)
n>0 16
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No cilindro, podemos usar a equagao (3.136) que relaciona o tensor momento-energia em

ambos os cenarios, isto é,

2 c

21\ 2
Tcilindro(w): (L) [Tplano(z)z _ﬁ ’ (494)

no qual, em termos de valores esperados no vacuo encontramos,

—i (2%)2 caso periddico
<Tci1indro> == 1 (27”)2 caso anti 5 (495)
15\ T perioddico

onde podemos usar esses resultados para fixar as constantes adicionadas ao expressar a

hamiltoniana em termos dos modos da expansao no cilindro. Sendo a hamiltoniana,

2m -
H = T(LOCilindro + LOCilindro) (496)
logo temos,
1
Locitindro = Y G—nlp — 21 caso periodico
" (4.97)
Locitindro = Z A—pQp + = caso antiperiodico

n>0
Tal resultado mostra explicitamente que a energia de vacuo é influenciada pelo tipo de
fronteira, embora a curtas distancia, a fronteira nao influencie no comportamento das

fungoes de correlagao.

4.3.5 O bdéson compacto

Uma outra condigao de fronteira pode ser considerada no estudo do campo boso-
nico, usando a invariancia por translacoes ¢ — ¢ + 27 R, onde R é uma constante, o que
traz para ¢ uma caracteristica de varidvel angular. Como consequéncia, o momento
perde a arbitrariedade, que no caso, deve ser um multiplo inteiro de 1/ R, pois caso nao o
seja, o operador de vértice V, nao é mais bem definido. A invariancia translacional leva a

seguinte condicao de fronteira,
o(lx+ L,t) = p(z,t) + 2rmR, (4.98)

onde m é o numero de voltas que ¢ realiza no cilindro. Tais modificagbes geram o novo

campo @ expandido em modos,

n 2t Rm 7 1 ) -
1) = ¢ - 2mik(xz—t)/L a._ 2mik(z+t)/L ~(4.99
o(z,t) cpo—i-gRL + 7 x+ml§0k(ake a_pe ) ( )

Em termos das coordenadas complexas,

L
t= —Z—(lnz +1nz),
A (4.100)
1L _
r=-—(nz—-Inz),
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podemos reescrever o campo,

1 1
w(z,2) = po—i <4R + mR) Inz—i (47:;}2 — 2mR> In z—l—\/_ Z - (akz + akz—k) .

k:;éO
(4.101)
A derivada holomorfica 0 = 9, quando aplicada, resulta em,
n 1 1
10y mR) apz” ", 4.102
(2) = (47TgR 2 \/_ ,;) ( )
e os operadores Ly e Ly tomam a seguinte forma,
1 2
- —nln 2 - R )
nz>0a ayn + 7rg<4 R+2m )
) (4.103)
n 1
= a_pnQy, + 2 —— —-mR| .
%‘aa an + Wg<47rgR 2m )

Quando mapeados no plano, as configuracoes para o campo assumem m # 0, os quais sao
vortices centrados na origem. Podemos definir um operador que gera tais configuragoes
indexados pelo momento n e o nimero de volta m. O operador tem a dimensao conforme

dado por,

2
1
By = 2 <4"R + mR> . (4.104)

Portanto, o vacuo é etiquetado por |n,m), com dimensao conforme h,, ,,. Tal etiqueta no

vacuo €, em termos dos estados, o de maior peso.

4.4 QO férmion livre

Outro sistema de interesse é o campo fermiodnico livre, o qual sera analisado de

maneira similar ao caso do bdson livre.

4.4.1 Quantizacdo canénica no cilindro

Para usar a quantizacao radial relembramos a acao do férmion livre de Majorana,

1
S = ig/de @Z)Tvo'y“@uw. (4.105)

O campo holomorfico e antiholomérfico sdo dois componentes do espinor ¥ = (1, ¢). No

capitulo 2 encontramos que a OPE dos campos fermionicos é dada por,

BlR)p(w) ~ ——, (4.106)

zZ—Ww

onde assumimos novamente que g = 1/4m. Logo, o tensor momento-energia holomérfico

¢é dado por, .
T(z) = —5 P(2)0Y(z) : (4.107)
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em que a carga central da teoria é igual a 1/2 e dimensao conforme h = 1/2. A expansao

em modos de Fourier para t = 0 toma a forma,

2 .
’(p(l‘) = %ZkaQﬂ'lkl‘/Ly (4108)
k
onde os operadores b, obedecem as relagdes de anticomutacao,

{bis by} = Brtao. (4.100)

Analogamente, vamos considerar dois tipos de condigoes de fronteira para os campos
fermionicos em ¢t = 0. A condigdo periddica, ou também conhecida como condi¢ao de
Ramond (R) e a condi¢do antiperiddica, denominada como condi¢do de Neveu-Schwarz
(NS). Sao elas,

Yz +2rL) = (), (R)

U(x+2rL) = —(x). (NS)

No caso periédico (R) o indice de soma k assume valores inteiros, enquanto que no caso

(4.110)

antiperiédico (NS), o indice assume também valores semi-inteiros, isto ¢, (k € Z + 3).
Considerando a quantizacdo numa rede, onde o espacamento entre os nos da rede vai a
zero, a hamiltoniana do férmion livre pode ser escrita como,

H = wpb_yby, + Ey, (4.111)
k>0

, . . A 2|k ~
onde Fj é a energia do vacuo, e a frequéncia é dada por wy = % A evolugao temporal

do operador by no formalismo de Heisenberg é dado por,
bi(t) = by (0)e 2R/ L (4.112)

Assim, a expansao em modos para t > 0 fica,
2 .
bz, t) = % 3 b i)/ (4.113)
e

onde foi introduzido o tempo euclidiano 7 — t.
No setor R existe um modo zero by que leva a uma degenerescéncia do vacuo |0),

o qual é aniquilado por by para k > 0. Tal vicuo degenerado by |0) também é aniquilado

1

pelos b. Pelas relagoes de anticomutagao b3 = 5

4.4.2 Mapeamento no plano

2mx/L

O cilindro é mapeado no plano usando a coordenada z = e ,em que Yy = 7T—iT.

Como o campo 9 tem dimensao conforme %, o mapeamento influencia no campo (ao

contrario do campo bosénico), isto é,

1/2
l/Jcilindro(X) — wcilindro(z) - (d) ¢plano(z>
X 4114
21z ( )

= T@Dplano (2).
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No plano, o campo 1 assume a seguinte expansao,

=Y b F 2 (4.115)
k

A mudanca no campo ¥ gerada pelo mapeamento entre o plano e o cilindro muda o
significado dos dois tipos de condigoes de fronteira (periddica e antiperiédica) quando z é
considerado ao redor da origem. A condicao (N S), antes antiperiédica, agora corresponde
a um campo periodico, onde o indice de soma k assume Z + 1/2. Por sua vez, a condigao

(R), antes periddica, passa a ser para um campo antiperiédico, isto é, k € Z,

Y(e2) = —(2), (R)

. (4.116)
»(e*™2) = P(2). (NS)

Como foi para o caso dos bésons na condi¢ao antiperidédica, o campo 1 na condicao (R)
é definido em duas folhas de Riemman. Vamos calcular as fun¢oes de dois pontos para
ambas as condigoes e explicitar a diferenca. Para o setor NS, a partir da expansao em

modos, temos,

W()p(w) = > 2 Pwm V2 (b,

k,q€Z+1/2

— Z Z—k—1/2wk—1/2
k€Z+1/2,k>0
> 1

=3 (w/2)"

n=0
1
)

Z—w

(4.117)

onde usamos que (bib,) = Oq.0, € n assume valores inteiros positivos. Esse resultado esta
de acordo com o calculado anteriormente no capitulo 2. J& no setor (R) encontramos,

(W(2)(w)) = Y 22w 2 (bb,)

k,q€Z

k=1/2,,k—1/2
2\/zw+zz
1 1 & /w\*
= = {2+k§:jl<z)} (4.118)
1 24w
2wz —w
zjw+\Jw/z

2 Z—w

em que no limite quem w — z, coincide com o resultado encontrado para o setor (NJS).

O tensor momento-energia deve ser calculado a partir de,

(T(2)) = S lim (- i+ 9ov(e)) + 1) | (4.119)

2 =0 €2
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No setor R, temos,

(I'(z)) = — lim 8 (W+m)+ !

v 2(2 — w)? (4.120)

1
1622’
e para o setor NS temos (T'(z)) = 0. Como no caso bosénico, notamos que as consequén-
cias sobre a densidade de energia do vacuo sao as mesmas, ou seja, para a condi¢ao perio-
dica temos uma densidade de energia nula, enquanto que para a condi¢ao antiperiddica,

temos 1622

4.4.3 Energias de vacuo

Agora vamos calcular o que e como muda a energia do vacuo para cada condicao.
Iniciamos desenvolvendo a expressao para os operadores L, em termos dos operadores da

expansao em modos bg. Para o tensor momento-energia no plano temos,
1 LN 12 —k-3/2
Tplano(z) = 5 Z k + 5 z 1 z : bqbk :

k,q

1 1
=3 E+ =) 272 b, iy
znz,;( +2)’Z KOk

(4.121)

no qual podemos extrair para L,,
1
L,=>> ( ) kb (4.122)
2 e

Se fixamos a constante adicionada a Ly a partir da densidade de energia do vacuo, como

fizemos no caso bosonico, encontramos que,

Lo =Y kb_iby, (NS)
w0 ) (4.123)
=S kb + — (R)
k>0 6

onde (k € Z+ 1/2) no setor NS e (k € Z) no setor R. A partir da rela¢do entre o tensor
momento-energia no plano e no cilindro dado pela equacao (3.136), obtemos os seguintes

valores esperados,

<Tcilindro> - (4124)

—L_ Podemos escrever

onde no setor NS (Tjjano) = 0, € para o setor R temos (Tjlano) = 147

a hamiltoniana como,

2 c
H=="(Ly+1L 4.12
L ( 0oF R0 12) (4.125)
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A constante ¢/12 garante que a energia de vacuo na hamiltoniana se anula quando L — oo
no setor N.S. Podemos separar as contribui¢boes na hamiltoniana em relacao as partes

holomoérficas e antiholomérficas. Para a parte holomérfica temos,

Hy = 22 (LO - C) , (4.126)

e para a parte antiholomorfica temos,

2 (- c

Para saber explicitamente a energia de vacuo Fy comparamos a hamiltoniana Hy com a

hamiltoniana dada em (4.111), de onde encontramos,

_1 NS
2LE0 = (NS) (4.128)
" 5 (R)

Se compararmos aos resultados para o campo bosonico, vemos que em relagao aos resulta-
dos para férmions, as condigoes periddicas e antiperiddicas estdao invertidas. Finalizamos
aqui a analise de dois sistemas simples, porém importantes. Seguimos com a analise da

algebra.

4.5 Um novo ordenamento normal

Até entao, tratamos de produtos ordenados normalmente somente para uma ca-
tegoria especifica de campos livres. Vimos que considerando a expansao em modos, o
sentido do ordenamento normal é o mesmo que o usual, ou seja, os operadores que aniqui-
lam o vacuo sao ordenados a direita. Entretanto, isso nao é valido para campos nao livres
(campos nos quais a OPE consigo mesmo contém mais de um termo singular). Precisamos
definir, entao, um novo ordenamento normal que comporte todos os tipos de campos. Para
distinguir do ordenamento utilizado anteriormente, usaremos a notagao (AB)(z) para o

ordenamento de A e B. Explicitamente, se a OPE de A com B é da forma,

> {AB}, ()
A(2)B = —n_ - 4.12
BBW= 2 Ty (129)
onde N é algum inteiro positivo, temos entao para o novo ordenamento normal,
(AB)(w) = {AB}, (w). (4.130)

Atrelado a isso, definimos a contracao generalizada da seguinte forma,

TR = 3 U )

(z —w)
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a qual inclui todos os termos singulares da OPE. Logo, o ordenamento normal pode ser

reescrito como,

(AB)(w) = lim | A(2)B(w) — A(z) B(w) | , (4.132)
e a OPE de A(z) com B(w) resulta em,
A(z)B(w) = A(2)B(w) +(A(z) B(w)), (4.133)

onde (A(z)B(w)) é valido para os termos regulares, os quais podem ser extraidos de uma

expansao por Taylor de A(z) em torno de w,
(A(2)B(w)) =Y (z—w) (0°AB) (w) (4.134)
N k! ' '
k>0
Podemos representar de maneira diferente usando a integral de caminho, isto é,

(AB)(w) = = § &

2m Jw 2 —w

A(2)B(w). (4.135)

Podemos checar a equivaléncia de tal representacdo. Substituimos a OPE (4.129) em
(4.135),

(AB)w) = 5 f o 3 T

T omiuz—w, w)"

1 X B

© 2mi n_mﬁ{ud (z —w)nt! (4.136)
_ 217” 3 {AB), (w)2midn,

= {AB},(w).

Até entdo, todas as expansoes feitas em séries de Laurent foram em torno de zero, mas

podemos fazer em torno de um ponto qualquer w, de forma que,
$(2) = D (2 —w) """ (w), (4.137)
nez
e para o tensor momento-energia, temos,
T(z) = (2 —w) " ?Ly(w), (4.138)
neZ

ou equivalentemente, para os operadores L,,, obtemos,

Lo(w) = 217m § dez —wy 7). (4.139)

De forma que usando tais expansoes, podemos calcular a OPE de T'(z) com um campo
arbitrario A(w),
T(z)A(w) = > (2 —w) " *(L,A)(w), (4.140)

ne”Z
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o que define o campo (L, A). Comparando tal expressao com a seguinte (que vem da OPE
dada em (4.133),

haA(w) n 0A(w)

T()AW) = - s+ 1oy TAW) + (—w)@TAw) + . (4141
identificamos,
(LoA)(w) = haA(w),
(L1 A)(w) = DA(uw), (4.142)
(L2 A)(w) = (0" TA)(w)

Em particular, se A é a identidade I, temos,
1
(L_p_ol)(w) = E(‘?”T(w). (4.143)

O interesse recai na representagao em integral de contornos (4.135), no qual procuramos
expressar tal representacdo em uma expansao em modos. Podemos rearranjar a integral

em dois contornos, isto é,

]{ ) Bw) = 7{ dz A(Z)B(w)—?{ C Bw)A(x).  (4144)

wZ— W lz|>w| £ — W lz|<|w| & — W

No primeiro termo do lado direito da equagao acima, vamos considerar um ponto inter-
medidrio x, de forma que |z| > |z| > |w|, ao redor do qual podemos expandir A(z) e B(w)
da seguinte forma,
Az) = (2 —a) "M AL (),
" (4.145)
B(w) =Y (w— x) P B ().

Sendo z —w =z —x — (w — x), temos,

1 1
z—w z—zx—(w—21)
1 1

_ _ (w—mx)
(z—x)1 =

by (=]l
-yl

l>0

(4.146)

Voltando com estes resultados na integral,

S S AEBW) = o fde S (= ) T = ) ) By )

270 J)z|>w| 2 — W n,p >0

=2 2 (w—a) TR A(2) By (),

P n<—hy
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onde a integral da primeira linha é 270,44 ,+1,0, € usando que [ > 0, chegamosan < —h4.

De maneira similar, podemos calcular o segundo termo. Sob a expansao,

1 (z — )t
==y —— 4.148
z—w ;(w—x)l“’ ( )
temos para o segundo termo,
1 dz 1
- B A = — — —l-1-p—hp _ l—n—hAB An
7t S o BOAR) = 5 S 5w =) (2 = ) "7 B, (1) Au(2)
=> (w—x) P haThER (1) A, (),
P n>—hy
(4.149)
onde a integral é dada por 2mid;_,,_p, —1. Definindo os modos (AB),, por,
(AB)(2) = >_ z " ha~hs(AB),, (4.150)
podemos juntar os resultados para as integrais e chegar em,
(AB)m = > ABmn+ >, BunAn. (4.151)

n<—hy n>—hyg
Notemos que o resultado acima explicita a nao comutatividade do novo ordenamento

normal, pois se trocarmos A com B, ou seja, considerar (BA)(z), o resultado altera, em

geral.

4.6 A algebra de operadores e as familias conformes

Nas se¢oes anteriores deste capitulo, estabelecemos as ferramentas necessarias para
entender e construir estruturalmente os campos e os estados de uma teoria quantica de
campos conformes. Nesta se¢do vamos desenvolver como podemos ver a teoria de campos

conformes a partir de uma perspectiva estrutural.

4.6.1 Campos descendentes

O estado assintético |h) = ¢(0) |0) é criado por um campo primério de dimensao
conforme h aplicado no estado de vacuo |0), o qual pode ser visto como o ponto inicial
de infinitos estados descendentes. Cada estado descendente pode ser entendido como a
aplicagao de um campo descendente no vacuo. Tanto o estado |h) quanto seus descendentes
transformam entre si quando submetidos a uma transformacao conforme. Sendo o estado

descendente dado por,

Loy |h) = L_,$(0)]0) = 217” 7( dz2'""T(2)(0) 0) . (4.152)

Podemos usar a OPE dada em (4.140) e identificar que o estado descendente acima é

simplesmente (L_,¢)(0)|0). Logo, estados descendentes devem ser obtidos a partir da
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aplicacao dos operadores da parte regular da OPE de T'(z) com ¢(0) no vacuo. Definimos
entdo, o campo descendente associado ao estado L_,, |h) como,

W) = (L)) = 5 f —— e T()olw), (4.153)

" 270 Ju (2 — w)n L

0s quais sao os campos que aparecem em (4.140), sendo A(w) = ¢(w). As fungdes de
correlagao nos elucidam sobre as propriedades fisicas de tais campos, as quais podem ser

calculadas a partir do campo primario associado. Considerando a funcao de correlacao,

(Lno)(w)Y), (4.154)

onde Y é uma colegdo de campos primarios ¢(ws)...¢(wy) com dimensdes conformes h;.
Vamos calcular esta funcao de correlacao considerando a definicdo de campo descendente
dada (4.153), no qual o contorno engloba somente w, excluindo os pontos w; dos campos
primarios. Aplicamos o teorema dos residuos no contorno invertido, isto é, somando as

contribuigoes do polos em wyj,
o 1 —n
G W)Y) = 2= f da(z = w) T (T()ow)Y)
1

= —éwj}dz(z —w)ln;{ ! + hy

2mi z—w; 7 (2 —w;)?

=L_n (p(w)Y),

onde usamos a OPE entre T'(z) e o campo ¢(w) calculada anteriormente a partir das

identidades de Ward. Definimos o operador diferencial IL_,, como,

J

(n—1)h; 1
L.,= L Ow, ¢ - 4.156
N 150
O resultado encontrado (4.155) nos mostra que calcular uma fungao de correlagao de um
campo descendente se reduz a aplicar um operador diferencial numa funcao de correlacao
de campos primarios. Para estados mais complicados obtidos a partir de sucessivas apli-
cagoes de L_j; no estado de vacuo, devemos construir os campos descendentes de forma

recursiva, isto é, por exemplo,

P (w) = (L_xL_no)(w)
1 (4.157)
= — ¢ dz(z — ) T (2) (L o) (w),

211 w

e segue assim sucessivamente. Em geral, obtemos o seguinte resultado,
(@ (W)Y) = Loy Loy, (p(w)Y), (4.158)

o que nos faz concluir (e reforcar) que fungoes de correlagdo com campos descendentes

sao reduzidas a fungoes de correlacao de somente campos priméarios.
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4.6.2 Familias conformes

O conjunto de um campo primario ¢ e todos os seus descendentes é chamado de
uma familia conforme, o qual pode ser denotado por [¢]. Como dito anteriormente, o
campo primario e seus descendentes transformam entre si quando sujeitos a transforma-
¢oes conformes, o que significa que em uma OPE entre o tensor momento-energia 7'(z)
com qualquer membro da familia, teremos somente termos de outros membros da mesma
familia. Podemos calcular a OPE entre T(z) e o campo descendente ¢(~™. Pela aplicacio
direta das defini¢oes das se¢Oes anteriores, temos,

T(2)¢ " (w) = (2 = w)* 2 (Loyo! ™) (w) + Z ez (Lro™™) (w).  (4.159)

k>0 k>0

O primeiro termo contém mais campos descendentes ¢(~%~" da mesma familia. J& o se-
gundo termo possui os termos mais singulares (em questao da ordem dos polos). Podemos

calcular usando a OPE entre T'(z) consigo mesmo.

T()0 ) = 5 f do g TET@)o)

(4.160)
o g c/2 M(x)  0T@) ),
oy K (e B e A8 A K
onde podemos usar a seguinte identidade,
1 dr  F(w) _ (n+m—2) F(w)
2mi j{u (z—w) (z—z)m  (n—1)(m—1)! (z —w)rtm-1’ (4.161)

e também a seguinte relagao,
=Y (z ¢ (w), (4.162)
1=0

no calculo da OPE e chegamos a,

T(:)6 (w) =W¢<w>

+ 4, 4y nﬂzas {2<é:w>lj+(l—2><:w>l—3}

en(n? — Ry
:<(—w>1)/12 + 2 e )
:cn(n —1)/12 Z_:

”+k k—n Y2 g~
o ? $ )+ 3 R ),

k+2
k>0
(4.163)
onde o indice de soma foi redefinido na passagem da penultima para a tultima linha. Os
campos descendentes de um campo primario sao denominados como campos secundarios.
Num mapeamento conforme z — f(z), um campo secundério A(z) transforma como,

¥
A(z) — (Zﬁ) A(f(2)) + termos extras, (4.164)
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onde ' = h+n e n sendo um inteiro positivo para um campo descendente de um primério
de dimensao h. Os termos extras sao singularidades (em termos de polos) com ordem maior

que dois na OPE de T'(z) com um campo A(w).

4.6.3 Algebra de operadores

O objetivo principal de uma teoria de campos ¢é calcular as fungoes de correlacao,
pois de certa maneira, sao as quantidades fisicas mensuraveis. Até entao, vimos que a
covariancia conforme implica numa forma fechada das fung¢des de dois e trés pontos.
No entanto, nao é suficiente para fixar os coeficientes da funcao de trés pontos Cjji, 0
que se faz necessério a inser¢ao de quantidades dinamicas para calcular os coeficientes. E
necessario, assim, determinar todos os termos de uma OPE, incluindo os termos regulares,
para entao descobrir todas as fungoes de correlagao. Feito isso, podemos dizer que a teoria
esta resolvida. Logo, o objeto matematico que resolve uma teoria de campos ¢ a algebra
de operadores. De fato, se aplicamos a OPE completa nas fun¢oes de correlagdo podemos
reduzi-las a fungoes de dois pontos, as quais sdo conhecidas. Esta se¢cao tem por objetivo
especificar a forma da &algebra de operadores, a fim de que nos indique quais sao os
elementos fixados pela invaridncia conforme e quais nao o sdo. Iniciamos entendendo os
coeficientes da funcao de dois pontos (5. Sabemos do capitulo 2 que uma funcao de
dois pontos com dimensoes conformes diferentes é nula, no entanto, se sao iguais temos a

seguinte expressao,

(b, D)5(2,2)) = Cos | (4.165)

(w — 2)2(w — )2

Desde que os coeficientes C,s sejam simétricos, podemos escolher uma base da forma
Cup = 043, de maneira que qualquer fator numérico pode ser absorvido na normalizacao.
Entao, as familias conformes associadas aos diferentes ¢,s sdo ortogonais no sentido da
funcao de dois pontos, o que significa que para transformagdes conformes globais, sempre
¢é possivel levar pontos w e z de uma fungao de correlagao para w = oo e z = 0. Logo, os
campos sao assintoticos e a func¢ao de dois pontos se torna um produto bilinear no espaco
de Hilbert.

lim w5 (¢p(w, )¢ (0,0)) = (h|A) (h|R') . (4.166)

w,W—00
A ortogonalidade do estado de maior peso implica na mesma condi¢cdo para todos os
descendentes dos dois campos em consideragao.

Por invariancia de escala, temos a imposicao sobre a algebra de operadores,

_ k,k T I S S kk
61(2,2)62(0,0) = 3 37 PR sthomti a0 schpmamhar 0 B 0 gy (4.167)
Pk}
onde K = Y, ki, K = ¥, ki, e {k} significa uma colecdo de indices k;. Podemos tomar

o valor esperado desta quantidade com um terceiro campo primério, sendo ¢,(w,w) de
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dimensoes conformes h,. e h,. No lado esquerdo da equacao, temos,

(rl61(2,2)[62) = lim w0 0% (o (w, @)1 (2, 2)$2(0, 0))

—00

Coun (4.168)

o ~hi+ha—h, 531 +ho—hy

Ja no lado da OPE, o tinico termo que contribui é p {k, ]_f} = r{0,0}, devido a ortogona-

lidade dos campos. Podemos concluir que,
crlo0t = or, = Chia, (4.169)

o que significa que o termo mais singular na algebra de operadores é o coeficiente da
funcao de trés pontos. Como vimos, a fun¢ao de correlacdo de campos descendentes sao
construidos a partir de fungoes de correlagao de campos primarios, logo, esperamos a

seguinte relagdo para os coeficientes,
crle®} = o, prii griF) (4.170)

o que significa que campos descendentes podem ser correlacionados a um terceiro campo
somente se o campo primario esta correlacionado. Por convencao, adotamos Bp 0 — 1
Os outros coeficientes Bp "} s30 determinados a partir da equagdo (4.167) ao impor que
sob uma transformagao conforme, ambos os lados sejam idénticos. Tais coeficientes sao
fungoes da carga central, bem como da dimensao conforme. Podemos considerar, a titulo

de exemplo, o caso h; = hy = h. Aplicando a equacgao (4.167) no vécuo,

61(2,2) [h, h) = 3 Cpuo"r 2" 2o (2)@(2) |y, By (4.171)
p

onde definimos o operador,
R T A0 AT A (4.172)
{k}

No setor holomérfico, definimos o estado,
|z, hy) = ©(2) |hy) (4.173)

o qual podemos expressar em termos de séries de poténcias, isto é,

|z, hyy = > 2NN, k). (4.174)

N=0

O estado |N, h,) é um estado descendente no nivel N, ou seja,
Lo|N,h,) = (hy+ N) [N, hy) . (4.175)

Aplicando o operador L, em ambos os lados da equacao (4.171) encontramos para o lado

esquerdo,

Ln¢1(2,5) ‘h, iL> = [Ln7¢1<z72)] |h’ h) (4 176)
= (10 + (n+ 1) 612 2) [h, B |
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O lado direito da equacao fica,

Zcpmzhpi%zﬁpi%l‘/n |2, hp) |2, hy) =
p

- i (4.177)
> Cona2" 22 (B, 4 h(n — 1)) 2" + 2770, |2, hy) |2, hy) -
p
Usando a expansao (4.174), encontramos,
L, |N +n,h,) = (hy + (n—1)h+ N)|N, hy) . (4.178)

Tal relagao juntamente com a algebra de Virasoro, permite um célculo recursivo de todos
os estados | N, h,) e assim, de todos os coeficientes 3P{*hz.

Agora vamos calcular o coeficiente mais baixo. Sabemos que,

|1, hy) = BT Ly |hy) . (4.179)
Considerando L; na equacao (4.178), obtemos,
Ly |1, hy) = hy |hy) = BV LAL [hy) (4.180)
Como LyL_4 |hy) = [L1, L_4] |hy) = 2h, |h,), encontramos para o coeficiente,
1
g = 5 (4.181)
No nivel dois, temos,
12, ) = BPVU L2 () + 8PP Ly |hy) (4.182)

sobre o vamos operar com L; e separadamente com L, usando a equagao (4.178). Preci-
samos, entao, das seguintes relagoes da algebra de Virasoro,

LiL* | = L* Ly +4L_1Ly — 2L_,,

LWL o=1L 5L+ 3L 4,

LoL? = L? Ly +6L_1Ly + 6Ly, (4.183)

1
LQL_Q = L_2L2 + 4L0 + 56.

Em notacao matricial, obtemos o seguinte resultado,

3(hy +1) 22h, +1) 3 i)
2 J—
( hy + h ) B ( 6hy, e+ 4h,,) (ﬁp{2}7 (4.184)

cuja solucao ¢ dada por,

— 12h — 4h,, + ch, + 8h?,
4 (c — 10hy, + 2chy, + 16h2)
przy _ 20— hy+Ahhy + by
7 ¢ — 10k, + 2ch, + 16h2°

ﬁp{l Ay

(4.185)

Ao considerar o nivel N, existem p(N) coeficientes (37 "} a serem encontrados, ou seja,
precisamos p(IN) equacoes para tais coeficientes. Essas equagoes sdo obtidas a partir da
consideragao de p(N) maneiras de levar o estado de maior peso |N, h,) para o nivel zero,

fazendo uso da algebra de Virasoro, com os operadores L,, para n > 0.
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4.6.4 Blocos conformes

Nesta secao vamos exemplificar o que foi dito anteriormente, que fungées de cor-
relagdo com mais campos podem ser reduzidas em termos de campos primarios, isto é,
vamos mostrar que a funcao de quatro pontos pode ser reduzida a func¢ao de trés pontos
(a qual vimos na segao anterior que se relaciona com os coeficientes da funcao de dois
pontos). Em tal abordagem, vamos explicitar o que é fixado pela invaridncia conforme e

o que nao é. Considerando a funcao de quatro pontos,

(91(21, 21) Pa(22, Z2) P3(23, 23) Pa(24, Z4)) - (4.186)
Tais fungoes dependem dos chamados raios anarmonicos, que sao dados por,

. (21 — 22) (23 — 24) 5 (21 — 22) (23 — %)

(21— 23)(22 — 21)’ (21— E)(Z— 2)

(4.187)

0s quais sao invariantes sob transformagoes conformes globais. Realizamos transformacoes
a fim de que z4 = 0, 21 = 00, 290 = 1, e entdo 23 = x. A funcdo de correlagdo acima se
associa a um elemento de matriz entre dois estados assintoticos do produto de dois campos,
isto é,

im0 (611, 2)60(1, 15 (, £)64(0,0) (4.188)

onde podemos definir a seguinte funcao,
G34(l‘ l’) <h1,ﬁl‘¢2(17 1)¢3($,i’)|h4,54> . (4189)

E importante ressaltar que os indices da funcdo acima possuem uma ordem especifica e
troca-los altera a fungao. Usamos agora a algebra de operadores (4.135) para reduzir os

produtos na funcao de quatro pontos.

63(x,2)94(0,0) = 3 Chyalehohighho—hug, (3 3]0, 0), (4.190)

p

onde definimos que,

W(2,2)0,0)= 3 oty R pre g o 10R ( g). (4.191)
o)

Assim, a fun¢io G3 pode ser escrita como,
G3i(z, 1) Z ChyAZ (plz, 7), (4.192)
onde a fungdo AZ}(p|z, ) é dada por,

A (ple, ) = el T (b [ (1,1) W, (2, 2(0,0)[0) . (4.193)

c?,

Escrevemos, entao, a funcao de quatro pontos como soma sobre as familias conformes

intermediarias rotuladas por p. A fim de trazer uma familiaridade com uma teoria de
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perturbagoes, onde temos o procedimento por diagramas, podemos entender que as fa-
milias conformes correspondem a diferentes estados intermediarios formados durante o
espalhamento de dois campos, indo de (0,z) a (1,00). Podemos representar A2}(p|z, Z)
por um diagrama de arvore com quatro pernas. Vamos nos referir a tais fungdes como

ondas parciais. Diagramaticamente, representamos pela Fig.(6). A onda parcial pode ser

k(0) (1)

Ailplx.x)=

jlx) HES

Figura 6 — Ondas parciais diagramaticamente

dividida explicitamente em parte holomérfica e antiholomérfica, da seguinte forma,

AZi(pla, 7) = Fi (plo) Fii (pl2), (4.194)
onde temos que,
21( — phe—hs—ha p{k} K h1|¢2( )L—kl"'L—kN|hp>
plz) = B34 , (4.195)
2 2 (nl1) )
com (hy|p2(1)|h,) = /C3%,. As fungdes F sao conhecidas como blocos conformes, os quais

sao calculados usando a algebra de Virasoro, ou seja, relacoes de comutagao com o campo
¢2(1) de maneira sucessiva. Os coeficientes de normalizagdo C? = saem dos blocos no fim

do processo. A funcdo de quatro pontos resulta em,
Z 51 (pl2) F3i (p]7), (4.196)

onde os blocos conformes podem ser determinados pela imposicao da invariancia conforme
e dependem dos raios anarmonicos. Entretanto, os coeficientes C7, e C%, ndo podem ser
determinados a partir da invariancia conforme, como ja discutido anteriormente. Podemos

escrever os blocos conformes em uma série de poténcias em =z,

F2l(p|w) = glv—hs—ha Zf e (4.197)

K=0

onde os coeficientes Fx dependem das dimensoes conformes h;, para ¢ = 1,...,4 e h,.
A normalizacao fixa Fy = 1. Os outros coeficientes sao determinados pela aplicagdo de
(4.195).
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5 Defeitos em teorias de campos conformes

Considerar contornos ou fronteiras em teorias de campos significa, numa perspec-
tiva algébrica, possivelmente quebrar simetrias, as quais podem gerar propriedades fisicas
interessantes. Em duas dimensoes, os chamados defeitos em teorias conformes, sdo enten-
didos como fronteiras que separam duas teorias conformes distintas. Vamos desenvolver
acerca de um defeito especifico, no qual o tensor momento-energia é continuo através de
tal defeito [10]. Denotamos os tensores momento-energia holomorficos e antiholomérficos
(left-moving e right-moving) de cada teoria como T, TM e T?) TP sendo a etiqueta

da teoria dada pelo niimero entre parénteses. A condicao para o defeito se traduz em,
7O = 7M) 7@ = 72 (5.1)

Introduzir os defeitos no formalismo de integrais de caminho equivale a considerar um
operador D na algebra que mapea o espaco de Hilbert de uma teoria conforme no espago

da outra. Pela condi¢oes sobre os tensor momento-energia, temos,
DLW = L2 p DLY =L@ p. (5.2)

Consideramos a teoria de Liouville para estudar os defeitos.

5.1 A teoria de Liouville

A teoria de Liouville tem a seguinte acao,

1 _
S = /d2z (a¢a¢ + ;meQW) , (5.3)
271
onde z = 7 +i0 e d?z = dzdz. Da acdo, temos a seguinte equacao de movimento,
00¢ = Tube*™?. (5.4)

Podemos encontrar uma solucao para o campo considerando a chamada transformacao

de Bécklund através de um campo 9(z, 2), da seguinte forma [11],

86 +v) = VAl V),

_ (5.5)
O(p — ) = frp O+,
Aplicando J na primeira expressao e 0 na segunda, encontramos,
90(¢ + ) = /T be’ @ 9(¢ — 1p) 56)

00(¢ — ) = /T be" T TI0() + ).
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Substituindo as relagdes (5.5) nas equagoes acima, obtemos,

0(p + ) = mub e, (5.7
00(¢ — ¥) = mpb ™, ‘

de forma que podemos somar e subtrair a primeira expressao da segunda, resultando em,

20¢ = wube®?,

onde identificamos que a primeira equagao corresponde a teoria de Liouville, e a segunda

a uma equacao de onda. A solucao da equacao de onda pode ser escrita da seguinte forma,

U(z,2) = P(2) + P(%). (5.9)
Retornando a transformacao de Backlund, temos,

oo+ P) = ap o),

d(¢p — P) = Jap " @+PTP), (5.10)

onde podemos incluir P dentro da derivada na primeira equagao acima, e P na segunda,

possibilitando reescrever as transformacgoes como,

efb(¢+P715)a<¢+ pP_ ]5) = /7l e~

- _ _ 5.11
efb(¢+PfP)a(¢ +P— P) _ \/ﬁe%P, ( )
de onde obtemos por integragao o seguinte,
e VOHP=P) — _ /rn b/e’szdz +bB(%2),
(5.12)

e VOHP=P) — _ /rn b/e%pdi + DA(2).

Ao compararmos as duas expressoes, vemos que as func¢oes podem ser identificadas como

sendo,
A(z) = =/ /e‘Qdez,
- . (5.13)
B(z) = —\/7u /e%Pdé.
Logo, coletando os resultados, obtemos,
e PP = b (A(2) + B(2)). (5.14)

Isolando ¢, rearranjando os termos e usando propriedades da funcao logaritmica, podemos

escrever como solugao,

. (5.15)
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A solucdo para o campo ¢(z, Z) é invariante se A e B sofrem transformacdes de Mébius

simultaneamente, isto é,

LA+ (B=p
yA+ 0 —vB+9

(5.16)

onde os coeficientes satisfazem a condigao (§ — vy = 1. O tensor momento-energia (holo-

morfico e antiholomoérfico) cléssico é dado por,

T

—(00)” + ~0%,
b (5.17)

T=—(90) + 25%,

os quais podem ser escritos em termos da solugao para o campo ¢(z, z) da seguinte forma,

_ 1 [6314(2)_3(8214(2))2]

202 | 0A(z) 2 (0A(2))? ]’

7oL [8_38@)_3(8_23(5))1.
dB(z) 2 (0B(2))?

(5.18)

2b?
A solucao para a equagdes de Liouville pode ser descrita também por combinagoes lineares
de funcdes holomoérficas e antiholomérficas. Considerando V' = 7%, a equacdo de Liouville
(5.4) torna-se,

VOOV — VOV = —mub®. (5.19)

Logo, o tensor momento-energia em funcao de V' é dado por,

2
r-_ 9V

v 5.20
B 52‘/ ( . )
=%

Como solugao da equagao (5.19) para V', temos,

V = b (an(2)b1(2) — a2 (2)ba(2)), (5.21)
onde as funcoes a; e b; satisfazem a seguinte condicgao,

(a10ay — Oayay)(byOby — Obiby) = 1. (5.22)
Normalizando o Wronskiano a 1, isto é,

a18a2 — 8a1a2 = 1,

. (5.23)
blabg - ablbg == 1,

e tomando a derivada na primeira equagao acima, obtemos,

a182a2 = a282a1. (524)
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Analogamente para b; tomando 0. Isso nos permite escrever a parte holomérfica e antiho-

lémorfica do tensor momento-energia como,

1 826L1 1 82a2

T - = ,
b2 aq b2 (05} (5 25)
o L0 19 .
b b b2 by

Podemos relacionar as fungoes nas solugoes para V' e ¢, usando (5.15) e (5.21), de forma

que encontramos,

a1(z) = (0A(z _1/2, as(z) = A(Z) ,
W)= 2O )= - (9B()

—_ 1727
(0B(z))"
Notamos das relagoes acima que A = Z—f Portanto, sob transformacao de Mobius dada

em (5.16) para A e B, as funcoes a; e b; transformam-se linearmente, isto é,

ay = 0ay + yag,
= pay + Cas,
2 = P c (5.27)
b1 = Cby + by,
[;2 :’yb1+(5b2,

preservando por construgao a invariancia de V' sob tais transformagdes, bem como a

condicao sobre o wronskiano.

5.2 Defeitos na teoria de Liouville

Na secao anterior, estabelecemos os aspectos gerais da teoria de Liouville, como
por exemplo a solugdo de campo e o tensor momento-energia associado. Procuramos,
agora, entender o comportamento de tais quantidades quando consideramos defeitos, isto
é, condigdes de contorno internas nao triviais. Os defeitos que serao considerados sao
chamados de tipo II, pois mantém a continuidade do tensor momento-energia entre as

CFTs, usando graus de liberdade auxiliares no defeito [12].

5.2.1 Aspectos classicos: defeitos e permutacao de branas

A agado da teoria com defeito é definida como,

Sp = 1/ (8¢15d)1 + u7re2b¢1> d*z + 21/ (0@5@ + mre%‘”) d*z

21 Jy,

1 1 1
- — ¢>1+¢2 Ab Ab _
* ) { 27‘r¢287¢1 + 27TA8T<¢ ¢2) 7Tb2€ (COSh (le ¢2)b /i)

=
N E
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onde ¥}; é o semi-plano superior o = Imz > 0, 35 é semi-plano inferior, sendo o = Imz < 0.
O defeito se manifesta num campo auxiliar A(7), o qual se encontra na fronteira comum aos
dois semi-planos, isto é, 0 = 0. Na fronteira, o é parametrizado por 7 = Rez. Consideremos

a seguinte variagao da acao,
8Sp = Splp1 + 801, 2 + 62, A + 6A] — Splor, P2, Al. (5.29)

Vamos considerar tais variagoes separadamente, comegando com a variagdo d¢q,

05plén] =5 — / (1 + 561)0(¢1 + 5¢1> + e o) g2
+/ [ —20; (1 + i¢1) —l— A(¢1 +dp1 — o) d (5.30)
+ ge(¢1+5¢1+¢2* W _ WBAb(COSh <¢1 8y — (ﬁg)b _ H) T
— Sh.

Considerando apenas termos de primeira ordem, obtemos,
= 1 1

5SD[¢1] :/ dT (0¢1 8¢1) + —0;¢9 — —O0; A+ @6(¢1+¢2—A)b

ox 1 | 2m o o 2 (5.31)

1
- %eAb sinh (¢1 — ¢2)b| 61,

onde usamos uma integragao por partes e o teorema da divergéncia num passo interme-
diario, a fim de calcular a integral num mesmo dominio, isto é, na fronteira. A condicao
para uma agao estacionaria é de que a variacdo dSp[¢1] seja nula. Sendo a varia¢ao d¢;
arbitraria, por consisténcia da equagao, temos a seguinte equacao de movimento,

b 1
(a 0)¢n +5-0rg2 — o—OrA + B e(@rtoa—np _ %el\b sinh (¢1 — ¢2)b = 0. (5.32)

2m 2

Assim, encontramos a equagdo de movimento devido a variagdo no campo ¢;. Similar-
mente, podemos encontrar outra equagao de movimento, considerando agora, a variacao

d¢9 na variacao da acdo. Tal consideragao resulta em,

1

R

1 1
o — 0 ¢ + —O0- A+ M (orra-yp + %e“’ sinh (¢ — ¢2)b =0 (5.33)

2 2

Sendo considerada a variacao do campo relacionado ao defeito, ou seja, A, obtemos a

seguinte equagao de movimento,

b
;W (61— ¢2) — “ elortor=hb 7T1b€Ab(cosh(<b1—¢2)b—/<;):0. (5.34)

Sendo 0, = 0 + 0, podemos realizar alguma combinacoes lineares envolvendo as trés
equagoes de movimento, no intuito de reduzi-las. Primeiramente, somamos as equacoes
(5.32) e (5.33), resultando em,

O(p1 — o) = wpbe P20, (5.35)
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Subtraindo a eq. (5.35) da eq. (5.34), chegamos em,

091 — 62) = - (cosh (91 — Ga)b — ), (5.36)

e obtemos uma terceira combinagao subtraindo (5.33) de (5.32), originando,
= 2
O(¢1+ ¢2) = (9 + 0)A = 7e ' sinh (61 — 62)b. (5.37)

Para que essas equagoes de movimento sejam validas para todo o, precisamos da seguinte
restricdo sobre o campo A,
O\ =0, (5.38)

isto é, o A deve ser um campo holomoérfico. Essa restrigdo nos permite escrever a equacao
(5.37) como,

Op1 + ¢ — N) = ZeAb sinh (¢1 — ¢2)b. (5.39)

Pode ser mostrado também que essas condigoes do defeito garantem a continuidade do
tensor momento-energia [12],
7O — T(Q)’azo,
5.40
T =T®@]|__,. (5.40)

Além disso, é possivel construir um campo = antiholomérfico ao considerar uma tranfor-

macao de Backlund,
= = e t01+927N) (cosh (¢ — ¢o)b — k), (5.41)

tal que,
0= = 0. (5.42)

A atengao recai, no momento, nas possiveis solugoes para os campos ¢1, ¢2 e A, dadas as
equacoes de movimento acima determinadas. Sabemos que os defeitos sdo caracterizados
pela continuidade do tensor momento-energia entre as teorias, ou seja, através do defeito.
Entendemos, também, que o tensor momento-energia é dado pela derivada de Schwarz
(invariante a transformagoes de Mobius), a qual estabelece uma relagao com a solugao de
campo ¢ dada em (5.15). Portanto, temos que as equagoes de movimento e suas entidades
(campos ¢1, ¢o e tensor momento-energia) satisfazem as restrigoes citadas acima, o que

gera, naturalmente, como solugao para os campos,

¢1:11n< 1 9488 )

2b b2 (A+ B)?
mpb (At B) (5.43)
5 1 | 1 0CoD
=—1In
T2 \wub? (C+D)?)’
onde C' e D sao transformacoes de Mobius de A e B, respectivamente.
! !/
c_Ars , ¢BES (5.44)

YA+’ VB -+
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Podemos reduzir as solu¢oes usando o fato de que os campos sao invariantes a transfor-
macgoes de Mobius simultaneas nas suas fungoes, especificadas no comeco do capitulo em
(5.16). Especialmente, tranformando C' e D simultaneamente nos permite fazer B = D,
0 que nos gera as seguintes solucgoes,

o= L[ 0AOB
oy M\ a2 (A+ B2 )

b Lo (2 0COB
2=\ (C+B2)°

(5.45)

onde C é dado em (5.44). Substituindo as solugoes acima em (5.35), encontramos a se-
guinte condigao,
A-C
—Ab
-2 5.46
VOAIC (5:46)

e notamos que, por construcao, A e C' sao holomorficos e como era esperado, A também é
um campo holomérfico. A equagao (5.39) é satisfeita por tal condigdo acima e as solugoes
dos campos ¢;. Ja substituindo ¢, ¢2 e a condi¢do para A em (5.36), encontramos a

relagao para k como sendo,
K =>—. (5.47)

O campo antiholomorfico do defeito = sob as mesmas consideracoes acima, vem dado por,

[1]

_ mb2<vB2+B(C—5) —ﬁ)) (5.48)

2 OB
0 que nos mostra especificamente a natureza antiholomorfica de =, lembrando que, por
construcao, B é antiholomorfico. Podemos expressar as solugdes na forma de exponenci-
ais, como feitas para V' em (5.21). Estabelecemos nesse caso que as fungoes que surgem
tranformam-se linearmente quando temos transformacoes de Mobius para as fungoes dos

campos ¢;. Neste formato, temos as seguintes expressoes,

e P = W(M(Z’)bl(g) — ax(2)b2(2))
e =\ [rpb? (c1(2)b1 (2) — ea(2)ba(2)),

onde podemos visualizar melhor como a; se relaciona com ¢;, considerando a seguinte

(5.49)

equacao extraida da comparacao entre as solugoes para ¢ e V.

IR -

2k =TrD, (5.51)

Logo, encontramos que,

onde D é a matriz de coeficientes da tranformacao de Mobius, explicitamente dada na

transformacao entre a; e ¢; acima.
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Agora, vamos considerar a seguinte agdo que descreve o produto de duas teorias
de Liouville no semiplano com condig¢oes de contorno dadas pela permutacao de branas

[10, 14, 15].

1 _ _
Sp = —/ (3¢13¢1 + ume®? 4+ 9a0chy + M7T62b¢2) d*z
21 Jx
ar
i )
(5.52)

onde ¥ é o semi-plano ¢ > 0 e 7 parametriza a fronteira em ¢ = 0. Analogamente ao caso

—i i _ _ H (p1+p2—A)b i Ab - _
+ 82{ 27T¢287¢1 + 27TA37<¢1 o) 26 + 7rb2€ (cosh (1 — ¢2)b — K)

anterior (5.28), obtemos um conjunto de trés equagoes de movimento para o sistema,

Opy — Oy = mpbeb(P1+82)e=Ab,

061 — Dy = —ieAb(COSh (91— ¢2)b — k), (5.53)
8¢1 + 5@52 — 8TA = —ieAb sinh (qbl — ¢2)b

As condigoes de permutagao de branas pelas equagoes acima implicam que,

7O — T(2)|U:0’
5.54
T — T(2)|a:o- ( )
Usamos a mesma abordagem para obter as solugoes para os campos,
1 1 0A9B
“= g Ay )
(5.55)

b Lo (2 0BOC
2T mub? (C+ B)? )’

onde a diferenca se encontra na solugao para ¢s, a qual pela condi¢ao sobre as branas, a

fungdo B = B(z, z). O equivalente a equagio (5.46) &,

C—-A

—Ab

et = — 2 (5.56)
VOAIC

onde fica explicito que, diferentemente do caso anterior, A = A(z, 2). J& o parametro k

segue a mesma relagdo dada em (5.47), i.e.,

K=>—. (5.57)

5.2.2 Aspectos quanticos: defeitos e permutacao de branas

Nas se¢oes anteriores vimos os aspectos gerais de uma teoria classica de Liouville
com defeitos. Nos interessa, agora, analisar as propriedades quanticas de uma teoria de
Liouville com defeitos. Iniciamos considerando a algebra de Virasoro dada por,

Znn? = D)oo (5.58)

LmaLn: Lmn
[ | =(m+n) ++12
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onde a carga central é dada por [16],

1
c=1+60Q? Q:b+g. (5.59)

Consideramos agora campos primarios V, da teoria, associados com exponenciais do

campo de Liouville €2*?, os quais tém dimensdo conforme,
A, = a(Q — a). (5.60)

Os campos V, e Vgy_, representam o mesmo campo primdrio, pois ambos os campos

possuem a mesma dimensao conforme. A relacao entre eles é dada por,
Vo = S()Vo—as (5.61)
onde S(«) ¢ a funcdo de reflexdo dada por,

(mpy (0%) 97> D(1 = b(Q — 20))D (=071 (Q — 2a))
2 T(b(Q — 2a))T(1 +b1(Q — 2a)) -

S(a) = (5.62)

A funcao acima aparece na fungao de dois pontos de uma teoria de Liouville da seguinte

forma,

S(a)
(21 — 22)280(z; — 2)%Ae
onde podemos associar a fungdo S(«) a uma matriz S de um processo de espalhamento.
Introduzindo a func¢ao ZZ [13],

(Vi(z1, 21)Val(2e, 22)) = (5.63)

(1)@ (Q — 2a)
W) = =S Z0(Q = 20) (1 = 2(Q = 20))° (5.64)

podemos expressar a fungao S(«a) como,

(5.65)

Usando a representacao de maior peso R, da algebra de Virasoro, temos o espectro de

energia da teoria de Liouville dado por,
H= [ Rg.p® Ry (5.66)

Com isso, temos as ferramentas minimas para calcular funcoes de correlagao com defeitos.
Os defeitos de interesse X possuem a seguinte relagdo com os geradores da algebra de

Virasoro,

(L, X] = [Ln, X] =0, (5.67)

onde X ¢é dado por,
X = / daD(a)P?, (5.68)
2 iR
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onde P sdo projetores no subespaco R, ® R,, escritos da seguinte forma,

P*= > (low N) @ |, M))({or, N| @ {cx, M) (5.69)

N,M

onde os vetores |a, N) e |a, M) formam uma base ortonormal para as copias holomérficas
e antiholomérficas de R, respectivamente. Procuramos entao, determinar os autovalores
do defeito X, isto é, D(«a). Fazemos isso considerando a funcao de dois pontos com defeito,

dada por,
D(a)S(a)

(21 — 22)280 (2 — Z)2A

Para calcular os autovalores, vamos determinar primeiramente a condi¢do de Cardy-

<Va<21,51>Xva(22,52>> = (570)

Lewellen para defeitos [14, 17]. Supondo uma teoria conforme racional de duas dimensdes
com campos primarios dados por ¢;, com o estado de vacuo sendo associado a i = 0,

podemos representar um defeito X por uma soma nos projetores definidos acima.
X=>DP (5.71)

A funcao de dois pontos dos campos primarios com um defeito X é dada por,

Di
(21— 22)28i(2) — 2p)2A

(9i(z1, 21) X (22, 22)) = (5.72)

onde D! = DiCy;, e Oy sendo a funcdao de dois pontos. Considerando a OPE para os
campos primarios, temos,
Ck
Gi(21,21)Pj (22, 22) = > o ZQ)Ai+Aj_AkE‘721 IR Or(22, 22) + descendentes,

k
(5.73)

onde a OPE forma uma algebra com constantes de estruturas dadas por C’fj 6, 18].

Precisamos introduzir uma quantidade para o nimero de ocorréncias do campo ¢; na
OPE. Consideramos que este nimero é dado por NZ-’;, também chamado de ntimero de
fusdao, que neste caso assume os valores de 0 e 1. Utilizemos entao, a funcao de quatro

pontos com defeito,

(0j(21,21)Pi(22, 22) X ¢i( 23, Z3) P (24, 24) X)) , (5.74)

onde prosseguiremos de duas maneiras para realizar o cdlculo. A primeira maneira é
considerando a OPE para os pares ¢;(z1, 21)9;i(22, 22) € ¢i(23, Z3)®;(24, Z4) na funcado de

quatro pontos com defeito, no qual encontramos o seguinte resultado,

- 2
S D*DY (ijfk o D , (5.75)
k L JJ

onde Fj ¢ o bloco conforme definido no capitulo anterior (4.6.4). Podemos identificar as
i

l

= F},(p|z). Podemos ainda, trazer mais

duas notacoes pela seguinte relacao: F, [
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=
—

—.

Figura 7 — Representagdo do bloco conforme em diagrama

familiaridade associando ao diagrama de ondas parciais do bloco conforme, que no caso é
representado na Fig. (7).
A segunda maneira é levando o campo ¢;(z1, z1) para o extremo direito da funcao

de quatro pontos, isto €,

(0 (22, 22) X @i(23, 23) b (24, ) X 9(21, 21)) (5.76)

e dessa forma possibilitando o uso da fungao de dois pontos com defeito (5.72) duas vezes,
encontramos,

Do (Fo |t

vt

A fim de comparar (5.75) e (5.77), usamos a matriz de fusdo Fj,, que transforma os blocos

) . (5.77)

conformes. Para o bloco conforme que aparece em (5.72), utilizamos,

U]fm[”]. (5.78)
11 17

ﬂ[i i]=2ka

JJ m

Escolhendo m = 0 na equacao acima, encontramos a seguinte equacao,

U]fo[??]) :Dw(foléﬂ:]) 5.0
1 1 19 (2

de forma que é possivel extrair a seguinte condicao,

. . 2
J ‘7]) — DD, (5.80)
7 1

> DFDP (C’ijko
k

> DFDO (O{;Fko
k

a qual é conhecida como a condigao de Cardy-Lewellen para defeitos. Usando essa condicao
para teorias conformes racionais, é mostrado em [19] que as constantes de estrutura devem

satisfazer a seguinte equacao,

(5.81)

CLF, Sy
3R €06,

1

jj]_si@-
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l

onde éz = C”E e Fz = FO(]

. Retornando a condigao de Cardy-Lewellen, encon-

(N
tramos,
&6\’ o
ZDOD’“NZ@< J) =D'D’. (5.82)
k fofk
Definindo um quantidade auxiliar U* como,
Dk &\’
=k 5.83
b= (2 (5.59)

a qual nos permite escrever a equacao (5.82) em funcio de ¥* como,

S UENE = W (5.84)

k
A partir da equacdo acima e da definicio D? = DC;; podemos encontrar o coeficiente D,
Esse processo de calculo descrito acima foi construido usando teorias conformes racionais,
no entanto, podemos usé-lo também para a teoria de Liouville (ndo racional), mesmo
que esta possua um ndmero infinito de campos primarios. E mostrado em [15] que a
condicao (5.81) para as constantes de estrutura é valida também para teorias nao racionais.

Particularmente, para a teoria de Liouville temos,

= (5.85)

a1 7
C Fa, =W0)ee—r-—F——,
0 g Qip ] ( )W(Oél)W(OQ)

a2

(5.86)

onde W(a) é a fungao ZZ definida em (5.64). Analisemos o seguinte problema: a OPE
entre campos primarios com «y e ag arbitrarios na teoria de Liouville possui um ntmero
infinito de estados primarios intermediarios, o qual faz com que, a primeira vista, seja
problematico usar a equagao (5.84), justamente pela construgao e por assumir que NZ-’} é
somente 0 ou 1. Entretanto, podemos contornar tal problema ao considerar o procedimento
de Teschner [20]. Tal procedimento se basea na existéncia de campos degenerados (mesma
dimensao conforme) na teoria de Liouville, ou seja, campos que seguem a eq. (5.61). A

OPE entre campos V,,, com « pertecendo ao conjunto,

mmn — b, .
i, 5 + 5 (5.87)

onde m,n € N, com outros outros campos, produzem um nimero finito de termos. O pro-

cedimento de Teschner nos diz para usar ¢; como um dos campos V, Essa escolha faz

m,n

com que o lado esquerdo da equagao (5.84) tenha um ntimero finito de termos, resolvendo
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o problema. Consideremos o caso mais simples, ou seja, fazendo m = 1 e n = 2, temos

o = —g. O campo relacionado é V_/5. A OPE com um campo genérico V,, é dado por,
VoV ~ C 2 Vg + C 402 V. (5.88)

Fazendo j = —b/2, i = a e k = a £ b/2 nas equagoes (5.83) e (5.84), obtemos,
V()W (=b/2) = V(w—b/2) + ¥(a+b/2), (5.89)

e também,

D(a) w)\>
BO) ~ T(a) ( ) : (5.90)

A solugao para ¥ é encontrada [14],

sin(mmb ' (2a — Q)) sin (mnb(2a — Q))
Vmn(e) = sin (7mb~1Q) sin (1nbQ) ’ (5.91)

e usando na equacgao (5.90), temos,

2v/2sinTmb ™ (2o — in mnb(2a —
Dm,n(co = \/_S ( W2(§>)S ( Q)7 (592)

Dividindo a equagao acima por S(«) dado em (5.65), encontramos,

B _2\/5 sin (rmb~!(2a — Q)) sin (mnb(2a — Q))
Prn = W(Q — o)W (a) | 9

onde podemos usar a seguinte propriedade da fungao ZZ,
W(Q — a)W(a) = —2v2sin (7b' (2a — Q)) sin (7b(2a — Q)) (5.94)

para finalmente chegarmos ao resultado,

sin (rmb ™! (20 — Q)) sin (mnb(2a — Q)

Prmn = sin (mb~! (20 — Q)) sin (7b(2a — Q)

(5.95)

Notemos que os indices m e n caraterizam uma familia de defeitos discretos. Vamos
agora, desenvolver a expressao para a familia de defeitos continua. Usando o procedimento
desenvolvido no contexto de teoria de Liouville e teoria de Toda com contornos [21, 22].
No caso tratado, D(—b/2) é a funcao de dois pontos associada ao campo degenerado V_p/o
no contexto de defeitos, a qual é funcdo de x e b, onde k parametriza o defeito. Vamos
definir,

A, b) = ZW, (5.96)
D(a) = U(o) (5.97)



Capitulo 5. Defeitos em teorias de campos conformes 94

Considerando o caso j = —b/2,i = a, e k = a+b/2, e substituindo A(k, b) e T em (5.82),

encontramos,

(W) A(r, D)W () = W(ar = b/2) + U (a + b/2). (5.98)

A solugao para a equacao acima é,

T, (a) = —v2cosh (215(20 — Q)), (5.99)

onde o parametro s possui a seguinte relagdo com A(k, b),

2 cosh (2mbs) = A(k, b) (W) . (5.100)

Retornando a solucdo ¥,(a) em (5.97), obtemos,

Dy(e) = — ﬂCOShéézzga —9) (5.101)

a partir do qual, podemos encontrar o coeficiente D,

cosh (2ms(2a — Q))

Dyla) = 2sin (rb71 (20 — Q)) sin (7b(2a — Q)

(5.102)

A equacao acima define uma familia de defeitos continua parametrizada pelo indice s.

Portanto, a funcao de dois pontos com defeito (5.70) toma a seguinte forma,

1 v2cosh (275(2a — Q))

WQ(OZ) (21 — 22)2A5 (21 — EQ)QAS

(Val21, 21) X Va(22, 22)) = — (5.103)

Podemos extrair uma carateristica interessante considerando que os estados asso-
ciados a permutacao das branas de fronteira | B), no produto de duas teorias de Liouville
(L1xLy) satisfazem as seguintes condigdes de continuidade [42],

(LY = LE)|B), =0,

n

(L® — L) |B), =0, (5104

n

as quais podemos comparar com as condigdes dadas em (5.67), e notar que ao trocar as

) podemos

componentes holomérficas por antiholomorficas na segunda coépia, isto é, L
calcular a funcao de dois pontos para a teoria de permutacado de branas, utilizando o
resultado obtido em (5.70), e simplesmente troquemos 2z, com Zs, resultando em,

1 v/2cosh (275(2a — Q))

O e oy ' 5.105
< - (21,21) o (22,22)>7; WZ(CY) (Zl . 52)2As(§1 _ ZQ)QAS ( )

Este resultado mostra claramente a relagao dos aspectos de uma teoria de Liouville com

defeitos a uma teoria de Liouville no formalismo de branas.
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6 Conclusoes

Nesta dissertacao, estudamos as principais propriedadades da teoria de campos
conformes e algumas aplicacdo em problemas com fronteiras e defeitos. Em particular, no
capitulo 2 estudamos o grupo de simetria conforme através das transformagoes infinitesi-
mais e sua correspondente algebra. Avaliamos a invaridncia conforme numa teoria classica
de campos através da determinacao da representacao de tais teorias, e analisamos como os
campos se transformam conformemente em d dimensoes. Classicamente, determinamos as
correntes conservadas aplicando o Teorema de Noether, dando especial atengao ao tensor
momento-energia. Ja para analisar a invariancia conforme numa teoria quantica de cam-
pos, estudamos as fungoes de correlacdo para dois e trés pontos, e como a imposi¢ao da
covariancia conforme fixa a forma de tais fung¢oes. Em seguida, construimos as identidades
de Ward, que relacionam a corrente conservada de uma teoria classica com os possiveis
geradores de uma teoria quantica.

A partir do capitulo 3, particularizamos o estudo para duas dimensoes. Inicial-
mente, consideramos o grupo conforme e seus geradores, para determinar a forma das
fungoes correlacao entre campos primarios a partir da invariancia sob o grupo. Por outro
lado, analisamos a invaridncia global e identificamos os geradores da algebra conforme,
também chamada de algebra de Witt. No nivel quantico, separamos as identidades de
Ward em uma componente holomérfica e outra antiholomorfica, o qual foi importante
para definir a expansao de produtos de operadores (OPE). Na sequéncia, exemplificamos
0 béson e o férmion livres, os quais demonstraram um termo anémalo no calculo da OPE
entre o tensor momento-energia e o campo. Esse termo ficou determinado em termos da
chamada carga central de uma teoria, a qual vimos que esta relacionada com a energia
de Casimir do sistema.

No capitulo 4, passamos a estudar a estrutura de uma teoria quantica de campos
conforme, definindo os operadores, a quantizacao radial, e o ordenamento radial. Encon-
tramos, em seguida, a algebra de Virasoro, bem como os geradores conformes e o espago de
Hilbert associado. Através de dois sistemas fisicos (bdson e férmions livres), introduzimos
os contornos nas teorias e investigamos por diferentes condi¢oes de contorno, as diversas
implicacoes sobre as quantidades fisicas, como os autoestados de energia e as energias de
vacuo, explicitando a natureza dos campos bosonicos e fermionicos. Concluimos que os
diferentes contornos influenciam em carateristicas globais, como as energias de vacuo, no
entanto, nao influenciam no limite de curtas distancias. No decorrer, fez-se necessario a
defini¢cao de um novo ordenamento normal, objetivando estudar a algebra de operadores e
as familias conformes, isto é, definindo os campos descendentes e como estes formam uma

familia com o campo primario associado. De maneira estrutural, foram obtidos os blocos
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conformes, i.e., bases algébricas para a construcao de teorias conformes. Essas estruturas
tém um papel fundamental no estudo de teorias conformes na presenca de contornos e
defeitos.

No capitulo 5, consideramos uma aplicagao na teoria de Liouville, para a qual
estudamos primeiramente a teoria classica com defeitos e com permutagao de branas, e
posteriormente analisamos os aspectos quanticos. Explicitamente, calculamos a contri-
buicdo do defeito para a funcao de correlacdo de dois campos priméarios, para o qual foi
fundamental o uso do procedimento introduzido por Teschner. A partir desse resultado,
usamos a equivaléncia da teoria de Liouville com defeitos e com permutacao de branas

para determinar a forma da funcio de dois pontos no ultimo caso.

Por fim, podemos mencionar algumas perspectivas de continuacao deste trabalho.
Um assunto importante é a possivel extensdo da andlise feita nesta dissertacao na teoria
de Liouville com defeitos para teorias mais gerais, como é o caso da teoria de campos de
Toda com defeitos tipo II, as quais tem sido estudadas recentemente [43, 44, 45]. Outro
assunto interessante que pode ser considerado é o estudo dos modelos fermidnicos com

defeitos, e possiveis extensoes supersimétricas [12].
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