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Resumo

Em 1953, P. P. Korovkin estabeleceu um critério simples para determinar se uma
sequéncia {L,},>; de operadores lineares positivos no espago das fungoes reais continuas
C[0,1] converge para o operador identidade na topologia da convergéncia pontual de
operadores. Mais precisamente, ele verificou que se L,g — ¢ uniformemente em [0, 1]
para toda g € {1, z, 2%}, entdao L, f — f uniformemente em [0, 1] para toda f € C[0,1].

Neste trabalho, abordaremos alguns teoremas tipo Korovkin para operadores lineares
positivos no espaco Cy(X) das func¢des reais continuas que se anulam no infinito, quando
X é um espaco de Hausdorff localmente compacto. Também apresentaremos uma versao

do teorema de Korovkin via processo .4-soma.

Palavras—chave: Korovkin, operadores positivos, processo A-soma.



Abstract

In 1953, P. P. Korovkin established a simple criterion to determine if a sequence
{Ly}n>1 of positive linear operators in the space of real continuous functions C|0, 1] con-
verges to the identity operator in the topology of pointwise convergence of operators.
More precisely, he verified that if L,,g — ¢ uniformly in [0, 1] for all g € {1, x, 2}, then
L,f — f uniformly in [0, 1] for all f € C]0,1].

In this work, we will discuss some Korovkin-type theorems for positive linear operators
in the space Cy(X) of the real continuous functions that vanish at infinity, when X is a
locally compact Hausdorff space. Also we will present a version of the Korovkin theorem

via A-summation process.

Keywords: Korovkin, positive operator, A-summation process.
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Introducao

Os Teoremas do tipo Korovkin fornecem critérios simples e tteis para determinar se
uma sequéncia de operadores lineares positivos, definidos em certos espagos de funcgoes é
um processo de aproximacao, isto é, se a sequéncia de operadores converge para a iden-
tidade na topologia da convergéncia pontual de operadores. Basicamente, estes teoremas
apresentam subconjuntos de fungoes teste cujas propriedades de aproximacao garantem
a de todo espaco, simplificando o processo de aproximacao.

O termo "teoremas do tipo Korovkin" é devido a P. P. Korovkin que em 1953 descobriu
que as funcoes 1, e; = x e ey = 22 sdo funcoes teste no espaco das funcoes reais continuas
C([0,1]). Tal resultado ficou conhecido como Primeiro Teorema de Korovkin e estabelece
que se {L,},>1 ¢ uma sequéncia de operadores lineares positivos em C([0, 1]), tais que,
para cada g € {1,e;,es} nlgr;} L,(g) = g uniformemente em [0, 1] entdo, para toda f €
C([0,1)), 7L11—>I£10 L,(f) = f uniformemente em [0,1]. H. Bohman [12] demonstrou um
resultado como este considerando sequéncias de operadores lineares positivos em C/0, 1]
da forma L(f) = Zf(ai)cpi(x), 0 <z <1, onde {a;};c; ¢ uma familia finita em [0, 1] e
p; €Cl0,1],1€1 .Zeéutro predecessor de Korovkin foi T. Popoviciu [37] que publicou um
resultado similar num artigo escrito em romeno. Em 1959, P. P. Korovkin afirma em seu
Segundo Teorema que {1,cosx,sinz} é um conjunto teste no espaco Co(R) das fungoes
2m-periodicas continuas na reta.

Varios matematicos estenderam os teoremas de Korovkin em muitos aspectos e confi-
guragoes, incluindo outros espagos de fungoes, espacos funcionais, reticulados de Banach,
algebras de Banach, espacos de Banach e assim por diante. Tais investigagoes deram ori-

gem a uma nova teoria que hoje é conhecida como Teoria da Aproximacao tipo Korovkin.



Esta teoria tem fortes ligagoes com a Teoria da Aproximacao, Analise Funcional, Anélise
Harmonica, Teoria da Probabilidade e Equacoes Diferenciais Parciais.

O presente trabalho foi dividido em quatro capitulos, organizados da seguinte forma:

O primeiro capitulo inicia-se com um resumo das propriedades de operadores lineares
positivos juntamente com algumas notacoes. Em seguida, passamos para os espacos
localmente compactos e o espaco Cy(X) de todas fung¢oes reais continuas que se anulam
no infinito em um espac¢o X localmente compacto. Abordamos, inclusive, alguns conceitos
de medidas positivas limitadas de Radon, medidas finitas de Borel entre outros, essenciais
para a compreensao dos demais capitulos.

O Capitulo 2 contém os classicos Primeiro e Segundo Teoremas de Korovkin. Ao longo
deste capitulo, apresentamos diversos processos de aproximacao classicos dados pelos
operadores Bernstein sobre [0, 1] e sobre o hipercubo, operadores Kantorovich, operadores
de convolucao de Fejér, operadores Szasz- Mirakjan e operadores de convolugao de Gauss-
Weierstrass. Também veremos que o Primeiro e o Segundo Teoremas de Korovkin sao
equivalentes as versoes algébrica e trigonométrica, respectivamente, do classico Teorema
de Aproximacao de Weierstrass.

O Capitulo 3 descreve os teoremas tipo Korovkin e operadores lineares positivos no
espaco Cp(X). Neste capitulo, apresentamos caracterizagdes de subconjuntos de Korovkin
e finalizamos com alguns aplicacées para o operador identidade.

O Capitulo 4 trata de uma versao do teorema de Korovkin em C(X), X compacto
de Hausdorff, estabelecida por O. G. Atlihan e E. Tas. Os classicos Primeiro e Segundo
Teoremas de Korovkin sao casos particulares desse resultado. A demonstracao é baseada

num método de somabilidade de sequéncias de matrizes infinitas regulares.



Capitulo 1

Preliminares e notacoes

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes, notacoes e resultados que serao

utilizados na dissertacdo. Utilizamos a referéncia [3| de Altomare.

1.1 Conceitos basicos

Dado um espago métrico (X, d), para cada xg € X e r > 0, denotaremos por B(zg, )

e B'(xg,r) a bola aberta e a bola fechada de centro xq e raio r, respectivamente:
B(zg,7) ={z € X : d(xg,x) <71} (1.1)

B'(zg,7) ={x € X : d(xg,z) < r}. (1.2)

O simbolo F(X) representa o espaco vetorial de todas as fungdes reais definidas em
X.

Se M é um subconjunto de F'(X), entdo designamos por span(M) o subespago vetorial
gerado por M. Denotamos por B(X) o subespago vetorial de todas as fungoes f : X —
R que sao limitadas, munido da norma da convergéncia uniforme (norma do supremo)

definida por:

||f||oo=§161)13|f($)| (f € B(X)). (1.3)



(B(X),||-||oc) & um espaco de Banach. Os simbolos C(X) e Cp(X) denotam os subes-
pacos vetoriais de todas as funcoes continuas, respectivamente continuas e limitadas em
F(X). Finalmente, denotaremos por UC,(X) o subespago vetorial de todas as fungoes
uniformemente continuas e limitadas em F(X). Ambos os espagos Cy(X) e UC,(X) sdo
fechados em B(X) e portanto, dotados com a norma do supremo sdo espagos de Banach.

Um subespaco vetorial £ de F'(X) é um subespaco reticulado se
Ifle E VfeE. (1.4)

Por exemplo, os espagos B(X), C(X), Cp(X) e UC,(X) sao subespacos reticulados.
Note que a partir de (1.4), segue que sup(f,g), inf(f,g) € E para cada f,g € E, onde

sup(f, g)(z) = sup(f(z),9(x))  (z€X) (1.5)
inf(f, 9)(x) = inf(f(x). g(x) (€ X), (1.6)
Disso decorre imediatamente as identidades elementares
frg+1f—g : fr9—1f—yg
aup(fg) = LI g g = TRV 0
Mais geralmente, se fi,..., f, € E,n > 3, entao
121271 fiek e 151; fieE.
Dizemos que um subespaco vetorial £ de F/(X) é uma subélgebra se
f-gel Vf,g€E, (1.8)

ou equivalentemente, se f2 € F para toda f € E. Neste caso, se f € E en > 1, entdo
f™ € E e, portanto, para cada polinomio real Q(x) = ayx + asx® + ... + ap,z™(z € R) que

se anula em 0, a funcao

QUf) =arf +af’+... +anf" (1.9)

pertence a E. Se E contém as fungoes constantes, entdo P(f) € E para cada polino-

mio real P. Note que uma subdlgebra nao ¢ necessariamente um subespaco reticulado



(C'([a,b]) & um contra-exemplo). No entanto, toda subélgebra fechada de Cy(X) é um
subespaco reticulado (veja Lema 3.2.3).

Dado um subespaco vetorial E de F'(X), um funcional linear p : £ — R é positivo se
p(f) >0 VYfeE f>0. (1.10)

O exemplo mais simples de um funcional linear positivo é o funcional chamado avali-

acao num ponto a € X definida por

0a(f) = fla) — (f € E). (1.11)

Se (Y,d’) é outro espago métrico, dizemos que um operador linear T': E — F(Y) é

positivo se

T(f)>0 YfeE, f>0. (1.12)

Cada operador linear positivo 7" : £ — F(Y) da origem a uma familia (p,),ey de

funcionais lineares positivos em E definidos por

wy(f) =T(Ny)  (feE). (1.13)

Listaremos algumas propriedades elementares de funcionais lineares positivos.
O simbolo F pode representar o corpo R ou um espago F(Y'), sendo Y um espago
métrico arbitrario. Considere um subespago vetorial £ de F(X) e um operador linear

positivo T': E — F. Entao:
(i) Para quaisquer f,g € E, f < g,
T(f) <T(9). (1.14)
(ii) Se E é um subespago reticulado entao

THI<TASD (f € B). (1.15)

(iii) (Desigualdade de Cauchy- Schwarz) Se E é um subespago reticulado e uma subal-

gebra, entao

T(f-9l) <VT(f?)-T(¢?)  (f,9€E). (1.16)



Em particular, se 1 € E, entao
T(fh <vT)-T(f2)  (f€E). (1.17)
(iv) Se X é compacto, 1 € Ee F ¢ R ou B(Y), entao T é continuo e

Tl = 1T (W) (1.18)

Assim, se u : E — R é um funcional linear positivo, entao p é continuo e ||p|| = u(1).

1.2 O espago Cy(X)

Apresentaremos algumas defini¢oes basicas e resultados sobre o espaco das funcoes
reais que se anulam no infinito, definidas num espaco de Hausdorff localmente compacto.
Para obter mais detalhes, sugerimos (|8|, Capitulo IV) ou (|18], Capitulo 3).

Comecamos recordando que um espago topologico X é compacto se toda cobertura
aberta de X tem uma subcobertura finita. Um subconjunto de um espago topolégico
é compacto se é compacto na topologia relativa. Um espaco topologico é localmente
compacto, se cada um dos seus pontos possui uma vizinhanca compacta.

Se X é localmente compacto e Hausdorff (ou seja, para cada par de pontos distintos
x1, T2 € X existem vizinhancas U; e Us de x; e x9, respectivamente, tal que Uy N U, = ),
entao cada ponto de X tem um sistema fundamental de vizinhangas compactas.

Todo espaco compacto é localmente compacto. Os espacos R? d > 1, sdio exemplos
fundamentais de espagos localmente compactos (ndo compactos). Além disso, se X &
localmente compacto, entao todo subconjunto aberto de X e todo subconjunto fechado
de X, dotado com a topologia relativa, é localmente compacto. De modo mais geral, um
subconjunto de um espaco de Hausdorff localmente compacto, dotado com a topologia
relativa, é localmente compacto se, e somente se, ele é a intersecao de um subconjunto
aberto de X com um subconjunto fechado de X (veja [18], Corolario 3.3.10 |). Portanto,
todo intervalo real é localmente compacto.

Um espago topologico X é dito ser metrizavel se a sua topologia é induzida por uma

métrica em X. Neste caso, dizemos que X é completo se uma tal métrica é completa.



Note que todo espago compacto metrizavel é completo e separavel (isto é, contém um
subconjunto enumeravel e denso).

Um papel especial na teoria da medida em espacos topologicos e na teoria da apro-
ximacao tipo Korovkin é atribuido aos espacos de Hausdorff localmente compactos com
uma base enumeravel, ou seja, com uma familia enumeravel de subconjuntos abertos de
tal forma que cada subconjunto aberto é a uniao de elementos dessa familia. Tais espacos
sao metrizaveis, completos e separaveis. Um espaco metrizavel tem uma base enumeréavel
se, e somente se, for separavel. Os espacos R? d > 1, e cada subconjunto deles aberto
ou fechado sao espacos de Hausdorff localmente compactos com uma base enumeravel. A
partir de agora, vamos fixar X como sendo um espaco de Hausdorff localmente compacto.
Denotaremos por K(X) o subespago vetorial de todas as fun¢oes reais continuas sobre X

com suporte compacto, isto é,
K(X)={f:X —R: supp(f) é compacto}

onde,

supp(f) ={z € X : f(x) # 0}
Note que K(X) C Cp(X) pois se f € K(X) entao

f‘supp(f) : 5Upp(f> — R

é limitada, uma vez que toda aplicacao continua real de dominio compacto é limitada. E
por outro lado, se z ¢ supp(f) entdo f(x) =0 e portanto limitada.

Ademais, K(X) ¢ um subespaco reticulado de Cy(X).

O proximo resultado mostra que ha um nimero suficiente de fun¢oes em K(X). (Para

uma prova, veja [8], Corolario 27.3).

Teorema 1.2.1. (Lema de Urysohn) Para todo subconjunto compacto K de X e para
todo subconjunto aberto U contendo K, existe ¢ € K(X) tal que 0 < p <1, 9o=1em K

e supp(p) C U (e portanto p =0 em X —U ).

Outro espaco de fungdes fundamental é o espago Cy(X), que é definido como o fecho

de K(X) em Cp(X) em relagdo & norma supremo (||.||«), em simbolos iremos denotar por

Co(X) == K(X).



Co(X) é um subespago fechado de Cy,(X) e, portanto , munido com a norma (|/.||s) ,
¢ um espaco de Banach .
Por meio do lema de Urysohn, nao ¢ dificil provar a seguinte caracterizacao de funcoes

que encontram-se em Cp(X).

Teorema 1.2.2. Suponha que X ndao é compacto. Para uma funcio f € C(X), as

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) [ e Co(X);

(i) para todo € > 0 existe um subconjunto K compacto de X tal que |f(x)| < € para
cada v € X — K;

(11i)) {x € X :|f(x)| > €} € compacto para todo € > 0.

Por causa do teorema anterior, as funcoes em Cy(X) sao ditas fungdes que se anulam
no infinito. Se X é compacto, entao Cy(X) = C(X). Além disso, Cy(X) é um subespago
reticulado de Cy,(X) e, dotado com a norma do supremo, é separavel desde que X tenha
uma base enumeravel.

Outra caracterizagdo das fun¢des em Cy(X) envolve sequéncias de pontos de X que
convergem para o ponto no infinito de X. Mais precisamente, assumindo que X nao é
compacto, uma sequéncia {x,},>1 em X converge para o ponto no infinito de X se para
cada subconjunto compacto K de X existe ng € N tal que z,, € X — K para todo n > ny.
Para tal sequéncia e para toda f € Cy(X), temos que

lim f(z,)=0. (1.19)

n—o0

Por outro lado, uma funcdo f € C(X) que satisfaz (1.19) para cada sequéncia {z, },>1
convergindo para o ponto no infinito de X encontra-se necessariamente em Cy(X), desde
que X seja enumeravel no infinito, isto ¢, X ¢é uniao de uma sequéncia de subconjuntos
compactos de X. Note também que X é enumeravel no infinito se, e somente, existe
fo € Co(X) tal que fo(x) > 0 para cada z € X. Por outro lado, se X tem uma base

enumeravel, entao X é enumeravel no infinito.



Recordemos que um reticulado Banach E é um espaco vetorial dotado com uma norma

||.|| € uma ordem < em E tal que
(i) (E,||-]|) é um espaco de Banach;
(ii) (F, <) é um reticulado vetorial;
(iii) Se f,g € E e [f] < |g| entao [[f]| <{lg]|

sendo |f| = sup(—f, f) para toda f € E.
Os espagos Cy(X) e C(K) , (K compacto), dotados com a ordem usual e a norma
do supremo, sdo reticulados Banach. Da mesma forma LP(X, 1), dotado com a norma

natural ||.||, e ordem <,
f <gse f(x) < g(xr) para x € X quase sempre,

é um reticulado Banach.

Se E e F sao reticulados Banach, um operador linear L : E — F' é positivo se
L(f)>0paratoda f € E, f > 0.

Todo operador linear positivo L : E — F' é continuo, (veja, por exemplo, [1], Teorema
12.3 ). Além disso, se E = C(X), X compacto entao ||L|| = ||L(1)]|.

Uma ferramenta ttil que desempenha um papel importante na Teoria da Aproximagao
tipo Korovkin sao as medidas de Radon. Vamos trabalhar com medidas de Radon positivas
e limitadas, que sdo, por defini¢ao, funcionais lineares positivos em Cy(X). O conjunto
de todos eles sera denotado por M (X).

Cada p € M (X), isto é, cada funcional linear positivo: pu : Co(X) — R, é continuo

(com respeito & norma do supremo), e a sua norma

el = sup{[u(f)] - f € Co(X), [If]] <1}, (1.20)

¢ chamada a massa total de p.
Um exemplo simples de medida de Radon positiva é a medida de Dirac em um ponto

a € X, que é definida por

0a(f) = fla)  (f € Co(X)). (1.21)
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Uma combinacao linear positiva das medidas de Dirac é chamada de medida discreta
(positiva).

Em outras palavras, uma medida de Radon p € M} (X) é discreta se existe um
ntmero finito de elementos aq,...,a, € X, n > 1, e um ntmero finito de ntimeros reais

positivos Aq, ..., A, tais que
= z”: Aida,;, (1.22)
i=1
isto é, i
p(f) = Aif(as), (1.23)
i=1
para toda f € Cp(X).

n
Neste caso, ||u|| = Z Ai e p também é dita ser suportada sobre {ai,...,a,}.
Em seguida, apreseriliflnemos uma caracterizagao de medidas de Radon discretas. Nor-
malmente, essa caracterizacao ¢ provada usando a nocao de suporte de medidas Radon
(veja, por exemplo, [13|, Capitulo III, Segao 2 e [16], Vol. I, Secao 11). Uma demonstracao

simples e direta pode ser encontrada no artigo de Altomare |3].

Comecamos com o seguinte resultado.

Teorema 1.2.3. Seja i € M (X) e considere um subconjunto fechado Y de X tal que
p(e) =0, para toda ¢ € K(X), supp(¢) C X =Y. (1.24)

Entao u(f) = pu(g) para toda f,g € Co(X) tal que f =g em Y.
Demonstracao. Veja (]3], Teorema 11.5). O

Ressaltamos que existe um subconjunto fechado Y de X satisfazendo (1.24). O menor
deles é chamado suporte da medida p (veja as referéncias dadas antes do Teorema 1.2.3).

Um exemplo importante de um subconjunto Y satisfazendo (1.24) é dado abaixo.

Corolario 1.2.1. Seja u € M (X) e considere uma familia arbitrdria (fi)ie; de fungoes

positivas em Cy(X) tal que p(f;) =0 para todo i € I. Entao

Y ={zxe€ X: fi(x) =0 para todo i € I}
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satisfaz (1.24).
Portanto, se f, g € Co(X) e se f(x) = g(x) para todo x € Y, entao u(f) = u(g).
Demonstracao. Veja (]3], Corolario 11.6). O

Teorema 1.2.4. Dados u € M (X) e elementos distintos ay,--- ,a, € X, n > 1, as

sequintes afirmacoes sao equivalentes

(i) Ezistem Ai,..., A\, € [0,400] tal que p = Z)\iéai, (veja (1.23));

i=1

(ii) Se ¢ € K(X) e supp(p) N{ay, - ,a,} =0, entao u(p) = 0;

(11i) para todo x € X —{ay,--- ,a,} existe f € Co(X), f >0 tal que f(x) >0, f(a;) =0
para cadai=1,--- . neu(f)=0.

Demonstracao. Veja (]3], Teorema 11.7). O

Terminamos o capitulo, com um resultado de convergéncia vaga de medidas de Radon.
Para mais detalhes, consultar, por exemplo, (|8, § 30), (|16], Vol. I, §12) ou (|21]).

Uma sequéncia {fi, },>1 € M; (X) é dita convergir vagamente para u € M (X) se

lim pu,(f) = p(f) para toda f € Co(X). (1.25)

n—oo

Assim, (1.25) significa simplesmente que p,, — p fracamente estrela no espago dual de

Co(X). O termo "vagamente" é comum em Teoria da Probabilidade.

Teorema 1.2.5. Se X tem uma base enumerdvel, entdo cada sequéncia em M (X) que
é limitada com respeito a norma (1.20), tem uma subsequéncia que converge vagamente

para algum p € M (X).

Uma demonstracao deste resultado pode ser encontrada em ([39], pag. 68).



Capitulo 2

Teoremas Classicos

Neste capitulo, apresentaremos os teoremas classicos de Korovkin e suas aplicagoes.

Nos baseamos na referéncia [3] de Altomare.

2.1 Primeiro Teorema de Korovkin

O Primeiro Teorema de Korovkin fornece um critério muito ttil e simples para saber
se uma determinada sequéncia {L,},>; de operadores lineares positivos em C([0,1]) é
um processo de aproximacao, isto é, L,(f) — f uniformemente em [0, 1] para toda f €
([0, 1]).

Para enunciar tal teorema, introduziremos as fungoes
em(t) =1, te0,1] em > 1. (2.1)

Teorema 2.1.1. ( Korovkin - 1953, [27]) Seja {L,}n>1 uma sequéncia de operadores
lineares positivos de C([0,1]) em F([0,1]), tais que, para cada g € {1,e1,e2}

lim L,(g) = g uniformemente em [0, 1].

n—oo

Entao, para toda f € C([0,1]),

lim L,(f) = f uniformemente em [0, 1].

n—o0

12
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Demonstracao. Para cada x € [0, 1], considere a func¢do auxiliar
N (t) = |t — z| (0<t<1). (2.2)

Entao,
ma(t) = (|t —a])?
ni(t) = t*—2tx + 2*
= ey —2xe; + 2% 1.
Seja { L, },>1 uma sequéncia de operadores lineares positivos satisfazendo as hipoteses
do Teorema, isto é,

lim L,(g) = g uniformemente em [0, 1],
n—00

para cada g € {1,e1,es}.

Dai, para todo = € [0, 1], temos que
Vg&LA@):TH&LA@—2uq+x?1):JEHLA@)—mmAqy+ﬁL4n]
:eg—2xel+x2~1:ni.

Em particular,

lim L,(n?)(x) = 2* — 22* + 2° = 0. (2.3)

n—s00
Seja f € C([0,1]). Como f é uniformemente continua, dado € > 0 existe § > 0 tal que
|t —y| < ¢ implica [f(t) — f(y)| <e
Fixe um ponto arbitrario = de [0,1]. Se n,(t) < 0 entao |f(z) — f(t)] <e.
Se n,(t) > 0 entao

21 f1ls0
)~ )] < 2017 < ez
Assim, para todo t € [0, 1] temos,

@)= )] < e+ o)

Escrevendo em termos de fungoes temos que,

£) 1 fl et AWy
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Pela linearidade e positividade de L,, segue que,

F@)La(D)(@) — Lu(£)(@)] < eLa(D)(@) + Ml 2y

<Ll + e 2 ),

Como L,(1) — 1 e L,(n?)(z) — 0 o resultado acima ja garante a prova do teorema

uma vez que,

£@) ~ L(@] < 11@) ~ F@ L)) + 1) L)) — Lo(F)(z)
< U@~ Lo+ ALl + 2 2
< Nl Za0)] 4 € elit = Lol + 2 1 ) 0)

2||f||oo

€+ (1 flloo + T = Ln(DI] +

—5 Lu(n3)(2).

Podemos tomar n suficientemente grande de forma que (||f||e + €)||1 — L,(1)|| < € e

2||(J;2||oo L.(n?)(z) < € e assim, |f(x) — L,(f)(x)| < 3¢ para todo x € [0, 1]. m

Observacoes 2.1.1.
1. O Teorema 2.1.1 também é vdlido para qualquer intervalo compacto [a,b].

2. Nao eziste conjunto teste para Cla,b] formado somente por duas func¢éoes. Veja

Korovkin [27].

Considere agora um espago métrico (X, d). Estendendo (2.2), para qualquer x € X

denotamos por 7, € C(X) a funcdo

ne(y) =d(z,y)  (y€X). (2.4)

O proximo resultado é uma generalizacao do Teorema de Korovkin e pode ser encon-

trado em [3].

Teorema 2.1.2. Seja (X,d) um espago métrico e considere um subespago reticulado E
de F(X) contendo as fungoes constantes e todas as fungoes > (v € X). Seja {Ly,}n>1
uma sequéncia de operadores lineares positivos de E em F(X) e Y um subconjunto de X

tal que,
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(i) lim L,(1) =1 uniformemente em Y.
n—oo

(ii) lim L,(n?)(x) = 0 uniformemente em relacio a v €Y.
n—oo

Entao, para toda f € ENUC,(X),

lim L,(f) = f uniformemente em Y.
n—oo

Demonstragao. Considere f € ENUC,(X) e € > 0. Uma vez que f ¢ uniformemente

continua, existe 6 > 0 tal que,

|f(z) — f(y)| <€, para quaisquer z,y € X tal que d(x,y) < 0. (2.5)
Por outro lado, se d(z,y) > §, entdo d(m;s, y) > 1 e assim,
2|[flso
£) — F)l < 17|+ 1) < 2l < 22 (e ). (2.6
Portanto, para = € X fixo, obtemos de (2.5) e (2.6) que
2|[flso
£ fa) 1) < AW o

e portanto, usando (1.14) e (1.15), temos que para qualquer n > 1

LD - LV < Lullf = 1) 1D(o) < L (22 4 ¢) (o)

Assim,

[ Ln(f)(2) = f(2) Lo (1) ()] < Lu([f = f(@)])(z) <
Portanto, pelas hipoteses (i) e (ii) segue que

lim L, (f) = f uniformemente em Y.
n—oo

]

O Teorema 2.1.2 tem uma generalizagao natural para espacos completamente regulares
(para mais detalhes, indicamos [5]). Além disso, a prova acima pode ser adaptada para

mostrar o Teorema 2.1.3.
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Lema 2.1.1. Seja (X,d) um espaco métrico localmente compacto. Entdo, para cada

subconjunto compacto K de X e para cada € > 0, existem 0 < € < € e um subconjunto

compacto K, de X tal que

B'(x,€) C K., para todo x € K.

Demonstragao. Dados x € K e € > 0, existe 0 < €(z) < € tal que B'(z, ¢(z)) é compacta.

€(x .
Como K C U B (m, %), e K é compacto, existem z4,...,7, € K tal que
zeK

k()5 (. 20).

Sejam € := min
1<i<p

E%Z) <ee K, := UlB/(fia €(xi)).

Sejarc Keye X comyEB’(a:,E_), isto é d(z,y) <E.

P
Como K C UB (xl,@> entdo existe i € {1,...,p} tal que d(z,z;) < €(z:) e

i=1 2
portanto,
_ €(m)
d(y, ;) < d(y,x) +d(x,z;) <€+ 5 < €(x;)
p
Logoy € K, = U B'(z;, €(x;)). O
i=1

Teorema 2.1.3. Seja (X,d) um espaco métrico localmente compacto e considere um
subespaco reticulado E de F(X) contendo as funcoes constantes e todas as fungoes n> (v €

X). Seja {Ly}n>1 uma sequéncia de operadores lineares positivos de E em F(X) e assuma

que
(i) lim L,(1) =1 uniformemente em subconjuntos compactos de X.
n—oo
(ii) lim L,(n?)(x) = 0 uniformemente em subconjuntos compactos de X.
n—o0

Entao, para toda f € ENCy(X),

lim L,(f) = f uniformemente em subconjuntos compactos de X.
n—oo
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Demonstracao. Fixe f € E N Cy(X) e considere um subconjunto compacto K de X.
Dado ¢ > 0, considere 0 < € < € e um subconjunto compacto K. de X como no Lema
2.1.1. Como f é uniformemente continua em K., existe 0 < § < € tal que para todo

x,y € K. com d(x,y) < 0 temos

[f(x) = f(y)| <e

Dadosxz € Key € X,sed(z,y) < dentdoy € B'(x,€) C K, e portanto |f(z)—f(y)] <

Se d(x,y) > § entao

2||flloo
£) ~ F)] < @)+ @] <2l fllo < 222y,
Portanto, para x € X fixado, obtemos

2] flloo
2 el

|f = fz)-1] <

e assim, usando (1.14) e (1.15), para todo n > 1,

L)~ S L)@ < Ll ~ 1G0) 1) < L (A2 1 1) 0,

Assim,

Lu(D@) ~ F@LO@)] < Lollf — @D @) < 21 2y 0) 4 e, 1)),

Portanto, pelas hipoteses (i) e (ii) segue que

lim L,(f)(z) = f(x) uniformemente em relacao a = € K.
n—o0

]

O Teorema de Korovkin 2.1.1 muitas vezes chamado Primeiro Teorema de Korovkin
tem muitas aplicacoes importantes no estudo do processo de aproximacoes positivas em
c ([0, 1).

Uma delas esté relacionada com os operadores de Bernstein em C(][0, 1]) que sdo defi-

nidos por

Bu(f)(x) = Zf (5) (7)) a-ar (2.7
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comn>1feC([0,1])e0 <z <1

Cada B,(f) é um polinémio de grau menor ou igual a n. Eles foram introduzidos
por S.N. Bernstein para dar a primeira prova construtiva do teorema de aproximacao de
Weistrass.

Na verdade temos que:

Teorema 2.1.4. Para cada f € C([0,1)),

lim B, (f) = f uniformemente em [0, 1].
n—oo

Demonstracao. Cada B,, é um operador linear positivo em C([0,1]). Ademais, para qual-

quer n > 1, temos que

B,(1) =1
Bn(el) = €1
n—1 1
Bn 62) = ey + —ey.
n

De fato,

[e=]

oy
3
=
&
Il
(]
VRS
>~ 3
~_
)
Bl
—~
—_
|
IS
S~—
i
Bl
I
—_
|
)
+
=
3

I
-1

3

By(e1)(z) =

i
o

B
Il
_

n!
RCEDIE
(n—1)!
(n—1)—(k—=1)1(k—-1)!

-1

k(l o l')n_k

I
(]
Siw Sim S|

I
NE

B
Il
—

xk(l . x)(nfl)f(kfl)

I
prM§

3

—_

i
L



Portanto, tomando ¢« = k — 1, temos que

Baed@) = > (37 1) - ayen ey

Bu(ex)(z) = (%) ()at o
- () @)oo
B i% | S(n —nli:)!k'xk(l )"
kil
D T vy R
_ Zi: % (: B 1) 2H(1 — gD,

Tomando novamente ¢ = k — 1, temos que

B = S5 (17 e - g

n
k=1

n—1

n 2

1=0

n—1

Zﬁ i+1/n—1\ , 1)l
Zfiol 1 (n—1
= €T ' ﬁ( Z >xl<1 — x)(nfl)f(l)

=0
n—1
1/n—1\ . .
el i(1 — )=D=0)
—i—m;n( ; >x( x)
n—1
n—1 7 n—1\ . ,
— i1 — )=
v n z:;n—l( 1 )$( 7)
n—1
1 n—1 .
- i1 — 2)(n=D=@)
+z n;( ; )x( )
n—1 5 1
= T+ -

19
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Como lim B,(1) = 1, lim B,(e;) = e; e lim B,(e3) = ey uniformemente em [0, 1],
n—r00 n—o0 n—oo

segue do Teorema 2.1.1 que lim B,(f) = f uniformemente em [0, 1]. O
n—oo

O Teorema 2.1.4 fornece uma prova construtiva do Teorema de aproximacao de Wei-

erstrass, que enunciaremos abaixo.

Teorema 2.1.5. Para cada f € C([0,1]), existe uma sequéncia de polindomios algébricos

uniformemente convergente para f em [0,1].

Note que pelo Teorema 2.1.4 temos que o Teorema da aproximacao de Weierstrass
pode ser obtido do Teorema de Korovkin. Veremos a seguir que a partir do Teorema de
Weierstrass é possivel obter uma versao especial do Teorema de Korovkin que envolve
somente operadores lineares positivos L,,n > 1, tais que L,(C([0,1])) € B([0, 1]) para

todo n > 1. Essa versao especial é chamada versao restrita do Teorema de Korovkin.

Teorema 2.1.6. A versao restrita do Teorema de Korovkin e o Teorema de aprorimacao

de Weierstrass sao equivalentes.

Demonstracao. Temos que fornecer uma prova da versao restrita do Teorema de Korovkin
baseada somente no Teorema de Weierstrass.
Considere uma sequéncia de operadores lineares positivos {Ln},>; de C([0,1]) em
B([0,1]) tal que lim,, ,~ L,(g) = g uniformemente em [0, 1] para cada g € {1,ey, es}.
Como na demonstracao do Teorema 2.1.1 obtemos

lim L, (11;)(x) = 0,

n—0o0

uniformemente em relagao a z € [0,1].
Ademais, para cada m > 1, z,y € [0,1] e ¢ entre = e y, temos pelo Teorema do Valor
Médio que

m

2™ =y = mc™ (@ —y)| = mc™Hr —y| < mlz -y,

Assim, usando a funcao e,,(z) = 2™ (0 < z < 1), obtemos

lem —y™ 1| <mley —yl]  (y €[0,1]).
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Portanto, aplicando as Propriedades 1.14, 1.15 e 1.16 de operadores lineares positivos,

para quaisquer n > 1 e y € [0, 1], obtemos

| Ln(em) =y Ln(1)| = [Ln(em—y™1)| < Ln(lem—y™1]) < Ly(mler—yl]) = mLn([1(ex—y1)])

< mr/Ln(12) Ly (e — y1)2 = my/ Ly, (1) Ly (e5 — 2yey + y21) = mr/Ly,(1)4 [ Ln(n2).

Logo, lim L,(e,,) = e, uniformemente em [0, 1] para qualquer m > 1 e portanto
n—oo
lim L, (P) = P uniformemente em [0, 1] para qualquer polinémio algébrico P em [0, 1].
n—o0

Tome M = sup||L,||. Por 1.18 temos que
n>1
M = sup||Ly|| = sup || L (1)[]-
n>1 n>1

Como a sequéncia {L,,(1)},>1 é convergente temos que ela ¢ limitada, ou seja, existe
A > 0 tal que [|L,(1)|] < A para todo n € N. Portanto, sup ||L,(1)|| < oo.

Logo, podemos concluir nossa prova. Fixando f € C([S,le]) e € > 0 existe um polindmio
algébrico P em [0, 1] tal que ||f — P|| < € e um ntimero inteiro r tal que, ||L,(P) — P|| < €

para todo n > r, de modo que

Ln(f) = FI < [[La(f) = Ln(P)|| + [[La(P) = PI[ + [P = f]|
< LalllICf = P+ [[Ln(P) = Pl + [P = fl| < Me+ € + e = e(M +2).
O

Apresentaremos uma outra aplicacao do Teorema de Korovkin que diz respeito a apro-
ximacao de fungoes em LP([0,1]),1 < p < +o00, por meio de operadores lineares positivos.

O espago C([0,1]) é denso em LP(]0,1]) com respeito & norma usual

171, = ( / !f(t)\pdt)p (f € L7(0,1)) (2.8

Allp < [[fllee se f € C([0,1]). (2.9)

Portanto, a subélgebra de todos os polinomios algébricos sobre [0,1] é densa em

Lr([0, 1]).
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Os operadores de Bernstein nao sao adequados para aproximar funcoes integravéis
de Lebesgue, veja, por exemplo, [32], Se¢ao 1.9). Para tal aproximagao utilizaremos os
polinémios Kantorovich introduzidos por L.V. Kantorovich. Estes polinémios fornecem a
primeira prova construtiva do resultado mencionado acima.

Os polinomios Kantorovich sao definidos por

K%ﬁﬂx%—é? mﬁﬂj/fﬁf@ﬁ%‘cgmql—xwkt (2.10)

comn>1,felP([0,1])e0 <z <1
Cada K, (f) ¢ um polindémio de grau menor ou igual a n e cada K, é um operador

linear positivo de LP(]0, 1]) (e, em particular de C([0,1]) em C([0, 1])).
Teorema 2.1.7. Se f € C([0,1]), entao

lim K,,(f) = f uniformemente em [0, 1].

n—oo

Demonstracao. Cada K,, é um operador linear positivo em C([0, 1]). Ademais, para qual-

quer n > 1, temos que

K,(1) =1
n 1
K _ -
n(e1) ntl T omt1
n(n —1) 2n 1
K, = .
(€2) n+ 12?2 12 3t 1)
De fato,
n [
n+1
K,(1)(z) = (n+ 1)/ dt] (k (1 — ) F
k
k=0 Z31




Ko(e)(@) = kzn; n+1)/ tdt] <) k(1 —

k(:z:i) - (2 >)] (1)~

L
e <-’i>)} (1)

n+1

- n—i—l(
2
kio <

z* x)
k=0 L
z”: n+1 <k+1>3_( k )3 o
— 3 n+1 n+1

" 3k2+3k+1
e 3(n+1)2 \k

> A () +zn+1<><1—x>ﬂ-k

n n—1 1 n 1
(n+ 1) [ " +ﬁ'€11 12 T 3mED
n(n—1) 2n 1
1) -e(x)+<n+1) -el(x)+3(n+1).

~[n+1 (K +3k+3k+1 k3 n\ ok
Z 3 — 2 (1 — )
~1 3 (n+1) (n+1) k

23
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Como lim K,(1) =1, lim K,(e;) = e; e lim K, (ez) = ey uniformemente em [0, 1],
n n—o0

n—0o0 —00
segue do Teorema 2.1.1 que lim K,(f) = f uniformemente em [0, 1]. O
n—oo

Antes de mostrar um resultado semelhante ao Teorema 2.1.7 para fun¢oes em LP[0, 1],
recordaremos algumas propriedades de fungoes convexas.

Considere um intervalo I C R. A funcao ¢ : I — R é convexa se:

plaz + (1 —a)y) < ap(z) + (1 — a)p(y)

para todo z,y € I e 0 < a < 1. Se I é aberto e  é convexa, entao, para cada familia
n

finita {zy}1<k<n em I e {agh1<k<n € [0, 1] tal que Zak =1, temos que
k=1

") (Z akxk> < Z app(xy). (Desigualdade de Jensen)
k=1 k=1

A funcao |t]? (t € R),1 < p < o0, é convexa. Dado um espaco de probabilidade

(Q, F,p), um intervalo aberto I de R e uma funcao p-integravel f : Q — I, entdo

Lf@EL

Além disso, se ¢ : I — R é convexa e po f:Q — R é p-integravel, entao

© (/ fdu) < / po fdu. (Desigualdade de Jensen para Integral)
Q Q

Apbs essas preliminares, procedemos agora para mostrar a propriedade de aproximagao

de {Kn}nzl em Lp([O, 1])
Teorema 2.1.8. Se f € L*([0,1]), entdo

lim K, (f) = f em LP([0,1]).

n—oo

Demonstragao. Para cada n > 1, denotamos por ||K,|| a norma do operador K,, de
Lr([0,1]) em LP([0, 1]).
Para provar este resultado, é suficiente mostrar que existe M > 0 tal que ||K,|| < M

para cada n > 1.
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Depois disso o resultado segue imediatamente, pois, dado € > 0, existe g € C(]0,1])
tal que ||f — g||, < e. E como g € C([0,1]) pelo Teorema 2.1.7 existe r € N tal que, para

todon >r
1K (9) — gllo < €.
Mas como g € C([0, 1]) temos
1 (g) = gllp < [1Kn(g) — gl
Deste modo,
K (f) = fllp < [[EKa(f) = Kn(9llp + [ Knlg) = gllp + [lg = fll, <
Rl 1f = gllp + 11 Kn(g) = gllp + [lg = fll, < Me+ e+ €= (M + 2)e.

Agora, a fim de obter a estimativa desejada, iremos utilizar a Desigualdade de Holder,
a convexidade da funcdo [t|P em R e a Desigualdade de Jensen. Dado f € LP([0, 1]), para

todon >1e0 <k <n, temos pela desigualdade de Holder que

<<n+ 1) / ) dt) - / i 1)f(t)|dt>

_k_
n+1

1 1
P . p ey P
(/ ((n -+ 1) dt) (/ P
n+1
Egl

IN




isto é,

n

E como Z (Z

k=0

[ Ko () ()]

Portanto,

(O

Ou seja,

1K)l < (1) ([ - ot (m ) [

<(n+ 1) /
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k41 k+1

n+1

IF()P dt. (2.11)

n+1

|f(t)!dt> <@+1) |

n+1

>xk(1 — )" % =1, segue da Desigualdade de Jensen e (2.11) que

IN

IN

IN

0 (n+1) fﬁ £t dt] (Z)l‘k(l - p
kio T " ,
;(Z)x’“u—m)" SCERY f(t)dzj

kno @xk“ S [, SO

Z (1)t == fone / If(t)|dtr

i (Z)xk(l )" *(n+1) /n:l+1 F()|P dt

[ 1@

/01 [Z (Z>xk<1 o)1) ?|f(t>|pdt da

n+1

[ sor dt) .

k+1

[F@OF dt) :

n+1

Por outro lado, considere a funcao beta

Temos que,

1
/ (1 —2)"Fde =Bk+1,n—k+1) =
0

1
Bu,v) := /0 t (1 — )t (u>0,v>0).
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Logo,
ki1
0l < ( ) ([ w0 -orar) (<n+1> /. |f(t)|pdt>
o kil "
= Z/ (t)|P dt = /|f (t)|7 dt
k=0
= IfI15-
Assim, ||K,(f)|l, < ||f|l, para toda f € LP([0,1]) e portanto ||K,|| < 1 para todo
n € N. Tome M = 1. O

Observagao 2.1.1. Se f € C([0,1]) € continuamente diferencidvel em [0,1], e fazendo

referéncia novamente aos operadores de Bernstein,

_ hzi%f <%) (Z) (1 — )", (2.12)

temos que para todon > 1 e x € [0, 1],

n

Bualf0) =3 40 |1 (27) < £ (27 )] (7)o = K@)

h=0

Portanto, pelo Teorema 2.1.7, temos que

lim B,(f) = f' uniformemente em [0, 1]. (2.13)

n—oo

De modo mais geral, se f € C([0,1]) possui derivadas continuas em [0,1] até ordem

m > 1, entao para cada 1 < k < m,

lim B,(f)® = f® uniformemente em [0, 1]. (2.14)

n—o0

(veja [32], secao 1.8).

2.2 Segundo Teorema de Korovkin

Seja Cor(R) = {f € C(R) : f tem periodo 27} munido da norma do supremo.
Apresentamos a seguir o Segundo Teorema de Korovkin cuja demonstragao pode ser

encontrada em Korovkin [28].
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Teorema 2.2.1. ( Korovkin - 1959, [28]) Seja {L,}n,>1 uma sequéncia de operadores
lineares positivos de Cor(R) em F(R) tal que

RIEEO L.(g9) = g uniformemente em R
para toda g € {1, cos,sin}. Entao

nlg)lo L.(f) = f uniformemente em R
para toda f € Cor(R).

Nesta secao, vamos considerar o espaco R?, d > 1 dotado com a norma euclidiana

||| = (Z $12> (z = (xi)1<i<a € RY). (2.15)

Para todo j = 1,...,d, vamos denotar por
prj: R? — R
a funcao definida por
pri(x)=z;  (z= (2:i)icica € RY). (2.16)
onde, z; é a j-ésima coordenada de x.
Se X ¢ um subconjunto de R?, por abuso de notacio, denotaremos a restricao de cada

pr; a X por pr; também. Neste contexto, para as fungoes 7, (r € X) definidas por 2.4,

temos , )
= l2lP1=2) wipri+ ) pri. (2.17)
i=1 i=1
Portanto, do Teorema 2.1.3, obtemos

Teorema 2.2.2. Seja X um subconjunto localmente compacto de R? e considere um
d
subespago reticulado E de F(X) contendo {1,pry,... ,prd,Zpr?}. Seja {L,}n>1 uma

i=1
sequéncia de operadores lineares positivos de E em F(X) e assuma que para toda g €

d
{17])7"17 .., Pra, Zprg}
=1

lim L,(g) = g uniformemente em subconjuntos compactos de X.
n—oo
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Entao, para toda f € ENCy(X),

lim L,(f) = f uniformemente em subconjuntos compactos de X.
n—oo

O caso especial do Teorema 2.2.2, quando X é compacto segue do Teorema 2.1.2 e

vale a pena ser apresentado separadamente.

Teorema 2.2.3. Seja X um subconjunto compacto de RY e considere uma sequéncia

d
{Ly}n>1 de operadores lineares positivos de C(X) em F(X) tal que para toda g € {1,pry,...,prq, Zpr?}
i=1

lim L,(g) = g uniformemente em X.
n—oo

Entao, para toda f € C(X),

lim L,(f) = f uniformemente em X.
n—oo

d

Note, que se X esta contido em alguma esfera de RY, isto é, Zprf é constante sobre
i=1
X, entao o subconjunto teste no Teorema 2.2.3 se reduz a {1, pry,...,prq}.

Esta observacao aplica-se, em particular, para o circulo unitario de R2
T={(v,y) €R*: 2* +¢* = 1}. (2.18)

Por outro lado, o espago C(T) é isometricamente isomorfo ao espaco Cor(R) (dotado
com a norma do supremo e a ordem usual) por meio do isomorfismo ¢ : C(T) — Ca,(R)
definido por

O(F)(t) = F(cost,sint) (t € R) (2.19)

Além disso,

o(1) =1, o(pry) = cos, o(pra) = sin . (2.20)

Assim, obtemos o Segundo Teorema de Korovkin para sequéncias de operadores line-

ares positivos de Cor(R) em Fo (R), onde 5 (R) = {f € F(R) : f tem periodo 27}.
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Teorema 2.2.4. Seja {L,},>1 uma sequéncia de operadores lineares positivos de Cor(R)
em For(R) tal que

lim L,(g) = g uniformemente em R
n—oo

para toda g € {1, cos,sin}. Entdo

lim L,(f) = f uniformemente em R
n—oo

para toda f € Cor(R).

Demonstragdo. Dada uma fungao g € Fyr(R), defina g% : T — R por
g7 (x,y) = g(t), (z,y) = (cost,sint), teR.

Claramente a fungao
Vi Fr(R) — F(T)
g — g7
é linear, positiva e bijetora e para cada n € N, ¥ o L, 0 ¢ : C(T) — F(T) é linear e
positivo.
Temos
() (@0 Lyog)(1)(cost,sint) — 1]
= |¢p o L,(1)(cost,sint) — 1|
= |[L,(1)]*#(cost,sint) — 1]
= [Ln(1)(2) — 1.

(17) |(¢) o L, 0 ¢)(pry)(cost,sint) — (pry)(cost,sint)|
= |1 o L, (cos)(cost,sint) — (pry)(cost,sint)|
= |[L,,(cos)]#(cost,sint) — (pry)(cost,sint)|
= |Ly,(cos)(t) — cost]|.

(vi1) |(¢ o Ly, 0 ¢)(prs)(cost,sint) — (pry)(cost,sint)|
= |1 o L,(sin)(cost,sint) — (pry)(cost,sint)|
= |[Ly(sin)]#(cost, sint) — (pry)(cost, sint)|
= | L, (sin)(t) — sint|.
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Como lim L,(g) = g uniformemente em R para toda g € {1, cos,sin} segue de (i),
n—oo
() e (ii7) que lim (¢p o L, 0 ¢)(G) = G uniformemente em T para toda G € {1, pry, pra}.
n—oo
Logo, pelo Teorema 2.2.3,

lim (¢ o Ly o ¢)(H) = H (2.21)

n—oo
uniformemente em T para toda H € C(T).
Seja f € Cyr(R). Existe p € C(T) tal que ¢(¢) = f.

Assim, segue de (2.21) que dado € > 0, existe ng € N tal que para todo n > ng tem-se,

(Lnf)(t) = f()] = [[Lnf]*(cost,sint) — f#(cost,sint)]
= |Y(L,f)(cost,sint) — (f)(cost,sint)|
= [Y(Lad(9))(costsint) — B(6(p))(cost, sim)
= |[Y(L,o(p))(cost,sint) — ¢(cost,sint)|
< €

para todo t € R. O

Discutiremos algumas aplicacoes do Teorema 2.2.1.

Para 1 < p < +00, vamos denotar por
Ly (R)

o espaco Banach de todas as classes de equivaléncia de funcoes f : R — R com a p-ésima
poténcia Lebesgue integravel sobre [—m, 7| e que satisfaz f(z 4+ 27) = f(x) para quase

todo z € R. O espago L5 _(R) é dotado da norma

I = (5 [ 1r0Pa)” e ), 222

-7

Uma familia {¢,},>1 em L _(R) é dita ser um kernel periédico positivo se toda ¢, é

positiva, isto ¢, ¢, > 0 quase sempre em R, e

n—oo 27

lim i/ﬂ on(t) = 1. (2.23)

Um kernel positivo {¢,, },>1 ¢ chamado de identidade aproximada se para todo 0 €]0, 7]

lim ( /_ : on(t) dt + /5 " o) dt) _o. (2.24)
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Cada kernel positivo {p, },>1 gera uma sequéncia de operadores lineares positivos em

L (R). Para todon > 1, f € L} (R) e x € R, seja

L (f)(@) = (f * en)( / flz — )t / F()pn(x —t)dt. (2.25)

Dizemos que f * ¢, ¢ uma convolucao de f e @,.
Abaixo discutiremos algumas das principais propriedades envolvendo o operador con-

volugao L, (f).

Proposigao 2.2.1. Se f € L5 (R) com 1 < p < oo entao L,(f) € L5 _(R) e

La (Pl < {1 F1lpll@nl]1 (2.26)

Demonstracao. Temos que,

L7 b — gty de

GRS
- (%) PR (/

Aplicando a desigualdade de Minkowski para integrais temos que ,

(;ﬁ)i ! (/ (2 — D)pn(t) dt d> l
<(5) 2 [ ([ 1re-nentoras) a

- (;ﬁ / [z —Dpalt >|de)‘l7dt

Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos

1 g 1 4 % 1 ™ 1 T %
o | <§/_ﬂ\f(x—t)wn(t)!pdx> dt = o 3 (g/_ﬂ\f(x—t)]pdx> o ()] dt

1

5= | W lleete)

1 ™
= Wiz [ lentoi
= 7lbllgelh

PN
dm)

1
dx>

L ey B |

’E»—A

x_t¢n<)dt
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Proposicao 2.2.2. Se f € C9:(R) com 1 < p < oo entao L,(f) € Cor(R) para todo
neN e |[fll, < [[flle-

Demonstracao. Claramente se f é periodica de periodo 27, entdo L, (f) também é. Pro-

vemos a continuidade de L, (f). Seja xy € R arbitrario. Temos

LN = LDl = |5 [ fa=te@di-g- [ s oa0a

=L T =0 = Flao - )enlt) dt\

2 J
< 5 [ @1 - )euo]dr

Como f é continua, temos que f é uniformemente continua em qualquer intervalo
compacto de R, e sendo f periddica segue que f é uniformemente continua em toda reta.

Desta forma, dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que
|f(x) — f(xo)| < € sempre que |z — zo| < 6.

Portanto, se |z — x| < 0 entdo |(x —t) — (z¢g — t)| < 0 para todo t € R.

Assim,
L)@ ~ L) S o= [ 1076 =) = o = O)galt)]
< 5 [ deaola
= dlenlh

Provemos agora que ||f][, < || f]]oo-

Temos Lo
Wil = 5 [ 1P
1 7771-! p
< — su t dt
- (ptron)
S L
= Il

Logo, || f1lp < [1]oe-



34

Além disso, segue da Proposi¢ao 2.2.1 que se f € Cy,(R), entao

1Ll < DSl (2.27
Se f € Cyr(R) temos
120l < 1 flleliall (2.29
De fato,
[12n()le = sUD [Ln(f)(@)]-
Mas,
LI = |3 [ 1w -ved
< 5 [ = teold
< 5 [ sl
— 5 | Wlputtyat
= U1l (57 [ entrar)
= U lellgll
Logo,

12l = S0P 1L (£)(@)] < [1fllel s

Teorema 2.2.5. Considere um Kernel positivo {p,}n>1 em L (R) e a correspondente
sequéncia de operadores lineares positivos definidos por (2.25). Para todo n > 1, seja

Bn i /7r ©n(t) sin? % dt. (2.29)

T o -

Entao as sequintes propriedades sao equivalentes
(i) Para todo 1 <p < oo e f e L5 (R)

lim L,(f) = f em L5 _(R)

n—oo

e além disso,

lim L,(f) = f em Caor(R)

n—0o0

para f € Cyr(R).
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(i) 1limp_ye0 Bn = 0.

(7ii) {pn}tn>1 € uma identidade aprozimada.

Demonstragao. (i) = (ii)
Para todo # € R considere a funcdo auxiliar w,(t) = = — t(t € R). Temos que,

we(x —t) =2 — (z —t) =t dai,

t 1
sin? = = sin? ( zw,(z —t) | .
2 2

Portanto,

Bn:

- : % / N — on(i — 1) cos(z — 1) dt]
_ % % /_ : o — 1) dt — % _: o — )[cos(z) cos(t) + sin(z) sin(t)] dt]
_ % % /_ : on(z — 1) dt — cos(z) _: (1 — 1) cos(t) dt]
—% sm(x)% /_ W (i — 1) sin(t) dt
_ %[Ln(l)(x) — co8(x) L (cos) (x) — sin(x) Ly (sin) (z)].

Mas como {1,sin, cos} C Car(R), temos por hipotese que

lim L,(1) =1 em Cy(R)

n—o0

lim L,(sin) = sin em Csy,(R)

n—o0

lim L,(cos) = cos em Cor(R).
n—oo



36

Logo, lim g, = 0.
n—oo

Suponha que (ii) é valido. Entéo, para 0 <d <men > 1,

o <2 ) (/ Tt [ ata)

™

<i /_5 (15)si112£dt—|—/7r (t)siandt
<5 e 5 o 5

<! - (t)‘”chwr1 ’ (t)'Qth—l ' (t)‘Qtdt
— n(t)sin® — — o () sin® — — n(t) sin® —
=or ) 7 2" o |7 SRS S 2

e portanto (7i7) segue.
Suponhamos que (i7) seja valido, isto &,

1 s
lim —/ on(t) =1

n—oo 21 J__

n—o0

—0 T
lim </ on(t)dt +/ ©on(t) dt) = para todo 0 €]0, 7],
- 6

e vamos demonstrar que (z) ¢ valido.
Mostraremos primeiramente para f € Cor(R). Usando o Teorema 2.2.1 basta mos-
trarmos que

lim L,(g) = g uniformemente em R
n—oo

para toda g € {1, cos, sin}.

e

Defina M = supn>1/ @, (t)dt. Dado € > 0 existe § €]0,n[ tal que |cost — 1] <

-
€

6(M +1)
grande temos que

para todo t € R com [t| < 4. Para n > 1 suficientemente

! /ﬂ on(t)dt — 1

2 ),

—0 T Te
/ gon(t)dtJr/ gon(t)dt:/ on(t)dt < €.
—7 1) o<|t|<m 3

€
int|< <
e lsintl < 5

€
3
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Portanto, para x € R,

1
|L,(sin)(z) —sinz| = 2—/ ©n(t)sin(z —t)dt — sinx
m
1 1 [7
= %/ ©on(t s1n:p—t)—sm:13]dt—|—(27T/ﬂg0n(t)dt—1) sinx
1
§2— Lpn ) |sin(x — t) — sin z| dt+‘— ©n(t)dt — 1| |sinz|
m
1
< — t) |sin(x — t) — sinz| dt
21 Jo<pi<n
1
—|——/ o (t) |sin(z — t) — sin x| dt—l—‘— gan()dt—l‘
. 2m t|<6
< —/ () dt
T 5<\t|<7r
+—/ t) |sinx cost — sint cos x — sin x| dt + =
1 2 t|<6 3
L
m 6§1|t\§7r
+— ©n(t) |sinz(cost — 1) —sint cos x| dt + <
. 2 |t| <6 ) 3
< — on(t) dt + — ©n(t) |cost — 1] dt
m /6<1t|<7r 27 Jj<s
€
+— ©n(t)|sint|dt + -
X 21 Jjyj<s , 3
€
<1 RO T R PN p———
T /5<t|<7r 27 Jiy)<s 6(M +1)
4o ()t + &
27 Jyes U6 +1) T3
1 / € 1 [ €
<= onlt dt+——/ on(t)dt + =
o<|t|<m ) 3(M + 1) 27 -7 ( 3
€ €
< L - 4=
-3 + 6m * 3
<€

Logo, lim L,(sin) = sin uniformemente em R.
n—oo

O mesmo método pode ser usado para mostrar que lim L, (cos) = cos uniformemente
n—0o0
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em R. De fato,

1 ™
|L,(cos)(x) —cosz| = - / on(t) cos(x — t) dt — cosx
™ —T
1 (7 1 ["
== —t) - — —1
5 /_7T ©n(t)[cos(x — t) — cos x| dt + (27r /_7r o, () dt )cosa:
1 [" 1 [7
< Py /7r ©n(t) [cos(z —t) — cos x| dt + ‘% /7r on(t)dt — 1| | cos x|
1
< —/ on(t) |cos(z —t) — cos x| dt
21 Js<pt|<n
1 1 (7
+— ©n(t) |cos(z —t) — cosz| dt + '—/ ©n(t) dt — 1‘
2m [t]<d 2m -7
1
S _/ Qpn(t) dt
T Js<|t|<n
1 ) ) €
+— on(t)|coszcost +sinxsint — cosx| dt + =
. 2 |t| <5 3
= _/ gpn(t) dt
™ 5§1|t\<7r
+— on(t) |cosz(cost — 1) — sinzsint| dt + -
, 21 Jjt<s ,
< —/ on(t) dt + — ©n(t) |cost — 1| dt
@ 6§1|t|§7r 27 Ji<s
€
+— ©n(t)|sint|dt + =
) 2 |t|<5 ) 3
€
L smar = [ e
m /5g|t§7r 27 Jyy<s 6(M +1)
f ()t + &
27 Jyes oM +1) 3
1 € 1 [" €
<= ntdt+——/ L) dt+ =
3 R oY R Pl SR
€€ €
3 6 3
<e€

Portanto, lim L, (cos) = cos uniformemente em R.
n—oo

Ademais,

L)~ 1= |5 [ —1

s

€
<§<eparatodox€R.

Logo lim L, (1) =1 uniformemente em R.
n—oo

Usando o Segundo Teorema de Korovkin, Teorema 2.2.1, obtemos lim L,(f) = f
n—oo

uniformemente em R para toda f € Cyr(R).
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Vamos demonstrar agora para f € L _(R).

Sabemos que Cs,(R) é denso em L (R). Entdo dado € > 0, existe g € Cor(R), tal

que ||f —g|[, <e

Como g € C9:(R) entdo pelo que provamos anteriormente,
nh_)n(r)lo L,(g) = g uniformemente em R.
Logo existe ng € N tal que para todo n > ng
1 Ln(9) = gllec <€
Assim, segue da Proposicao 2.2.2 que
I|Ln(9) — 9|, < € para todo n > ny.
Dai,
Ln(f) = fllp < NLu(f) = La(9)llp + 11La(9) = gllp + 19 = fllp < [ILn(f = 9)llp + €+ .

Como f,g € L (R) entdo pela Proposigao 2.2.1 segue que

M M
1Eald) = Al <117 = alblignll + 26 < e+ 26 = (57 +2) e

E o resultado segue. O]

Para estudar uma aplicagao do Teorema 2.2.5 vamos recordar que um polindémio tri-

gonométrico de grau n € N é uma funcao real da seguinte forma:

1 n
up(z) = 540 + Z ay, cos kx + by, sin kx (x € R) (2.30)
k=1
onde ag,aq,...,by1,...,b, € R. Uma série da forma
1 - :
500 + ; ay, cos kx + by, sin kx (z € R) (2.31)

(ag, bx € R) é chamada série trigonométrica.

Se f € L5 _(R), a série trigonométrica
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%a(ﬁ—iak(f) cos kx + by (f) sin kx (x € R) (2.32)
k=1
onde
wlf) = [ sy (2.33)
ax(f) = %/_ﬂ f(#)cosktdt, k> 1 (2.34)
ar(f) = %/_: f(O)sinktdt, k> 1 (2.35)

é chamada de série de Fourier de f. Os coeficientes ay e by, n € N sdo chamados de
coeficientes reais de Fourier de f.

Para cada n € N, denotamos por S,(f) a n-ésima soma parcial da série de Fourier,

isto é,
So() = 5e0ll) (2:36)
e, para todon > 1
S, (f)(z) = %ag(f) +S a(f)coskr + bi(f)simks  (zER)  (2.37)
k=1

Cada S,,(f) é um polindémio trigonométrico. Além disso, tendo em conta as fungoes

D,(t) =1+ Qi cos kt (t € R) (2.38)

k=1
temos que,

Su(f)(z) = % /W f()D,(z —t)dt (x € R). (2.39)



De fato,

%/_:f(t)])n(g;_t :—/ <1+2icoskm—t)> dt

:—/f )dt + = Z/f ) cos(kx — kt) dt

n

1

= —ap+ — f( )[cos kx cos kt — sin kx sin kt] dt
T

k=1""T

1 . 1 [T
— — —_ d
50 + ng cos kx (7r /7r f(t)coskt t)
- E sin kz (l/ f(t)sinkt dt)

Z—Clo —|—Zcosk;xak )—l—ZSinkxbk(f)
k=1

A funcao D,, é chamada de n-ésimo kernel de Dirichlet.

t
Multiplicando (2.38) por sin Y obtemos

t t .
sin §Dn(t) = sin 3 (1 +2 Z cos k;t)

k=1

t
= 81115 ZQCOSktSID§

—sm%+z {sm( —|—k:t> + sin (%—kt)}
.t . 1+2kt . 2k—1t
—sm2 + 2 {sm( 5 ) sm( 5 >]
.t . 142 . 2—-1 . 1+4 . 4—-1
= s1n§ + sin (Tt) — sin (Tt) + sin Tt) — sin (Tt>

. 14+6 .
+ sin Tt + ...+ sln

e 1+2nt . 2n—1t
sin — sin
2 2
3

2

ot . : . 3t . (2n—1)t
:smﬁ—l—smg—sm——i—sm——sm——l—...—I—sm—
. @2n=3)t . 2n+1t . (2n—1)t
— sin 4+ sin —smT
2 1)t
_ gy 2ot 1)

2

1+2m-1)\ _ (Q(n— 1) — 1t)

41
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Logo,

t 2 1)t
sin EDn = sin w

Se t = 2mm, com m inteiro, entao

D, (t) :1+22008(2km7r) :1+221:1+2n.

k=1 k=1
Logo,
Sln (211;*1)25 . '
————, se t nao ¢ multiplo de 27
Dy (t) = Sin 5 (2.40)

1+ 2n, se t é miltiplo de 27
D,, ndo é positivo ¢ {D,},>1 nao ¢ uma identidade aproximada. Além disso, existe
f € Car(R) tal que {S,,(f)}n>1 ndo converge uniformemente (nem pontualmente) para f,
isto é, a série de Fourier de f nao converge uniformemente (nem pontualmente) para f.

Para cada n € N, defina

Fu(f) = > Sk(f): (2.41)

E(f)(x) = n+1zsk(f)(x)
k=0
_ n-lu ;% SO~ t)di
1 [ J—
= % o f(t>n+1 £ Dk(CC — t) dt

Dai, segue de (2.40) que se (z — t) é multiplo de 27 entao

n

RUO@ =5 [ 10—5 Y ek na

1 1 (1+2n+1)(n+1)
_%/;Wf(t)n—i-l 2 dt

_ %/_:f(a(m 1) dt
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Para (x — t) ndo multiplo de 27 considere a seguinte identidade

n—1 —1
.t . 2k —|— 1 ot
(sm 5) kg_o S1n E_ Sin 5

n—1

1
=3 Z cos kt — cos(k + 1)t
k=0
= §(COSO — cost + cost — cos 2t

+... 4 cos(n — 2)t — cos(n — 1)t + cos(n — 1)t — cosnt)

1
= 5(1 — cosnt)
o Nt
= sin® —

2
Portanto, se t nao é miltiplo de 27
n—1 2 nt

2k 1
Z sin + _sin : (2.42)

o sin 5

Dai, segue de (2.40) e da identidade acima que se (z — ¢) ndo é miltiplo de 27 entao

(2k+1)(:v t)

sin ==
R@) =5 [ 1t nﬂz ——

2

n2 (ntl)(z=t)

2
1 4 1 sin £t

- _/ f(t) ) : xz—t dt
- 2

S e
s s 2 (n+1)(z—
=5 [ S0 T
Logo, )
R@ =5 [ fea—tya
onde

—— - ——2—, se r nao ¢ maltiplo de 27
pala)=q " (2.43)
n+ 1, se z ¢ multiplo de 27
A sequéncia {¢,},>1 ¢ um kernel positivo que é chamado de kernel de Fejér, e os

correspondentes operadores F,,, n > 1 sao chamados de operadores convolucao de Fejér.
Teorema 2.2.6. (Fejer - 1900, [20]) Para cada f € L5 _(R), 1 <p < o0

lim F,(f) = f em L} _(R)

n—oo
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e se f € Car(R)
lim F,(f) = f em Cor(R).

n—0o0

Demonstracao. Temos que,

1 (" t
. = — (t) sin? = dt
b =g [ ettt

1 0 gip2 (n+1)t + 0 " T gin2 (n+1)t t

= — / —Q_Qtsing—dt+/(n+1)sin2—dt—l—/ —— 2 sin® —dt
2m | J_x (n+1)sin® § 2 0 2 o (n+41)sin®3 2
1 " s gip2 (e ¢ T g2 (Dt

=— |l 2 sin® —dt + li ——2 __sin® —dt
o - )t Dein Lo 24T AN ) s T 2

1 lim 1 / 1 —cos((n + 1)t) dt+ lim 1 / 1 —cos((n+ 1)t) dt}

2m [s=07 1 +1 -7 2 r—0+tn+1
1 1 1 t § 3 1 t m
= ——— | lim t—w + lim t_w
Ar(n+1) [s—0- n+1 L o0t n4+1
U Ty (s DS sin(=(n+ D7)
47T(n+1) 50~ n—+1 ol
v b i (p o St Dm0 sin((e D)
47T(n+1) r—0+ n+1 nt 1
. 2T
4 (n +1)
1
= ST
Como lim,, 00 B = 0, 0 resultado segue do Teorema 2.2.5. O

Observagao 2.2.1. A convergéncia F,(f) — f para toda f € Cor(R) também pode ser

provada usando o Teorema 2.2.1 pois F,(1) = 1 — 1, F,(cos) = j—l cos — cos €
n

F,(sin) = 7 sin — sin uniformemente em R.

n+
O Teorema 2.2.6 fornece uma prova construtiva do Teorema de Aproximagao de Wei-

erstrass para funcoes periddicas.

Teorema 2.2.7. Para cada f € Cor(R) existe uma sequéncia de polinémios trigonomé-

tricos que converge uniformemente para f em R.

Como no caso "algébrico", vamos agora mostrar que a partir do Teorema de Aproxi-

macao de Weiestrass, é possivel deduzir uma versao "restrita"do Teorema 2.2.1.
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Teorema 2.2.8. A versao restrita do sequndo Teorema de Korovkin 2.2.1 e o Teorema

de aproximacao de Weierstrass 2.2.7 sao equivalentes.

Demonstragao. Pela Observacao 2.2.1 concluimos que o Teorema 2.2.1 implica no Teorema
2.2.6 e portanto no Teorema de Aproximacao de Weierstrass 2.2.7.

Por outro lado, suponha que o Teorema de Aproximacao de Weierstrass 2.2.7 é verda-
deiro e considere uma sequéncia {L,},>1 de operadores lineares positivos de Cs,(R) em
B(R) tal que L,,(g) — ¢ uniformemente em R para toda g € {1, cos, sin}.

Para todo m > 1 sejam f,,(z) = cosmz e g,,(z) = sinmz (x € R) . Uma vez que o

espaco de todos polindémios trigonométricos é denso em Co (R) e
sup || Ly || = sup || L (1)]| < oo,
n>1 n>1

é suficiente mostrar que L,(f,) = fm € Ln(gm) — gm uniformemente em R para todo
m > 1.

Dado z € R, considere o funcional

P,(y) =sin -2 (yE€R)
Entao
®2(y) = sin® ’ ; Y- % (1 —cos(x —y)) = %(1 — COST Cosy — sin z sin y) (y € R)
e portanto,

lim L, (®2)(x) = 0 uniformemente em relacio a x € R.
n—oo

Por outro lado, param > 1 e z,y € R, temos

| fm(@) = fn(y)| = | cosmz — cos my|
= 2 |sinm (m;y) -sinm (%)‘ < 2|sinm (%)‘
23] .

k n—(2k
" S(=1)k- sin——2 ) . (sin 22 2 | cos T2 .
2k +1 2 2 2
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< 2sin 5| Z <2k+1)

—C, x_y‘

sin

|7
onde C,, Z <2k N 1) {mT—lJ = maior inteiro < m

as proprledades de operadores lineares positivos, obtemos

, € portanto aplicando

| fin(@)La(1) = La(fin)| < CruLa(|®2]) < Crav/ Lu(1) v/ Lo (22).

Logo, Ly(fm)(z) = fn(x) uniformemente em relacao a = € R.

Um raciocinio semelhante pode ser aplicado também para a funcao g,,, m > 1 porque

|9m (%) = gm(y)| = [sinma — sin my|

Tr+vy . r—y
=2|lcosm | ——= ) -sinm
<2 sinm(ﬂ)‘
2

<Cn

. Ty
sin
2
e isso completa a prova. O

Apresentaremos a seguir aplicacoes do Teorema 2.2.3.

Considere o d-dimensional simplex
d
={r=()iica €R: 2, 20,1<i<d, e Y x; <1}, (2.44)
i=1

e para todon > 1, f € C(Ky) e v = (z;)1<i<a € K4, seja

hy hq n!
B@= Y () e

h17"'7hd:07"'7n
hi+...+hg<n

) aht(1 =y — .. —xg) TR (2.45)

B,(f) é um polinémio e é geralmente chamado n-ésimo polinémio de Bernstein sobre
o d-dimensional simplex associado a f. Estes polinomios foram estudados pela primeira
vez por Dinghas ([17]).

O proximo lema pode ser encontrado em [38], p. 102.
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Lema 2.2.1. (Teorema Multinomial) Seja J, o conjunto finito de todos as d-uplas de

inteiros nao negativos h = (hy, ..., hy) tal que hy + ...+ hg < n. Entao

n! N . e
Z N A e T T hd =
hal.. hgl(n—hy — ... — hg)! Ty Ty ( T Tq)

heJn

Teorema 2.2.9. Para cada [ € C(Ky)

lim B,(f) = f uniformemente em K.
n—oo

Demonstragao. Segue do Teorema de Multinomial que B,(1) = 1. Considere agora a
funcdo projecao pr; dada por (2.16). Para cada © = (2;)1<i<a € Kq e n > 1 temos que,

hl n!

By(pri)(z) = -1
n hl,...,gﬂ,...,n n h1| e hd‘(n — hl — ... hd)'
hi+...4+hg<n
)i .x;‘d(l —py — . —g) T ha

(n—1)!
- > (hi — D). hln—1— (hy — 1) — ... — hy)!

hi,....,hg=0,....n
hi+...4+hg<n
- h - - - e
X:L’ll‘i” 1...xdd(1—x1—...—xd)(” 1)—(h1—1) ha

Tomando k; = hy — 1, temos que,

(n—1)!
B, =
(pr1)(z) mk g; il hal(n—1—Fky — ... — hy)!
1,--sng=0,...,n
hi+...+hg<n—1
Xxlfl . .de(l P xd>(n—1)—k1—...—hd
Por outro lado, para n > 2
B (pr?)(z) 3 hi n!
n\DT T = L
1 hi,...hg=0,...,n n? hl' T hd'(n —hy—...— hd)‘
hi+...4+hg<n

h Chy—m
Xttt (1 =y — .. — ag)" T Tha
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hi—1+41 n—1)!
3 (n—-1)

B = n (hy — D! hg!(n—1—(hy — 1) — ... — hy)!
h1+ +hd<7’b
X T :z:i” L .:L‘Zd(l — X — ... — xd)(”’l)’(hl’l)""’hd
s 1 n (hi — D! hglin—1—(hy — 1) — ... — hy)!
hi+...+hqg<n
Xzt .xgd(l — T — zg) V- (—1)=—ha
1 (n - 1!
+h hzo n (=D hal(n—1—=(hi—1)— ... — hy)!
1s-- d=U,..., n
h1+ +hd<n
xxlazil” L .:L‘Zd(l — X — ... — xd)(”’l)’(hl’l)""’hd.

tomando k; = hy — 1, temos que,

n—1 Ky (n—1)!
B, (pr? = . )
(pri)(@) P D DR kil hal(n—1— k1 — ... — hy)!
k1,...,hg=0,....,n
hi4...+hg<n—1
Xx’fl ) .de(l — X — ... — :Ud)(”*l)*klf""hd
1 (n—1)!
+—- T
n kl,...,g(),...,n ]ﬁ' Ce hd'(n -1 ]{31 — ... hd)'
hit..Ahg<n—1
x:c’fl ) .xgd(l -1 —...— :Ud)(”*l)*klf""hd
n—1 1
= . xl . 371 + — .
nt1 o, 1"
= "T] A+ — Ty
n n

Consideracoes semelhantes aplicam-se as outras funcoes coordenadas. Assim, para
cada j =1,...,d temos que,

1 1
By(pri) = pri e By(pry) = nT pr; +— (2.46)

Aplicando o Teorema 2.2.3 para sequéncia de operadores lineares positivos { B, },>1,

segue o resultado. O]

Outra generalizacao ttil do polinémio de Bernstein unidimensional é discutida abaixo.

Considere o hipercubo Q4 = [0,1]? e para cada n > 1, f € C(Qq) e = (x;)1<i<a, Seja

i f(h1 Zd) (Z)(:d) H1—z)" Mgl (1),

..,hg=0
(2.47)
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O polinémio B,(f), n > 1, é chamado de n-ésimo polinomio de Bernstein sobre o
hipercubo associado a f.

Eles foram primeiramente estudados por Hildebrandt e Schoenbery ([|22]) e Butzer
(|14]). A prova do Teorema 2.2.9 funciona também para esses operadores e novamente

pelo Teorema 2.2.3, obtemos o seguinte resultado

Teorema 2.2.10. Para cada f € C(Qy)

lim B,(f) = f uniformemente em Q.
n—oo

Demonstracao. Temos que,

B (1)(x) = io (Z) . (i:;) 2 (1= )" gl (1 — ) he

Mas para cada j = 1,...,d temos que Z (h )x;”(l — [L‘j)n_hj =1, portanto

hj=0 Y
B,(1)(z) = 1
- hi/n n B A _h
Bn(pri)(z) = Z —( ) ( )xll(l 7D Il N Lo
By hg=0 n h1 hd
1 h n—h n n h n—h
= — ' (1 —x ! z:%(1l —x 2
(1)1 = Z(h) (1 )ate1 = )
1 25000y d

h1=0
2 - h’% n n h1 n—hi hq n—hg
Bn(prl)('r) = Z nQ hl hd xl (]‘ x ) 'rd (1 Y )
hi,..y hq
K2 (n e & n n ) .
- S (M amare 2 (1) ()
hi=0 hayihg=0 N 2 d
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Portanto, segue da demonstragao do Teorema 2.1.4 que,
-1 1
Bu(pri) =pr; e By(pri) = [ cpri = - pry.
n n
E o resultado segue do Teorema 2.2.3. [

Observacao 2.2.2. Os Teoremas 2.2.9 e 2.2.10 fornecem uma demonstracao construtiva

das versoes multidimensionais do Teorema de Aproximacao de Weierstrass:

Teorema 2.2.11. Para cada f € C(Ky) existe uma sequéncia de polindmios algébricos

que converge uniformemente para f em K.

Teorema 2.2.12. Para cada f € C(Qq) existe uma sequéncia de polindmios algébricos

que converge uniformemente para f em (Qq.

Discutiremos algumas aplicacoes do Teorema 2.2.2 para subconjuntos nao compactos
de R

A primeira aplicagdo estéa relacionada com o intervalo [0, +o0[. Seja,

E={f€C([0,4+]) : existe « >0e M >0 tal que |f(z)] < Mexp(az) Vx> 0},
(2.48)

eparacada fe€ EF,n>1ex >0, defina

n

M) = exp(onn) S () (2.49)

O operador M, é linear e positivo e é chamado de n-ésimo operador de Szész- Mirakjan.

A sequéncia { M, },,>1 foi introduzida e estudada por Mirakjan ([36]), Favard ([19]) e Szasz

([43]).

Teorema 2.2.13. Para cada f € Cy([0, +00])

lim M, (f) = f

n—oo

uniformemente em subconjuntos compactos de [0, +o0l.



Demonstracao. Temos que,

nx
M) = exp(-na) > =1
k=0
Ny
M,(e1)(x) = exp(—nx)zﬁ- X
k=0 '
20 k1 k=1
= exp(—nx)z =
k=1
20 k=1 k-1
= xexp(—nm)z =
k=1 ’
=z
= e(x)
k% nkgh
M,(e2)(z) = exp(—nm)zﬁ- o
k=0 '
k=141 nFlpzk?
= exp(—nm)z " : =]
k=1 ’
k-1 nFlpak?
= xexp(—nz) :
= (
= 2’ + —x
n

= o)+ al)

E o resultado segue do Teorema 2.2.2.

o1

]

A proxima aplicacao refere-se ao caso X = R? d > 1. Para todo n > 1 e para cada

funcao Borel- mensuravel f : RY — R, seja

G = (12)" [ Fresm (=l ol .

(2.50)

Devemos considerar os operadores GG,,, n > 1, definidos no sub-reticulado de todas

fungoes Borel mensuravel f € F(R?) para as quais a integral (2.50) ¢ absolutamente

convergente. Eles sao chamados de operadores de convolucao de Gauss-Weierstrass sobre

R e sao utilizados no estudo da equagio de calor em R? (ver [4] e [29)]).
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Lema 2.2.2. Para qualquer o € R e 0 > 0 temos as sequintes formulas:

<27T102)§/RGXP (_(t;;)Q) dt = 1.
(2%2)%’56@ (—(t;ﬁy) it = a
()

Demonstracao. Veja [29]. O

o? + o2

 —
~
no
@D
]
o]
/T\
=~
NN
q
e
e
N——
oW
~
|

Teorema 2.2.14. Para cada f € Cy(RY), lim G, (f) = f uniformemente em subconjun-
n—oo

tos compactos de RY.

Demonstracao. Temos que,

6@ = (12)" [ srem (<l -l a

= (%)d g f(t)exp <—% (t; — xj)2> dt

= (%)5 [ @) f[exp (=5 —a)?) at

Pelo Teorema de Fubini e Lema 2.2, segue que,

T
N———
[N N

M=

=1

n

Gu)) = T (1) e (<50 —0)?) dty =1

i) = My () o (So-) o
X (%)5 /Rti exp (—%(ti — ZL’Z)2> dt;



E o resultado segue do Teorema 2.2.2.
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Capitulo 3

Teoremas tipo Korovkin

Os resultados e aplicacoes deste capitulo foram extraidos do artigo de Altomare [3].

3.1 Teoremas tipo Korovkin para operadores lineares
positivos

Apoés a descoberta do teorema de Korovkin, varios matemaéticos tentaram estendé-lo

em varios direcoes, por exemplo:

1. encontrar outros subconjuntos de fungoes que satisfacam a mesma propriedade que

{17 €1, 62};

2. estabelecer resultados como o Teorema 2.1.1 em outros espacos de funcdes ou em

espacos de Banach abstratos;

3. estabelecer resultados como o Teorema 2.1.1 para outras classes de operadores line-

ares.

Como consequéncia destas investigacoes, uma nova teoria foi criada, o que hoje é
chamada de "Teoria da Aproximacao Tipo Korovkin". Esta teoria tem ligacoes fortes e

frutiferas nao s6 com a Teoria da Aproximacao Cléassica, mas também com Analise Real,

o4
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Anélise Funcional, Analise Harmonica, Teoria da Probabilidade e Equagoes Diferenciais
Parciais. Sugerimos [4| para uma descri¢ao mais detalhada.

Vamos discutir a seguir alguns dos principais resultados em espagos Cy(X) (X es-
paco localmente compacto, ndo compacto), C'(X) (X espaco compacto). Estes espagos
desempenham um papel central na teoria e eles sao os mais tteis em aplicagoes.

A definicao a seguir, que é um dos mais importantes da teoria, é claramente motivada

pelo teorema de Korovkin e foi formulada pela primeira vez por V. A. Baskakov (|7]) -

Definicao 3.1.1. Um subconjunto M de um reticulado de Banach E é dito ser um subcon-
Junto de Korovkin de E se, para cada sequéncia {Ly}n,>1 de operadores lineares positivos

de ' em E satisfazendo
(i) $1Dy21 1Lal| < +00
(i1) im L,(g) = g para toda g € M
n—oo

tem-se

lim L,(f) = f para toda f € E.

n—oo

Note que, se F = C(X), X espago compacto, e a fungdo constante 1 pertence ao
span(M), entdo a condigdo (i) é desnecessaria, porque é uma consequéncia da condigao
(17).

De acordo com a Definicao 3.1.1, podemos reafirmar o Teorema de Korovkin 2.1.1,
dizendo que {1,e;,e2} é um subconjunto de Korovkin de C([0, 1]).

Destacamos, ainda, que um subconjunto M é um subconjunto de Korovkin de F se, e
somente se, o span(M) é um subconjunto de Korovkin. Um subespaco vetorial que é um
subconjunto de Korovkin sera referido como um subespago Korovkin de E.

Conjuntos de Korovkin (quando existirem) sdo tteis para investigar a convergéncia
de sequéncias uniformemente limitadas de operadores lineares positivos para o operador
identidade ou, do ponto de vista da Teoria da Aproximacao, a aproximacao de cada

elemento f € E por meio de {L,(f)}n>1-
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De acordo com Lorentz (|33]), o primeiro a propor uma possivel generalizacdo, da

Definicao 3.1.1, parece ser igualmente interessante estudar o seguinte conceito mais geral.

Definicao 3.1.2. Sejam E e F reticulados de Banach e T : E — F um operador linear
positivo. Um subconjunto M de E é dito ser um subconjunto de Korovkin de E para T se

para cada sequéncia {L,},>1 de operadores lineares positivos de E em F satisfazendo
(i) $Dyzs Ll < +o0
(i7) lim L,(g) = T(g) para toda g € M
n—oo

tem-se

lim L,(f) =T(f) para toda f € E.

n—0o0

Assim , tais subconjuntos podem ser usados para investigar a convergéncia das sequén-
cias uniformemente limitadas de operadores lineares positivos para um determinado ope-
rador linear positivo T' : £ — F' ou para aproximar 1" por meio de operadores lineares
L,, n > 1, em geral, mais simples.

Tendo em vista a definicao acima, dois problemas surgem naturalmente:

Problema 1. Dado um operador linear positivo 7' : & — F', encontrar condicoes de
existéncia de um subconjunto M de Korovkin para 7', ndo trivial, isto é, span(M) nao é
denso em FE. Neste caso, tentar determinar alguns ou todos eles.

Problema 2. Dado um subconjunto M de F, tentar determinar alguns ou todos os
operadores lineares positivos T' : £ — F' (caso existam) para os quais M é um subconjunto
de Korovkin.

Na proxima secao, discutiremos alguns aspectos relacionados ao Problema 1 (para
mais detalhes, veja 4], Se¢oes 3.3 e 3.4). Com relacdo ao Problema 2, poucos resultados
estao disponiveis (veja, por exemplo, [23], [24], [25],[26],]45],[44]).

O proximo resultado fornece uma caracterizacao completa de subconjuntos de Ko-

rovkin de operadores lineares positivos em espacos Cp(X). O resultado foi obtido por
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Yu. A. Shashkin ([41]) no caso em que X =Y, X um espago métrico compacto e

T = I o operador de identidade;

e H. Berens e G. G Lorentz ([11]), quando X =Y, X espago compacto topologico,
T =1,

e H. Bauer e K. Donner (|9]), quando X =Y, X espago localmente compacto, T' = I,
e C. A. Micchelli ([35]) e M. D. Rusk ([40]), quando X =Y, X compacto;
e F. Altomare (|2]), sob a forma geral apresentada no Teorema 3.1.1.

Lema 3.1.1. Seja E um espacgo vetorial reticulado normado, Y um espaco de Hausdorff
localmente compacto, T : E — Co(Y) um operador linear positivo e H um subespaco

vetorial de . Considere as sequintes propriedades:

(i) Seu:E — R é um funcional linear positivo e y € Y satisfazem p(g) = T'(g9)(y)
para toda g € H, entao p(f) =T(f)(y) para toda f € E.

(ii) Para todo funcional linear positivo p: E — R tal que p =0 em H, tem-se p = 0.
Entao a Propriedade (i) implica na Propriedade (ii).
Demonstracao. Veja ([2], pag. 219). O

Teorema 3.1.1. (Altomare - 1987, [2]) Sejam X e Y espagos de Hausdorff localmente
compactos. Além disso, assuma que X tem uma base enumerdvel e Y € metrizdvel. Dado
um operador linear positivo T : Co(X) — Co(Y) e um subconjunto M de Cy(X), as

sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) M € um subconjunto de Korovkin de Co(X) para T;

(ii) Se p € M (X) ey €Y satisfazem n(g) = T(g)(y) para toda g € M, entio
u(f) =T(f)(y) para toda f € Co(X).
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Demonstragio. (i) = (it) Fixe p € M (X) e y € Y satisfazendo u(g) = T'(g)(y) para
toda g € M. Considere uma base enumeravel decrescente {U, },>1 de vizinhancas abertas
de y em Y. Pelo Lema de Urysohn, para todo n > 1 existe ¢, € K(Y) tal que: 0 < ¢, <

1, on(y) = 1 e supp(pn) C Un.
Defina L,, : Co(X) — Cy(Y) por,

Ln(f) = p(pn + TN =n)  (f € Co(X)).

Vamos mostrar primeiramente que a sequéncia {L,},>; com cada L, definido como
acima satisfaz as condi¢oes da Defini¢ao 3.1.2.

E facil ver que cada L, é linear, positivo e ||L,|| < ||u|| + ||T|| para todo n € N.

Pela continuidade de T'(g), g € M, dado € > 0 existe v € N tal que,

T(9)(z) = T(9) ()] < €

para todo z € U,.
Como {U, }n>1 € decrescente, para cada n > v temos que U, C U,, assim para todo

z€eY

1Ln(9)(2) = T(9)(2)] = [u(g)en(z) +T(9)(2) = T(9)(2)en(2) — T(9)(2)]
= |T(9)(y)en(2) = T(9)(2)en(2)]
= en(2)|T(9)(2) — T(9)(y)]
Portanto,
=0,sez¢ U,

| Ln(g)(2) = T(g)(2)]
<e€ sezelU,.

Logo, ||L,(g) — T'(g9)|| < € e assim

lim L,(g) = T(g)

n—oo
para toda g € M.

Sendo M um subconjunto de Korovkin de T, segue da Defini¢ao 3.1.2 que para toda
1€ Cy(X), nh_)rglo L.(f) =T(f) e portanto,

lim L,,(f)(y) = T(f)(y)- (3.1)

n—oo
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Mas, para todo n > 1

Ln(f)(y) = nl

= T(H)) + (w(f) = T(H)®)en(y) (3.2)
= T()y) +n(f) = T(f)(y)
= u(f)

Logo,
lim Ly (f)(y) = p(f)-

n—oo

Segue de (3.1) e (3.2) que u(f) = T(f)(y) para toda f € Cy(X).
(i1) = (7). A partir da afirmacao (ii) segue do Lema 3.1.1 aplicado ao span(M) que

se 1 € M (X) e u(g) = 0 para toda g € M, entdo pu = 0. (3.3)

Além disso, uma vez que X tem uma base enumeravel segue do Teorema 1.2.5 que
cada sequéncia limitada em M, (X) tem uma subsequéncia vagamente convergente.

Considere uma sequéncia { L, },>1 de operadores lineares positivos de Cy(X ) em Cy(Y')
satisfazendo as propriedades (i) e (i7) da Definigdo 3.1.2 e assuma que para alguma fy €
Co(X) a sequéncia {L,(fo)}n>1 nao converge uniformemente para 7'(fy).

Portanto, existe €y > 0, uma subsequéncia {Lgn)}n>1 de {L,}n>1 € uma sequéncia

{Yn}n>1 em Y tal que

| L) (fo) (yn) — T'(fo)(yn)| = €0 para todo n > 1. (3.4)

Vamos agora discutir separadamente dois casos possiveis, {y,}n>1 converge para o
ponto no infinito de Y ou nao (veja Capitulo 1, pag 8).
No primeiro caso (que s6 ocorre quando Y ndo é compacto), temos que lim A(y,) =0
n—oo

para toda h € Cy(Y).
Para todo n > 1 defina u, € M} (X) por

,Um(f) = Lk:(”)(f)(yn) (f € CO(X»‘

Como ||pn|] < ||Lkwy|| < M = sup||L,|| e substituindo se necesséario, a sequéncia
n>1

(ftn)n>1 por uma subsequéncia adequada, podemos assumir que existe u € M, (X) tal
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que p, — i vagamente. Mas, se g € M, entao

(9] < [ L) (9)(Yn) — T(9)(Yn)| + [T (9)(yn)|
< | Likmy(g) = T(9)I + 1T(9)(yn)]

de modo que

1(g) = lim p,(g) = 0.

n—o0

De (3.3) segue que p(fo) = 0 e portanto,

|Lk:(n)(f0>(yn) = T(fo)Wn)| = [n(fo) = T(fo)(yn)l,

que converge para 0 quando n tende para +oo, contradizendo (3.4).

Considere agora o caso em que a sequéncia {y,},>1 ndo converge para o ponto no
infinito de Y. Em seguida, substituindo-a por uma subsequéncia adequada, podemos
assumir que ela converge para algum y € Y.

Novamente, considere para cada n > 1

tin(f) = Ly (f) () (f € Co(X)).

Como no raciocinio anterior, podemos supor que existe u € MJ(X) tal que p, — u

vagamente. Entao, para g € M, como

1n(9) = T(9) (Yn)| < | Ly (9) — T'(9)]|

e lim [Lym)(g) = T(g)ll; temos que u(g) = T(g)(y)-

Portanto, a afirmagao (i7) implica que u(fo) = T(fo)(y), ou equivalentemente,

lim (Lin) (f0) (yn) = T(fo)(yn)) = 0

n—oo

o que é impossivel por causa de (3.4). ]

3.2 Teoremas tipo Korovkin para o operador identi-

dade em Cj(X)

Vamos discutir agora algumas aplicacoes do Teorema 3.1.1 para operador identidade
em Cy(X). Para tal, fixaremos X um espago de Hausdorff localmente compacto com base

enumeravel e portanto metrizavel.
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O proximo resultado segue imediatamente do Teorema 3.1.1.

Teorema 3.2.1. Dado um subconjunto M de Cy(X), as sequintes afirmagoes sao equiva-

lentes:

(i) M é um subconjunto de Korovkin de Co(X);

(it) Sep € Mf(X) ex € X satisfazem u(g) = g(x) para toda g € M, entao u(f) = f(x)
para toda f € Co(X), isto €, u = 0.

A fim de discutirmos a primeira aplicacdo do Teorema 3.2.1, lembremos que uma
aplicacao ¢ : Y — X entre dois espacos de Hausdorff localmente compactos X e YV é
dita ser propria se para cada subconjunto compacto K C X, a imagem inversa ¢~ '(K) =
{y €Y :p(y) € K} é compacto em Y. Neste caso, f o € Cy(Y) para toda f € Cy(X).
De fato, como f € Cy(X) entdo pelo Teorema 1.2.2 dado € > 0 existe um compacto
K tal que, se x ¢ K entao |f(z)] < e. Mas como ¢ é uma aplicagdo propria entdo,
e MK)={yeY:ply) € K} écompactoem Y e se z ¢ ¢ ' (K) entdo ¢(z) ¢ K e dai,
|f(v(2))] < e. Logo, segue do Teorema 1.2.2 que f o € Cy(Y).

Corolario 3.2.1. Seja Y um espaco de Hausdorff localmente compacto e metrizdvel. Se
M é um subespaco de Korovkin de Cy(X), entao M é um subconjunto de Korovkin para

qualquer operador linear positivo T : Co(X) — Co(Y) da forma

T(f)=v(fep)  (f€Co(X))
onde p € Cyo(Y), ¥ >0, ep:Y — X € uma aplicacao propria.

Demonstragio. De acordo com o Teorema 3.1.1 temos que mostrar que, se p € M, (X)
ey € Y satisfazem p(g) = ¥ (y)g(p(y)) para toda g € M, entdo u(f) = ¥(y)f((y)) para
toda f € Co(X).

Temos dois casos a considerar, ¥(y) =0 e ¥ (y) > 0.

Se ¥(y) = 0, entdo u(g) = 0 para toda g € M. Logo, pela Propriedade 3.1 da

demonstragao do Teorema 3.1.1 (i) = (i) temos que,

u(f) =(y) f(e(y)) = 0 para toda f € Cy(X).
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Considere agora 1 (y) > 0. Por hipotese, M é um subconjunto de Korovkin de Cy(X),
entao pelo Teorema 3.2.1 segue que p(f) = f(x) para toda f € Cy(X) com p € M (X)
e x € X satisfazendo u(g) = g(z) para toda g € M.

Temos que L,u e M(X)e

U(y)
@u(g) =W ®)g(v(y) = 9(+(y))
Logo,
@M(f) - @ (2(y)) = fp(y)) para toda f € Co(X).
E portanto,

u(f) =v(y)f(e(y)) para toda f € Co(X).

Logo, pelo Teorema 3.1.1 segue que M & um subconjunto de Korovkin para T'(f) =

U(foyp). O

Corolario 3.2.2. Seja M um subespago de Korovkin de Co(X). Considere uma sequéncia
uniformemente limitada {L,},>1 de operadores lineares positivos de Cy(X) em Co(X).

Entao as sequintes propriedades sao validas.

(i) Dado um subconjunto fechado Y de X e € Cp(Y), b > 0, se lim L,(g9) = vg

n— o0

uniformemente em Y para toda g € M, entao,

lim L,(f) =« f uniformemente em Y

n—o0

para toda f € Cy(X).

(i1) Se lim L,(g9) = g uniformemente em subconjuntos compactos de X para toda
n—oo
g € M, entao lim L,(f) = f uniformemente em subconjuntos compactos de X
n—oo

para toda f € Co(X).

Demonstracao. (i) Por hipdtese, Y é um subconjunto fechado de X, entdo a aplicacao
candnica ¢ : Y — X, definida por ¢(y) = y para todo y € Y é propria. De fato, para

qualquer subconjunto compacto K C X temos que,

e (K)={yeY py) e K}=KnNY.
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Se KNY = () entao € K NY é compacto.

Se KNY # () temos que K é fechado pois um compacto contido em um espaco
de Hausdorff é fechado. Assim, K NY é fechado contido em K compacto e portanto
compacto.

Logo ¢~ }(K) é compacto. E portanto a aplicagio canonica ¢ : Y — X é propria.

Como M é um subconjunto de Korovkin de Cy(X), entao tomando ¢ : Y — X sendo

a aplicacao canonica no Corolério 3.2.1, segue que M é um subconjunto de Korovkin para

T:Cy(X) — Cp(Y) da forma

T(f) =o(flew) =o(fy)  (f € Co(X))

E o resultado segue da Definicao 3.1.2 de subconjuntos de Korovkin.
(77) Sabemos que todo subconjunto compacto de um espaco de Hausdorff é fechado,
entdo o resultado segue direto da afirmacao (i) tomando ¢ = 1.

]

Passaremos agora a investigar alguns critérios tteis para determinar explicitamente

subconjuntos de Korovkin de Cy(X).

Proposicao 3.2.1. Seja M um subconjunto de Co(X) e assuma que para todo x,y € X,
x # vy, existe h € span(M), h > 0 tal que h(x) = 0 e h(y) > 0. Entdo M € um subconjunto
de Korovkin de Co(X).

Demonstra¢ao. Vamos verificar a condicao (i) do Teorema 3.2.1, portanto considere p €
M (X) e z € X satisfazendo u(g) = g(x) para toda ¢ € M e portanto, para toda
g € span(M).

Por hipotese, se y € X com y # x entdo existe h € span(M), h > 0 tal que h(y) > 0 e
0 = h(z) = p(h). Dai, pelo Teorema 1.2.4 temos que existe o > 0 tal que u = ad,. Logo
w(f) = af(x) para toda f € Co(X).

Escolhendo f € span(M) tal que f(xz) > 0, temos que af(z) = p(f) = f(x), assim
a=1epu=70,. m
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A seguir, apresentaremos uma consequéncia importante da Proposi¢ao 3.2.1. Para

prosseguirmos, se M é um subconjunto de C'(X) e fy € C(X), fixemos

JoM ={fo-f:fe M} (3.5)

foM? ={fo- f*: f € M}. (3.6)
Recordemos que um subconjunto M de C'(X) separa pontos de X se para todo par de

pontos distintos z,y € X, existe g € M tal que g(x) # g(y).

Teorema 3.2.2. Considere uma funcao estritamente positiva fo € Co(X) e um subcon-
Junto M de C(X) que separa pontos de X. Além disso, assuma que foMU foM? C Co(X).
Entao {fo} U foM U foM? é um subconjunto de Korovkin de Cy(X).

Além disso, se M ¢ finito, isto é, M = {f1,..., fu}, n > 1, entdo

{foafofh . ,fofn,fOZfE}
i=1

é um subconjunto de Korovkin de Cy(X).

Demonstracao. Se z,y € X, x # y, entao existe f € M tal que f(z) # f(y). Logo, a
fungio h = fo(f — f(x))? pertence a span({fo} U foM U foM?) e h(z) = 0 < h(y). Assim,

o resultado segue da Proposicao 3.2.1.

Se M = {fi,..., fu}, entdo basta considerar a funcao f, Z(fZ — fi())? no raciocinio
i=1
anterior.

]

O proximo resultado é uma consequéncia 6bvia do Teorema 3.2.2, mas vale a pena ser

enunciado explicitamente.

Teorema 3.2.3. Considere uma fun¢ao estritamente positiva fo € Co(X) e um subcon-
Junto M de Co(X) que separa pontos de X. Entao {fo} U foM U foM? é um subconjunto
de Korovkin de Cy(X).
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Além disso, se M ¢ finito, isto é, M = {f1,..., fu}, n > 1, entdo

{foafofh . ,fofn,fOfo}
i=1

é um subconjunto de Korovkin de Cy(X).
Finalmente, se fo também € injetora, entao {fo, f¢, fo} € um subconjunto de Korovkin

de Co(X).

Note que no caso de fy ser injetora, basta tomar M = {fy} e o resultado segue da

proposi¢ao anterior.
Corolario 3.2.3. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

(i) {e1,ea,e3} € um subconjunto de Korovkin de Cy(]0,1]).

(ii) {e_1,e_a,e_3} é um subconjunto de Korovkin de Cy([1,+0o0[), com e_p(x) = 7%,

para todo x € [1,+o00] e k =1,2,3.

(iii) {f1, f2, [3} € um subconjunto de Korovkin de Cy([0,+o0[), com fr(x) = exp(—kzx),
para todo x € [0, +o0] e k= 1,2,3.

(iv) {®,pri®, ... ,prqa®,||.|[>®} € um subconjunto de Korovkin de Co(R?), com ®(z) =

exp(—||z||?), para todo x € RY.

Demonstracao. (i) Tome fy = ey, temos que fy € Cy(]0,1]). De fato, dado ¢ > 0,
existe um subconjunto compacto K = [e, 1] de ]0, 1] tal que |fo(x)| = = < € para todo
x €0, e[= K°.

Ademais, fj é injetora e positiva, logo pelo Teorema 3.2.3 segue que {eq, e, e3} é um
subconjunto de Korovkin de Cy(]0, 1]).

(77) Tome fy = e_q1, temos que fy € Co([1,+o0o[). De fato, dado € > 0, com ¢ > 1
basta tomar K = () pois

[fo(x)| =27 <1<e

para todo z € [1, +o0].
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Se 0 < € < 1, entdo tome K = [1,e7!]. Assim,
[folw)| =27 <1<e

para todo x €]e!, +o00[. Logo, fo € Co([1,+00]).

Além disso, fy é injetora e positiva, novamente pelo Teorema 3.2.3, segue que {e_1,€_9,e_3}
¢ um subconjunto de Korovkin de Cp([1,400]).

(i73) Tome fo(x) = exp(—=x), temos que fo € Cy([0, +00o[). De fato, dado 0 < € < 1,
basta tomar K = [0,In1]. Se e > 1, tome K = (). O resultado segue do Teorema 3.2.3.

(iv) Tome fo(z) = ®(z) = exp(—||z||?). Temos que fy € Co(R?), pois dado 0 < € < 1,
basta tomar K = B’(0,7), com raio r = Vinelesee>1, tome K = (. Note que foé
estritamente positiva.

Ademais, {pri,...,prqy} ¢ um subconjunto de C(R?) que separa os elementos de R<.

Logo, o resultado segue do Teorema 3.2.2. O]
Uma generalizagao do resultado anterior é apresentada abaixo.

Proposicao 3.2.2. Dados A\, Ay, A3 € R, 0 < Ay < Ay < A3, entao

(i) {ex;;exn,ers} € um subconjunto de Korovkin de Cy(]0,1]) com ey, (z) = x

todo x €]0,1] e k =1,2,3.

, para

(1) {e_x;,e—x,,€-ns} € um subconjunto de Korovkin de Cy([1,+o0[), com e_y, (z) =

™ para todo x € [1,+00[ e k =1,2,3.
(111) {frs ooy fas} € um subconjunto de Korovkin de Cy([0, +00), com fy, (x) = exp(—Apx),
para todo x € [0, +o00] e k =1,2,3.
Demonstracao. Usaremos a Proposi¢ao 3.2.1.
(1) Para x €]0, 1], arbitrario, considere a fungao
hao(2) = 2™ + 2™ + B8 = 2™ H(2)

onde

H(z) =1+ az?™™ 4 gghsM
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e (a, ) é a tnica solu¢do do sistema

H(,Io) =0
H'(z9) =0

ou seja,

(A= A1) A=A
DYDY "o e F= /\3—/\on ‘

Temos H"(z0) = 25%(A2 — A1)(A3 — A1) > 0 para todo zo €]0,1]. Note também que,
H'(z) < 0sex < xge H(x) > 0sex > xg, logo g é ponto de minimo absoluto e o
resultado segue da Proposicao 3.2.1.

(1) Para g € [1, 00[, arbitréario, considere a func¢ao
hao(2) = 27 + az™? 4+ Bz = oM H(x)

onde

H(z) =1+ aaz™ ™2 4 g2
e (a, ) é a tnica solugao do sistema

H(l’o) =0
H'(z9) =0

ou seja,
_ M=)

o =

(M=)
Ns— Ay O ¢ =75, W

Temos H"(x0) = x52(A2 — A1) (A3 — A1) > 0 para todo zy € [1,00[. Note também que,
H'(x) < 0sex < xge H(x) > 0sex > xg, logo g é ponto de minimo absoluto e o
resultado segue da Proposicao 3.2.1.

(i71) Para xq € [0, 0o[, arbitrario, considere a fun¢ao
hao(2) = exp(—A1x) + aexp(—Aox) + fexp(—Asx) = exp(—Az)H(x)

onde

H(z) = 1+ aexp((\ — A2)z) + Bexp((M — As)z)
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e (a, ) é a tnica solu¢do do sistema

H(,Io) =0
Hl(l'o) =0
ou seja,
AL — A —(A1—A
Q= % exp((A2 — A)zg) e B = % exp((As — A1)zo).
3= A2 32

Temos H"(xg) = (A2 — A1)(A3 — A1) > 0 para todo zy € [0,00[. Note também que,
H'(x) < 0sex < xye H(x) > 0sex > xp, logo zg é ponto de minimo absoluto e o

resultado segue da Proposicao 3.2.1. O]

A seguir discutiremos uma aplicacao da Proposicao 3.2.2.
Vamos estudar o comportamento dos operadores de Szasz-Mirakjan em Cy([0, 4+00]).

Recordemos que estes polindmios sao definidos por

oo
nFak
!

M, (f)(x) = exp(—na) Y f (%) K

k=0

(3.7)

para todon > 1, 2 > 0e f € C([0,+00]) tal que |f(x)] < Mexp(ax) (z > 0), para
algum M >0e a > 0.

Lema 3.2.1. Se f € Cy([0, +o0[), entdo M, (f) € Co([0,+00]) e ||M. (/) < |Ifll, para
todon > 1.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.2.13 temos que lim M, (f) = f uniformemente em sub-
n—oo
conjuntos compactos de [0, 400|, portanto a fungao M, (f) é continua. Além disso, para

todo z > 0,

nkak

Mo () ()] = -

exp(-nr) 3 (%) ”ka <

k=0

k .k

19
n
nkxk n-xr

< exp(—na) ST = 1l exp(—na) 30 " = IIf1l

k=0

Logo, [My(f)(x)| < |[f]] e portanto, [[My(f)]| < [|f]| para todo n > 1.
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Provemos que M, (f) € Cy([0,400[). Como f € Cy([0,400]) entdo dado € > 0, existe
v € N tal que |f(§)’ < € para todo k£ > v.

Ademais, existe uma constante positiva A tal que para todo z > A temos

- k| n*xk
exp(—nx); f (ﬁ) TR
Assim,
- kN | nFa® s EN | nkok
M@ < e-nn Y7 (2)] 5+ ennn) Y |7 (B)| 5 < 2
k=0 k=v+1
para todo z > A.
Tomando o compacto [0, A, concluimos que M, (f) € Cy([0, +oof).
[

Lema 3.2.2. (Teorema de Dini) Se a sequéncia de fungoes continuas f, : X — R converge
monotonicamente para a funcao continua f : X — R no conjunto compacto X entao a

convergéncia € uniforme.
A demonstracao do Lema 3.2.2 pode ser encontrada em ([|30]).
Teorema 3.2.4. Para toda f € Cy([0, +00]),
nh_}r{.lo M, (f) = f uniformemente em [0, +o0].

Demonstragao. Como {M,},>1 é uma sequéncia uniformemente limitada de operadores
lineares positivos de Cy([0, +00[) em Cy([0, +00[), pela Proposi¢ao 3.2.2, (iii), é suficiente

mostrar que, para todo A > 0,
lim M, (fy\) = f» uniformemente em [0, 400
n—oo

com fy(z) =exp(—Az) ex > 0.

Ademais, para todo = > 0, temos que

= nFak = (exp (22) nz)"
M, (f))(z) = exp(—nz) Zexp (—Ag) = exp(—nz) Z (exp (52) ) :

k! k!
k=0 k=0
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k
E bem conhecido que Z i exp(t), para todo t € R. Logo para todo =z > 0,

exp(— i exp (S na)” exp(—nz) exp (exp (%) nm)

0 e ( n + n exp (WA»
el
=)

(1 — exp
= exp X

Portanto,

1— =2 1— (22)
lim M, (f\)(xz) = lim exp <—/\;p (#M))) = exp ( Az lim ( exp - )) .
n—00 n—00 o n—00

Aplicando a regra de L'Hopital, temos que hm M, (f\)(z)

Portanto, a sequéncia {M,(f))},>1 converge pontualmente para f)\ e & decrescente.
Além disso, cada M, (fy) e fr pertencem a Cy(]0, +o0[), portanto, pelo Teorema de Dini
aplicado a compactificagdo de [0, 400, obtemos que M,(f\) — f, uniformemente ¢ o

resultado segue da Proposicao 3.2.2. O]

A seguir, apresentaremos uma caracterizacao de subespaco de Korovkin em Cpy(X),
que serd muito util para demostrarmos o Teorema de Stone-Weierstrass. Sua demostracao

pode ser encontrada em ([9]).

Teorema 3.2.5. Seja X um espaco de Hausdorff localmente compacto com uma base

enumerdvel. Dado um subespaco linear H de Cy(X), sao equivalentes:
(i) H é um subespago de Korovkin de Co(X);

(i1) Para toda f € Co(X) e para todo € > 0, existe um nimero finito de funcoes

hoy...,hn € H, ko,... .k, € H e u,v € Co(X),u,v >0 tal que ||ul| <€, ||[v]| <ee

e Suph—u<f<1nfk+v

0<i<n

inf k; — sup h;

0<j<n 0<i<n
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Lema 3.2.3. Toda subdlgebra fechada A de Cy(X) € um subespaco reticulado, isto é,
|f| € A para toda f € A.

Demonstracao. E bem conhecido que,

uniformemente com ¢ € [0,2] e

o =3 (7)e-1t  w=1iepa.

k=0

N[

Como lim p,(0) =0

n—oo

= 0, n6s temos que,

N

t2 = lim ¢,(t) uniformemente para t € [0, 2],

n—oo

com @gn = Pn _pn(()); n > 1.
Por hipétese, A é uma subélgebra, entdo para toda f € A temos que f? € A. Dai,
2
para toda f € A, com f # 0, obtemos (ﬁ) € A. Logo, segue de (1) que

2\ 3 2 B
= Il (5 ) = 1] Jim gy (%5 ) € A=A
=1 (i) =0 e (i)

pois A é fechado. Logo, A é um subespaco reticulado. n

Antes de enunciarmos o Teorema de Aproximacgao de Stone, vale lembrar que, um
subconjunto M de Cy(X) separa fortemente os pontos de X, se separa os pontos de X e,

se para cada r € X existe f € M tal que f(x) # 0.

Teorema 3.2.6. Seja X um espaco de Hausdorff localmente compacto com uma base

enumerdvel e seja A uma subdlgebra fechada de Co(X) que separa fortemente os pontos

de X. Entao A = Cy(X).

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar que existe uma funcao estritamente posi-
tiva f, para podermos aplicar o Teorema 3.2.3.
Note que A é separavel pois Cy(X) é separavel.

Denote por {h, : n > 1} um subconjunto denso de A.
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Por hipotese, A separa fortemente pontos de X, entao para todo x € X, existe g € A

tal que g(x) # 0 e assim |g(z)| # 0.
Mas pelo Lema 3.2.3 |g| € A, portanto, existe |g| € A tal que |g(z)| # 0.

Como {h, :n > 1} = A entdo, para todo € > 0, existe h, tal que ||h, — |g||] < ¢,

e assim, |h,(t) — |g(t)]| < € para todo t € X. Tomando e = |g(2x)| e t = x temos que,

|hn(x) — |g(z)]] < @, ou seja, —@ < hp(x) — |g(z)| < @. Portanto,

l9(z)|

0<
2

< hy(x).

Logo, para todo x € X, existe n > 1 tal que h,(x) # 0. Portanto, pelo Lema 3.2.3, a
funcao fy definida por

|
h= 2w
estd em A, e é estritamente positiva em A.
Como A é uma subélgebra de Cy(X) entao {fo} U foA U foA? C A, portanto, segue
do Teorema 3.2.3 que A é um subespaco de Korovkin de Cy(X).
Considere f € Cy(X) e € > 0. Pelo Teorema 3.2.5 existem hq, ..., h, € A, ko, ..., k, €
Aeu,ve Cy(X),u,v >0 tal que ||u]] <e€ [[v]| <€ e

inf k; — sup hi|| <e e sup h; —u < f < inf k; +o.

0<j<n 0<i<n 0<i<n 0<j<n
Entao, f — inf k; <wve
0<j<n

inf k; — f <] inf k; — sup h| +u.

0<j<n 0<j<n 0<i<n
Portanto,
|f — inf k;| <| sup hi— inf kj|+u+v
0<j<n 0<i<n 0<j<n
e entao

— | <
1S = ook Kjl| < 3e.
Logo, f € A = A, pois pelo Lema 3.2.3 A & um subespaco reticulado e portanto,
inf k?j € A. ]

0<j<n
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Tal como fizemos no Teorema 2.1.6, mostrando que a versao restrita do Teorema de
Korovkin e o Teorema de aproximacao de Weierstrass sao equivalentes para o intervalo
0, 1], podemos mostrar que o Teorema de Aproximacao de Stone e o Teorema 3.2.3 sdo
equivalentes.

O proximo resultado serd muito ttil para nosso proposito.

Teorema 3.2.7. Seja X um espaco de Hausdorff localmente compacto e considere um
subcongunto M de Co(X) tal que o span(M) contém uma fungao estritamente positiva
fo € Co(X). Dado xy € X, denote por A(M,xq) o subespaco de todas fungoes f € Cy(X)
tal que p(f) = f(xo) para toda p € My (X) satisfazendo u(g) = g(zo) para toda g €
{fo}U foM U foM?. Entio A(M,xq) é uma subdlgebra fechada de Co(X) que contém M.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar primeiramente que A(M, ) é fechado.

Seja F' € A(M, xp). Entao existe uma sequéncia { f, },>1 C A(M,xg) tal que,

F=lim f,.

n—oo

Mas por hipotese, para toda pu € M, (X) satisfazendo u(g) = g(zo) para toda g €
{fo} U foM U foM? temos que u(f,) = fn(xo). E como p é continua temos que

p(F) = p(lim fo) = lim p(fn) = lim fo(zo) = F(o).
Logo, u(F) = F(x0) e portanto, F' € A(M, xy).
Vamos mostrar agora que A(M, () é uma subalgebra de Cy(X). Para tal, seja
M(zg) = {xe€ X :g(x)=g(x) para toda g € M}
= {r € X : fo(z)(g(x) — g(x0))? = 0 para toda g € M}.

Fixe f € A(M,zq) e p € Mj(X) tal que u(g) = g(xo) para toda g € {fo} U foM U
foM?. Em particular,

u(folg — 9(1’0))2) = N(fogz) — 2g(wo)u(fog) + gQ(wo)u(fo)

= (fog®)(w0) — 29(x0)(fog) (o) + g°(x0)(fo)(w0) = 0.
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para toda g € M.

Por outro lado, se © € M(xg) entdo d,(g) = g(z) = g(xo) para toda g € {fo} U
foM U foM?, assim 6,(f) = f(x) = f(xo) uma vez que f € A(M,zy). E portanto,
Jo(xo) f2 = (o) fo em M (zg). Dai, tomando M(xy) =Y no Corolario 1.2.1 temos que,

w(folzo)f?) = u(f*(xo) fo)
folxo)u(f?) = fAo)n(fo) = f*(x0) folxo).

Logo u(f?) = f*(x), assim f2 € A(M, z,) e portanto A(M,x,) ¢ uma subdlgebra de
Co(X).

Falta mostrarmos que A(M,xy) contém M. Seja h € M entdo fo(xo)h = h(xzo)fo
em M (zo). Se fixarmos novamente p € M (X) tal que u(g) = g(xo) para toda g €
{fo} U foM U foM?, aplicando o Corolario 1.2.1 novamente, obtemos

u(fo(zo)h) = p(h(xo)fo)
Jo(xo)u(h) = h(xo)u(fo) = h(zo) fo(zo).

Logo u(h) = h(zy), assim h € A(M, x). O

Teorema 3.2.8. O Teorema 3.2.3 do Tipo Korovkin e o Teorema 3.2.6 de Stone- Wei-

erstrass sao equivalentes.

Demonstracao. Pela demonstracao do Teorema 3.2.6, basta mostrarmos que o Teorema
3.2.6 implica o Teorema 3.2.3.

Considere entao um subconjunto M de Cy(X) que separa pontos de X e tal que o
span(M) contém uma funcao estritamente positiva fy € Cy(X).

Dado xy € X, considere um subespaco A(M, zy) definido no teorema anterior. Pelo
Teorema 3.2.6 e Teorema 3.2.7 temos que A(M,zy) = Co(X) . Em outras palavras,
mostramos que para toda p € M, (X) e para todo zo € X satisfazendo u(g) = g(xo)
para toda g € {fo} U foM U foM?, temos que u(f) = f(xo) para toda f € Cy(X). Pelo
Teorema 3.2.1 segue que { fo}U foM U foM? é um subconjunto de Korovkin de Cy(X). O



Capitulo 4

Uma versao do Teorema de Korovkin

via processo A-soma

4.1 Introducao

Este capitulo ¢ baseado no artigo de Atlihan e Tas ([6]). Usando o processo A-soma
apresentaremos uma versao do Teorema de Korovkin para uma sequéncia de operadores
lineares positivos de C'(X) em C(X), onde X é um espago de Hausdorff compacto com
pelo menos dois pontos e C'(X) ¢ munido da norma do supremo.

Seja A = {AM}, 5, = {ag;)}nzl uma sequéncia de matrizes infinitas com entradas
reais ndo negativas. Uma sequéncia {L;};>1 de operadores lineares positivos de C'(X) em
C(X) & chamada de processo A-soma em C(X) se {L;f},;>1 é A-convergente para f, para
toda f € C'(X), isto é,

. (n) B .
kh_)ngo | Z ay; Ljf — f[| = 0 uniformemente em n, (4.1)
j

onde as séries em (4.1) converge para cada k, n e f. Recordemos que uma sequéncia

de numeros reais {z;},;>1 é dita ser A-convergente para [ € R se lim a,(ﬁ)xj = I,
- k—o0 J

J
uniformemente em n (veja [31] e [42]). O nimero [ é denominado A-limite de {z;};>1.

75
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Seja C4 o conjunto de todas as sequéncias reais {z,};>1 tais que as séries

o0

S ol

J
sao convergentes para todo k,n € N.
Dizemos que o método A = {AM},5; = {a,(;;)}nzl é regular se toda sequéncia real

{z;};>1 convergente pertence a C4 e o A-limite ¢ igual ao limite usual, isto é, se

o

I 7 imnli I (n) . _
jgaloscj [ implica kL%OZakj ;=1
J

uniformemente em n.

O método A = {AM™}, 5, é regular (veja [10]) se, e somente se,

(i) Paracadaj=1,2,..., klim a,(;;) = 0 uniformemente em n;
—00

(i) lim Z a,(:;f) = 1 uniformemente em n;

(iii) Para cada n, k = 1,2,..., Z |a,(£.)] < 00, e existem inteiros N, M tais que
J
Z!a,(g)\ <M parak>Netodon=1,2,...
J
Exemplo 4.1.1. Se A™ = B para todo n € N para alguma matriz infinita B, entdo o

método A = {A™M},51 € reqular se, e somente se, o método matricial com matriz B é

regular. (Veja [29]).
Claramente, se B = I, a matriz identidade infinita, entao o método A = {A(n)}nZI =

{I},>1 € regular.
Exemplo 4.1.2. Considere A= {A™},5, = {Cl;(g-)}nzl; onde

(n) %,sen§j<n+k;
J .
0, caso contrdrio .

Assim, a sequéncia € dada por
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100000
20000
|
111 1
555 5 50
0010000
0+ 12000
o — 053300
0437110
SR EEE
001000
003100
o = 0035350
00 4 § 11
00355 3

A sequéncia de matrizes A é regular. E facil verificar as condicées (i) e (i1). Note que

Z |a$)\ = Zag;) = 1 para cada n,k € N e portanto a condi¢ao (iii) é verificada para

J J
quaisquer M > 2 e N > 1.

Seja {L;};>1 uma sequéncia de operadores lineares positivos de C'(X) em C(X) tal

que, para cada n,k € N
> a (11| < . (4.2)

J
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Além disso, para cada n,k € Ne f € C(X), seja
B (o) =3 i Li(fi0), (v€X)
J
onde B (f;2) e L;(f; ) denotam os valores reais B\ (f)(z) e L;(f)(x).
Note que B,(Cn)(f) est4 bem definido por (4.2) e pertence a B(X). Como {L;};> €

encia d d Ii o . d (n) ~ . ~ d
uma sequencla de operadores lineares pOSlthOS € Cada akj € nao negatlvo, entao cada

operador linear B,ﬁ”) ¢ positivo.

4.2 Uma versao do Teorema de Korovkin utilizando
processo A-soma

Assuma que f1, fa, ..., fm € C(X) tem as seguintes propriedades:
Existem fungoes g1, 92, ..., gm € C(X) tal que para todo z,y € X,

P(y) = Zgz(f)fz(y) >0 (4.3)

P.(y) =0 y=ux. (4.4)
Para provar o resultado principal deste capitulo, precisaremos dos seguintes lemas.

Lema 4.2.1. Seja A = {A™},>1 uma sequéncia regular de matrizes infinitas com en-
tradas reais nao-negativas. Assuma que {L;};>1 € uma sequéncia de operadores lineares

positivos de C(X) em C(X) tal que (4.2) é vdlido. Se parai=1,2,..., m
klim ]\B,in)(fz) — fill = 0 uniformemente em n
—00

entao, para toda funcao P definida por

m

P(y) = Zcifi(y); €1, C2,..., cm ER ey € X, (4.5)

i=1
temos que {L;P};>1 € A-convergente para P, isto €,

klim HBlin)(P) — P|| = 0 uniformemente em n.
— 00

Em particular, isto implica que klim ||B,(f")(P)H = ||P||, uniformemente em n.
—00
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n)

Demonstracao. Usando a positividade e a linearidade de B,(C para todo k, n € N, temos

para cada xr € X e k, n € N que,

|B{(P;x) — P(x)|

B (i c@-fz-;x) - icifi(x)
< Z |ci| | B

Tomando H = max |¢;|, nés concluimos que
1<i<n

Y fisw) = fi@)]

BY(Px) — P(a)] < HY| B (fise) - filw)] < HZ 1B (f) = £l
i=1
Assim,
1B (P) — P| <HZHB ~ Jill
Fazendo k — oo, pela hipotese, obtemos

Jim ||B" (P) — P|| = 0 uniformemente em n.
—00

Lema 4.2.2. Sob as condicoes do Lema 4.2.1, temos

lim sup \B (Pm;x)] = 0 uniformemente em n.
k—00 pcx

Demonstracao. Por (4.4), Zgl fi(z) =

Usando a positividade e a hnearldade de Bk n) para todo k, n € N, temos para cada

re Xek,neNque,

IBM(Py;z)| =

B (Z gi(x)fi;w> - Zgi(x)f ()
< 2 lo)l | B (o) — fi)|.

Sendo cada g; continua em X compacto, temos que B = max l|lgi|| < c0. Logo,
<i<m

sup [ B (P 2)| < B ||IB” fi — fill.

zeX i—1

Tomando o limite quando £ — oo o resultado segue da hipotese. O
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Lema 4.2.3. Sob as condicoes do Lema 4.2.1, temos que existe kg € N tal que

sup HB,in)H < 00.
k> ko

n>1

Demonstracao. Fixe dois pontos distintos s,¢ € X e defina a funcao ) por

Qly) =P(y)+ Pl(y), wyeX (4.6)

onde Ps e P; sao fungoes dadas por (4.3). Por definigdo, temos que @ € C(X) e Q(y) > 0,
assim % e C(X).

Tomando ¢; := g;(s) + g:(t), (i = 1,2,...,m) onde cada g; ¢ uma fungao usada em
(4.3) segue que @ é da forma (4.5).

Como

Q

1
—— < ‘ para todo y € X, temos que,
Qy)

fefan vex

Usando a positividade e a linearidade de B,in) para todo k, n € N, temos para cada
re Xek,neNque,

B (12| < \ B(Q: )]

n n 1 n
IBO|| = 1B < ‘@“IIBé)(Q)II~

Pelo Lema 4.2.1 temos que,
klg]élo HB,E")(Q)H = ||@|| uniformemente em n,
isto é, dado € > 0 existe ky € N tal que
k> ko= |[|B™M(Q)]] — |Qll| < € para todo n € N.

Logo,
k> ko= ||BM(Q)|| < ||Q]| + € para todo n € N.
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Portanto, temos

n 1
k> ky= HB/,(€ || < HQH (|Q]| + €) para todo n € N.

Assim,

sup || By"|| < oo.
kE>ko
n>1

]

Lema 4.2.4. Seja A = {A™},>1 uma sequéncia regular de matrizes infinitas com en-
tradas reais nao-negativas. Assuma que {L;};>1 € uma sequéncia de operadores lineares
positivos de C(X) em C(X) tal que (4.2) é vdlido. Seja x € X fizado e seja h, : X — R
continua em X tal que h,(x) = 0. Entao,

lim (Sup |B,g”)(hx;x)|> = 0 uniformemente em n.

Demonstracao. Fixe xr € X. Como h, é continua no ponto x, para todo € > 0, existe uma

vizinhanca aberta U de z tal que
|h.(y)| < € para todo y € U. (4.7)

Como X é compacto e U é aberto, entao X — U é compacto e podemos considerar
m = min P,(y) com P, dada por (4.3) e M = max |h,(y)|. Note que m > 0. De fato,
yeX—U yeX—U
relU,P,>0eP(y) =0y=u.

Assim, para todo y € X — U temos que,

\ha(y)| < M < —P,(y). (4.8)

M
m
Obtemos de (4.7) e (4.8) que para todo y € X,

)| < e+ Pa(y).
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Usando a positividade e a linearidade de B,(C”) para todo k, n € N, temos para cada z € X

e k, n € N que,

M
BNl < B (e pia)
m
M
= eB,&n)(l; x)+ —Blin)(Px;a:)
m
n M n
= B (Lia)| + B (Prsw)

n M n
< esup |B,(C )(l;x)| + —sup |B,(€ )(Pz§$)|
r€X m zex

n M n
— ¢|BM(1)|| + = sup | B (Py; 7))
m zex

n M n
= ellB L sup B (P o)

e portanto,

n n M n
sup | By (ha; 2)| < el|By"|| + — sup | B\ (P,; z)].
rzeX m zex

Logo segue do Lema 4.2.3 que existe ky € N tal que ¢ := sup ||B,g”)|| < 00.
k>ko

n>1

Pela Lema 4.2.2,

lim sup |B,§n)(Pm; x)| = 0 uniformemente em n,

isto é, existe ky € N tal que

k > ki = sup |Bl(€”)(Px;x)| < € para todon € N.
zeX

Seja ko = max{ko, k1 }.

Para todo k > ks, temos
" M M
sup ]B,g )(hx;x)| <ec+ —e= (c—i— —) €
zeX m m

para todo n € N.
Portanto,

lim (sup \B,gn)(hx; x)|> = 0 uniformemente em n.
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Teorema 4.2.1. (Atlihan e Tas - 2015, [6]) Seja A = {A™}, 51 uma sequéncia reqular de
matrizes infinitas com entradas reais nao-negativas. Assuma que {L;};>1 € uma sequéncia
de operadores lineares positivos de C(X) em C(X) tal que (4.2) € vdlido. Se f; € C(X),
(t=1,2,...,m), satisfazem (4.3) e

klim ][B,g")(fi) — fill = 0 uniformemente em n, (i =1,2,..., m)
—00
entdo, {L;};>1 € um processo A-soma em C(X), isto €, para toda f € C(X),

klggo HB,in)(f) — fI| = 0 uniformemente em n.

Demonstracao. Fixe x € X e defina a funcao h, por

f(z)
Q(x)

com @ sendo a funcio dada por (4.6). E facil verificar que h, satisfaz todas as condigoes

he(y) = f(y) —

Qly), yveX

do Lema 4.2.4. Ademais, como

1) =t + S8, vex
segue que,
B (fia) — o) = | B i) + 50 (@) = fi)
N PR G N O R,
= (B0 >+Qﬁfk (@)~ 1(2)
(M) (1, v M0 2) — O(z
< 10 + [ D2 150(@i0) - Q)

Tomando K = max {1,

é” }, obtemos

I1B0) - 11l < & fsup 8ol + 150(@ - @l )
Fazendo k — oo, pelo Lema 4.2.1 e Lema 4.2.4 obtemos para toda f € C(X) que

kh_{go IB™(f) = f|| = 0 uniformemente em n.
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Observe que, se tomarmos A = {A™},>; = {I},>1, a matriz identidade para todo

n € N, temos a versao abstrata do classico teorema de Korovkin [34].

Corolario 4.2.1. (Korovkin ([/34]) Sejam fi, fa, ..., fm € C(X) com as sequintes propri-

edades:

Ezistem funcées g1, 92, ..., gm € C(X) tal que para todo z,y € X,
Pu(y) =) 6i(x)fily) 20, e Puly) =0&y=uz.
i=1

Suponha que {Ly}r>1 € uma sequéncia de operadores lineares positivos, Ly : C(X) —
C(X) tal que
k—o00

Entao para toda f € C(X), temos

Tim [|Li(f) = f1] = 0.

Demonstracio. Tomando A = {A™},~; = {I},>1, a matriz identidade para todo n € N,
temos que,

(n) 1, se k= j;
a; =
0, caso contrario .

Logo,
B (fix) = al)Li(f;z) = Li(f;2)
J
para todo n,k € N.
Portanto, o resultado segue diretamente do Teorema 4.2.1. O]

Vejamos algumas aplicagoes do Teorema 4.2.1.

Exemplo 4.2.1. Seja X = [a,b] e considere A = {AM}, 1 = {I},>1, para todo n.
Escolha fi(y) = 1, f2(y) = v, fs(y) = v*, q1(x) = 2%, g2(x) = =22 € gs(x) = 1. Observe

que,
Py)=(z—y)’>0eP(y)=0&y=u.

Logo o Teorema 4.2.1 se reduz ao Primeiro Teorema de Korovkin.



85

Exemplo 4.2.2. Seja X o grupo aditivo compacto mdodulo 2w de R e considere novamente
A = {A®},o1 = {T}1, para todo n. Escolha fi(y) = 1, faly) = cosy. fo(y) = siny,

g1(x) =1, go(x) = —cosx e g3(x) = —sinz. Assim,

Py(y)=1—(cos(y —x)) >0 e P(y) =0y =u.

Neste caso, o Teorema 4.2.1 se reduz ao Sequndo Teorema de Korovkin.

Exemplo 4.2.3. Seja {L;};>1 uma sequéncia de operadores lineares positivos de C(X)

em C(X) satisfazendo as hipdteses do Coroldrio 4.2.1 e A = {AM™}, 5, = {a;’;)}nzl, onde

(n sen<j<n+k;

) —

1
L’
0, caso contrdrio .

Para toda f € C(X) defina

Tj(fix) = (1+ (=1))L;(f3 ).

A sequéncia {T;};>1 satisfaz as condi¢oes do Teorema 4.2.1.
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