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PREFREC T O

-
"Hatons-nous de rendre la

pbilcsophie ponulaire. "

Diderot

Este trabalho, se algum mérito possui, & o
Ge procurar expur algumas li¢6es introdutsrias as csiudo Jas
campos tensoriais e da Fisica Matemitica. Nio trata de nenhuma
tese original nem contém contribuicCes de pesguisas pessoails,sen
do portanto um trabalho de compilagac onde mais nio fizemos do
que ordenar e sintetizar os diversos tdpicos, segundo uma orien-
tagao didatica, dirigida a alunos-gue ja@ tenham um preparc ba-
sico de Fisica e Andlise Matematica, ao nivel ¢c craduacioc em

engenharia.

Expressa, porém, uma filosofia pessoal,con-
solidada em doze anos de ensino da Fisica na Escola Federal de
Engenharia de ltajubid e em outros estabelecimentos de nivel su-
perior, cuja preocupagdo primordial & incutir no aluno o reco-
nhecimento da necessidade de uma atitude mental renovada face as
conquistas intelectuais do mundo moderno e capacita-lo a traba-
lhar com os principios e métudos da Fisica Moderna, j2Z que, sem
esse adestramento, nem o fisico nem o engenheire serdo competen-
tes para encarar os problemas que emergem da Cicneia e da Tecno-
logia atuais.

Sentimos assim que o profassor deve forne-
cer mais idéias e metodos, deixando ao aiuno a iiherdade de co-
nhecer e descobrir os fatos.e as informagoes, cace vez mais: nu-

‘merosas, gue a vida nos fornece,

De uma forma mais ohiel. . e e

‘apresentamos se destina a servir de texts o

Pos-Graduagde pata Engenlkeiros, antecedsa=ids o

plinas do curricule especifico, c¢fercc. '

~tanto;. a0 mesma .tsmpo, COmMO revisio o
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plinas da Teoria Electromagnética, Mecanica Analitica, Teoria dos
Campos e outras, em nivel de mestrado.

A nossa intencido € que esse trabalho, de-
pois de consolidado em duas sequéncias de cursos, possa : % ser
transformado em um livro texto para posterior utilizacao, amn-
pliado convenientemente. Por esse motivo, o trabalho & apresen-
tado como um texto experimental e se valeri muito das criticas
e modificagoes que forem sugeridas, em especial pela Banca Exa-
minadora, que o apreciar como trabalho para o concurso de Livre-
Docéncia.

Na parte I do trabalho apresentaimnos uma
exposicao do conceito de tensor, num espaco afim. Nossa preocu—.
pagao nessa primeira parte foi a de situar as derinigoes funda-
mentais do calculo tensorial como uma dlgebra, sem nenhuma de-
finigao de metrica, inclusive no que se refere ao cilculo dife-
rencial onde nao se introduz conceitos de distancia ou de angu-
los.

Na parte II introduzimos a métrica de
Riemann e desenvolvemos o estudo do espago métrico riemanniano ,
até a nogdo de curvatura. Para tornar mais sucinta a exposigio,
nao demos enfase especial a métrica euciidiana comc & usual nos

textos e, até certo ponto, didaticamentc e convenicnte.

Na parte III a mecanica cldssica & exposta
resumidamente em suas bases, como revisac e ao mesmo tempo, co-
mo exemplo de aplicagd@o dos métodos tensoriais. Aproveitamos pa-
ra indicar nessa parte a exceldncia dos principios variacionais.

Nas partes IV e V procuramos, dentro da
exiguidade do texto, apresentar a Teoria da Relatividade Restri-
ta, com énfase na aplicagdo a Teoria Eletromagnética.

A parte VI foi socessdria. -principalmente ,
para melhor compreensao da Teoria da Relatividad G icralizada 3

mas serve de fundamento para um curso de Mecinicw dus Fluidos .
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Com um pouco mais de desenvolvimecato, ¢ lcite. , olcid
da Hidrodinr-

0 que foi exposto nessa parte para 2 COmDICED

ca e mesmo da Termodinamica.

Abparte VI fiornec e npa Lo ans PEERGE

pios da Teoria da Relatividade Generalizadi, - S T G
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po gravitacional o encerra o trabalho.

Incluimos com apéndices tres topicos, ne-
cessiarios eventualmente a compreensao de alguns conceitos do
texto.

Desejamos expressar nosso reconhecimenta zo
Prof. CHRISTOVAM COLOMBO DOS SANTOS, catcdritico da Universida-
de de Minas Gerais, cujas ligoes inesqueciveis ¢ inexcediveis ain
fluiram profundamente em nosso trabalho profissional como dccen-
te. Quanto a elaboragdo desta monografia, quercmos agradecer 2
cooperagao da Srta. Therezinha Rita Corrsa de Salles Dias, que
datilografou os originais.

Fernando Jose Costanti
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INTRODUGAO

A idealizacao de sistemas abstratos ou mo-
délos racionais, com a finalidade de explicar os fenomenos da
natureza, € a esséncia do pensamento cientIfico. Em sua geéne-
se, o pensamento matematico parte de nogoes muito concretas - e

fica intimamente ligado 'a percepgio dos obietos reais. Gradati-
vamente as imagens ideais desses objetos atingem graus de abs-
tragao cada vez mais elevados ¢ se estruturam na mente sob a

-

forma de sistemas 16gico-dedutivos.

Se essa estruturacao & imposta pela natu- .

reza dos objetos observados, se resulta da constituicao men-
tal ou se & meramente convencional, & um tenma que ainda nao

foi suficientemente esciarecido.

0 fisice ou o engenheiro habitua~se, desde
0 inicio de seu aprendizado escolar, a manipular sistemas abs-
tratos, na aritmética, na algebra, na anialise diferencial e,
enfim, em outros capituloé, nin limitados a matenatica. Com e~
feito, em todos gs 2reas do ensino de engenharia hi uma grande
preocupagdo em s{isfematizar as nogoes utilizadas, mesmo aquelas
de indole bastante priatica, oriundas da arte e da expeaiinecda
profissional . Essa tendéncia que atinge hoje mesmo as cidncias
sociais e humanas impele o ensino profissional a um aumento de
informagoes de base, de forma a preparar o profissional para
enfrentar a avalanche de informagoes técnicas que vém reves-
tidas de um cardter 16gico-dedutivo ou de uma apresentagdo for-

malista, manipuladas pelas regras do algebrismo abstrato.

A utilidade de tal apresentacio &, embo-
ra se possa pensar o contrario, extremamente comprovada. As
profundas analogias que exister entre os diversos sistemas mate-
riais permitem, uma vez estabelecido o sistema abstrato, dominar
uma area mais ampla de conhecimentus, pelo menos o giie diz
respeito a métodos e fundamentos. Um eccnomista quando se  uti-
liza dos cosiceitos abstrates de teoavia dos sistemas podera pre-

s fluturcones ou os mevimentos dos fe-

ver com mais precisao

a
nomenos econdomicos e estabelec wwrnas <da agao praticas e efi-

-
rars

cientes a partir de consideraciss tedricas.

Ui outro asnccto interessante da utili-



dade pragmatica do desenvolvimento de sistemas abstratos ou
geométrias - dedutivas & que lorge de se estacionarem, essas teo-
rias avangam, quer por extensdcs puramente abstratas, quer por
solicitagdc das ideias inspiradas no conhecimento empirico, re-
forgado pela ampliacio dos recursos tecnologicos. H3, portanto,
uma realimentacdo da t€cnica, pratica e utilitaria para a abs-
tragdo tedrica, pura.

Por exemplo, Newton, elaborou as bases do
calculo diferencial, utilizando-o para construir um modélo fi-
sico-tedrico, com tal sucesso que o moddlo foi erigido como um
priineipio fisico universal. Mais tarde, quando Einstein, apoian--
do-se cm observagGes experimentais, pretendeu criar um novo mo-
délo para os fendmenos fisicos que explicasse essas observacdes,
foi obrigado a, se ndo criar, pelo menos atuar enormemente no
desenvolvimento do calculo tensorial que & uma generalizacao de

conceitos abstratos.

Todi\a Fisica Moderna do século XX & uma
vasta construgao de simbolos, conceitos e equacgoes, elaborados
sem a preocupagao de conexdao com antigos conceitos da Fisica,
considerados concretos ou evidentes. Diz-se considerados pois
a Fisica Cldssica de ontem e muitos engenh01ros de hoje revestem
as entidades tedricas de significados que consideram concretos
pela sua analogia com formas usuais de percepcao. 0 engenhei-
ro eletricista, por exemplo, utiliza conceitos de fluxo magneé-
tico, corrente elétrica e outros e, pelo uso continuado dessas

svoidezas, pola el Ts 072525 oo seu manejo ou pelo fato de
haver assim aprendido desde os cursos bisicos, passa a consi=-
derar tais 1magens como pafpaveis ou compreensiveis. O mesmo

ocorre na Fisica com os conceitos de onda e particulas que li-
gados a observagido macroscopica de certos fenomenos irao se
tornar ineficientes e mesmo contradit3rios, quando aplicados a

observagoes microscopicas.

A evolugao da idéia do atomo ¢ um exemplo

notavel de como uma concepgdo tedrica, de um modélo abstrato,
qual seja uma equagdo diferencial par¢ial, pode vir a ser a
ideéia mais concneta que se pode dar do fendomeno. Os espagos ge-

neralizedos, os operadores, as grandezas postuladas de um

sistenmna 16gico—dcdutivo'5§o empregados para desciever uma rea

lidade fisica. Essa descricdo & considerada tanto mais correta



quanto melhores forem os resultados calculados em comparacio com
as medidas e quanto maior for a capacidade do sistema em expli-
car e inclusive prever novos fatos, adiantando-se ks pesquisas
experimentais. E o que ocorreu com o positron, pensando com mui-
tos anos de antecedeéncia a” sua descoberta ou com as ondas ele-
tromagnéticas, demonstradas por Maxwell trinta anos antes de
produzidas em laboratdrio por Hertz, :

No que concerne a engenharia elétrica, a-
tualmente, os recursos axiomaticos e dedutivos tem servido pa-
ra a elaboragac de explicacbes acerca de maquinas e circuitocs,
permitindo a generalizagdo de conceitos e o estabelecimento de_
técnicas de andlise anteriormente diversificadas nas aplicagdes
particulares ou nos algoritmos especializados. Tal ponto de
vista geral permite, primeiro, extrair conclusdes as vezes ocul-
tas pela aparéncia desigual dos assuntos tratados e, segundo,
organizar algoritmos de cilculos mais eficientes com vistas a
. sistemas el€tricos muito complicados pelo nimero de seus elle=
mentos ou pelas caracteristicas de seu comportamento.

De conformidade com o pensamento acima ex=
posto o ensinc da engenharia colocou em sua base o aprendizado
da Fisica e dos diversos modalidades do Calculo. Durante nuito
tempo, quando a técnica ainda iniciava sua violenta expansao, foi
permitido afirmar que a ciéncia da Engenharia era uma aplicacio
da Fisica e da Matemitica. Acreditamos que tal afirmativa na
atualidade, € exagerada, se niao totalmente erronea. Com efeito,
0 que nossa experiencia no ensino da Fisica para engenheiros tenm
revelado & que uma hoa preparagdo pré-universitiaria ou, digamos,
ao nivel do primeiro ano do ensino superior, comum a estudan-
tes de diversas dreas: engenharia, bioldgia, economia ou cien-
cias sociais, no que concerne a Fisica ¢ a Matemdtica, e sufi-
ciente para o aluno iniciar as disciplinas de engenharia emn
nivel de aplicagdo e extremamente indicado para alunos de ou-~

tras areas.

Em outras palavras, julgamos que se come=
te um erro quandn se hipertrofia o aprendizado da Fisica e da
Matematica, p%ecedendo as disciplinas de engenharia e outro é&r-
Tro quando se atrofia o ensino das técnicas fisico—mateméticas :
para alunos das dreas biomé@dicas ou sociais. No primeiro . caso
justifica-se a afirmativa pelo fato de que os modernos meios de



comunicagdo e a facilidade de acesso as informagées possibilitam
ao estudante, hoje em nivel pré-universitdrio, aprender muito
mais de conceitos fisicos do que os tradicionais programas das
escolas de engenharia. No segundo caso & a cvolugﬁd das dis-
ciplinas biomédicas e sociais que estd obrigando a um  conheci-
mente fundamental dos métodos matematicos.

Acreditamos que as deficiéncias observadas
pelos professores das ciCncias basicas, em engenharia, nos cen-
tros mais favorecidos, se referem mais a auséncia de conhecimen-
tos metadoldgicos e falta de treinamento no raciocinio cienti-
fico do que a caréncia de informacgdes acérca dos fendmenos  fi-
sicos. Nossa preocupacdo portanto quande lecionamos topicos de
Fisica ou de Matemdtica & a de expor e fazer compreender ao
estudante principalmente, a meZodofogia dessas diciplinas pois
o trcinamento e o dominio dos conceitos deve vir acompanhados de
aplicagdo técnica, para que sejam realmente utilizados.

At¢ hoje temos visto muitos profissionais

de engenharia quec perderam energia e boa parte do seu tempo
tentande decifrar charadas matematicas ou tentando acompanhar
seus mestres em altos voos de digressao matematica para, a
partir do terceirc ano de estudos, utilizar uma fragiao do que
foi aprendido e, depois de formado, nao utilizar nada reclacio-
nado com esse treinamento basico. 0 quadro & muito diferente
quando vemos por exemplo um acertado ensino de iIndole matema-

tica ser utilizado na técnica dentro e fora da faculdade. Acre-
ditamos que dentro do ensinc basico de engenharia ainda ha que
se pesquisar uma linha de ac2ze mais conveniente com a realidade

profissional e com a evolucdo do pensamento moderno.

Considerando, porém, o engenheiro tal
qual sc nos apresenta, dentro do panorama atual, num aprendizado
de Pos-Graduacao, devemos levar em conta apenas a realidade do
ensino atual das escolas de engenharia e, portanto, devemos ater
nos a revisdo e ampliagdo dos topicos fundamentais das disci-
plinas dos curriculos usuais, procurando rcorganizar metodicamen
te os conhccimentos fragmentarios que o engenheiro possa ter
resultante do ensino de graduacido e de alguma experiéncia adqui-
rida. Um curso introdutério de Fisica, nesse nivel, deve  cons-
tituir um sistcma que apesar de abstrato possa ser imediatamente

reconhecido come fundamento de disciplinas usualmente separadas



no curriculo de formagao profissional.

Isso realmente & um roteiro de Fisica Teg-
rica mas ocorre cue uma linha de exposigao de Fisica Teorica te-
ria outros compromissos além de os de servir para estudantes pds-
graduados de engenharia, isto &, nio poderia abdicar de uma

intensa preparagao matemitica é de um rigor formal.

O trabalho que apresentamos, na verdade um
conjunto de licGes dirigidas a pos-graduados de engenharia, des-
ce a detalhes clementares e procﬁra ampliar as nogoes da Fisica
Tedrica, procurando adaptar seu intrincado formalismo i menta-
lidade jd formada do jovem engenheiro.

Usaremos no decorrer deste trabalho os me
todos e a simbologia do Cdlculo Tensorial, que & uma gencrali-
zagdo do Calculo Vetorial, ou, mais rigorosamente um desenvol-
vimento do Calculo Diferencial absoluto, cuja estruturaciao se
deve a Ricci (1853-1925), Levi-Civita (1873-1941) , Beltrami,
Christoffel e outros mas cujos métodos remontam aos estudos das
variedades pluridimensionais empreendidas por Gauss, Riemann e
Lobatschewsky. A idéia de tensor, como sendo uma generalizagao
do vetor nasceu com a introducdo do quateandion de Hamilton
(1805-1865) mas a denominacio de tensor aparece mais explicita-
mente nos estudos de Voigt (1850-1919) concernentes a tensoes

e deformagoes de cristais,

0 que ressalta no emprego do Cialculo Ten-
serial nZo & apenas a sua simbologia extremamentc condensada que
permite manipular expressoes ligadas a um elevado nimero de di-
mensoes ou grandezas, mas principalmente a esséncia de sua con-

ceituagao, caracterizada por uma atitude mental peculiar. Com
cfeito, o tema central do Cilculo Tensorial & a nocio de <nva-
ndlaneda, que € um conceito quase primitivo mas de. grande fe-
cundidade no desenvolvimento dos modélos cientificos. A Lnva-
niancda, isto &€, a imutabilidade no meio das mudangas, a per-

manéncia, num muruo :luente, a persisténcia de uma configuragio,
apesar de torgoes ¢ tensoes, a conservacao de um valor face a
transformagdes.arbitrarias, ndo permite uma definicdo geral mas
¢ extvemamente utilizada na Fisica e na Matematica., Acecita-se |,
que uma relagdo fisico-matematica so exprime uma lei fisica in-
dependente do observador, se apresentar um aspecto invariante fa

ce a uma transformagézo de sistema de referencia.



Um outro aspecto filosofico do Calculo
Tensorial € uma atitude dlgamos pitagdrica, face ao universo,
As idéias de simplicidade simétrica e ordem sio intensamente a-
plicadas e o objetivo de seu formalismo €, entre outros, redu-
zir a Fisica a uma Geometria, a mais simples que se possa éon-
ccber.,

Julgamos que numa exposicio da fisica teg-
rica, destinada a alunos cujos objetivos maiores nio sao as
disciplinas da fisica ou da matemitica pura, € muito conveniente
a guisa de introdugdo, incluir algumas nogoes, mesmo gragmenta -
rias, da metodologia e da epistemologia da fisica. Tais nocoes
que constituem disciplinas proprias e ultrapassam uma simples’

introducdo sio todavia importantes para a compreensio dos de-
senvolvimentos matemiticos. O ensino da fisica tedrica nio po-
de, mesmo em niveis elementares, prescindir dessas consideracgoes
que né minimo justificanm perante o aluno as indmeras piginas en-
viadas de formalismo algebrica que separam as nogoes fundamentais
das conclusoes necessarias.

A compreensao dos métodos, em qualquer ci-
éncia, di ao aluno maior seguranca e uma visao de conjunto ex-

tremamente Util para que cle nao se perca nos algoritmos, nos
simbolos e nas demonstracdecs muitas vezes fastidiosas. Quase
sempre, no introito de uma aula, notamos que uma id€ia geral do
que vai se expor, a justificativa e a colocagao do tema, antes
de seu desenvolvimento, criam o ambiente de comunicagao tao

necessirio a uma arida exposicdo matemitica.

J.L. DESTOUEHES em uma de suas excelentes
obras ( ). comega por fazer uma distingdo interessante en-
tre fisica tedrica e fisica matemitica, concluindo que a pri-
meira busca um sentido concreto de suas formulagoes e se preocu-
Pa em explicar os fatos experimentais enquanto que a segunda pro
cura desentranhar a ossatura logica das teorias e sistematizar 5
de um ponto de vista geral as relagoes matematicas oriundas da
fisica tedrica, analisando inclusive a ldgica da fisica.

Estabelece aquele autor que a fisica ma-
tematica € o estudo dos ESQUEMAS das diversas teorias fisicas .
Admite quc uma teoria fisica se compoe de trés fases ou par-
tes: uma éintesc indutiva, um enunciado axiomatico e uma par=-

te dedutiva. Quanto ao esquema de um sistema ou fenomeno, com-



poe«se de:

a) uma descrigido ou mod&lo num espago fisico  tridi-
mensional ou num ¢spaco-tempo quadridimensional |

atraves de um conjunto de pontos e um conjunto de
fungoes de pontos (campos).

b) a descrigdo, por um sistema de cquagoes, das  di-
versas leis as quais o sistema esta sujeito (es-
ta parte necessita de uma sibolizacao).

c) a transformacio da descrigao do sistema nunm es-
pago fisico por uma representagao mais abstrata on
de, scja o sistema estudado, sejam os conhecimen =
tos adquiridos sobre os sistema, sio representados
POT um so ponto de um espago dito figurativo. As
leis de evolugdo do sistema se traduzirio por
condigoes impostas ao movimento do ponto figurati-
vo.

Uma teoria possuira uma estrutura formal
se conter um certo calculo algébrico. O esquema da teoria fisi-

ca deve descrever todas as propriedades formais da teoria.

Os esquemas usuais da Fisica Matemitica s
sao: 0os csquemas da mecanica classica (newtoneano, lagrangecano ,
hamiltoneano), os esquemas funcionais (teoria dos campos) 0s
esquemas previsionais da mecanica ondulatdria, os esquemas de
evolucdo cmm mecanica ondulatéria, os csquemas operatdrios

os esquemas funcionais de corpusculos.

Este trabalho trata de temas introdutérics
ao esquema funcional, isto €, a teoria dos campns. Um campo e
uma fungdo de um ponto do espago e d0~tempo, ohedecendo certas
equagoes de derivadas parciais. A grandeza mais geral, represen-
tativa do campo € o tensor, cujos casos particulares sao os ve-

tores e os escalares.

Nao tratarcmos dos outros esquemas, embo-
ra aqui se deva fazer uma referéncia especial aos esquemas ope-
ratorios que trataremos em um trabalha posterior, como intro-

dugdo a mecanica quantica.



PARTE I

TENSORES

1 -~ EVOLUGCKO DO CONCEITO DE VETOR :

Nos cursos de graduagio introduz-se usual-
mente uma conceituagdo geométrica do vetor. Considera-se a to-
talidade dos segmentos orientados do espago ¢ define-se uma Te-
lagao de equivaléncia, denomina.da equipoléncia. Dois segmentos,
sao equipolentes se tem o mesmo comprimento, a mesma direcio e o
mesme sentido. A relagdo de equipoléncia separa oS segmentos do
espaco c¢m classes de segmentos equipolentes. Chama-se vetor a
cada uma dessas classes, representada por qualquer um de seus
elementos. O vetor & entao graficamente representado por um seg-
mento orientado. A classe dos segmentos degenerados num ponto
constitue o vetor zexro,

0 conceito exposto, essencialmente geo-
métrico, aplica-se a diversas grandezas fisicas tais como as
forgas ¢ velocidades, representadas por vetores. De uma forma
geral, uma grandeza fisica vetorial necessita de: mddulo, dire-
gao e sentido para sua completa especificagfo. Nota-se entretan-
to que ha certa diferenga entre algumas grandezas vetoriais da
Fisica. Assim, por exemplo, a velocidade, a forga, o desloca-
mento, a quantidade de movimento sdo vetores associados a cor-

pisculos ou elementos; a densidade de corrente eldtrica e a in~
tensidade de campo elétrico ou magnético, na teoria de Maxwell,
sdo associados a distribuigdes continuas de carga. Outros veto-
res tais como velocidades angular e aceleracdo angular sao repre-
sentag6es convencionais, onde os conceitcs de modulo, diregao e
sentido sao associados, isto &, o modulo pode representar nime-
ro de rotagdes por s=pgmento e a direcdo pode representar o  sen-
tido horirio ou antihorario da rotagao. Um elemento de  superfi-
cie pode também ser representado por um vetor, colocando-se  co-
mo modulo o valor da drea e como diregdo a dircgdo da normal da

area.

‘ Na medida em que se procurava introduzir .
novas grandezas vetoriais acentuavam-se as limitacces do con=



ceito geométrico de vetor., A principio para se atribuir a urnia

grandeza a caracteristica de vetor estudava-se suas propriedades

comparando-as com as propriedades geométricas do vetor. Pour
exemplo, uma rotagdo finita de um sdlido em torno de unm ponto,
sendo representada por um segmento que tenha como mddulo o an-
gulo de rotacdo e como diregdo o sentido de rotacio, nao pode
ser considerada como vetor pois a adigdo de duas rotagoes, em
eixos diferentes, dard um resultado que depende da ordem das

rotacgoes e, portanto, nao pode ser assimilada a uma grandeza ve-
torial.

A primeira generalizacio do vetor foi
apresentada por Hamilton (1805-1865) que criou o quateanion, A
idéia geratriz do quaternio foi a de generalizar o operader ima-
gindrio v=1. Como sabemos a unidade imagindria i = /=7 pode ser
interpretada como um operadOI que gira uma grandeza complexa, no
plano de Argand, de um angulo de 907, Um complexo do tipo:

Z=a + bi = r (cos® + i send)

.
pode ser encarado como um operador, que multiplicado por outro

complexo:
w=o + Bl =p (cosffl + i senfi)
transforma-o em outro complexo:
P =2zw = (a+bi) . (a + Bi) = (ac - bB) + i (ap + ba)
0 primeiro complexo z se comporta portan-

to, como um operador que girou e dilatou o complexo w, no plano

de Argand.
A idéia de Hamilton foi generalizar essa
equagao para um vetor do espagco de quatro dimensdes:

Z=a+bi+cj+ dk

onde {a, b, c, d} sdo reais e {i, j, k} sdo unitarios que obe-
decem as seguintes regras de multiplicagao:
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0 quadrado do modulo de Z sera:

ZZ* = (a+bi+cj+dk) . (a-bi-cj-dk) = a’+b2+c2+q?

O produto de Z por um quaternion qualquer:

W=a=+ gi+ yj + 6k, serd:

IW = (aatbp+cy+dd)+i(ab+Ba+yd-8c)+j (ac-Rd+ya+sb)+k(ad+Bc-yb+sa)
que € um outro quaternion.

0 desenvolvimento dessas ideias conduziu
s fisicos ao emprego cada vez mais fecundo, das transformacoes
ares ¢ da ‘teoria dos epevadarss lYi--ares, em espacos-- abstia-

n

ct = O
=
1
(&
A5

0 vetor evoluiu na concepcio do tensor que,
como veremos genecralizou a idéia primitiva e forneceu Tecursos
matematicos para a construgao da teoria fisica extremamente po-
tentes, como fol o caso da teoria da relatividade de Einstein.

Convém assinalar que, mesmo com o desenvol-
vimento do célculo tensorial, com aspecto a mais amplo, a al-
gebra dos quaternions pode ser utilizada ainda com eficiéncia e
encontramos na literatura especializada muitas aplicagoes oriun-
das da algebra dos quaternions e algumas extensoes tais como, por

exemplo, os quaternions espinores.
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2 - DEFINIGAO DO ESPACO VETORIAL

Um conjunto A & um espago vetorial sobre um
corpo K se:

1) o conjunté A possuir uma lei de composicao interna de
grupo abeliano denominada adigﬁo r)
2) o corpo K possuir duas 1éi5 denominadas adiéEo (+) mul-
tiplicagdo (°) >
3) existir uma aplicagdo K x A em A, que:
3.1) scja distributiva em relacio a adicdo (T)
3.2) seja distributiva em relacdo a adicao (+)
3.3) seja associativa em relagdo a multiplicagdo (+)
3.4) tenha como elemento neutro o elemento neutro da

multiplicacao (*).

Os elementos do conjunto A sfo chamados ve-
tores e indicados simplesmente por x, y, z, etc. Os elementos do
corpo K serdo indicados por e letras gregas.

Simbolicamente as propriedades do espaco
vetorial sao indicados como segue:

1) Lei interna sobre A

Wodl)) il PSS W = 5 9 (B W R) (x,y,z€A)
1.2) x T8 =0Tzx-=x (8 = elemento neutro)

1SR TG O (x' = simétrico de x)

=

1.4) xT.y =y T

2) Lei externa sobre A

]

Z118) o (G2 T ) ae X T o. y (ae K)
Poy) (G B) o = = Go 50 W8 o 5 (¢,B € K)
2.3) @ . (Bex) = (0BF . x

Uol)) & o 58 = 5% (e = elemento neutro da
multiplicagdo sobre K)
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Podemos simplificar as notagoes anteriores
com as seguintes consideracdes:

a) sabemos que o simétrico de um elemento de K,pela Lei (+)

pode ser excrito e' = -g ou ae' = g'a = ~g . Como

(ate) « X =g, xTe ,x= d, X

vem:
€ . x =080 Y
onde:
e = neutro da adicdo em K.
b) Temos: € . x T €' . x =H(ctc ) xi=Ncla =0
logo €' . x & simétrico de € . X ou x' = -x
c) Como:
g e (0T ey =tae X Tg, x' = o O
G o B E @0 =t &g %) e @ (nd) q 5%
o +’(~u) @ X = eLx = b

Q
=]
i 1

) o 8 implica a = e ou x = 8
e) o simétrico de um elemento de K & iinico.

Com essas consideragoes o espago  vetorial
pode ser, sem perda de rigor, caracterizado pelas rélagdes:

1) (xay) Stz = (i)

2) 0 =0 = (8 = elemento zero de A)

3) X + (=x) =0 (-x = simétrico de x)
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5) a(x+y) = oax + ay
6) (a+B)x = ax + Bx

7). a(Bx) = (af)x

8) EX = X
9) 0x = 9 (0-= elemento zero de K)
10) abd = 8

11) ox = @ => x

1]
(5
0
o
R
S
(=]

12) (-1) x .= -x

13) X=lytz=>z=x+ (=y)'=x -y (notagdo simplifica-

- da)

Toda a parte B do espaco vetorial A se-
rd um sub-espago vetorial se quaisquer que sejam X e y, perten-
centes a B, os vetores (x+y) e (#x) pertencerem a A.
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3 - BASES D0 ESPACO VETORIAL

Em um espago vetorial m vetores nio nulos
formam um sistema fLinearmente independente ou Livre, de ordem

M, quando nao for possivel encontrar m nimeros {ai}, tais que:

a; X5 = 8 | (})
Quando existirem os {ai }, nem todos nu-
los o sistema & dito Lineasamente dependente ou £igado.

O conjunto de todos os sistemas livres, de
um espaco A, pode apresentar ordens limitadas ou nio. No pri--
meiro casc haverd um inteiro n tal que existam sistemas livres
de ordem n e nao existam sistemas livres de ordem imediatamente
superior.

Un sistema livre de ordem maxima n & de-
nominado base do espago ¢ a ordem n, a dimensio do €spacgo.

Dada uma base do espaco A, todo o vetor
desse espago pode ser expresso, de maneira Gnica, mediante
uma combinagao linear dos vetores da base. Com efeito, sendo
(el, Cos eve en) um sistema livre de ordem maxima n, o siste~

N2
gado, havendo portanto nimeros {ui} tais que:

ma de n+l componentes: (el, €55e00,€,X) sera necessariamente il

oy ei + Ax = 8, com 27+ 0

donde:
o .
X = —Tl.e. 5
o 2
X = X" e; (2)

. (8
onde os nimeros x* r*uxl sao denominados componentes do vetor X.
A expressio de x dada em ( 2 ) € unica, pois se nao fosse, te-

riamos:

X = yl ei (3)
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Subtraindo ( 3 ) de ( 2 ) resultara:

S eSO 6 ot o

donde:
xJ = yl ~
Para "que um sistema de vetores constitua
uma base de A € necessirio e suficiente que todo o vetor de A

pPossa ser expresso de maneira tnica, mediante uma combinaczo 1li-
near de vetores do sistema. Com efeito, sendo dado um sistema-
de p vetores tais que todo o vetor x seja expresso por:

'

Xi=too CLE=Faf S 4)

i _= ' :
onde os x~ sdo componentes de X, 0 sistema {ei,x}, de p+1 com=

ponentes deixa de ser livre e portanto a ordem maxima € p.
P D

Todos os sistemas livres de ordem p podem
Servir para expressar os vetores de A pois, tomando-se um Sis-
tena (fl, f2’ f3,..., fp), podemos escrever:

B | 2 q
f1 = a e, +a €y * <. t+ a eq
ou
2 3 q
1 a a a
e = f e ef, =5 B © gopg & e
1 ai 1 a- a € aI q

que levando em ( 4 ) dard:

: 5 .
1 1 a a
a8 =1 (---—T £ = &) & ooa @ == C_)
a ! a 2 2l

Repetinde-se o raciocinio, substituimos to-

dos os €; por combinagdo. lineares dos f;, chegando a:

oo 5t A (5)

onde os X' sdo zs componentes de x, para a base £,

0 fato de existirem diversas bases para

um espago de n dimensdes leva a nogao de mudanga de bases.
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Algebricamente, usaremos as convencoes

abaixo:

a) Base original: e

Vetor do espaco, na base original: x = x*! e; (4)
Componentes originais: x?!
b) Nova base: Ei i
Vetor do espago na base nova: x = x& Ei (5)
Novas componentes: X7
c) Mudanga de bases: Ei = ag ej, (6) -
onde os ai formam uma matriz de nﬁmeros; c
= 11 =
ej“bj "1 (7)
pnde os b; 530 obtidos da matriz inversa de a%.
d) Mudanca de componentes:
£ el sl R e S SRS
X = = x- = x . e. = e
X X" e, X eJ bJ 4 i
logo:
Xt =t (8)
-J
Analogamente:
1) —-lj —J
X =i el = e a L e M = e
155 J
donde:
2 o (9)
i
Verificamos, portanto, quec as componentes
do vetrr se transformam de acordo com a matriz inversa da
transiormagio das bases.
Por esse motivo as componentes do vetor,

como foram definidas sdo chamadas contravariantes.
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4 - ESPACO VETORIAL DUAL

0 estudo da dualidade & também o estudo
das formas lineares, isto €, das aplicagdes do tipo:

F(x)
que obedecem as seguintes relacgoes: 2
a) F(x +y) = F(x) * F(y)" (x,y) € A (10)

b) F(ax) = o F(x) a €K (11)

Em fungao das componentes, terenos:

F(x) = F(xici] = xi F(ei) = F(Ci)xi

Como os F(e;) sao indepcndentes de x, po-

demos escrever:

F(e;) = Ag . (12)
donde:

Fx) = A; xb | | (13)
isto &, as formas liﬁcnres F(x) sao combinagdes lineares das

componentes dos vetores.

O conjunto de todas as formas lineares
constitue um espago vetorial, Com efeito, se indicarmos os fun-
cionais F(x) por y*, z*, w*, etc. e adotarmos as leis de compo-
sicao:

i i i

a) S A S YiX© * zyxt = (yi+zi)x1 ShiWE R SR (14)

) ay* = ay; x' = (ay;) x} (15)

verificaremos todas as propriedades de um espago vetorial.

Como as formas lineares podem ser expres-

-~ o i c 0 c . c
sas pela relagao F(x) = 2; x7, de maneira unica, podemos consi
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derar o sistema de componentes x* como base do espago vetorial
constituido pelas formas linearcs. '

b}

Chamaremos x* da base dual, O espago das
formas lincares também & designado como espago dual,

Se efetuarmos a transformacdo de bases:

R ] T
Ci ai Cj
ou
en= bi )
j i :

teremos para uma dada forma linear y* as seguintes mudangas:
F(x) = F(X)
F(xle ) = F(?iE.)
i i

x) Fle;) = ¥ F(8;)

J
ou
Joox=il i
A.x AX Ki bj X
donde:
A, = bl &, (16)
J J 1
Analogamente:
= ad 5 . @an
Ki a;j Aj .
concluindo-se que as componentes das formas lincares se trans-

formam do mesmo mod> que as bases do espaco.

Por esse motivo as componentes dos veto-
res do espago dual sao chamadas covariantes.
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5 = PRODUTO TENSORIAL DE ESPACOS VETORIAIS

. Dados dois espacos vetoriais A e B, de
dimensoes respectivamente iguais a m en, sobre o mesmo corpo K,
podemos construir um espaco vetorial de dimens3ao mn sobre o cor-

po K, representado por A ® B e dcnomlnado produto tensorial de
A por B, tal que: g

a) sendo x € A e y €B, ao par (x,y) corresponderi 0
elemento x @ y pertencente a A @ B.

b) sendo X1s X5, Xz elemento de A e Y1» Y- Y3 elementos
de B, teremos:
X3 8 (y; +vy,) = X8y +x; @y, (18)
,- £ X y 9
(x] + x,) ® Y1 = X3 O y) +x, 0y, (19)

c) sendo a € K:

¢« X8y =x0 ay = alx 0 v) , (20)

d) sendo (e » €55 €3,00., € ) e (fl, 21 fzoeen, f ) ba-
ses rcspectlvqmﬂnue de A e B, entao os mn clemcntOb '
e; @_fJ, comudai=E 182 s Tl i = W %6 00 il formam
uma base do espago A & B,

0 elemento x & y do produto tensorial po-

de ser expresso, em fungio das componentes, como segue:

Jfen
b4 fJ

<
]

oL s
X ®y=x"y e; @ fj € ADB
Escrevendo:

(21)

e. 0 £. = g_j (n3o confundir com o simbolo de simetria)(22)
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)
Ry, t
(23)
vem:
= = ij i =
=S R R = 25 2 = o600 40 ) (24)
(e = 5P h 06 0.0 )
No caso de tomarmos duas novas bases
e.c A e T. € B onde: =
1 ]
= r-_
58 SH2iRCr
e
£ =8>
;- B85 %
vem:
T=x8y-= xlyj ai el o g5 7 =
=5t ) of L pSieiy T
J J
cu
T = o] s? td ellm 7S (25)
onde notames gue T & uma combinacgao linear dos novos elementos
Er & Ts. Se T = 6 € necessario que t S 0 e 0 sistema de mn

elementos Er (] Tq serd ent3o linearmente independente, podendo |,
ser portante tuo.ado como nova base.

A nogdo de produto tensorial pode ser cg-
tendida para o caso de mais de dois espagos, conservando-se a
propriedade associativa, do produto e a id€ia de base, como se-

gue:
x € A

y € B
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Construimos:

x®y)Bz=xR (y & z)

(e; ® £)8 g = e, ® (£ ®gy) = £33k .

resultando um elemento do produto tensorial dos espacos A, B e C.

- b AT = ¢1jk 26
T (x®y) 0 2z e R sijk t eijk (26)

denominado tensor.

Quando A = B = C o produto tensorial Te-
sulta em uma poténcia tensorial. De uma forma geral, tomando- se
um espago A, de dimensdo n, podenos construir uma poténcia ten-
sorial q, efetuando o produto tensorial de q espacos idénticos a
A, com a seguinte notagao, por exemplo:

x@yBz0 ... Qw = x yj 2K STary sijk...s 5 tijk?“‘seijk....s
(27)

ondeloc iy 7 e pertencem a A.

=e. De. O e B e

% eijk...s si j Jombsicat s

Tomando-se o espago dual A* podemos analo-

gamente construir potencias tensoriais do tipo:

ijk..as
XS R (O S 7R ) B (D S kA = X5 yj Zp oo W e ]
onde fizemos e lIkae st x' @ yJ R zk i) S0 (@ W e

-~ - . - -
Uma potencia tensorial de A ou A* sera in-

i cwls
cicada por AET) ou n“{ ).



22

6 - TENSOR AFIM, Do ESPACO A

Chamaremos tensor afim, do espaco A, a to-
do o elemento do espaco obtido, tomando-se potenciais arbitrarias
de A ou A* e nultiplicando-as tensorialmente.

Por exemplo:

T = A(T) g A+ (S) g A+ (D) o A@)

ou da forma geral:

onde aparecem m indices r e n indices s.

0 total de indices: p = m + n, determina a
-ordem do tensor. A dimens3o do espago tensorial serid NP, se a
dimensao de A for N.

Expressando pelas componentes, vem:

o T1TpTgeseT S$1S7S3e0Sg
e s Er,Tor T (28)
L2 3ty 15557 S S EEs el TN
onde, por convengao, temos:
1 — tonsur (drdem p, m vezes contravariante e n vezes covarian: )
P e 60T T T T
2
ls- sm = 5% . X 2 e P XS Xg teeXg = componentes
Sqi=peisiesn 12 n
8-SBn0008 s s
e L 2 Mz D e B oce et Ee e «es = bases

rlrz...rm rl- rz
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Quando efetuamos uma mudanga de bases do

tipo:
— = J
e az eJ
e
e.=lbr ‘e
J 3 Tl 5

Observamos que as componentes se transfor-
mam segundo:

ST PTRRE _ $15,S3es. . 1ji14.., TyToTz. ..
EUR Kok~ 08 ik ko anen D E e R O ()
=20 e 12 nS Pasises 1L =S R R ISEZ80 ik
EXEMPLOS DE TENSORES:
a) de 12 orden: contravariante: x*
covariante Py
b) de 22 ordem: 2 vezes contra: t>/
2 vVezes co 3 tij
Misto I s
5 =
ijk ij k
c) de 3% ordenm: T tijk' th, tij
Jsaremos tamb&m a expressdo valéncia do

tensor para caracterizar a sua natureza. Se o espago fov de  di-
) - T :

mensfo n ¢ o vetor de valéncia r, entdo teremos n componentes do

tensor. A variincia serd indicada por {g}, isto &€, p vezes con-

travariante e q vezes covariante.
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7 - ALGEBRA TENSORIAL

a) ADICAD - s & realizada quando os tensores sdao dc mes-
mo tipo:

i . pid o, gid

1
T k K

(30)

b) CONTRACAO - quando dois indices do vetor aparecem re-
petidos, a ordem abaixa e o indice desapa-
rece.

Por exemplo, se temos T;J e fazemos i = k
resultara:

347 ij j
T = AR L e
X Tl : (31)

E facil verificar que essa operacio tem
caracter tensorial, isto &, pode ser realizada sem atentar contra
a natureza tenscrial, da nova entidade., Com efeito, tomemos:

IS T s R G
']1 = 2 hi bj Tk 3
Se =1

vem:

IS BN B SS I )

TT ar hi bj Tk
mas:

18 5

8 b=ty
donde:

Trs = k 1S Tij = b'? 'I':E'j

Tr Gi Lj Ty i 13
ou

cs = bS ¢J
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c) MULTIPLICAGXO - pode ser realizada com tensores de
tipos diferentes:
R S ‘
ASBERCIE= T : . (32)

MULTIPLICAGAO POR ESCALAR - nio altera o caracter ten-

sorial:
19 = g 5 : :
AA) B - (33)

d) MULTIPLICACAO COM CONTRACRO - & a multiplicacio se-

guida de contracio:

(34)

Quando multiplicamos dois tensores e fa-
zemos a contracao de todos os indices, reduzindo o produto a
wn escalar, dizemos quec os dois tensores sio associados. Exemplo:

BiJ = escalar (35)

e) TENSOR NULO - se as componentes do tensor sao nulas,
em um ponto de um sistema, permanccerio
nulas em qualquer outro sistema.

f) CRITERIO DE TENSORIALIDADE - frequentemente tercmos nc-
tessidade de reconhecer se
uma grandeza dada possue
natureza tensorial e
determinar a sua variancia.

O processo natural consiste em verificar
se a'transformagﬁo da grandeza segue a lei de transformagio dos
tensores. Outro método , porém, mais comodo ,consiste em utilizar,
a propriedade da multiplicagdo com contragao estabelecendo o

segu1nte critério:
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Se uma grandeza de volume x, Ligada a
uma base, & muliiplicada pon um Zenson de variineia {P} tigado a

medma base ¢ produz ap3s £ contragoes um tenson de varidncia {;}

Ligado a ?fima base, a grandeza considerada & um tenson de va-
oY [
niancia {I+£-q}'
Por exemplo, suponhamos que uma grandeza
de 5 indices de colocacdo nao definida: A(ijkrs) seja multipli-
cada por B%, dando:

GE

koo j
A(ijkrs) Bk is

Mudando de base;

UG

A (aByde) Eﬁ o

Mas:

Ol A
Cae— o e b B

g8 = K pB pJ
Y yi Rk

=)
.
I

)
k= by ag FT

|

j § AT
A(aByse) Es = a; az br Cis

: 5 e ;
K(aBy6e) ES = a; ai br A(lers)'Bi

£ SRt e Y o1 gB
al ag br A(ijkrs) bk ag EY

K(aByse) BP
ou

L& ) o o
K(aByde) = a; ag a% b, bI A(ijkrs)

donde se conclue que a colocagdo correta dos indices e:

kr
ijs

& AR ) SR S BENLY NG
Roge™ 3q 28 2c "k Bri



O tensor A & de variincia {g}.

Quando multlpllcado por B, de wvariancia

{ } produziu C, de variincia { }, apds 2 contracdes:

EXEMPLOS: -

3 - : =
I) A grandeza ——2 e covariante, de valencia 1, pois:
ax®

£ ¥ gxts df = escalar

ITI) A expressao do trabalho, em fisica:

dg = Fu dx% = escalar
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mostra que a forca € covariante e o deslocamento & contravariante.

g) O PROBLEMA DO REFERENCIAL

E importante observar que a2 definigio

tensor esta vinculada a um dado ponto e um dado sistema de

de

Tre-

ferencia. Em certos casos podemos operar sobre tensores em  pou-

tos diferentes, por exemplo se o sistema de referéncia for
tilineo, ma3 nunca.poderemos operar com tensores relativos

sistemas diferentes.

TEe=-

a

Par isso uma matriz construida com ele-

mentos ligados a dois sistemas de referéncia diferentes nao pode

Ser encarada comgo um tensor.

Qs fatores definidos anteriormente,

por

( 6)e (7 ) para as transformagoes lineares, podem ser re-es-

Critos a partir de:

=i _opd ]
X = g 28
J
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i
da forma:
ax2 i 3xJ ¥
—— = b. e —_— = 36
ax) J S i ()
Em coordenadas curvilineas os a%‘e b% sdo
varidveis para cada ponto. ;
h) SIMETRIA E ANTI-SIMETRIA
Um tensor A'J ou Aij € simétrico se:
Al = AJ2 (37)
= 1
Ay Aji (37")
¢ anti-simétrico se:
AR e a0 (38)
Aij = - Aji (38")

Essas propriedades se conservam na mudanca
de bases. Para um tensor misto ndo se conservam tais propriedades.

Um tensor de valéncia 2, com n“componentes
. - nin+ o . -
possuira somente (n+1) componentes independentes se for sime-
: n(n-1 e
trico e ~Ln7~l se for anti-simetrico.

Um tensor de valéncia 2 pode ser sempre
decomposto em uma soma de um tensor simétrico e um anti-simétrico.

Com efeito, um tensor simétrico pode
escrito:

ser
oo = rd 6 ) pefis gt et (39
e um anti-simétrico:
aij = (Aij - Ajl) pois 2 = ot (40)
donde: :

onde A'J & qualquer.

(41)
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8§ - PSEUDO-TENSORES E PSEUDO-ESCALARES

Quando se faz uma mudanca de coordenadas
do tipo:

= 3 '
Xt = £(xh) . : (42)
podemos construir a matriz:

X

S LH ROR= NI 200,
il el 9 Bk oo (43)

cujo determinante & denominado Jacobiano,

O determinante das derivadas inversas:

i (44)

obedece a relacio:

=k j -k j -
- 9X X L 3X 9X- j
JR = - = ) = = §¢ (45)
PP D B
Denominaremos pscudo-tensor de peso n a

entidade cuja lei de transformagio difere do tensor pela presen-

ca do fator Jn; por exemplo:
7 1 b} ) | (46)

Para n = 0, temos um tensor propriamente ,

dito.

Consideremos agora um tensor cle comple-
tamente anti-simétrico. E facil verificar que o tensor de valén-

cia r no espago de .» dimensOes posssuird nc caso de anti- sime-
2 o8
tria completa = :“T) componentes independentes. No caso de
2 S =

r = 3, haverda apenas 1 componente independente {0 €5 fol® slergel
357 KA i C (47)

onde ellk € o simbolo de anti-simetria.

12

3

L

=)

v
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9.

M Ly i
ngk—az.asua%as
e
-TS —
st gIst C :
=ijk 1509 ke rst
c b bs b C
Para um dado (1,j,k) por exemplo (1,2,3)
vems:
R 2 N R e
C = bogb_ 'bige CR="3T (48)
E
€= -2o0p (49)
J‘_' . o
Logo os valéres C sio pseudo-escalares,pois
quando mudamos as bases, ndo sdo invariantes. Chamaremos C de

capacidade escalar,

Analogamente, o tensor do tipo

= £ 50
;5% S (50)

rans fOrmasS Seof dedce ndosen:
tr>nsforma: - G-

D=J0D : (51)
" entidade D sera designada por densida-

de escals~
0 produto de uma capacidade escalar por

umni Jensidade escilar produz am escalar:
D = _%—_ 6 G IE =R | (52)

Um psewio-tensor de peso n = -1 & denomi -
nado capacidade tensorial e dk peso n = 1, densidade tensorial .
O produto de uma capacidade temsorial por uma demsidade. tenso-
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rial produz um tensor.

Un tensor anti- simétrico, de dois indices
no espago de tres dimensdes se reduz a um pscudo-tensor. Com
efeito, para t Ly anti-simetrico teremos:

: 12 ol
0 eSS 0 Ag -A,
Ui 12
t = -t v £23 | = -Aq 0 Ay
13 2
-t i 0 A, A 0
L A L d

tij = 7 -]j flm
j “m
ou
T = plopm i)
25
Aplicando as propriedades de anti-simetria:
95 S : Al St
t') = (azal-azad)R) + (a3a1 1“%)K2 + (aya3-a;a))K;
ou
g s Lo
t J by A=A (53)
ou ai~-"z, uszndo o operador Eijk:
£ IR R (53")
Multiplicando (53') por &, resulta:
; A 12 il _ 72
Eijk t €12k t * €1k t t t ZAk
donde:
Lo ok el o (53"

Ay = =7= ik
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3 De um modo geral os tensores anti-simetri-
cos sao pseudo-tensores de orden mais baixa.

i3 Assim, por exemnplo, se Alk € um tensor
anti-simetrico, pode ser expresso por:
AT Deente Gl SRR ik
W T AR
que alguns autores ( ) chamam de dual. Melhor scria: adjunto,
No espaco tridimensional, se tomarmos o

elemento de area como um tensor ds*? = dx? dx?, 0 seu dual sera:

g i3
dsp = 5 €54 dsV

Nos espacos com métrica poderemos interprec-
tar a dualidade acima como o vetor normal ao elemento de arca

e de modulo igual a area:

Num espago quadridimensional, o dual ae

um elemento de superficie é:

g5 m
dshi s e e 5

Podemos verificar que:

k m

0 dual de uma hiper-superficie ds sera

Al kem
dsi = =5= sik!,m ds
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9 = 0 POSTULADO DO TRANSPORTE PARALELO

0 calculo diferencial para tensores

sera

introduzido com base em duas orientagoes:

te pequeno em torno do ponto P, um tensor pode ser

a) as operagoes definidas devem possuir cardter invarian-
te face as transformacdes dos sistemas de referéncia.

b) nao sera utilizado nenhunm conceito de metrica, isto e

v

as nogoes nao devem depender de medidas de distancia e

angulos,

Partiremos de um postulado fundamental: o
postulado do transporte paralelo, isto &, num dominio infinitamen-<

" paralelamente, entendendo-se por

com:

vem:

transportado

transporte paraleio a condigao:

T (X° o+ 635 = ' 7 (54)
Passando ao referencial xk, vem:
? sal -
ut et ek ek R G
5%
i kL k i,k 02 e e Ak LS
u (X +6X)=U (X)"‘—:q—-—jbkb 6:’: u
38X~ X J
Fazendo:
. ZE )
e 3° x TeXS (55)
L, = = b. b
f5K e
o SR 56
i = I (56)
S TR e i ..k 57)
ul oFeexk) = b (9 - 1y 0 ex ¢
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donde se conclui que a definicdo do transporte .paralelo nio €

invariante. Ela vale Somente para um sistema p

articular X°, cha-
mado sistema de coordenadas geodesicas,

Existe, uma infinidade de
sistemas geodCsicos como se pode verificar, dependendo da es-
colha adequada dos coeficientes a e b. Assim, para coordenadas Te
tilinea§ (3 e b constantes) a expressio (54 ) & conservada pa-
ra qualquer transformagio pois o ultimo termo de (57 ) & nu-
lo.

-

No caso de considerarmos um vetor:

= ut e ' (58)
vem:
63 = dui ei + e 0
como:
Ao SR j < (59)
du- = ij u’ 6x
vem:
Sl g2E o 2 e e
ik &
donde:
- (60)

k
de., = I‘J-k ei 8x
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10 - DERIVADA COVARIANTE DE TENSORES

Quando passamos de um ponto P(xk) para ou-

k k

Koo :
tro P(x _Gx ), o transporte paralelo de um vetor contravariante
obedecerd a condicio;

3 ok ok S R e
ut (x7+6x7) - ut(x) + ij ul §x% = o (61)

que corresponde a nogdo que temos de diferencial nula. Num caso
geral podemos definir uma diferencial absoluta:

S 3 : e
Dul = ul (KegxXy - i xXy + T;k W e £ 0

ou
Dut o du’ + i j
ka Bx: k" L)
Usaremos a notacdo:
W dut e IR E IS S R (63)
3k axE jk Wk _ jk
Alpuns autores usam a notagio Dkui ou
i
Vk LIS
Se o vetor for um covariante Vj‘ admiti-
remos analogamente: -
V. h
= 3 h =0 v Ry S (64)
Viigke T ==t SRR IR

- ) i
onde o fator B?k introduzido pode ser relacionado com ij.

Com efeito,o conceito de derivagao parcial:

3 i a4 q (65)
ur v.) = = (= W)
e e

pode ser aplicado as definigoes e condigoes anteriores,
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donde:
D i 3 i & . OV.
(uv.) W2 v m i j i i i Jh
;;K i - i v1 r K u’ + y ;;F + u Bik Vh
ou
(Uiv.) = ui j i i
D<K i ~E(v)+uv(1“3.}(4-133.k)
donde: ;
BE f=r il :
Dt _ (66)
resultando:
oV, 5
V. = o= Fl v
ik Ek e (67)
Admitindo-se a simetria dos F%k podemos

construir uma expressao independente de qualquer transformagao das
coordecnadas qual seja:

9V ka
Vi Vit =, - — =T, v v 68
Jvl\ k3j 9% BXJ kj j.k kK,j (G
que € chamada rotacicnal .. vetor covariante,
Polciwos mostrar que as derivadas covariantes satisfazem a
TegTa:,
D D v N u 6()
=g (i =tut=—rir Rt : (69)
Dx. Dx ke

para quaisquer tensores u € V.
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A partir dessa propriedade podemos deduzir

uma regra geral de derivagdo covariante para um tensor qualquer:

"Adiciona-se a derivada parcial 08 Zermos

"+ AT, onde (+) se nefere ao indice contravariante e (-) ao

variante. 05 indices connesponderdo aos do fenson fazendo-se

na cada um defes o somatornio dos £I'".

co-
pa-

EXEMPLOS:
1) = ati] + ¢T3 I,i‘ + t1T J
sk T 3 E k i
atii =
Y55k S try Tix = tir Tk
St :
. 7 T Se L
tj,k g;l ¥ tJ Ter = % PkJ
No caso de V(P) = escalar;resulta simples=-
mente:
Rl
Vv == A= Vv (70)
RS e R
que < um ..ZnT covariante denominado gradiente de V.-
No caso de uma densidade escalar do ti-
:"0:
dijk = Eijk D, porlexemplc,resulta:
5 :; Edi'}; ._ d T‘l =l rl - d Pl (-,1)
Siikrr ";;%“ 1jk ‘ir nabk s ij1 Tkr 5
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e
od
= & gt 2 3
d123;r D;r Vo D = - (Flr ER LT F3r) dy,3
ou ]
3 D k
VD= —-T,_ D =0D : (72)
T ax T kr 257 :
Para uma capacidade escalar teremos ana-
logamente: '
_a¢c =
VrC = T + Tkr C C;r (73)
X
Para uma densidade tensorial, do tipo
Duz por cxemplo, teremos:
iy _ @ dfse ok i i j
v (Du™) = E;? (Du™) e {(Dug) i+ rjr (Du-) (74)
A expressao ( 74 ) serd utilizada para
introduzir o divergente, isto ¢, a soma das derivadas: (G = )
v. (Dul) = —° (puly:= pul, j (75)
= L ox e :

que € uma expressio independente dos F;k.
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11 - DERTVADA ABSOLUTA DE UM VETOR

Se as coordenadas xX variam em fungao do
: - i
tempo t, o ponto representativo do espaco se move. Um vetor u
associado ao ponto também serd funcio do tempo e podemos procu-

rar sua varlacao, definindo a expressio:

2 i : k
s pu? 2 au o hidx ‘ -
Y 'T)‘“E"’at"rh}\u It (s)

denominada: dexivada absoluta do vetor u>.

Quando:
Ui = dx = velocidade (77)
a E <
vem:
28 2 k
Tl b i dx doc ”
L= 5;7‘ # Fhk Tt % aceleracao absoluta (78)
A condigao de velocidade constante implica-
ra
dle 3 i dxh d\ N o)

que define um pequeno segmento de linha reta. O conjunto desses

segmentos dara uma £4inha geodesica,



12 - TRANSPORTE DE OQUANTIDADES E TENSORES

Tomemos um escalar T associado a um
P do espago e procuremos sua variacdo, quando passamos do
P ao ponto préximo, Q. A variacio 6T ser: proporcional as
ponentes sx* do deslocamento:

e k
ST = Fk 6x

Se o ponto Q estd distante, podemos

crcver.

onde PBQ indica uma certa trajetdria, no espaco, de P a Q.

40

ponto
ponto

com=

(80)

eS=

Se a trajetdoria fosse outra, por exemplo,

PCQ, teriamos:

K
Q P+f Fy &

PCQ

e a diferenga entre os valdres, em cada caso, seria:

1 = \ _k= 1 o
i Tq_—j(Fkax _:_f1
S

com dois casos:

A T S h Fx =@ =s o OB
= axK axx ks BxE
b) fkh # 0 => T ndo & integravel, nio podendo

feitas comparagfes e distancia.

(81}

(82)

Ser

Tomemos agora um vetor u* e realizemos o

‘ - . S~ - 1
transporte descrito anteriormente, com a condigao de u- se

ter paralelo:

man-
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Dut = dul! + F;k ul dxk = 0 (83)
donde:
e i j k i
du- = - rjk ul dx® = Fi axk (84)
onde: ST R
Fyi= = Dy dxk - e (85)
Fagamos a integral:
: : orl  apl
16y ol k _ 1 i k Ichisees
Su jé‘ I'k dx™ = = -B—T S dx =
S X 90X
e
; S
onde:
1 .1
g e oFy  9Fy o
Khi e o
ou
sl sl G il i u i gud
T = ~ SRS ey - I:
= [axK s JhJ fik %] Tjh ax X
R el b LR ) i i i 2
Txh u ;;ﬁ er u EEF Fih ij oh S
T atsfin iy
Pjh Tgk u

resultando: :
S o Fodxs = = R p i g e kh (87)
k Z / “j,kh 2
: S

s 2 B e e SR (88
ol T e BT e Bon Y Thn Bam o Do Fgn i

onde:



¢ um tensor de 4 indices, denominado tensor de curvatura do es-
pago. afim, i

Se tomarmos, finalmente, um vetor Vi te-

TEmos:
L k :
Dv. = dv. =~ o < = '
vy e FJk Vi dx 0 (89)
- 5 | S k :
dvj ij v, dx iﬁ}jk dx (90)
onde:
) o SabY
rjk = ijV£ (91)
0 rotacional seri agora:
oF. oF.
] - ih jk
Lo he sl (92)
j,kh 5 xK 5 Xh :
e analogamente: C
i ‘ sk ) i : kh ok
G\j ~j§‘rjk b S /{.Rj,kh vy ds (23)
S :

Em suma, o transporte de um vetor em um
circuito fechado nao conserva o vetor. Esse fato implica na
desigualdade das derivadas segundas:

Dv. Dv.
D 3 D j f

— - =B (94)
DxF Dx®  px! pxk  Johk

0 que precedeu pode scr aplicado a um ten-

sor qualquer:

: 1 s s i s i ] ,.kh
GT;ﬂ = % /{.[" RS.kh TjE i R;,kh 1;& & Ri,kh qjsJ ds @)
S

No caso de uma densidade escalar A, co-

mo:



I~
(V%)

DEARTONA i
—5p & =50 o G e = ()
Dx™ X ik
vem:
oo k
d(log A) = Ty, dx
o :
an ] = kh
§(log A) = _2‘[ o IS
S
onde:
i i
el 3 X ok
Se fizermos a contragao do tensor R, Te-
sultara:
i i
: ol ar. . . .
R o =R oooe SR SO Bl SRR s SRR e 9
j,h 1)y kot . agﬁ rgl Fsh Igh rJI (973
e, devido a simetria dos I' , podemos escrever:
T = Ri Ly - Ri g & IR - R (98)
kh k,ih h,ik k,h h,k =
Observando a formula de definiciio do ten-
i ;
sor Rj,kh vemos que:
i o - a8
Ry kh = = B nk (99)
e
i . i i = - Y
S5 e & B g o I g & U (1003
0 tensor R caracteriza a curvatura do

espago afim. A

condicdo R§ vp = 0 implica em um espaco plano.
{ e “
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Em outras palavras, as propriedades do
tensor R, tais como (99) ¢ (100) sao propricdades inerentes ao
espago definido, em particular, a lei de paralelismo a distancia.

Cada éspago,qne introduzimos atraves de
uma métrica particular, apresentard um tensor de curvatura. (0]
transporte de um vetor num espaco de curvatura nao nula ( espaco
curvo) nao deixa invariante a propriedade de paralelismo. Num
espago plfano, caracterizado por R? ey = g mesmo utilizando co-
ordenadas curvilineas, podemos encontrar cixos com propriedades ,
dos eixos retilineos, definindo um espaco Lineaxr.



PARTE II

0 ESPACO DE RIEMANN

1 - 0 TENSOR HETRICO FUNDAMENTAL

Se caracterizarmos um cspago pelos seus
vetores de base, o conceito de medida, nesse espaco estari  vin-
culado a possibilidade de se ter um padrao de mecdida para esses
vetores. Um elemento diferencial do espaco seri expresso em fun-
gao de clementos diferenciais medidos sobre os eixos do sistema .
de base. Assim, no espaco euclidiano com sistema de hase ortogo-
nal, de acordo com uma generalizagio do teorema de Pitagoras te-

riamos, para o elemento de distincia:

(@s)? = @x? + (@xH? + (@xH2 + ... + (dx7)2 (101)
Mudgndo-se 2 base:
— o b _i = i -
B i85 485 dx~ = a; dx
c -
) —n{SSE
e; bi e dx bi dx
Vem:
7 P N SR ] e ] B o) e -1 ,—m
(ds)® = dx"dx~ = ay a_ dx” dx = i dx™ dx (102)

onde fizemos, Nesse caso:

= (103

O tensor g; & sim@trico, tendo portanto

Eg;ill componrientes independentes.

Ao se introduzir a métrica devemos pen-

sar em dois casos:



a) meétro orientavel - fixo a um ponto, e

b) metro transportivel - para comparar unidades de

de um espaco Serao, no caso geral:

2

S
ou

d?z = El
cnde

- etk (31

Bmt e r
ou:

_ sl
Eqe = bk

g = Igikl

pode ser calculado por:

onde Gy, € o menor correspondente a 5k

8ix Cjx =

46

me -
didas em pontos diferentes.
As formulas caracteristicas da métrica
dxt dxX (104)
(85x = 2x3)
dxl gx" (105)
k
m &ik (106)
m =—
k &1m (107)
define o tensor métrico fundamental, cujo determinante:
(108)
E NS G RGN R ) ) G
Alén disso:
Gape Can = U )
Facamos:
(111)

verificando que:
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ik i
e @7 = 65
e gik 811 = 6i » donde se conclui que os glk sao compo-~
nentes de um tensor contravariante cujo
determinante ;.
g™l = g = g1 . (112)

Nas aplicagbes usuais & frequente partir
das coordenadas cartesianas ortogonais, resultando a Sseguinte
sequéncia de calculos:

a) Dado X = f(x) onde ¥ = cartesiano

x> ax"
b) Construimos Bl E;T EEE 1m

c) Como Elm = 6, (cartesiano ortogonal)
=1 =it =1 -
9X~ 09X X 9X .
d) Vem: g., = e 8 === ('_K’) (113)
s A% o Ln ax* ax
ou
g (coluna i de J) (coluna k de J) (114)
A interpretacdo geométrica dos g3k pode

ser obtida a partir das linhas coordenadas ou eixos. Tomamos um

ponto, uma unidade de comprimento €, € construimos a medida real
de comprimento:

dl = ey dxk (no poito xk) (115)
Como:
dx? = gon dxt ek

para deslocamentos no eixo de ordem (k) vem:

gk (@x% = (e)? @xk)?
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donde:
= 2 (116)
gk = (&)
Desenvolvendo:
2 1,2 k2 s Ry
ds® = g;; (dx7)° + Bry (dx7) 7 + 2851 §1 dxk
c comparando com o caso simples de dois eixos obliquos _podemos
generalizar a expressao:
e (el)z axly? 4 (02)2 ax®)? +
+ Zel ¢, cose12 dxl dxz )
vdlida no plano OXY, para o caso de n dimensdes,colocando:
Ehp T Ci cosGik
e (117)
; 2
Eyxx © (ek)-
No caso de sistemas ortogonais:cos@ik = (g

resultando:

! g‘!_} LT
E55 HEon £22
£31 £32

e gik #

£23

£33

1l/e

0

0
2 s 2
0 |= (e1e2e3)
A 2
3
L S\
(elezes)
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2 - OPERACOES METRICAS

A natureza tensorial de uma grandeza po-

de ser alterada por operagdes métricas. Assim, por exemplo:

gix uk = u; = covariante (118)
glk gy = uk = contravariante (119)
pois
u. = g. gjk e =l
i ik J Ty i
Uma aplicacdo de g, em geral, com con-
tragao, abaixa ou eleva um Indice do tensor:
T v = ty] (20)
ghl t%j = ¢ijh (121)
Vejamos agora algumas definicoes:
a) NORMA DE UM VETOR
Tomando-se:
3 o
dx g dxi
dxm=h “daxKk define-se:
SR ’ i

1

Norma = (49)% = g, ax? axX = ax, axd = 'gli gy, ax; (122)

um ponto:

terd a norma:

Assim, por exemplo, o vetor velocidade de



que vale

que pode

do de:

ou

onde eik

onde ka

perplano
mos :

P2t i SRR T ik et ST,
ful® = G = @gp, 0w ut g = gy u
para qualquer vetor u.
b) PRODUTO ESCALAR
> > i
u . v = (uv) = u; voo= escalar
ser generalizado para:
b PR T g :
U VES =N sU v =R =y Uy =u, v
0 angulo generalizado pode ser
(uv) = [u| . |v] cos (av)

£ip ul vk

cos 6., = cos (uv) = e ey
k G 4
i Kgikulu])(gikvlvk)y/

pode ser um angulo imagindric ou real.
No caso de dois eixos, vira:
cos @ = 512
B r e e By
ST B

c) COMPCNENTES COVARIANTES

50

(123)

(124)

introduzi-

(125)

(126)

Tomemos umaa forma linear definida por:

. )P :
dL = ay 6x" = 0

- . ™~ k - - -
¢ uma variacao de X; essa expressio representari um hi-

perpendicular a diregdo do vetor covariante ap, pois te-

ik ai ka = g §x™ =0

(127)
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donde se conclui que os valdres a) definem um clemento de plano
perpendicular ao vetor. Assim os componentes ak de um vetor de-
finem o contorno Projetivo do vetor paralelamente aos eixos en-
quanto que as componentes ap definem um elcmcnto'plano perpendi -
cular ao vetor, Os produtos do tipo:

-
e

=XJe..c.=xjg.=x.

-
X :
aEa ] j i

definem as componentes covariantes de um vetor.

Em codrdenadas cartesianas ortonormais o
teremos:
O A ) . S -
ST SERE R R R0 R o (128)
donde:
= 2 j: i 2
X5 5ij X =x (129)
hao havendo portanto diferenca entre componentes covariantes e

contravariantes,

d) TRANSFORMACAO DO DETERMINANTE gl
Como:

— R Rk
Eim = %1 % 8k

WA

el PR e a5 s (ol
logo:

2l = 32 gl : : (130)
donde concluimos que as expressdes Ig_II/2 e Igl-l/2 constituem

dehsidades e capacidades escalares.

e) VERDADEIRA GRANDEZA DE UMA COMPONENTE

Definimes a verdadeira grandeza como:



B el 2]
ou
Vay = E Vo =, ' (132)
g. . 1
ii
Ao longo de um xk temos uma unidade de
comprimento local: :
1
g e
k kk p— (133)
Ekk
para sistemas ortogonais.
As componentes covariantes serio:
a2k
T (134)
O comprimento do vetor sera:
2 T kg2la s o OBl
I8l = egp el =igh (@S =tiate ) = (EE) (135)
A verdadeira grandeza dos componentes en
um sistema ortogonal, sera:
= koo = k
A DS e (136)
donade:
2 2
lal® = = Af (137)
k ,
f) PRODUTO VETORIAL
0 produto vetorial (vide apéndice 3) de
dois vetores. &:
-i- = -+ P i. j
C & &l o {) Eijk_a b ek
0 produto vetorial, utilizando-se a ex-

pressao (53'") pode ser escrito:

il ik IS = 23 gk o BN )
C; = eijk CLas O LI a’ b a b



3 - OPERADORES DIFERENCIAIS

Definimos anteriormente:

a Vv

53

(70) a) gradiente de V: a; = =— (vetor covariante)
ax
aak aai
(68) b) rotacional de a.,: b,, = —— = —% (tensor covariante)
el 1 K
X ax
i oAl
(75) c) divergente de A™: D = —LI (densidade escalar)
’X

A introducdo de operacdes métricas

ampliar o campo de aplicacao desses opecradores.

Assim por exemplo, partindo de um

. 1 : e
contravariante a~ construimos a densidade:

d = 1 D = 1 al (‘/Eal)
’g Vgl e
Para coordenadas ortogonais: g = e
lnpo:
1 3 1 9 2
d = s (e e e,a ) + (e e, c.a”) +
e,c ¢z ! =7 sz 1293
3 3
v (e ,e,e.a™)
9Xx L

pode

vetor

(138)

Em verdadeira grandeza, vem finalmente:

"3 3 9
d = e,e A, + e,e A, + e,e A
e1€,6 [ Bxl 7 gyl ax2 | SES i 8x3 =7

3 ] (140)
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Para o gradiente teremos:

L el 3V 5
A, = — . Mg (141)
k e axK

da aak ;
I‘-k = "-‘—']— = eem—
R

vem:
200
Dk o R R X ]
Rip = s = == | =2+ (e A) - -2 (e.A.) (142)
ik €% €18 [axl k''k - it
Podemos agora definir outro operador: 0

laplaciano que, em eixos ortogonais cartesianos & dado por:

2

2 37V ' ¢
ViV s oz S (143)
< (ax7)

Nesse sistema particular o laplaciano po-

de ser identificado comn:

laplaciano = divergente do gradiente

pois
2 o AV
DSV - (—1) (144)

Mas no caso geral a definicdo de divergen -
te se aplica para entidades contravariantes. Logo & nccessdrio ;
fazer:

P’ 2. V E -
al = glk E"E (145)
ax

e em seguida aplicar a formula (139 ):

v2v=_L_§,[/? gika_}g] y (246)
3
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observando que os |g | correspondem a gik* Se fizermos tudo em
contravariantes podemos tomar |[g'| que e igual a 17/8|gi| S Fesuilita=
Ta: 3
e,c eNe
vy = _1 BI (_2_3 9 Vo 3 (LSS g) ]
ETEPSs 9x ) Al ax? €2 o’
5 €1y 3y ' :
= —) (147)
9x €3l ox ] . .
4 - TNVARTANCIA DO PADRAO, ESPACO DE RIEMANN
Suponhamos que o padrio sofra uma varia-
gao relativa:
S k
S £, o&x (148)

onde o0s £y definem as condigo6es de transporte do padrao,

Se o deslocamento se der ao longo de uma

trajetdria fechada elementar, teremos:

d ¢
2

£ axk (ao longo da trajetdria)
ou

d 2
)

(rotacional de f)lz 5x1 5x2 . (149)

b
I

Se o rotacional niio € nulo niao ‘se conserva-
ra o padrdo. Casc contrdrio, puodencs escrever:
a s
£, = —¢ (150)

X :

ou ainda: fk = 0, para indicar invariancia do metro.

Definiremos um espago de Riemann quando se
verificar: '

a) a existéncia de uma métrica

b) a métrica € orientivel em todos os sentidos e trans-
portavel a distancia.
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5 - DERIVACAO COVARIANTE NOS ESPACOS RIEMANNTIANOS

lo é:

donde:

sera:

ou

Vimos que a condigido de transporte parale-

Dui = dui + rﬁ uh 5x1 =0 (151)
1
i i h 1S i
dus = = Fhl u dx § (152)
A condigao de invariancia do comprimento ,
d]ulz = Gl (o U uk) =0 H{E18518))
ik
ik ‘ i k i k
d(ggp) vt u® g (dud) o . gy vt (duk) = 0 (154)

Levando ( 152) em (154 ), vem:

ik i h Lo 3%
d(gik) ulu = gik I‘hl u d): u =
I; h LR

8ix ‘h1 Y dx” u” =0
3{g..)
___%E_ dxt u M e L ut dxl uk -

ox

g5, rkl e e
3(g;q) '

Fike h h

o G M B U [155)

Fazendo:
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L hi v shk
it dan Belliean - @0 K g = B M gy (156)
(4
hi n sl
Z2h i RO T =8 "4 i (157)
vEem
agik 3 i
Sob o gt (158)
Analogamente:
g
el
St T SO, (159)
9g.
— =Ty Ty ik (160)
9x ik 18tk {
Somando ( 160) com ( 159) e subtraindo
( 158), vem:
og 38, Ag
le :l\= 11’ ]\] ____l';\._z rlk
2 3x 3x 3x ol
donde:
. ag. dg dg.
1 i1 8k1 ik
Py o = — = = 161
3,2k 7/ [ axh 3yt ax1 ] ( )

N

h .
Podemos escrever os T .y de outra maneira
:diferente da definigdo (55), usando: i

I B

donde:

h 1

(162)
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Os simbolos I introduzidos sao denominadcs
simbolos de CHRISTOFFEL., Outras notacoes:

3]
5 sipe © [3~J= simbolos de 19 espécie
(163)
F?P = {ﬁr} = simbolos de 2% espécie . <
Os resultados anteriores decorrem na-

turalmente das regras ja estabelecidas para a derivag@o covarian-

tec afim. Com efecito:

Dluf® =0 =>p Geyp)l =10

e Dalsin s B A
FRE AT R R T

ou

983k

Sl ST
axI 1,}1 1% a1l

= 0 , idéntica a (158).

APLICAGUES:

a) Tomemos:

= J S
aj giJ a . Cqmo.
J

aJ = Do vem

ik DxL 0

Dai Dgijaj 3

a..y = 7 & — = Eag EX (164

L D LIS )

onde se verifica que as notagdes utilizadas permitem a extensdo ,
das propriedades formais dos simbolos g para derivadas.
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b) Tomemos a densidade A:

DA A Th
Dxr ax]E kh
Para A = /|g|, vem
1 DV]g]| 1 3/]|g] Ph
lg|l Dx /Tg 9x kh
D(log g) _ 3(log ) h :
e =2 = 2T (165)
D):L BX-J\ kh
Mas:
9g. . G B g
3 £ _ ij 1 1]
St =L (mencradeNo eS=Nol(p ) Selly
ax oX 1) 8)(1\

e a equacgao (165) & identicamente nula, resultando:

St
SO Bl = o (165)"
9X 3x’

c) O Laplaciano pode ser re-escrito:

2 k \ ik 9 V
v = (/' gl a == .___a__i_ (gll\ .a.._.k.] <+
/Igl ax X
S gik ) { (log f]g])
3x ax
ou
Ao B ik 9 V sV ah D ik a Vv
vV = - (g Y@ e s S = ({1 )
axt 9x gx© i 3%

Trocando i = j por h e h por i, vem:

2 ik DV

vV =g e ——% 1
Dx* Dx : ()
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d) Os teoremas de Gauss e Stokes podem ser generali-

zados, por exemplo, para um cspégo de quatro di

mensoes. Assim, por exemplo, uma integral sobre uma hiper-superfi-
cie fechada pode ser transformada numa integral sobre o hiper- vo-

, ; 2 i
lume, trocando o elemento de integragao ds” por:

3
—— ) dEq : 2
ax’

Por exemplo:

. i
L oA
“[;i ds™ = ( e d @

Jy X

onde:

i 2

d = dx~ dx dx3 dx4

Numa integracao sobre uma superficie po-

demos substituir dsik por:

ds? ~§K - dsk L0
ax 9X

Por exemplo:

x A

: . JA. X A. :

1.j/ 1 i ik g ik ik i
—— | Ay 455y = =) (ds ——p =~ids ) i// - ds
LK ic il Ix ax’t axR =

Numa integragdo ao longo de um contorno do
espago quadri-dimensional, substituimos dx* por:

) { ]dski
ax
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Por exemplo:

f!\ ax! = -1: dsk Tj(‘“’ = -—r) dski

Para coordenadas generalizadas num espago
de tres dimensdes, podemos escrever:

IAI d\f—]!\inids
v ’ ,

S

fg ..dv=[gij/\injds=f/\inids
v s s

i 5
f g L dv =I¢’i nt as =f 3% as
. S
j .n.ds=fA,tkdf,
53 Tl k

=
97]

w
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6 - GEODESICAS

Resumamos as condig¢des do transporte pa-

ralelo:
2
1 |” = constante
(uv) = g5 S o constante (167)
cos (uv) = —£BLXl = constante

ke | v |

Para realizar um transporte paralelo des-
locamos o vetor u ao longo de¢ uma linha, chamada geodésica, - con~
servando o valor do vetor e seu angulo com essa linha.

As geodesicas, nos espacos de Riemann pos-
suem a propriedade de serem linhas ﬂ11§ curtas (ou mais longas )

entre dois pontos dados do espaco.

0 comprimento de uma curva & dada porT:

B 4
S i/( dS = certa curva C (168)
A 2

B
S + 65 i)r dS + d(8S) = curva variada
A

B
$s =,{ d(85) = 0 => curva geodésica
o

; f’] =
Curva ’//” - 8
Variada/,"' ey’ Curva geodesica
/ﬁ v/ /'
. 5\\""f/.P
dxt = ol aa (169)

Na geodEsica (curva C) teremos:
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put = o e du! = - Fi uk dx1 = - Fi uk u1 dA

DR i i U =0 : ‘ (170)

Duk auk i o
ANy T iy g, W= O . (Gl
Mas:
Pi nu. = Fi uj =T u’
Kigs TR Re il
donde:
Duk auk Buk 1

ou, tendo em vista (158):

Du ou o9g. .
k k ;
3T —p ul ul =0 (172)

9x

que € a forma mais simples da geodesica.
Na curva APB temos:

i i 2

p [x (A)] e u- (A) = T

Na curva AQB temos:

Q [xi (l)f+ eyi (AJJ e ut @) & o (2\))

Y

- - 1
.com Val Q= %ZI

onde y' = funcdo arbitriria,

B B G
S =,[. ds =,/-1/gik U uk dA
A A
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, 1 B § (g A uk)
&6 = —— 2 da
IR
S
A /tik u- u
B
S e L Ik
[u]. 68 = —— SQagp, W W) 6h)
A
y B 3g. . : :
g | ik oo ks i k
Ju] &S = =y G % B 0O g B op O 9
2 A IX ik )
o uk € Ql) dx
Mas:
k
K .8y
Wi =
i _k k 1
R ARG S vioe
donde:
B og k
| il leiisk
[u] &S = —7f-/{ ";;E y N 2 up € %ZT) dx =
A
B
g . . U, .
- 1 st o5t Al k k o
= (-7— —;;E Ul = 5—7)8 y dx =0 (173)
A
apos integracdo por partes e notando que:
k -k
Yai CAYE=Sya B (B)R=N0F
_ Na geod&sica cumpre-se portanto a condigdo
de extremo, isto é, 8§ S = 0. O vetor ul fica paralelo no deslo-
camento e f{u| permanece consgante: ;
|uJ2 = Zap, ut uk = cte
Se colotarmos:
2 il ek . 0
[u | = Zhi U ugean (174)
vem:
2 2
ds® = dA (175)

e o parametro

era o proprio comprimento da curva.
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7 - 0 TENSOR DE RIEMANN - CHRISTOFFEL

No espago afim, os simbolos T foram uti-
lizados na definigao do transporte paralelo de tensores. Com a
introdugao das metricas gih».a condigdo de invaridncia do pa-

drao permitiu relacionar P;k com os gik.

A expressdo (88), definindo o tensor de
curvatura pode entdo, nos espagos com métrica, ser inteiramente ,
determinada pelo valor particular de g5y

Se considerarmos novamente as expressoes

(87) e (93):
i SR ] il i kh

(87) sul = T[Rj‘khu ds

S

- il i kh

(93) Sl Sy f Ry xn Ui 95

S

podemos, na primeira equagao, introduzir 8ig © obter:

i kh

£ - 1 il i

Sulpe =liEn SUT =Sl e R PR S oRae)
S
Fazendo:

T 177

g5 Ry xn T Rgj,kn S
vem: 2

| : i qskh :

oy, 5o == //’ le,kh u’ ds (178)
: s .

Mas, pela segunda equagio:

o3 i j kh
Sup = Tf Ry,kn Eij W ds
5

ou



Comparando (178) com (179) resulta:

R - R

%5kh 5 RSl Re

: A propriedade (180) expressa o fato
l:1“ ser invariante no transporte paralelo. Com efeito:

k

L sut =2 uy sul = 0

ot o
§lul® = 2 5% U

Mas,devido a (87):

i, ] i i kh
u; su- = = /[’Rij,kh u- u’ ds
4'S
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(179)

(180)

de

(181)

(182)

A expressdo (182) sera nula se considerar-

mos valida a equacao (180).

0 desenvolvimento da equac3o de definicdo ,

(177) fornecera:

B M RS e o Son g Bling
axK 2,jh axh 2,3k jk axh jh BxE
+T T r 7%
I £,th 'jk

Designando todos os Indices mudos
(183) por r e levando em consideraciio a equagdao (158), vem:

(183)

de
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) )
R_. . —
23,kh T UK Teih T UR Tooik T Trogn Ty
d 8 9 8 828 3 &
i Tl h k . JREAr S
X ke ) 3x Koy ) aanxI 9x '3 x
TS I
EE r,%h rs,Jk rr,ik Ps,Th

onde podemos verificar que existe uma simetria do tipo:

Ryj,kh = Rin, g3 (184)
além de:

“Byskh T T Rygian (185)

jo,kh == Ry ohk (186)

B il khiet S h e Ry s (137)

i'odemos mostrar que, devido a essas sime-
trias o tensor curvatura possuiria, no espago de n dimensoes:

2

Tz (n2

- 1) . componentes distintas.

Convém assinalar que a notagdo dos ten-
sores de curvatura varia em diversos autores. A que apresentamos -
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até agora € a de BRILLOUIN ( )i
R misto => R%
j,kh

R covariante => Rij,kh

Com a mesma orientagao acima, podemos nao

utilizar a virgula de separagiao, facilitando o emprego da mes-
mz para indicar derivagao, como:

T i i ) A

RSkhe S5k i g ap g ST (185

Para outras notagoes consultar BRILLOUIN

( ), pagina 131.
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8.- 0 TENSOR DE RICCI E EINSTEIN

As equacoes (96) e (98)'rcferente ao

transporte de densidades escalares permitem escrever:

i X ] kh )
§(1l6g A) = = ‘)/[Rkh “E Ry ]ds - (189)
S .
onde:
o ol rs | i i £ i 2
Reh = Rgin BRi b ERh it Dpg Rpnte e h
- (190)
€ o tensor de curvatura contraido, de Ricci e Einstein. Devido
a simetria dos T, podemos escrever:
i i r i
pRs Brn T 0E A - D (1317
A expressao (189) & identicamente nula
se respeitarmos a invariancia do padrido, resultando a simetria
de Rine Isso, alias pode ser verificado diretamente se utili-
zarmos a equagao (165').
o IS | 3(log g)
g P K
donde:
2 2
T e S (Mo /) IS
Dpihis Soet =S S (Lo2)
que levando em (191) fornece:
(193)

Rix = Rxn



70

A propriedade expressa por (193) corres-

ponde a hipdtese da invariancia de /g em transporte paralelo.

Se colocarmos:
(194)
Com nova contragao, resulta:
-k o ki '
R RK g Rik (195)

que & um invariante, chamado invariante de curvatura.

Como aplicacao das equagoes precedentes

podemos provar algumas identidades que serdo utilizadas na
exposicdo da relatividade geral, denominadas {dentidades de
Bianchi:

=0 (196)

Rijkesh * Rijensk * Rijnkgse

As mesmas formulas podem ser escritas pa-

ra os R mistos:

ij ij ij
R y Rnh;k ch th;l

k2;h mEOFS (197)

Com conuvagdo do par i%, resulta:

ij 1j T o

Rpish *Rihik * Phigi = O
ou

-RJ j Ul e :

Rysmet R R pie i 50O : \ (193)

Com nova contragao, para os indices jk

resulta:

= j dns e

“em Mgy Sien 7
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ou
-R;h 5257 Rﬂ;j =0

resultando finalmente:

DI | S i 1= '

: 577 [ = R + Rh ] 0 _ i (199)
X

onde:
e
&5 5h

que & uma expressao utilizada na tcoria da relatividade.

Vamos agora utilizar os resultados an-

teriores para a compreensao dos espagos de Riemann nio euclidia -

nos.
Sabemos que, num espaco riemanniano, o

emprego de coordenadas geod&sicas simplificam as formulas por

anularem os coeficientes I' . Na vizinhanca de um ponto P po-

demos encontrar um espaco euclidiano.

Tomemos uma métrica euclidiana:

dsf= (aviyZn avP) RN anS)E L avE) 2 ol b0
cnde,c. identemente Sy S le
As coordenadas de um ponto P sobre uma

geodésica que passa por P serdo:

X .
vk =a S (201)
onde:
ak = cossenos dirctores da geodésica
s = comprimento medido na geodésica
As equagoes da geod&sica, como sabemos .
sao

a?xkK  x oaxt axm

I P B
2 £m dxs dxs

=0 (202)
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X =
5 Mas, como os ¢ sio constantes, para as
coordenadas v teremos: :

dzxk/ds2 = 0, donde:

ke Yoo
rim o o =0 : s (203)
ou
k B
PRm Vo veti=E()
(204)
£ T
S hpmea v =0
Derivando (204) em relacdo a s, continua-
mos a manter a identidade, pois ndo sairemos da geodésica. Re-
sulta:
&y,
kim v SN g (205)
n
v
donde:
2 Tieem 2l Dt ALl s o)
av! BvE e
Como os T sdo nulos em P, o tensor de

curvatura dado pela expressdo geral (183 ) se reduziri a:

3 Tkgn aTkx’,m :
Rkﬂmn = e = (207)
R4 oV

As equagoes (206) ¢ (207) fornecem:

1

n
Trem = “37'[ Rygnm = kang} ¥ (208)

Levando (208) em (158) resulta:

kg A

n
7 " Tkom * Toxkm = —3 [ kanz o annk} e

oV
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Integrando:

B 2 Uy @ e [kanz £ “zmnk] vaSvE ()

onde verificamos que se o tensor de curvatura nao ¢ nulo, o es-
pago nao pode ser euclidiano. Caso contridrio os gkl_podem se
reduzir a forma euclidiana num dominio finito em torno de P e

ao longo de todo o espago, percorrido ponto a ponto.
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PARTE III

MECANICA CLASSICA

1 - 0 ESQUEMA NEWTONIANO

Seguindo a orientagzo de J.L. DESTOUCHES,
vamos expor, nesta parte do trabalho, os principais esquemas da
mecanica ‘racional. Daremos, porém, um tratamento geométrico  com
eénfase aos principios variacionais. Vejamos, inicialmente, de

maneira sucinta, o esquema newtoniano.

Além dos conceitos cldssicos de espaco e
tempo, que nao comentaremos aqui, o mais importante dos princi-
pios desse esquema € o paincipio das equacoes difernenciais:

"Existe pelo menos uma referencial T . tal
que em deu movimento nefatfivo a esse referencial e numa escala
de Zempo, todo o ponto material HL adquire, pela presenca de ou-
Lhos pontos naturais M., colocados a distancias finitas, una
acelenragdo dzzi/dtz bem determinada em grandeza, direcdo e  sen-
tido, dependendo das posigies dos pontos, da velocidade de ca-
da ponto e do tempo, isto &:

%, o G
S B (05 5ite g == . ——l, ) A (210)
dt? & S TR A

A funcgiao Qi € chamada {oxrca aceleratniz do
ponto M;. Se essas funcdes satisfazem certas condigoes analiticas
o movimento do sistema & perfeitamente determinado quando se
fornecem as posigdes e as velocidades num instante inicial. Is-
SO caracteriza o determinismo mecanico.

A cada ponto material atribuimos um coe-
ficiente numérico positivo, chamado massa. Chamaremos forca ao
produto da massa pela forga aceleratriz:

ou
dzri
Pq T == (212)



que & a equacdo fundamental da dinimica newtoniana.

O principio da inércia & outro

sistemas de referéncia privilegiados (sistemas inerciais),

relag@o aos quais um ponto nio sujcito a acao dos outros

), o
fraco do principio da inércia reside no fato de conter um

tos possui aceleracao nula. Como diz Einstein (

culo vicioso: uma particula move-sc sem aceleracio se esta
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principio
fundamental da mecanica de Newton e estabelece a.existéncia

de
com

pon-

ponto

cir-

Sl

ficientemente afastado de outras particulas; por outro lado, di-

zemos que ela estd suficientemente afastada de outras particulas

quando se desloca sem aceleracio.

Um sistema de N parficulas Mi pode ser des

crito por um esquema no espago tri-dimensional, utilizando

as

equacoes (210 ) para cada ponto ¢ os conceitos de velocidade e

aceleragdo. Podemos ainda introduzir o conceito da
de movimento.

. x dr.
ﬁi = m; Ji =m; =L
: dt
donde:
->
3 o S0
> Sl

Podemos representar o sistema como
unico ponto do espaco de configuracao, de 3N dimensdes,

coordenadas s3o:

(xl'y1'113x2'y2*zz""'XN'YN-ZN)

Ou entao numa cxtensao en momentos,
3N dimensaes: i

(lel P)’l.PZI,PXZ,PY'Z,PZZ, e ,pXN,PyN,PZN)

Podemos, enfim, montar um espaco de
dimensdes chamado espaco de fase, cujas coordenadas sio
coordenadas do espaco de configuracdo e da extensio em

tos. As componentes de um ponto do espaco fase sdo:

quaniidade

(213)

(214)

um
cujas

de

6N
as

momen-
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- -+ -»>
P (r;, py) : (215)

Um vetor desse espago, definido por g%.
terd as componentes:

1p > '

; - -

o Oy, I . . (216)
Um movimento real do sistema & represen-

tado no espago-fase por uma aplicacZo, que transforme o pon;

to inicial P(0) em P(t) e pode ser representado por um opera-

dor de evolugidao E (t, to):
P(t) = E(t,to) P (0) (217)

No transcurso do tempo o ponto do espacgo
fase desenvolvera uma thrajetoria f{gurativa do sistema S.
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.2 - 0 ESOUEMA LAGRANGEANO
Un sistema S estara submetido a Ligacoes
se as coordenadas c¢ as velocidades estiveren relacionadas por

m equagoes do tipo:

I

hy (?i, $i, t) = 0 AR SR 200 SN (218)

(o= 028 s )

Uma ligacdo ¢ holonoma se n3o depende  das
velocidades FE

k (_1:1, t) =0 (219J
€ no caso mais simples, pode também nio depender do tempo:
he (77 =0 | (220)

Cada ligacao introduz uma hiper-superficie,

no espacgo de configuracdo. Se existem m ligacoes, o ponto
figurativo do sistema deverd se manter na intersecdo dessas hi -
per-superficies, isto &, ficari restrito a uma variedade de-
n = 3N - m dimensGes. Serd entfio mais comodo adotar-se um es-

paco de n dimensGes com as coordenadas generalizadas de Lagran-
ge:

ut = ql (Xk Yk Zk) ; i= Lo&goanym

(221)
RSl 20t e im N
. G nimero-n determina os graus de lchrdade
do sistema S e o espagce de n dimensdes agora construido

chamar-
se-a espaco de configuragdo riemanniano

As variaveis do esquema 1

agrangeano serao,
alem do tempo, as coordenadas qQt e

as derivadas dql/dt = éi
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A equagao fundamental do esquema lagran-

geano pode ser construida por dois processos diferentes:
a) como aplicag@o do principio de d'Alembert, ou,
b) através de um principio variacional.

Em qualquer um dos dois processos a nota-
Gao tensorial & bastante cdmoda.

Apenas . como ilustracio mostraremos os
dois processos, ressaltando porem a oxcéléncia do segundo pro-
cesso, mais sintético, mais elegante e mais amplo, permitindo
uma extensio a toda a fisica, como veremos . no decorrer desta

exposigdo.
a) PRIMEIRO PROCESSO

0 principio de d'Alembert estabelece que:

"As forcas extenionres aplicadas ao sistema deven sen
equilibradas petas forcas de {nereda; se formarmos a
resultante das forgas exteniohres e de inenrcia, essa
resulfante ¢ nula, seu trabalho & nulo paira qualquen
deslocamento vintual do sisiema.

Para um sistema sem ligacoes, podemos ex-
pressar o'principio de d'Alembert como segue:

K
X = m X" =0 (222)

onde Xk = componente da forga exterior X.

"k d’xk e '
-mx. = -n Haiz = forga de inércia . (223)
Para deslocamentos virtuaisdxk, podemos

escrever:

(“Xk *my Xk) dxk =0 . ; _ (224)
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No espaco de configuragao para ligacgGes
dependentes do tempo e das coordenadas, temos:’

=G (I ) ki = 00 Ze et SN
S lo#occos I
k :
oxk = B i
1
3q
dondec:
' Sl ' '
~X o+ me X ] = 8q* = 0 (225)
q i aq
ou
E 2% 226
(P; - Q;) &q 0 (226)
onde:
k &
p, = X K 227
J)i 'a—i- mk X ( )
q
3x" - 228
Q= == Xy ( )
3q
Bxk k i
Fazendo ==, =} i vVemos que as equagdcs (227)
e (228 ) apenas representam aaqtransformagﬁo covariante dos

termos da cquagdo (225 ) face a transformagao (221 ),

A velocidade pode ser transformada como
segue:
k k : : k
N ) X kol 9
RS OXEED . qt = ay q + = (229)
a3t 3q 9t

No caso de ligacgdes independentes do tempo
teriamos simplesmente uma transformacio contravariante:

k

e Bl
x" =a;q
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Vamos desenvolver a equacao (227 ):

‘ k k
S d! ¢k 9x"y ale el e
Pi‘af(mkxg? mk’*zrz(;f

Tendo em vista que:

-
p = )% + k

90X _ 929X : >

L | (231)

aq 9q
X g

d (axk) S & - B (ax (232)

GIE S 3q*  3g® aq’ aqd @ t :
vem:

p; = 4 [m xK gﬁf} G ﬁi&

1 dt k BC.]l k 8(.11

Definindo:

T = —%— m (ik)z = energia cinética (233)

vem:
<k

YR b +k 3x

—ne mk X = (234)

3q 3q
e

DR O axX

Bql k aql (235)
donde:

R T T
Pi IT ('—‘—: ) '—'; (236)
eq aq

Como:



2 Wy = 0

resultam as equagoes de Lagrange: -

d 3 T 2 T

> (=) o == o 0
dt I 2q 1 i
Chamando:
3 45
1Vg = ‘T% = momento conjugado de q*
q
vem:
P a1
i A e
d t aq
Sc as forgas exteriores admitem uma
gao geradora como a energia potencial U(xk) = - Y(xk)f
a3V
B, Sl e
L 9x
vem:
-k : r
R o IR S )
s ax" aql + BXE Bql
ou no casec m~is geral:
U d a U
L= - —= = (—=) '
Q; q} dt aq
Quando as ligagoes nao dependem do
teremos:
ky2 o3 <]
= = M..
2T = my (%) 13 4
onde:
k _k
= = S ar
Mij MIJ my. al ;

81

(237)

(238)

(239)

fun-

(240)

(241)

(242)

tempo,

(243)

(244)
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Os coeficientes Mij representam as massas

no espago de configuracio.

A expressaoc do momento, serd, nesse caso:

onde desaparece o fator 1/2 devido a simectria de Mij'

A equac3ao (239 ) sera:

By R e e
d t 2 aql 1
dp- oM. :
1 1 h o o} v

- = Jl Sl = =0 (246)

d t 3q aq
Se introduzirmos:
=l «j <h )
L = T o\ = —_ M.] qQ- q -~V (247)
20

chamada fungido de Lagrange, tresulta:

a%(?_%)_a_i:=o : : (248)
3q
ou
3 L » )
= ey C joq = —x 249
B T i B (249)



Observemos que:

dV _ 9 V +j sifaT 9
=y a =q —-*-;,‘1—(—-1’)}=
3q 3q

donde:

%% o AL é% (T +V) =0

r}l

logo:

€ = T + V = energia total = constante

Levando em consideragao a equacao (

podemos escrever também:

oi o
ef=pLros = L

83

(250)

(251)

(252)
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b) SEGUNDO PROCESSO

Os principios variacionais estabelecem con-

dicoes as quais deve satisfazer certa funcao para tornar es-
tacionZrio (midximo ou minimo) o valor de uma integral da fun-
cao.

Para se entender melhor o conceito varia-

cional vamos apresentar uma imagem geométrica.

Tomemos como métrica riemanniana do es-
pago de configuracao: '
dsZ = Mk das dod (253)
i) e R ¥
Se fizermos a nmudanca de escala:
yk = mk xk (254)
vem: -
2 = 52 " (255)

passando para o espago de configuracdo tercmos:

2 . <
e ()% e - My @t g (256)

q; = My g’ =ip. (257)
vemos que € igual a componenté do momento conjugado.
A derivada absoluta de um vetor covarian-

te e:
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Du. du. g, :
o | S 0711 ol uh
DA da ax*
No caso que estavamos tratando, vem:
Dq dq . aM :
il i 1 h «j «h a Vv
—_—_— T el - ..__2__ _.J..i. q:] q = - __i_ = Qi (258)
Dt d t 3q 9q ;
Para ligacoes indeﬁcndcntes do tempo
Eéi i aai éh . a(.li qh » aMi] éj ﬁh Mol
dt aq" g0, aq" 1J
donde:
Dq., oM M, —2im -
e M, 5 al + ( J% = % 1?) q? qh = = E_% (259)
al g J 9q aq aq
Se nao ha fbrgas externas, a equacio acim

ma & a equacao de uma geodesica no espaco de configuracao.

Para descrcver a mecdnica do sistema, par -

timos entdo da metrica dsz, baseada nos coeficientes ij c a
geodésica do espago. representari a evolugao do sistema), quando
Q; = 0.
A velocidade do ponto de configuracio, da-
ra
LG ST/ 260
WO o 2T L ' ( )

Sel v ORI R T (R

V2 (e-V) J (261)

<
i

Como interpretar agora, geometricamente um

caso de sistema com ligagoes independentes do tempo, com energia
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potencial ndo nula?

Uma interpretacio interes$ante, segundo
Brillouin ( ) sera construir um espago de (n+1) dimensoes on-
de as coordenadas seriam (ql, t) comi=1,2,...,N.

A métrica pode ser escolhida como sendo:

ds? = (A + 2L)dt? = gijdqidqj = ggo(da®)? + Mijdqldqj
. N 262)

com:

A = constante e 2L = 2T - 2V

8op T ANV (263)

Bio = 8p; = O

Como:

dqi ki dgj

d s - ds
a equacao da geodésica sera:

dq. j 3g. j h

d e @ (@ aer s o il h dq’ d 3

s @5 w79 T -gir aE e = O
ou

i oM. 3 h 0
d dasse el s Saghedgaid VA g7
ds (Mij e e = “aq™ diist duSTae Bql_(a ) (264)
Como:
dq? _ i dt _ _ dt
oy Grs - Mag O o By G (268)

vem:
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2 oM. 5 7
d"t dt 2| = 1 jh *j «h d =,
P_ + (._) DR —— q q +——.-] =0 (266)
1 dsz ds 1 Z aql -aq* |
Calculando:
dzt a
7 (A + 2L) , .
ds = 1 dt (267]
df_—‘
(Hé) 2 EA + 2L)
resultara:
a?t dt, 2 :
527 <<(33) (268)
desde que sc faca: A >> 2L
Logo, a equagao ( 266 ) dara:
. 15 0 a5 =hi BES U
Py - 95— M9t g bt == =0
i ZE it gt

identica a ( 246),

0 movimento somente sera equivalente a una

geodésica, se A for muito grande.

Analogamente, podemos mostrar que no caso
Zeral de ligacoes holonomas variaveis com o tempo e com a energia
potencial, o problema se reduz a busca de uma geodésica no es-

pago de métrica:
2. 2o i j
ds® = (A + 2L) dt° = gij dq~ dq (269)

mas coms:

A S A (G © T @ W = Ay (270) -
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onde:
. %9
2T E=a = my (25—)
At
. )8 G %
i = 4 We G O @y, o, 220
1 1 kat aql
o ot alt
2L =M q1 qJ = ik, = o
% 1 k 1
J 3q BqJ
€00 = A+ ZTO - 2V=A+ u -2V (271)
Boi = &0 © Y3
Eipn il
Como a geodésica & o caminho mais curto

entre dois pontos do espago, o problema de calcular a geodésica &

equivalente ao de tornar minima a integral:

b
S =’}/ ds ’ (272)

a

ou

L7 5
s=f VA+2L dt f IS & e o))
- 7N

e 51
£
1
S= /A (t, - t;) + ———“// L dt 2773
y 2 1 T (273)
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Quando a e b sdo fixados, a variacdo de
S e da integral /fLdt sdo proporcionais. 0 minimo de um corres-
pondera ao minimo do outro (Brillouin, Raigie N 1IG/2 NN O phiC it e

Concluimos, finalmente, que no esquema la-
grangeano as cquagoes do movimento do sistema satisfazem ao prin

cdpdo da agao minima, definindo-se:

S = sLdt = integral de acio (274)
0 calculo das variagoes permite resolver o
seguinte problema geral: '

G =SSe SdadoR LN (GRant) - lagrangeano do sistema
(11) - E.imposta a condigcao &/ Ldt = 0
(III) - determinar as equagoes a que L deve estar sujeito

para que a condicao (b) seja verificada.

Sabemos que, do cdlculo das variacdes que

a condicao necessdria ¢ suficiente para que:

b
5.jf E (s y s o) dx:
a

com y(a) = a e Y() =28

L[}
o

(©1Y

que F satisfaca a

a F

oF d X

EE7 L GET B T (275)
Chamada: equacado de Euler-Lagrange.
No caso de:

S Al ey @y ©) 6l

vem imediatamente:
d 3 L 3 L
SReeal (276)
dt 34°  aq
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Observemos que a integral de agiao S se
refere a trajetdria minima entre os pontos a(t ) e b(tz) fixados.
Para essa trajetdoria, 6A = 0,

Encaremos, porém, a integral S sob outro
ponto de vista, qual seja, como uma propriedade proporcional ao
comprimento de cada trajetdria que se inicia no ponto a(tl) mas
cujo ponto final b(tz) nao & fixo:

ok ‘b(tz) = Jbl(tzf
< |
S1 ; i
[ / o Sl —b,(t.)
2 ;Trajetoria- ) 2
/ Minima 4 Sov
: (S t? =
/ 3 =
: Bty
i / = 10 (12 )
3D
s 85=0 /
a(ty) a(t,)
Teremos:
Si= LR (oL Nt Nt
85 = & SL(q, q, ) de =
)
=if/ (3; éq +.§£ 8q) dt
t, aq
fz t,
665 &4 gy . f_(i’:-aii’:)sqat (277 )
aq aq
t g :

A cond:qao 6A = 0 para a(t ) e b(tj) fixos
leva, como sabemos as equagocs de Euler:

a
=
=

d 3
H_

éﬂ
n-l



Supondo agora (Fig.

) que tenhamos

91

em

cada trajetdria um movimento real, a integral da equagdo (277 )

(278)

se anula.
Colocando-se 6q(ty) =0 e 6q(t,) = 6q # 0 ,

vem:

S = p 8§ q
ou

S i

6 P; 6q
donde:

3 S _

el
9q

De maneira analoga, se encararmos a
riagdao de S com o tempo:

e b(tz)
b(t3)
b(ta)

a(tl) i etc.
Como:

ds _ I

dt &
e

ds 9S A 8§ ot - B o i

a?‘rt*_aqlq e A d
vem:

va-

(279)

(280)
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3 - 0 ESOUEMA HAMILTONEANO

Vimos que o lagrangeano descreve o sistema
em fungao de coordenadas e velocidades generalizadas mas pode-
mos passar a outro esquema, utilizando coordenadas e momentos ge
neralizados.

Com efeito:

SRR T

9 L -] . i i
dL = =7 .Gl 5 " dqt = P; dqt + p; dq
aq aq ;

. i d o] o
dL = Ps dql e (Pi at) - ql dpi

d [pi g = LJ = - p; dqt + &t dp .(281)
Chamando:

H=p; ¢ - L = hamiltoncano (282)
vem:

dit = - p; dqt + g% ap, - (283)
donde:

gl =Sl e p; = - 24 (284)

ap; 3q

que sao as equagdes de Hamilton (2 n equacdes de primeira or-
dem) . ]

E facil ver que:

diH _ 3l 9 Il i 9 H « a3l '
at " 38 * ;g* G~ & gﬁ; P; = »% (285)
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As equacoes de Hamilton podcn ser deduzi-
das diretamentec de um principio variacional,

Com efeito, de (280), temos:

o : _ 3 (286)
Como:
D
o i
vem:
dS = P; dqi - H dt (287)
donde:
= Ip; dqi - H dt (288)
aH 3 ol ~
§S = [fép dq + p &(dq) - 79 é6q dt - 3p §p dt
. ol an e
6S = [ (dq - 3 dt) ép + péq - S (dp + dt)éq = 0
donde:

i ; o il : :
. 9 H : d 3B} 9 H
Gl g o B S = 3t o o 2L

(=9
-+
L
)
s
o,
rt
@
=]
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Como uma interessante observacao adicional
ao método variacional, vamos expor sucintamente o principio NOETHER,
extraido de um apeéndice de LANCZOS ( ).

Segundo o método de NOETHER, extraimos os
pr:nc:plos de conservagio da energia, do momentum lincar e do mo-
mentum angular a partir da propriedade da integral de agdo permane =
cer invariante face a um grupo de transformagio infinitesimais.

Tomemoq o lagrangeano L(q di) nao depen-
dente explicitamente do tempo e efectuemos a translagﬁo da variavel t:

onde ¢ = constante infinitesimal.

0 lagrangeano resultari em
L (a3, q')

onde: q'i = g%T

A integral de acdo sera:

t

é 7
S =f L (a3, q';) dt’

'+
tl a

Suporhamos agora que o parametro & seja fui-

Gdo de t' satlsfazendo as condicoes:

a (tl) = U-(tz)

Teremos:

da;, 549 05y
JmEi (L0

donde:
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Como:
dt = (l+a') dt!'

podemos escrever:

: t, ‘ | -
S =f L (a;, qi) dt’ -f(a__i c'li - L) a' dt'
99 -

tl =
A condigao &S = 0, leva a
d I '
&g - L) =0
dt' aqi

donde:

que € o teorema da energia, isto anteriormente.

Facamos agora:

ek om G 02 00 924 e 92

S =J/}T-V]dt iJ/Ldt +_j;i (ii& + ?ié + ii+ ) de

Para S-= 0, vem:

donde:



que expressa a conservacao do momentum linear.

Fagamos finalmente:

resultando:
T = m. r!i° +- 1 m. (r! + 5 X

2 doei 2 i i
donde, apds introducdo em S, para S = 0, vira:
>
T

.) = T. Xxm, *. =M= constante

( X
m. o b
11 i i 1 =l

1

que expressa a conservagao do momentum angular.

96
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PARTE IV

TEORTA DA RELATIVIDADE RESTRITA
] - CINEMATICA RELATIVISTA

Desenvolvemos agora o essencial da cinema-
tica relativistica, utilizando o espalo quadridimensional de
Minkowski, definido pelas 4 coordenadas: '

x* = x
e
(289)
x> = z :
x4 = ct c = velocidade da luz no vacuo
onde (x,y,z) representam as coordenadas do espacgo euclidiano e
I representa o tempo.
A métrica invariante do espaco sera dada
por:
qeais mg; dx’ dxd (1,5 = 1,2,3.4) (290)
onde:
Bl m
0 -1 0 0
mys = 0 OR = 0 (291)
0 0 0 +1 J
resultando:
ds? = -dx? - dy? - daz% + 2 at? (292)
Podemos dar uma representacao mais com-
pacta da m€trica, utilizando:
x4‘= jct onde j = /-1 (293)

Nesse caso teriamos:
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Mt = = . Salin ON=] 0 e (294)

resultando:

ds? = - (ax1)? - (ax?)? - (dx3)? - (ax%? (295)

A métrica transforma-se de acordo com:

ﬁrs = a; ag m; ‘ . g (296).

A invariincia da métrica ds? pode adqui-

rir um significado fisico se considerarmos movimentos relativos

de sistemas de referéncia, tais como uma translacio no espago

euclidiano., Como o tempo foi incorporado ao sistema de referéncia

uma translagdo sera interpretada como uma rotagdo no espaco - tem-

po, sendo que, pela natureza dos eixos coordenados, uma rotacao
geral pode ser decomposta em 6 rotagoes particulares:

3 pseudo-rotagdes (pianos x10x4; x20x4; x30x4)

3 rotagbes reais (planos x10x2; x20x3; x30x1)

Se fixarmos um reldgio no sistema S, em
translacao com velocidade v, relativamente a S, no ponto X=y=z=0 ,

TETENCS

2 2

dSEN=ICENG ¢ S 2R 2 R OB 2 (297)

donde:

ou

2y ay® v ag? ] 1/2

Mas, considerando que:



dx2 + dyz + dz2 b v2
dt*
vem:
dJdc =48

e o invariante do espaco pode ser escrito como ;
V2
dS=—'Cdt 1"—2- -
(of

ou

da = Cdt

~onde fizemos, como & usual:

1

Y:

(3%}

et
1

0 |<

(N

Vamos estabelecer agora as equacoes
trdnsf01nagao para um sistema S que se move com velocidade
forme Vv na diregdo do cixo Ox de um sistema S, mantendo os

nos paralelos, como se indica na figura abaixo:

3

->
v
, —_—

x

n|

99

(298)

(299)

(300)

(301)

de

uni-

pla-

No continuo espaco- tempo quadridimensional

1sso € uma rotagao paltlcular -definida por:

=4

X =NATXES B (ndo depende de x% e x3)
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x3 < ES
x? = ! s (nao depende de x% e x$)
A condicao:
= 8
TS 2r 25 ij
fornece:
- o o I T SR I S 7S
0 -1 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 1 0
0 SRORS - O RO R R R o |68 S R S S O B O TR
| 0 0 0 +1 | B 0 0 D 0 0 0 +1 C 0 0 D |
donde:
W ey
302
RN AP il (302)
AB - CD =0
cuja resolugao fornecce as duas opgdes:
D=,A D = <A
C =8B C = -B
ZA M)
Como B™ = A" -1, podemos fazer:
A = Che
obtendo duas matrizes: . : ~ie En =
88 Engos
s -
S \




_ Cche 0
0 1
0 0
| She 0

apenas a primeira

1

ou a relacgao
fl

;2

donde:

The

com:

She

Che

resultando as chamadas equacoes de Lorentz.

3

I

It

D @e |

0 0 ou
1 0

0 Che |

Se impomos xt

1 4

Che X~ + She X

She ¥+ .che =}

inversa:

1 4
Ché x - She x

-she x! + che x*

Se para xt

Che {vt) - ShB (ct)

matriz, resultando:

: 0 temos xl

101

She ]

0

0
et
subsistira

(303i

(304)

vt, entao:

(305)

(306)
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%! = Yx— - y8 x4
=2 2

=

(307)
=3 3
D=1
X = - YBxl + Yx4
ou
X=y (x - vt)
Y=ty
: (308)
7=
T=vy (t-X)
c

A matriz da transformagao de Lorentz pode
ser indicada por:

x1 < pl xJ
J

ou a inversa:

x) = ) % : (309)
onde:
[Y 0 8 By ] [ Yl 0 By
1 0 0 ) 0 1 0 0
bzt Aol S AN ot e e
-8By v 0 v By 0 0 Y

Os quadrivetorcs do espaco de Minkowski se-
Ti0 caracterizados pelas transformacoes:

a) covariante: A. = —=_ A. =‘aj A.
) 1 ai—l J 1 J
5 (310)
— =il . o
b) contravariante: B = 3X_ B} = p! pJ
ax) J
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0 tensor fundamental mij permite trans-
formar expressoes contravariantes em covariantes::

Ay B = By g . &)

Duas transformagSes sucessivas do tipo
translagdo, por exemplo com velocidades v1 e v2 podem ser obti-
"das pela- aplicacdo sucessiva da matriz ai:

Che) 0 0 She | |Cho, 0 0 She,| |Ch(8,+6,) 0 0 Sh(e,+6,)
DET Sl D TR 0 1 0 0
0 Ol rgl 0 M 0 0 0] 0

_She 0 0 ChGIA .Shez 0 0 'ChG2 _Sh(91+92) 0

(o]

Ch(91+92)'i

Logo, a rotagdo resultante & 6 = CH + 0,
donde se infere que no caso dec duas translacdes ndo temos a
classica soma de vclocidades mas sim:

Sver
VAL > G C
e ORI (81+92) _—
| )
1o ViV
c2
ou
i)
= -_.._u— (312)
i o e ;
A expressao anterior € um caso particular
de adigao dos quadrivetores velocidade, que no espago de

Minkowski sio definidos pela relagio:

. 1 ) i
o SR (i =-1,2,3,4) | (313)

ou, considerando que:

cdt .
s 5 === A
v
1 Y dxt Y dx

LA S S dctas s dt | (314)
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resultando:

i 5 ’dxi oy il il
L Tt e (i-= 1,2,3)
(315)
4 LW cdt _
ENAT s

Para representarmos a adigao de velocidades,
como € usual na cinemitica tri-dimensional teriamos de reduzir di-
mensionalmente nossa definicao de velocidade pois dx*/ds & adimen -

sional.
Podemos escrever para isso:
L e Gl i R I8 SV L
\' = “j u > u - Ni % (316)

- i ~ - . -
onde a matriz Mj para corregao dimensional €:

0 1 0 0
4 el
Mj 0 0 1 0 com [Mj] = Ni (317)
| O 0 0 T/c |
Para uma transformaciao de Lorentz, rvesulta:
V1=;f—m; u’ (318)
Y
Mas, de acordo com (309)
uw) = al o’
donde:
Nl e o e ]
v = M s, = M Bl == N: v
ou
1. ¥ piadggd st
v 5 Mj as hi v : {(319)



Desenvolvendo
[ ] |
v Y~ 0F 0h cyR
v2 b © 1 @ 0
T
Y
vo : © © i 0
YB
L Usosta . O Y
B r
v 1 0 0 v
2 1
0 s
v = Y 0 0
=Y
v3 Of L0l = a
Y
v
I 1 | By 0 0 1
c -4 — -
donde:
=1
TG+ =1 =  7-
c
1
e
=18 vy v_ 3
=1
vV
LS
(]
2 2
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Observemos que:

@2 o @H% & @2 o oy

vem:
[ 2
=7
=3
i i
. o -
=1
—5)
=g
1
2 lawls (320)
=
o Y V
C
g
—l
4
vy @+ 5
C
(321)
= (ul)z = ol : (322)
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pois:

) s
(dx1)2 + (@x®)? + (@x>? + @axhH? = @xH? = -ds?  (323)
donde resulta:
o i ;
oy et @i :
z2ut F< =0 _ . (324)
A expressdo:
- i 2! :
i _ du _ d° x T
It = s =T G N ) (325)
define o quadrivetor acelecragao.

Nzo comentaremos aqui, para nio alongar-
mos demasiadamente a exposicd@o, muitas consequéncias interessan-
tes da cinematica relativista. O leitor interessado podera con-
sultar a bibliografia indicada no final do trabalho, especial-
mente no que sc¢ refere aos problemas da dilatagdo do tempo €
da contragao do espaco, que por Seu cariter muito diverso das
nogdes cliassicas da mecinica, chamam a atengao sempre que se

estuda, pela primeira vez, a teoria da relatividade restrita.

Como nosso cbjetivo &, principalmente, uma
visdo sintética da teoria do campo, passaremos imediatamente a
dinamica relativista.



2
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- DINANICA RELATIVISTA

y Adotaremos a seguinte expressio para (o}
lagrangeano:
2 ;
m,c
L = - ' 326
i : ; (326)
A integral de agao resultara:
22 s R ,
S f}r Ldt =.}/ - °¥ dt (327)
tl . tl
ou, tendo em vista que:
ds = cdt
Y
b | !
S = - moi/’ ds ! (328)

onde:

De acérdo com o principio da acao minima:

b
65=—moc6fds=0

a

Utilizando a expressao (323 ), venm:

2 g bt i
B8 & o a. @ {j/ - (dxl,)2 = c-n ﬁjf -dx_ O @hz=
: o o >

a _ a -dxi

' b .
B moﬁj/ ut d 6 X

a
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i
B s
Integrando, resulta:
b b
8S = m _.c ut &xt -m C.j/ 6x* g&_ ds = 0 (329)
a .a
Para (leja = (dxi)b =0, trajétéria real

entre os pontos a e b, a condigao §S = 0, fornecera du/ds = 0,is-
to &; velocidade constante para particula Livne.

No caso de variacdo das coordenadas, fixa-
Temos o ponto a e faremos variar b, isto &:

(6x') =10 (6x)y, = 6xt # 0

Impondo a condicdo da trajetdria ser real,
a integral se anula resultando, ecm (329):

&S i

1]
=
(g]
e
O
b

ot w2 | (330)
6
resulta:
e YA o @ . (331)
onde, para i - 1,2,3, us valores p1 sS40 0S mesmos .que os do

momcnium tridimensional, definido por:

3]
o)

P = | (332)

@
<+

(333)

=13
[}
QJI )
<t
]
[m
—
1
3
0
o=
1
ﬁlJ <N
—
[}
<
=
<+



Para i = 4, teremos:

P Mo B0 2 . @ ) 575 ] m,C

ou

4 ORF e
S s

“onde introduzimos a energia total, definida por:
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E =p v-1=y mg c2 = mc2 (336)
Logo momentum e enenrgLa compoem um Gnico
quadrivetor de componentes:
pt = m, ¢ u+
ou seja:
p1 semEEc —%— vl o= Y m, vl = m vt (i ="582s) (337)
4: Gl = il (& = ._.e_ 338
P J ym j e (338)
0 quadrivetor {oxca pode ser introduzido por
exenplo. ner
. i i
q Gl = du 2
B eighs =imte ns (339)
Como :
i
“a u1§1_1§=0 (340)
resulta:
F' vl = ¢ (341)
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I

Para i 1,2,3, teremos:

o o dy

d s ¢ dTE

Q)<

e N E12)

onde f' sio as componentes usvais da forcga.

Para i = 4, teremos:

: 4 Y 4
] QI () = dipli ey d € o vande
P s o ot o s (o) CZ dt (343)
Mas:
de .
de _ © _ @ AT 7 =k
Fraer .y =F.F (344)
donde:
4 -y ¥ >
F = _"2‘ { . V) (345)
c
Convém lembrar que a expressio f = %% nao
fornece um quadrivetor.
Como sabemos, as expressoes:
-+ d-)-
o v
Seanel
e : : (346)
dde gl e erg R R
P % =

constituem a base da mecanica cldssica mas nio sao invariantes.

; i
. - 1
Se usarmos o quadrivetor aceleracao Jt = ng

€ multiplicarmos pela energia de repouso moc2

, vem:
pt = moc2 SE; = i © gE% (347)
Para passarmos de ui as componentes Vj,
temos:
ut = —g; N; vJ , aade N; ¢ definido por (317 ).-
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Vem, da equagac (347):

S d Y alE e gl i d j
U U E s (G B ) @ sy il e (6 )
ou
1 - 1
m, HLT (v vl) = —%— A=E1=2008
(348)
A EL
a
'“OBT(YC)=% i=4

2 i
Vemos que fazendo fl=T —gu, a forga no €Sz

paco tridimensional teremos uma equagdo andloga a de Newton ( idén-

'

tica para v <« c).

Considerando que:

dui ) 1
us T= L5 p- =0 (349)
e
O =m e e - :
i ir (350)
vem, para ( 349):
el
m; . u p- =0
2N &
- pt ul-w u? - g3 w3 e gt ut = 0 (351)
donde:
oot = gt wl.= 5., p*r X V) 2 ~IE £1 4]
ij ij c 3] TE Y
4 T
Pl iy v 5 1) : :
e vy 835 Elv, (352)

resultando:



112

d g | Sl ?
mo J (YC) = —-C— F© v . (353)
ou
d 2 R R A
v:E (y ms )= = i (354)
Como:
) S i =
pEE=smISciu
e
u.2 = -]
vem:
2o ).
(z P4 ) = - m,” ¢ (355)

resultando identidade muito utilizada:

2
7 28 A7 e
I T
c
ou
= :
() +_(m0c2)2 =ach (336)
Na identidade acima podemos levar o valor
pt = &2 & escrever:

9S4 2 7 7

9S4 2 9542 DSR2 _
G Gy G2 = GEIREim et = N0 (357)

ue consiste a equagao de lHamilton-Jacobi para a mecinica relativis-
q qudc

ta.

Todos os quadrivetores introduzidos obe-
decem as formulas de transformacio. Apenas para comodidade nas
aplicagoes, vamo$ resumir em seguida as expressoes de transformacdo

face a uma translagao.



a) Coordenadas de evento espago-

X =Lyl = VE)
VAS Y

7=

==Y 2
t =y (t - Vx/c“)

b) Componentes da velocidade rel

- v -V
1 —evivre
24,507
v 1/1 - V%/c
?2 - 2
1 - vl\’/c2
_3 v3\/1 - VZ/C2
V =
1 - v]\’/c2

" Alem dis
acima:

terporal
Xt = pl i
J

ativista tridimensional:

(para v =

X
e

so, podemos extrair das

v

/1 - /c 'J(l -V /c )(1 - v /c )
- V/C

que € muito utilizada nas demons

tragoes:

113

{358)

(359)

expressoes

(360)
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c) Quadrivetor momentum

=t _ .l N e £ 1 _ ve
97 ST = 9T S YT B = = (G 27)
7 a0 R
PP RS
(361)
54 = < G Dl + Yp4 = y(p* g pl) ou .

E= Y (¢ -V pl)

d) .Componentes da forga relativista tridimensional:

=1
1-'1=§P__=L_(51) =i_i§__(§1)
d t d t d t dt
d-f_ d X . Vv
e s el 27) =y (1 - —)
donde:
e Y Sl 25)
e d c
. vV
Gl = =)
(o
Tl o 1 ¢l .V de
Rk
(1 i vlv
=)
c

donde:
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E1-= C
el
o - L
c
= =2 2 ' 2 :
{2 Sudys s dn~ _ Gl éé (pZ) ) it (362)
i\
dF R R AR R it Y(l—l'-:;—)
c
e
£ -3
73 = f
1
v - LY
C
Observemos que a aplicacao direta de:
. e Sl a3 M VeV
f T L V) ey e > =T
CEll (= 11/ (=)
forneceria duas componentes para a forga relativista, em forma

vetorial.

Podcmos introduzir também o momento an-
gular definido por:

ME T R e

que se reduz, por ser anti-simétrico, a

My = M. = jc [t p; - Ef; ] o
M= MF = - MFY
i = MESR—ER 2
MESE= R B RN
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PARTE V

CAMPO ELETROMAGNETICO
1 - QUADRTIPOTENCTIAL DE UM CAMPO ELETROMAGNETICO

A funcdo de acdo para uma carga puntiforme
¢ num campo eletromagnético sera:

b - .
S =f (-m, c ds + _g_ R &by (363)
a
onde A; = quadrivetor potencial (Al, Ay, A3, j®), observando- SE

que nao estamos dando atencdo a colocagao correta dos indices.

r

c ds + g AR dr e @ dt)

w
n
\“g\é
!
=
©

2 - C2 - 7
s=[ (-=2—+2RX.¥-cp at (364)
. Y
)
O lagrangeano sera:
2
m_c
Lo SoB0RS e C Tl g (365)
e E
A impulsdo sera:
Bk > e _ > e
P = S NEEm S, === R = 9 B == R (366)
O Hamiltoneano sera:
H=§F.%‘—I;—L=Ymoc2+eﬁ (367)

donde:



ou

H

+ C (P-—B—CK)2+Q§7)

Para v << c

k2 2

0
m_v? =
=g T
1 e =
gl )

=
v

72

X elﬁ

+ e f
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(368)

(369)

(370)
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2 - 0 TENSOR D.0 CAMPO ELETROMAGNETICO

Pelo principio da acao minima:

b
- c o
8S = 6/{ (—mo c ds + = Ai dx™) = 0 (371)
’ a
ou
\ -
> o i L e e i
&S —J{ ( m, c du~ 8x c 60X d Ai = éAi dx~) +
a
b
i e i S
+ (mo (2 W e Ai) 8x =0
al
donde:
i i e aAi i e A4 i k
-(mo ¢ dus sx - = L §x° dxT + = = dx™ éx7) =0
ax 3x
i A oA .
du’ el i k] :
- m._C + = (—= - =) i §x  ds = 0
[[att e &
donde: A A
0 oA .
du?t e k i k
m C =-—(——"—-—_) u 372
o ds e BXK (372)
Frgamos:
F Eh o B Fum
ik ax 1 axE ki (37%)
vem ,» em (372):
dui S ehg ik
Uy Cars ~ Tm ek (374)
que € a equagao do movimento da carga no campo.
Levando os valores de A; na gqua;ﬁo 373)

resulta:



sl = B = Fgg @ 8, o 0
i S5 oy G
e iy = o T
Fos IR
By Sl s A
TR T
}: - - - - -— .
34 s JRE>
Resumindo:
[ o H 1
=11 0 H
Fix =
--I]y -Hx 0
JOES jEy 1kz
A equacgido (374 )
dv _ X e >
M=t eBERE —Sa i o
€ para i = 4;
= ->
de =N WESFay

axial )

(onde E = campo elétrico,

polar )

fornece, para i
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(onde I = campo magnético, vetor

(375)

vetor

(376)

=) e

(377)

(378)

Voltando a expressao de §S e analisando ago-

ra, como ja fizemos anteriormente na dinamica relativista, a

¢ao da agdo, num movimento real, teremos:

varia-



onde:

ou
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> = e 2% =
E‘x—i- mo cu + = Al Paa: T Ai P (.)79)
=t Y GUERSTE oy oy s Sy (380)
it : '
P = e ( & + e m) (381)
Temos ainda:
e 2 2 2
(p3 = o Moreese
3 S e e 7 2 2
(—-i- = —E—- A ) + mo (& =0 (382)
oX
Os quadrivetores transformar-se-io segundo:
At=y @ g9
N SRR SRS (383)

g = v(@ + 8AL)
Quanto aos tensores Flk, podemos escrever:

F = a

ik 2
; a, B , : (384)

resultando, apos os calculos: °

E* = Ex

i
I

v(E, + gH,)
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ESg=y: (EZ - B Hy)
H = T1_
X
(385)
Hy = vy (]Ty - B EZ)
Hz = v (ﬂz + B E&)
Os invariantes do campo sao:
(F )2 = escalar (386)
ik .
e
€5 kem Fik Fﬁm = pseudo escalar (387)
que fornecem:
2 DI :
H™ - E® = invariante (388)
e
E . I = invariante (389)
As equagoes de Maxwell podem ser  extraidas
das propriedades do ténsor do campo, como segue:
oA 3A.
K 1 ;
R e (390)
ik ax* ax :
81(‘\'\7 BA;
Hx = F23 = ——% = ——j‘
9X 9X
: BEAZ RO S
HESR=T Sl @ =g 26 H = X L 391
y = 9X ax’ : ( )
A QA

ol S o =
Z 12 axl 2
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1 2 3
Ve G Y e Y
‘donde: 2
* 1 94 . S v
R el 2 T e 3 9
E ve = T (392)
Da expressiao (390 ) podemos concluir que:
L i
% T i
d x 3 X 9 X
donde:
: * 1 B9f
v xE-=- - = C(393)
(c
V.H=0 (394)
Consideremos agora a acio para o caso de
diversas particulas, formando um sistema. Nesse caso, a funcido de

agao constard de tres parcelas:

S = S1 + S2 + 83
onde:
a) 51 (refere-se as particulas) = - z m, c fds
b) S, (refere-se as particulas e ao canpo) = % —%— i Ak dxk
c) Quanto a SS' refere-se apenas ao campo e deveria ser introdu-

zido apos algumas consideracdes fisicas. Uma forma conveniente,

-

de S ¢:
3

Sy = a//‘Fik2 dv dt (a = constante) (395)
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No sistema Gaussiano de unidades, a=- T%K 5
e, - 1
No sistema racionalizado de Heaviside teriamos: a- = - ST
Em notacdo quadridimensional:
S, = ] df;. 2 4q - (dQ = dxdydzdrt) (396)
3 ik
16 1 ,
donde:
= e k j 2 :
& = = m cds + = Ak dx™ + Fik dq (397)
S 16Iic

Vamos definir agora o quadrivetor corrente °,
a partir da nogao de densidade de carga. Como as cargas sao puntifor-

mes, a melhor expressao para a densidade de carga é:

de -

a=av=ei5(?-ri) (398)

onde § € a funcao Delfta de Dinac.

A expressao dV ¢ invariante, portanto se
formarmos a equacido:
i i dax?
(de) dx™ = p dV dx= = p dV dt =2 (399)
d t

podemos definir o quadriveton connrente:

- dxi e dx! ¢ = i
d3°T & AT T By sl oy iy (400)
Para 1 = 1,2,3
J= ¥ (401)
Para i = 4
q4 =jpc : (402)

A carga pode ser expressa por:

v n 1 ST
S .



Resulta para S,, a expressao:

—ot) dxi o i
S, = —— Jo $5 A, av de = - 7 Ay 9y de

Finalmente podemos escrever:

: : >
S = - {)/m cds - —l—;/k.J. de + —J /{;., de
o 2 3Ll 16Tc ik

C

O principio da acdo minima fornece:

ou
L 1 e 9
65 _}/}‘E [‘E" e T R e GAi} e
Levando em conta:

: BAi
Ai d Si E;I dq
S \Y

R ik
cs 37:/[3% AT T

vem:

donde:

124

(404)

 (405)

(406)

(407)

(408)

(409)
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G ospial o Gy (410)

v.E=41p = ' (411)

As equagdes (393), (394), (410) e (411)cons-
tituem o sistema de equacoes de Maxwell.

Derivande a equacdo (409) teremos:

2

Sgsbaen 8y TR )
ax ax* € axt axl axk :
ou
--——-—-aJi = 0 ; 1
Bxl (412")
isto é:
5 3p _
(DV )‘i + E_-‘E = O [413)
ou, vetorialmente:
-»> 2 .
V.J+38-0, (414)

que € a equacao da continuidade.

A expressao (412') conduz diretamente ao
Principio da conservagdo da carga eletrica. Com efeito, a carga
espacial total € dada por (403):

*l+“ij. dsi
J < 1
S
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; Se considerarmos uma regiao limitada por

- : 4 ]
dois hiper-planos x° = Cl ¢ X = ¢, e aplicarmos o tcorema de

Gauss ao hiper-volume compreendido pelos hiper-planos teremos, le-
vando em consideracao (412'):

- 8J. ‘ e o
J; dst = ] —= dn. =.0 ; (415
ax
s v

- donde se conclui que a expressao (403) & sempre igual, independen-
te da hiper-superficie de integracgao.

Das equacoes de Maxwell podemos deduzir 5
dois importantes conceitos, de teoria dos campos, rcfecrentes a

energia eletromagnctica.

Tomemos as expressées (393 ) e (410 ) e
escrevamnos:
s alE s e ;-
Tﬁ--ﬁ-{s”.é_f—--—c_j.f_
- H . (gxﬁ) R, (ﬁxﬁ)
ou
e sy (B2 ew?) = - A3 O F g (@i
donde:
2 2 ;
s SR IV (416)
81 ¢ ;
onde fizemos:
N = CH Ex Il = vetor de Poynting (417)

A expressao (416 ) permite escrever:

5 D) 5
8 E~+H S o : L x
5 t/(. BT dv = J( J . E av J{ N . dS
\' : 14

S
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Como
\dcc de > Pl > e > *
—= 5 =2 5% &P oY . [éﬁ + =\ o3 ﬁ) =ek &
d t dt dt
)
V/; SRE R v = A
e
foi . dS =0 (se considerarmos toda a regiio)
vem:
EX & n? :
gaf[ —— dv + ¢ 8] =0 (418)
8 I
A expressao
57 o :
s e e (419)
8 I

€ chamada:dersidade de enengia.

No caso de uma regiao limitada:

ﬁa_t[ f w dv + xsc] = - f N' . ds (420)

Vv S

e o fluxo de N através de S pode ser interpretado como a variaciao,
com o tempo da energia do campo e das particulas no interior da
area S.
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* PARTE VI
DINAMICA DOS MHETOS CONTINUOS

1 - EOUACKO NAO RELATIVISTA

A importancia do estudo da dinamica dos
meios continuos, no contexto de um curso de fisica matematica, @
muito grande, por varios motivos. Primeiramente, hia o interesse ,
objetivo de dar bases ao estudo tedrico da hidrodinimica e da
elasticidade, cujo desenvolvimento e campo de aplicacoes técnicas
sao imensos. Os recursos do calculo tensorial sio especialmente ,
indicados para essa area cientifica e, historicamente a nocao fi-
sica do tensor nasceu de trabalhos sobre deformacio de meios
‘cristalinos. -

Em segundo lugar, as extensges teoricas ,
do tema permite-nos relacioni-lo com a teoria eletromagnética de

Maxwell e com as idGias basicas da relatividade generalizada.

Como a teoria clissica dos fluidos ou
dos meios elasticos trata a questdo sob um ponto de vista ma-
croscopico, onde nao se leva em consideracao o comportamento de
particulas mas sim o de unma matéria considerada continua, sub-
siste uma analogia com a teoria dos campos,

3 : * Os conceitos mecanicos de energia e mo-
mento. por exemple, foram levados da dindmica dos meios conti-
"Muos para . teoria do campo eletromagnético de Maxwell.

0 grande desenvolvimento das teorias de
campo, principalmente com a teoria da relatividade generalizada ,
ror se desenvolver na linha de pensamento da matéria continua en-
contra, por isso mesmo, grandes dificuldades em incorporar
nocao de particula numa unica doutrina coerente com a idéia de

campo.

A nogao basica do fluido continuo € a
den&&dade de materia p, definida por:

m = p(x,y,z,t) dx dy dz E 421)
- :
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€ as variaveis sdo as coordenadas e o tempo: P (x,y,z,t) para um
ponto P do meio,

‘ Admite-se ainda que seja definida a ve-
locidade VvV no ponto.

A variacao de matéria no interior de uma
rregiao deve ser igual ao fluxo resultante que atravessa a superfi-
cie limite da regido, isto &: -

dm - =
et pV . n dS = 0 (422)
S .
ou
3 i : ‘
‘J/[ 5% + (pv );i] dx dy dz = 0 (423)
Vv

donde resulta a chamada equagao da continuidade:

22+ ovl),; =0 (424)

)|

Qualquer grandeza (, que expresse uma pro-
priedade do meio’ e seja fungao das varidveis x, y, z e t admiti-

r2 a derivada total.

dQ _ 2Q , = _ 3Q i
a%~ﬁ+v.§q SiE o ( 425)
Sendo g* a forca atuante na unidade de
_ volume, vem: f
- 1 s
g1=p§-‘:-f=pal (426)

onde a’ & a aceleracio.

Tendo em vista ( 425), resulta:



130

te gif (v') + (o vk vi);k - Vi[ %_% + (pvk);k ]

2
I

donde:

o2
1

7 (v + (ot v (A

i - :

O campo de forgas G~ pode incluir forgas
de volume isto &, proporcionais ao volume, ou forcas de area re-
sultantes da tensao do meio material e dependendo da area orienta-
da.

_ Algebricamente:
(;1=f £ dx dy dz +f 1K ds (428)
v S :

onde:
£ = forga de volume por unidade de volume.

0 tensor t K que introduzimos & um tensor
tal que as componentes das forcas por area sejam:
Jk Sl
‘dq =t dAk
= : ik - S
Alem disso, o tensor t devera ser sime-

trico para atender o principio de conservagao ¢o momento angular.

Aplicando o teorema de Gauss em (428 )

resulta:

gl =,f. = tlkk) dx dy dz (429 )
A%
donde, tendo em vista (427 ) resulta:

AlpVE)l oy oy v}‘),k+t1t-f1=0 (430)
at r ]

que pode ser inteiramente.extendida para coordenadas curvilineas 5
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tomando-se t?t , donde resulta:

. ol : : :
3 (pv )-? © el vk ) tlk).k.= £ (431 )

2 - EQUACUES RELATIVISTAS
Consideremos o espaco-tempo de MINKOWSKI com
a métrica sob a forma:

ds? = (axH? - @x>)2 - @xH)? - (dxl)? (432)
no sistema de referencia de Galileo (SD):
X = xl y = xz Z = xs c ct = x4 (433)

Sc o meio esta em repouso-relativo ao siste-

ma S , entao:
vi=0 e u4 = 1] - (434)
onde u' representara o vetor velocidade quadridimensional e v o

vetor velocidade tridimensional. Podemos, em vista de (434) escre-

ver:
s i
e
(435)
4
U= ()
1)
G - - - - - - -
Como u e um vetor quadridimensional unitario:
wlu, . =0 (436)
1,)
As equagoes (431) e (424) podem ser escritas:
D g AL o gl (437)
2 t .k :
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- (438)

|
£y
o}

=
]
o

onde:

i i i :
P = pu = momentum classico por unidade de volume.

‘0 fluxo de energia no elemento de ares dS, de
componentes do, deve conter os termos relativos a energia da ma-
téria e das tensoes, visto nio termos considerado outros campos.

0 fluxo dec energia devido a tensdes pode ser
calculado como segue:
ig

I - forca superficial = t dci

I1 -  poténcia = t** dg u* = - v, e do;

t1% (430

]

IIT - ~ potencia/drea = fluxo de energia = v

2

Considerando o fluxo de energia da matéria |,
como: : i

pe? vi (440)

IV - poténcia/area
teremos que o fluxo total serd obtido de (440) e (439):

pcz'v1 SN LY (441)

2
Como € = m ¢”, podemos escrever:

o B iz
B SoRs oo R (442)

Levando (442) em (437) e (438) -resultam:

5 fd ] ig S
PR R DR

(443)

3 ks o el
-sgﬁ[pv ——ZV£t 1 =0
L c k

; 5 , ;
Como v- = 0 no ponto P0 relativo a So' vem:
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] i IV ; K :
“dv 1 i, Al GliRs — ol
Pt ™ 7 vmokt e B g
(444)
3p k 1 kg 4
TEk P e W e S
Como x4-= ct, resultam:
i 1 if ki = e
p C v'4 S === (vg t )’4 + t,k = f
(445)
: k 1 k%
C Py, R S (v2 T o 0
? ’ c ?

pago quadridime

Tik

id
onde:

1t

e introduzamos

(1)1

onde:

e (446), que a

(pc?

ik

Tomemos agora um tensor simétrico, no es-

nsional definido no ponto Po de SO como:

= tlk
(446)
=7l _ g
Vi = .0
também o vetor quadridimensional:
(447)
=0
Vg =
- Podemos mostrar, utilizando (434), (435)
equacao geral
SRR < ik i
ViSRS ik T );k = ¢ (448)
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satisfaz as equagoes (445) no ponto P, de S,
Chamaremos T'X qe tenson de paedéaéa.

A equacao (448) pode ser re-escrita como :

ik il 31
onde:
ik I kb G |
Pl = le v + —Cz' Tl}’ (450)

€ o tenson de Lmpulsdo-energia do meio.

Tendo em vista (446) podemos escrever:

. pik v, = pvi (451)

1l
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3 - APLTICACAO A UM CAMPO ELETROMAGNETICO

As idéias expostas nos itens anteriores
podem ser aplicadas na elaboracao da teoria do campo eletromagnético.
Vamos escrever inicialmente as grandezas .introduzidas na Parte v,
‘no sistema de Galileo:

1) QUADRIPOTENCIAL DO CAMPO

Fix = Lt ®i,k ik ki
cujo adjunto pode ser escrito:
rIsio i oL IESkrie - Rl TS Sr) o pois g = -1
Vi ij ij

Ji = p; C ui

e myt A 2.9 g e e

1V) EQUAGOES DE MAXWELL

Ffi = iEE 3= e F?E = iEE Ji
.Frs = 0 ou \Frs =0

) S S
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Estas ultimas cquagdes tamBém podem ser

escritas:

e S g S e S0

V) CONSERVACAO DA CARGA

VI) DENSIDADE DE FCRCA DE LORENTZ

g o] = %
K = 0E '+ v x H
C
ou
T ik
KEs g (452)

Podemos agora, definir o fensox Lmpul -

sao-enengia do campo eletromagnético.

Podemos tomar, na equagao (111‘19),@.1 = i,
e escrever:
ik o bR L
P (453)
c c
Considerando que:
e 5 (@ ir :
Ja St F;r (454)
4 :
vem na equacao (452)
R | _kr
ki i3 4 1 Fik I-;1' _ (453)
donde:
Jkr kr
41 ki = = (Fik F );r T E Fik;r (456)
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Trocando k por r e considerando . que
rik = - Fki' vem;
kr ] kr .
S Sem o T Uy 0] (457)
Levando em consideragdo a equagao ( 5
vem: S <
-kr ol T s - 1 kr
Sl o D e Ry (50
levando (458) em (456):
_ S T 1 TN
411 Li (rikr J;r e (an F );i (459)
ou
R, ik 1 k mn ;
= UL T Bl o e O )k (460)
Definindo o tensor simétrico:
=0l 1 -mn i a
Mix 2 o7 ey iEeE e e (461)
4Iic
resulta:
(pik . Mik)_k = 0 (462)

somt s ik - :
onde se verifica que o tensor M k € um tensor que deve ser somaac 40
ik - : : ; : -
P para descrever o movimento do meio continuo incluindo a agao do

campo eletromagnético.,

) 0 desenvolvimento de (461) nos forneceri .
ik
as componentes de M~ ™, usualmente expressas por:



M

M

M

TS

44

n

1 B
7 Oy %0 - - EE)

1 sik
a1 s El Hk
2 2

138

(463)
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PARTE VII
TEORIA DA RELATIVIDADE GENERALIZADA
1 - CAMPO GRAVITACTIONAL

Uma particula de massa m, colocada num
" campo de forcas T possuird uma aceleragdo dada por:

> .
F=ma=myv (464 )

=
+A forga F, em geral nio depende de m por .
exemplo no campo eletromagnético:

> > 5 -> .
F=gq (E+ v x'B) ' @558

No campo gravitacional, porém, a forga

€ -proporcional a massa m segundo a lei de Newton:

P AR - '
F =.L —;? mr ( 466)
onde:
k = constante = 6,66 x 10°° (dina.cmz.guz)
M = massa puntiforme geradora do campo
T = distancia entre as massas
ou
- A
F=-mnVg (467 )
onde: .
M
(15 L == (468 )
A energia potencial do campo gravitacional
sera:
U=mg=-k2H (469)

A ageacao (467 ) resulta:
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donde se conclui que a aceleracio independeri da massa da parti-

cula, contrariamente ao que ocorrerd no campo eletromagneético.

Como a massa & definida a partir da  pro-
porcionalidade entrec a forca atuante e a aceleragao produzida a
teoria da gravitacdo de Newton aceita implicitamente que a massa
devido a inércia do corpo (massa inercial) € identica a massa uti-
lizada na expressao do. campo gravitacional (massa gravitacional) .
Essa hipdtese constitue o prinedpio de equivalinela, cujo enun-
ciade preciso seria: "um referneiiedal S ndo acelenado em que  ex4s-
ta um campo gravitacional uniforme e um neferencial S' un¢5onmemer
- Ze aceferado em nefagdo a S onde nao exisia um caripo ghavitacLonal
sdo equivalentes do ponito de vista §Tsico",

A teoria do campo gravitacional de
Newton escoimada da idéia de agdo a distiancia, cujas dificuldades,
de interprctacﬁo no dizer pitoresco de Dldcrot (1750) sd teriam 5
respostas na casa de qualquer newtoniano, pode ser encarada como
uma teoria analoga a eletromagnética de Maxwell se introduzirmos o
conceito de "intensidade do campo gravitacional":

g =-vg _ ' (470)

andlogo a intensidade do campo elétrico.

Como na eletrostatica pensaremos em li-
nlias de forgas gravitacionais confliuentes em uma dada massa M,
tais que:
V.g=-4Tko : (471)
onde:
D= densidade de massa. e
~Das equagoes (471) e (470 ) extraimos:
V.V @ =vig=41nko @72 )
que pode ser considerada a equacido do campo grnvitacionél ana-

loga a equagdo de Poisson do campo eletromagnético.
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Convém observar, porém, a diferenga  es-
sencial entre os campos gravitacionais e eletromagnéticos: o efei
to do campo gravitacional sobre um corpo de prova pode ser eli-
minado por meio de um movimento uniformemente acelerado do cor-

po.

Por esse motivo, o campo gravitacional foi
imaginado por Einstein como estreitamente vinculado as proprieda -
des de um espago-tempo. Afatado de qualquer acao gravitacional uma
particula descrevera nesse espaco tempo a geodésica correspondente
a métrica do espago de MINKOWSKI Euclidiano. Quando houver a pre-
senga de um campo gravitacional, a geodésica corresponderia a uma

métrica do espaco de Riemann do tipo:

2 2 m :
ds® = Bpp dx7 dx . (473)
Os fatores g~ dcsenpcnharao o papel de
potenc&a&é do campo de gravitagdo ¢ dcvcn satisfazer condicGes 5
tais que sejam compativeis com as equacoes do campo na forma de

Poisson ou Laplace.

Construiremos o espaco da teoria do campo
gravitacional nao-ecuclidiano e as propriedades fisicas serio ex-
pressas por restrigoes na definic3ao dos coeficientes da métrica.
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2 - CAMPO GRAVITACIONAL DE EINSTEIN

Vimos, na parte II, que a condigdo para
que um espaco seja ecuclidiano @

e '
Ripy = O (474)
ou, para um dado vetor covariante A;:
Sl = B e ; o

O tensor de curvatura contraido definido
na equagao (190) pode ser escrito de forma diferente:

EE L L
Rmn mn, i I‘mi rnz i
52 Sep 5 i g
+ BB _ 2 2105 /g (476)
geet Bt o
’ A lei da gravitagao, para um espago va-
zio, seria simplesmente:
=G 7
R (477)

. Para uma regiio com massas, o campo deve
Satisfazer equagées dos tipos (472) e (473).

Vamos tentar uma generalizacao da equa-

gdo (472) fazendo:
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= 4
Slm A Qﬂm (478)
onde:
Sgm = tensor potencial gravitacional
A = constante
Qpn = tensor caracteristico da materia-energia
Podemos identificar ng com o tensor im-
pulsao-energia, incluindo agao eletromagnética, fazendo:
== + b
le Pgm Mzm (479)

De acordo com a equagdo (462), podemos es-
‘crever:

((UE T S . - (480)

donde vemos que o tensor sz € conservativo.

Quanto a S*M s§ depende de ggm e devido a.
(478) e (480) deverd ser também conservativo, isto &:

st - g (481)

yn

Observemos que a simetria de S%M reduz 5
suas componentes ao numero de 10 (dez). Para determini-las devemos

impor ao tensor S M as seguintes condigoes:

m / - .
a) s*M <o depende de Bgm © Suas derivadas de pri -
meira e segunda ordem, sendo linear relativamente
as derivadas de segunda ordenm.

b) S*M satisfaz a equagao (481).

Um tensor que satisfaz as condigoes acima
pode ser encontrado na expressio (199) re-escrita como:
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Rom = _%h Eom R);m il . (482)
Para maior generalidade, tomemos:

- SR . .
Sl SRR 7= 8y (R ¢ 1) (G6%)
onde h e k sao constantes.

Resulta em (478):

= ool e
Slm = le e (R + h) = K ng (484)

'

onde K = constante

. Fazendo h = 0, resultam as equacgoes de
Einstein para o campo gravitacional:

97]
I
~

1 o P
e T R W T B ReE U6Q m (485)

Sendo que, no caso de regides afastadas da

agao massa-energia:

- 1 —'
Rzm = S B B O (486)
ou seja:
R R0 : : (487)
Quanto ao tensor sz' sua determlnagao de
pendera do caso em questdo e do conhecimento da propricdade da

matéria segnndo um determinado esquema.

Existe portanto, mas de um tensor Q es-
tudado na relatividade geral. Assim por exemplo, se con51derarmos
um meio material continuo sem agoes eletromagnctlcas podemos es-
crever: : 5
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Q™ = pu” u ; ~(488)

) Se cxistir tensoes Tln usaremos o valor
mais completo de P extraido de equagao (450):

m 2 m

Q" = pu” u + —%— il
et

que, no caso de fluido perfeito, fornecera:

ng ( p+ —27) wi ol —EY ol (489)
: c c

As equagoes (485) podem ser escritas:

Glm im 1 £m

(490)

Gﬂm

Lm m s ~ . S A
onde vamos tomar Q = P = tensor impulsao-energia e indicar,co-
- s 2m m
mo € mails usual S POTRG St
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3 - CAMPO DE UMA PARTTICULA TISOLADA

Dentro do que nos propusemos neste tra
balho, nao caberia desenvolver a teoria da relatividade generaliza
da. Apenas para dar uma id@ia de sua aplicabilidade faremos o es-
tudo de uma solugdo particular da equagao (477), para uma regiao
externa a cargas.

Suponhamos uma particula material, fixa
na origem do sistema de referéncia e escrevamos o tensor métrich"
fundamental sob a forma:

-c 0 0 0
0 -rz ‘0 0
B = ) (491)
LG 0 0 -Tr 5en29 0
0 0 0 ex
com:
xl =T xz =8 x3 = ¢ x4 =Itt: (492)
Resulta:
2 Ry 2l DS el ol e
5 & o 0% ot o 2P % o 2% sem d¢” + e dt® (493)
-g = eA+v r4 sen2 e (494)
e
Sh ] Ss 0
I mn s (gms,n+gns,m gmn,s) (495)
onde suspendemos, provisoriamente, a convengao somatoria de

Einstein.

Teremos:
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oo & g
mm ngm mm, n

ST ]
mm Zgnn gmm,n
(496)
T et
nn Zgnn gnn.,m
S
mn = 0
Tendo em vista (494) e fazendo:
) '
e {}=1{1}", vem:
=T ) 5 SN2 .
1"11 = “"2— A I‘23 = COLg (2]
7L | 13 S, 2 -2
F12 = F33 ® SEnT 6 @
557 . ol 2y % o0
Lzt — I'zz = -sen 6 cos8 (497)
. 1 e T S Vic) Ul
D3V NS GHEENE
1 = -A £ 2 = 2 = =
T22 =5 (s er ]‘12 * e 0

Levando (497) em (1902) e aplicando (477)
resulta:
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2
o (v1) vt A Al n
Bl i e o —= = 0 . (498)
657 T8 A G i 1=0 (499)
Zo o e
A

1+ (v'-A') - sen’8 = 0 (500)

Gits eVNFAT LS VI () vl ;' =0 (501)
Observemos que G33 repete G,,, havendo

portanto apenas 3 equagoes para determinarmos o movimento.

De (501) e (498) obtemos:

Wt = (502)
ou
A + v= constante = C0 (503) .
Como descjamos que a expressao (493) se
reduza a: :
_ds? = -dr? - 1?2 46? - 12 senZp ag? + a2

devemos exigir que A e v tendam para zero, quando r +> = .

Logo:

A+ v =20 e AT ) (504)
De G22 = 0 extraimos;:

eV (1 +1rv') =1 (505)

Fazendo eV = Y , vem:
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(L + Tv)i =i+ =) =

ou

diys 0

1-y =
e =

P 2Km '

S Sl Se el (506)
Tr

onde fizemos a constante de integracdo igual a 2m.

A solugao (506) conduz a:

2 2 2 2 2 2 2

dTE N =SS Ndg NS T S STe e ool s dt™ (507)

==

que & euclidiana pata v =he (ys ) leteNsinguliarien o= "0

A trajetoria duma particula livre no cam-
po de gravitagdo & dada por:

dle I.i dxj dxk
G

TR (508)
e
gg = —$— © (509)

onde h e ¥k sao constantes.
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Escrevendo (507) sob a forma:

2 2
L &Pt @2l @y2 . (510)
Y ds ds ds
Fazendo u = —%— e levando em considera-

gao (508) e (509), resulta:

D60
ot s &0 M o« 2m (511)
1

Diferenciando em relagdo a , vem:

s 2 2002
deu, u = 5% + 3km u- = i% (1+3h"u") (512)
Na equagao (512) a relacfo:

2
S i (gg)z
km/h ds

€ muito pequena para velocidades ordinirias e podemos entao, nes

S>¢ Caso escrever:

2 : >
du o _ kM
] URES . - (513)
de 1 7

‘que € a equagdo newtoniana do movimento.

A equagao (513) fornece a ecquagdo da  or-

bita eliptica:
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‘o

Xm > 0

G 7 1+ e cos (¢-w) > O\ (514)
onde:
¢ = excentricidade da elipse ‘ Vs s 'f:f

W = posicao do perihelio

O periodo da solugdo aproximada & 21, is-
to €, as orbitas sdoc fechadas.

A solugdo de (512) apresentara, por@m, uma
precessio que podemos calcular, levando u, em (512) e fazendp
algumas aproximagoes. Resulta:

U = 5% 1 + e cos (¢-w-g) (515)
h
onde:
s Sszz
h
Entre dois perihelios sucessivos teremos
A 3K2m2 Tea 3 6H2K2m2 =
AE = et 2 : o (51%)
h h
A expressao (516) foi confirmada para o)

£aso do planeta Mercurio que apresenta uma precessao no seu pe-
rihelio de 43" por scculo.

Ainda no campo de uma particula isolada |,
podemos calcular o desvio de um raio luminoso ao penetrar num

campo de agao gravitacional.

Para isso tomemos a velocidade v = c , re-

Sultando:
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sultandof
ds = 0, h = =
e
2
%;% S oL e Y ne _ : (517)

Procedendo a integracao de (517) por apro-
Ximagao, tomamos: -

d’u =0
d¢7
donde:
_ cos¢
u = —r (reta) (518)
R
Levando (518) em (517):
dzu s 3km C052¢
d¢2 R*
Uma solugao sera:
e 1 = Cos¢ . m (c052¢ o8 scn2¢ )
T Z
R R
donde:

) : 2 2 el 24
R-= r cos¢ + M X _€OS d+2r sen”¢

T T

ou, em coordenadas cartesianas:

+ 2
RO N el X — ‘ (519)
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Na equagdo (519) o ultimo membro pode ser
considerado como um desvio da reta x = R, :

A expressao assintética (y + = ) fornece:

x =R + 2Km
R
resultando a deflexao: .
: ~ 4km
ix = — (520)
R e :
que pode ser observada durante as eclipses do sol, quando  en-

tao as estrelas fixas se tornam visiveis.

A deflexao prevista, segundo (520), & de
1,75" mas a dificuldade da comprovagao experimental esti no fa-
to de que tal valor esta nos limites do &rro experimental.
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ARPRESNSDS TR CNE I

1 - NOTAQUES E DEFINICOES ELEMENTARES DA ALGEBRA
I - Confunto -
E uma nocao primitiva, caracterizada pe-

los elementos do conjunto. Representa-se o conjunto, neste tra-
balho, por letras maifisculas ou por { }.

Os elementos, também denominados pontos
ou componentes de um conjunto, ficam especificados por simples .
enumeracao ou pelo enunciado de uma propriedade comum a esses

elementos.

Z - Peatinnedla -

Un elemento x pertence a unm conjunto

X: x € X, um elemento x nio pertence a um conjunto X: x X.
3 - Tnclusao -

Um conjunto B estd contido em um conjunto
A, quando todo o elemento b &€ B & elemento de A: A D B,

4 - Tgualdade ou Identidade -

Sera indicada sempre por X = y ou P = Q,

5 - Implicagdo Logica -

A propriedade P implica logicamente a
propriedade Q, isto €, vale Q sempre que valer P: P => Q
6 - Equivaléncia Logica -
Para que P secja verdadeiro & necessario

e suficiente que Q o seja: P <=> Q.

7 - Subconjunto ou parte de um conjunto A -

E o conjunto formado de clementos de A,de-

finidos por enumeragdo ou por alguma propriedade satisfeira ou
nao por todos os elementos de A.

3
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§ - Pante vazia -

Quando uma propriedade P ndo & satisfei-
ta por nenhum elemento de A, a parte assim definida & chamada
parte vazia: @, '

9 - Pante Unitaria -

Parte composta de um unico elemento: {x}.

10 - Complemento -

Sendo A um conjunto, X uma parte de A de-
finida por propriedade P, chama-se complemento de X relativo a
A o conjunto dos elementos de A que n@o pertencem a X, isto &,que
nao possucm a propriedade P. Complemento de X: CAX. :

11 - Reuniao de dois conjuntos A e B -

E o conjunto formado de elementos de A ou

B: A B.
12 - Intensecao de dois conjuntos A e B -
E o conjunto formado de elementos de A e
B: A B.
13 - Produto de dois conjuntos A e B -

E o conjunto formado pelos pares (x,y) on-
gd et Aey B. Produtv: A x B.

14

Aplicacao do confunto A em B -

Quando se estabelece uma correspondéncia |,
entre todeos vs a€ A e alguns ?re'B¢ Diz-se também que a apli—'
cacdo € uma fungEo_sobre A, com valores em B: A > £ (A). Sendo
«“zda a fungdo f, isto &, definida a maneira de se corresponder a
a€ A comb € B, pode-se interpretar também como uma trans fon-
macdo. )

Designa-se a € A por variiavel e b € B por
imagem ou valor da fungdo f.
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15 - Aplicagao do conjunto A sobnre B -

Quando se estabelecc uma correspondéncia en-

tre todos os a € A e todos os b B.

16 - Apticacao biunivoca -

Quando todo o elemento b € B € imagem por

f de um Unico elemento a € A.

17 - Aplicagdo reciproca -

Quando se deseja tomar uma transformagdo
onde a imagem b€ B dec a € A passa a ser a variavel e onde a
variavel ae A passa a ser imagem de b € B, isto &, quando se
deseja aplicar o conJunto B em A, € necessirio verificar se a
aplicacao eé:
I - aplicagao sobre
II - aplicagao biunivoca

Nesse caso define-se perfeitamente a apli-
cagdo reciproca: £ 1.

18 - Aplicacao composta -

Dados, A, B e C, sendo:

g: aplicagdo B + C
f: aplicagao A + B
chama-se aplicagao ‘composta: h = g o f a aplicacao A + C.

) Observe-se as ordem dos simbolos pois a
aplicagao f o g # g o f. Deve-se ler sempre da direita para a
esquerda,

19 - Refacao Binaria -

Sendo E um conjunto, A uma parte de E x Ef
dlz -se que dois elementos X ¢ y de E s3ao ligados por uma relagdo
bindria definida por A, se (x,y) & A. Indica-se a relagao entre

X e y por x R Y.
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Nos casos particulares ter-se-a por exem-

X =y, X =RV XS SRy S etc
A relagao R é:

I - reflexiva, quando x R x & sempre verdadeira: qual-
quer que seja x€ E, X R x € A,

-

I - simétrica, quando x R x <=> Yy R x, isto &€, se
) eV () FE AT

111 - transitiva, se x R y e YA Rz = SR
w - antisim@trica, se x Ry e Y R x => x =y,
20 - Equivalincia e ondem -

Quando uma relacdo bindria ohbedece as con-
digoes I, II e III e denominada relacao de equivaléncia.

Quando uma relacao obedece as condigoes I,
IIT ¢ IV €& denominada relagao de ordem,

Z1 - Lei de composdigdo intenna sobre um confunto A e uma
aplicagdo de AxA em A: z = §(x,y) onde z € A e
(x, gl & A AL

Indica-se a £ (S YED OT R Ty ou_X-L Y.
. A lei de comnosicdo interna pode ou nao
apresentar as seguintes caracteristicas:
I .- Associaﬁividade = (AT ZE = S N T YT x)
IT - Comutatividade =t TRV = v T
III - Elemento regular - ae A érregular se:
a Texs =al Tyl el ixt T gl Y T implicarem em X = y.
IV - Elemento neutro - é € AEneutrosee Tx =xTe = x
V- Elemento simétrico - xe& A possue um x'€& A simétrico

8E8 &2 1 »Y 2 =i 9 52 = @

Outra notag@o para o elemento simétrico po-
de ser x™*,
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22 - Tsomorfismo de duas Leis internas -

Seja A um conjunto de elementos A1, 84000,
«ee @ ..., Mmunido de uma lei interna T e um conjunto B de ele-
mentos bl’ b2""' bn"" munido de uma lei interna L. Supondo-
se que haja uma aplicacdo biunivoca f de A em B.

a~>b=1f(a), e, que f(a;Ta,) = £(a;) Lf(a,)

entdo diz-se que f & um isomorfismo de A em B, relativamente as
leis T em A e L em B.

3 - Distrniburtividade de uma Lei com relagdo a outra -

Quando para x, y, =z A verificamos:

(xTy) LZ = (xLZ) T (yLz)
2L eTy) = (ZLx) T (ZLy)
24 - Grupos -

Um conjunto G € um grupo se possuir uma
lei interna com as trés propriedades:
I - Associativa: (xTy)TZ = XLy TZ) (@, yhz € 6D
I1 - Possue elemento neutro: eTx = xTe = x (x,e € G)
III - Scus elementos possuem Ssimétricos:

xR =i T =He N (i helic G)

Se alén dessas propriedades, a lei T for
comutativa, o grupo € chamado abeliano.

Umna parte X G & um subgrupo para a
lei T se os elementos de X possuem a mesma lei de grupo T.

05 = MBAn -

Un conjunto A € um anel se possue duas
leis internas, a primeira sendo uma lei de grupo abeliano e a
Segundo associativa e distributiva em relacdao a primeira. Isto

-

€, por exehplo:
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1% LET:
e B o) B oS DGy o oa) (x,y,z & A)
I1 - X +e=¢e +x = x
TS =SS (=) =Ne
LVES =X SRV =Syl s
2981 ET
L w2 =i (by:z) Sy vz EWA
II - (x+y)z = xz * yz
z(x+y) = zx + zy
Se a 22 Lei for comutativa, o anel € comu-
tativo.

Se a 22 Lei possuir um elemento neutro, o

- A, - . a - -
anel e unitario, Geralmente, o elemento neutro da 12 Lei & repre-
sentado por e ou 0 ¢ o elemento neutro da 2% Lei & representado

por € ou 1.

26 - Corpos -

Um conjunto K & um corpo se obedecer as

seguintes propriedades:

a) ser m anel

b) o conjunto K*, formado de todos os seus elementos me-
nos o eiemento neutro e, possuir como lei de grupo a
scyunda lei do anel.

Isto ¢;
#¢ LET:
I - (x#y) + z = x + (y+z) (x,y,z € K)
II - x+e=¢e + x = x
IIT - x + (-x) = e

VA=A R val= e T
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2% Lei:
I - (xy)z = x(yz) Bz 19
IT - (x+y)z = xz + Yz
a(x+y) = zx + zy
IIT - x e = gx = x- - (xEKY)
IV, o i = e N EiK)
0 corpo podé ainda ser comutativo se a

22 Lei o for.

27 - Led de composicdo externa sobhe o conjunto A (ou B)
¢ uma aplicacdo de B x A em A (ou B) -

Isto &, a lei de composigao externa permite
compor um elemento y A a partir de um elemento x € A e outro
elemento x € B. )

Diz-se, geralmente, que o conjunto B, nesse
caso, € um conjunto de operadores e um elemento qualquer ESRE
€ um operador.



RPERDLEE 2

NOTACAO TNDICIAL

1 - Uso de Tndices -

Utiliza-se no Calculo Tensorial, uma nota-
¢do sintética com o emprego de indices. Assim, um conjunto de N
elementos.
L
serd indicado simplesmente, por:
{Gc s ou {x;}
Pode-se utilizar varios Indices num mesmo

simbolo, as superiores chamaremos contravariantes ¢ os inferio-

res covariantes, por razdes que veremos posteriormente. Exemplos:

I1535,000,1

n
A
o 12
XY kl'kZ""'kn Yo, a153, ctc
W STmbois conm n indices covariantes [ b
contravariantes € denominado m vezes contravariante e 1 vezes

covariante, de valéncia (m + n),

Para uma representacao bastante condensa-
da, Einstein estabeleceu a seguinte convencio:

"A presenca ecm um mondmio de um e meéme indice

simulilaneamente infenion e dupenior, Lndica uma
soma de monomics, atnibuindo-se aos Indices 04
valores dentro do seu respectivo Lntervzlo de

variacao”. 2
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EXEMPLOS:

a) a.x* = a;x- +

beal oSl 7 1.3 plen
b) akbic -2 B gCT a;boC + a;bzC” + ... + a;b C” +
Al o ) 2.3 ; 2.n
+ 32blC + azbZC + a2b3C % e+ azan + etc
ke 1 2 TI
c) akbi = albi + azbi R e anbi = Ai

0 Indice com relacdo ao qual se faz a soma
- dos monomios & denominado: indice mudo, porque pode ser  trocado
por qualquer outro simbolo, por exenplo:

Os iIndices nio repetidos conservam um Gni-
co valor em cada equagdo. Um sistema de n equacoes lineares con

N incognitas seria representado por exemplo, assim:

Vs e xJ

1]
isto é:

_ 1 24058 LN
Y3 TraggXs o a oxt + 04 ap,x

= it 2 " n
Yiz SRBoNXERE Eopx iy donx

= iE 2 n
Vo © Caiis © B S ogoc © a nx

Quando se deseja usar expoentes ou sus-

pender a convengao somatéria, utiliza-se parénteses:
o 3
(8t ) e

A notacio ) x (1) significa apenas un

monomio de indice i.
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Quando se trata de derivadas também se a-

plica a convencgao:

9 u i 9 u 1 2 u 2
du = — dx~ = i dx~ + == AT & oo
ax X X
k 1 2 3
U dRUEY, 9 udvy .. 3 u y 9 u Jdy
—— = = oy e + - S L
axJ Byﬂ axJ 321 ax? 3y2 ax7 5;3 ax’

Quando os indices & repetido virias ~ ve-
zes a somatoria ndo se deve fazer sendo uma Unica vez:

Aol % 1.1 282 = n_n
a..X X = allx Xt azzx 28T S o f L3k

2 - Regras algebnricas para a notacdo indicial

A fim de fixar a notacdo indicial dar-se- i
a seguir algumas regras ¢ propriedades usuais:

a) Deve-se respeitar a valéncia dos termos.

EXEMPLO:
k Koy ol
Aij + Bij ".Cij (correto)
k k _ 5
Aij + BE = Cj (errado)
b) Um Indice mudo pode nio aparecer explicitamente:
EXEMPLO:
Ak B, + C DjE = F. (correto)
ik A5y i

R _
g 23008 S A (correto)
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c) Multiplicagdo por escalar
b3y - i3
a(Ba bi) aB (a bs)
(a+B) albi = aalbi + Balbi

a(arbr + dek) = q a?br.+ adek

d) Multiplicacdo de mondmios
i 2 i k
(a bl) = (a bi) x (a bk)

b e
(a;) x (c'd;) = a'c byd;

e) Derivacido

; da. . i
d A Lol db
ar GRS S e

2

~ Simbolos de Knonechkex
Utiliza-se frequentemente um simbolo de-
nominado: defta de Krenecker, simples ou generalizado, cujas pro-
rriedades permitem simplificacdes nos desenvolvimentos algébricos.
a) Delta de Kronecker (simples)
. ij i
NOTACRO: 85+ 6 ou &
cujo valor €:
0, para todo i # j

1, para todo 1 = j



EXEMPLOS :

2

ds® = 6., dx* dx) = (dxl)2 + (dxz)2 P ooa O (dxn)z

1]

Sendo {x*} um conjunto de variiveis
~ dependentes, a derivada parcial

)

S

i
3 (0, para x
29X ]

—_—

] .
chs L}, para e

tem o significado formal de 6;, podendo-se numa expressio,
tituir: :

5

]

xJ

r Outras propriedades interessante
; pode ser apreciada no exemplo seguinte:

DADO:
S = aixi, onge {a;} = constante
Tomando-se:
vem:
g—% = al éi + a, 6i + dz Sg i ey ay 5§ T

X

donde se conclue que o simbolo Gi € um operador que troca i

k na expressdo dada. Assim, podemos fazer:

(=]

165

in-

subs- .

dos

ax

por
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SCMpre quC OCOTTer expressoes com o simbolo de Kronecker.

b) Delta de Kronecker (generalizado)

11 o000, im

Notacao: §

kl’ kZ"'f' km

(¢1%

cujo valor

0 - quando no minimo dois dos indices superiores ou
inferiores forem iguais ou quando os dois conjuntos
de indices forem diferentes.

+1 - quando for necessario um nimero par de permutagoes ,
para arranjar os indices superiores na mesma  ordenm
dos inferiores.

-1 - quando for necessario um niimero impar de permutagdes
para arranjar os indices superiores na mesma ordem

dos inferiores.

EXEMPLOS:
15230 122
G123 = L0 Sios sl
stad_ bl
163
Um caso particular do delta de Kronecker |,
generalizado, que se utilizara frequentemente, obtém-se fazen-
do: '
k, =1, k, = 2, k3 = 9 0000000
ou
611,12,.,.,1n
1,2,404,n
1035, 000,1)
que se indica abreviadamente por ¢ ~» podendo-se  de-

finir analogamente: e. . .
& 1 oflg00000ts



EXEMPLO:

g = 4 L

5312 = 1 5112 = 0

4 - Exenciecios -

a) Dada a expressdo T = a.. xlx) R
P aIJ X"x”, onde alj aji calcular ;_E

3 T 9X j ax) i j 1
L= g =i ) J .1
e e O
— 5l j i K T
ék ij + 6L aijx = ap.x" + a pEs B

(]
[V}
=
o
b
-
3
sV
i,
=
"
w
|
[g8]
IS
o
[
>4

c) Calcular 6; L=l an 1Y)

a;=1+1+1+...+1=n

167
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d) Desenvolver para i = 1, 2, 3:

o IS 1 2 e )
I - 631‘ = 631x + 532x + 633x = x
i i e 3
Uit = Gj ny1 = xly1 = xlyl Xy, + XTy.
= 9 he T I I L9
i1l E;E (Ahle X Xadl) Ahij Gk X“x’ + Ahl b Gk XA
TRAS S R R SRR L
hij k kij
- ij ihs
+ Aiij s o Ajikx X

= 1)
(Ahij+Aikj+Ajik)x X etc

5 - Aplicagdo - uma breve nevisdo de deteaminantes -

A notagao indicial se presta para uma
representagao de determinantes, bastante comoda e eficiente.

0

Com efeito, um determinante pode ser re-
presentado por:

1 1
aj a3 ... ag
A i i
2RI = 1 2 n
Iajl - e« e s a e s e an = il,iz,...,ln 31 a e o0 an
n _n n
a; a; ... ay
ou
. o il 1 o0 o0l
letlgeiel s 2t e di ag o a?
J . 1 2 n
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EXEMPLO:

B =

N
NN

Por definigdo o determinante & uma soma
de n" termos, dos quais geralmente n! sao diferentes de Zero. 0
sinal de cada termo dependeri da permutagao par ou impar de  in-
dices relativamente a ordenm natural,

Vejamos algumas propriedades:

a) Se uma linha ou coluna é nula, o determiante & nulo:

i i il
1 2 ns =
£ ARG, O =0

€. &5
1103, 00,d

b) para se multiplicar o determinante por um escalar %
basta multiplicar uma linha ou coluna pelo escalar.

i i
i} 2 k n
D= a a SO0 W Yhan E
11,12,...,1n 1 2 k
onde:
i i
ke k
Ak =m ak
vem:
i i i
= 1 k o
D = Ei1'i2""'i a;" 2," c.om RGO m d

n
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c) uma troca de duas linhas ou duas colunas muda o si-
nal do determinante,

Seja:

(= 5 o v B
11""'1a18"' I SelvraTo: i, 9oc SRS

Trocando por (indices mudos) :

€. S : o0 e
11""‘161a slete 2 » 2g° 8y G

a expressdo ndao se altera mas o e muda de sinal.

d) duas linhas ou colunas sendo iguais, o
€ nulo.

determinante

E facil verificar como corolirio da pro-
posigdo anterior.

e) Demonstra-se que:

i i i A
e 5 aibi e e sl Gq o - :
11- 2isieiely 1 31 JZ Jn J Jistu“'an
Com efeito, se jltjz.jg,..:,jn valem

o280 550601l EEHNES a definigao do determinante Ia;l. Uma permuta-
¢ao do tipo jl,jz,...,jn implica apenas numa mudanca de sinal,
segundo se trata de uma permutagio par ou impar. Analogamente:

T S
- 1957 n R

j 3 j'vj |"'-j
So et o Ia][ e 1’72 o
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f) Multiplicagdo de determimantes

Tomemos :
’ 2 . i i i
i 1 1 1 2 oo
lajl [bjl : lajlsil'iz""'in 207 BsT o001
jq 3 Vool 5 -
S 5 a.lai2 e ain bllbzz...bnn =
UNoYRooRady, S =g n
j i 9. al
l 1 2 n, n
= Go o : ( b )( 2 Jeeo(a;"b ) =
31’32""’111 lnn
: ' jl 2 i i
= 5 (& C so 8 (¢
Jysdgaecaniy 1 72 n | |
onde:
sl al
C1 =k b1
g) Expansdo em cofatores
Tomemos :
: 10 i
g firias 15682 n
[d] !ajl .eil,izv---.i aj;a,“v.ia
e L 2tk ik oy
2 A ot e SR

A expressao entre parentssis € o resulta-
490 da supressao da linha k e da coluna 1, no determinante. Deno-

minaremos:
K e g e o g Ben H
Aik = cofator de ape= Ei"iZ""'in CDREERE T S P I

Resulta:

2 2
d = a(x) Aik (somatorio em k suspenso)
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ou mais simplesmente:

St O B
ld| = a(B) Aé )

que se pode indicar por:

lall 2 = o8 pd
I e

Analogamente:

h) Aplicacio ao sistema de equacoes lineares.

Seja:
1 _ 1 _«o
Y
Multiplicando por Ai, vem:
B e S IR R ol B
Aiy = Alau x =d 68 X dex

donde:

ab Yi (yi) X (cofator de aé) ,
x~ = = = para d # 0
d d

6 - txenciciod -
6.1 - Desenvolver:

) S o L R BN

)
b) al b, c; (= 1,2)
) al By 0 = 1,8,5,4)
W) ot B E, (= 1,2,9) '
(th = 1,2)



e)

f)

a)

a)

a)

a)

b)

c)

d)

- Escrever na forma indicial:

o B G A (@ = a7
ij D =
as; b Cj (G =N1S73Y)
) = 0,4
6.2 - Desenvolver:
j axi 3
At R G R,
h% ax7 &
6.3 - Demonstrar que:
i :
EXE 2L 81 se o =
9x ByJ J -
6.4
ayi ij S0 : ayj 7 Byi
an’ ax’ T 6.2
6.5 - Desenvolver:
e g xi xJ
1]
i
631 X
D)
éj S
3 h
;:E FAhij N X X2)

6.6 - Mostrar que:

5B 24 e LA

¢

J

ij ox

B

9x

J

X

il

173
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EXERCTCIOS:
6.7 - Verificar que:
S endk _ s (h,i,5.k = 1,2,3)
Temos: ’ . E
€123 3123 5o G
£23) et 223 ef13 - 2
X 312 SIS

302 S N B e
e para todos os valores i # j as somas sio nulas.

6,8 - Suponhamos que us coordenadas do ponto P se-
jam funcgoes do parametro L. Seja dada a funcdo escalar T, inva-
Tiante que depende de xl, xz, «ee, X" e das derivadas das coor-
denadas com relagdo a t, isto é:

T = £x%, %1, v = &, i, o

Mostrar que:

J 8w 8
7D et ety = 21
r dt Y ax’
i
se transforma em V_ = 35— 1'%
e BS(—I' 1
Temos:
10 BT B B ok
"“_K. et o] e T —F —Ir
9% axt  3%%  axt axK
R el S R
xS ax® axN gt <
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Mas
Bxi = )
=
X
*j Bxi =m
= e e
ax™
igs polaTes o) :
d i—= ai ax;\“ o 221 : el _Ble =
3 X° %" axK %" axK X" %~
‘i 1 _..‘ 3 3 S, 1
B o osdl s S L S o ot
ax"  ax® ax°  ax axx GRD. K pE
oL T LN e
X% axl %X ax% ox® axX
BT, s
X5 axt  axk
d @1y . d AT ax! 21 3% .
dt 52k dF N3 2K ok kot
d 3T 3T/, 2 s By D
L e N R e T e |
Bxi
Vo, & =p W
k 9% 1



6.9 - Se um vetor tem componentes cartesianas:

- diEx: d%y
vV ( s )
ae2 ' el
mostrar que:
2 2
v @82, d% . 2 dr de
a2 i 7 dt dt)

em coordenadas polares.

6.10 - Sendo Ia;| funcdes de x*

monstrar que:

i B -
Blai| e da,
ax" B ax"
Com efeito, temos por definicdo:
< . i al 51
1 2 n
|3%| R s a a ses @
J 11,12,...,1n 1 2 n
Derivando:
i
j 1
alail = € e alz a
ax! logocoonty B T2
: i i
j 1 2
3laj| by day S da, ‘
axY 251 e 78 o
logo:
i 8
3lax] _ CEN
ax! B axt

176

de-



onde:

donde:

donde:

a a B
st 4 §; x (cofator de 3y"/3x")

177

6.11 - Demonstrar que:

; 2_8 .
“3_log B 8%y 9
1°‘iJ| = —EB - = onde |[J| =] §§ |
09x oy 9X 09X :
Tomemos :
c i A
!a;| = !§§j| com J = {a;l £ 0
s = azi 8X

Podemos fixar o indice J e escrever mudan-

1

Y ~.aa X

i i ayl 3

P Wkl &
J axa o

xB - Y x (cofator 2§)
15|

Voltando a@ notagao primitiva:

{(cofator de ayj/axs)

y? 131 3]
ayJ axB

cofator de —XH =HE T [es
X ByJ

Aplicando o resultado acima ao exercicio

anterior, vem:

.
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. . S
Bl g ad a(azs/axi) - g 22 B P
ax" 3y ax" BfB ax] ax"
donde:
Blalle el ik
ax" g ayP axd ax¥
ou

3 log|J| _ ax® 32 yB

ax" ayB ax® axM

6.12 - Sendo yi = yi(xi) com J # 0, provar que:

32 <u Be 3x® QE% 35U _EF !
3y" ay? Ayl  ay" G e A
Toma-se:
51 le ax®
J ax® ayJ
Derivando-se com relacdo a yk
i 2 81 25 B
3y acx 9X 3 9X
B) = =l Qe A
ax% ay) ayIE ay? axP ax® ayk
u
Multiplicando por 35;
ay
Sy s L e .
R 'k

ayl ax” ayJ oy ayl ayJ ax® 5xPB ay

3 2xY B e
ayJ ByK ayJ a_yE ay“ BxB ax®
No caso simples de y = f(x) venm:
e (dxy3 d?
dyz WY ax
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6.13 - Mostrar que;

ijk it jm im 42
b) Eijk Emjk = 2 sim‘ 3 s
UG S ©

e em seguida, deduzir formas similares para eijkm
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ARPRESNEDRTHCEE 3

ALGEBRA "EXTERIOR

Devido a frequente utilizacio dos concei-

tos de anti-simetria e de importancia do produto vetorial, fare-
mos algumas consideragSes adicionais acérca da chamada "algebra
extenion”, o '

Sc tomarmos um tensor anti-simetrico:

ij s,
TR = e; 0 ej (i o=t T2l 5%

podemos fazer:

i i j
1< j i>j
- =
ou
7= £4 (ol TS WSS e @ 5
i j j i S
donde se conclui que os tenscres anti-simétricos podem ser ex-

pressos em uma base definida por:

. B e. -e. Q e. i j
Si2h e Jj i & i)
Uma forma do tipo acima & um caso parti-
cular do produto extenion dos vetores a, b, c,..., u, definido pe-
lo tensor anti-simétrico. '

a¥ - aB o Teesaas

o b8 bl
£OBY.ee

@ P el e

Ceeseavesvrannea 500000
4 us i uS uY
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No caso de 2 vetores:
ik i bk 2 ak bi

que indicaremos por:
a-A b s
Podemos escrever, portanto:
= el
e t ei,ﬂ ej

Para indicar que as componentes se refe-
rem a base e; A e; usaremos a notacio:

¢ (i3)
que indicam, segundo LICHNEROWICZ ( ) as componentes resdtnitas
G e
Para uma mudanca de bases, teremos:
R ST
t ar as ®
e = al 2] TS o ol o) 5T
r<s T>S
ou
1) = (al ag = la ai).;rs 7 (r < s)
donde:
a; al
SCY)) - A £(rs)
i j
ag a

€ analogamente:



t(ij)

podemos mostrar que

Yt T

bt bAs
i j .
t(rS)
b3 b
i j
Como:
b ke
R

para conmnponentes restritas:

Sl R
t(k!?.)

k < ¢

182
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