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PREFACIO

As ideias basicas que nortearam a realizagao
deste trabalho podem ser resumidas em tres topicos principais, a sa
ber: (1) proposdgao de uma maneira sistematica de resclver equacoes
diferenciadls envolfvendo uma ou malsd juncoes sdingulares como 4funeao
forcante, sem o emprego do metodo operacional das trhansformadas de -
Laplace. En termos de Engenharia Elétrica isto corresponde a detexr
minar a resposta ao impulso de um dado circuito no proprio dominio
do tempo, sem auxilio de transformagao para o dominio da frequencia
complexa. (2) proposi¢ac de um procedimento sistfematico para a de-
composdedo de uma fungdo definida por trechos polinomiais em fun-
coes sdngulanres. Este procedimento @ importante para a determina-
cao da resposta de circuitos a determinados sinais arbitrarios de
entrada e tambem neceséﬁrio quando se procura a transformada de
Laplace de tais tipos de fungoes. (3) desenvoluimento de wm proces -
50 aproximado para a detenminacao da nesposta de um circuito a um
pulso nao-repeiitivo e anbitrario de entrada.

Para que estes tres objetivos pudessem ser atingidos, no entanto,
era necessario que armazenassemos uma razoavel quantidade de outroé
Uteis conhecimentos, os quais ou deveriam ser reunidos em forma de
ap%pdices ao final do trabalho, ou diluidos ao longo do proprio tex
to. Optamos entao pela segunda alternativa, por considerar que ela
seria capaz de melhor atender aos nossos anseios didaticos, estabe-
lecendo uma sequenciagao a mais logica e continua possfyel. Tambem
por imposigoecs didaticas, fizemos a inclusao de um numero bastante
significativo de exemplos, tendo sempre presente a preocupagao de

seleciona-los, de modo a obter um maximo de diversificagao.



Em face da fixagao dcs objetivos citados e
das inposigoes adicionais a que nos propuzemos, resultou entao a
disposigao final dos assuntos que comentamos a seéuir.
No Capitulo 1 fazemos um apanhado geral sobre as fungoes singula-
res, relacionando as suas principais propriedades e, ao mesmo tem-
pPo, estabelecendo uma nomenclatura uniforme para todas elas, a qual
esta baseada na simples fixacgao de Indicés, negativos ou positi-
VIOSEEE O ZIE 1: 0 388 DIAIT i a BV el i o s S T Destaque especial e dado as
fungoes singulares degrau e impulso unitzrios.
No Capitulo 2 apresentamos, de inicio, uma rapida revisio sobre e-
quagoes diferenciais lincares com coeficientes constantes; recorda-
mes as varias formas da solugao complementar e apresentamos o Mefo-
do abreviado de caleulo para a determinagao da solugao particular.
Depois estabelecemos as hases da solugao de equacgoes diferenciais
com fungoes forcantes singulares, sem fugir ao dominio do tempo. Is
to feito, passamos a determinagao das respostas ao impulso e ao de
grau de circuitos lineares; nesta oportunidade mostramos duas manei
ras de calcular as condicoes iniciais necessarias ao .. conhecimento
das constantes arbitrarias das respostas respectivas: a primeira ba
seada em tres teoremas relacionados com a tensao numa capacitancia
€ com a corrente numa indutzancia; a segﬁnda, de carater mais geral;
basecada somente na propria equagao diferencial do circuito.
0 CapIitulo 3 inicia-se com a proposigSO de um metodo suficientemen-
te simplés e sistematico para a decomposicao de sinais em fungoes
singulares. Depois fazemos uma incursao na integral de convolugao,
ocasiao em que realizamos uma seriec de. interessantes aplicagoes, vi
sando,principalmente, as partes subsequentes do mesmo capitulo. Em
seguida compilamos as expressoes basicas do chamado me todo LSl ime
Fitting" para ajuste de dados por meio de cubicas. Finalmente, pro
POmos um processo aproximado para a determinagao da resposta de

circuitos a pulsos arbitrarios de entrada.

No apendice incluimos apenas tres tabelas de
correntes de comparagoes efetuadas entre as aproximagoes e os resul

tados exatos.

Gostariamos de citar que este trabalho tam-
bem foi elaborado para servir de refercncia aos senhores alunos da
disciplina DEL 106 - Circuitos Elétricos II - da EFEI, atualmente

Sob nossa responsabilidade.

Desejamos expressar nossa gratiddo aos pro-
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fessores Fredmarck Gongalves Leao e Jose Abel R. dos Santos que mui
to nos incentivaram neste empreendimento e ao professor Jose Carlos
de Oliveira.pelas inumeras vezes que assumiu a chefia do Departamen
to de Elctricidade, possibilitando-nos um contato mais . constante

com este trabalho, principalmente nos seus momentos mais criticos.

Finalmente, externamos o nosso agradecimento
a Srta. Sonia Maria A. Faria e ao Senhor Anchieta Nogueira B. Guima
raes pelos magnificos trabalhos de datilografia e desenho, IesiplelciEng
vamente, os quals emprestaram valiosa colaboragao aos nossos ijeti

vos.
Itajuba - MG, Agosto de 1674

Jose Carlos Goulart de Siqueira
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AS FUNCOLES SINGULARES

Neste capitulo introdutorio apresentaremos,de forma razoavelmen
te detalhada, um grupo de fungoes especiais que & conhecido pela de
nominag¢ao generica de fungoed singufares., Estudaremos as suas mais
importantes propriedades e reuniremos as suas inter-relacoes mais

destacadas e usuais.

Duas das mais importantes fungoes singulares, largamente .empre
gadas na analise de circuitos, sao a fungao degrau unifario ou fun-
¢ao unitanic de Heaviside e a fungdo Lmpulso unifario ou fungdo del
{fa de Dirac. O destaque que sera dado aqui a estas duas funcoes
singulares fica plenamente justificado se atentarmos para a seguin-
te propriedade dos circuitos: a saida (resposta) de qualquer circui
to linear e invariante com o tcmpo para uma entrada (excitagzo) ar-
bitraria qualquer pode ser achada quando se corhece a sua saida pa-—

ra uma entrada degrau ou impulso unitarios.

1.1 - Fungao Deghau Unitarnio U-; (2]

Uma das maneiras de se caiacieidzar um sistema linear e especi-

ficar a sua resposta ao degrau unitario. A fungao degrau unitario,

a qual esta mostrada na figura 1.l1-la, e definida como.sendo nula
: PR . - . . . <~

para £ negativo, unitaria para £ positivo e descontinua para £ = 0.

Assim,

0 para t < 0
U-; (t) = (L.1-1)
1l para t > 0
Se a descontinuidade ocorre no ponto £ = a e nao no ponto £ = 0, o
degrau unitario e entao denotado por U-1(Z-a) e esta mostrado na £
gura 1.1-1b. Por conseguinte,
0 para t < a
U_1(t-a) = (1.1-2)
1l para t > a
Costuma-se dizer que este ultimo e um degrau unitario atrasado de

um valor a.

Quando a descontinuidade tem um valor K # | e ocorre no ponto £ = g
entao nos referimos ao degrau K.U-1(t-a), o qual esta mostrado na
figura 1.1-1c. Ele e o degrau unitario escalado pelo fator K e a-

trasado de a.



AU-1(t) U-) (t-a) KU-1(t-a)
1——_—— 1 e b

= L ~ C £~
0 ol & ol a t
(a) (b) (c)

Figura 1.1-1

Em face da possibilidade de se poder atrasar e escalar por um fator
K a fungao degrau unitario, podemos representar uma grande quantida
de de diferentes pulsos por meio de degraus. Por exemplo, o pulso

retangular da figura 1.1-2a pode ser representado pela soma de duas

fungoes degraus

i

p(th A.U~;(t-a) + (-A).U-1(t-b) =

A [?ul(t—a) S U_l(t—b)], , (Il =50

Como indicado na figura 1.1-2b

]

Ap(t) )
: A.U_1(t-a
| | al (t-a)
0 = b = € 5 2 - ==t
-A--
(-A).U-1(t-b)
(a) (b)
_ Figura 1.1-2
A multiplicagao da equagao do pulso retangular de amplitude A = |
compreendido entre £ = ! e £ = 3, isto E,:[@-l(t-i) - U_x(t-3£] pe-
la equagao da reta, (£ - 1), produz o pulso triangular :
p(e) = (e-1) [U_i(e-1) - U= (6-3) (1.1-4)

que esta mostrado na figura 1.1-3



Falguraiilal=3

Na teoria dos circuitos e comum convencionar o instante da aplica-
gao da excitacao aos mesmos como sendo o instante /£ = 0. Isto im-
plica que, para o circuito, a entrada x{£f] e zero antes de £ = 0, e
varia de acordo com uma determinrada lei para £ > 0. Assim, se a ex
citagao (%) dewe ser aplicada a um circuito no instante Lo =0

escrevemos
x(t) = Ee) . U nit)

para estabelecer que

0 para t < O

x(t) =
f(t) para t > 0
Da mesma forma, x(£) = sent.lU_)(t-w) equivale a
0 para t < 71
x(t) =

sent para t > T

Esta entrada esta mostrada na figura 1.1-4

? x(t)

1t

0 T 211 3T /4w

Figura 1:1=4

Un nimero infinito de fungoes singulares pode ser obtido por inte -
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gao rampa unitaria, U-,(%); por exemplo, e a integral da fungzo de
grau unitario, ou seja, ¢ a area envolvida pela funcao degrau unita

rio ate o instante £. Assim
't

U-2(t) = U—p (A) .dX = t.U-_(t) : (1.1-5)

—Co
ou
0 para t < O
s (({2) = (L o 1l=G)))
t para t > 0
Na figura 1.1-5a2 esta representada a funcao rampa unitaria U_,(£) e
na figura 1.1-5b a funcado rampa unitaria atnasadamdeman

Usgi(t—a), = (t-a) . U=1(tc-a)

De acordo com a equagaoc (1.1-5) e com a figura 1.1-5a,

s s 3 U SGe) : Qi
; ﬂ U_2(t-a)
N ey B
//, /QI
7 k‘<’ e
CD
87
e
45°
B ."‘—‘:-t
0 £ 0 a
(a) (b)

Edigwsamlrali=5

A integracas da fungao rampa unitaria, ou seja, a area compreendida

pela mesma ate o instante £, gera a fungao singular

t 2
D) = Ten (@0 o U1 (t) il o =)
- R ! . = (‘t"a}z = ‘- ‘
As fungoes U_3 (%) e U_;(L-a) = — .1 {%-a) estao representadas
na figura l.1-6a e b, respectivamente.
MW 5 (&) A Uos(t-a)
: A
II
Nesit : L(t—a)z
B G = t ey T =
0 e a

(a) (b)



Da figura l.l-6a e da equagao (L, =8 o

e (0 = gt U-3 (L) e )

Continuando com as integragoes sucessivas, outras fungoes singula-

res vao seundo obtidas, a saber:
, e

&
Uou(e) = | Uy (A)dA = —5r Ui (t) e Uns(t) = —0 Uy(e)
fc 4 4
U-s(e) = | U_a(A)dA = —— Uoi(t) e U-u(e) = —— U—s(6)
J ~e i
Entao, de um modo geral, S (IO ()2 v
t -~ s Q, g :Cl
g o 4
Ug_q (€)= U, (A)dA ;b ' -4€U(1'1-10)
3 . \r ' "?{ ,’('H ‘ -
{ : 3 ___d__ N ‘ \.“‘ __.
| UK(L) = UK_l(L, ) (@l al=alily
1.2 - A Fungao Tmpufso Unitario Ue (%) - Suas Derivadas e Integnaié

f.o ser atribuido o valer zero ao indice K nas equagoes (1.1-10)

e (1.1-11) obtém-se que

[t
W (e & J Ug (A)dA - Qe 2=1) .
—~ 30
e
Ug(t) = “Ei‘"‘-“. U—l(t) (1-2"2)
. dt :
Mas, pela maneira comno fo_?:amAconc.ebidas,L as equacoes (1.1-10) e

(1.1-11) somente sao validas para valores inteiros e negativos de K,
e nos nao podemos simplesmente atribuir o valor zero ao indice K e
extrapolar a partir dai. A relagao (l1.2-1), porem, sugere a exis -
téncia de uma fungao singular Uo(Z£), de area unitaria quando £ > 0
e nula quando £ < (0 —— de acordo com a definigao de U-; (£). Por ou
tro lado, a equagao (l.2-2) estabelece que a fungao Uo (£) @ nula pa
ra £ # 0; uma vez que a derivada do degrau unitario e nula para
£ # 0. Assim. a existéncia da fungao Ug(Z) fica confinada ao ponto
~d_= 0, o que implica que a funcao Up(t) @ a derivada do degggg.ggi—
tario no ponto t = 0, ou seja, e a derivada do degrau no seu pro-
Prio ponto de descontinuidade e isto, em termos de matematica clas-
sica convencional, & inadmissivel. Mais ainda, a funcao Uy (%) além
de ter que se concentiar no ponto £ = 0 deve envolver uma area uni

tariﬂ: PoiS



Uo (A)dA

— 0

|

0 quando t < 0, dado que U-1(t) = 0 para t < 0

Uo (A)dA

-0

]

1 quando t > 0, porque U_31(t) = 1 quando t > 0

o que e igualmente inadmissivel do ponto de vista da matematica con
vencional.

A impossibilidade de se propor uma definigao rigorosa para Uialieg)) ,
fundamentada na matematica classica convencional dos anos 30 o que
levou o fisico Paul A.M. Dirac, que a empregou pela primeira vez
nos seus trabalhos de Mecanica Quantica, a denomina-la de fungdo 4<m
propiia. Atualmente a fungao U, (%) tem vasta aplicacao, principal:'
mente em analise de gistemas, e @ denominada funcdo Defta de Dirac
ou funcaoc Lmpulso unitario.

No ano de 1950, Laurent Schwartz publicou um tratado intitulado "A
Teorndia das Disinibudl¢ces”, dentro do qual propos uma base suficien-
temente rigorosa e satisfatoria para a funcgao delta de Dirac.. Iinitie]
lizmente, porem, a Teoria das Distribuicoes de Schwartz revelou-se

demasiadamente abstrata para matewmaticos aplicados e fisicos.

Em 1953, George Temple elaborou uma teoria mais elementar, embora
nac menos rigorosa, sob o titulo '"Meorias e Aplicacoes das Funcoes
Generalizadas", dentro da qual a fungao impulso foi rigorosamente

definida, ficando tambem devidamente provadas as equagoes (1.2-1) e
(1.2-2).

Como nao pretendemos estabelecer a fungao impulso unitario Ug (£)
em bases demasiadamente rigorosas, o que tambem scrié fugir aos ob-
jetivos a que estamos nos propondo, aprescntaremoé a fungao impulso
de maneira intuitiva, como ela & hoje concebida na Engenharia, ou
seja, considera-la-emos como o limite de um pulso de area unitaria
cuja base tende a zero.

Seja a fungao pulso retangular pa(t) indicada na figura 1.2-1la e
que e expressa analiticamente como
1

Pa(t) St [U—l(t) = U_1(t—a)]

Sua area e unitaria independentemente do valor de a, o qual & consi

derado sempre positivo, ou seja,

Pa(t)dt = 1 para todo a > 0

-0

Quando @ tender a zero, resultara,no limite, um pulso de  area
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unitaria, base zero e amplitude infinita. A este pulso limite cha-

maremos fungao Delta de Dirac ou fungao impulso unitario, Assim,

Up(t) = 1lim pa(t) ¢(1.32=3)

a Up (L)

(a) (b)
Figura 1.2-1

A fungao impulso unitario & representada graficamente como se indi-
ca na figura 1.2-1b. _ .

Como no caso da funcao degrau, podemos atrasar uma funcao impulso
pela substituicao do argumento % por £-a. A fungao impulso atrasa-
da do valor a, Uo(£-a), @ mostrada na figura 1.2-2a. Quando o pul—
SO que aproxima o impulso tem base d e altura Ala, sua area vale A,
qualquer que seja o valor de a > 0. No limite, quando a tender a-

zero, este pulso ira gerar um impulso de area A, o qual e " denotado

por A.Ug (%) e esta indicado na figura 1.2=2b08 S Nal Falo o ) =l CEYe
indica um impulso de area A que ocorre no instante £ = aq, isto e,
Al (£~a).

Uo (t-a) AA-UO(t) Ny A.Ug (t~-a)

0 al 0
(a) (b) (c)
Figura 1.2-2

\ —Euimtepassante'observar, pPor conseguinte, que o fator A que multi-

~

Q —Plica um impulso nao representa a sua intensidade, que e infinita,

uL«mﬂﬁhxlm a_area envolvida pelo mesmo.

i
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Agora podemos apresentar entao as propriedades fundamentais da fun-—

gao impulso unitario; a saber

Uil G ) R=R0E 3 a s e )
® : (1.2-4)
Uo(t)dt

—CQ

I
| o

(Na verdade, esta foi a maneira pela qual Dirac definiu a fungao im

pulso unitario).

Como o impulso e zero para £ # 0, podemos também escrever que

o+
Ug(t).dt = 1 ; (1.2-5)

or
pois a area total do impulso unitario esta "concentrada’ em it =R

Em consequencia,
o~ 0
Ug(t)dt = Upg(t)dt = 0 (1.2-6)

Da mesma forma,

U (t-a) =80  para -t # a

& M Q2=
Ug{t-a)dt = 1
e
[a+
UllCE=a)iodit = (1.2-8)
e

Uma outra importantissima propriedade da fungao impulso, conhecida

como a propidiedade da amosiragem dos impuldos, & a seguinte

o] \
BE) sllig (=) ot & F(a) (1l 2=6)
-0
Esta integral & facilmente avaliada, uma vez que Ug (£t-a) = 0 para
Lf a. Portanto,

f(t).Ug(t-a) = 0 para todo t # a

Para £ = a, se §(t]) e continua neste ponto, o produto (L) . Uo(£-a)
torna-se §(a).Uo(f-a). Assim,

FOED o lp Qima) = Fla) oo (i=a) (1.2-10)

Entao



f(t) . .Up(t-a)dt = f(a).Ug(t-a)dt = f(a) Uo(t-a)dt = f(a)

-0 -0 - GO

Da mesma forma,

o0
EEE) UL (t) . dE = £(0) @2 =01516)
- /
Usando a propriedade da amostragem dos impulsos, podemos apresentar
uma primeira justificativa para a equacao (1.2-2). Integrando por
partes a expressao f{(f£]). —gz— U_1(%),entre os "Limites" -» @ 400

o o oo

f(t)’%f U_a(t).dt = U (t).£(t) ~ U_l(t).%E E((E) oGlE o

—_0 - —

(o8]
<o

. j i
& £(®) - d[f(t)J = f(®) - £(t)| = £(0) (1.2-12)
iy 5

LY

Comparando a equagao (1.2-12) con a equagao (1.2-11) ou consideran-
do como iguais os operadores que produzem o mesmo resultado,conclui

mos que

d
MEEST e (i)

ficando entao justificada a equagao (1.2-2). i

Uma segunda maneira de justificar a equagao (1.2-2), um pouco mais
infuitiva, ¢ apresentada a seguir. Consideremos a fungao et ()
mostrada. na figura 1.2-3a e a sua derivada fo{£) indicada na figu-

el I AoBi Portanto,

fo(t) = gt 52y () _ (1.2-13)
t
o (&) & J fo(Ar)dA (1.2-14)
[}fo(t)
g ()
1
0 = =& (7 : 3 = ¢
(a) (b)

Figura 1.2-3
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Ao fazer a tender para zero, f-;(f) se transforma na fungao U_, (%)
e folf) na funcao Ug(Z£). Assim as equagoes (1.2-13) e (1.2-14) se

transformam em

d
5)) = U
Up (t) T ShiEt)
1=
U_y(t) = Up (A)dA
—0
Se o degrau tem intensidade A e ocorre no ponto £ = iy Sl8EE G, 66 @

degrau e A.U-y (£-a), entdo

d
dt

- A U1 (t~a)| = A.Ug(t-a) : (Lo z=05)

Fica pois justificado que as equagoes (1.1-10) e (1.1-11) sao real-
mente validas para K = 0, isto e, existem para K = 0.
Quando atribuimosr ao Indice K o valor 1, as equagoes (1.1-11) e

(1.1-10) se transformam em

L ) o —f]—tu Ug (t) (Lo 2=1016))

e t
Up (L) = Uy (A)dA . : @S2 =1878)

T oo
Embora existam as mesmas dificuldades apontadas para as equacgoes

(1.2-1) e (1.2-2), relativamente as equacoes (1.2-16) e (Lo 2=17) .
nao discutiremos mais os meritos da questao, limitando-nos a dizer
que a funcao U; (%) e denominada "Doublet Unitario".

Uma maneira intuitiva de apresentar uma visualizagao do Doublet uni
tario estaz mostrada na s e Al Wad s e wake (8) ae figura esta
indicado um pulso ‘triangular £, (%) que também gera o impulso unita-
rio quando a tende para zeroc. Na parte (b) esta mostrada a deriva-
da do pulso da parte (a). Quando a tender a zero, a funcgao §1 (%)
aproximara o doublet unitario U, (£). Na parte (c) da mesma figura
esta mestrada a representagao grafica utilizada por alguns autores’
Nos utilizaremos a representacao da parte (d) da figura, por razoes

Gue ficarao evidentes posleriormente.
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fo(t Uj (t
A £0(0) NS 1 (t)
oL :
N
23 1
t : t =
0 a 2a 0 a 2a 0 1 2
L Vi
az
(a) (b) (c)
; Ui (t)
| G
0|
(d)
Figura 1.2-4
Atribuindo-se ao Indice K na equagao (1.1-11) os valores i 030 4,

etc, obteremos outras fungoes singulares, e E Sl e | T, (2] e
que, evidentemente, tambeéem satisfazem a equagao (1.1-10).  Portanto
podemos considerar a funcgao impulso unitério Uo {£) como sendo o pon
to de partida paxa a obtengao de duas classes de fungoe singula-
.res,-as quais sio obtidas por integragoes ou derivagoes sucessivas
~do impulso unitario. Encarando as fungoes singulares sob este as
pectc, compreendemos perfeitamente a razao da escolha dos indices
negativos e positivos usados nas demais fungoes singulares. gu}gdl
€eé negativo estabelece que a fungao singular foi obtida por integra
__Gdo sucessiva do impulso unitario e o Indice positivo 1nd1ca jauleiiig
fungaor singular foi gerada por derlvagao sucess;ga,ggniggggg‘;mggl-
_S0 unitario.

As fungoes singulares obtidas por derivagao da fungao impulso gozam
tambem das seguintes propriedades:

o (e ) (ee)
W ((B) ot () oaliz = Uo(t).f(t)i = WaUE) it U (E) aadE =

- QO & , - 00 - 00

o oo

=08 ((0) oW (ED) = a2V Ug(t)dt = - £'(0) (1=2 08

| —o0 -0



12

Analogamente,

P00 © (53

Uz (t).£(t).dt = U; (t).£(¢L) - Wy (CEY) ofE Uleycliz =

—00 -0 — o0

= - Wl ((8) 058 Y (Ci2)) @l

-~ <0

It

1

I
Hh
—~
(=)
~

1

£'(0) (1L ¢ 2=018))

. ) . . . . . . . . . . - . . . . . . . . . . . . - .

De um modo geral,

rco o
Un(t).f(t).dt = - Un_l.f'(t)dt = (—1)“.f<n)(0) (1.2-20)
Tambemn,
U_(t-a).£(t).dt = (-1)%. ey - (1.2-21)

-0
VBEEE) SR N ARl

Para finalizar o nosso estudo sobre as funcoes Ampulsivas (consti
tuidas pela fungao impulso unitiario e suas derivadas sucessivas),
gostariamos de relacionar algumas de suas aplicacoes.

1) Muitas vezes, a entrada de um sistema e um pulso cuja duracao E
relativamente pequena quando comparada com a constante de tempo
do sistema. Sob certas condigoes, podenos aproximar a resposta
do sfstemé ao pulso pela resposta a um impulso de igual area, a-
Plicado no mesmo instante que se aplicaria o pulso. Com base
nesta aproximagao € que desenvolveremos mais tarde a integral de
convolugao ou de Duhamel, para a determinacao da resposta de um
circuito a uma entrada arbitraria qualquer, quando e conhecida
a sua resposta a um impulso unitario (ou degrau unitario).

2) Uma das mais uteis propriedades das fungoes singulares impulsi-
vas & a possibilidade de se definir a derivada de uma fungao mes
mo nos pontos dc¢ descontinuidade. Este fato sera devidamente ex
Plorado por nos, principalmente nc desenvolvimento de um proces-—
so para a decomposigao de fungoes representadas por trechos poli
nomiais em fungoces singulares.

3) Muitasl vezes, a energia inicial armazenada nos ciccuitosielar e
cos pode ser convenientemente representada por fontes hipotéti—
cas de impulsos. Outras vezes, uma fonte impulsiva equiva}ente
surge como resultado de manipulagoes matematicas, mesmo que o

circuito nao possua fontes impulsivas.



1.3 - Exemplos Divensos

"Exemplo 1.3-1 - Representar a fungao indicada na figura 1%

13

3=
em termos de fungoes degrau. .
£(t
A (t)
4-1. .
3._ g _g-_.—]
2-. J_"-—m.-
1l ——
e i t + —=
0 ar 2T 3T
Figura 1.3-1
Sofugao - Facilmente se conclui que
E(t) = U3 (t) + U-y(t-T) & U= G20 - U= PO =
= 2 Uy (e-KT)
K=0 : . :
Exempfo 1.5-7 - Idem para a fungao onda quadrada §, (£) indicada
na figura 1.3-2a.
£ (t)
AE1Gt) 4
2K e o, S
1 I
| I
! l
Rleme et L = Y
! ! i
|
{ ! |
o = Dt 1 e =] e ] =t
0 A 2A {3A (4A 5A | 6A 0 1A 2A :3A LA
: |
-k -K : :
| | I
2 1
| |
__ZK1 L._______l—:_—;zr.—_—_—:.—__—.—_—..
(a) (b)
Figura 1.3-2
§gﬁug&o - De acordo com a figura 1.1-2 e a equagEo (=3 PN o=
demos escrever que f;(Z) e a soma de equagoes de pulsos que se

alternam,

£1(t) = K[U--l(t) = U-—]_(t"A)} = K[U-—](E"A) = U—l(t"‘?.A):l +
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+ K[U-l(t—ZA) - U—1(t“3A)]~ K[U_1(t—3A) - U-l(t"'4A)] e

= K’:U._1(t) = 22U CE=A) + 2U_3 (t-2A) - 2U—1(‘t"3A) +...J =

]

B = :
KLU_I(t) + 2 E_("l)n.u_l(t—nA)]
n=1
Na figura 1.3-2b estao indicados os primeiros degraus contidos

na solugao obtida.

Exemplo 1.3-3 - Efetue a decomposigao da funcao g {2 indicada

na figura 1.3-3 ep fungoes singulares.

nEetley

_ == (e
0 1 2 3 4
A Figura 1.3-3
Saﬁug&o = 0 pulso de amplitude el a2 compreendido entre

PERER o fh A
Z[U—l(t) = U—1(t‘l)]

A equagao da reta passando pelos pontos A e B & (-%+3). Logo, o

pulso trapezoidal compreendido CRE 2s 5 B 2 s 9 B
r
(—t+3)LU-1(t~1) ~ U_l(t—2)]

Por ultimo, o Pulso retangular de amplitude 1, compreendido en

- >,

e s &8 Ui & 5 B, B

1ih—l(t"2) = U—l(t“3ﬂ

Em consequencia,

EE) 2£U-1(t) = U—1(t"1)] L (SES)) [U-l(t—l) 5

U—l(t-Z)J HR U CE=2) S R CE= )=

]

AU (£) = 2=q (=) = (E=1) .Uy (e=1) +

ax

2U_1(t;1) 2 (B olen (B2 = Uﬂ1tt~2) +

U (G22) = Uon (0=9) o

]

2.U- (k) - (e =18 U =1 R (t=2)U-1(t~-2) - U-1(t-3)



Logo

H(2) = 2U-g (@) = U_2(t-1) + U_,(t-2) - U~ (t-3) (1.3~-1)
Portanto a fungao g(f) se compoe de quatro fungoes singulares;
dois degraus e duas rampas. Estas fungoes estao representadas

na figura 1.3-4.

A g(t)

Figura 1.3-4

Exemplo 1.3-4 - Achar as derivadas das fungoes U-;(-%) e §(%)

indicadas na figura 1.3-5a e 1o =53y respectivamente.

L u_y(-¢) : )
' 1
=il
=t
™ ¢ 0
0
=
(a)
-2
A
(b)
1
—E
0 -
~U-1(t) 5
(c)

Fifgural s s i=ih



Solucao - Conforme se pode constatar da parte (c) da figura

LEE8I=51

Usn(=G) © b = Wap (E)
Entao
d relesdd d

at U-1(-t) = ok [l U_x(t)] el e e ()
donde

d :

e LU= S TG () CI3=23)
De modo semelhante se pode mostrar para a plax te ™ (b)) diaS i ifo !
que

£(t) = = 2R3N )

Logo

BlGE) = 3SUGIGE)

-

Exemplo 1.3-5 - Achar a derivada da funcdo g (%) do exemplo

1.3=-3 % esbogar 'a 'sua dctniva'l,

Sofugao - Da relagio (1.3-1),

g (E) = 2Uq () - - U, (t-1) + jﬁ UEA =) = o (E=5) =
) i L dULlGe= 1) e dU-2(t-=2) d(t-2)
2 (e dite= 1D T aE 5 d(t-2) SdiE
p= s U@EE=3Y)
De acordo com a equacao (l1.1-7),
dU_, (t-1) 5 s dU—2 (£=-2) = R
D ) C s bt

Portanto

2 (1)

1l

2Ug () = U_1(t—1)7+ WeER(s=22)) = W {(E=2)

ou

! (B

1l

2Up () - [U_x(t-l) - U—1(t—2)} = Ulol ((t="3)

e a representagao grafica esta mostrada na figura 1.3-6.

ig*(t)
42U, (t)

Flan ~Uo (£-3)

Figura 1..3-6
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Comparando as figuras 1.3-3 e 1. =69 observamos que em cada pon
to_de descontinuidade de g(%) existe um impulso em g'(t) e que
alarealdo impulso e igual ao valor da descontinuidade., Isto tam
bem pode ser observado nas derivadas das fungoes da figura

LFS=5 paritie st (fa) e N (LH)H

"Exemplo 1.3-6 - Calcular as integrais indicadas 3 seguir.
f oo @
jwt 3
a) e LUo(t-T) .dt b) cost.Ug (t~-7/3) .d¢t
J -—_00 -= 00
[ o o0
c) Uo(t-a) .U~ (t-b).dt d) Sent(ho(t—ﬂ/4) +
/o a>b 3% ) '

Uht(temi2s) s Uz(t—w)}dt
Soﬁugﬁq - Aplicando a equagao (1.2-19), com {(Z£), a e n adapta-
dos a cada um dos casos, de (a) a (d), teremos:

IOt yo(e-T)de = eIWT

J cosit (WU (c=m/3)8idt "= "cosm /ot =81y
f Ug (t—~a) . U—y (t~b).dt = U-3(a-b)

Como a > b, U, ({la=b] = U=3 (N plara A >0, iisicont e (.

Entao

29}

WO E=E) cU=a (B ocle 2 L pawa a o b

O . 3
d) sent[uo(t—n/é) Wi (CEsm ) o Uz(t—ﬂ)].dt =
— 00
f 2
= sent.Uc(t-ﬂla)dt + ‘sent .U (t-m/2)dt +
J =00 - OO
roo
+ sent.Us (t-m).dt = senm/4 - cosm/2 - cosT =
) =5
V2 2 + V2
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\Exempﬁo 1.3-7 - A um capacitor em repousoc se aplica a corrente

LT S caldiaN nal Gl U a e = e e G s carga armazenada ne-

' le no instante t = 5 (&) o

4 i(t)
A 3U0 (t"l)
n +—{
0 1 P 2
=l a;
y~Uo (t-4)

Figura 1.3-7

Sofuqég - Sendo

({2 )]

q(t)

entao

q(5)

]

_dq.
dt °’
't
AR
/ —
f3 1- [2— o
i(t)dt = J i(t)dt + J 3Uo(t-1)dt + } - ldt +
) =0 s vy iy
f5 : ’
- Up(t=-4)dt = 0 + 3 - 1 =1 =1 (C)
J 3+
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A RLSPOSTA DOS CIRCUITOS ELETRICOS AS FUNGOES SINGULARES

Quando se excita um circuito elétrico linear com parametros con
centrados e invariantes com o tempo com uma funcao x(t), o secu equa
cionamento, tanto pelo metodo dos lagos como pelo nodal, ou seja, o
seu modelo matematico e uma equagao diferencial linear ordinaria

com coeficientes constantes da forma geral

qt n-1
*“—;"'+ aj) -ﬂ——j%— W G000 & £ VA Ay e =
dt dcs & dt
m_ m—1
S s i o
de™ e dt
(725 (0))
aonde Y e a solucgao (resposta) desejada e Gl @25 cooop @ bo,

n’
by, «..., b_ saoc constantes.

4 7oTm
Neste segundo capitulo procuraremos desenvolver uma maneira sistema
tica de resolver uma tal equagao diferencial para o caso de x (%)
ser uma fungao singular, supondo que sao conhecildas as condigoes i
niciais em &£ = 0_. Destaque especial sers ldadoleolea Hon que x (%)

—

e uma fungac degrau ou um impulso unitarios.

2.1 - Equagdes Difenenciais

Nesta segao farewos um apanhado de determinados topicos da teo-

ria das equagoes diferenciais ordinirias, procurando estabelecer u-
ma sclida base para o estudo da secao seguinte.

Desde que x(£) e uma funcao conhecida, o lado direito da equa -

¢ao (2.0) & uma conhecida funcao do tempo, chamada funcao 5o&¢anta

e denotada por {(£). Assim, a equagao (2.0) pode ser escrita
n n-1
deva a _ﬂ&n:%_ S sacon e Ao dy ey ay = £(t) (2o 1l=ilY)
de™ diE dt

Se {{t) e identicamente nula, esta equagdo se reduz a equacao dife-

nencial homogéenea

—_—— 4 a ~
: n—1

n n=l!
d T P A (2.1-2)
de? dae™ dt D :

Para uma fungio forgante nao nula, a equacao (2.1-1) é chamada uma

equacao difenrencial ndo-homogénea.
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A equagao homogcnea (2.1-2) tem n diferentes solugoes linearmente
independentes, as quais podem ser denotadas por Yo VL) GE o (6] e

S y”(t). Assim, a solugao mais geral e

yre) = Kaya(e) + Koyp(t) + ooo. + K y_(¢) (2.1-3)
alo/Tid e SRS W A B, K, sao constantes arbitranias. A solugao geral
da equac¢ao nao-homogenea (Zo =iy &

AR (B & (6 (2.1-4)

0 termo yH(t) ¢ a solugao da correspondente equagao homogenea, como
dado na equagao (2.1-3) e & chamada so0lugao complementar. O termo
Yp (L) e qualquer outra solugao livre de constantes arbitrarias que

satisfaca a equagao (2-1-1)eve lcliamala éoﬂu@&ovpahiicqﬁan.

A s0lugaoc da equacao difenencial homogénea

Admitamos que a solucao da equagao (2.1-2) seja da forma
y(t) = ePt

aonde P e uma constante a ser determinada. Substituindo esta supos
ta solugao ra equacgiao (2.1-2), obtemos

n n-1 n-=2 S 7 DI
(p + a;p + a,p RO T r‘an) e = 0

Para que esta equagao seja satisfeita para todos os valores de z,

F(p) = p" + alpé_l + a?_pn-2 v soop WO e et ar i 0 (2o ll=5)

A equagao (2.1-5) & chamada a equacdao caracterlstica e & uma equa-
950 algebrica que apresenta n ra{zes,_(pl, 1260 U85 coooq pn) chama-
das ralzes caracteristicas. Assim, fatorando o operador polinomial

F(p), temos

D) S (@) ((05p0) (a5Pe) oo oo (p—pn) ‘ (Zo =)

Entao as solugoes da equagao diferencial homogenea sao

p1t pa2t

Y](t) =e y Y2(t) = @2 S y3(t) = @ Pnt

t
P3 Sl eie yn(t) = e

Se todas as raizes da equagao caracteristica sao reais e distintas,

as n solugoes acima sao independentes e a solugao geral a
. t e t t
y“(t) = Kleplt + Kzep? + Lsepa- R SimG ol A Knepn (2.2X-7)

Se algumas das ralzes da equagao caracteristica sao complexas e dis
tintas Yy (Z) pode ser escrita numa forma diferente. Quando a equa
¢ao diferencial tem coeficientes ay, a2, @3, ...., a, reais, as rai
zes complexas da equagao caracteristica sempre ocorrem em pares con

Jugados. Se, por exemplo, p1 = o + fB, & e B reais, entao uma ou-
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tra raiz e, necessariamente, p; = o - {B. Entiao

pP1t

Kye <t Kzepzt = Cat.(l\,lejst + Kze—JBt) =

1

eat.[KJ(cosBuj senft) + Kz (cosft—j senBt)] =

= eut.[(Kl + Ka)cosBt + j(K; - Kz)senBtJ =

at
e .(Kjcosft + K,senBt) = K.eut.cos(Bt +¢)

Portanto, se'p;, = o + jB, jogr B @ = jB\e 188y [Py oooop pn S alopTelatis

e distintas,

-

&YH(t) = eut.(choth + KosenBt) + K3ep3t B S Knepnt 
ou (2.1-8)
Y(t) = K.e®Fleos(Be + 0) + KeeP?® 4 ..+ k_PR(E) (5 5 g)
aondev¢ e K sao constantes arbitrarias.
Se existirem @Ezzeémﬂea{é.&cpaiidaé, 0s termos na equagao (2o 1L=7)

nao serao todos independentes e a equagcao nao representara a solu -
¢czo mais geral da equacao (2.1-2), uma vez que o numero de constan-

tes arbitrarias sera inferior a ordem n da equagdo diferencial. Se

% D ’ 1) : Y , 2)51 2 = -
P1 = p2, por exemplo, hlafli + kZC)ZI = (K, + hg)eplt = K{e’lt. Nes
te caso se pode mostrar que Y, (L) = aplz e ya (L) = Z.eplt sao solu
coes independentes, de maneira que a solucao geral da equacao homo-
gena e
TR E) = &+ e e DU e PRIC L (25 1=00)

Em geral, se a raiz P1 se repete m vezes, isto E, p1=p2=p3=....=Pm,

entao a solugao geral o

) £) =R () Kol b R o o T A R tm_l)eplt ? cowoo & XK epnt}
YH ( m et
' ' (2o L=1010))

No caso de xalzes complexas hepetidas, os termos na equagao (2.1-8)

ou (2.1-9) tambem nao serao independentes e a solugcao, no caso de
Pr = p = a + §B e ps3 = py = o - §B, por exemplo, devera ser tomada
como

T (E) = eat[(K1'+ Kat)cosBt + (Kj + Kut)senBtJ e & i alimt
(2%2-12) .

Exemplo 2.1-1 - Resolver as seguintes equagoes diferenciais ho

mogeneas:

2
\ a) d y o dy
dt? dt

- 6y = 0




o) G2 s )= 2) (@ ¢ D)y = @

&) = ¥ = D ¢ By = ©

2
) SV R R ToR
dt? dt

e) p(p* + 4)(p - 1)%y = 0
£) (p* + 2p%2 + 1)y =0
g) p(p" + 6p2 + 9)y = 0

Solugao -

a) Usando o operador diferencial de Heaviside, p. = d/dZt, a e-

quagao pode ser escrita
A L =
(piEatiip 6)y = 0
Entao
E(pie=Sp kR tG
e a equagao caracteristica o

s

PIE EEDE=E 6= ()

Entao as ralzes caracteristicas sdo p; = 2 e p2 = -3.
Logo
Vale) = e R
b) As raizes da equagao caracteristica s3o p, = -1, p; = 2 e
98 = S5,
Entao
- 2 =
}'H(t) = Kyie o Kae & + Kse
c) As raizes da equagao caracteristica (p - 1)3%(p + 2)(p +3)= 0
sao Py = P2 = pPa = 1, py = -2 e ps = - 3. Entao
yH(t) = (K1 + Kot + Kstz)et + Kn.e_Zt + Kse—?’t‘
d) O operador polinomial & F(p) = p?2 - 2p + 10 e a equagao ca -
racteristica e
243 =
p 2p + 10 = 0
Entao p; = I ¥ §3 e p2 = 1 - §3, e a solugao procurada e

yH(t) = et(K1c053t + Kasen3t)
ou

K.et.cos(Bt + )

i

Yy (t)

e) As raizes caracteristicas sao p) = 0, p2 = {2, p3y = =4
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pv = 1 = ps. Entao a solugao geral e

yH(t) = K; + Kzcos2t + Kzsen2t + (K, + Kst)et

f) A equacao diferencial escrita em termos do operador p e

o & e & g e 0, As ceises da equagao caracteristica sao

P1 = P2 = §f e p3 = py = -§, e a solugao procurada &
yH(t) = (K + Kat)cost + (K3 + Kyt)sent

g) As raizes caracteristicas sao pr = 0, p2 = p3s = V39, Puw =
= ps = - §/3 . A solugao geral & pois

yH(t) = K; + (K, + Kit)cosv3 't + (Ky + Kst)sen/3 't

A Sofugaoc da Equagao Diferencial Nio-Homogenea

Conforme mencionado anteriormente, a solugao de uma equagao di-
ferencial nao-homogénea se¢ compbe de dois tipos de solugoes; a solu
¢ao complementar yy(Z) que envolve um niumero de constantes arbitra-
rias igual a ordem da equagao diferencial, que ja aprendemos como
calecular, e a solugao particular‘ypl;)fv}iyyg de constantes arbitra
rias. Pretendemos agora recordar um dos metodos empregados na de -
terminagao da solucao particular Yp (L) .

Os dois metodos principais utilizados na determinacao de yP(t) sao
o Metodo da Variagdo de Pardmetros e o Metodo dos Coeficientes Inde
Leaminados. Recordaremos aqui um metodo denominado Abreviado e que

e uma ligejra variagZo do método dos coeficientes indeterminados .

Uma solugao particular de uma equagao diferencial linear Flply =
AT - 1 +
= §(£), com coecficientes constantes, e dada por yp(t} = WFTGT—ﬂ(a),
I
aonde o membro da direita deve ser entendido como 1/F(p) operando

sobre {(Z), e que tem por resultado

pait (paEpa)itl S(plaspanit

e e u e

yplt) = e S P 2 ) TPRE g

(L=l 5)

Para determinadas formas de §(£) entretanto, o trabalho necessario
X 1 .
ara calcular —=7—— 4(Z)pode ser bastante reduzido. Estabelecere-
P c cula —‘_—(—p—)
wos o metodo para algumas dessas formas especiais.

¥

19 Caso - 4(£) = a.e”", onde oo e B sao constantes arbitrarias.
Neste caso,
Bt
1 ARt sas SElgile a 1
VRl Rl e SR ) R

(2.1-14)
) b O



Exempfo 2.1-2 - Resolver as equagoes diferenciais seguintes

a) (p*> = 2p® = 5p * 6)y = 't ou (p - L)(p - B(p + 2)y = et
b) (p - 1)(p - 3)(p + 2)y = (e2% + 3)2

) (p - 1)(p - 3)(p + 2)y = e "

Sclugao

|

N i -
a) A equagao caracteristica e (p

il = Gliljs < &) = 0 ¢ as

raizes caracteristicas sao pa = 1, P2 = 3l =7 hiecicn
a solugao complementar e
yu(t) = et e - B R
Uma integral particular e

] 1 g sal. L G
yp(t) o = DGl GHEIE HoE
A solugao geral e

o T e 3 A =2t 1 4t
y(t) ="y, (6) & yLCr) = K e Bk e M attle e O
b)
1 2t 2
(L) = —e— o e TR =
Yp(O) = "GV -9 ()
< 1 (eht o 602t +.9e0t) .y

(-1) (p-3) (3+2)

= e ._E_l_‘_E___,.-—- + be 2t AL ;_9 e ot
(3) (1) (6) (1) (1) (4) (SIS0 (2
SN e
18 2
4t 2t
t 3t At e L 23 S i3
y(t) = K;e  + Kge + Kje e = v =

c) Uma integral particular e

: 1 e3t
TG = e = B = 2)

yp (£)

Neste caso, F(B) = F(3) = 0 e o metodo nao pode sen aplica-
de. Uma maneira de contornar tal dificuldade e procedexr co-

mo se indica a seguir.

I 1 el v L ey e’" H =
TRlE) & =T GG REE 2.5
1 1 3¢t 1 Syl Sie L= .
= —5 ( Se ) s (e Je s .dt)
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Sl o3t iR te3t
10 ; \ 10
Entao 3¢
t - . - 2

"oy

Sempre que a solugao complementar contiver termos que participam da
fungao forgante, F(B) = 0 e teremos que proceder como se indicou a-

cima, empregando—-se¢ a formula

1 - a
SR RN = e EE, fle)ectdt (Pl il=1L5))

Quando a fungao forgante @ um seno ou um cosseno, podemos ainda con

sidera-la como sendo da forma exponencial por meio de

‘s '
fc(t) = q.edWE Y.coswt + j.o.senwt
Neste caso, e
S 1 jot o.ed = - [ i
yPC(L) = F(py— o.e e parte real de yPC‘L) +

i 1

+ j.parte imaginaria de _yPC(t)J

Pelo principio da superposicao, se pode mostrar que

se f£(t) = G.coswt = parte real de £.(t)}, entao

yP(t) = parte real de [&Pc(t)]

f(t) = a.senwt = parte imaginaria de [fc(t)J, entao

(9]
n

Ypi(t)S=Sparte imaginaria de [yPC(t)}

Exemplo 2.1-3 - Resolver a equagao (p? + 4)y = sen3t.

Sofu¢aoc - A equagao caracteristica e p? + 4 = 0, da qual deter-
minamos que pi1 = §2 e pa = -42. De acordo com a equacao (2.1-8)

yv(t) = Kycos2t + Kysenlt
Ol
yH(t) = Wpeoa (2 & ©)
Para a determinagﬁo de uma solugﬁo particular, consideremos ini

cialmente a fungao forgante como sendo

fC(L) = evJ3t = cos3t =+ jSCﬂ3t
A solugao particular correspondendo a esta fungao forcante e
: j3t j ) SHE
1 it i o o el 26 s S
yl)c(t) = S e s = 2
p2 + 4 QISpe = & (852 ) 5

Comc a fungao forgante verdadeira e §(&) = sen3t = parte imagi
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o : P [ j3%
naria de 5C(t) = partle Lmaginaria de |e , segue-se que

: e 1
yP(t) = parte imaginaria de [yPC(t)J =

: s IBE]
= parte i1maginaria de |- b
. G ie ¢ t e o
= parte 1maginaria de [— _EE§§;~ =) e23t }
. 2
Portanto
= 1
yP(t) S 'T.88n3t
Logo
y{t) = Kycos2t + Kysen2t - é' sen3t
ou :
y(t) = K.cos(2t + ¢) - ; sen3t
Embora se possa tratar a fungao forcante do tipo seno ou cosseno

da maneira que acabamos de mostrar, existe uma outra maneira de prc

ceder, a qual constitui o segundo caso.

29 Caso - 4(L) = Ksen{wt + 0) ou Kecos (wt + 0)

Para este caso,

Yollt) = — = Rsenque + o) el cnilUCRe) (B il=16)

F(Pz) F("j(l)z)
ou F(-w?) # 0 .

YP(t) wpso.l w3 Kcos (wt + 8) = Reoslic 20 (Zoll=271))

F(p?) . E(-u?)
F(-w?) # 0

Exempflo 2.1-4 .- Resolver

a) (p® + 4)y = sen3t

b) (p? + 3p - 4)y = sen2t

Solucao

&) By S flag pa & g% e yH(t) = Kycos2t + Kysen2t

Yo (t) = ————1 sen3t = sen3t S SEmIE
; p2 + 4 -(3%) + 4 5

y.(t), = K cos2t + K,sen2t = ﬁ%— sen3t

b) A equagao caracteristica e

Dl TS DR = ()

- . ~ :
e as ralzes caracteristicas sao p; = | e py = -4.



Entao a solugao complementar e

-4t

< e 41
= Kye + Kpe

Yy ()

Uma integral particular e

27

YP(t) af o Mo e sen2t = = L sen2t
p?+3p-4 = ()=t
: -
= sen2t = B et o sen2t it sen2t =
3p-8 9p2-6L -9.4-64
oL G cendn - e : =
= 100 p+8)sen2t = 100 ( T sen2t + 8sen2t) =
6.cos2t 8.sen2t 1
= SR 2t + ‘
100 100 50 (3cos2t 4sen2t)
ou, de outra maneira,
-/
yP(t) = L sen2t = (el ) (7 -00) sen2t =
(p-1) (p+4) (p%-1) (p?-16)
= -Llumgn_il_ - = lﬂ_ = — 7
(-5 (=209 sen2t = 100 (p%-3p-4)sen2t
2 \ .
= : { g sen2t - 3_2__ sen2t - 4sen2t) =
100 dlEt dt
= - —(hsenlt + 3cos2t)
50 :
Portanto, a solucao geral e
j(t) = Klet + Kze_4t — —%6~(45en2t + 3cos2t)
39 Caso - 41%) = 2"
Neste caso,
1 n 2 : n, , N
t = ———— ¢ = (ag + ap + a + + a t
C2S1IE)
aop 7& 0

aonde o polinomio e obtido pelo desenveolvimento de 1/F(p) em poten-

cias crescentes de P, desprezaudo—se todos os
n+1 n dn+ Ln = 0
porque p (Ea) p e :
£
Exemplo 2.1-5 - Resolver as equagoes

a) (p2-4p+3)y =t + 2¢ + 1
b) (p = 4pist sp)iye=tek
SoLugao

a) A solugio complementar e

i

termos alem de o



b)

t 3t
Yu(t) = Kye + Kze't, porque p; = 1 e

Uma integral particular e

1

yp(t) = % + 2¢ + 1)
3 - 4p + p?
1 /3 = 4'[) 4 p2
4 1 1 4 13
.-.1+__ oy 2 L 13
31) 3P 3-19p+ 7[1
4 1
S
4 16 2 4 3
Bl i o L
3 P —g—P 9 P
L e )

Entao,

yp (£) (tz.+ 2t + 1) =

3 - 4p + p?

§outy P Tt Pe
= + =
( 3 o o P WMGem N o 1)
—gml o e SO0 L Py o 18 @
3 (s 2 1Nt 5 .dt(t 2.+ 18) S e
N R 2 (G
3 3 3 9 9 27
R e o R ]
R 9 27
Finalmente,
2
t l4t 5
y(tr) = K,et + K2e3t + 3 + 3 + 23
A solucao complementar e
yu(e) = Ky + Kale et R
Uma integral particular &
yp(t) = L () gmal el pad S o mld
: pEps =6p 5 2) P 8 9 27
o ol (_JE_Z_+—-——8 t + 26)
P 3 9 27
1 iod]
Como ) 2 (R lE)alE,
P L
& 3 2 o
& t 8t 26 A1 26¢t
yp (€)= J(’s— o to At 9 O et

(£2+2t+1)

28
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Logo

5 8 .2
ey = Ky @ Kzet + K3e3t L o AICEE R 2/61E
9 i 27

Embora existam outros casos onde o metodo abreviado se aplica,

o material anteriormente apresentado e mais que suficiente para os

nossos objetivos futuros.,

7.2 - Cquagoes Diferencialis com Funcoces Forngantes Singulanes

Nesta se950 concentraiemos nossas atengScs sobre os aspectos ma
tematicos relacionados com a solugao de equagoes diferenciais sujei
tas a fungoes forgantes do tipo singular. Resolvendo equacoes diE e}
renciais com fungaes fofgantes dessa natureza, estaremos na verdade
estabelecendo a maneira de proceder para a determinagao da resposta

dos circuitos elctricos ao degrau e ao impulso unitarios.

_Em se tratando de fungoes forgantes singulares, pode acontecer
“queﬂa‘solugao (resposta) (L) e suas derivadas sejam descontinuas
em £ = 0, ou seja,

y(0-) # y(04)
y'(0-) # y'(0+)

(Zoti=11)
y" (0-). oyt (0+)

A g B g

Mais ainda, nos problemas de analise de circuitos, as condigoes ini

ciais sao conhecidas no instante £ = 0- e a determinagcao das cons-
tantes arbitrarias que figuram na resposta exigem o conhecimento
das condigoes iniciais no instante & = 0+, Portanto, um dos proble
mas que temos que resolver e o da determinacao das condigoes em
L= 0, Ekpayﬁir do conhecimento das mesmas em £ = 0-.

Para maior facilidade no trato com tais problemas, utilizaremos, de
uma maneira geral, uma equagao diferencial de segunda ordem, a qual
facilitando o entendimento do que sera exposto nao acarretara ne=
nhuma perda de generalidade. Suponhamos entao que a equacao dife -

rencial que relaciona a entrada x () e a 'saidal yif)deSumiNc incuiito

linear seja

2
deys A8 o By e oy =R bior ()
ditia dt

ou
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y"(t) + a1.y'(t) + az.y(t) = by.x(t) (2.2-2)

Sabemos que a solugao geral de uma equagao diferencial de ordem n
envolve n constantes arbitrarias e que a determinagao destas cons-
tantes so e possivel quando sao conhecidas n condigoes de contorno;
no caso de circuitos elétricos n condigoes em £ = 0. Por conse-
guinte, a solugao geral da equagao (2.2-2) exige o conhecimento de
duas condigoes em £ = 0+, a saber: yl0+) e y'(0+).

Quando X(i) = U-y{Z), para que os dois membros da equagao (%o 2=20))
sejam iguais e necessario que alguma parcela do membro da esquerda
contenha tambem um degrau; e e evidente que esta parcela e 7l (220
porque se f'(£) contiver um degrau, entao g" (%) contera um impulso
e isto quebrara o equilibrio dos dois membros da equagao. Por um
raciocinio semelhante podemos afirmar também que ¢ (&) nao pode con
ter um degrau. Porem, se y"({1) contem um degrau, entao y' (&) con-—

tem uma rampa U-2(Z) e y{£) uma parabola U-3(Z). Podemos concluir

entao que quando x{£} na equagao (2.2-2) e um degrau, y(0+) = y{0-)

e o G ) =R 0] =F em face da continuidade de lU-,(£) e U-3(Z£) -“em
£r= 0. Por consegnintes nao existe qualquer dificuldade no calculo
da colugao da equagao (2.2-2) quando x(£) e um degrau. A solugao
particular » achada empregando-se o metodo abreviado a equacgao
y"(t) + a,y'l{t) + asylL) = by, uma vez que U-, (£} = | para e 0,

De posse dos valores y(0+) = y{0-) e y'{0+) = y'(0-) se calculam as_

duas constantes arbitrarias da solugao geral.
Embora naoc seja necessario conhecer o valor de y"(0+) para a solu-

¢ao completa da equagao, ele pode ser calculado fazendo-se X = 0+

na propria equacao (2.2-2):

y'"(0+) + a1.y'(0+) + a2.y(0+) = bo

donde
y ' (04) = bo-[al.y'(0+) + az-y(0+)1 (2.2-3)
- “

Exempfo 2.2-1 - Resolver a equagao diferencial

e = IVAE) 2y(t) = 5U-, (t)
com as condicoes inicias #(0-) = 0 e YRR (RO ()
Solucdo - As raizes da equacao caracteristica sao p1 = -1 e
p2 = -2. Entao a solugao complementar &

— -2t
yH(t) = Kye R Kze

A solugao particular & avaliada considerando-s& a fungao for-

gante igual a 5 e empregando-se a equagao (2.1-14) com B = 0,

isto a.
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yP(t) = "“j-‘*—l — CSGOF) ='—é—
O S ah ) 2
Assim '
y(€) = Kye™F 4 Kpe 20 4 3
Como y{t) e y' (L) devem ser continuas em £ = 0,

ViR NE =i (08 =N0
A ) e el Gy = )

Substituindo estas condigoes iniciais em ¢ (&) e y'(Z), encontra

mos que Ky = =50 ek =G g R a i erEers

~

y(t) = [ﬁﬁe"t A (1 + e—2t)].U«1(t)

2!
aonde a multiplicagao por li-; (£) se deve ao fato de que a fun -
¢ao forgante existe someute para £ > 0 e, como as condicoes em
£ = 0_ sa0 todas nufas, a resposta encontrada somente & valida

para L > 0.

Afirmamos ha pouco que quando uma equacao diferencial de segunda or
dem e excitada por um degrau, entao a solugao y(Z) deve conter uma
parabola U-3(2) = £%2/2! e, aparentemente, a solugao encontrada nao
encerra nenhuma parabola U-3(%Z). Todavia, para confirmar nossas a-
firmagoes anteriores, podemos reescrever a solugao obtida por meio
da série de Mac-Laurin da fungao exponencial,

at ot At G

e = ]l gp + +

17 7T BT

Portanto,

-2 3

- \ Taar 3
y(t) =[;&(k%ﬁ%f%ﬁ.n)%»H+P%%%%ﬁ%;hoﬂ}ﬂhxﬂ)=
2 = b ;
= (5.§T“15.%T+35%T‘---)U—l(t) = 5.U-3(t)-15.U-s(t) +

+ 35 UosilE) =

WO (E) B Soll=g(E) & 15cU=p(E) + 38U=s(E) = ocoq
Ve B Galllen () = IEBol=aliz) & 38Ulca(E) = ocoo

7 =
Constatamos assim que realmente y(i) contem uma parabola, g'(t) uma

rampa e 4" (%) um degrau e tambem que y"(0¢) = 5, resultado que tam-
bém pode ser comprovado fazendo Z = 0+ na equagao dada:

U@y ¢ Syl & 2ul@s) = 9

Como y(04) y'(0+) = 0, segue-se que RO = G

n
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Quando x(£) na eqqqgiq‘§212—2) E_gmawfunggo forgante singular do ti

po daquelas obtidas por integragio sucessiva do degrau unitario, is

to e, rampa e parabolas, entao todas as condigoes sao continuas _em.

£ =0,
y(04+) = y(0-)

y'(0+) y'(0-)

I

yn(o_{') y"(C-.)

e a solugao particular yP(i) pode ser obtida pelo emprego direto do

metodo abreviado, sem qualquer dificuldade.

¥ Cxemplo 2.2-2 - Um circuito elétrico & desciito pela equagao di

ferencial
y(e) RS VA GE)SECEE vi(tH =R G5

Determine a sua resposta y(£) para uma entrada x{£) rampa unita
ria U.2(Z), sendo dadas as condigoes iniciais =)0, gt (0= ) = 1.
Solucav - As raizes caracteristicas s3o py = -2 e ps = -3. A
solugao complementar & entao

le(t) == Kl.e—Zt +_K2~(—j_3t

independentemente de qual seja a fungao forcante. Quando a fun

¢ao forgante & uma rampa unitaria, a equagao &
(p? + 5p + 6)y = 6.U-,(t) = 6tU—, (t)

A solugao particular e determinada, portanto, considerando-se a

fungao forcante igual a 6L e empregando-se o terceiro caso do
méetodo abreviado, equacgao (2.1-18). Assim,
1
yp(e) = : (6£) = = - =2— p)6r = ¢ -
P2+ SpE-t 6 6 36 ; 6
Entao
) TSNt 5
y(t) = Kle"‘t + Kpe 3L»+ = —%m
Como todas as condigoes sao continuas em £ = 0, y(0+) = y(0_) =
=0 e y'(0s) = y'{0-) = 1. A substituigao destas condicoes em
Yy(Z) e en '
FICe) o = aRpe 2C = 3K2e'3t + 1

resulta no sistema
@ = K W Ko = 56

Lo = 2y = 9p o Ul
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ou
K1 + K2 = 5/6

2K1 + 31':2 = 0

Resolvendo o sistema anterior, encoatramos que K; = Y2 e
Kz = 5/3.
Finalmente,
5 =/ 5 —BjE 5
)= = : e
y(t) 5 3 e + t 3

Se a fungao forgante na equagao (2.2-2) & um impulso wunitario,

ou sieia’, s e x (SO RS SR (S equagao (2.2-2) torna-se
yUE) + ay .yt el e ) =SB G () s (2020

Para nos assegurarmos de que o lado esquerdo da equagao (2.2-4)
sera igual ao lado direito, () deveré.contcr um impulso, g ()
um degrau e 4(£) uma rampa. Por conseguinte, para o caso da equa-
cao (2.2-4), que e de segunda ordem, y'(£) e y"{Z) sav descontinuas

/

em £ = 0, ou seja, g0+ A y"(0=) e tyll0w) # o ERporen glli) &

continua em £ = 05 iisitlo e (107 = y(0-). E evidente que se a equa
¢ao diferencial for de terceira ordem, y'" (£) contera um impulso,
y" (£} um degrau, y'(%£) uma rampa e y(%) uma parabola, de maneira

aue ¢'" (0+) # y''"(0-), y"(0+) £ y"(0-) e y'(0+) = y'(0-), y(0+) =
= ¢(0-). Concluimos entio que paia uma f{uncao forgante impulso und
tarnio, as dues denivadas de mais alta orndem da resposla sao descon-
tinuas em 4 = 0. Portanto, para o caso de uma equacao de segunda
ordem, precisamos calcular apenas ¢'({0+), 3@ partir do conhecimento
de y'(0-), uma vez que nao precisamos do valor de ¢"(0+) para o cal
culo das constantes arbitrarias que figurarzo na solugao geral. Uma
das maneiras de se calcular y'(0+) consiste em se integrar a pro-

Pria equacgao (2.2-4) entre os limites (- e 0+; assim,

O+ 04 0+ O+
y"(t)dt + a1 y'(t)dt + az2| y(t)dt = bo Up(t)dt
JO_ (o 0 .- o}
dond% o
y'(0+) - y'(O-)] + al[Y(0+) o y(O—)]+ a2 y(t)dt = by
! o

(Ao =5

1

Como y(t) € continua em % 0, a equacgao (2.2—5) se reduz a

7O ((0w) = i (0=) = bo

donde
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) & By &yt (0=) (2 2=6)
Se prccisaé;emos do valor de 4" (0+), substituiriamos £ por 0+ na
equagao (2.2-4), obtendo que

i (@a) = = [aly'(0+) + azy(0+)j (2o 2=

Exemplo 2.7-3 - Resolver a equagao diferencial

AR AR B () e 2 (E) & Bl (&)
com as condi¢oes! indiciais y{6=) =08 (0 N=_0"
Solugao - Como a fungao forgante e um impulso, y"(Z) tem que

conter um impulso, y'(£) um degrau e y(£) uma rampa.
guinte, l{0+]) = G(0-) =" 08 gita(f0% | NE=SN SR AN (0 RE=N5
Para £ > 0, a equacao se ceduz 'a

2

{p< £ 3p “H 2)y =10

e a sua solugao e

Por conse

w0 = 5o

- S 3 — 21 -
y(t) = (Ky.e + Ko.e N ol st ({2)) t
entao A
1 . > =d 7 _2t 5 P -
(e S (Kipe + 2Kze IBLIE A R (0 © 1kp)) ol 3 (E)
Substituindo as condigoes ¢[0+) = 0 e y'(0+) = 5 em y(Z) e

y'(£), resulta o sistena

0 = Ky + Koa
-5 = K1 + 2K»
do qual calculamos que Ky = 5 e K2 = -5,
Finalmente,
S 5 (BT C = Be ) oles (6
Verifiquemos agora que & solugao obtida realmente satisfaz a

equagao diferencial.

y'(t) = (- 56 o 100 2% Jlieq €6
ST o (e = 90s T oUen () & ST ()
; Entao,
T ) AN EET = e S () ¢ Sug () ©

= = -t
+ (- 15e El0le Zt).U-l(t) + (1l0e

5.U00(t)
5 e y"(0+) = = 15,

Tambem, y(0+) = 0, y'(0+)

= Eer 5 din (B) =
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Da propria equagao dada,
y"(0+) + 3y'(0+) + 2y(0+) = 0
donde
y"(0+) = - [3y‘(0+) + 2y(0+)] = - 15
Portanto,
yI(EN = Ele =R DR STA)
e realmente a solugao pedida.

Substituindo as fungoes exponenciais pelas suas respectivas sée-

ries de Mac-Laurin em y(t}), y'(Z) e y" (%), obtemos que

y (3= Bl (e )RS (T LS W=n () = oo

yi@ed 2. U—_qlCE) = 15.U0—20Ce) 315 U (Gr)

(e 5.Uo(t) SRS SR EG e () S 6o

e podemos confirmar a presenga da fungao rampa em y(£), do de-
grau em ¢' (L) e do impulso em ¢"(£f), e tambem que Y0 e} =0
y'(0+) = 5 e y"(0+) = - 15. Observe-se também que a fungao ram
Pa que esta presente em (&) tambem esta presente em y'{t) e em
g (L), ‘euque “a fungaé degrau que esta contida em y' (1) tamben
toma parte em y"(Z). Alem disso, como as condigoes em £ = 0-

b J

sao todas nulas, as condicoes em & = 0+ de y, y' e y" correspon

denm-acs coeficientes da funcao U-1(Z) nas nrespectivas expres-
s0e5.
Exemplo 2.2-4 - Resolver a equagao do exemplo 2.2-3 com as con-

dicoes yl0-}) = 1 e y'(0-) = 2.

Solucao ~ As condigoes em £ = 0+ sao yl0+) = y(0-) = 1 e

y'(04) = bo + g'(O-) s SEL BRI =S T e el solugﬁo da equagao e

= St
y(t) = Ky.e T KR o@
No caso presente, em quec as condigoes em £ = 0- sao diferentes
de zero, nao podemos multiplicar a resposta por U-;(&). Se 0

. - o
fizessemos, obteriamos que:

2t

EY B (fh e & & Kaoe O ollleg (6

e que
-t -2t .
wUE) = = (K@ + 2Koe IU=SUCED e (K & 1890 olip (&)

Como y(0+) = Ky + Kz =yl0-) = 1 # 0, entdo existiria uma fungao
impulso (K, + Kap).Up(t) = Ug(Z) em y'(L) e um doublet U,(Z) em

. . - -~ - A . - -
U"(i), 0o que seria inadmissivel porque destruiria © equilibrio
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dos dois membros da equagao diferencial. Em outras palavras, co

g glie=l 7 0 ¢ glos) = gloel) ¢ 0, a multiplicacao da solucao
piers Uen (el dmpilica sa dnelosfe de w degrau y(0+).U-, (£) em
y(£), o que esta contra a imposicao de que 4 (f) contenha uma

funcao rampa (e suas integrais sucessivas), mas nao uma fungao

degrau. Portanto, a solugao da equacao & realmente

PG = Ko ¢ < Kz.e"‘?t

e
((m e Kl.e_t - 2K2.e"2t

Substituindo as condigoes iniciais em £ = 0+,
B =k, i,
= K =M 1T

donde calculamos que K; = 9 Ka = -.8

Assim,
v(E) = 9(2_t = 8e—2t

Como a multiplicagao da resposta por U-i (&) gera confusao, pre-

ferimos escrever, finalmente.que

y(t) = Gl 8e_2t, paratith >Hon
Quando a fungao forgante contem uma ou mais fungoes impulsivas
ocorrendo em £ = 0, a equagao diferencial e igual a zero para
k) umna vez que as mesmas fungoes impulsivas sao nulas para

£ # 0. Assim sendo, a solugao da equagao diferencial se reduz 2 so
lucao de uma equacao homogenea. Do estudo feito na segao 2.1, cons
tatamos que quaisquer que sejam as ralzes da equagao caracteristica
F{p) = 0, a solucao da equagao homogénea podera sempre ser expressa
POr exponenciais, ou seja, decomposta em serie de potencias de &
Este fato constitue a base para o desenvolvimento de um outro meto-
do para a determinagao das condigoes iniciais-em £ = 04+, o qual pas
Samos a estudar agora.

Para maior facilidade de entendimento, retomemos o exemplo 2.2-4,
ou seja, o problema da solugao da equagao y"ti) + 3y'(t) + 2¢(&) =
% 5~UL(I) com as condigoes y(0-) = 1 e y'(0-) = 2.

A necessidade de que y"(£) contenha uma fungao impulso, y'(Z) um de
grau e y(£) uma rampa, aliada a possibilidade de se poder expressar
a solugao em forma de uma serie de poteéncias de %, nos permite es-

Crever que

y(t) = Col-s (L) + € U-g(t) + CoU—y(t)tLis (2.2-8)
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y'(t) GEW=n(G2) & Gl (=) & EallcalE) & oo (2.2-9)

y“(t)

COUGEE) o Callicn (@) & Eoll=o (&) < oo (2.2-10)

Substituindo na equagao dada, obtemos que

LCoUo(t) + ChlUoy () + CoU—p(t) +---1 + 3-[60U—1(t) + CU-,(t) +

+ CaU_3(t) + ...] + 2.[UQU_2(t) + C1U-3(t) + CaoU-4(t) + ...J =

= 5Ug (L)

ou, agrupando os termos semelhantes, que

CoUg(t) + {Cl 5 3C6]Um1(t) + [ﬁz + 3C, + ZCQJU_z(t) +

L

+[h3 s lon ch]U—s(t) i hon & Sollip ()
Entao

CU = 5

Cy + 3Cy = 0, C;y = - 15

€2 + 3C,) # 2G5 =n0, Ga ‘= 35 | (2.2-11)

C3 + 3C2 + 2C1 = 0, C3 =R =S

Se as condigoes em £ = 0. fossem todas nulas, evidentemente as
condigoes em £ = 04 seriam os coeficientes das fungoes degrau de ca
da uma das equagoes (2.2~8) a (2.2-10), a saber, zero, Co = 5 e
Cr = -15, respectivamente. Entretanto, como as condicoes iniciais
em £ = 0_ nao sao nulas, devemos somar as coandicoes em £ = 0- os va
lores dos coeficientes dos degraus porventura existentes em wellZell
y'(Z) e y"(t), para obtermos as cocndigoes em £ = 04. Portanto,

vi(04) = y(@0=) * 0l = y{0=) ="l

17900+) = 3 (0=) & G =2 451 =7 (2.2-12)
‘:yl.'(oﬁ') = yll(o__) + C]_ = ylr(o_) = 15
e os resultados encontrados, y(0+) = 1 e y'(0+) = 7, obviamente con

cordam com aqueles obtidos na solugao do exemplo 2.2-4.

Uma observacao adicional nos permite simplificar bastante o metodo
exposto. As condicoes iniciais relacionadas nas expressoes (2 ,2-12)
NOS mostram que precisamos calculqruggyegpe os coeficientes dos de-
graus porventura contidos ém y(£) e em suas derivadas. _Entao, das
expressoes de y(t), y'l€) e g”(t),‘concluimos que @ duficiente com-

putan apenas os Leamod a esquenda dos deghaus, Lnelusive, Assim,
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observando as expressoes (2.2-8) a (2.2-10), escrevemos que
y(t) =€0.U-3 (t)

y'(t) CHol=n (&) (2.2-13)

ARG S8 O Al () & O ot ()

Al = Q, -~
aonde a notacao = serve para ressaltar que a fungao y(f) e suas de-
B s a 3 Qe = :
rivadas nac sao constituidas apenas das fungoes singulares que es-—

tao indicadas em cada uma delas.

Portanto, substituindo na equagao diferencial, resulta

ColUyg (L) f_CzU—:(t),+ 3. Col—1 () = 5.0 (E)

ou
CoUg(t) + [Cl + 3C0}U—1(t) = 510 ((52))
donde
Cy = 5
Ch £ 3G =0k Gl =S
Exemplo 2.2-5 - Resolver a equagao diferencial

yve () Gy " (E) N2y G E)R=5 U EEN T
dadas as ‘condicoles (0] R=NNEe A (R RE=a 7
Solugdo ~ Para £ > 0, a equagao e y (L)l 3yl {Co) R (Co| R URENEY
a sua solucao e
=AE

g —E 1
y(t) = }\le ar X5 E

Como a funcao forcante e um deubfef, o equilibrio dos dois mem-
bros da equagao dada exige que y"(Z) inclua um doublet, e ze)
um impulso e (L) um degrau. Para a determinagao das condigoes

em £ = 04+, consideramos entao que
VA GE)==HCHIUThREE)
7 (2)

7 ((E2)

A substituicao na equagao diferencial resulta em

CoUp(t) + CalU_;(t)

@ruS ) = ERWUEEE) & Cali=n ()

ile

1
CoUy(t) + [C1+3CGJUO(t) + [C2+301+2C0]U_1(t) = 5U1(t)

donde
Co = 5
Cl + 300 = 0’ G = = 15



5%

Por conseguinte,

V(G =R (0= B Gl =R - =

VA S A () & @ o 2 = 15 o = 1§

AU (O)) & @ = Y (0= e 8315
Com os valores que encontramos para yli0-)) & w0, determina
mo's quiet K=t S8 S iR

Finalmente,

= 2
TAEE)= 7 e = para t > 0

Novamente nao multiplicamos a resposta por U-; (%) pois se as-—

sim o fizessemos estariamos afirmando que todas as condigoes em

£ = (i sldosnuilaicteR e nao e verdade, uma vez que y({0-) = 1 e
e 0= | =S
Observemos tambem que quando integramos a equacao diferencial
entre os limites 0-— e 04 resulta o
AR OFDBEE AR (OSSR = () e 5 Ui (t)dt
(e}

Como

04
{ Uy (e)dt = 0,

Q=
de acordo cem a equagao (1.2-20), segue-se que
¥y (0s) + 3y(04) = 5,
equagao que Elsatisfeita pclos.valores encontrados.

Exemplo 2.2-6 - Um sistema de entrada x(%) e saida y(Z) & des - .

erito pela equagao diferencial

y;(t) £ vl (FE Rt Ey(t) = Ae(() s 2R
Determinar a saida correspondenfe a entrada x(£) = Uo (L), saben
do-se que g(O-) = e gl (D)) BB,

Sofugao - Quando x(%) = Uo(Z), a equagio se torna
wURE) & Snl k) - 2E) & Aun(E) < 20 (@)

Jole GRINEAD, pamae & > 0, G

-t o Sle
y(t) = Kye T KAE

Face ao scéundo membro da equagao, concluimos que y" (%) devera
conter um doubfet e um impulso, ¢' (L) um impulso e um degrau e

Y(t) um degrau e uma rampa. Entao escrevemos que
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) 2 kg (o)

y'(t) CoUg(t) + C U=, (t)
HE) S Bllin CEY) & @allg (e) = Coli=q (t)

Substituindo na equacgao,

=

- —
CUUl(t) -+ [Cl + 3COJUO(t) S !_C?_ + 3C1 + ZCUJU—I(t) =

= Sl (D) o A (1)
donde |
Co = 4
Gy + 3Cs = 20 Q=030

Cia. + 3C1 + 2C =0 C, =D

Assim,
Y (05D = 5l(0=) "t e =
y'(0p) = y'(0=) +Ch =93 = 0=y

Portanto,

Ky + K, = 5
Ky + 2K, = 7
Resolvendec o sistema, encontramos que Ki = 3 e K, = 2. Final-
mente,
i =)

(2 2 Foe@ + 2.e &t para t > 0

Exemplo 2.2-7 - Resolver a equacao integro-diferencial

fit
) @ BCE) = 7| DN B ST (6)
OniBady ' -
As condigoes iniciais sao(y{0-) = -2 e y'(O-)7=‘4J
Sofugao - Considerando que y(t) e ¢y'(Z) sao continuas em £ = 0,
@] = y(O-I 5o Ao i lUsI e el = d Ceome & equagao di-

ferencial & de terceira ordem, existirao tres constantes arbi -
trarias a determinar na sua solugao e, em consequencila, precisa
mos calcutar y"(0+). Isto e feito substituindo £ por 0+ na pPro

pria equacao diferencial:
0+

) & BT (00) = Y Y QO)IdA =R,
o-—
O+
Sendo y(%) continua em £ = 0, y(A)ldx = 0.
(o
Entao
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N,

@) = 8= Byl @) o = a9
Derivando a equagao dada, obtemos que

A B0 = 7709 & 8l (6

Wayeey 0 2 (1), aia 6

(923 Be = Win(iE) = 0
As raizes da equagao caracteristica sao oy & = U, g = §,8 e
pPs = 7,9. Entao a solugao da equacgao o
y(t) = Kle—t + KzeO’gt + K3e7’9t
Em consequéncia,
¥ UiGe) = =R O,9Kze0’9t + 7,9K3e7’9t
e
y(e) = Kie " & 0, 81Ke 2ol O e
Considerando o instante £ = 03, obtemos o sistema
K+ KPPt =S ‘
& Eph SRR G O R
Ky + 0,81K, + 62,41Ky = = 29
do qual determinamos que K; = 5,5, Ka = 3,07 e Kj T 054 38

Finalmente,

VBN = 5, 5ei a3 e Le R I R R
Exemplol 2525158 = Rlesiolivier o sistema de equagoes diferenciais
x L (C)E s 3x(E) SR vIGENE=RU-hE(e)
AAD) = () = wlE) & WelE)
Ao el comstieres Zi0-)) & 2"[0=)] = gli=) = p?(0-) = @
Sofycaoc - Usando o operador diferencial p = d/d%, podemos es-
crever o sistema da seguinte forma
(o @ Sy = Ay(E) = U=q (k)
gy @ Gp = DyE) = UplE)
Em seguida podemos obter uma equacao so para x(&), e outra §6

para y(t), como segue
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Uy (t) =
p+3 =1
2 p-1
ou
L U-1(E) -4
E (p)it) = x(t) =
2 Pl Ug (t) p-1
entao

(p% + 2p + '5)x(o)alunicr)we U_1(t) + 4Uo(L) =
= 5Ug(t) - U3 (t) (2.2-14)

Da mesma forma,

p+3 U-3 (t)
F(p)y(t) = (p? + 2p + 5)y(t) =
2 Uo(t)
ou
(p? + 2p + S)y(t) = U, () + SUiG)s =0 ZumEee) (2.2-15)
Pava it >0 |
(p? + 2p + 5)x(t) = - 1
(Pl 2p it 15 ) yile) S=n -2

-~ - . e . o~ = .
As raizes caracteristicas sao obtidas da equacao caracteristica
Flp) = p* + 2p + 5 = 0 e sdo py = = 1 & {7eipn; =R =N T

taowas solugges complementares sao
xH(t) = e"t.(A1c032t + Assen2t)
yu(t) = e—t.(B1c052t + Basen2t)

e as solugoes particulares,

t 1
xp(t) = B L Z (~1e0 ) = - —
| P2 B A @ 5 5
1 t 2
7e(E) = 2% = = =
P & 2p & B 5
Portanto,
x(t) = e"t(AICOSZt + Assen2t) - ~%~ (2.2-16)
VAGEE= e“t(B1c052t + Bpsen2t) - m%— (2:32:=1078)

Em face dos segundos membros das ecquagoes (2.2-14). e (0252 TIPS

devemos tomar
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wllin)) = gl (o)

Ii=

X () CoU-3(t) + CU-,(t)

o (D) = CoUg(t) + CiU-; (t) + CzU—z(t)

y(t) = DoU_;(t)
y'(e) = DoUg(t) + D,U_; (t)

Yy (t) = DipUp(t) +8DhU o Cc) s DU e)

Substituindo nas equagoes (2.2-14) e G2 225N elslita

7] =
CoUog(t) + [C; + ZCGJU_l(t) + ch + 2C; + SCO]U—z(t) =

1}

5Uo (t) - U-a(t)

r 4
DoUp(t) =+ [Dx + 2D0]Uu(t) + LDz 2O E SDOJU‘I(t) =

li

EEME=DE L Sl ()} = 25 ()

Donde

Co = 5 : Do = 1

Gl R 2. G = O G = = i D, + 2D0 =3 oy = i
Como todas as condigoes em £ = 0- sao nulas, as condicoes em
Z = 0+ sao dadas apenas pelos coeficientes das funcoes degrau.
Assim,

X(O-i-) = O, x'(O.,.) = Co =X 5, )’(O-i-) = Dy = 1

e
70 = g e U
Com estas condigoes iniciais, determinamos que A, = 1/5, A=
= 73/5, B, = 7/5 e By = 6/5.
Entao
T ¢
}ﬂ)x(t) ='£§—(c052t SOlggensiE = @ 7 Dol (&)
/\’\"‘:¥(‘_’; &

(5

K“’ > s {(5) & EE«(7coszt~+‘6sen2t - Bet Dol (&)
rroil
§ 2.3
\" -~

/= Respostas ao Impulso e ao Deghau

As respostas de um circuito 4em eneirgdia LnicLalmente anrmazenada

em £ = (- a uma excitacao impulso unitario ou degrau unitario, apli
cada no instante £ = 0, revestem—se de tal importancia que recebem

simbolos especiais. Assim, h(Z) designa a #edposta ao <mpulso e
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n(Z) e resposta ao degrau. - h(t) tambem & conhecida pelo nome de
funcao de Green e n(2) por admitancia indiciadl.

Umn dos pontos basicos na determinacao de h(f) e de
n(L) e a avaliagao das EQHdiﬁECS.iﬁiQfaiQ__ L = 03; para que - se

possa, depois, calcular as cons tantes arbitrarias envolvidas nas so

lugoes. Existem duas maneiras principais de proceder a avaliacgao

destas condigoes em £ 0+. A primeira exige o conhecimento do c i
cuito que se pretende examinar, emprega alguns teoremas rélacioni
dos com a tensao numa capacitancia e a corrente numa indutancia, e,
em cerxrtos casos, uma boa dose de engenhosidade. A segunda maneira
consiste na utilizacao das proprias equagoes que descrevem o compor
tamento do circuito e se utiliza das técnicas apresentadas princi -
palmente na segao anterior. Embora o nosso objetivo seja o segundo

processo, faremos inicialmente uma rapida explanag¢ao sobre o primei

ro deles.

Sao tres os teoremas empregados no primeiro metodo para determi

nagcao das condigoes iniciais em £ = 0+, a saber:

Teorema 2.3-1 - Se. todas as tensoes ¢ correantes permanecem finitas,

& temsao numa capacitancia e a corrente numa indutancia nao se po-

dem alterar instantancamente.

~

Se a tensao e(£f]) de uma capacitancia C variasse instantaneamente,
entao e(L] incluiria obrigatoriamente uma fungao aegrau, e a sua de

. e (1)
rivada um 1mpulso. Dessa forma, a corrente £(Z] = C'——Tf___ da capa

Clranc1a envolveria um impulso e realmente nao permaneceria finita.

Da mesma maneira se pode mostrar que uma variacgac instantanea da

corrente de uma indutancia exigiria uma tensao infinita.

Teonema 2.3 - Um impulso unitario de corrente circulando atraves

|
fes

de uma capacitancia C acarreta uma variacao instantanea de 1/C (V)
na sua tensao, enquanto que um impulso unitario de temsao aplicado
entre os terminais de uma indutancia L altera iunstantaneamente  a

ua corrente de um valor I1/L (A).

(4]

9}

e a corrente numa capacitancia inicialmente descarregada C e

el & W), cntée a tensac vale
t

e (t) = —— | Up(M)ar = —-U-1 (t)

— o0

donde

e (04) = “é— (V)

Observe-se que esta corrente impulsiva deposita a carga de
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1 Coulomb e armazena (1/2)Ce2? = 1/2C Joule de energia na mesma capa

citancia C, instantaneamenta, .

Da mesma forma, se um impulso unitario de tens2ao e aplicado aos ter

minais de uma indutancia L, que nao era percorrida por corrente al-

guma antes da aplicagao do impulso de tensao, entao a corrente o

t
Sl e | 1
Lz = S Ug (A)dX = —E—U_l(t)
—co
donde
. 1
(U0 ) S S (A)
Este impulso de tensao tambéem insere instantaneamente uma energia
de (1/2)L4% = 1/2L Joule'no campolmapneticolda indutancian
Teorema 2.3-3 - A tensao de uma capacitancia e a corrente numa indu

tancia precisam permanecer sempre finitas.
0 que este teorecma estabelece & que nenhuma tensao ou corrente pode
ser um doublet unitario. Se a corrente em uma capacitancia e um

doubfet unitario, a tensao se torma infinita, pois

t . ‘ ¢
e(t) = —-é— J( i()dh. = — Uy (A)dX = (1: Uo (t)

-0 -0
Convem observar finalmente que os. tecremas nao fazem qualquer

restrigao a corrente de uma capacitancia, nem a tensao de uma indu-
tancia, as quais podem variar instantaneamente mesmo que todas as
correntes e tensoes permanecam finitas.

Conforme mencionamos anteriormente, os valores iniciais em £ = 0+
das respostas sao achados atraves da utilizacao dos teoremas 2.3-1
a 2.3-3. Em consequencia do teorema 2.3-1, se nao ha impulsos no .
circuito, a tensao na capacitancia e a corrente na indutancia preci
sam ser as mesmas em £ = 0- e £ = 0+. Quando a tensao da capacitgﬂ
cia e a corfente na indutancia sao determinadas, todas as outras
tensoes e correntes do circuito podem ser obtidas pela aplicagao das
leis de Kirchhoff.

Exienpliol 2N st Determine a tensao €q{Z) no circuito da figu-—

ra 2.3-1, sabendo—-se que nao ha energia inicialmente armazenada

no mesmo.
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iz(t) -m_gi(t) ielo!t)

et [l e ea(E)
| 11
C2=2F $ Cy=4F
13(t) A
e1(t)=12U-1(t) <i> R3=3Q T Ro=29Q :
es(t) G0 LE)
o
Eigura 29531
Sofug¢ao - Do enunciado se depreende que

62(0—) = 0 (& eq<0—) = 0.

A unica possibilidade de circular inmpulsos de corrente em res-
posta a um salto na fonte de tensao ocorre quando o circuito
contem um lago constituido exclusivamente da fonte de tensao e
de capacitincias. (0 dual‘também Elverdadeiro). Como tal . si

tuagao nao ocorre no circuito da figura 2.3-1, nao ha impulsos

no circuito e(e2(0+) = e{0-) = 0, ey(0+) = e,10-) = 0% Entao a
tensao da fonte, €1(04+) = 12, precisa aparecer inicialmente nas
resisténcias, ou seja ea(03:) =tlol0e)E =" eiists equivale a
considerar que no instante £ = (0 as capacitancias estao em cur-—
to-circuito. Em consequencia, ig(Of) = g (049) /50 e (O
= eol0+)/2 = 6. Portantoe Lo {0+) = o ll0r S EN 0 =0 a1
Por outro lado, e, (L) = eg(f) + ey(£) + e;(£), de modo que
dichis dielo N dey A GER
dt ol at dt
e

]

el (04) ep(0+) + el (0+) + e3(0+)

un

Como ¢, (L) 120 (2), ef{t) = 12U (L) e eflo+) =10
Tambem,

i9(0+) = Cy.ed (0+) e 12(0+) = Car.ed(0+)

donde 1
. 5 : ;
el (04) = -%f.s == e ej(0+) = .10 =5
Entao,

3
0 = e} (04) + —5— * 5

13
eg(0+) = - Ses e
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e ; :
Constd e doReC R IEIR. 49(Z) como sendo as correntes das duas ma-

lhas da figura 2.3- % = : ~
= gura 2.3-1, podemos escrever as equacoes simultaneas,

. e o G 1 ;
R3 (i, nE) = |[fade & o

[
R 1 k 1 s J 3 ot 3
010 Ca Jlo(t + Ray(i, - i) =0

Derivando estas equagoes e introduzindo os valores numericos,
obtemos que
._O_i? 3 diO 1 de
- e ——— - e P el S )
& dt T dt
dig : di.,
dt 3 S lo i dt_ = O
ou (ue
dig dio
—6———"— + f—=2_ =0
dt dt 12 2'”0(t)
dip . di,
Nl SRl OISR
Al 0 L 0

Entrandc com o operador diferencial de Heaviside,
=6pd o (£) -+ (Cprili (=Rl ()
(20ps =il 1ioi( £ )8 =il ZiphisR@EEs) M =R0)

(Observemos, de passagem, que embora o circuito nao esteja sen—
do excitado por uma feonte impulsiva, uma das fungoes forcgantes

— 2 > - A -
e um impulso de 24 unidades de area, conforme previsto no 1iten
3.daspaginagllZ)F:

= s -
A equagao caracteristlca e

| —=6p « 6p*l
F(p) = I = - 48p%2 - 26p - 1 =0
|20p+1 -12p : :
e que apresenta como raizes p; = -1/2 e po = -1/24. Entao
' : 24U (t) 6p+1!
F(p).ig(L) = - 48(p+1/2)(p+1/24) .1, (L)
0 -12p
ou
(p + 1/2)(p + 1/24)ie(t) = 6U,(t)
ou ainda
(48p2 + 26p + 1)io(t) = 288Uy (L) (2.3-1)

-

Para £ > 0, a equagao e

(p + 1/2)(p + 1/24)yio(t) =0

e a sua solugao ¢ dada por
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iLol(E) = e S S
Assim,
COEIERR () = e S8 o o =C121 (2.3-2)
e
ep(t) = - _%lu.e—tlz T e‘t/24
0
Substituindo as condigdes iniciais eg(0+) = 12 e e¢(0+)-=-13/2,
obtemos que
Ky + Ky = 12
12K1 + 1;2 = 156
e determinamos que Ky =S8 1427/8] 8 B E SN= =R 1RG0/
Finalmente,
12 = -t/
ep(t) = L2 B2 e t'“).u-lct) (2.3-3)
Se a fonte de tensao fosse e; (&) = U_; (%), entdo
-_1- ') = [l
e = ) - -»-%1-(12,3 B s 2L NS (2.3-4)

Se x({%) e ylt) sao, respectivamente, a entrada e a saida de um cir-

cuito linear sem qualquer energia inicialmente armazenada, entac a

resposta a nova entrada dx/dt e dy/dt e a resposta a entrada
L Z
x(A)dX e y(X)dA.
- : —co
Sabemos que a equagao diferencial que expressa o comportamento de

um circuito linear e invariante com o tempo e da forma geral

Y n—1
5 d
Hé_i“ + al.—g- e G G ar a 1 Y_ 4 e &
ae™ ac” dt
m-1
L e S B R e
T m m-1 m-1
dt dt dt
Diferenciando os dois membros da eqanEO,
n+1l 2 d
_iL ikl __dny iy (e b TP a Vi s
dt“+1 ) P n—1 de? dt
+ m 2 A
. #dm.tim + daxdan L oos Ul SAER dx
i e dtm+l m-1 ,.m de? dt
Oou
n -
sy R e o ) & o
dn( ke £ Rl arle S gsdr dt
t dt dt i
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,m=1

gy (=R d d x d d d
mo.m dt) bm_l*—-E:T(———)4-...+ b, (—X) + bo(—=X)
dt dt g o @i dt
A comparagao da primeira com a terceira equagao permite concluir

que quando a entrada que era x(£) foi substituida por dx/dt, a sai-

da que era Y (&) passou a ser dy/dt. A segunda parte da proposigao

pode ser demonstrada de modo analogo. Portanto, se a entrada e di-

ferenciada ou integrada o mesmo acontece com a sajda. Desde que
- d E
Upg(t) = e Wean (i) e U—, (€)= Ug (A)dA
3 -0
cntao
h(t) = —S—r(e) 2.3-5
dt (Z2da)
t
r(t) = h(A)dA : (2.3-6)
— o0

Portanto a resposta ao impulso e a inclinagao da curva da resposta
ao degrau e a resposta ao degrau e a area scb a curva da resposta

ao impulso ate o tempo t.

De acordo com a equacao (2.3-5), a resposta ao impulso do circuito

da figura 2.3-1 e entao

(
S 2 =/ 2
ShiGE) = —%z— L (E= St [ }l (12e- 2= € / )U—z(t)} =
' =t 2 s -
= (-2 6e ™/ 2yusy (£) + Ug(E)
Entao
HEEN & (o 20 o e ua(e) ¢ Ul
“ +
ou \
ML & (e A8 5 ehe S Ny () & Ug ) (2.3-7)
Exemplol 203 20 =wilchiarsa resposta ao impulso do circuito da Eigus
ra 2.3-1, isto &, achar eq(Z] = hi(£2) piaina ey (6 B = Uik (6 ) e
Solucdo - Considerando o sistema de equacoes de lago obtido no
exemplo anterior,
. : de)
= dig _diaz i2 =
ST + 3 dt 2 dt
di i e S R
S.Tt._o_._ + T_ 1g 3 dt )

1
be el tndnde @alldl = Uy (£) e usando o operador P,
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T O D (G s 1y, g |

= Zilq (i)

(20p "+ 1)i, () - 12pi,(t) = o
Entao

F(p)iog(t) = =(48p2+26p+1)i, (L) = - 48(p+1/2) (p+1/24)i4(t) =

|20, (1) 6p+1
5 A = = 20 ()

e

OB AWED] G & I8N0 () = e (e (€258

Sua solugao ¢

; ~t/2 -
Lo(t) = Aje / + Age 28 para t > 0

Logo
eq(t) = Kle—tlz = Kzgut/zq
e
el (t) = -~ L oW Ky cef2d
Para a determinagao de K; e K,, precisamos achar primeiro

eg(0+) e eg(0+). Quando e, (%) Ug (£), a tensao impulsiva dials
fonte precisa aparecer nos terminais das resistencias no instan
te £ = 0, uma vez que pelo teorema 2.3-3 as tensoes 2, (&) e
ey (£) nos terminais das capacitancias devem sempre permanecer
finitas. Caso contrario, isto €, se o impulso de tensao da fon
te se aplicasse aos.terminais das capacitancias, as correntes

L2 (&) e £g(£), circulando nas mesmas, seriam funcoes doublet, o

. . . - o
que & impossivel acontecer num circuito passivel de solugao. As

sdim, a corrente i) =l IRG contem o impulso (1/3). Uq (%)

e a corrente AL¢lt) = eol(Z£)/Ro o impulso (1/2])U, (%), as quais,

de acordo com o teorema 2.3-2, fazem com que as tensoes e; (L) e

ey (L) sofram um salto de zero para Wi 8 je = 5/E e /R8s

respect'ivamente. Entao (’,2(0+) = 512 @ 64(04-’ = 1/§. No ins_-_—

0+ a fonte de tensgo esta em curto-—-circuito e a leid
2

‘tante £ =

das tensoes de Kirchhoff aplicada ao longo do laco externo do
circuito permite escrever que eo(0+) + ey (0+) + e, (0+) = 0, Lo
go, QO(O+) 2 ‘Qﬁ(0+) - Qh(0+) = -13/24 e L4(0+) = e (0+) /R, =
= ~13/48. Tambem e3(0+]) = ~eg (0+) = -5/12 e L3(0+) = e3(0+])/Ry =
= o e RN = Aalilal) & Aglos] B S080dE = 6/56 3

SNy A8 o

Por outro lado,
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e (0 )R == e (O el (04)
Sendo
e5(0+) = (1/C2).12(0+) = - ]_77/86[|
e
COUE O OL/@ ) o (045 = = 13/192
entao
. ,
CREQORDI SR 5790 = 0,273
Com os valores eg(0+) = - 13/24 ~ - 0,542 e eg(0+) = 0,273, de-
terminamos que Ky = - 0 55 ¢ Ko = 0,004. Portanto, -
eq (E) = hi(e) =Nz O,SSth/2 + (),OOZm;t/24 paal s >R ()
Como eo (L) vale Up(%) no instante £ = 0, pois os capacitores es

tao em curto-circuito neste instante, resulta

h(s) = (0,004e" /2NN eR A2 R e
e que & o mesmo resultado obtido na equagao (2.3-7) por deriva-

¢ao da resposta ao degrau.

Exemplo 7.3-3 - Determine a resposta ao impulso do circuito da
figura: 2.3-2, A saida consiiderada eralcorEenitel Aol i)n
Gl,(t)

_iiéﬁ) = Pa () .
e, -———-fVN/v—————J ‘_{zjcqjg A Co

- R,=2Q $ Ly=2H :
/ )|y
C3==TF ==} T
i ) 2 |eo(t)

[ea(t) BRI

Figura 2.3-2
Solucao - As equagoes das correntes que deixam os nos indepen -

dentes dec circuilto sao

des 1 ( - dYdt = 0
2 1l L + (es eg
e vl Lv |
1 f )dt n e =00
Ll’ J(ec eg Ro
ou
2 l i 1 del
ca,_ﬂ Qi3 4 b GO Sl oo ed) SR amntIel0 R. . =
de? Rl dits Ly Ly 2



_-,L___c3 41 2Lt g deloe gl .eq =0

Ly Ro dt Ly

Substituindo os valores numericos e introduzindo e (£) = Up(Z£),
@ o & DEg(E) = eglE) = Wy (e)
S CaE) s (G DeglR) = @
Subs titulindol S aiindianeors(CE BEDTo IR 7Z e 1) I

SN () & ) = Wt

(p
o Co < Ao e g (E) = @

E o polinomio caracteristico e

[P & pa NS
F(p) = | S Rt - 2 o 23
| "1 2p+2|
Entao
|P2+P+1 Ui(t)
2pip* + 2p. £ 2)d Gi(EDi=t =R ULEEE)
(A 0
ou
PIH I R (G e b e ot () = 1l ((i5)
cuja solugao e
Tig G ) =K e_t.(chost + Kisent)
Para a determinacao de K;, Kz e K3 precisamos conhecer Lo (0+),
£8104) e £¥10+].
No instante £ = 0, o impulso de tensao da fonte se aplica somen
te a resistancia Rp — Nao se® pode apiliiciarivaclsiticnsmiinabisclalicat

pacitancia C3 porque isto contraria o teorema 2.3-3. Entao tam
bém nao se pode aplicar ao ramo Ro-Ls. E se nao se aplica ao
todo Rg-L,, tambem nao se pode aplicar as partes, Rg ou Ly, a

fim de que se cumpra a segunda lei de Kirchhoff. Portanto, pa-

e e e 0, en = Welk), 4a = (/2o i), @s = @ & & necessidade
de que eg € ey sejam nulas implica que £, = 0, fazendo com que
L3l = Lo = (T/2)Ug (L]

A corrente 45 = (1/2)Uo(Z%) circulando no instante £ = 0 atraves
da capacitancia C3 provoca uma variagzo instantanea em @3, de
e e AN s = T fete G eal@sl = Vo Geme ey (0+) = 0,
eall@s)) = = eqfas) = =0 e io(0+) = -1/2. A corrente 4o na indu-
tincia Ly, & nula em &£ = 0+, pois nao ha nenhum impulso de ten
sdo aplicado a mesma em £ = 0. Em consequencia de 4Lo(0+) = 0,



e

aallale Uy o (0] = g (00] = Lollos) = = 1/2 ¢ ey (0+) = es(0+]) -

= o)) s e PeE euiepe fadion
GolE) & CglE) = @i
ou
Ll iiosCE) S =ett (U BER el (6))
donde
o1 E gl )
]-O(U’:‘) 7 '_L_‘;_H‘ e3 (0+) = roo.}_)J = 1/2
Tambem
1] = ___]___ L - 1 EB(t) -, -1
lo(t) i [Eé(t) eb(t)] = o { cn Ro.lo(t)
e
LI ==
Substituindo as. condigcoes iniciais Lo 0+ )5 =08 a0 =uNTV/E2 e
L3(0+) = = 1 nas expressoes de £q (L), <J0E) e L) obtenosilc

sistema de equacoes

Ky + Ks O
=Ko B = 1e/e2

"‘2K3 = 1,

n

do qual determinamos que Kj /6200 e KT =K B =R O

Finalmente

io(t) = h(t) = —— e ‘sent U~i(t) @9
0 exemplo 2.3-1 ilustra muito bem que a determinagao das condigoes
iniciais em & = 0+, para efeito de calculo posterior das constantes
de integracao envolvidas na resposta ao degrau, nao apresenta nenhu
ma barreira desencorajadora.
A criteriosa aplicagao dols’ teoremas 2.3 =18 aid =i i unitamenite com
as leis de Kirchhoff, nos fornece sempre as condigoes iniciais dese
Jadas. Mais ainda, quando a excitagao degrau unitario da fonte da
tensao nao produz impulsos em nenhuma parte do circulito (e esta si-
tuacao sempre se verifica quando o circuito nao contem lagos forma-
dos somente pela fonte de tensao e capacitancias) entao, em conse-
qQuéncia dos mencionados teoremas, as capacitancias podem sen substi
tuddas por cunto-cireuitos e as indutdncias por circudtod abentos .
Assim, para a determinagao de todas as tensoes e correntes iniciais
NO exemplo 2,3-1 poderiamos ter utilizado a configuragao tipicamen-

te resistiva da figura 2.3-3, que @ valida para o instante £ = 0+,



e concluiz que e (0w =Fe (0] =0, o078 =Neil (0NN PR AN (R
= flang e do el & § e L2(0+) 10.

= 3 ((0)

~ ~g—
ez (0+) ey (0+) io(0+)
13(0+)
12V 38 e3(0+) VAY) eg(04)
Figura 2.3-3

Os exenmplos 2.3=2"e" 2I03=3" "5 entanto, salientam com muita proprie-

dade, e de forma Lncontestavel, que a aplicagao dos teoremas 2.3-1

a 2.3-3 para a determinagao das condigoes iniciais dos circuitos
submetidos a impulsos nao & tao simples e, regra geral, bastante
trabalhosa. Ela exige um contato frequente com o circuito e uma

= 1

atencao altamente estafante. Uma maneira de se contornar estas dfite
ficuldades consiste em se aplicar a relaggo (2.3=5) e Vdeterminaria
resposta ao impulso por meio da resposta ao degrau, ou seja,de for-
ma indireta. Este procedimento, entretanto, nem sempre conduz a so
lugao menos trabalhosa e mais rapida da questzao. Em consequencia
de tais desvantagens, preferimos utilizar o procedimento que expuze

mos na segao 2.2 e atacar a questac de forma direta. Com isto con-

seguimos: (1) - prescindir da configuracao do circuito, uma vez de
Posse das equacgocs diferenciais que regem o seu comportamento, ou
seja, detérminar as condigoes iniciais em £ = 0+ sem nos referirmos

ao proprio circuito, o que, por sua vez, (2) consegue tornar o meto
do mais geral e independente da configuragao ou topclogia dos cir -
Cuitos que estamos abordando e (3) diminuir de forma acentuada o

trabalho de pesquisa das condigoes iniciais.

O restante deste capitulo e dedicado principalmente a determina
G40 da resposta ao impulso dos circuitos eletricos, o que e feito

com base no que expuzemos na segao 2.2.

Exemplo 2.3-4 - Determine a resposta ao impulso para os circuj-

tos da figura 2.3-4a e b.



ot ())&

@e===

<j Gl===§ [P (:) | R
i(t) P

e(t)

"
B

(a) (b)
Figura 2.3-4

Sofugao - a) A equagao das correntes que deixam o no superior

do circulto e

C.e'(£) + —— e(t) = i(t)
Quando L (X} = U,(t), elt)=h{Lt) e a equaggo fica
h'!(t) + —%Em h(t) = —%w Ug (t)

Para £ > 0,

(p * L/REYh(E) = 0

.e—t/RC

h(t) = K, .U--](t)

Para que seja garantido o equilibrio dos dois membros da equa-
gao {di Hevenicilaly Wil (] dever  Hconte o impulso e h(Z) um - de-
grau. Entao escrevemos : .

L) = CoU.; ()

= N

R () = CoUg (L) + CylU-;(t)

Substituindo na equagao diferencial, obtemos que

ColUg(t) + (C; + Co/RCYU—, (£) = (1/C)U, (t)

dénde

Co = i/c e  @n 2= L/RE?
Assim,

0 = @y = /€

O3 = By = = L/RET

€ com a condigao h(0+) = 1/C, determinamos que K; = 1/C.
Entag

h(t) = (1/cy.e"t/RC.u_1(c)



b) A equagao das tensces ao longo do laco formado pelos elemen-—

tos do circuito e

Ri(t) + n%_ i(t)dt = e(t)

ou
i'(t) + —p— i(t) = T elide)

Quando Q(ﬁ) = Uineiee)l s L) = [ele) & a equag55 fica
h'(£) + —=— h(t) = —— U, (t)

DT ale s Ol
Cp™ ¥ LR CHIhEE) =0
e a solugao 'é

BEE) = Ky e RN

A presenga do doubfef U; (%) no segundo membro da equacgao impli-
ca que h'([ZL) deve conter um doublet e que hrt] ftem que conten
um Lmpufsc. Entao escrevemos que

h(t) = CeUo(t) #+ ClU;l(t)

h'(t) = ColUi () + ChlloiGE) tNECoUEaiEE)

Substituindo na equagao diferencial, resulta

CoUi(t) + (Cy+Co/RCYUp(t) + (C2+C,/RCIU—3(t) = (L/R)U; (L)

Entao

Cogr = L/R

C HEC/RGE=N O G =R P/ GRIZ

G+ 1Ch/RC = 0h Bn & 1/CERY
Como A (l0+]) = €y = —JV/CRE Sk =GR e o ol resposta deve
conter o impulso Colo (L) = (1/R)Uo (%), escrevemos, finalmente,
que

m(E) = —l—.Ue(t) = u—l—-.e*t/RC.U_l(t)

R GIRE2

Exemplo 2.3-5 - Achar a resposta ao degrau dos circuitos do  e—

Xeuplo anterior.

Solug¢ac - Em face da expressao (2.3-6), ou seja, considerando
due a resposta ao degrau & a area sob a curva da resposta ao

impulso até o tempo £, podemos escrever que
a)
t o
r(t) = h(A)d)

- O - G0

(/G et ARG N DO



{t t

e—A/RC_ G—A/RC e~t/RC

= (@) dX = - R. =BRIQINE JU_; (t)
0+ : O+
Portanto
— p) (o)
e R eSS R
b) rt
( > -A/RC ) E
r(t) = J t(l/R)Uo(h) = CLIERZY o .U-;(A)jdl =
t ¢t
1 1 -A/RC
=i EE : dA =
R [ Uo (A)dA R e
e St
t
54 Ay L L SE/IRG e
SRS U-, (t) o
o+
1 I —t/RG '
= -y (e) + ——(eTHRC Ly o o)
Entao
Fey &SRy e TR e )
Exemplo 2.3-6 - Determinar a resposta ao impulso pafa o circui-
to “dia fhlguiea @2 w35
IL
e(t) T (j:) i(%::> che=
EALEUIEE #o 5= 5
§£§u@@g - A equacgao diferencial que estabelece o comportamento
do circuito e
L.oi'(t) + (l/C)Ji(t)dt = e(t)
ou i
LCE) © (L/LEYoACE) = /L) o (&)
Quando ¢ (t) = U,(£), 4(Z) = h(t) e a equagao fica

W CED & CLAtE)mE) = L/ o a (5D

Para £ > o,



Gt & alLE)vdE) = @

e as ralzes caracteristicas sao py = §/V/IC e p2 = -§//LC. E a

solugao & entao

(@) & [K1cos(t//fﬁ) + Kzsen(t//fa)];U—l(t)
A presenca de U, (£] no segundo membro da equacao exige que
h" (2] inclua um doublet, h'(Z) um impulso e h(£) um degrau. As
sim,

hi(E) "= Cqo iU (L)

h'(c) = Cog.Ug(E) + CaU-; (L)

h" () = Colil (£) £ Cyllip (£)F +EHU=TEC)
Substituindo entao na equacao, resulta que

CoUy () + CHUEE) S+ (G, N/ Gh) = (1/L)U; (t)
donde concluimos que

Co = h(0+) = 1/L

€, = hig0:) = o

€2 *-Gp/LE = 0, ©y = hiU(0s) = — 1I/T2¢c

Considerando as condigoes h(0+) = 1/L, h'(0+) = 0 e as expres-
soes de h(%t) e de L (Ea)e

h'(e) = |- 2L sen(e/vEB) + K2 cos(e/vET) | Umy (o) +

L JLC YLC
’ + K1.Uo(t),
determinamos que K; = I/L e Ky = 0
Finalmente, .
h(t) = L .COS 4 Colll—sn (&) .
L vLC
EROMRE P BT = betermine as condiicoes 4o (0)F (05 eaa(ions)

Para o circuito do exemplo 2.3-3.
SCANIER = N cerache diicreneial cavelvends & safda do i) fed
obtida no exemplo 2.3-3 e & dada por

Pe'(e) + 215(e) + 2i§(e) = (1/2)U; (t)

A presenca.de U;(£) no segundo membro da equagao sugere que de-

Vemos considerar

Lo CE) & @ol—n ()



1o

id(t) €0 o Uit ()

Co.Ug(t) + C1;U—1(t)

HE

ig(t)
19'(t) = Co.Us(t) + Cy.Ug(t) + CpU—; (t)
aonde o termo 0.l-, (%) implica que a funcao 4, (L) nao apresenta
descontinuidade em £ = 0 e Lo (0+) = Loll0=) = "0% Substituindo

os valores das expressoes antericres na equacao diferencial, re

sulta que .

CoU;(t) + (C]"‘ZCQ)Ug(t) + (Cg+2C1+2C0)U—1(t) (1/2)U1(t)

donde )
Co = 1/2 = 1§(0+)
4
Ch = 2Ch = 05 G = Sl =t (0 )
G 2 Gl ST G e =S () Goy = ab s st ((10) )

e os resultados encontrados confirmam aqueles obtidos no exem-—

pilo %2 533

Exemplo 2.3-8 - Determine a resposta ao impulso para o circuito

da figura 2.3-6, o qual contém uma fonte de corrente controla-—

de por corrente.

eh A/V\/V\/ Ce

iib(t) 2Q
A == 51, (t) .
] Y 1 = e
t L il o
R = 7 eo(t) =2
Figura 2.3-6
Solugay - Considerando a parte inferior do circuito como no de

referencia, podemos escrever as duas equagoes nodais que seguem

o e;: ey + *Ei—%—ii— =)
- — d .
no eg: —592 S ; e elUR s Slb
ou ‘
9e1(t) - eglt) = 2i,(e)
—e1(t) + (p+l)eqg(t) = - 1Oib(t) h

e ib(t’ e, (2)/(1/4) = 4e1(L) e o sistema de equagoes se con



verte em
Pen () = eplE) = 2 (k)
SEER(R) & Gl )eq ) = 0

Quando L) (&) = Ug(£), o sistema fica
g () = (@) = 206 (&)

SCERlE), o (uCl)nCE) = 0

Entao
9 -1 l 9 20 (L)
I ,.h(t) = l ;
139 ptl] 39 0
ou
(9p + 48)h(t) = - 78Uy (t)
ou, *ainda®
R () £ 5 S ShI(EEHIE= = V866U (D)
Bara i ziiis
(p + 5,33)h(t) = 0
e
he) = Kot e

Tambem, por outro lado,
ha(E) S Ciors U= R (ED

LRGN e G o lla () 5 @5 ollls 1 ()

e
GEBLICEIAT (05 < SBisi@ali—n () & = G660 (&)
donde
p)
= h(0+) = K

G o=t 8 SIN616

]
O
»
(@]
—

]
o)
(o))
W

1

7
~
o
+
N

G &+ 5,33Cq

Finalmente,

REED) = = 8,86ea 22008 W=g (&)
ou
h(t) = - —%ﬁ—.e—éat/g.U_l(t)
Jgﬁgﬂﬁﬁo 2.3-9 - Determinar a resposta ao impulso do circuito da

figura 2.3-7. Em seguida, achar a resposta ao degrau.



i

Eifg iz ol 7883 =5

Solugao - As correntes de laco ib(t), TOLb(i) e LC(I) sao sele-

cionadas de maneira que apenas uma corrente de lago passe atra-—

ves da fonte de corrente e apenas uma passe pela resistencia de

[FEQiin aliquiailies
Tiay 223 =8 SNASS

finidos pelas

tensao e desejada, éonﬁormc mostrade na figu-
equacoes da lei das tensoes ao longo dos lacgos de

correntes independentes ib(I] e LQ(I) sao

80 1H 1F

Wy 00 !

/

e(t)T <> )ﬁ

N

—

f

F—<?‘ %W

g 2% C i, (e) ;ie (t)
IR (@) ¢

i (¢) P ) 10

ey chc(t) ' J _

A\

> > &

Lag B - ;
aco Lb 2eC

Laco £ : e
5 (¢ c

Como

Figura 2.3-8

+ 21b -+ 8(1b = 101b + lc) = e

[
) d : ) ‘ d :
+ chdt # =GR S = M08, = £ )

Il
1]

~

@) = T () = 4 Dy

10e - 70i
C

d
dt c

Quando e(t) =

( T
& 4r 9ec + Jecdt 10 ST iy 721b e

Ug (£), ec(t) = h(f) e o sistema torna-se

L0h(t) ~ 70iy (t) = Ug(t)

(p? + 9p + 1)h(t) - (lOp? + 72p)iy (£) = Uy (t)

Entao,



10 ~70 | 0o (t) -70
h(t) =
p2+9p+1 o “10P2"7291 Uy (t) -10p%-72p
| 4\ A
@IS 5 6 = SENEE) = UL (E) ¢ 20, (e)

para £ > 0, a equagao &
(15p2 + 45p = 35)h(t) = 0

e as ralzes da equagac caracteristicz sao p1=0,64 e pz.=-3,64.
Entao a solugao da equagao e

e o K;.e0’64t 5 Kz.e“3’64t

B! (£) = 0, 64K, e iR A okIC

Considerando a presenga de U, (%) e U, (£) no segiindo membro da

equacao, devemos tomar
hi(t) =5CoUy () S HNchuNEE)
h'(t) = €oUy (k) + CyllgCE) = CrunCe)
h'"(t) = Col2(t) + C1Uy(t) + C2Ulgi () N CISUSIREC)
Substituindo na equacao,
15CU, (t) + (15C;+45C o) U, (L) + (L5CHH45CH—35C DULIEE) s
T (L15Ca+ 4516, =35 Y U-hie) =N5 UG e

Portanto,

15 Ci ft=25" Co = 1/3

151G, i+ A5 C =il Ch= = 13/i5 = 0B

15C, + 45C, -~ 35C, = 0, Co = 152/45 = 3,38
assim

h(0+) = ¢, = - 0,87

W 0s) = @p = 9,30

Substituindo estas condigoes iniciais em h(Z) e h'(Z) encontra-

MOS que Ky = 0,07 e K, = - 094 Oblslerviandotique st aeve con
ter um impulso de area Co = 1/3, escrevemos, finalmente, que
4 =364t
h(t) = _L- Uo(t) i __1‘_ (7eog6lt . 94@‘_ 3,\ )U__l(t)

3} 100

A resposta ao degrau e

ft
BCE) = J h(A)dN =
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t t
10 1 0,64\ _ -3,64) 3
= J ‘—3 UO(A)d)\ + —"-1—0—0-—' J (7e 94e )d)\ =

0+
1 A ol
: 7 0,64 94 —8 (50
= = (e A (e 2 o 2
e LB ) & (e N T )
o+
Hal _ 7 0,64¢ 94 =% G 7 94
= (T t + b 3 ’ i -
3 () G s oy O 64 361

ou seja

r(t) = LOF . (109t e oL CR A o
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A RESPOSTA DOS CIRCUITOS ELETRICOS AOS PULSOS ARBTITRARIOS DE ENTRA-

—

DA

e

Este tltimo capitulo esta sub-dividido em tres secoes princi-
pais. Na primeira delas, a secao 3.1, introduzimos um metodo para
a decomposicao de fungoes definidas por trechos polinomiais em fun-
goes singulares. Na segao 3.2 mostramos como pode ser obtida a res
posta de um circuito a uma entrada composta de trechos polinomiais.

Ainda na secao 3.2 fazemos a generalizagﬁo para o caso da determina

ggo da resposta de um circuito a uma entrada arbitraria qualquer,
por meio da integral de convolugcao. Finalmente, na sleicaolt gl pro-—
pomos um metodo aproximado para a determinagao da resposta de um

circuito a um pulso arbitrario de entrada.

5.1 - Decomposicac de Sinais em Funcies Singulaies

L}

No exemplo 1.3-3, efetuamos a decomposigao de g(£), uma funcac
definida por trechos polinomiais na figura 1.3-3, numa soma de fun-
goes singulares. Naquele exemplo adotamos uma sistematica que con-
sistiu essencialmente na multiplicacao de cada trecho respectivo -
Por uma funczo pulso retangular, do tipo daquele definido na equa

cao (1.1=3) e dndicado na figura 1.1-2a. De posse de tal resulta-

do, efetuamos, no exenplo 1.3-5, a derivagao de g(4) e concluimos
que g' (%) continha um impulso em cada ponto de descontinuidade de
glz).

Hesta secao iremos desenvolver um processo mais geral e eficiente

Para g decomposicao de uma funcao definida por trechos polinomiais
na soma de fungoes singulares. Como ponto de partida estabelecere-
05, de maneira um pouco mais formal, a questao da derivagao de

fungges que apresentam descontinuidades finitas.

Consideremos a funcao f§(4) mostrada na figura 3.1-1 e que apre-
"€Mta a descontinuidade finita de valor A no ponte £ = a. Definindo
Ula oytyg fungao £ (£) igual a 4(t) para £ < a e possuindo o mesmo

D o A . IR :
10mato que §(t), embora continua no ponto £ = a, podemos escrever
Que

SE) = 2EEY = Aoy (t=a)

-

MO & dorivada de §(t) e

SECEN S Rl Gy = AU (e—a) (3.1-1)
a > ’
g §1(t) & a prépria derivada de §(&) para £ # a, uma vez gue



§(t) e §1(Z) tem o mesmo formato.

4 oi (5)) :
’///’//’—f\\\‘“’ij e
A ///‘—\\\ ’
I /,/ N -
//funj>\\\_i;?’/ N e
£(t)=£f,(t)
0 7 s
Figura 3.1-1
Exemplo 3.1-1 - Derivar a fungao 4(£) indicada na alineg 3o il=2
f(t
A (t)

4 4

3 L /

5 U7

1+

+ I e aess >t_
0 Lo 2. “30 whd 556
Figura 3.1-2

Solugav - Em consequencia das descontinuidades que a - funcgao
§(£]) apresenta mnos pontos £ = 0, £ =4 SVt = 6, a derivada in-

clue tres fu coes impulsos nestes mesmos pontos e esta mostrada

n
na figura 3.1

=3
i ()
F 20, (t)
1
4 5 6 7 8
+ . - - = .
0 1 2 3
_1"
v.
Al lie=d) =W E=E))

Bafouic afesie] =3
Entao, :
S@) 5 2L CE) & U @) = ey Cee2) = Ug(t-4) - U-, (t-4&) +
t+ U1 (t-6) = Uo(t—-6)



Exemplo 3.1-7 - Determinar as derivadas de primeira e segunda

ordens da funcao mostrada na it pailieel 3o 1=

Af(t)
3

Eigura 3.1-%4

Soﬂyq&o - A derivada de primeira ordem esté‘mostrada na palt=
te (&) da figura 3.1-5 e a de segunda ordem na parte (b) da mes

ma figura.

£ (e)
f”(t) - 3
: A Uj(t-3)
, A 3 UigiED)
Il Auo(t~3) B 300 (t-3)
E
; . = : ; =
0 Bl 25k |oea is s @) 1 2 SR &
_1--
i V-5U, (t-1) ¥ ~Uo(c-4)
‘V—Uo(t—l) Yy
‘—U1(t‘1)
s (b)

IALENGEE & o k=S
Da parte (a) da figura, concluimos que
)

r A
£1(¢t) :3{U~1(t)—U-1(t-l)}‘“Uo(t‘l) r21U~1(t—1)-U—1(t"3)J

+ Up(t—-3) +[U_1(t—3)-U-1(t—4)J
ou '
SO () = g E=i) = SU=u(e=i) & Te(E=3) ¢
+ 3U-;(t-3) - U=, (t-4)

€, tanto da figura 3.1-5b, como da expressao acima,
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A = AU LE) = W le=l) = SWgQE=il) < U (E=23)
+ 3Uq(t-3) - Ug(t—4)

Exempfo 3.1-3 - Determine a derivada de segunda ordem da fun-

cao g(&) representada na figura 3.1-6, e que & a repetigao da

figura 1.3-3 do exemplo 1.3-3.
Ag(t)

24 Nrerees

Figura 3.1-6

§0£gg&o - A derivada de primeira ordem esta indicada na figura

3.1-7a e a derivada de segunda ordem pedida esta na parte b "da

mesma figura.

A s (o) is"m

L 2Uq (t) 201(t) A Uglt-2)
- " = t ~ =t
0 W e 4 0 1 o] 4
-11

SEHEESIL) =R (=3

(a) (b)
B iigu s al Sl
Da parte (a) da figura 3.1-7 concluimos que
50 (E) 2 dug(e) = [U~1(t;1) = U—l(t"z)} = g (=3) (3.1-2)
Da parte (b) da mesma figura,
S S A (B = WeE=l) & Up(E=2) = U (=3 @E=8)

0 resultado contido na expressao (3.1-2) confirma aquele obtido pa-
8 g0 L) we exemplo 1.3-5. [Entretanto, a maneira como foil consegui
do ng exemplo 3.1-3 e ligeiramente diferente daquela do exemplo
b3 Aquise N dlesiivialcla oM Flok! exacutdda diretamente do grafico da

f
Ungao g(t) e, depois, escrita a sua expressao analitica, enquanto
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que la, no exemplo 1.3-5, primeiro determinamos a expressao analiti
.ca da fungao g(Z%), em termos de funcoes singulares, para depois efe

tuarmos a sua derivagao.

Quando uma fungao & definida par trechos polinomiais nao existe
qualquer dificuldade para a obtengao de suas derivadas sucessivas a
partir do seu proprio grafico e, portanto, nao precisamos de decom-
por primeiro a funcao dada em fungoes singulares para depois proce-
dermos a sua derivacao sucessiva. Mais ainda, a possibilidade de
executar a derivagao diretamente do grafico da funcao permite esta-
belecer um outro processo para a decomposicao de uma fungao defini-
da por trechos polinomiais em fungoes singulares, processo este cu-
ja presenga nao constatamos nas obras que consultamos. Utilizare -

mos o proprio exemplo 3.1-3 para a sua introducgao.

Observemos, inicialmente, que a derivada de segunda ordem de
(%) consiste somente de fungoes impulsivas.
Considerando, por outro lado, qﬁe
t t it t
Uy (A)YdA = Ug(t), Upg(A)dX = U-;(t) e W QOGN = -y (&)

~— 00 — Q0 J [ee]

€ que, por conseguinte,

e t
| Ui=a)dk = Ua(ema) [ U e i e NS
i =
t
U= (A= 2) i d =R RN (=0
—O0 ;
entao, integrando duas vezes, sucessivamente, os dois membros da

eXpressao (3.1-3), entre os limites -® e £, obtemos que

g(t) = 22U~y (t) = Uso(t=1) + Usp (t-2) — Uoqlce=5) (3.1-4)
© Constatamos que a expressao (3.l1-4) & exatamente igual a3 eXpres-
sao QLS EI=al) que obtivemos no exeinplo 1.3-3, ou seja, e a propria de
COmposicao da fungao g(t) da figura 3.1-6 em fungoes singulares. Do

due acabamos de expor, resulta entaoc a seguinte

Regra para a decomposiedo de uma fungdo definida pon Znechos po

&ﬁﬂgmigié em 4funcoes singulares.

) Diretamente do grafico da fungao dada efetue tantas derivagoes su

€essivas quantas forem necessarias para se obter um resultado

‘Onsistindo somente de funcoes impulsivas.

2) 1 e 5 : T
) Efetue tantas integragoes sucessivas do resultado obtido no 1
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tem anterior, quantas forem as derivacoes sucessivas, para ob-

ter a dccomposigao desejada.

Exemplo 3.1-4 - Efetue a decomposicao. da fungao indicada na fi-

gura 3.1-8 em fungoes singulares.

gxf(t)
3

gl

i

' —E> (g
0 1 2 3 4
Figura 3.1-8

Solugdo - Para. obtermos somente fungoes impulsivas & necessario

que derivemos duas vezes a funcao §(£] dada. E as duas deriva-
das estao mostradas nas partes (a) e (b) da figura 3.1-9, res -

pectivamente.

FUEE) : £ ()
A ﬁUU(t—B) A
2 : Ul(t"‘?))
2V (L-4)
h2u, (t) : £°
. |
e — — et . =
0 1 5 S g 0 1 24 3 4 t
1 | %—QUO(I‘."Z)
- LUl(t"l)
V‘Uo(t‘l) .
(a) - - - &R

Figura 3.1-9
Da figura 3.1-9b,
£10(E) = 20 () = Up (=198 = AU Ge=2) U CEEa) B2 R ES)
Lutegrando duas vezes 5”(1); sucessivamente, obtemos que |
£0t) = 2U_,(t) = U—j (1) — 4u-pi(t-2)FaRus sl AT

. U Igu e a3l 08
¢ as fungoes componentes estao indicadas na figur
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-
-

Edigura s 3 1=—10

As figuras 3.1-5b e 3.1-9b ilustram muito bem o porque de nossa pre
ferencia pela representagao de fungoes impulsivas por uma Unica se-
ta ao inves de duas, uma apontando para -® e outra para +, como
propuzemos a pagina 11 do capitulo 1. Menos setas menor possibili-

dade de confusao e de erros.

Cxempfo 3.1-5 - Efetuar a decomposigido da fungao X2 ([ ) B = ({0
U-1(Z-a) em fungces singulares, sabendo-se que (L&) = ao + at +
D

Sofugao - Derivando duas vézes a expressac X[£&) = e el E (=),

encontramos que,

X'(t) = f'(t‘.).U_l(t-a) -+ f(a).Uo(t—a)
x"(t) = £"(t).U-1(t-a) + £'(a).Uo(t-a) + £(a).U1(t-a)
Se
£(t) = ag + ait + azt?
entao
f'(t) = g G Zeg s
£'(t) = 2a,
¢ como {"(4) nao depende de £, podemos considerar que §"(2) =

Z.a, = S @) o Assii,



(G ST (D) ol (E=eny & 2U({a) olige=a) < £ ()P URREE=T)

Integrando, agora, duas vezes x"(t), sucessivamente, entre

os
limites -® e %, encontramos que
x(t) = £(a).U_, (t=a) + £'(a). U= (c=a)turil(I)Rums e
_ (350 01=5))
ou
(@) = [f(a) + f'(a).—iﬁ%il— it f"(a)-—LE%gli— )-U—l(t“a)
(&) t=))

Entao a decomposicao de §(%).U_, (t-a) em fungoes singulares po-
de ser efetuada atraves da decomposicao de §(£) em série finita

de Taylor nas vizinhangas do ponto & @, seguida da multiplica

ao por U-j)(£-a) e das respectivas conversoes osteriores ara
, s D

a transigao da forma (3.1-6) para a forma (3.1-5).

3.2 - A Integral de Convolucao

Esta segao inicia-se com alguns exemplos de determinagao da res

posta de circuitcs lineares e invariantes com o tempo as entradas

definidas por trechos polinomiais. O método que sera empregado con
siste essencialmente de tres etapas: (1) decomposigao'da entrada em
fungoes singulares, degradus, rampss e parabolas, de acordo com )
procedimento exposto na segao anterior; (2) determinagio da h(t), a
resposta ao impulso do circuito e, de. posse desta, das respostas ao
degrau, rampa, etc, por integracao sucessiva de h(Z); (3) determina
€30, e superposigao, das respostas do circuito as fungoes singula-
res componentes da entrada dada. Uma vez encerrada esta parte, pas
Samos entao ao desenvolvimento de uma sistematica que culminara com

diintegral de convolucgao.

Exemplo 3.2-1 - Ache a resposta do citcultoidalifaionnaieiscibiealo
Pulso da figura 3.2-la, sabendo-se que a energia inicialmente
Dl CEGlE e elseihEe @ amila para 2 = @
A (t)
1
. R=2Q C=—-F ==
A () 2
e (=?
- t
(b)




§9££g§g - Como primeiro passo, efetuemos a decomposigao do pul-

so da fonte de corrente {(%) em funcoes singulares:

U (@) _?i”(t)

[F AUo(t"'l) ’ o —
2 frremm : 200 (£) | Jtljl(t 1) ﬂUo(t 3)
1 4
on oA Mt 0 1 T e
..l -

71 —Ug(t-3) 7

~2 vk —3U\0(t~—1) —I‘J'l(thli)

(2) _ - (b)
Figura 3.2-2 '
Da figura 3.2-2b,
1(t) = 2U-2(t) + U-j(t-1) - 3U-,(t-1) «+ WP Ge=sl) = o (E=3))

A resposta do circuito da figura 3.2-1b ao impulso foi calcula-

da no exemplo 2.3-4 e & dada por

h(e) = —— e H/RC y ) (p)
Substituindo os valores de R e C, h(t) = ZQ—I.U_I(i). Integran

do h(%) entre os limites - e 1

t t
ri(e) =2 e"A.U_l(A)dA = % e—k.dk = 2l = eESEn )

— 00 O 4

Integrando agora #(Z) entre os limites -% e £, que e a resposta
do circuito a uma fungao rampa unitaria U-, (%), 2 qual denomina

remos de 4 (L), teremos

t t
= =t
s(t) = T (AN AT =) (L = @ A)dk = 2(-1 + e B ST 5 ()
Como os elementos do circuito, R e C, nao variam com o tempo,

Podemos escrever que

e(t) = 2.si(t) + r (=190 = SiisI(t =19t sI (=8 R (ESI8))
donde
S A O s e ) o 200 = o BT E g gpel) =

= 6("2 o e"'t+1 + t‘.)U-1(t"1) + 2(-4 + c—t+3 + t)U-l(t—3) 2

S A0 = @ BTN (e D)
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ou, de modo equivalente, que
: =
J4t + e = 4 pare O 2 @ g i
<) = -t :
el(E) =SS 21t 4(2e-1)e T L0 2 SR TS e i RO DR R

3 —E o iR
k4(e -2e+1l)e % 62,60e © para t > 3

A curva da resposta esta mostrada na figura 3.2-3..

%e(t)
4_
3 -
e
15 \\\\\

t |||x|\r>t
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Figura 3.2-3
Exemplo 3.2-7 - Achar a temsdo e¢(%) no circuito da figura

3.2-4b para a fonte de tensio ei1(f) indicada na figura 3.2-4a.

Sabe-se que Gl & Al = 0.
A e1(t)
54- . 7 iL(t)
e-(t)
B
' i M
A 1 1
2 = o
21 28 Eéz 68 T
5l eo(t)=?
0 e L)
=
(a) ' &

Figura 3,2-4



Solugao - Efetuemos inicialmente a decomposigao da entrada

e, (%) em fungoes singulares.

per (€) Shace)
3 : ' : SUEE)
2 TR
1 1]
: ; B
0 Qi 15 2 GRS G R
=SEn sl
-27 i V '3U0(t"3)
_3"
) _ ’ (b)

A elfi @)

ABU]_(t) fSZUQ(t“'B)

7 -
TU°(t) = i (=5

(c)
Faiauizalesis2iss
Dal E il Ao
() = S-n () = U—s(t).+ A= (E=g) = 3U—z(t"3) = U_3i(t=6)
(So 2= 1))

Considerando o no inferior do circuito como o de referencia, po

demos escrever duas equagoes nodais simultaneas; a saber:

f

no C2: 4 (ep—-ey)dt + @ o '—'1—6—-—%?(32_ eg) = 0
= ).

no ¢g: —Tg—_—gz—(co—ez) + —%— eg = 0

Oou

(p2+8p+64)ea(t) - pleo(t) = 6hey (t)

—~ 3pex(t) + (3p+8)eg(t) = 0



Quando ey (&) = Ug (L), eq(£) h{t) e o sistema fica

(p?+8p+64)ea(t) - p2h(t)

64.Up (t)

= 3pe2(t) + (3p+8)h(t) = 0

Entao
p2+8p+64 =i p2+8p+64 64Ug (L)
R(e) =
=3D Jpt+8 =3p 0
donde
(p? + 8p + 16)h(t) = 6.U,(t) (3.2-2)
e

(p + 4)*h(e) =0 plarars >0

bz - . .
A cquagao caracteristica apresenta uma raiz dupla e igual a -4,

e a solugao da equacao &

4

Ri(t) & (RN Rt iat
. s .
R [—4K1 + (1-4t)Kz e 4

Da equagao (3.2-2) concluimos que devemos tomar

h(t) = Cp.U=; (L)

h' (E) = Qo .U (E) F Gl (@)
h'(t) = Co.Un (&)t Ci Uy (el ucous ()
Substituindo estas expressoes na equagao (3.2-2), resulta que

CoUj(t) + (C1+8Co)Ug(t) + (C2+8C1+16Co)U-,(t) = 6.U; (t)
Comparando os dois membros dessa equaggo,

Co =6 ="h({0%)

G 3 G =R () Cp = - 48 = h'(0+)

B By S 160 8 0 Cp, = 288 = h"(0+)
Com as condigoes h{0+) = 6 e h'(0+) = - 4§,determinamos, das
eXpressoes de h(t) e h'(t), que K; = 6 Ko = A S SR A o

HEE) o BEL = Aede U o, (e
Assim, .

r(t) = J BEL = e N o e B e (6

0+
SOLY) J 6re”*hax = 2 [1 = @ @ 4t)e—4t].U_1(t)
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z(t) —%E- [Zt -1 + (1 + 2t)e_4t].U~1(t).

aonde 4(%) e z(%) sao as respostas a rampa U_,(t) e a parabola

U-3(£), respectivamente.

Como o circuito da figura 3.2-4b e linear e invariante com o
tempo, a resposta a entrada e1(ZX), definida pela expressao
(3-2_1>: €

eo (t) 3s(t) - z(t) + 2z(t-3) - 3s(t-3) - 2 {(e=6)

ou seja,

es (L) = %%[1‘(1+4t)e~4t)U—1(t) ——%g—[Zt—1+(l+2t)c_4t)U~1(t)+
+ -fé [2t~7+(2t—5)e—4(t—3)JU—1(t‘3) - —%—[1“(4t—11).

.e—é(tHB)]U-1(t—3) e [2t—13+(2t‘11)e—4(t—6)]U*i(t"6)

ou

eg(t) = [21/16—3t/8—(21/l6+39t/8)e_4t]U-l(t) +

¥ {-30/8+3t/4-(114/8—21t/4)e—4(t—3)]U_1(t—3) o

+ [39/16—3t/8—(3t/s—33/16)e"4(t"6)JU_1(tLﬁ)
ou, ainda,
[1,313-0, 375t~ (41 875iE 1k, 151113 e R O

~2,438+0,375t~(4,875t+1,313)e 4T+ (5,25¢-14,25)e" 4 (E=3)
g (t) =S 3 L taiset

: = AT
—(4,875c+1,313) e “C+(5,25c-14, 25)e = “OETIN_ o ahis oo

Lo AE=6)
\ para t > 6
A curva representativa da saida e, (L) esta indicada na figura

SE

L}



A o)

H b t— —_———— >
Of 1 2 A E
=0} S 53
Figura 3.2-6
E§§E££2_3.2~3 - Determinar a corrente 4 (%) que circulara no cir-

cuito da figura 3.2~7b quando a fonte de tensao e(f) for o pul-

SO retangular da figura 3.2-7a.

) ee) | _J\/\‘{{\/\’__

5 e(t)T CD D L

INEE) =2

a a-+T

(a) éb)

RiSiaiiyeia Q0
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Sofucao - A entrada e(£) decomposta em termos de fungoes singu-—
lares e

GIEE) &1 Aoli=niesa) = Aslion (E=asn)
Considerando que o circuito da figura 3.2-7b e linear e inva-
riante com o tempo, a resposta solicitada e dada por

LR & Mor((Eee) = AorlE=a=1)
aonde (%) = 4(t) para e(Zf) = U.;(ZL).
Observando as figuras 3.2=7b e 2.854%a eoncliuimo/sMqueNoSIc EEcuny
tos contidos nas mesmas sao duais. Portanto, a resposta ac im-
pulso do circuito da figura 3.2-7b pode ser obtildada rlelsipoisiaa

ao impulso do circuito da figura 2.3-4a, pela troca dos elemen-

tos constantes daquela resposta pelos respectivos elementos du-

ais. Entao a resposta ao impulso do circuito da it EEEE  Se BT
e
hCE)d= (L) e IR R
Logo
rt . et
r(e) = J REA) A e |G
=00, O.c

]

(1/R)[1 % e‘(R/L)t]u_l(k)

Em consequencia,

i(t) = —%«[1 - e‘(R/L><t‘a)}u_lxt~a) — {1 ¥

Rl e T

ou, de modo equivalente, que

f

para a < t < a + T

?_[1 5 e—(R/L><t—a)]

i(t) = {

_A_[ERTfL 3 1]e~(R/L)<c—a)

= PAEA & S @ & T (S o 2=3))

\

U -
R esbogo da forma de onda da resposta esta mostrado na

! figura
9.2-8a,



e ATh (t-a)
| ?L
RIW
L
|
|
|
0 a atT 0
(a) | (b)

Figura 3.2-8

Se a rOSpOSLﬂ ao impulso do circuito da figura 3.2-7b o le(l2) =

A B -(R/L)2 U-1(Z), entao a sua resposta a um imnpulso de area
igual a do pulso da figura 3.2-7a, e aplicado no mesmo instante

£ = a, e dada por
TA B (Ema) = (TAIL) e RULICES DI (5 B3

€ que esta mostrada na figura 3.2-8bh.

; ~ : ; Rt/L
Considerando a2 equagao (3.2-3) e substituindo e T/ Pela sua corres

pondente serie de Mac-Laurin, resulta que

: B e, ] RiTiwa 2o 11 Rilwe 2 -(R/L) (t-a
1(t) = 5 {]_-c-._.L -+ 2{,( T ) T+ 3'_( = ) .,._:._1]@ (R/L) ( )
ou, se T << L/R = 1,0 que
A0 (G0l = "%ﬂ_ e_(R/L)(t*a) =AY h (=) D ol i = - ST (&) o 2=5)
A observagao da equagao (3.2-5) e/ou da figura 3.2-8, - permite

concluir que 4¢ a duragao t do pulso ¢ muito pequena comparada com
@ constante de fempo T do cincuito, entdo a nesposta do cdrcudto ao
Pulso netangularn, para & > a + T, pode sern aproximada pela redposta
a um Lmpulso de Lgual area, ocorrendo no mesmo instante "a" no éuaﬁ
Lem infeio o pulso. Mais ainda, este procedimento & satisfatorio
Mesmo para pulsos de forma nao retangular, ou seja, o formato do
Pulso e irrelevante. Tomando por base a conclusao anterior, pode-
MOs entao fazer o seguinte: substituir a entrada arbitraria de um
Circuito Por uma sucessao de pulsos de curta duracao; em seguida,
Substjituir os pulsos por impulsos de igual area e aproximar a res-

Posta o circuito pela supc1p031gao das respostas aos varios impul-

S 5
°s. F evidente que quando a duragao dos pulsos tender para zero a



aproximagao se tornara exata. Lste e o procedimento que adotaremos

a seguir para o estabelecimento da chamada integral de convolugao.

Imaginemos que a um circuito eletrico linear e inva-
riante com o tempo,sem euergia inicialmente armazenada em £ = 0-,se
ja aplicada,no instante £ = (0, uma entrada arbitraria qualquer

x(L), e que o nosso problema seja a determinagao da correspondente

gla fidia A (EE) B plais AR =

) EEIED

() 7

_
Z
Lol i
—""“‘A>\.L— S
Figura 3.2-9
A resposta do circuito ao pulso tipico em £ = A, representado pelo

trecho da curwva de entrada compreendido entre os pontos A e B na £a
gura 3.2-9, podec ser aproximada pela resposta ao impulso de Loual

area

x (A ANSTlCE=2)

Se a resposta do circuito ao impulso unitario U, (%) & h(£), a res—
POsta a um impulso de area X{A)AX ocorrendo no instante £ = A o

X (AN ARSI CESAD)
de acordo com a propriedade da invarianga com o tempo do circuito

em questao.

Send ” .- . = W + . : . -~ . nl = . = o
© tambem linear o circuito, o principio da superposigao assegu

fa que a resposta a entrada x(£) ate um tempo £ e a soma das respos

ta8s a todos os impulsos ate aquele tempo. Entao
- t—
Y(t) = 1im :é x(A)h(t=A)AA
A}\"’O A:O

Ou
t

Y(e) = | x(A)h(t=-A)dA - Glele

o

A [ \» o ~ - - . - . )
€Xpressao (3.2-6), que e valida somente para circuitos lineares,
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-

invariantes no tempo ¢ com -condigoes iniciais nulas em £ = V)= e
chamada Infegral de Convolucao, de Supenposicao, de Carson ou de
Puflamed, representada simbolicamente por x(t)*h(f) e entendida como
x(£) convoluida com h(£). Ela estabelece que a fesposta de um cir-
cudto Linear o uma entrada arbitraria qualquer e a convolucao da

enfiada arbitraria com a nesposta ac impulso. Esta conclusao & as

vezes denominada Teoxrema de Bonel.

Antes de efetuarmos alguns exemplos de aplicagao da integral de
convolugao, apresentamos, a seguir, a sua interpretacao grafica,den

tro da qual aproveiltamos para mostrar tambem que
x(t)*h(t) = h(t)*x(t)

ou seja,

t t
y(t) = | x(A)h(t=-A)dA = | x(t=A)h(A)dA (3.2-7)
o o
Para ilustrar melhor, consideremos as fungoes x{£) = U-, (%) e
h{t) = U-,(%), que estzao mostradas em termes da variavel A nas figu
ras 3.2-10a e 3.2-1la, respectivamente.
LN . A B
1 ///
e — - = )\
0 2 0
(a) ; ‘ (a)
A x(=2X) A B (=2)

e 9\ — A

(b) (b)



A xCt=Xx) A h(E=))

= )\ = )

(&) : (c)

A % (e=2)n () D R =

| i
1 il
|»” il \

ng\

|

.W%“ “ﬁr
|| — IR S
0 t A 0 t
(d) : (d)
p hCE)*x (L) A x(t)*h(t)
CieT o E57/82
/ A
Af,;f/// #ijfx/
s : =\ il == 5\
0 t 0 t
(e . (e)
Figura 3.2—10 . Figura 5.2—11

0 Procedimento grafico consiste de quatro passos essenciais, a sa-
ber:

L - Ginarn uma das duas fungces em torno do eixo vertical. Este pri-
meiro passo da origem a .
0 para XA > 0
RSN = W (=) = S na e AERS RSN
' 1 para A < 0
Ou

0) weneer A = )
h(=X) = =AU_1(-})

i

oL Da B ignsaesie2ssiSih
l—h panal A =<0
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2 - Deslfocar uma delas para a direita de um valor £. Isto origina

@ pers A P @

x[-(k—t)]=x(tﬂl)=U-1(t—l)= » na figura 35210

1L peee A S E

ou

( 0 para A>t
h[‘(l"t)]=h(t"K)=(t“A)U_1(t—k)u yna frguEardszlic
lt—k para A<t

3 - Multiplicar a funcao que foi deslocada para a direita pelo ori-
ginal da outra. Este produto da como resultado
0 para t<A<O0

x(t=A)h(A)=U~) (t=A)AU- (X) = . nat fllgurasie2=10d
A para 0<A<t "

ou

JO para £<A<O

x(A)h(t*A)=U-1(A}(t—A)Unl(t~l)=l G R B 21l

t—-A para 0<A<t

ghar a fungao produto desde zero ate o valor £, isto e, cal
cular a area sob a curva produto compreendida entre os wvalores
0

e A = £. 0 resultado deste ultimo passo e

(£2/2)Uc;(t). ma ficurateiilon

<
~
T
~
Il
]
(a9
>
It

ou

Hi

_y(t) (t=A)dX = (t2/2)U_,(t) na figura 3.2-1le

0o

O procedimento grafico geralmente e empregado para determinar a sai
da de um circuito quando a entrada e dada graficamente ¢ nao pode
Ser acuradamente descrita por uma expressao analitica simples, ou
entao quando a sua resposta ao impulso e determinada experimental-
mente atrvaves da aplicagao de um pulso de curtissima duragao e EreQ
unitaria (para aproximar um impulso unitario). Normalmente a siste
matica a empregar consiste na determinagao grafica da area sob a
Curva produto para varios valores diferentes de Z. A cada valor de
area obtido para um determinado tempo £ corresponde uma unica orde-

Dada da curva da saida y(£).

Un bom entendimento do significado de uma convolugao grafica £a

€llita muito a execugac da propria convolugao analitica.

Quando as condigoes iniciais nao sao nulas em £ = (-, devemos calcu
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lar a resposta para qualquer energia inicialmente armazenada separa

damente e somar ao resultado da convolugao.

Exemplo 3.2-4 -~ Efetuar a convolugao de x(Z) com K.Ug(Z).

Sofucao - Da expressao 3.2-6,
Ea t

t i
x(t)*KUg (t) = [ x(A) .KUg (t=-A)dA = K| x(A)U, (t-A)dA

o 5

Efetuando a mudanga de variavel
& = £-X, X = £-a e d\ = -da,e notando que £ € parametro na inte-

ral de convolu a0 resulta que
g ]
(0]

x(t)*KUo(t) = K x(E=a) U (e (G do)=

t
&

= K x(t-0) .Up(a).da

(o}

Observando que o produto x(Z-a) por Uy (o) so significativo
o

c
# 0, podemos escre

no ponto a = 0, uma vez que-Uo(G) =S plaira
ver que -
(¢t (-t ¢
! x(t-a)Ug (a)do = x(t)Ug(a)da = x(t)| Ug(a)da
/
o

(o} (6]
Portanto
x(t)*KUg(t) = Kx(t)
¢ a conclusao e que a convolugao de uma funcao x{£) com um Lim -

pufso de area K & igual a propria funcde x(Z) muliiplicada pela
constante K.

Exemplo 3.2-5 - A resposta aoc impulso de um circuito eletrico
linear e invariante com o tempo & h(ft) = ZZ-I.U_lft). Determi—
nar a resposta Yy (L) para a entrada x(L) mostrada na figura
39281808
fi SHE
2-.
14
1 t Y * L t
0 1 2 3 4

Figura 30.2=12
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EQ&E&QE - Para maior facilidade de compreensaos ilustraremos a
solugac analitica com algumas consideragoes graficas. :
Nas figuras 3.2-13a, b e ¢ estao mostradas as.fungaes x(X\) e
h(£-A) para valores de £ comprecndidos entre zero e P entse

e 3, e entre 3 e o infinito, respectivamente.

x(A) h(t~-A)
h(t-1) szﬁ/\\’//_ ) \‘:
o/ /i}K\
1 / f 1/;/
“T”wflf - /AL}; j ¥ > Af"dﬂfpff/f 1< e
=3 =2 =1 ol 1 2 "3 & AT i e e A
(a) (b)
A x (X))
h(t=-2A)

1+

,z.«««f/\ |
] .

hNREL S, ' = A
4 5

2 /};\ ‘;’f./"
s
A3

2

(e)
Fiagura 8i2=113
Da expressao da resposta ao impulso determinamos que
h(\) = Ze—AU_l(A), h(=A) = ZeA.U_1(—K) e

ZeAnt para A < t,

h(t-A)=h[—(A—t)}=26A—t-U—1(t‘A)={
(

C 2ol :
°nforme podemos notar, observando as e Sla2eilBa, B @ Gs &

0 para A>t

e . : i a e o I
€Sposta ¢ (%) do circuito sera composta de tres expressoes. Uma
Para o intervalo 0 < % < I, outra para o intervalo I < Z < 3 e
u »

Gt eEiee para @ S 8.

SREIIE T S ] A e 2% o



& &
y(t) = J oS e = 4e'tI Aeltar = ae_t[el(l“l)]
. o .

Portanto
y(t) = 4(~l+t+c_t), (para 0 < t < 1)
2\ Vsic OIS

P ara M <SR I D=
A3 e SRl s

e, entao

1 t
v(t) = [ 2A.2ek_t.dk + J (—A+3).2.ex—t.dk =

g :
4e~LJ Neltant 2e”t[ Sl e
(e} 1

; . t
4C—L{eA(A"1)] t

e lel(h-X)}%

Il

o 1
Logo
y(t) = 2[4"t—(3e—2)e—tJ, ((plama TN SER<EES)
2N s el (OF <A <A\
l—A+3 sie 1 <A RS

Para £ > 3
0 ‘e N 2 8

Portanto

1 3
y(t) = j 2K.2eA~t.dR + J (—A+3)2ekwt.dk + J 0.2e
(s}

1

il

-t{ A ) "t( Ao !3
= e le (A—l)J + 2e ke (4“1)]

(0} l 1

1‘1inalmentc—:,,
y(t) = 2(e3-3e+2)e"t, (e = 3))

gﬂiigﬁﬂéiﬂéﬂ (Verifiicacao) =

Se a resposta ao impulso do circuito & h(t) = Ze
tac a resposta ao degrau é
t t t
) | Lo
SENERE 00T e (AN & 2] @ Tdl = = e
- =00 04 O+

d°nde

PR = 200 o e B (1)

!';'
£

(o]

(3.2-8)

(3.2-10)

—’t.u-—l (‘t) ?



e a resposta a rampa unitaria U., (%) @&
t : t
- = -
s(t) = AL = & Thel = 200 & e M)
o o
s (o) = iR R D)

A decomposigao da entr;da em fungoes singulares & expressa por
x(€)F =" 20U () =M= ECS) N =P GEEa)

Logo
y(t) = 2s(t) - 3s(t-1) + s(t=3) =

4(*1+t+e—t)Um1(t) = 6(~2+t+e.e*t)U_1(t—1) +

+ 2(~4+t+e’ . e BYU_ (£-3)
ou, de modo equivalente,
4(-1+t+e ) paratiof< !
y{t) = 2[4”t‘(3€’2)e—t =~ 2(4-t-6,15e_t) pee Il £ & & g
2(e3-3e+2)e b =~ 27,86.9__t paira FER>ESS |

e 0os resultados obtidos por este outro metodo confirmam aqueles
contidos nas expressoes (3.2-8) a (3.2-10). A forma de onda da

saida ¢ (%) esta mostrada na figura 3.2-14.

A}’(t)
2 d
;
; -
0 1 :
Figura 3.2-14
EﬁﬂﬂﬂﬁLj&?-é ~ Determinar a duragao da fungao resultante da

convolugao das fungoes {,(£) e g2(t) indicadas nas figuras



JoA=NHE & g

% £, (t)
A £1(t)
\ — t 1= £
0 T, 0 T
(a) (b)
Eii g U e3ve2isiis
Sofu¢ao -
ForCehi=I) f2(t2-X)
T e e
il P e
p S S
R4 //” { \\<£#A)-
: / 1 ,
([ d ] 3 r—~— }\
TR 0 t, T, ta
Eidfgura s 3ae2=alt6
Considerando que a convolucgao das fungoes §1(Z£) e §2(%), num

dado tempo £, & igual a area sob a curva resultante do produto

de §1(A) por §2(£-X1), desde zero ate o tempo £, e observando a

figura 3.2-16, podemosiconcluirSqgues:

- se t < 0, F12(M)fa(t-A) =0 e £1(t)*f2(t) = 0

RIS i i (GO Ea (=) 6 O @ SRR (EDSER ()5 @

= sien Th <t LR, R E QAL RGeS AT (R S R (CE A R (R - E I )

= 86 ¢ Z I 5 B (Vs (E=) 5 0 @ B E)Sia (i) = ©

Entao a convolugao & nao nula no intervalo 0<t<T1+T2, ou seja,

a convolugas de dedis pufsos de duragac Ty e T2, nesdpectivamen-

te, e um pulso de duragao T,+T,.

Uma regra muito usual no trato com funcoes exponenciais da for-

m SEIAC . ; :
S0 cU-y (&), @ > 0 e real, consiste em considerar que

v Sl = : =

alo de tempo aproximadamente igual a 51 = /6l & RunEae

8.1 . . - I - &
decrescente, para a maioria dos propositos praticos,

® Qe : :
€U valor final zero. Por conseguinte, podemos adotar

num inter-
exponenci
ja atingiu

como regra 3
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pratica que 42 a nesposta ao Lmpulso de wm circuito e da §orma
el = Ke—ai.unl(i), entac a sua hesdposta y(zt) a um pulso de enthra-

dax () dc.dunaqio T, ¢ um pulso de duragac aproximadamente Lgual
T Bl

Exemplo 3.2-7 - A resposta ao impulso de um dado circuito ela-
trico esta indicada na filgura 8n2- 1o consade N entrada
x{€) mostrada na figura 3.2-17b, determinar o valor da saida
(L) noinsitaniter £ =03/

Ax(t)
A h(t)
1 «;\\\\ :
'\\
\\ N
O ~_]f 2, o t 01 1 2 C t
(a)

Eiguras3in2sisy
Sotugao

‘:—h(t—k) para:t = 3/2
11 /:/’!
£ Nl

' x(A)
7
L

S B
=V R A

it puubsaSeaps )= iing

= 32, yl3/2), & Higual i area
Sob a curva produto X(A).h(3/2 - X) desde A
Da figura

0 valor da resposta no instante %

= 0 atie N == 2uiN
2.2-18, determinamos que

NopEra 0 € 8 € 1
x(A) =

=\ pare L S N < 3/

WA = ) = A2 LA para 6 R N < 92

POrtanto
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JAZIZ SONJG pesrer @ € N <€
x(A) .h(3/2 -A) =
. [—AZ/Z SN s L e L RN € B2

3/2 :
(X2/2+X/4)dN + J (=A%/2+3X/4+1/2)dX

1

rl
y(3/2) = }

o
Finalmente,

y(3/2) = 59/96

Cxemplo 3.2-8 - Estabelecer uma formula para o calculo da convo
lugao da fungao, x (=" e SN0 a8 e i X (E1e = an.u_l(i), sen
do a) L} = ag * @it, b () = ahF Nl R

§o£ugao - a) Das expressoes (3.1-5) e (3.1j6),

x(t£) = fi(a). U=y lt=a) SrefS(aNsSu=iEt="a)) =
= f(a).U=q(t=a) + & (a)itt=a) U= EE="al) =
= [f(a) + f‘(a)(t—a)J.U_.l(t—a)
Entao
t
y(Ce)is [ X)) SR (e A=
O
t ['t
L Rie) ea(t_l)dk4-f'(a)J e ET) an o
St a ¢
[ & [ ]
= eqt‘f‘(a)J Ae_akdk-b[f(a)— af‘(a)JJ )
a : a
= -0 —‘0',}\\ t ( QA s
y.e at==f‘(a){kea - + eaz J = {f(a)-af‘(a)}. "Ea : ] =
a a
Lo ctEt(aye™t  afvGayentt T alalcmls A )
o Q a2 o2
B e e L eiie)e T Al Ga)lcn e
@] (64 a &
—Qa t o 1
== [af(a) +f,(a>)_e—atf (= Al R SECHEER NI )

Sendo 6({) =Gl IR TV 6'(£) = a, = 6'(a) e

TG - e—&a(af(a)+¢?(alleat -ler +f'(t)]

2
(0

JU-y (t-a)

(E3v2=18]%)
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b) Se (L) = ap & dit + a tZ, entaoc, deraconrdoNcomnNals expres-—

soes (3.1-5) e (3.1-6),

x(e) = £ @) Uchy(t=a)i+ 5N a) U= (=2 )R i Ca U= G a8 =
LoN2
= f(a)U~1(t—-a) +£f'(a)(t-a)U-;(t—a) +f”(a)(t—2a)—U—1(t-a)=
~ [f(a) + £'(a) (t-a) + f”(a)—(—t—;]—)z-].U_1(t—a)
Assim,
rt : t
(o) ==f”(a)J LSOl =) g o f'(a)J e s CEAD o o
a . : a
+ f(a>J SELE) iy
a
ou t >, t
Filit pen = j;?&ul J (l2~2al+a2)e—aldk 5 f‘(a)[ (l—a)e“akdk +
a a
£
+ f(a)[ e‘akdk
a
entao
s s TRV SR RU DN £10a) , atall(a) )
20 a? g a a?
aff'(a) __£l(a) _ ef!(a) |, aft (@)l RIS RG] %
20 : o2 a 3 a ol
e (I }eat
Gié a
y(t) = e_ja [uzf(a) + of'(a) + f“(a)]eat -
a
= i [f(a) +ofNta)ie=a)h it f”(a)(t2/2—at+a2/2)]~
- iz [f'(a) +'f"(a)(t—a)J -
e s |
s (l)}

1'lnalmente,



-oa ; ; i ot
y(r) = == [QZf(a)ﬁafs(a>+f (a)Je s (=) =
o

[uif(t)+af'(t)+f”(tlJ Uy (t-a)

CL3

(3 o =1L 2))

Continuando com a sistematica empregada no exemplo 3.2-8, pode-

riamos demonstraxr que se §(£) Qg + a1l + at? + A en Eaoma con

volugao de x{£) = f(£).U_1(Z-a) com h(Z) = eat.U_l(I) seria expres-
sa por
"OZZJ._( ‘ ¢
el = b [asf(a)*'azf'(a)4'af”(a)'*f”%a)}ea ollimp (e=g)) =
(87 ;
(
5 1. {Gaf(t) S () DEE () +f"’(t)].U—1(t—a)
3 (3.2-13)
A indugao para o caso de um polinomio .do grau n & -feita a seguir.
Se £(£) = ao # ant + iaz e VR ani”, selEans e bl cUln (e=at) e
hi{zt) = Keai.u_l(I), entao,
[ ~0.a ot :
e =J e G Tl 'F(ziie 2L (o)) (90 2-149
aonde A
E(c) o= :2 an_l.f(l)(t)=:anf(t)+an"lf‘(t)+a“_2f"(t)+___+f(ﬂ)<t)
il (3.2-15)
Exemplo 3.2-9 - Efetuar a convolugao de () =S 01Era) (BN (e an
B e e ()
Solugao - No caso presente, (L) = 1 + 2t e £' (%) = 2;
A= DR = O o G = )
Da expressao (3.2-15),
IE@ERET ) s IR 2= 2 = A B 2 = = G
e
F(a) = F(2) = - 8
De (3.2-14),
4 = =i ERGS S
}Y(t) = L~ '( 8)'e ( ’L) .U_l(t_z)
(=22
Ou

I

y(t) = {c = 2e"2(“'2)}u_,(c—2)



Exemplo 3.2-10 - A resposta ao impulso de um circuito e h(Z)

= 4Q_2t.u_1(f). Determinar a resposta para a entrada X|(LCISmolsts

t radar na s aisaii2i=i9 s

A x(t)
G AL
5 1
(-t%+2t2%+3¢t)
4 1 ////’
; >

31
2 4
l -+

+ -t = t —{=
0 Lo 4 2

Filguiza e 3te2cilig
Soﬁugég - A entrada pode ser escrita como)

xle) = (CthFoc: +3t){U_1(t) = U_l(t—B)}

ou

x(t) = (-t2 +2t2 +36)U_;(t) + (£ -2t2 -3t)U_, (t=3)
E a resposta desejada pode ser obtida atraves da aplicagao das
expressioes (3. 214 )Ne (32 iGN IS caﬁa uma das parcelas compenen
tes de x(£), seguida da superposicac destes resultados parci-
ais. :

Para a primeira parcela,

EE) = = e R RS
e

FE(t) = olf(t) + o2t (o) o mt ()Rt el

= ~ 8(~t¥+2c%+3¢t) + 4(-3t%+4t+3) - 2(-6t+4) - 6

entao

HED) = GEY = 206° & 4k = 2
e

(Y = ) & = 2
Para a segunda parcela,

£i@e)s = 3 = 2rd e



F(t) = - 8t% + 28t% - 4t + 2

F(a) = F(3) = 26
Portanto
SR 3 2
= Z — — {
(B o A e 8t16+ 28¢t Lt + 2 Ton () &
B 20oiBe 2% 5 8% o 25f o 4 o 9 :
e e U_1(t”‘3)
ou
e_ZL 1
y(t) = P = o S R = J.U_l(t) +
13 -2(t- g -
i [uzu— e 2 GBS S R —%— J-U—l(t_3)
ou ainda
r ~
e"'/lt l
S et 2B S SRR —5— bpara s e S 5
y(t) = ﬁ
e—2t
(13e® - 15) S0 T DENIEY B 2 5

.

A forma de onda da resposta esta indicada na figura 3.2-20.

Ay(t)

12

10 7

V

Hifcuaies Be2i=2i()

Eiﬁﬂﬁﬁg 3.2-11 - Determinar a resposta do circuito da figura

AR para a entrada mostrada na figura 3.2-21b.



-Ae(t)

AVAVAVAVES i
£ 5 4 t
R=—1—-Q 31 sen
2
/\ -':__.]_'_ = 2
ﬁ:) L 2H
<+ 11
e(t) - i(E)=g
™
| : . . e
0 1 2 3 4
(a) : (b)
A
4
3| 5 e @)
— h(f"'}.) 2 F . A ,‘
ya!
/ Vi /
. /
i |
// G
';_'__,lr/ j__,//\'ﬂ— }
R p——% = 4 : = A
= ) 1 t 3 Gate 5
(c)
Fiiguinza s 3re2 93]
Sofugdo - A resposta ao impulso do circuito da Eilgura 320l

foi obtida no exemplo 3.2-3 e vale h(Z) = (T/L).QH\R/L)IU_l(i}.

Introduzindo os valores numericos ela se torna
h(t) = 2e °.U
=2em U H ()

A reSpostA do circuito ao pulso senoidal e dada por
t
i(t) = | e(A).h(t-r)dA
o)

WA SeAo0le, O pane 0 K i S

rt n g t
L) = || Bsemilee (t A)dk = 8e—t eA.san.Ql =
Jo o
t
= 4e"t(ek(senk - cosl)}
( 0
€ntao,
5 =1
L(R) = ﬁ[sent - cost + e J



Para -t > T, a figura 3.2-21c ilusitrasque

i(t) = e(A).h(t=A)dA,

(o}
pOZLS
t tt
e(A) .bh(t=A)dA = J O hi@E=0) d7 =0
m W

Portanto

T
8€~t( ek.senk.dk =

1DEE) =
Jo
T
=its
= he [ok(senk - cosA)
)
e
. ol t
10E) = (1 Hes)ie
Exemplo 3.2-12 - A resposta ao impulso de um dado circuito e

hit} = e “.sent. .U [2). Determinar alsualrelspolc alpatsaio) entra

£
da e(f] mestrada na figuzna 32-215
Solucdo — Dasfiguransi =2l
e(t) = &sent para @ <Pt Ean

donde

|A
=

e () = 4sen)i & naria i B

hi(E=A)" =8 o Sle @ sienl((E =) P UMER EE=AS)

ST

- ;\\ h)
U & A tJ e .senAi.sen(t-A).d\ =

r'L'

= le ?.sent.J ek.senk.caskdk -
(¢

t
Nt
=4 T Ols T eA.senzh.dA =
o
t t
X - A =
Se2e t.sent ¢”. sen2A.dA- 4e t.cost eA.senzk.dA =

(0] (0]



—-t eA(sen2A.~ 2cos2\)
= 2 senlEo

5
o
t
A =
= : s 2 A =
= Le "lcost, —E—éigﬂi—(senk = REEEN) v == =
o
= § e_t.sent[et(senZt = AEEBLE) o 2] =
% é c_t.ccst{etsent(sent ~ 2cost) + Eet = 2] =
Sate =it =
L e (sent + 2cost) + (sent — 2cost) =
4 i -t
Tl (e + 1)sent + 2(e — 1)cost
Para £ > T,
i
() “mehe el se o e
o}
: ]
=t [ ek(sen2k—2c032k) )
= 2e sent S J =
' )
) m
A A
% St e senk(senA-2cos)d) + 2e
el coisitlls 5 =
: o}
= —%—e—t.sent.(~20ﬂ+2) + g e—t.cost(—Zeﬂ+2)
entao
y(t) = —%—(1 = eﬂ).e_t.(sent -~ 2cost)

3.3 - Cincudtos com Entradas Anbitrnarias Nao-Repeiitivas

Uma excitagao impulso unitario insere sempre uma certa quantida
de de energia no circuito no instante £ = 0. Assim sendo, qualquer
5 . : . ;
tesposta ao L{mpulso tem a forma da fiedposta Livre e descreve o com-

Poritamento natural do circuito, ou seja, a equagao diferencial que
des

Creve o comportamento do mesmo tem sempre como fungao forgante
UMa ou majs fungces impulsivas ocorrendo no instante £ = 0. Portan
to, tais equagoes sao sempre homogeneas para £ > (. Dessa forma, a
Tesposta ao impulso & dada por uma expressao do tipo da equagao

STCIST Gm (a0 om (Rol=l6) on (2.1=12) .

Nesta secao proporemos um metodo para a determinagao da respos

ad . ' 0} . . - . *
Aproximada de um circuito a uma entrada arbitraria do tipo pulso



nao-repetitivo e de duragiao relativamente nao muito longa; admitire
mos que a resposta ao impulso e da forma das expressoes (2.1-7) e
(2o l=1H0) o Em esséncia, o procedimento que sera proposto esta basea
do nas expressoes (3. 22140 e (3L 2=15)F e Nsle it i zal GamblammdcRULIECE
justamento polinomial do pulso arbitrario de entrada, o qual & su-
posto conhecido de um grafico construido em escala ou de uma tabela
de pares coordenados.

Uma vez obtido o ajustamento polinomial da entrada arbitraria, tudo
se passa como no exemplo 3.2-10. O ajustamentc polinomial menciona

do constitui o ponto de partida desta secao.

Ajuste de Cunrvas pelo Processo "SPLINE FITTING™

Neste processo de ajuste, no6s passamos um conjunto de cubicas atra-
ves de determinados pontos, usando uma nova cubica em cada sub-in-—
tervalo. Mais ainda, exigimos que tanto a Lnclinacdo como a cuUrvd-
fura de um par de cubicas que se unem num determinado ponto sejam
identicas, neste mesmo ponto de jungao. O desenvolvimento das ex-
preccoes inerecntes a cste metodo de ajuste sera omitido aqui, mas
pode ser encontrado, por exemplo, em Gerald, Curtis R Applied
Numerical Analysis, Addison Wesley Publishing Company, ed. 1970.

A cubica relativa ao sub-intervalo L & escrita na forma

x(t) = ai(t—tj)a + bi(t--ti)2 S (EE o)) d, (Bo3=1l)

€ Situa-se entre os pontos (IL’ X.) e (ii?l’ gl
AR S, :
sl el i pek i i
1 6h, X i 2
3!
X =X 2Re®y & e,

e 1] oL, st 1T alar Il Ao = o = (i)

1 hi 6 2 1 1 e
d0nde

hi Giloc T t;, para i =] s D e e T ]
S{ © a derivada de segunda ordem de x(£) no ponto £ = Ii’ isto e,
S X"(ii} e @ obtida do sistema de equacoes seguinte

' )

hia —(ha+ha2) h1 0 0"t

by 2(hi+ha) h2 o] 0 0

0 h2 2(ha+hs) hs 0 0 c

0 0 h g 2(hs+hy) by 0

0 =

\ 5 gied st 0 hn~1 (hn*2+hn-l) hn—ZJ




4 3 ( 3
S 0
g X3 — X3 = 2 = ?‘:]

2 hz hl

sxely S ogeRr . oo KR T S0R

Ss =l hs ha
S 286G T 2 2t o L s

* hy h 3
LSnJ \ 0 J

Quando os pontos sao igualmente espacados, hi = n para qualaguer L

e ¢ sistema anterior torna-se

1 _2 1 O 0 0} . . O O
1 S SNOEN0 0 A%x
B Sl eI 0 Ax,
6 2
R 0 [s] = —|a2x,
hic .
0 U0 2l A%n_z
= 1
o), 0% 0 ioR S ICE2 ) ¢ e )
aonde
Azxi = Axi+l = Axi, @33 =2)
sendo que
Axi S e X - (3 c5=3)
Tambeén
sl S
i 6h
o
b. = x
i (B o560
i bx, h(2S.l + Si+l)
Ry B e =
1 h 6
d. =-. = B
5 Ha x(t.)
Supondo que o numero de pontos e n = 5, e que portanto quatro e o

Mmero de sub-intervalos, o sistema para o calculo do vetor (S] po-—

de Ser-escrito



¢ % A fi ) [ 0 )
1 =7 ]! 0 0 S
1 oo @ O (18s A%x
6 : <
0 e o O 18g) =5 == N (3.3-5)
0 (R 1R/ S | EC T A?xs
\O 0 1 =7 1) LSSJ L 0 J
Exemplo 3.3-1 - Ajustar os dados da tabela seguinte pelo metodo
DA e e e im™
: i e 2
1 t] J(i Axi A };i
1 0 0 1 2
s I 1 5 -4
3 2 4 = 0
4 g 3 =1l =il
5 4 % 52
6 5 0
SOﬂugiﬁ - Da tabela dada concluimos que o numero de pentos e
n = 6 e que os mesmos sao igualmente e'sipialcadiosh iR oS cljial N Ee= .
para 4 = 1, 2,°3, 4, 5, Entao, da lequacaciisima=sy
(Lo ne32 ol V1 u0rai 0 NI O T Tsh) S
1 4 1 0 0 0 S, 12
0. gt b il 0 C Sautt ==
0 0 1 4 1 0 Sy 0
0 0 0 1 4 1 Ss -6
10 0 0 L = 1) (Ss] S OR
de cujo sistema determinamos que S; = I, So .= 2, Shal == i
= 2, Ss = _'7, SG = _4-
De posse destes valores, calculamos os coeficientes s bi’ C .
. A

e d{ para os varios intervalos, os quais estao tabelados a
U

1 as b c d.
1 =3/ 1LIL9 =3 0
2 =342 1 a2 1
8 302 =72 1 4
4 SL0/02 1 S8 3
5 L2 =2 =1l 2




1L(0/11

As cubicas de ajuste, de acordo com a expressao (3.3-1) sao por

tanto
x(t) = - -%-ts + ;1 t? - 3¢ Pl a0 S GRS
T 3 e 2 7
XA = —7—(t—1) & (=l )e 4 T (e=il) < I =
-—-——:3—:_3+ §1~t2-3t, pare L € @ € 2
e 3 7 2
x(t) = —5—(t-2) h@“(t“Q) PR CEe) % 4 =
= -3—*:3 - —%—-S-—tz + 33t - 24 Eee 2 € & €9
. 1 3 g 2 3
x(t) = 5 —=(tea) N GESE == & 8 o
= - w%—t3 + _%lth = 215t S R a1 G < I <}
= A3 7 3 1 2 :
x(t) = = ——(t-4)" = =G SN (D =
S4= ~%~t3 + —%l“tz = 21t w308 plaa i SR CER

Os rcsultados obtidos no exemplo 3.3-1 nos mostram que as duas

-~

Primeiras equagoes sao iguais, e que tambem as duas UGltimas o S30.
Este fato ¢ consequéncia de duas hipoteses que sao feitas ao tempo
da obtengao do sistema para o calculo do vetor {S]: de que S; e uma

extrapolacao linear de S2 e S3 e que S” e também uma extrapolagao

linear de SH-Z e Sn—?' Essas hipoteses sao feitas em virtude da im

Possibilidade de se estabelecer a condicao de mesma inclinagao e

Meésma curvatura para os pontos extremos do intervalo total conside-

Fado. Portanto, se o numero de pontos considerados for n = 5, tere
MOs quatro sub-intervalos e apenas duas cubicas; uma para os dois

Primeiros sub-intervalos e outra para os dois uUltimos. Este proce-
dimento sera empregado em todas as aplicagoes subsequentes, conside

‘ando também que os pontos sao igualmente espacados.

§§§m3£212:3"£ - Ajustar pelo metodo "spline (4tEing" os pontos

da tabela seguinte, os quais foram zmostrados da fungao e(t) =

= Sie i Sin'dllolald AT G e S R IO B



i G e. Ae. 2 .
Ll 1 . d A=t A el

1 0 0 2,828427126|-1,656854252
2 0,78539816412,828427126| 1,171572874 ~2,343145748
3 1,570796327)4,000000000|-1,171572874|-1,656854252
4 2,35619449112,828427126 = 205 0128152712164
5 3,141592654 0

§2§E§éﬂ - Da equacgao (3.3-5)

(1 C0 SRR 0’[51‘ [ 0 )
1 | 0 ol -16,115945868
0 TERNS S S o0 795 9E8EEE
0 0 1 e i G -16,115945868
0 0 O R e | 0 ]

Resolvendo o sistema resulta que

S1 =S5 =:-1,017130346, .53 = 435085t
S2 = 84 = —-2,285990978
Os coeficientes, calculados éelas expressoes (3.3-4) com h =

= (0,785398164, estao tabelados a seguir para as cubicas corres-—

pondentes ao primeiro e terceiro sub-intervalos.

) aj bj cj ds
1 |-0,354143225|-0,508565173| 4,210144764] 0 '
& 0,354143225{~-2,177425805!/-0,000000028!4,000000000
Entao
e(t) = ~0,354143225¢t3 - 0,508565173t2 + 4,219144764

plarias St 0P 518 OIS 6= /4 e tambem
plaT at i/ L <t RS 0791618 F237 8 = BT /28

) ~ . .
Para o terceiro e quarto sub-intervalos,

e(t) = 0,354143225(t-n1/2)° - 2,1774258058c-n/2)% -

‘0,000000028(t-m/2) + 4,000000000 =
=055 BDIISHEE 3,846286436t% + 9,462025036t -
= Ly JIESIEHE S

para m/2 < t € 2,356194491 = 3w/4 e tambem
pEEa. Smlh 2 0 Z S AILE9Z68E = i



103
Os resultados encontrados podem ser postos numa outra forma, a
saber:
e(t) = (-0,354143225t% - 0,508565173t% + 4,219144764¢t) .

M Gy e U_l(t-ﬂ/Z)J + (0,354143225t3 - 3,846286436t2 +

+ 9,462025036t - 2,745165637).[U_1(t—n/2) - U_1(t~ﬁ)]

cu

e(t) = (-0,354143225¢%-0,508565173t%+4,219144764¢t) .U, (L) +

+ (0,708286450t°-3,337721263t2%+5,242880272t-2,745165637) .
Uy (t=w/2) + (0,354143225t%+3,846286436t%-9,462025036¢t +

+ 2745165637 ) AU I(E=T) (3 3=6))

A tabela A-1 fornece uma ideia do erro percentual que se comete
ao substituir a fungao e(£) = 4sent, 0 < £ < m, por duas cubi-

cas, obtidas pelo metodo "spline fitting”.

Depois de estabelecer as relagoes basicas do ajuste pelo metodo
"spline {4iLing" e ilustrar o seu emprego por meio de algumas apli-
cagoes, mostraremos agora, e atraves de dois exemplos selecionados,
como as expressoes (3.2-14) e (3.2-15) podem ser empregadas para a
determinagao aproximada da resposta de circuitos a pulsos arbitra-

rios de excitagao. Trataremos apenas do caso das respostas ao im -

Pulso da forma K.eai.u_lft) ou K.eat.éanwt.uwlft).
Exemplo 3.3-3 - Resolver o exemplo 3.2-11 usando a aproximacao
obtida na expressao (3.3-6) para a fungzo e(Z) = 4sent, que & a

excitagao do circuito da figura 3.2-21la.

Sofug¢ao - No exemplo 3.2-11 determinamos que [ ([CE)= 2e'¢u_1(z).
Entao concluimos que K = 2 e o = -1 e, dessa forma, a expressao

(3.2-15) torna-se
eGP S R(E) ¢ @Yok (B) @ GorTR) ¢ & Qe .
considerando que f(%) e do terceiro grau em £.
Portanto
L) o SiE(E) @ BYEEY) = AUCE) @ 5000 gey) (&e8=17)

€ a resposta aproximada L(X£) do circuito da figuré 3.2-21a e
obtida pela superposigﬁo dos resultados encontrados na aplica-
SEO el Crameesie (Bo2olll) o corn uma das parcelas i iconpaeties
da expressao (3.3-6).

Para a padimedinra Razicleal o= Ne



£(t) = -0,354143225¢t3 - 0,508565173t% + 4,219144764¢

Entao, de acordo com a expressao (3.3-7),

F(t) = 0,354143225t3 — 0,553864502€% = 35 PIIATS5/60E8E
+ 3,111415760
e
() o DY = 8, 1405760

Assim, de acordo com (3.2-14),

i1(t) = (6,222831520e” " - 0,708286450t% + 1,107729004t2% +
SR RSB = (6 AARESTLESE0Y) Umh ()
e
I(e) = i (o) S plas at OISR Y 42 : (3.3-8)

Para a segunda parcela, a = w/2 = 1,570796327 e

f(t) = 0,708286450t> - 3,337/21263¢t% + 5,242880272¢t —
= 2574514656137
Entao
F(t) = -0,708286450t% + 5,462580613t% - 16,168041500t +

.
oy

18% 913207140

F(a) = F(m/2) = 4,249718660
Logo

i,(t) = (40,886350980e © + 1,416572900t3 -

10,925161230t% + 32,336083000t -

3758 216143114 2:8 O FSTISHE (B =T0/620)
Efetuando a superposigao de 4;{£) com 4, (%), obtemos que
i(t) = 47,109182500e ° + 0,708286450t% - 9,817432226t% +

+ 38,558914520t - 44,049245800 para m/2 < t < T
(3.3-9)

Para a tenceinra parcefa, a = m = 3,141592654 e

E(t) = ~-0,354143225¢% + 3,846286436t2 - 9,452025036€ +
+ 2,745165637
Ent3ao |
F(t) = 0,354143225¢% - 4,908716111¢t% + 19,279457260t -

22.024622890



i (ey) = W) & 1,077155080

Portanto

L) & (O EEERPY260ET © = 0,708286450t + 9,817432226t% -
- 38,558914520c + 44,049245800) .U~ (£=T)
e a superposigao de 43(Z) com £ (%) e {,(%) dz como resultado
St = 96,06141T760eR. Dara cha (3.3-10)

Na figura 3.3-1 esta mostrada a curva da resposta aproximada
£(t) do circuito da figura 3.2-21a e na tabela A-2 uma compara-

cao entre ela e a resposta exata obtida no exemplo B 5= Il o

A i(t)
6|
5._.
\
4
34
2
14
L/ o
T T — T T T Y == T t
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Elourams sl
Exemplo 3.3-4 - Sabe-se que a resposta ao impulso de um dado
circuiteo e h{t) = e_i.éent.u_l(i). Determinar a resposta do

mesme a entrada amostrada na tabela do exemplo 3.3-2, ou seja,

resclver o exemplo 3.2-12 usando um procedimento analogo ao em-

Pregado no exemple 3.3-3.

SoﬂuQag - A resposta ao impulso do circuito em consideragao po

de ser escrita como

_—

t % : e =i
e .sent = parte ilmaginaria de (e .e =

h(t)

It

parte imaginaria de [e(~1+3)t}.

Portanto, podemos aplicar um procedimento analoge ao empregado
N0 exemplo anterior, considerando, inicialmente, que a resposta
20 impulso e da forma Keat, aonde K = 1 e o = -]+f. Depois de

Yesolver o problema para esta resposta ao impulso complexa, a



resposta verdadeira desejada do circuito sera obtida pela super

posigao das partes imaginarias das respostas complexas indivi-

duais obtidas para cada parcela do ajuste da entrada arbitraria

dada.
= : J I
Entao, se a = =]+45 = Vil A 2/“903 = 045 -
= _/‘115(}_ = 2"_]2 e (Xl’ = 4/782‘_ = -4,
Assim, da expressao (3.2-15),
E(t) = (2+52)f(t) = ji2ai )N - G hDEECHRE I AR GG
Portanto, para a piadimeira pakceﬂa’do ajuste da entrada dada,
constante da expréssao (3.3-6), temos que a = (0 e que
E@e) = =0,354143225¢> = 0, 5085651732 + 4 TiGRI7 6l4it
Assim
F(t) = (-0,708286450t° -~ 1,017130346t% + 10,563148880¢t —
= 1,107729004) + j(-0,708286450t% + 1,107729004t2 =
8/, 31417 6190870 =984S 5O FTS)
donde
F(a) = E(0) = = 1,107729004 = 9 455000 s e

= 97520085532 [=96],681908450

O

Substituiando F(£) e F{a) na equagao (3.2-14) e considerando so-

mente a parte Lmaginaria do resultado obtido, temos que
yi(t) = 2,380021383e—t.sen(t+83,318096570°)" 0L 17 7072161 SiE N

+ 0, 2769322512 + 2 08692027181 2,363854969}.U_1(t)

e
y(t) .= y1(t) para 0 < ¢t STT/e2 s (D o B=10 LY
Para a segunda parcela, a = w/?2 = 18R SH0NTET1 615 78/ e
£(t) = 0,708286450t3 - 3,337751263t2 + 5;242880272t -
=2 S5 68l
Entao
Bl = QL CIEH720006° = 6. 67540250602 o 6,236041840t +
0 3,43148129/915120) i I, 4016151721910 01 =N QIO Ils N6 Rt 2l
+ 28,086364296t ~ 22,651534344)
e
F(a) = B(n/2) ~ 4,249718739

Asc s
SSim de (3 2= N s i atl el e a P



g2 (t) = (5,110793968.e” “.cost + 0,354143225¢° -
= 2 7FIA80305EY & 7,021591075E = 5,662883585).U~1(t-m/2)

Somando ¢ (%) com Yy, (L), obtemos

7,479777283.e “.sen(t + 87,878188680°) +

]

NARED)

4

0,177071612¢t°% - 2,454358054t% + 9,108513793t -

8,026738554 wenedy A & & & W (3.3-12)

Para a ftercedra parcela, a = w1 = 3,141592654 e
£(t) = - 0,354143225¢% + 3,846286436t% ~ 9,462025036t +
+ 2,745165637
Entao

t) = (-0,708286450t> + 7,692572872¢t2 - 16,799190722¢t -

rri
N

- 4,327100948) + j(-0,708286450t3 + 9,817432222t% -

= 36,434055166¢t 32 8AGIOSIL2NRE)

il

F(a) = F(m) = .31, 16 159:8191614/8 =2 s SN E5 MG R =

- 8,058889612 /67,053046150°

De (3:2-14), calculanecsique

gy = [46,622071880.e—t.sen(t - 112,946953900°%) -
~ 0,177071613¢t> + 2,454358054c2 = 9 108583500 T
+ 8,026738554].U_1(t—ﬂ)
Superpondo este ultimo resultadb ao contido na expressao

(3.3-12), resulta que

y(t) = - 38,900222030.¢ ".sen(t + 62,603072260°) para t > T
(3153=41:30)

Na figura 3.3-2 esta indicada a curva da resposta aproximada
UG dle Glreuiie @ ne cobella Aed & apresentada uma comparagao

€ntre o valor exato da resposta, indicado no exemplo 3.2-12, e

© valor aproximado aqui obtido.



Figura 3.3-2




CONCLUSEO E OBJETIVOS FUTUROS

Estamos certos de que conseguimos atingir as
metas a que nNOS propuzewos na realizagao deste trabalho.
0 seu carater eminentemente didatico deixa uma pequena margem para
comentarios e conclusoes finais. Entretanto,cabe focalizar aqui al

guns aspectos que nos parecemn oporctunos.

A maioria das publicacgoes que tratam da de-

terminagaoc da resposta ao impulso de circuitos — ou de sistemas,de
) ~ , - 5 - . A e
modo geral — aborda a questac, ja de .inicio, por meio das transfor
= & - c
madas de Laplace. ELste procedimento, embora poderosissimo em ter-—

mos de calculo simbolico ou operacional, regra geral, toina obscurce
o lado fisico da questﬁo. No Capftulo 2 nos desenvolvemos, DIEImic=
palmente, a determinacao da resposta ao impulso dos circuites, ini-
cialmente sob um ponto de vista puramente fisico, atraves dos LEETE
mas 2.3-1 a 2.3-3, os quais se relacionam com'a temnsao ‘numa capaci—-
tancia e a corrente numa indutancia. Somente depois disso e que
propuzemos um procedimento um tanto mais matematico, mais rapido e

inenos’ trabalhoso de atacar a questao, embora trabalhando ainda no

La

- . 7 S -~ 0 - ~
dominio do tempo. Ho Capitulo 1 nada mais fizemos senao apresentar
Aaq £ = J - & o - i .
as fungoes singulares de forma bem detalhada e estabelecer uma no-

menclatura uniforme para todas elas.

\ I : o
No Capitulo 3 propuzemos um mctodo extrema-—
mente simples mas suficientemente geral para efectuar a decomposicgao

de fungoes que sao definidas por trechos polinomiais em fungoes sin
gulares. Essa decomposicao ¢ altamente inmportante uma vez que, con
¢ b
forme pudemos ilustrar por 1 inu -
or me '
_ ar of 1o de inumeros exemplos, a resposta

dos circuitos lineares a excitagoes dessa natureza pode ser

obtida

pela superposigao das respostas a estas fungoes singulares componen

tes. Esta proposigao se reveste de um significado todo especial
7 3

01s alem de poupar tem: sVt n ; i
p : 1 poupar tempo e evitar as "regrinhas! e tentativas pPro

ostas = nu : > e dc anci ati a
p pPor iruirtos autores, e de uma elegancia matematica formida-

vel,
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Ainda no Capitulo 3, e apos desenvolver a ex

pressﬁo da integral de convolugao e executar diversificadas aplica-

goes, efetuamos o ajuste de um pulso (teoricamente) arbitrario e
nao repetitivo (e(t) = 4sent, 0 < t < @) por meio dedudsiNCabitcaise
Estas cubicas foram geradas pelo interessantissimo metodo "ppline

fitting", empregando~se apenas cinco pontos amostrados. Utilizamos
depois as expressoes desenvolvidas para a convolugao de polinomiais
com respostas ao impulso do tipo exponencial, na determinagao apro-
ximada da resposta de circuitos submetidos a pulsos dessa natureza.
Nesta oportunidade abordamos os casos em que a resposta ao impulso
era ou uma exponencilal decrescente ou uma funggo senoidal amorteci-
da, ou seja, estudamos os casos de raizes caracteristicas nao repe-
tidas, reais ou complexas. Efetuamos em seguida a comparacao entre
os resultados exatos e os aproximados, constatando que, embora o
numero de pontos amostrados fosse pequeno, O erro percentual cometil
do situou-sc dentro de limites que consideramos bastante razoaveis.

Isto pode ser confirmado atraves das Tabelas A-2 e A-3 do Apendice.

Embora se possa ter a impressao de que o

. . . o - : o .
processo aproximado do final do terceiro capitulo seja excessivamen

te trabalhoso, essa ideia realmente nao corresponde a realidade.
Mas e obvio que estamos levando em conta que o usuario dispoe de

uma calculadora eletronica de bolso, dessas que a cada dia estao se
tornando mais e mais difundidas, principalmente nos meids tecnicos
e universitarios. Na execugao dos calculos desse trabalho utiliza-
mos uma HP45, a qual dispoe de nove unidades auxiliares de wmemoria
¢ possibilita, sem nenhuna dificuldadc; a operagao com polinonijos

cmpregando ate nove decimais.

Para o futuro proximo pretendemos desenvol-
ver o processo aproximado que expuzemos aqui tambem para o caso de
raizes caracteristicas repetidas, ou seja, para o caso de resposta
ao impulso da forma da expressao (2.1-11) ou (Zo =120 o Adldm disso,

Telt 1 e yele TS e e
pretendemos tambem estabelecer sub-rotinas FORTRAN para eelc U tia s

integral de & 5 L@l g ] 1
g de convolugao em computador digital, considerando qualquer

tipo de entrada e C : i : i
B g de resposta ao impulso dos circuitos. Para este

fim ja desenvolvemos, dentre outras, uma sub-rotina para efetuar in

terpolagao, uma para integragao e outra para o tragado do grafico
O 3
dQ qllalqucr rCSpOSta.
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Tabela A-1
S
1 E o) =l ol e(z) Eano %
grau wuduﬂﬂo aproximado |(modulo)
0 0 0 0 -
5 10,08726646310,348622972[0,364081541| 4,43
10 |0,174532925]|0,694592710(0,719005066| 3,51
15 |0,261799388!1,035276180|1,063358459| 2,71
20 0,349065851!1,363080574 1,395729596| 2,02
25 | 0,436332313|1,690473047] 1, 714706348 | 19563
30 |0,523598776|2,000000000|2,018826602] 0,94
2 0,610865238|2,294305745]2,306828229| 0,55
40 - 10,696131701 2,/57.1150438125 5 L6618 RO
45 |0,785398164]2,828427126/ 2, 8284271270 =00
50 872664626L,,064177773 3,059250148| 0,16
55 10,959931089]3,276608177|3,268206058| 0,26
60 |1,047197551{3,464101614|3,4538582730] 0,29
65 |1,134464014(3, 62523114813,614868047| 0,29
72000 15220781070 J,738/7048“f” 749749883| 0,24
75 11,3089969393,863703306]/3,8571161 O
80 '1,396263402|3,939231012|3,935554624| 0,09
85 11,483529864!3,984778793/3,983653286| 0,03
90 |1,570796327|4,000000000/3,999999978! = 0
95 |1,658062790|3,98477879313,983653310| 0,02
100, Ll 745529052 s Rs B PRl o B D e DN O
1050 | U15i88215615 71151 831,1816817/08 8051 IS BI8 b 7kl eilia ol IO RN
110 |1,915862177|3,758770484|3,749749893| 0,24
115 |2,007128640[3,625231148}3,614868053| 0,29
120 |2,094395102|3,464101617|3,453882743| 0,29
125 [2,181661565]3,276608178|3,268206073] 0,26
145 | 2,530727416 _,29430574J‘?,?0682829“ 0,55
_ 165 12,879793266 1,035276180}1 OEIISEUSS | 2,71l
702, 6867059729( 6), 694J9771o{o PAB0OE0S  3.501
_122 g 054326191|0 3486?297910 364081543 s

3,141592654

0

)

Esta tabela refere—s

Se

ao exemplo 3.3-2

1.1



Tabela A-2

B £ ) (20 Enno %
gRals _@fdffﬁi____h_m~pm““_qﬁgﬁoximado (modulo)
0 0 0 0. -
5 0,08726646310,02957564710,030985443 U
10 |0,27453292510,1 14758505 0n I L8y e
15 O,261799388'0,250234524i0,259013600j S5
20 0,349065051§9,430696814'0,4434431641 ,96
25 _10,436332313/0,650853428|0,666904721| 2,47
30 10.523598776]0,905437772] 0,923763936] 2,02
35 10,610865238(1,189221346)1,208640044] 1,63
40 iglgggggl701 1, 50101 2523|1,505090072 N ORc LN
45 '0,785398164‘1 23752510/1,841952310] 1,00
50 | 0,872664626 ,164374077|2,180617174! 0,75
55 10,95593105 !2,5 39795221 2,527724945] 0,55
60 _,UH/L975Jli2 67780842]2,878795598! 0,38
65 |1,134464014]3,221135882(3,229487496. 0,26
70 |1,221730477]3,569568790]3,5755857861 0,17
75 |1,3USM96939; 908790477/3,912991840] 0,11 |
80 !1,705763102f’,234718788 Aaragsiel 9,07 |
65 | 1,483529864) 4 4 ,563498120! 4,5458562 f_ Ol 0l
90 4}1 5/u/qo3°;szg;1513304fﬂ,,J331;J; | 0,04
95 iL,;59002/9ol5,0935;2472|5,q97zsescor 000 el
100 !1,745329252 51033217 37104 5108 91810 510 OO
105 |1,832595715|5,536970364!5,539305320] 0,01
110 11,919862177]5,713359732]5,712347940| 0,02
115 | 2,007128640!5,853200024 5,850632820) 0,04
120 {2,094395102]5,956680456|5,9525854701 0,07 e
125 | 2,181661565|6,022329364]6,016992000| 0,09 v
130 | 2,268928027| 6,04 9020160} 6,043003390] 0,10
135 |2 356194491 6,035975148]6,030037380] 010
_ 140 | 2,443460954]5,982767064!5,977822580| 0,08
145 | 2,530727416|5,889318304!5,886339880] 0,05
150 | 2,617993879 5,755897756'55755807820 = 0 |
155 | 2,705260341| 5,583115864]5,586662580! 0,06
160 | 2,792526804) 5,371915896]5,379540130| 0,14
Hléi__i2,87c79 266’5,123564964{5,135259090 0) 5245}
_170 | 2,967059729| 4,839641232! 4,854805750| 0,31
175 [3,054326191) 4,522019700|4,539319970] 0,38
| 180 | 3,141592654] 4,172855672! 4,190082470] 0,41




Tabela A-2

(continuacao)

it F Al A1) Exro %
grau radLano aproximado | (modulo)
190] 3,316125579(3,504569505(3,519037460 0,41
200( 3,49065850412,943309902(2,955460802 2
| 220, 3,83972435412,076053873[2,084624470 Y
240| 4,18879020611,46433770711,470382949 i
2701 4,712388981(0,867451469[0,871032579 &
300] 5,235987756/0,513865106|0,515986502 3
330 5,759586533|0,304405902 0,305662584 &
360 6,283185308|/0,180325444(0,181069884 i
400| 6,981317008/0,089714422/0,090084791 &
450' 758539816351 0,0374859 7711050864008 %
500 8,726646262{0,015663016|0,015727673 Y
540; 9,424777962|0,007792569|0,007824739 %
570’ 0,94837673710,004616200|0,004635257 =
600{10,471975510{0,002734567|0,002745856 P

Esta tabela

refere—-se ao exemplo 3.3-3




Tabela A-3
Fa i y () y (L) Efno %
ghau| radiano aproximado | (modulo)
G 0 0 0 4 -

5 | 0,087266463( 0,000423890| 0,000444825| 4,94
10 | 0,174532925! 0,003240772! 0,003384323| 4,43
15 | 0,261799388| 0,010440686| 0,010853141| 3,95
20 | 0,349065851] 0,023596654| 0,024422942] 3,50
25 | 0,436332313| 0,043891426| 0,045244759( 3,08
30 | 0,523598776! 0,072145814| 0,074090442| 2,70
35 | 0,610865238] 0,108848109| 0,111392747| 2,34
40 | 0,696131701] 0,155917062| 0,154834932| 0,69
50 | 0,872664626| 0,270168947| 0,274073406| 1,45
60 | 1,047197551; 0,416680542| 0,420832968| 0,10
70 1,221730477{ 0,587358754| 0,591224960| 0,66
80 13396263402! 0, 273787175 | (0L, 70570214 8975 R 0PN
90 | 1,570796327] 0,966303661| 0,968855643| 0,26
| 100 1,745329252] 1,154724502| 1,156636624 Oy
110 | 1,919862177| 1,328974788| 1,330236559| 0,09
120 ?.,094395102I 1,47.96 205700 | 8 0I5 ol 2l R OIR0s
130 | 2,268928027] 1,598310590| 1,598025526| 0,02
140 | 2,443460954] 1,678105634| 1,677163906| 0,06
150 || 2,617.9938791 1, 7.257.59/0/807 L1t 7250005 06 o0
160 | 2,792526804) 1,7007 7343 11700952866 HcR0b5
170 2,967059729| 1,640682641 1,640848726 0,01
180 | 3,141592654| 1,530857731| 1,532280936| 0,09
200 | 3,490658504| 1,1199320574( 1, 175842252]81als
| 220 St zmsn 05 SA221S050 0BG ILRBEEE & 1L 505
240 | 4,188790206| 0,501222167| 0,496951590 s 55
260 | 4, 537.8156/0156/[1 105,02 5237 91173 |1 0552527704682 0,13
280 4,886921906] 0,085193395{ 0,087749567 S0l0
320 Sl n s @HSE0E S0 OB EILAMIURS =6, 0561 L9676 5,08
360 6,283185308|-0,066154361|-0,064496197 2500
400 6,981317008! -0,035790547|-0,035270547 1,45
460 8,028514560! -0,003681540[-0,003792003 3,00
520 9L 00 ST 1205 1020 R 01010 3RS 1ES 4190 1Y SR OIS 00 BI0S2I6 108 35 20)
. 580 {10,122909660| 0,001546650| 0,001524179 1,45

Esta tabela

refere—-se ao

exemplo 3.3-4
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Simbologia

.~ . < - 6 . o ~
¢ - capacitancia (Farad) ou, quando usada como 1indice, indicacao de

que uma dada expressao esta sendo considerada "na forma comple-

n

XxXa .

e(£) - tensao (Volt).

h, hi - amplitude de sub—-intervalo.

hit) - nesposta ao Ampulso de um circuito.

{ - indice (de modo geral).

{[£) - corrente (Ampere) .

|l - indutancia (Henry).

n - grau de polinomio ou numero de pontos amostrados de uma fungao.

P - operador diferencial de Heaviside.

p; - raiz de ordem { da equagao caracteristica.

R - resistcncia (ohm).

n(t) - resposta ao degrau de um circuito,

SL - derivada de segunda .ordem de uma fungao de £ no ponto ti'

(L) - nesposta a rampa unitaria de um circuito.

T - constante de tempo de circuito.

Ug(£) - fung3o impulso unitario.

U_, (%) - fungado degrau unitario.

U_, () - fung3o rampa unitaria.

Uy (£) = funcao doubfet unitario.

UK(t) - fungao singular gerada pela derivada de ordem K da funcgao
impulso unitario.

U-K(t) - fungao singular gerada pela integracao sucessiva, e de or-
dem K, da fungao impulso unitario.

yu(t) - solugao complementar de uma equacao diferencial.

Yp(t) - solugao particular de uma equagao diferencial.

2(t) - nesposita a parabola unitaria de um circuito.

@ - inverso da constante de tempo.

Axi -~ diferenca de primeira ordem da fungao X.

A2 x

{ - diferenga de segunda ordem da fungao X.
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¢ - duragao de um pulso.

g - frequencia angular (pulsagao).

0_ - instante imediatamente antes de L = 0.

0, - instante imediatamente depois de £ = 0.

+ - indica que o membro da direita de uma expressao nao esta escri-

to com todas as suas parcelas.
—4> ~ diregao positiva de referencia para correntes.

—= - direcao positiva de referencia para tensoes ou representagao

grafica de funcao impulsiva.

% - representa a convolucao de duas fungoes.
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