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ABSTRAT

Firstly, a short study was made on:
- Fourier Series, showing some of its applications in problems of

enginecering.
- Numerical Methods of Integration.-

A mecthod for computers was searched in
order to develop, through Fourief Series, functions of which some
points ar known. For instance, these functions are: oscillograms of
gletric currents, movement of mechanical parts, statistical numbers

of temperature, fluctuations of the market, etc.

This method was applied on the solution of
differencial equations, of which, the non-linear coefficients and

forcing functions are furnished through discrete points.

The efficiency of the method was showed,
solving differential equations using digital computation and analogi

cal, too.

This method was applied on studies, such

as: scismograph, dynamical absorber and electric-mechanic circuit.
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A
- SUMARIO
Fez-se, inicialmente, um estudo sucinto:
a) das s¢ries de Fourier, mostrando algumas de suas aplicagoes em

problemas de Engenharia;

b) dos métodos numericos de integragao.

Pesquisou-se um metodo para computadores,
a fim de desenvolver, em série de Fourier, fungdes das quais se co
nhecem alguns pontos. Tais fungdes sdo, por exemplo: oscilogramas de
correntes elétricas, deslocamentos de pegas mecanicas, dados estatis
ticos de temperatura, flutuagoes do mercado, etc.

Aproveitou-se esse método para solucionar
equagoes diferenciais onde os coeficientes e fungoes forgantes, nao
lineares, sao dados por pontos discretos.

Mostrou-se a eficiéncia do método, resolven
do-se cquagoes diferenciais usando-se computagao digital e também a
nalogica.

- ~Aplicou-se o método em estudo de sismogra

fo, absorvedor dinamico e circuito elétrico-mecanico.
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LISTA DE SIMBOLOS
Unidades
A, aj - Constantes
A, a, - Coeficientes
B -~ Coeficiente
Ch Cm - Constantes
C - Capacitancia 5 [farad]
& - Coeficiente de amortecimento [kg/s]
E - Tensao | [volt]
T - Forga de amortecimento, forga de mola [N]
f(x,*+) . £(x,7) - limite a direita e a esquerda de X gt e
gn - Conjunto de fungoes ortogonais :
g; - Fungao par
i - Fungéé impar
| - Corrente : _ [A]
j - Unidade imaginaria
k, k;, k, - Constantes de mola [N/m]
L - Fungao Lagrangeana ' ' |J]
L - Indutancia [H|
o 12 - Periodos
M, m - Massa dos corpos . [kg]
P - Periodo : :
p - Pressao ) [N/mz]
q - Carga ' : (c]
R - Resisténcia Elétrica [a]
r - Razao de frequéncia
S - Constante
T " - Periodo
T,T*,t*,t - Tempo, angulo [s. rad]
' - Tensao (v

T
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i
X, Xp. Xj. X, - Deslocamentos [m]
Y - Ordenada 4
bgp - Deflexao estatica . [m]
) - Angulo de fase [rd]

W - Frequéncia - ; [rd/s]
‘W ‘ - Frequéncia natural [rd/s]
€

Fator de amortecimento
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CAPITULO I

SERIE DE FOURIER

1.1 - INTRODUGAO

As fungoes periodicas ocorrem com frequéncia
nos problemas de engenharia, e a representagao de tais fungoes em
termos de fungdes periodicas simples, como, por exemplo, em seno e
cosseno, constitui um assunto de significativa importancia pratica,
que conduz as séries de Fourier. Qualquer fungdo periddica  arbitra
ria, com pequenas restrigGes, pode ser expandida em série de Fourier

de componentes senoidais, e as fungdes ndao periddicas transitorias

.podem ser expressas como integrais de Fourier. Desde 1822, quando

Jecan Baptiste Fourier resolveu, pela primeira vez, o problema do flu
xo de calor nos sd6lidos, por intermédio das séries que hoje tém o
seu nome, este assunto cresceu tanto, que agora constitui todo um ca

pitulo da fisica e da matematica aplicada.

1.2 - SCERIE GENERALIZADA DE FOURIER

Uma fungao f(x), arbitraria, pode ser expandi

da numa série de fungoes de um conjunto de fungoes ortogonais gm(x).

f(x)= mEO CrBpn (X)=C g, (X)+Cygy (X)+Cogy(x)+. . .+Cpg  (x), (1.1)

desde que f(x) satisfaca as condigGes de Dirichlet, isto é: a fungdo

no intcrvalo de definigdo deve apresentar as seguintes propriedades:

C, seja continua ou tenha um nimero finito de descontinui-

dades.
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C2 tenha um nimero finito de maximos e minimos.
i I
C3 que a integral [ f(x)dx seja finita.
-1

Se a série apresentada na eq.(1.1) for conver
gente e sua soma igual a f(x), diremos que ela é uma série generali
zada de Fourier de f(x), e seus coeficientes C, constituem as cons

tantes de Fourier de f(x) em relagao ao conjunto de fungoes ortogo

nais considerado.

Nosso problema é a determinagao dessas cons
tantes Cm que somente poderao ser achadas quando as fungoes gm(x)foz

marem um conjunto ortogonal nos respectivos intervalos.

1.3 - FUNCOES PERIGDICAS
‘Uma fungao £(8) €& dita periodica quando ela

€ definida para ¥ @e R e 3T ¢ R, tal que:

f(e+T)=£(8), VSO IR (1.2)
Ao nimero T chamamos de periodo de £(8). 0
grafico de tal fungdo se obtém pela repetigdao periddica de seu gra

fico em qualquer intervalo de comprimento T, fig.(1l.1).

fle)

Z

<t

Fig.(1.1) - Fungiao periodica
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Da eq.(1.2) decorre que ¥ n

f(6+nT) = f(8) |, Y xe R ,

ez

onde nT, miltiplo de T, é também um periodo da funcdo £f(8). Ao menor

periodo positivo T de uma fungdo chamamos periodo primitivo

Exs.: Os periodo primitivos das fungdes y=cos® e y=cos26 sio, Tes

pectivamente, 21 e II.

av

1.4 - EXPANSAO, EM SERIE DE FOURIER, DE FUNCOES PERIGDICAS

Qualquer fungao f(8), com periodo 2I , que

satisfaga as condigdes de Dirichlet, pode ser expandida numa___série

trigonométrica da forma

e
O

f(8) = —
2 n

ne18

: (ancosn8+bnsenn6)

onde os coeficientes a e bn sao dados por:

Il
J £(8) .cosnBde

= |-

DL 585000

Il
J f(8)sennBdo
=1

o
n
=

a I
O T (©)d6
7 an on

A série (1.3) & chamada série
de Fourier e se deve ao fato de que o conjunto de fu

sen®, cos26, sen28, cos20,... forma um conjunto orto

(1.3)

(1.4)

trigonométrica
ngio gm(e): ll

gonal sobre o in

B
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tervalo [-M, N] . Seus coeficientes a_

tes de Fourier de f(x), enquanto que as'eqs. (1.4) constituenm
chamadas formulas de Euler. :

Para série de periodo 2%, sendo 2% uma

tancia, escrevemos 0 = EEE , resultando

a [--]
f(x) = S0 Lyt (a_ cos nlix bn sen E-Illc-) (1.5)
2 n=l o ) 2
onde
£
G W f(x). cosnllx 4
LN L TET) L
SN 02 S50 06
1 - sennllx
b S () e e D L (1.6)
n Lo =0 2 ‘
a L
Sog gul: o £ (e)dx
2 2% -

2It

T
onde T &€ o periodo e w a frequéncia angular; entao das eqs. (1.5)

Se a variavel € o tempo t, temos 8= =wt

(1.6) resulta:

a (-
f(x) = HOS  eT (ancosnwt+bnsennwt) : (1.7)
2 n=1
onde
S CE
L e oy f(t)cosnwtdt
B @
n'l |2.3.c00
C+T
bn -2 / f(t).sennwtdt (1.8)
T C 3

e bn sao chamados coeficien

as

dis

e
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T
a C+T
ORI £(t)dt
2 T C
onde C ¢ qualquer numero real. No caso especial, C=-2 reproduz as
eqs. (1.6).

Em todos os casos, a série de Fourier, nos
pontos de descontinuidades, converge para a média aritmética entre
os limites laterais da fungao nestes pontos, isto €:

Sendo X, um ponto de descontinuidade da fungao f(x), entao
a série de Fourier dara para este ponto um valor igual a
£(x) = 2 [£(x,)+ £0x,7)] SRR (610
o 2 o o %
g
£ fix5
g i %[f(x& + (xo)]
/I
. L
/
Fig.(1.2) - Fenomeno de Gibbs
Ao fato dacdo pela eq.(l.9) da-se o nome de
fenomeno de Gibbs, fig.(1.2).
1.5 - FUNGOES PARES E IMPARES
Uma fungao f(e) se diz par, se
£(-0)=£(8) , para Ve, e o seu grafico é simétrico em rela
¢ao ao eixo y, Fig.(1.3).
Uma funcdo £(8) se diz fmpar, se

- —————

v~ —
T TP
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f(-8)= -f(8), para VYO, se o seu grafico € simetrico em rela

¢do a origem dos eixos coordenados, Fig.(1.4).

f(e) {(e)

A =
o e CEERY

v

Fig.(1.3) - Fungao par ; ng.(l.4) - Fungao impar

Se f£f(8) € par, entao

I Dit : =
f(e)dse 2 /0 E(8)ade (1.10)
~ 0 .

s Sy
-1

g(8) € impar, entdo

1
S g(e)de = 0 (1.11)
-1 s
Por outro lado,
funcdo par . fungao par = fungdo par
fungdo par . fungao impar = fungao impar
funcdo impar.fungdo impar.= fungao par
Assim, das eqs. (1.4), (1.10) e (1.11) resulta:
1 Para f(8) par, f(8).cosn8 serd par. Entdo teremos:
2 Il
at st J £(8)cosnBdO
L0 | (1.12)
b. =0
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2 Para £(8) iImpar, f(8) impar, f£(©).senn® sera impar. Entdo tere
mos:
ases 0
(1.13)
2 I
bn = — S f(8).sennBdB
It 0

conclusao:

1 s Para uma fungao f(8) par, a expansao em série de Fouri

er apresenta somente termos em cosseno, isto é:

a 9
£() = =+ I a_ cosnd (1.14)
2 n=1
2c Para uma fungdo f(©) impar, a expansdo em'serie de

"Fourier apresenta somente termos em seno, isto €:

@«
f(8) = I bnsenne (1.15)
: n=1
Notemos que estas propriedades de simetria nos
permitem predizer quais os termos que deverao desaparecer na expan
sdo em série de Fourier de f(8). Além disso, as expressdes para o

calculo dos coeficientes desses termos sao simplificados: eq.(l.12)e

(1.13).

1.6 - SERIE DE FOURIER PARA FUNCOES DE MEIO PERIODO

Seja f(x) uma fungdo definida no intervalo

[0, T/2] e nula, fora do mesmo. Deste modo, podemos arbitrar uma

fungao no intervalo [-T/2, 0] ., de modo a considerar a fungao dada

- - . Se
como sendo par ou impar, obtendo, assim, series em cossenos ou A

nos, respectivamente.

e —— .

7
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Nas aplicagbes de tcoria das séries de Fouri

er precisamos muitas vezes de obter um desenvolvimento em série para

uma fungao f(x) continua por partes, definida apenas no intervalo

[0, T/2] . Uma maneira dec o conseguir é estender f(x) ao intervalo
[=T/2 T2

E importante assinalar que o intervalo de

"comprimento T/2 pode ser considerado como um semi-periodo, e uma

fungdo periododica pode ser definida de modo a coincidir com a fungao
dada no intervalo; e, embora de valores tambem fora do intervalo,nao
ha problema algum, pois a fungdo original ndo € definida. Vejamos

O0S cCasos.

1° Caso: A fungao f(x) € considerada par, fig.(1.5).

“ ) f(x)

-\\
\\
e d

S
Lt

Fig.(1.5) - A extensdo par de f(x)

21

Temos: periodo = T (qualquer), w =2 | pe acordo com as condigoes
de simetria, recsulta:
N
£(x) = — + ¥ a cosnWx (1.16)
2 n=1
onde ;
T/2 :
PR ) f(x) .cosnwxdx (1.17)
n T 0
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1
2® Caso: A fungao f(x) € considerada impar, fig.(1.6).

f(x)

::‘J‘5 *

Fig.(1.6) - A extensao impar de f(x)

Periodo = T
i De acordo com as condigoes de simetria, resul
ta:

f(x) = T bnsenwx (1.18)

n=1
onde
4 T/2
b = — J f (x) sennwxdx (1.19)
n T 0 / .

1.7 - INTEGRAL DE FOURIER
A integral de Fourier & uma expansdo em série
de Fourier quando o intervalo tende para o infinito, sendo atil em

problemas onde a série de Fourier converge lentamente.
Seja f(x) uma fungao de uma variavel real X

no intervalo -[—2. £], satisfazendo as condicdes de Dirichlet, de

tal forma que pode ser desenvolvida em uma serie de FouriFr.

. = nllx
f(x)= -2 + I (a cos 2%5 + b sen ) (1.20)
2 n=1
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sendo
1 L
A= ; {L f(xl)cosnnxldxl
1 L
bn = z {2 f(xl)sennﬂxldx1 (1.21)
a (i
2 =L s fxpax,
2 2n -2
Substituindo as eqs. (1.21) na eq.(1.20), Te
sulta:
1l .. = . nll
f(x)= — f- - E(xp) vz TS cosRas (xl-x)] dx;
2%

- % n=1 2 ;

A expressao entre colchetes corresponde a so

ma de - a +« . Entao podemos escrever

L ©

1 I nll '
f(x)= — I Of(x)" B = icost—d(acead)[dx (1.22)

R e s et B gl .

Il
Notemos que, quando f+o 0.5 + 0.
Logo, para
Cl:ﬂ = Ao = — c
2 L
(-} n o«
t L cos B (x,-x) = I cosa (x;-x)da
1

—w g ) -

=2 coSIa (xl-x)d“
0
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=
]
&=l
e

Portanto, a eq.(1.22) sera:

0 o

J f(xl)dxl 6 cosu(xl—x)du (1.23)

-0

"

f(x)

= |

A eq.(1.23) €& a integral de Fourier de f(x) e pode se apresentar de

uma outra forma: eq.(l.24).

©

f(x) = L J [A(u).cosax+B(a).scnax] da (1.24)
0 .
onde
A(a) = /7 f(x).cosaxdx
(1.25)
B(a) = J  f(x)senaxdx
Devemos salientar que as eqs.(1.23) e (1.24)
se verificam se x for ponto de continuidade. Caso X seja ponto de

descontinuidade, devemos trocar f(x) por % (GG ) o

/

Para f(x) par, a eq.(1.24) fica

) () 3
f£(x) =2 / cosaxda J £(x;)cos ax;dx, (1.26)
n o 0 L
Para f(x) impar, a eq.(l.24) sera
f(x) = % 6 scnaxda 6 £(x,) senax;dx; (1.27)
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1

T

1.8 - NOTACAO EM TERMOS COMPLEXOS PARA AS SERIES DE FOURIER

Usando as formulas de Euler

cJ® -je

= cosB + jsen® , e = cos8 - jsen® (1.28)

onde j=y-1= , podemos escrever a scrie de Fourier para f(x) como

) . .
£(x) = p . SicaelnlXA (1.29)
n=—
onde
1 : -jnlix/2 . :
: C, == NS RSl dx (1.30)
28 - =% ;
Na eq.(1.29) supoe-se que se satisfazem as
condigoes de Dirichlet e, mais ainda, que f(x) é continua em x. No

caso de haver descontinuidade em x, o primeiro membro da eq.(1.29)de

vera ser trocado por % [f(x+);f(x_)] X

1.9 - VALOR MEDIO QUADRATICO

O valor médio quadratico de uma fungao  f£(t)

num intervalo [a,b] & definido como:

- 2
T T () I
f(t) - a (1.31)
. vmg b-a

' icientes da  ex
¢ podec ser expresso, num periodo, em tcrmos dos coeficiente &

pansdo em série de Fourier de £(t).

T ————
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Seja f(t) uma fungdo de periodo 2p. De acordo

com a eq.(l.15), podemos escrever: ;
a © 1
£ (@)= (a, cos ol o b, sen nitt
2 n=1 P P
ou
a
f(t)=—2 +alcos]ll +i5 e 0ta cosnnt +...blsenEE+...+bnsennnt e
2 P I P P P
Logo, fz(t) consistirda exclusivamente de termos da forma :
2 2
0 : anz cosz nilt : bnz = nllt
4 P P B
e tambem de termos cruzados da forma
aj.a cos DIt 2 'éé‘bn sen nitit
P P
2 a_a_ cos nilt .COS Lt 5 Zambn cos nite . Sen il 5
I P - P P P

nlit

Lembrando que a integral de todo termo cruza
do, tomado num periodo da fungao (-P € t < P), € zero, € que, para

os termos quadrados, se tem:

2 2 ' 2 e e, O
fp 32—dtn %o P ; IP anz.cosz nit tea it { g o p 3
-p 4 16D -p

o e T
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e

Teremos, dividindo cada termo pelo periodo 2p o valor médio quadrati

Co requerido.

2
a (-]
£(t) l - ///0 +1 3 (a e Y (1.32)
vmq 4 2 n=1
Uma vez que os coeficientes na forma exponen
cial complexa da série de Fourier de f(t) sao relacionados com os

da forma trigonométrica pelas egs.

& o a . zds an—ibn . x 7 an+ibn L
o TR N v -n Tt e T) I
2 2 2

a equagao, (1.32) pode ser escrita

T (.33

n'ea 8
@]

— n

f(t) lvmq = //Coz + 2

Em particular, se i=f(t) for uma corrente elé
trica passando por uma resisteéncia R, a poténcia média dissipada se
Ta:

2t ) = 2 2 A
{2 Spmi=or L 2N o TR GRGIVIR 1.34
e i nEI (&, +b QD RE=S(CTRC2 Zegcn ) ( )

1.10" = APLICAGOES

As aplicagdes seguintes tém como finalidade car

ao leitor uma panordamica da utilizagdo das seéries de Fourier em al-
3, = i as envolve

guns problemas de engenharia. A resolugao de tais problem

= . Lok : = éricos de integra

equagocs diferenciais que necessitam de métodos nume gra

= e -
e .
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¢ao para as suas respectivas solugoes. Estes métodos serao estudados

no capitulo seguinte, e sao de grande utilidade na resolugao de pPTro

blemas que envolvam dados discretos, os quais constituem o objetivo

deste trabalho.

Nao desenvolveremos um estudo da teoria para

resolver os problemas, uma vez que nos propomos, tao somente, usar

um método numérico
so de formulas sem

obtidas.

A.l Escrever os

sentara a forma de

para resolvé-los. Portanto, nos limitaremos ao u

nos preocuparmos com a maneira de como elas foram

4

primeiros termos da série de Fourier que repre

onda mostrada na fig.(1.7).

Fig.(1.7) - Forma de onda

i=Imsena
i=0
Solugao:
LT
"a | J——
e s
1
ﬂn.--ﬁ S

0

Il

n

entre a(ou wt)=0 c a(ou wt)=I

entre a(ou wt)=I e a(ou wt)=21

Temés T=2N (periodo). Das formulas (1.8) vem

21
Imscnq.cosnada + [ 0.cosnada]
It

1.35
Imsenacosnada ( )
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*b

SO P

Para n=1 nas

I L 5
m [} cos(1l-n)a _ cos(l+n)a } n#l ;
2(1-n) 2(1+n) ;

0

para n par

I
m, 1 abe s
?r(l—n+1+n)
0 para n impar
N

1 I 21

= [ J 1 _sena.senad& + S 0.sennada ]

I 0 I

1 I

= 6 Imsenasennada (1.36)
I Il

m [‘sen(l—n)a _ sen(l+n)a ] S0 n#0

1 2(1-n) 2(1+n) 0

2n 0 <

eqs. (1.35) e (1.36) obtem-se, respectivamente
1 i

= S I_senacosada

Il 0 m
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||
= b1 -d S Imscnzada
|| 0
b = }.E [ o senzx ]n i@ N = I_m
1 op 2 0 21 2
Portanto a série sera:
! Im Im 21 211
l=—+—sena - ——cos2a - ——cosd4a -...
2ern) 30 151
I.1.0F Tln Sene
o 1-3318Im* G,S0Im Ser-0,212Imc 05 2
A - 00424 Im COS4x
05} ;

Py

o
o
e

| CoRRENTE
o
o

” " ar > L ¢
02'8-1-——-82 & 2 H
= ol :
— 06k =
y}
Fig.(1.8) - Representagao grafica de i

Se o0s quatru termos acima forem
graficamente como mostra a fig.(1.8),a onda resultante
a da forma de onda original mostrada na fig.(1.7), com
dao. A inclusao de mais termos na série de Fourier, eq
camente aumentara a correspondéncia entre a onde resul

(1.8) e a forma de onda original.
A.2 Uma excitagdo periédica, como mostra a fig.(1.9
aplicada a uma mola amortecedora. Determine o impulso

m=10 1b-sec?/in e c=20 1lb-sec/

massa sc¢ k=40 1b/in

(1.37)

combinados
aproximar-se-
grande exati
-(1.37), logi-

tante da fig.

) (b), estd

resultante da

in.

e i e
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‘\\

(b)

-

Solucao:

Os impulsos periodicos gerais podem ser repre

sentados pela série de Fourier da eq.(1.17).

a
F(t) = -2 +
2

ne 8

a_cosnwt + b_sennwt
(a, - )

n=1

Para este impulso periodico dente de serra, temos:

E(E) s gy (t) = f ; T=1

Das eqs.(l.8)vem:

1
a= w2 L t.cosnwtdt = 0
L 0
; 1 :
bn =2 t sennwtdt = - — d
: 0 nll
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Logo, a expansao de Fourier de y(t) sera .
1 0
y(t) = = - L (l).sennwt
2 . n=1 n
Aplicando LF=ma, no sistema dado para os

dois graus de liberdade, obtemos

mX = -C(x-y) - k(x-y)
ou
m¥ + Cx + kx = Cy + ky (1.38)
onde S E
& = =S ¥ cosnwt : “'(1.39)
n=1 I

De (1.39) e (1.38) resulta

L]
mX + Cx + kx=% = [— z 6 3 sennwt+gﬂ Cosnwt] (1.40)
n=1 Iin Il
Porem
2
X sennwt + Sﬁcosnwt - & L +C2w2 sen(nwt+@)
n m TR
onde
OR=Rtria (")
k
E, desde que wnz -k 3 E= 2mw  , a eq.(1.40) fica
m

nX + Cx + kx = % -z / 1+(2rng)“ sen(nwt+9) @l

g |=

n=1
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Esta ¢ a forga imprimida; e a resposta no es

tado permanente, segundo as mais Trecentes discussdes, é€:

ST O o)
X, im o Zim 2 UF sen{(nwt-y) (1.42)
P 2 T n=1 ;7 (1—n2r2)+(2rn ;Z

: ) -1 .2nr =3
onde p tg -(I——f—f ?)
= T
Particularmente, para w_ =¢ k =y 40 = 2 rad/seg , T = = () 555
L m %110 ¥n
€ = B 20 0,5 , teremos:
men 2x10x2 -

x, = 05-0,396 sen(6,24t-7,1°)-0,225 sen(12,48t-26,5°%) -

- 0,096 sen(18,9t - 74,39)...

A.3 Achar a corrente permanente produzida no circuito mostrado na

fig.(1.10) (a) pela tensao mostrada na fig.(1.10)(b).

250 2 510°
——”wﬂAN“—\le/—ﬂﬁ‘—' Ei)
[
@ 0 0005 0010 %
(a) " (b)

Fig.(1.10) - Circuito com tensao periodica
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Solugao: e
Inicialmente devemos obter a expansao em sé

rie de Fourier da tensao. Desde que podemos usar a idéia da impedan

cia complexa, sera conveniente usar a forma exponencial complexa da

série de Fourier.

onde

E(t)

Da eq. (1.29) resulta

_ 3 ¢ -inlt/0,005
-0 n
1 f°-°°5 E -inlt/0,005 dt
001 = 0 <
-inlt/0,005 -0,005
LO0NE S =
-inll/0,005 0
-inI
100 E_ CeR—c + 1
inll/0,005 inll/0,005
E _ -l
2 e
2 inll

0 , para n par , n#0

E iE £
0.5 e i O paran impar
inll nll

n=0 em (1.44) temos

o.oos' E
MO @ 2

(1,43)

(1.44)

T .y



EF E I - um método numérico para a soluglio de equagdes U i ‘ g 4
diferencinis envolvendo fungdes forgantes discretas *1.22

Logo, a eq.(1.43) sera:

1 ie—2001ﬂt_ie—6001ﬂt

+—

3N nn 2 Il 3N

ie

—6001Ht+i62001nt

E(t)=E_ (... =eee)

Sabe-se que a corrente permanente produzida

pela tensao da forma Ae i pode ser obtida simplesmente pela divisao

da tensdo pela impedancia complexa

aw

Zitw)i b R L e )l
wC
Usando os dados do presente problema, temos:
106
X(w) =250 + i(0,02w - — ) .
2 W
ou, desde que
w = 200nT , n impar
teremos
Z(w) = 2Z_ = 250 + i(4nll- 2'500), n impar.
n
nll Y
Portanto, dividindo cada termo da expansao

da tensdo E(t) pelo valor de Z da frequéncia correspondente, encon

tramos:

eZOOiIIt

n impar
n P

I(t) = I D

-0

Se desejarmos a forma trigonométrica real des

ta expansao, csta sera:

RS U——
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<

1

2], G
I(t)-z ao+a1c05200ﬂt+a2600 t+...+blsen200Ht+bzsen600Ht+...

onde
Sy i : 1 1
a =D +D__=-iE [ +
R e e o0 e 500 —250nH+i(4H2n2-Z.SOOJ
2E_ (41°n2-2.500)
= - , n impar

(250nm) 2+ (4an2n%-2.500)

: 1 1
=i(D_+D__)=E <
Room oD% 70 | o50nn+i(4M%n-2.500)  -250nM+i (4712n2

-2.500)

500nlEq

5 77 - , n impar
(250nll) "+ (41°n"=-2500)

A.3 Determinar o estado pcrmanente do sistema de vibragoes forga

das da fig.(l.11)(a) se a forga aplicada é a mostrada na fig.(1.11 )

(b).

Fia
K00 b/in )

20lb

(b)

Fig.(1.11) - Sistema com forca forgante periodica

i
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Solugdo: : 5

Inicialmente devemos obter a expansao da se
rie de Fourier da forca de excitagao F(t), que € uma fungdao Impar.Por

tanto, ela sO tera termos em seno.

Da eq.(1.19) temos:

4 2 T2
L e f(t)sennwtdt
Je 870
Donde:
1:/2 : 2 1/2
b, = 4 s 20 ‘sen 2Nt S { cos2nllt } &
e 0 91 2nll 0
a7 D
H 5 0 par
. w0 (1-cosn ) =
nins 80

, N impar
nll

e a expansao da série de Fourier de F(t) ¢ obtida através da formula

(1.18)
F(t)= £ bnsennwt =Y bnsenZHnt .
n=1 n=1 '
= 80 sen2mt + 82 senent + 82 sentont + 22 senianme...
Il 3n ' SII 71
— L) (sen2lt+ sen6llt _ senlONt , senldllt o)
n 3 5 7

Estando interessados somente na situagao de

estado permanente, precisamos de encontrar a integral particular

correspondente a F(t). Sendo a equagdo linear, isto pode ser  feito

usando as idéias da tecoria de vibragoes.
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1
Portanto, € necessario aplicar a razao adequa

da de modulo ¢ a diferenga de fase para cada componente da forga, e
somar os resultados. Antes disso, devemos determinar as deflexoes
estaticas que seriam produzidas no sistema por forgas de excitacgao ,

tendo os modulos dos varios termos de F(t). Estes sao dados por:

P . (80/n)1b _ _4
10 1b/in Snll

in n + impar

A frequéncia natural nao amortecida do siste

ma e dada por:

W ='l£g. ='/.100_x:5_8_i :20'rd/seg

n w 96
chii Termo estavel
1 -1 CE Yn
w o [M= a=tg T———| _ X
Termos| Sgp G; /{i-ﬂ£)2+(zc W2 e 2 GSTMscn(wt a)
w2 Cc'¥q w 2
n n
1 |4/51m [2mz20 1,11 22 0,28sen (2nt-2°)
2 |a4a/1sm|6m/20 6,83 40° 0,58sen(6Nt-40°)
3 |a/2sm|10m/20 0,68 174° 0,03sen (10Mt-174°)
4 14/351|141/20 0,26 _ 177 0,01sen(14Nt-177°)

Esté exemplo ilustra um conceito muito impor

- o muito obvia
tante que muitas vezes constitui uma caracteristica nao m
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em vibragoes forgadas. Se a forca diretriz nio & uma fungiao somente
de senos ou de cossenos, sua fungao de Fourier contera termos de fre
quencias acima da fundamental.
Se a frequéncia de um desses termos esta pr§

xima da natural ou ressonante,

pequeno, a razao de modulo sera muito grande e a harmonica

sendo a resisténcia viscosa no sistema

correspon

dente tera grande influéncia na resposta do sistema. Se isto aconte -

cer, a resposta pode parecer muito mais alta do que aquela que a

¢a pode produzir.

for
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. CAPITULO II

METODOS NUMERICOS - GENERALIZADOS

2.1 - INTRODUGAO

Devido as @ificuldades no manuseio de certas
fungoes que aparecem em matematica aplicada, torna-se necessaria sua

representagao aproximada através de fungdes mais simples.

Este capitulo trata da determinagao numerica

do valor numé€rico de integrais do tipo:

D
I = S f£(x)dx i (o1
a

Assim, a substituigcao da fungao dada f(x)

por outra mais simples sera feita quando:
a) for dificil ou impossivel obter a primitiva de f(x);

b) f(x) for dada em forma de tabela.

Todos os metodos numéricos de obtencao do va
lor de I, da eq.(2.1), sc baseiam na aproximagao de f(x) por um poli
nomio e na integragao deste. Dai a necessidade de se fazer um estudo

sobre aproximagdes atraves de polinomios.

2.2 - REPRESENTACAO POLINOMIAL DE UMA FUNGAO

Consideremos a fungao y=f(x) dada na tabela:
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1
xl o yl - f(xl)
Xo + Vo f(xz) (2.2)
xn -+ yn = f(Xn)
a qual pode ter sido obtida através da expressao analitica de f(x)

ou de determinagoes experimentais, -

De um modo geral a fungao y=f(x) pode ser ob

tida aproximadamente pelo somatorio:

£(x) = Plx)i=

ne~g

% a; .« ouy(x) (2.3)

onde ay sao constantes e uy podem ser fungoes das mais diferentes,

tais como polinomiais, exponenciais ou trigonométricas.

Os coeficientes a;, no caso de os dados da
tabela (2.2) sercm obtidos experimentalmente, sao determinados de mo

do que @(x) represente melhor f(x).

Por ser de fiacil manuscio e também permitir,
atraves do teorema de Taylor, estabelecer com relativa facilidade a
expressao do erro envolvido na aproximagao de (2.3), empregam-se, en
tre as fungoes ui(x). as fungoes polinoﬁiais. Dai a eq.(2.3) tomar a

seguinte forma:

R e e R (2.4)
: 0

D e e —

A e
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OBSERVACOES:

1. Se uma fungdao € continua em um dado intervalo, esta pode ser repre
sentada, dentro deste intervalo e com precisdo desejada, atraves

do somatorio (2.4) compreendendo um numero adequado de termos (Teo

rema de Weierstrass).

2. Se uma funcao f(x) tem cariter oscilatorio, torna-se mais adequada

a sua representagao através de fungoes trigonométricas.

-v

I

f(x) = 0(x)

aisenip +

bicosip (2.5)
0 i

n~Mo
ke
o

2.3 - INTERPOLAGAO

Suponhamos conhecida a Tabela (2.2). A deter
minacdao de f(x), correspondente a um dado valor x nao tabelado, com

preendido entre os extremos da tabela, constitui a interpolagao.

2.3.1 - Formula fundamental de Newton
/&

Vejamos inicialmente o que vem a ser diferen

ca dividida de y=f(x). Por definigao, a primeira diferenga dividida

de f(x), relativa a x e X,, é€:
f(x )-£f(x,)
= 0 1
£ [xg.%y 5
o &1

Analogamente, as diferengas de ordem superior

sao definidas do modo:

;
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£ [xo

fidloct

£ 3l

vididas, resul

£ [

P
LI
=0

f[xo.xlj-f[xl,le

1XpaXp) = 2
*o X2
X e ] = £lxg %y xp] ~£lx) %y 5]
’ 1! zs 3_
X, = Xz

f[xo.xl.xz,xsj-f[xl.xz.xs.x4]'

A

2 1, 2‘ J‘ 4

- . . .
a o e

f[xo.x],xz.....xn_l]—f[xl.xz,xs...xn]

,xl,xz,....xn] =
o n

/

Desenvolvendo as expressoes das diferengas di

ta:

’ xl,xz....,xp] =

f(xi)

(xi“xo)(xi'xl)"'(xi'xi-l)(xi-xi*l)"'(xi-xp)

Sabemos, por definigac, que:

(2.6)
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£(x)-£(x ¥
£ [xox,] =)ol
o St
Donde:
£(x) = £(x_ ) + (x=x)EHbsx] (2.7)
sendo: '
. f[x,x ]— ff% 5 ]
£ [ocsx syl e= 9 Okiss]
XEScy =
resulta:
f[x.x0] = f[xo.xl] + (x-Xq) f[x.xo,xi] (2.8)

Substituindo (2.7) em (2.8), teremos:
£(x) = £0xg)*(x=x ) £lx %] +(x=x) (x-x7) £[x,xg.x;]

Generalizando este procedimento, atraves do

emprego sucessivo das diferengas de ordem superior, resulta:

f(x)=f(xo)+(x-xo)f[xo.xlj+(x-xo)(*-xl)f[xo.xl.xi] +
(x-xo)(x—xl)(x—xz)f[xo.xl.xz.x$]+...+(x—x°)(x-x1)(x-xz)...
...(x-xn_l)f[xo.xl.xz.....xd]+(x-xo)(x-xl)(x-xz)...(x-xn)

£]X X 00X Xpaene X ] ' B (259)
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A aproximagao:
f(x)=¢(x)=f(xo)+(x—xo)f[xo.xl]+(x-xo)(x—xl)f[xo.xl.xz] +

+...+(x—xo)(x-x1)...(x-xn_l){[xo.xl,xz,xs,....xn] (2.10)

constitui a formula de interpolagao de Newton, de onde € possivel de

duzir muitas outras formulas de interpolagao.

Observando as equagoes (2.9) e (2.10), vemos

que o erro de truncamento envolvido na formula de Newton € dado por:

Rn+1(x)=(x-xo)(x—xl)(x—xz)-..(xfxn)T[x,xo.xl,...,xn] (F231518)

a qual se anula para XEX3Xq 2 Xp e o s X e Portanto a funcao @(x) em
(2.9) € um polinomio de grau n que passa pelos pontos [xo.f(xo)) :
[xl,f(xl)] S [xn,f(xn)] da tabela (2.2).

Em virtude de Rn+1(x) se anular para X =

= X aXyaXga e, X Ven, da aplicac¢ao do teorema de Rolle, que:

o — -

G n .
——n R (S = Ro+1 () =0 SRS (1275012)
dx 3

onde £ esta contido no intervalo que compreende X aXy s Xgaeea X o

Em (2.9) temos:

f(x) = G(x)_+ Rn+1(x) 2
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1
Derivando n vezes em relagao a x, resulta pa

ra x=f , a partir da eq.(2.12)

n ' dn '
f (C)=n-f[xo-xl.xz,---.Xn]+ EZHRn+1(€)=n‘f[xo'xl'XZ""'xn]

ou entao:

n
f[Xo.Xl;xz....,xn] = f_éﬂl

n!
donde:
£(n+1) (¢
f[x.xo,xl.xz.....xn] = = : b ((25113)
n+l).

Substituindo (2.13) em (2.11), resulta:

+1 ;
£ e e

Rn+1(x)=(x-xo)(x-xl)(x—xz)...(x-xn) o

que constitui a expressao do erro de truncamento de emprego convenien

te, quando € conhecida a expressdo analitica da fungao f(x).

2.3.2 - Formula de Interpolagao de Lagrange

Desenvolvendo as expressoes das diferengas di

vididas da eq.(2.10) segundo a eq.(2.6), obtém-se:

£(x)=B(x) = (x-x) (x=x,) 0o (x-x )

f(x +
(Xo-xl)(xo-xz)...(xo-xn) o)

T TR e o v . A ———
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(X=X ) (x=%0 e ' T l(Cer o oo ies
Faa : D £(x)tee 2 bl AL ) £(x,)
(xl~xo)(xl-x2)..(xl—xn) (xn—xo)(xn-xl)..(xn—xn_l)
(2.15)

que € a formula de interpolagao de Lagrange.

Observemos que esta formula da diretamente o
polindmio interpolante para qualquer numero de pontos € o erro de
truncamento pode ser expresso pela eq.(2.14), uma vez que as eqs.(2.

10) e (2.15) constituem a mesma representagao aproximada de f(x).

2.4 - INTEGRAGAO NUMERICA

Os métodos numéricos para o calculo de inte
grails definidas do tipo I = %b f(x)dx (2.16) sao aplicadas quando
estas nao podem ser calculadas exatamente ou quando a fungao inte

trando for dada por uma tabela de valores.

Todos os métodos numéricos para o calculo de
integrais definidas se baseiam na aproximagao da fungao integrando
por um polinomio e na integracgao deste. Nos métodos que analisaremos
a seguir esta aproximagao sera feita por interpolagao, mas poder-se-
a usar, também, outro tipo de aproximagdo. Assim, se a fungao inte
grando for resultado de medidas sera melhor usar aproximagao por mi

nimos quadrados.

2.4.1 - Regra dos Trapézios

Este mctodo de integragdao aproximada consiste
em usar interpolagdo linecar em cada par de valores de f(x).
Seja y=f(x) uma fungdo continua e derivivel

no intervalo [a,b] , fig.(2.1).
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Y RCTA  INTCRPOLANTC

Fig.(2.1) - Integragao aproximada - regra dos trapézios

Dividamos olintervalo [a,b] em n subinterva -
los congruentes de comprimento AX pelos pontos =X, Xy oo X5 0X5,90
ceen X9 X seja f(xo), f(xl),...,f(xi), f(xi;l)....f(xn_l) 5
f(xnj os valores da fungdao y=f(x) nos respectivos pontos.

_Aplicando a f6rmuia de interpolagao de Lagran

ge, eq.(2.15), para um par dc pontos qualquer desta fungao; f(xi) e

f(xi+1), como mostra a fig.(2.1), teremos:

X=X X=X

69) o (IEY) o — £(x;) + 5 LB (G0
ST Xi+1 X4
4
: 80 )=t ((5Re )
= £(x;) + asal L (x-xy)

TV Xiwis s

A integral no intervalo de Xj a X549 fica:
Fisl Xi+1 £(Xs £
e 4 (B (x-x;)]
X X's X -X. 1
i i Ll =

. +
Xi+1 X

: _{__1 .[f("hl“r(xi)] =9.2’£ [f(xi)d(xiﬂ)] -

Assinm,
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-

x
2
: AX
J f(x) dx = — f(x, + f(x,)
X, ) [ . *2 ]
£3
AX
: dxh=N— Tt =
i’z £(x) ax = & [:(zz £(x3) ]
xn
Ax :
If f(x)dx = g f
*n-1 5 2 [ (g * (xn)]

A soma dessas integrais dara a integral toda

de_xo=a a xn=b; isto e:

b A AX S A
Ifx)ex = z_x [f(xo)+f(x1)]+~2— [f(xl+f(x2)] 5 _f [f(x2)+f(x3)]+___

e # % HENBEIEN]

3 Ax S .
ou ainda, colocando — em evidencia
2

b =
/O £(x)dx = %[f(xo)+2f(x1)+2f(x2)+...+2f(xn_1)+f(xn)] (2.17)
a =

Esta ¢ a formula dc integragao aproximada da

regra trapezoidal, cujo nome se deve ao fato de que, em cada trecho
]
a integral & aproximadamente igual a area de um trap@zio limitado pe

la diferenga de abscissas X ¢ X;, as duas ordenadas f(x.

i*l 1+1) C

f(x;), ¢ a reta interpolante que liga os pontos da curvu'(xi'f(xi) e
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A -

(X547 £lx549))-
‘L possivel estimar uma cota superior para

que o erro absoluto Et cometido ao se¢ integrar uma fungao f(x) pelo

mc¢todo dos trapczios, utilizando-a férmula

2
E, = i%gl— (x, = Xg). m,y(x) (2.18)

onde mz(x) € um maximo da segunda derivada de f(x) num ponto entre

e B0 X 2
o} *n
- e = 2 —
Sendo, pois, o erro, proporcional a (Ax)~, e
possivel, entao calcular o numero intervalos em que, uma fungao deve
ra ser subdividida para que a integral por trapézios tenha uma pre
cisao pré-estabelecida.

2.4.2 - Regra de Simpson

Este método de integragao aproximada consiste
no uso da interpolagiao quadratica em cada conjunto de 3 valores da
fungao, subentendendo 2 intervalos consecutivos e, em seguida, inte

trar os polinomios do 2° grau resultantes.

Vejamos a dedugao da formula de Simpson, que
¢ uma das mais usadas na integragao numérica, quando siao conhecidos
os valores do integrando para valores igualmente espagados da varia

vel de integragao Xx.

Seja Y s ¥y+ Ype.++2 ¥, Os valores de y=f(x),

nos,pontos equidistantes a=x

X1+ Xg4-<+y X =b com intervalo Ax |,

oi
fig.(2.3).

A integral pretendida, eq.(2.16),

b
I = J f(x)dx
a
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Y
0l axo x1 X2 Xpp %oy Xp.p X
__4 AX —
Fig.(2.2) - Integragao aproximada - Regra de Simpson

pode ser desdobrada da seguinte forma:

=T =N () d ocl =R R (00 [ Xt (GG Posev I f(x)dx (2.19)
XN

255 Sh-2

Considerando, por exemplo, o intervalo[xo,xz]
e utilizando-se de um procedimento semelhante aquele usado na dedu

cao da regra trapezoidal, resulta:

e Ax
J f(x)dx = — ()"0 A 4)’1 N )’2)
b <3
o
ondes g = 8 G O S W) ¢ a area de um trapézio curvilineo
3

limitado pelas ordenadas fixas Yo © Y2 © eixo dos x e por uma para
bola, sendo y, a ordenada da curva no ponto médio do intervalo consi

derado.

Analogamente, teremos:

X4 e
J5 L (x) d xR (Yo SR A VRS
X, 3
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X
6 3 Ax
f f(XJdX = e—— (Y4 + 4)’5 i Y(J)
Xy ;& -
X
n Ax
Jf f(x)dx = — (yn_z + 4yn_1 + yn)
Xn_2 3

Substituindo estes resultados na eq.(2.19) e
agrupando convenientemente os termos, chega-se a formula de integrg

¢ao de Simpson:

b
S £(x)dx = %? [fo+yn+2(yz+y4+y6+"'+yn—2)+ .
a

+ 4(y1+y3+y5+...+yn_1)] (2.20)

Esta formula combina simplicidade de forma
com melhor precisdo, sendo consequentemente mais usada para integra
¢do numérica. Nota-se, atraveés da demonstragao.que conduz a formula
de Simpson, que o intervalo de integragdo € subdividido em um nimero

par de divisoes, o que em algumas vezes constitui sério incomodo.

Tal como na regra dos trapézios, também ¢
possivel estimar uma cota superior do erro absoluto (E;) cometido ao
se integrar uma fungao pela regra de Simpson, utilizando-a seguinte

formula:

ﬁs = %ﬁa (xn - xo) . m4(x) (2.21)

i

onde m4(x) ¢ um maximo da quarta derivada de f(x) num ponto entre o
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2.5 - COMENTARIOS 2

Se f(x) for dada em forma de tabela ou se for
dificil obter os maximos das derivadas, poder-se-a usar tanto a for
mula dos trapczios como a de Simpson de forma iterativa, ou scja: a
plicar-se-a a formula para um numecro dec intervalos pré-estabelecido
e em seguida dobrar-se-a o numero.de sub-intervalos, aplicando-se no
vamente a formula. Este resultado devera ser melhor que o primeiro
pois o erro € proporcional a uma péténcia de Ax o qual foi reduzido

a metade. O processo deve ser continuado até que a diferenga entre

dois resultados sucessivos esteja abaixo de uma tolerancia desejada.

e

No entanto, usando um mesmo nimero de div
“soes para o calculo de uma integral qge-envolva aproximagao, verifi
car-se-a que o resultado obtido‘mediantc a formula de Simpson estara
mais proximo do valor real da integral que aquele obtido segundo a

formula dos trapézios.
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CAPITULO III ¥

UM METODO NUMLCRICO PARA DESENVOLVER FUNCOES; COM DADOS
DISCRETOS, EM SERIE

3.1 - INTRODUGAO

Uma fungao se diz perioddica com dados discre
tos quando ela & definida por uma tabela de valores obtida através de
determinagoes experimentais, e de tal modo que o conjunto desses Qalo—
res discretos se repitam sucessivamente no decorrer da experiéncia.Tais
fungoes sao oriundas de problemas que envolvem quantidades, como  por
exemplo, meteoroldgicas, estatisticas, ecbnamicas, etc., cujo periodo
tanto pode ser um dia ou um ano. Dai a admissdo de que‘os dados sejam

"considerados em intervalos de T% s f% ou entao f% de um periodo.

A expansao de Fourier de uma fungao periodica
com dados discretos muitas vezes se faz necessaria na pratica, e para
isso foram imaginados varios metodos, abrangendo coletivamente o campo
da Analise Harmonica. Desses, o mais simples. e mais Obvio € o da avali
acio das integrais de Euler, por intermedio da regra trapezoidal. Este
método € inteiramente satisfatorio para as aplicagdes ocasionais e so
mente precisa de ser aperfeigoado para quem deve manejar fungoes num§

ricas regularmente.

Evidentemente que poderiamos também, por exem
plo, avaliar as integrais de Euler, eqs.(1.6), por intermédio da regra
de Simpson, que permitiria um menor erro de aproximagdo, € sO nio o fa

zemos pelas razocs acima citadas.

3.2 - Consideremos uma fungdo £(t) de periodo 2L, para o qQual os valo

res sejam disponiveis em intervalos de
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Lembremo-nos de que qualquer fungao f(t) pode

decompor-se na soma de uma fungao par ¢ uma fungao impar, ou seja:

£(t) = f(e) cf () E@)SHES)

2
Para .g_(LJlL(;_._t—) = g(t) e _‘_i_;(_t)_;f_(il- = h(t)‘ resulta
2
£(t) = g(t) +hit)gonde
g(t) & uma fungao definida no intervalo " [0,L] (que -&-a metade——-do- -

intervalo [-L,L] ) e classifica-se como fungdo par, sendo claramen

“te definida na outra metade do intervalo, isto €, em [}L.O] , figu

et ((Sodl)) &
o
\\.‘_."/ \‘
=Tl 0 L 1
Fig.(3.1) - Fungao g(t), definida em [0,L] - Fungao par

e h(t) uma fungao, também definida no intervalo [0,L] . e classifi
cada como fungio impar, sendo bem definida na outra metade do inter

valo [-L,L] , fig.(3.2).
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v

Fig.(3.2) - Fungado h(t), definida em [0,L] - Fungdo impar

Portanto, os termos do cosseno na expansao de

f(t) sdo exatamente os termos na expansao de meio periodo de g(t) e

os termos do seno na expansao de f(t) sao exatamente oS termos na
L

expansao de meio periodo de h(t).

" Evidentemente que a expansac em seérie de
Fourier da fungido f(t) se prende na determinagao das integrais de
Euler, eqs.(1,6), ou seja; dos coeficientes a e bn, os quais temos
que calcular.

3.2.1 - Calculo de a,

Para a fungao par g(t), da eq.(1.16) resulta

L
Jooal®)o @68 DS
0 L -

£
n
[l [N}

Aplicando a regra trapezoidal, eq.(2.17), e
admitindo que os dados discretos de f(t), fig.(3.3) sejam considera

dos em intervalos de T% de um periodo qualquer 2L, isto ¢:

At = 2L L , teremos:

12 6
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[ i l:g(to)
! 6 2

[l [ )

\

+ g(tz) coS EE ££+

6

L43)

.COS

nll

.+g(t5).co

nll 5L, 3(‘6)

S — ,—+

2

L ©

0 + g(tl) cos R
L

)

Tk

2L

o % Y 15

5

Fig.(3.3)

- Funcgao f(t),

i
-+

S |

.QEJ G
6

nill

L

definida num periodo 2L-fungao qualquer

Sendo

‘Notemos que somente f(to)=f(—to).
g(t) = £L£11£Ll£i , da eq.(3.1) resulta:
2
£t ) +E (TS N () o (S ) f(t,)+f(-t,)
an=l [ O 22y 1 LY el : z .cosBlle .
L 4 2 6 2 3
CE(t)+E(-t,) ‘(e )+E(-t,)
ceot S 3 cosSnII + 0 o cosnn]
2 6 4
ﬁértanto, para
£(rg)+£(-t5) : o
2 =gy e lINEEEE0E SEI RS RO tene mo 'St
a, =u t_“+glcos——+nzcosﬂﬂ+ gscoséﬂg+ggcosnﬂ] (352
3 6 2

Ana}ogamcnte, se os dados discretos de f(t)

forem considerados em intervalos de

tecremos:

1
24

48

— ou =1 de um me

smo periodo 2L,




EF EI um métode numérico para a solugfio de equagdes . - Fi
diferenciais envolvendo func¢des for¢antes discretas 5

%]
=
=
<

Para At = — = —
24 12
g g
a, = % [;9+glcosﬂﬂ+g2cosﬂﬂ+...+g11cosllnn+ 12cosnn‘] (3.3)
2 12 6 12 2
Para At = il_‘ = L
48 24
g g
de s JL-[}Q + glcosﬂ£+g2cosﬂﬂ+...+g23c0523nn*—zicosnn](3.4)
12 L2 24 17 24 2

3.2.2 - Calculo de bn

Para a fungdo impar h(t), da eq.(1.19), resul

w Ean

L
/ h(t). sen™t dt
0 p

L
Aplicando, novamente, a regra trapezoidal,eq.
(2.17), e admitindo, ainda, que os dados discrectos de f(t) fig.(3.3)

E 3 . 1 - -
scjam considerados em intervalos de — de um periodo qualquer 2L, is

12
o) ©F
At = ab - L , tercmos:
12 6
h(t.) '
bnn% L [ 2 scnﬂﬂ.0+h(tl)scnﬂﬂ.£+h(t )scnﬂﬂ.gk*
6 7 L Ll (Gr e LG

oot h(tg)sen —.==

L 6 (3.5)

nll SL ]
]

fi(t)=f(=t
2

como h(t) = » decorre da eq.(3.5), que:

Hob
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sen—-+t sen—+... sen
2 6 2 3 2 6

em [f(tl)-f(—tl) SRECoE ) +f(ts)-f(-ts) Snn]
28

Portanto, para

f(ti)-f(-ti)

= hi . AEN LS <SSR te e MmO Sk
2
ol nll nll #nll Snll
bn_g [hlscn——+hzscn-—+...h4sen +hssen—g—] (3.6) 4

6 3 3

‘Procedendo de maneira analoga, podemos obter

o cialculo de b_ nos casos em que os dados discretos de f(t) forem con

n
siderados em intervalos de -1- ou L de um mesmo perliodos 2 i S —
24 48
Assim, ‘
para at = 2L = L - teremos:
24 24
bn=l[%lsenﬂﬁ+hzsenﬂﬂ+...+hlosen5nn+hllsenllﬂﬂ] (3.7)
Bo 12 6 6 12
para fNE & Zh o L teremos:
48 24
b =3—Ellsenﬂﬂ+hzscnﬂﬂ+...+h225en11nn+h2‘sen23"n] (3.8)
11 24 12 12 D24

3.3 - DETERMINACAO DOS PESOS PARA O CALCULO DE a, E bn

Combinando os fatores do cosseno ou do seno
= - . : el R s g
com outros fatores numéricos inclusive o » da definigdo de g(t) ouou
h(t), podemos obter um conjunto de pesos que serao utilizados no cal

culo dos coeficientes un.e b".
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Scja, por exemplo, determinar os pesos que

serao utilizados no calculo de az ¢ b,, considerando que o periodo

tenha 24 intervalos.

Tomemos a eq. (3.3)

. g g
4= 4 [—2 +glcosﬂﬂ + gzcosEﬂ +...% gllcosllnn o S cosnn}
S 12 6 12 2

Fazendo n=3, e efetuando o produto do fator L por cada fator numeri
6 =
co de cada parcela da soma entre cdlchetes, inclusive o % da defini

¢ao de g(t), iremos obter um conjunto de pesos para o calculo de 53:

Fatores Pesos 3
1 e 2l -
= .= = — = 0,08333 pois, f(t.) = f(-t )
6tiv2 12 - O c
l. l.cosE = ﬁz = 0,05893
6 R
1 1 05X =29 - 0,00000
G 7 PR
11 5s30.YZ _ 05393
602 4 24
1 1 cos30-_3 __g 08333
2 G AP
11 oslSN "2 4 05803
G @ 12 24
1 1 0539 . p.00000
5@ 2 12
.l' l,cgszﬂn-j—z = 0,05893
2 12 24
11 0580 1 o 0,08333
G 2 A0
1,1 062 /2 . g 05893 : ;
o9 N
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e

Fatores . Pesos
1 1 o230 0 . o 00000
57 )
1.1 5s33:- /2 __§ 05893
6 2 1A

L e ) G
6 2 24

Tomemos, agora, a eq.(3.7). )
Fazendo n=2 e, usando um procedimento analogo
ao do calculo dc as, determinaremos um conjunto de pesos que serao

utilizados no calculo de b2.

Fatores Pesos
g PRSI LS ) A6
6 2 12 24
11 en 2 S o
2 R W 2
101 seniii= SRR N0 8553
5 7 e =) ~
1L son 2R YO oM 0a210
6 2 3 24
A e L R OO 467
2 12 24
L e L= RO W01 00,0
G 7 3 3%
11 1 4T X o 0.04165
o 0 N A :
101 40 5 L0 07217
G P 3 24
R e S DL ) R
G » A
=,
l. l.scnlgﬂ--lé =-0,07217
Gy G o
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Fatores Pesos oy
¥
1 L en 2 WO U6y
B 12 - 24 z
Venos que a obtensao de tais conjuntos de pe
sos € bastante simples, porém trabalhosa. Dai a necessidade de um

programa para computagao digital,que daremos a seguir, para a determi
nagao de tabelas de pesos que serao utilizadas no calculo dos dez
primeiros "a"s e "b"s. Assim, as eqs. (3.2),(E353) eN(SN4)fornecerao
tabelas de pesos para o calculo dos dez primeiros '"a's, enquanto
que as tabelas para o calculo dos dez primeiros "b's serao forneci
das pelas eqs. (3.6), (3.7) e (3.8), considerando, respectivamente ,

os dados discretos de f(t) em intervalos de %3, %? € 78 de um perio-

do qualquer 2L.

TR 86 FNRTRAN COMPILER MV0O9(70) 240975 FOKA .

*
% PROG,PARA ANALISE HARMONICA
DIMENSION JJ(20),LJ(20)

COMMON KoMNsTA(20450),TB(202,50)
12 READ (12,1) HINT.
1 FORMAT (13
IF(NINT.EC,O0) STOP
KeNIKT /2
CO0 2 N=1,11
CALL AN~
2 C[l-.HTll.‘\;c
DO 4 L=1,11
. Jgi%)zknl)ulur (JJ(J)sd
s 5 ) d 2=
5 EDQHS{(1P1;4 /);lOX;'TABé[;
10RES CALCULADOS PARA ',]3,!
KK =K +1
0N 7_J3=1,KK
JéeJ3-]
T VRITE(L,G)JIBs(TA(JSGsJ3)s b=
6 FORUMAT(1Xs13,3Xs11(F34552X)
NO 3 N=1,10
CALL BN
CONTINUE
0O 8 LL=1210
B =
o FELEL LT AL B oercnumincao oc
)R] 14 ) J 3 \ BIN)'5//75,10%,¢
10RES CALCULADOS PARA 1,13, INTE RVALOS 17715 b 1 iy X2 VA
KKK=K=1 /3Xs10(2Xs" N = '0?3)111&
nG %é J5=1 KKK
11 wWRI (1,6) J5, (TBIJ&2»U5)206m1,10)
ESDTO 12
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3.4 - DETERMINAGCAO DOS COEFICIENTES a E bn

Conhecidas as tabelas de pesos, vejamos agora
como se¢ determinam os coeficientes a e bn' Para isso e neécssirio
que a fungao dada seja definida no periodo por uma tabela de valores
qQue constitui os scus dados discretos. Este periodo, de acordo com
as tabelas de pesos ja claboradas, devera ter 12, 24 ou 48 interva -

los.

3

Exemplo:
Seja determinar os coeficientes a, e bl para a fungao cuja

definigao no periodo €:

Y==2.0000 yg=-0,9236 y;(=-0,1944 y =0,1875 1y, =0,2222

¥1=-1,7569 yg=-0,7500 'y;=-0,0903 y (=0,2222 y, =0,1875

¥2=-1.5278 y,;=-0,5903 y;,= 0,0000 y,,=0,2431 y,,=0,1389 (3.9)

y3=-1,3125 yg=-0,4444 0,0764 y,=0,2500 y,;=0,0764

/5153
¥4=-1,1111 yg=-0,3125 y;,= 0,1389 y,0=0,2431 y,,=0,0000

Solugao:
Vemos que os dados foram considerados em intervalos de 1/24
de um periodo. Logo, os pesos a serem usados serio os das tabelas
/

(3.2)(a) e (3.2)(b).

S Interpretando a meio-ordenada Y1, como f(to)
em nossa teoria, e usando os pesos na coluna encabegada pPor n=2 na
tabela (3.2)(a) e n=1 na tabela (3.2)(b), encontramos a, e b1 sem

dificuldade, conforme mostram os calculos a seguir.

Nota: L importante salientar que este exemplo tem como objetivo prin
cipal dar ao leitor uma base mais concrcta da teoria desenvolvida an

teriormente.
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22960° 0 LTZL0'0 L GEERCT Tt 1+2zzzt0 = ($3-)3- (Ba)3 = (B3)y = By
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68510°0 L9T%0° 0 €655 0 PYET* 0+685T°0 = (‘3-)3- (Y3)7 = (%2)y = by
65€00°0 LSTZ0°0 L99T°0 €060 0++9£0'0 = (F3-)3- (F)3 = (F3)y = Ty
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Tal como aconteceu no calculo dos pesos, a
determinagdo dos coeficientes também € por demais cansativa, e en
volve um grande numero de operagoes, principalmente se desejarmos

calcular todos os cocficientes que as tabelas permitem e que sao em
numero de 21; 11 "a"s e 10 "b'"s. Precisamos, portanto, da elaboragao

d¢ um programa para computagao digital.

Seja, por exemplo, obter a expansdo em serie

de Fourier da fungao anteriormente definida, tabela (3.9).

.y

Solugao:
No exemplo anterior indicamos o calculo dos coeficientes a,

e bl‘ Notemos que, para a determinagao dos demais coeficientes, pre

cisamos de variar tio somente os pesos, ja que os termos de g e h

sao fixos, e que, de acordo com as tabelas elaboradas, poderemos cal

)

cular ate o coeficiente de ordem 10.

‘A seguir damos um programa para computagao di
gital para determinar todos esses coeficientes e, também, para obter

o desenvolvimento, em série de Fourier, da fungao dada por dados dis

cretos.
/
TR 86 FORTRAN COMPILER MVO9(70) 240975 FOKA, //’/1\_,___5‘J[\T\\\
. 3
1
2 PROG ,PARA ANAL ISE HARMONICA /
b4
L IHECGER VH:PGS;NEG;SINA(SO)JSlNB(SO) e
R STk " JJ(ZO):LJ(20’:Y(SO);TP(Sﬁﬁk\fﬂﬂA(SO):A(SO);B(SO):Pany
150)s THA(50)
DIMENS 10K T(25) »TL(25)
8DMPDN_h1NéTﬂ(20:50)1TE(30:50) //
DATA PrS»tEG/Y - +!' !
12 READ (12,1) NINT,TIT ;
1 FORMAT (13,1XsA4)
BN 8o 0y sToP /“-7
KeNIRT /2
00 2 h=ls11 ___/ Afi]
2 Eahkntie ~ /
4 Sgti)ﬂflfll P
WRITE( SININT,(JJ (J = 1
s Enanit Rl s a1 da K Bara DeT ACAD DE A(H)n,/,,l?x,
LORES CALCULADDS PARA 1,1351 INT n' 5X{11(ZX;"IJ1”_
=K +
DN 7 J3=1,KK .
7 URITEL1 600 (TALI4s 300 4 111
o 2 : =
R A R T G 2 i TG //
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- . = -a ..‘ -
E, também o desenvolvimento da fungao em série de Fourier (vide eq.

(X aS5)0%

F(T) = -0.33 o
+ 0.41 COS 1( T* - 12,00 } + 0.63 SEh 1 T* - 12.0C0 )
- 0.10 COS « 2i( TX = 12RG O = 0,21 SEN 2( T* = 12.20 )
+ 0.05 CNS 3( T* = 12,09 )N 0.20 SEN 3¢ T - 12,00 )
- 0.03 COS &0 T2 =250 0N EE= C.l4 SEI' 4( T*= = 12.70 )
+ 0.02 CAS = S(TE=S RGOS S 0,11 SEt. 5( T% - 12.00 ;
- 0. 011" CRSH 5 (ERTER=IS 12 a0 - 0,08 SEy—0( T* - 12.00

+ 0.01 CRSH () T =2 anan R 2.06 SEf. = 125600
-~ 0.0]1 COS B8( T* =-12.080 ) \- 0.05 SEf: 1521008
+ 0.01 €03 9( T2~< 12.00 ) \3 0l03 3 2.0 )
- 0.01 COS 10 A% ~ 12.00 ) \- 0,02 S 3]0 )

onde 0 < T* < 24

Observagoes:

0, - Este desenvolvimento em série de Fourier apresenta, em consge
quéncia das tabelas (3.2)(a) e (3.2)(b), 10 harmonicos: eviden
temente que, dependendo da precisao de um problema, poder-se-a
limitar o nﬁmcro de harmﬁnicos,'simplificando assim os resulta
dos obtidos. No entanto, quanto mais harmonicos forem tomados,

mais proximo estara a funcdo dos seus dados originais.

0, - Introduziu-se uma nova variavel t*=t+L(L=semi-periodo) para
transladar o eixo dos f(t) de uma oriéem (to.f(to)), criada pe
las circunstincias do método (interpretagac dada a meio ordena
da £(t,)) para a origem real (-t;,f(-t;)) que corresponde ao

valor inicial da tabela.

0z - O programa para computagio digital dado, anteriormente tambeém
calcula cada um dos dados discretos, através do desenvolvimen
to obtido testando, assim, a eficiéncia do método para © pro

blema em estudo.

3.5 - APLICACOES
Veremos, a scguir, algumas aplicagdes do pa

todo em problemas de engenharia. Vale dizer que o mesmo € inteirmmm

te satisfatorio quando ndo houver grandes variagoes dc'vnlores;b&n
: u
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- :,:
tos em pequenos intervalos de tempo.

A.1 - Os valores das agoes de uma firma comercial oscilaram no perio

do de 1 ano, conforme mostra a tabela abaixo.

ANO=1975
! - 1 -~
Mes | Dia Valor Mes | Dia Valor
JAN 1 Cr$1.000,00 JUL 1 Cr$1.200,00
FEV i Cr$1.200,00 AGO 1 Cr$1.220,00
MAR 1 Cr$1.080,00 .SET 1 Cr$1.100,00
ABR 1 = C SN0 6 000 ouT 1 Cr$ 960,00
MATI 1 Cr§ 980,00 "NOV 1 Cr$ 965,00
JUN | 1 Cr$ 320.00‘J DEZ 1 Cr$1.000,00
Determinar uma fungao que represcnte o vaior da agao em fungao do
tempo. ; : : < \
.Solugﬁo: ¥
Notemos que o periodo de 1 ano so sera completo se conside

rarmos o dia 1° de janeiro de 1976. Deste modo, a meio ordenada sera

interpretada pelo valor Cr$1.200,00.

As tabelas de pesos (3.1)(a) e (3.1)(b) serao
usadas para o calculo dos coeficientes a e b visto que os dados fo

ram considerados em intervalos de 1%-do periodo.

Do programa para computagao digital, dado ante

riormente, resulta a fungao:

F(T) .= 1040, 42 +

. 5 . 1 T* ot b.go , + 17.“8 S )
: %2.21}5 Cp}é ?.( T = 6,22 ) + 1;9."7 SE )
+ 25:82 &0 30 1= I S:Ad ) o 53.26 SE ;
- 10,41 ECS 4( T* =« 6,90 ) + 52.37 St
+ 59.34 €CNS 5( T* = 6,00 ) <+ 15.97 S )
+ 27.50 (€95 6? - 6.0) - 0.10 SE& \
+ 59.35 CD% 7/ - b - 1D Y20RS )
Do joigacel sl s 23R ;
+ (] d - - A .
+ 56125 03 10¢ - 6.99 1 \» 120,57 S S

b
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e, 2 - * ;
que cxprime o valor da agao em fungao do tempo (t) onde 0 < t* < 360.

A.2 - A seguinte tabela da a pressao do.cilindro por polegada quadra
da para uma maquina de combustao interna de 4 ciclos, com incremen

tos de 30° do angulo de manivela t*.

A ol A GNP - st DR = i[SE R
0°| 200 1510 RS 300°| © 450°| 0 600° 5
3071350 180°| 20 330°( 0 480°| 0 630, |INT 5}
60°| 167 210° 6 + 360°| 0%y ,=f(t)510°| 0 660°| 30
90°| 102 240° 0 390°1 0 540°| 0 690°| 90
D20 R065 27054 N0 420°| 0 570°| 0 720°| 200

Determine a analise harmonica da pressao.

Solugao:

Interpretemos o valor da pressao, acima indicado, como a meio

_oraenada, ou seja, Yok f(to)=0.

Por serem os dados considerados em intervalos

de 1/24 de um periodo, voltamos a usar as tabelas (3.2)(a) e (3.2 )

(b) para o calculo dos cocficientes a e bn' Do programa para com
putagdao digital, resulta o desenvolvimento da fungao em serie de
Fouricer.

F(T*) = 45.46

"

1( T =260.,0D
2( T*® —-360.00
3( T =3A6RH0
‘4{ T =3612.02
3¢ Tx =-369.00
Ot T*x =369.00

(o)
£
2
0
2)

~

; [ s AR |
~NOCWO -~
DD CO
o o o

et et et et NN I N
WNLO=I b0

-~
-
@ ® o & o & & s 8 &

Mmoo mm

1414414141
e ® 9 & & & & s 8
S0 SN OWd
DEVIODON SO
aleleaialalelalalele)
000N 00 X022
Lnuvnnununnunnnn
CLDIO VN DUWIN—
. R e o

—

-3

1

o

>

‘o)

-
+1 41 +1+1+1
fosRo VYo RUSIEN IV, oo N N
LILIC N Ui i~ W O 0
(Ve VAl Ve [ Val VALV R Vel W [ Vel Vi)
— S o S S N N N

e o e
w3

<& '! 05
T 360,09
* =360,00

Sendo 0 <-t* < 720°

e

A.3 - As temperaturas normais maxima ¢ minima de uma determinada i

—

dade, nos dias 1°s, e 15%s. de cada més , sdao dadas pela seguintes ta.
bela:
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Mes| Dias lHax Tmin Mes| Dias TMax Tmin Mes [Dias TMax Tmin

1 | 38EE26 1 | 63 | 48 1 7.7 164

JAN MAT SET
15- {3780 |8825 1'S |6 8IAE5R 1SR 74 60
1 | 378|824 158 7SR G 1 |[S695 WSS

FEV JUN I HOUR:
15 38 } 25 CHE1S 77 60 15 64 49
1 | 41 | 26 8N (RS ORI 6'! 87 |4

MAR JUL NOV
15 | 4501830 15 | 82 | 66 157 [Lisaass 7
SRS WD | G TR

ABR| ; AGO ke — | DEZ |
| 15 | 57 | 42 15 J 80 | 67 115 A SN 20

Desprezando as ligeiras irregularidades no

intervalo dos dados, determine a analise harmonica da temperatura ma
xima e da temperatura minima.
Solugao:

Neste problema, para que possamos determinar a meio ordenada,
€ preciso considerar o dia 1° do ano seguinte, a fim de que se possa

fechar o periodo. Assim, os dados passam a ser oS seguintes:

Valores de TMax . Valores de Tmin
38.00000 26.00000
37.00000 25,00000

= 37,00000 24,00000
38,00000 25.002G0
41,00000 26.,00000
45,00000 32.00000
5%.00000 36,00000
57.00000 42,00000
63,00000 48,00C00
68,00000 5;.00000
73.00C00 57.C0000
77.00000 62.00000
60.00000 64,00000
82.00000 66.00C00
82.00C00 67.00C00
80,00000 67.00000
77.00000 64, 00000
Z4.00000 g + COQO0

9,00000 2.00008
64,00000 49,00000
57.00000 43,00000
5;.00000 3 «COCQO
45,00000 g.OOOgO
46.00000 29.00000
38,00000 26,00000
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Portanto, 80 e 64 sao, respectivamente, as
meio ordenadas das temperaturas maxima e minima.
Como vemos, os dados foram considerados em

1/24 de um periodo e o processo de resolugao, como nao podia deixar
de ser, é idéntico aos anteriores, lembrando, porém, que, para efei
to de cidlculo, as temperaturas deverdao ser disponiveis em interva

los de 15 dias, a partir de 0 (zero). Assim, teremos:

Para Tmax - Para Tmin
hoes Thax : ‘.A..iuJ_.¢rDi?s Thin
0 38 - 0 26
15 37 ' 15 25
30 37 30 24
45 38 - 45 8 o5 R | L
60 41 . " 60 26 - °

. . s . .
. . & . .
. . = s . .

Usando, pois, o programa visto anteriormente,

obtemos:
Tmax i f(T') = 59,46

.99 _ 1 T* -180,00 ) + 8,94 SEN 1( Tx =-182.00 )
3 28.«2 Egg 25 ¥ -190,00 ) - 0.20 SEN 2( T* -1B80.000)
- 0,00 €NS 3( I* -180.00 ) = 0,20 SEN 3t TxElHA0NE
+ 0,17 COS 4{ * =180.290 ) + 0,43 SEN 4( T* =-1B82.00 )
+ 0,02 COST SiETAE=B 00O NS 0,07 SEN S( T -180,02 )
- 0.0 COS bi T* -180,00 - 0,00 SE { T* -180.00 )
- 01506 COSTNTASTRER=A] 3 )\ - Q.02 SE —IIEO SAG)
~ 0,08 COS 8 X =1f0O0NEN= 0.08 SEf: T% an.nd )
- 0,00 €O 92 Tﬁ/C% 0.00 ) \= 0,0 g_' X =PRO005)
+ 0,01 COg 10<1T’ql -180,00 ) 0,05 1 Qp )

E = X = «17
Tmln f(T ) 45.1

9,652 GOSN ETAR= OO0 OIS 2.30 SEN
- 10026 €as 2( T* -180200 ) + 0.36 SEN
- 0.89 €NS 31 T -180.00 ) = . 0,08 geg
+ 0,00 €CNS 4t Tx ~-189,00 ) + 2.“3 eN
+ . 0,10 COS S5 T* =13mMN2 ) = 0,04 SEN
+ 0,00 COS 6( T* -180n,70 - Q0,17 SE!
+ o.og A5 7( TA =180.,8T7 ) \ + 0,06 SE
+ 0.0 gn§ ag T =1#0,n0 ) \= 0.00 ge
+ 0.05 0 9 T -130-00 ) + 0008
- 0,05 COS 10%/ * =180.00 ) 0.22 5

2 e e

Sendo 0 < t* £ 300
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CAPITULO 1V

APLICAGOES

4.1 - INTRODUGAO

Mostraremos, neste capitulo, a eficiencia do
método em estudos de sismografo, absorvedor dinamico e circuitos ele
tromecinicos, utilizando para tais estudos a computagdo digital e hi

brida.

4.2 - APLICACAO A INSTRUMENTO SISMICO

Um modelo generalizado para medidas de vibra
coes € mostrado na fig.(4.1). A base esta ligada ao corpo tendo uma

vibragao dada por'uma excitagao F(t), definida pela seguinte tabela:

(S)t]E(t)(em) t|F(t) t | F(e)  t | F(t) t | F(r)
00,000 5{4,003 10/0,450  15[-1,035 20(-6,200
18,904 6(3.020 11/0,000  16[-1,850 21[-6,920
2(7,919 72,944 12[0,000  17|-2,950 22|-8,020

3(6,060 8{1,079 13l0,000  18|-3.220 23[-9,350
4]5,968 910,933 14}0,653  19/-4,350 24| 0,000

que representa as amplitudes de vibragao de uma maquina alternativa,

Sendo K=50.000[N/m], m=500[kg], C=8.125[kg/s]

e F(t)=x,, investigar o movimento do sistema.

Solugao:

As forgas que agem sobre a massa sao: a de mo

la

ar bl :
£ K(343) (x)-%,) - -3 (4.1)
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Fig.(4.1) - Modelo matemiatico de um aparclho sismico

e a de amortecimento:

£ = Clx ERxo)) R L L)

* Assumindo que x, ¢ maior que x,, e usando

LF = ma , teremos:

“K(xq-x,)~C(X,-%,) = mk, (4.3)

Se o movimento € relativo para
X = x; - X, , entao:

= ~ Q. .

X4 X + X, e Xy X + X,
e a equagao do movimento (4.3) torna-se:

m(% + ¥,) + Ci + kx = 0 ou

mk + Cx + kx = -m¥, ' (4.4)
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Sendo a excitagdo da base x,=F(t), de  (4.4)

resulta: <

m¥ + Cx + kx = -mF"(t) : (4.5)

que & a equagao diferencial tipica de uma vibragdo forcgada.

Para obtermos a resposta em regime permanente
teremos que resolver a eq.(4.5) com x=y(t).

Como a fundio forgante F(t) nao e definida
por uma sentenga, a solugao da equagao diferencial (4.5) nao podéri
ser resolvida pelos métodos normais existentes no calculo diferenci-
al. Portanto, para solucionar tal equagao desenvolveremos a fungao
F(t) em série de Fourier, através da analise harménica. Em  seguida
resolveremos a-equagao usando o computador digital, obtendo, final -

‘mente, a resposta da excitacgao do sistema, fig. (4.3).

Um tipo de instrumento sismico, o vibrografo,
usa deste principio para medir amplitudes de vibragao. O movimento
relativo éntre a massa e a base € usualmente registrada por uma pena
pressionada sobre um cilindro rotativo, fig.(4.2), quando a frequen
cia natural do vibrografo tiver um valor muito baixo, a amplitude de

vibracao sera vista como a do movimento relativo registrado com uma

diferenga de fase de 180°.

Fig.(4.2) - Vibrografo
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Um outro tipo de instrumento sismico, o acele

rometro, que é usado para medir aceleragao, utiliza o mesmo princi’
pio. Ao invés de usar molas macias, muitas molas duras sao usadas pa
ra dar uma grande frequencia natural. Consequentemente, a razao de
frequéncia sera pequena, e o movimento relativo sera a medida da ace

leracgao.

a) Desenvolvimento de F(t) em série de Fourier.

F(T) = "'-0111‘ +

. ; H P - « N0
ey 0,06 COSE UETREETZi00 S Hafle) S 2t T C 15:09 )
+ 0.+ 04 (COSTR TS e D R 2'05 %€M 3( T - l2.000
3 0'0% a2 CHL 0 < 12.00 ) + 1.54 SEN 4 T8 = 12<008)
a 010 OEC A By 12:00 ) 1:04 SEN 5l TR li2q0m)
. 0.92 €B3" 2l 1 - 15189 34 % 0:a] SEy—G( T = 12.00)
- 050l COSERIRIRSL A R\bs HOL S A 15050 )
: 0:0h €n2 9 121566 ) \= 0022 3k AT - R.20)
% 0%05 €OS 10&(1 - 12,00 ) \+ 0,04 SgN YO( T~ 125¢0 )

b) Resposta da excitagao do sistema

TR 86 FLFIKAL CCMPILER BVO9(TG) 240972 AFPL+SAL+BAl,
TR 86 FCRIRAK CUMPILER BVOY(TC) 2406975 AFPL+SAT+BAT\,
TR 66 FCRTFAK CONPILER MVO9Y(TU) 240975 AFPLGSBO+BBO >

TR 86 FORTKAI: CUMPILER KVO9(T70) 240975

p CILELSICEH T(101)» X(101)» Y(25)
COULMIN ToX
EXTLRIAL F1 » F2
N s ¢2 .
CALL Fn42 (FLsF240Ges Uys Couz C.01 25 ) //
VRTTE (1 TR e R GT) s ey
1 FORrET (LN, ///4: 1042 'SLLUCAD DU PRU B—t¥vy//,
12022 "1 12 39X "X(T) 2L IX2VUR/DTT/ & 7)) /
AMAYE = o, i
XHAAN = o
EHA% : 24, ;
ALL PLUT20 (THAX, XMAXP, XMAXN2 N )
eAE”

T

s
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c) Comentarios

. Os vibrografos mais elaborados contém um ins
‘trumento de registro. Alguns tém registrador de pena, para registro
numa tira de papel, que se move por dispositivo de reldgioy alguns
efetuam o registro em celuloide ou vidro, que € subsequentemente exa
minado ao microscopio, e alguns enviam um feixe luminoso sobre um
filme virgem. Os vibrografos sao por vezes construidos sem dispositi
vos de amortecimento especial. Esses dispositivos aparecem nos acele
rometros, algumas vezes como amorteccdores com ar ou oleo, ou na for
ma de amortecimento magnético, onde a massa sismica tem uma placa-
delgada de cobre (ou lingua), que se move paralelamente a seu plano
na estreita fenda entre os dois polos de um potente eletroima. 0 mo
vimento da lingua induz correntes de fuga que desenvolve uma forga

de amortecimento proporcional a velocidade. \

4.3 - APLICAGAO A NEUTRALIZADOR DE VIBRAGOES

Sabemos que se um sistema for sujeito a uma
forca perturbadora, cuja frequéncia € aproximadamente igual a fre
quéncia natural da instalagao, ele executara um movimento vibratorio
forcado, de amplitude exageradamente elevada. Em tais circunstancias,
impoem-se medidas corretivas. A mais comum e imediata consiste em a
tuar nas caracteristicas da suspensao, promovendo, deste modo, o iso

lamento da vibragao.

Um outro recurso, sobretudo elegante, consis
te em associar a massa principal, em vibragao forgada, uma outra mas

sa, por meio de uma nova suspensao elastica, fig.(4.4).

Desta forma, o sistema passa a ter dois grauys
de 1iberdadc.'que torna possivel a determinagdao de duas amplitudes -

A essa montagem chamaremos de neutralizadoy

de vibragoes. Corretamente projetado e exccutado, ele e éapaz de anu
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FWE

Fig.(4.4) - Modelo matematico de um absorvedor
dinamico

lar completamente a amplitude, sendo curiosamente, tanto mais efici

“ente quanto mais proximas estiverem as condigoes de ressonancia.
A fig.(4.5)(a) mostra que a massa M tem uma

vibragao forgada. Eliminaremos tanto quanto possivel a amplitude de

vibragao da massa M, usando uma massa-mola auxiliar que €& adicionada
a massa M, conforme fig.(4.5)(b).

A massa M & excitada por uma fungao F(t) (for

ga), aleatoria, dada pela tabela abaixo. Estudar o‘problema.

"\/'
/
H.\~
JM

fet;

(a)

(b)
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Fungao dada discretamente (forga)

£(S)| f(t) (kgf) f f(t) t | £(t) t f(t) t f(t)

0 | 5100 ' 5 | 4997 10 | 4900 15| 5006 20| 5099

1 |4904 6 | 4971 11 | 5056 16| S024 21| 4902

2 | 5081 7. |850.S 62 12 | 4916 17| 4947 22| 5086

3 | 4940 8 [ 4921 13 | 5063 18| 5075 23| 4933

4 | 5032 9 | 5093 14 (4963 19| 4907 24| 5040

Solugao: :

Na fig.(4.5)(b), o sistema € de dois graus
de liberdade com uma fungao forgante agindo na massa M. As equagoes

do movimento sao:

¥i1 + klxl + kz(xl-xz) = F(t) ' (4.6)

miz + kz(xz-xl) = 0 : (4.7)

0 neutralizador e usado quando a  frequeéncia

natural do sistema & aproximadamente igual a frequéncia do sistema
auxiliar.
k k
1 -2 (4.8)
M m

Quando isto acontece, a amplitude de vibragio
da massa M &, praticamente,zero. Demonstraremos isto, obtendo no
computador digital, a resposta da fungao excitadora, para M=25 [kg] ,

ky=5.000[N/S], k,=1.000[N/S] e m = 10[kg]

o e o s e

AR

|
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a) Desenvolvimento da fungao F(t) em serie de Fourier.

+
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b) Resposta da excitagao F(t).

TR 86 FORTRAN COMPILER MV09(70)
YR B6 FORTRAN COMPJLER MV0O9(70)
TR 86 FORTRAN COMPILER MV0O9(70)

AFPL+SA]1+BA].
AFPL+SA7+BA7,

FOBA

240975
240975
240975

ilTE(loo)oA1(4))A2(4)l
4

\

2100)

“

\Ols 64sXSsYSsALIA2,A32A4, A52A6,4

/
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c) Comentarios

Os resultados obtidos podem ser interpretados
da seguinte maneira, que ¢ uUtil em certas'aplicagaes. Na fig.(4.5) -
(b), seja o ncutralizador de Frahm kz, m substituido por uma massa

meqv precsa solidamente a massa principal M, e seja essa massa equiva

lente escolhida de maneira que o movimento Xy seja o mesmo que com
o neutralizador. Como o neutralizador € mais complicado do que ape

nas uma massa, ¢ claro que m, nao pode ser constante, devendo ser

qv
diferente para cada frequéncia de“excitagao w. A forga para baixo,

transmitida pelo absorvedor para o sistema principal M, € a forga de

mola kz(xz—tl), que € igual a -miz. Se uma massa meqv fosse solida

mente presa a M, sua forga de relagao, para baixo, sobre M, seria a

forgca de inércia pura —meqvil' Para a equivaléncia, essas duas rea

¢oes devem ser iguais de tal maneira que:

m X X 1—(w2/w2 )
1 1 neutr

que & a conhecida reagao de ressondncia. Assim, veé-se que o sistema
neutralizador dinamico de Frahn pode'ser suﬁstituido por uma massa
equivalente presa ao sistema principal, tal que ela € positiva para
pequenas frequéncias de excitagao, infinitamente grande para excita
¢ao na frequéncia de ressonancia, e negativa para altas frequencias

de excitacgao.

No exemplo dado, a velocidade da maquina e
variavel (forga nao periodica), entretanto tais comno os motores de
combustdo interna para aplicagdes automobilisticas ou aqroniuticas,
o dispositivo ¢ totalmente initil porque simplesmente substituimos o
sistema original de velocidade de ressonancia (com at-l) pPor ° outro
sistema coﬁ duas velocidades de¢ ressondncias, mas, MEsSmO assim, o
neutralizador pode ser vantajoso pela introdugdo de certa parcela

de amortecimento na mola do ncutralizador como mostra a resposta de
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=
excitacdo para m=10[kg], fig.(4.6), no intervalo 0st<5,8[s]. Ja  no
intervalo t>5,8[s] o sistema tende a ecntrar em ressonancia e o neu
tralizador nao consegue amortecer o sistema. Para que isso aconteces
se deveriamos variar a massa m. Como ilustragao, mostramos nas figs.

(4.7) e (4.8) as respostas das excitagoes de F(t) para massas, res

pectivamente iguais a S[kg] e 3[kg].

4.4 - APLICAGAO A CIRCUITOS ELETRO-MECANICOS

av

Consideremos o sistema mostrado na fig.(4.9).
A placa superior do condensador C, com mass.a m=15 ch], € suspensa por
uma mola de constante k=1000[N/m]. Ela e livre para mover sobre a a
gao da gravidade, da mola e do.campo elétrico entre as placas; Con

sequentemente teremos no sistema a capaecidade variavel C.

DONDUSANNNNNRN

. POSICAQ DE
EQUILIBRIO

PLACA FIXA

1

Fig.(4.9) - Sistema eletro-mecanico

Tomemos a linha tracejada como posigao de e
quilibrio para a placa do condensador descarregado. Assumindo ar en
tre as pla;as nos escrevemos, por conveniéncia: C = §é§ 8 onde A e
uma constante cujo valor depende da area da placa e das unidades em

pregadas, ¢ S & a distancia indicada. Dai o Lagrangeano para O  SiS

tema ser:

i
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1

- 1 d :
L' o= dL (@92 1n 8%2 4 g vie) - 132 (5-x)/A - —kx2@4Ns)
2 4t 2E St 2 2

O sistema tem dois graus de liberdade, cujas

coordenadas sao q ¢ x. Aplicando a equagao de Lagrange

gl O Fq ' (4.10)
dt 3Q,.  aQ, ¢

para Qr=x Qr=i

Da eq.(4.9) decorre:

' 2
Ll GO s e — AR
9Xx 2A .
B L @)% o (4.12)
X 2 3xX
Entao: +F
4 @ALya mx (4.13)
dt 9x
Sendo a forga generalizada F,=0, de (4.10) resulta:
dig7 oLk aL'
L)) < = 0 (4.14)
de o5 ax .
e finalmente,
: 1 2
mk + kx - =1 =0 (4.15)
, AR

Passemos para o 2% grau de liberdade.




Portanto, as equagoes diferenciais do  siste

ma sao (4.15) e (4.20).

deslocamento x=y(t),
tre as placas F(t)=y SF' sabendo que R=2[Q] , L'O.S[N]. s=0,10(n] ,
A=2.107° [Coulombleewton] ¢

Pede-se estudar, no computador analdgico, ©

a capac1tanc1a C(t)ﬁs—— c a forga de atragiao en

V(t) é definida pela tabela a seguir.

EF EI um método numérico para a solugio de equagdes FL 4.16
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n )

Qr = q Qr = q -

Temos pois

L 1

_d_ g_k_) - .?.L__ = (4.16)
dt 23q q a

onde F = -Ri =R gl

1 dt

de (4.9) tiramos:
oL"' _
= = v(t) - q(S-x)/A (4.17)
2q

- 2Lie recd (4.18)
3q dt =

Donde:

1 2

Jl aL' L d (4.19)
dt aq dt

Finalmente, obtemos:

a? S-x dq
L + - V(t) = - R (4.20)
dt A dt
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L
1

£(S) ! V(t) (volts)  t|v(t) t|V(t) tlv(t) t|v(t)
o]0 5/-95,9 10{-54,4 15 65,0 20| 91,2
1 [ =841 6/-27,9 11/100,0 16|/-28,8 21| 83,7
2 | 90,9 2] 65.7 12 53,6 17]=06H1820 M=)
3 14,1 8| 98,9 13| 42,0 18(-75,1 23| -84,6
4 |-75,7 9| 41,2 14| 99,0 19| 15,0 24| -90,5
Solugao =
a) Desenvolvimento de V(t) em série de Fourier.
V(T) = 15.0229 +
+ 23 €COS 1( T - 12.00 ) - 1.99 SEN  1( Jo=.12.00 )
+ %8,(230 En% 25 T =] 220 OF) = 1451Y.9008 ENLS 2I{ENTERCES LA )
+ BN C0S . BT =R k0 ORI B 4,28 SEN 3( T - 12.00 )
YA I L G LG ) 66057 SEN 4(L TL.=i12.008)
S EeGE ES s Bl = ARl ) < 294101 SENEES (ESTESSS N A ;
-+ 5,53 CaS o =100 - 9,68 SEF~6( T = 12.00
PoOnMOER D1 o Lo\ gz o e g
- 19%4 o 9 1.2715:93 ) \Z 13.95 5S¢l &f\(\f\*?-gg )
- 6,89 €COS 10( T - 12.00 ) |- 6.94 Syn Jog T\Q\l}\>» )

b) Diagrama de blocos para a solugao de equagao diferencial.

5 L
- . _ 0 [C'z?) snn3]

00
1 2
01389) (0 [‘ (0,667)
_ 2 (00)
FL] N
605
F(t)
[525] 38 (0375 (%
— = dx q%s]
an |/
et
3 | 0 —® U <

[—:SL
0,05

]WJZQ 3

Ge)
®
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diferenciais envolvendo fun¢oes lorgantes discretus

o ea

c) Comentarios

O movimento oscilatorio da placa movel do
capacitor, em torno da posigdo de equilibrio, iniciou=se apds o apa
recimento de uma diferenga de potencial (d.d.p), entre as placas do

mesmo, que deu origem a uma forga de atragao entre essas placas.

Através da computagao hibrida féz-se um estu
do da variagdo de certas grandezas .num tempo t=70([S], fig.(4.10), a

v

saber:

x + distancia relativa entre a posigdao de equilibrio e a  placa

movel do capacitor (deslocamento da placa movel).

C = + valor da capacidade do condensador
S=00
2
F =3 o Forga de atragdo entre as placas resultante de d.d.p .
2A '

entre as mesmas.

Para facilitar a programagao analdgica estu

dou-se a variagao de

& o & (4.21)
= :

Como podemos ver, fig.(4.10)(a), a capacitan
cia C aumenta quando o deslocamento x, fig.(4.10)(b), também aumen
ta, ou seja: quando a distancia entre as placas diminui. Esses resul
tados estao plenamento de acordo com a eq.(4.21), Quanto a forga de
atragao entre as placas, fig.(4.10)(c), ela apresenta um regime tran
sitério, num tempo dnicial de aproximadamente 8(S], devido & inercia

da massa m, tornando-se estavel apos esse espago de tempo.
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CAPITULO V Y

COMENTARIOS E CONCLUSOES

Como ja tivemos a oportunidade de frisar, o pro
grama para computagao digital, F1.3.18, alem de desenvolver as fun-
¢oes com dados discretos, em série de Fourier, também calcula cada
um desses dados através do desenvolvimento obtido, permitindo assim

testar a eficiéncia do método para a funcao em estudo.

A titulo de ilustragao, mostramos os testes fei
tos para os dados discretos de uma fungao anteriormente desenvolvi-

da, F1.3.24.

Dados obtidos - ] Dados obtidos atraveés
experimentalmente l . da fungao desenvolvida
Tmax min Tmax Tmin

' 38.09 26,22
%9'888 5?:88 36.96 24.%1
; 36.9 24,15
37,000 24,00
38,000 25,00 38.0 24,50
' 5 40.90 26.05
4;.000 26,00 .
5,13 30,01
45,000 30,00 7 PR 320.01
51,000 36,00 - 9. .
5 ‘16 ‘.2' 2
57,000 42,00 22°8% 25 53
63.000 48,00 0%:%2 AR
68,000 52.00 25235 o
73,000 57,00 D2ied oI
— < 77.000 60.00 79'qq 63.78
88.000 6‘0-00 81.95 6 . q
8 0000 660“0 8 . 0 601
Seionalise R g8:13
992888 64,00 77.18 63,95
7‘00000 60,00 73179 SQ.QQ
64,000 + 00
57,000 43,00 57.23 «3.&7
5;.000 37,00 20.79 36,80
PO 408 28:8%
o U . L)
38:680  %6:80 38,09 2627

Estabelecido a porcentagem do erro cometida pa-
ra cada um dos dados, veremos que a maior delas nac ultrapassa a

0,8% do scu valor original. Isto vem provar que © método ¢ inteira-
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1
mente satisfatdorio para este caso. k3

Portanto, trata-se de um método inteiramente sa
tisfatorio para as aplicagoes ocasionais, e sua eficiéncia sera tan
to maior quanto menor for a variagao dos valores absolutos dos da

dos discretos, da fungao em cstudo, em pequenos intervalos do perig

do considerado.

-

-
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