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INTRODUCXO

O estudo da estabilidade Assintdtice Global ocupa
um lugar importante na teoria dos Sistemas de Controle Auto
matico. O‘problema; inicialmente formulado wor A.I. Iur'e e
V.. Postnikov [31] em 1944, mereceu ranidanente a atengao

- | - - - . . O ’
de-numerosos cientistas que originaram um grande numero de

.

trabalhos sobre o tena,

A trascendencia do wroblema Foi grande, Tundemen
~ - - ’ -
~talmente nor duas razoes: a) asna inportancia teoxrica en

geral e b) a sua eplicacao pratica en Darticular a umn gran

(23]
¢«

de numero de problemas da Engenharis. Existe atualnente 2
impressao de gue o problema sers resolvido totelmente che
vendo a estabelec:zr as condicoes de nececsidade e suficien
cia para que te assegure a estobilidade absolute dos siste

: L)) -
nas que corresponden ao problema de Lur'e ( ).

-ty 4 ~
A essencia do problems e procurar sistemnas nao-—

lineares cue sejam "similares" a sistemas linea

e
ja.: seus estados tendem a um estado de equilibrio denois

de uma verturbacao arbitraria com comportamentos exnonen
’,

cials decrescentes, adquiren valores fiaitos para distur

bios finitos, etc. O voder separar tal classe de sistemas

o “ : . 2 o s - -
nao seria importante se as condicoes para os distinguir

(1)

Até agora a condigao de suficiencia esta plenanente
comprovada, mas nao a de necessidade, ainda gue por
exemplo dara uma nao-linearidade continue e monovalori
zada nao tem sido poss{vel construir wm exnmplq de um
sistema que seja global e assintoticanente estavel e
que nio catisfaca o Criterio de Popov.



fossem nuito estritas.

Foi V. I. Povov, com seu elegente Criterio em
1949 e depois Yakubovich gue provaram que tal classe de
= : 4 s ~
sistemas e muito extensa e gue as condicoes qgue devem sa—
- a P = ! ~ s’ - . - - -.
tisfazer para pertencer a els 850 facilneate definiveis.

Sistemas completamente linesrizavels, com excecao de um

W -

elemento nao-linear que s

tisfaz a conjetura de Aizernan,
constituem a clasce d istemas n2o-lineares que chanerenos

e si

"da forma de Iur'e.

rd

0 método meis geral oara a anslise da estebilide
de dos sistemas avtonomos nao-lineares, e o lidtodo Diret

de Lyanunov. Fncontrando uma funggo Lyanunov nara 0 sigte
na em ecstudo vode assegurar—se a sua estabilidade no centi
do Lyepnunov. A grande desvantegenm deste metod

0
' - 'q - ’v . (o) ko
existe um caminho sistematico pare encontrar tal Funceao.

Iur'e e Postnikov provus sram uma solucao nara o
problema obtendo um sistema de equaéSes auadratic
tamente do mocdelo diferencial do sictema; a existencia de
uma solucao com roizes reeis das equagoes e ¢
ciente para afirmar a estabilidade absoluta do sistena.
Como recursos para decenvolver seu nétodo usaram formas ca
nonicas de escrever as equagSes do sistema, assinm como a

-

. ~ . % Q - ' vy
funcao Lyapunov do tipo "quadrotice mais integral da nao-

linearidade".
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Popov, ao contrario de todos 0s investigadores so
b
re o tema gue lhe brecederan, estabeleceu as condicoes de

nar

"J

suficiencia tendo como base g reéposta em fregquencia da
te linear do sistema dando assim um critcério muito simonles
€ conveniente em sua aplicacao e em sus interoretagao crafi
ca. Por esta razao, o chemado Critério de Ponov serviu cono
base vars a extensao é ampliacao do problema‘originel nara,

1- = . _"" .. o & -
istemes com elemenios neo-lineares de caracteristicas mai s

(0]

reStritivas teis como: a nonotonia, posvir linites em sua

cerivada, e ainda para outras ceracteristicas como a histe
reses aiiva ou passiva, etc. Autores como Farendra-Taylor

[¥le inderson [2]tém ectudado extensdes nars sistemas multi

variavels e/ou varisnies.

Em muitas situacoes determinar se o sistens e ou
nao global e assintoticamente estével, nio & suriciente;
deseia—se'"melhorar—Wo por meio de modificacoes em seus »na
radetros e/ou por compensacao estatice ou dinamica. Nestas
circunstancias o Criterio de Ponov & uma ferramenta DOGeYosa
para a analise eo desenho de sistemas da forma de Lur'e, em
combinacao com o ietodo de Resposta en Frequencia. Os Diagra
mas de Nyquist, Bode assintotico e Nichols tem demonstrado

istenas nao-1i

6]
5’)

2 sua validez vodendo tanbém ser usados en

neares com 0 uso de 1831" e papvel sonente, Oou seja, COm vouca

ajuda computacional ou de calculadoras.



1.4

O problema da estabilidade transitoria nos Siste

mas de nesl Z 5 :
¢ Potencia e cada Vez mals i1mportante conforme sumen

. P
arn : = Y o . ~
van o tamanho dos sistemas e g interconexao das 4dreas, de

~rs '.1..'\. £ 4 =
vido a tendencia dos sistemas a verder o sincronismo e a

~

T 73 AAaA 2 ) A .
poSlDl*ld“QG Ge oscllacoes na potencia transferida.

,__.
o

Em geral ¢ nroblema se crigina com a gsecuinte se
quéncia de fenomenos: ume falts ocorre en alguﬁ vonto do
sistema e afeta as condicoes de operagﬁo; de algume Fforma
2. falta e elininada e 0 sistema zlcanca ung nove condicao
de overac ca.0 aaov a falta (cue muitas vezes nfo é o des eja

da), devendo determinar se o sistens a

-

Lcanca. um novo nonto
b1rio estavel e en que temmo. Dste é claﬁimente Uil
oroblema de estabilidade no sentido Lyanunov.

Deve-se aésinalar a caract 1stica mois importén
te do problema de estabilidade em Sistemas de Poténcia, ou
seja: nao pode falr-se de Istabilidade Global, mes de esti
nar o dominio de 8?“80”0 do estado de equilibrio es stavel
do sistema. Portanto o »nrincival objetivo e deterninar a
regiao de estabilidade assintotica. Até agora o lMetodo
Direto de Lya»unov parece ser o melhor nrocedimento para

delimitar tal regiao.

As nao-lincaridédes que aparecem nos fenomenos
¢e falta em Sistemas de Potencia s2o do tipo senoidal, sa
tisfazendo a conjetura de Aizerman S0 vara valores perto



dg origem; utiliza-se o Criterio de Popov para determinar
a estabilidade assintotica numa regido vroxima o origem e
para esseguraor a existencia de uma funcao Lyavunov do tino
"quadrética mois integral da nao—linearidade", e uga-—-se va
reconstruir tal funczo o Lema de Kalman-Yalmubovich e:n suas

diferentes versoes.

O proprio Povov estabeleceu a conexac entre o seu

!, |

. Lo . - v - ;
criterio e o lietodo Direto de Lyanunov &0 demostrar qu

,_
+
¢

L029]

3
)
{—

existe uma funcao ILyapunov do tizo "qua dretico mais in
o ~

¢ nao-linearidade" entao o0 primeiro se cumpre. Relacio

oy T iy .' R T e (7 . - - . s =

ambos 05 metodos Toran possivels estudos de estabilidade

nos sisgtemas en gue melhores resultados ftem sido obtidos:

- L4 . La3 .
08 Sistemnas Iletricos de Potencis.

O objetivo de presente trabalho ¢ sssinalar as po
ssibilidades do Criterio de Popov para a enalise de Istabi
lidade AssintStiCa Globdal em Sistemas Nao-Lineares. Para
isto no caaluulo 2 se faz una descrigao do método partindo
_do problema basico e suas extensoes para considerar outros

casos tais como Sistemas Variantes e Hultivariaveis.

i £ s & Lo S
Vo cavitulo 3 se descrevem e¢ anlicam veries for

-z 2 T
nas de coabinar o Crlte ~io de Popov com o lletodo de Resnos
l 4 ~

ta em Freduancia vora a analise e projeto de sistemas naow

lincares; aﬁr entam—se quatro exemplos resolvidos que PO

dem serviy como orientazao vara exbteder a anlicacao dos

-



1.6

% L4
metodos a sistemas de maior ordem, de fase nao minima, ete

Ho cenitulo 4 trata-se a anlicacdo da teoris vis
. ~ . o . o . .
ta no capitulo 2 a Sistenmas Fletricos de Potenecia partindo
o - . L YL ) -7 = "’ 4 b
do modelo mais gimnlificado de uma Iaquina Sinecrona ate un

- 1 L. ’ .
slstema nultinaquinas.



CcAPITULO 2

PROBLEMA DE LUR'E "




2.1

20 O _PROBLEMA BASTICO.

] .
Lur'e ¢ Postnikov Bi] broopuseram o problema da
Estabilidade Absoluta (EA) para o sistema:

+~f\ ik N + %
w0 Y- Ly O
®

£

Filg. o0l

cujo modelo de estado node ser:

X = Ax+ DT
o =th+€T (2-'1)
T = mf(a')

A dimensio dos vettores b, h e n; A € matriz nxm

e & unm escalar constante (€20); @ ¢ uma combinagio linear
das variavels de estado x; eT, sendo T una fungao nao 1i
near de o . As fungoes do tempoT (t), 0 (t) podem ser a en
trada e a saida da parte linear ou linearizavel do sistema

(LI))e f(.) um controlador nao-linear (NLI).




2.2

A parte linear invarisvel (LI), pode expressar-se

de f@rma mais simples como G(s) mostrado na Fig. 2.2

v

Ca?— - G(s)

£(.)

e, 262

0 objetive de Lur'e e Postnikov foi determinar as

(1)

condicoés gque levam & X =0 a ser um estado de equili-
~ : \ 5 7/ .

brio global e assintoticamente estavel (g,a.e) considerando

que 2 »arte nao-linear e a linear possuem determinadas carac

teristizas.

Pl Al Caracteristicas do elemento LI

Se na Fig., 2.1 supomos (o) = g e obtido o sis-

teonma linear:

X = Ax+ DT
T = h2x4-?T . ' (2.2

— WE  wm  WEm  Sma

) (2)

(1)'©0nsidera—se w=0 como o cstado de equilibrio do siste
ma. Para o onso de qualguer outro estado de equilibrio,
tal oue X # 0, trasloda-se ao origem.

¥ ’ - ’ = v
(2) Se @ = 0 o numero dc polos de G(s) e maior que o nume-
o de zeros vara tudo sistema fisicamente realizdvel,



2,3

que possue caracteristicas tais aue:

a) (A,b) € completamente controlavel, é dizer

Al n=-1_ '+ n-2 T s~
B::{A bl [ AGESD e A b} e nac singular,
ou |B| # ©

b) (A,h) € completamente observavel, & dizer
T \n- ¢ Tan-2 i Gl
C= { (A7) Iy i (A I hii s A h} e nao
singuliar,s cul |Gl Z£10 '

4 ~ L4
c) As raizes da equagao caracteristica:

|[AT - 4] =0

tem parte real negativa.

2odn 2 Caracteristicas do elemento HLI.

O elemento nao-linear invoriante, £( 9 ) na eq.

5 ,
(2.1) tera que cumprir:

L4 r'd . ~
a) Ser representavel matematicamente por uma fungao
.’ . &
escalar real e continua cujo argumento G e um esca

lar real.
‘b) £(0) =0

c) £(T)/T € [Kl, K,) ou K £ £(v)/r<X, para A0 e

0= K< g & c0
il I2

(3) 0 caso de raizes nulas pode ser redutivel e sera aplica
_I
do praticamente no Capitulo 4.
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2.2  S0LUGAO PROPOSTA POR LUR'E

Considerando o sistema definido pelo sistéma de
equagges (2.2) como linear estavel (as raizes da equagao
caracteristica tém varte real negativa), foi demonstrado
por Lyapuaov gue pode ser construida uma fungao quadrética

positiva cdefinidac:

n
Q(x) =‘;Z; Qg %5 %50 Q4= Qs (2.3)
at =i
=
cuja deriveda e :
; n & & . )
Q (x) = Z [2 el 8. 'x:‘ (2o
Lo g ST SO T

4 Comd % . . NSO -, 3
que e una fungao quaedratica negativa definida, Para 1sto

’ . L ~ . .
Lyapunov assumiu uma forma quadratica vositiva definida arbi

"a
a-
trari -
W ()= 5E e i 2559
¢ 2L A
J=l |
i=1
o~ Q ~ O S Qs
onde w.. = w.. sao coeficientes numericos fixos, e drovou
1] Ji

que no caso estavel vara a eq. (2.2) ¢ sempre vossivel esco
lher os cceficientes 9 da eg. (2.3) de forma wnica tal

que:



2o 5

ou com as eq. (2.4) e (2.5)

n n n n
2 . e W e .6
3=

demonstrando ao mesmo tempo que Q(x) e positiva definida se

obtida de Vi(x).

Seguindo 0 mesno pProcasso nvara o sistema definido

velo sisteme de eq. (2.1), terewos de vrocurar, como condi

(0]

el
2

~ . Pl e « = o= - - ’
O suilclente para assegurar a egtabilidade global assinto
tica, uma funcao V das n varigveis de estado (x X iC
a

- - ’ -’
iferencigvel e continua que cumpre:

. - A . N . .
pl) V (x) e positive definida no esvag¢o n—-dimencional,

ou sejark -

V(x)>0 ¥ x£0 | V(x) =0 = x =0

p2) V (x), a derivada temvoral de V (x) , e negativa

definida no espaco n-dimensional ou seja:

V(x)<0 ¥ x £0 e = 0 — 52 =G

p3).g;m V(x) =oco; a fungao V(x) cresce sem limite quando

gqualquer das componentes (xl, S 000 xn) cresce sen

2
limite.
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2.2.1 Método de Iur'e.

Iur'e e Postnikov propuseram como fun;ﬁo (=) e
. ] s - - . Cos . -
forma denominadsg "quadratica mais integral da nao-lineari

doae. 4y

Vil o) =£Mx)+€ffifhﬁdr (2:77)

onde Q(x) foi definido na eq. (2.3),820 & um nimero real
e a condicao c) imposta a nao linearidade (f(@)ﬁreaDHjKé))

g’ Segura o cumprimento da condicao pl).

. Cred 4 ;
A condigao p3) cumpre-se ja cue 1lim Q(xi) =00,
. X T> 00
i =allsap 20t o e

r'd L. . o~ S
Para se analisar se e cumprida 2 condicao p2) pode-cse

seguir o seguinte processo: [2?]
Escrevemos a eq. (2.3) na forma:

Qx) = x’ Rx : (2.8)

. & . . . . s 5 siaglia e
onde R 6 uma matriz simetrica prositiva definida. Substituin

" do a eq. (2.8) na eq. (2.7), resulta:

' o
V(x,o) = x Re+ @f, f(r)ar (2.9)
derivando
O . oD s
V(R0 = xTRx ot X Rx  + 8 f(@)S

L . L T

(4) A razao de cscolher V(x) definida na eq. (2.7) ¢ somen

-' -
te heuristica.
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usando a eq. (2.1)(5) obtem-se

: iy
Vi, 0= [RA+ATR] %+ £(0) b  Rx—x"Rb+ 8h' %] -p£2(0)n b

(2,0.0)
como o elemento LI & Qstével e difinindo:
-C & ATR+34
se [::[:?>O, assegura-se que @ = Q2>O
Definindo:
= T ; - Rb (2on1)
a2 eg. (2.10) fica da seguinte forma:
%(x,¢01= —xT[:x4—2 (o) ng - @thfz(Uﬁ (2.12)

que pode ser escrita na formg

T
x T =5 x
o (2,23 )
Lt [f(cr)} [—g cth] [f(cﬂ} | 4

A eq. (2.13) € negetiva definida se a matriz

C =B
= —gT eth

’ - - . - - ’ - - ~ -
e positiva deflnldg/como [C Ja e vositiva definida o deter

- (6)

- (4 - -
minante de P devera ser vositivo.

(5)
(6)

Pelo pé de pagina (2) suporemos ¢ =0

Para o teorema que respalda tal afirmagao consultar [21]
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Como o determinante de

C 0

LOT Ik

s ) A ’ L : 2 0
e vositivo (O e vettor de zeros) entdo o determinante de

-1 e ' il
& 0 B = I = [
OT ik ~gT @th = *gT Qth

. ’ st ’ : . o~
tamben e positivo, pelo que debera cumdrirse a condiczo:

= (2.14)

1t
CRRNDE s
O cumprimento da ineguagao (2.14) e a comvrova
Lnd - 7 LN B ) 8t ally, - -
¢ao ce que[C e vositiva definida nermitem concluir que
it 4 ~
V(x,0), definida na eq. (2.7) & una fungao Luapunov; nelo

ntir a estabilidade global e assintotica @Go

]

gue Dode—-ge gar

—

sistens.

222 Criterio de Ponov vara o Problena

de Lur'e.

V.. Povov 20 inves de resolver o problens e Iur'e
com inequagdo do tino (2.14) contendo os cocficientes do cis
tema original, baseia-se na reshosta em frequéncia la. parte 1i
near do sistema, resrcsentado neclo sistema de eq. (2.1) para de

. . ) ’ . q
duzir a estabilidade assintotica global.
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Se nas eq. (2.1) supomos f(-) = K2 teremos a re
presentacao de wn gistema linear. Conforme ao Criterio de

- . ’ % . . . - -
Nygquist e neccssario e suficiente, vara que o gistema seja

’

estavel, que o diagrama de llyquist nao intercente o eixo
' : —i ;
real no intervalo[ - o, - k2 ] como mostre a IFg. 2.2
5 ~ 2 ’ . .
(a condigao c¢) imwosta a varte linear faz com que &(jw)

seja wna” funcao transferencia do tipo zero).

InG(jw)
e s
L_‘ </

Fig. 2.2

s ReG(ju0

Assim, para gue o0 sistema da Fig. 2.1 seja glo
’ (4 . -
bal e asintoticamente estavel, com os elementos LI e LI
gue cumprem as propriedades 2.1.1 e 2.1.2, e suficiente

gue se cumpra O: g -

TEOREMA 1 POPOV: O sistema representado pelo sis

tema de equagoes (2.1) sera global e asintoticamente esta

(6')

vel, se existe um nunero real = ,tal gue para todo W=0

Re [(14xjw) G (jw)]—K;:L}O (2.15)

o Apcndice se apresenta a prova do Teorema 1 deixando
a dosg Tecorcmas Segwintes por ser similar. Yode-se con
sultar [3]
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A interpretagao geometrica ds ineq. (2.15) cha

- (nd ’ -
mada "Condigao Popov" seu maior atrativo.,

Seja G¥ (jw) tal que:

I~

Re G*(jw) & Re G(jw)

(2.16)

>

Im G*(jw) Im G (jw)

Pode-se escrever a ineqg. (2.15) usando (2ailE)) @

obtem— se
Re G¥*(jw)> _K-2-1 +emm GF(5w) (2.17)

o plano G*(jw) a expressao (2.17) com sinal de
igualdade resulta ser a equaggo de uma reta chamada "linha
Popov" com inclinagao é e que cruza o eixo real no ponto
- 1/K2. Analisando a eq. (2.17) resulta que o grafico de
¢ (jw) devera ficar totalmente & direita desta linha rars,
‘cumprir com a "Condigao Popov" e poder afirmar que o siéte'

ma e g.a.e.

Na Fig. 2.3 mostra-se a ilustracao do Teorema 1.
ImG(jw)

__l/K 7 =R8G’(jw)
e G(jw)

—

i, R 3
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Da Fig. 2.2 e da Fig. 2.3 pode—-ge observar dois
setores referentes a f(.). Chama—se "setor Hurwits" ao se

- -’ - {and . - -
tor permissivel para a relacao linear imvarisnte

A ="=Fi05 @251528 8

e chama;se "setor Pooov" ao setor permissivel parz a rela
¢ao0 nao-linear T= —Ff(0) no »lsno T vs.T . Do critério de
Nycuist sabe-ze que, vara a relaczo (2.152), o "sesor

Hurvits" é o meior possivel vara garaniir estebilidade por

tanto o "setor Povov' (SP) sera semdre menor ou igual =20

"setor Hurvits" (5H). Como exenplo do caso en cue eles
~ ~ -8, e T
ngo sao iguais tem—se a Fig. 2.4 ( ).
. FLJ ;
A ALG S RO

LG
A
2

SH
~1/K2<::‘\ ‘ SEQ\X e

Rt :
S48 (jw) ]
a) ] b)
Fig. 2.4

(7)

A Fig. 2.3 ilustra o caso em gque o "setor Popov" e

igual ao "setor Hurwits".
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Se K1<ff(00/&<K vara algum intervalo de valores
de g, o sistema nao linear node ser g.a.e; mais com bas
na, Condicao Popov nao se node afirmar que assim seja, mos
trando por tanto seu corater de suficiencia mais de nao ne

necessidade.

2o &3 Conexao entre 0 OCTLﬁ“ﬁo de Ponov e

?-v'
0 Lletodo de Tur'e.

~

Com base no que foi aprecentado nas seccdoes ~nte

w2 \ )
<

riores vode-se deduzir uma relacao entre o Critério da RoDOV:

(8)

'd
e 0 etodo de Iur'e.

Pars o caso mais simnles do sigtens renrecentodo
oelas eqg. (2.1) para £(:) =K onde K €(0,%0), e todas as
raizes da equacao caracteristico ca.em 1o seﬂl,l?no esquexrdo
estabeleceu—se que a ”Condigao de Povov amnliada':

. =)
[+ ww) e ]+ &5 >0 (2.18)
vara K2 =00, séra satisfeita se exictir ume fvngao do tino
"quadrética mais integrel da nao-linearidade! coilo o avre

sentads na eq. (2.7) con ¥ £ 0.

Para o caso em que & = 0 (lianha Povov hoxrizontal)
requer—-se, alem disso, que a igualdade na eq. (2.18) seja
cunprida so para os valores de W para os quais Re G(jw) =0

(8) Yaltubovich [5”] LCluChGiV [28] {olman 27 e o mes
mo Ponov eﬂtwbclccer'w a relagao do anbos os metodos.
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K4 L4 s ! " 4
Reciprocamente, ¢ necessario e suficiente ,que a
eq. (2.15) Sseja cumprida para que exista uma funpao
Lyapunov da forma da Eelo (20T cem WSO (negitiva defini-—

da ) para int
)._ar o intervalo [Kl, Kz) :

Para o sistema Basico revresentado pelas egq.
(2.1) com as condicgbes de 2.1.1 e 2.1.2, & suficicate o
assinalado s respeito das conexoes entre ambos metodos.
Iuitos artigos publicados consideram outras condicoes pa
ra as partes LI e IILI do sistema, scja coasiderando rai-

zes imaginarias e/ounulas na equacao caraderistica

da par
te LI ou considerando &s variagoes no intervalo de f£(.):
(0, =), [0, ), (0,%0] , [&,%] , etc. In todos os ca

sos podemos chegar 4s seguintes conclusoes:

a) Para cumprir o coadigao Popov (2.152,e suficiente
“que’ exista uma fungﬁo Lyapunov da forma anrecsents

da na eq. (275

b) A condigdo Povov (2.15) & suficiente e necessaria
para que exista uma fungzo Lyanunov da forma da

Bl (26T

2.3 EXTENSOES DO PROBLELIA BASICO.

S Povov propSs wna nova, fUngao Lyavunov para o sis
i - . » &
tema da Fig. 2.1 que adiciona a usada por Lur'e o termo
2 ;
1/28PT°, ou seja:
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V(x) =1/2 x"Rx+ @ J. £(r)ar+1/20e7° (2.19)

Ateg. (219 e no s tivarale il R o

que a eq. (2.9) e setisfaz a coadicio p3:
Lim V(x) =
ol
4 ~
Referente a condigao p2) tem-se gue:

e e e
0t

(10)

e obtem-se entao:
V(x) = 1/2 x [ATR+ RA]x - f(G)XT [Rb - @.%Th ~Yh]
- [@'th +x(~(’+ K;l )]‘ fz(G‘) - yof(o) [1 - f(o*)(rKglj
(2.20)

e 2 - -
Fara se aTfirmar gue a eq. (2.20) e negativa de

e 2 = s :
Tinida teremos de utilizar o seguinte lema:

(9)
(10)

VV significa o gradiente de V.

Para obter a eq. (2.20) usa-se:

1) 5% RAx = 1L/2 5% & ATh+RA)x, tomando so a parte sime

trica do produto RA.
ii) Seguindo o metodo "S8" [3] , uoa— e a igualdade

y£(@) [ [blx +0T - o] - [f(G‘)K - o1 (oK o—]} A
para um escalary> 0,
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Lema MKY [33] : Dadas as condigdes a) e c) de
2.1.1 e um vector K assim como um éscalar Y existirao o
vector real ¢ e as matrizes simetricas semidefinidaé DosSi
tives P, M gue sotisforao as scguintes coadicoes:

e D

Il

. - - ’ . A, / = - - :
L ata ) s A) e comnletemente observavel se e somente

m = .
= 1/2y+X (=I ~ 4) S & e vositiva.

]
—
0]
~—
I

Para aplicar o Lema IMKY na eg. (2.20) definirios:

1/2y £pn"b+ 1 (04K, )

x 2eaThe yn
selecionando avropriadamente P, g, M obtem-se

\}(x) =/ [xTQ+ YW £(v)] &le /2 X Mx ~Yof(T)

R - i‘(a‘)o'lsf;l] (2.21)

-~ [ 4 5 e
A fungzo (2.21) e negativa semidefinida velo que
a fungao definida pela eq. (2.19) 6 wna funcio Lyaounov se
’ - .
Tor provado que nenhuma trajetoria do sistema vermanece em

um ponto em que ¥ = O exceto na origem x = O



Dol

Igualmente podemos rescrever a condicao Ponov
(2.15) como:

Re{Z(s) [ ets)+ 517} >0 (2.22)

onde Z (s) éc(s-fh_ com &= 0 e N> 0; pare a eq. (2.15)

foi considerado Z (s) Zxs+ 1.

Ambas as expressoes (2.19) e (2.22) sexvirso como
nonto de vartid

. o ~1 s ¥ ’ -
a bara se analisar variacoes no vlgtena Basico
L4

congiderando caracteristicas mais especificas nara o elemeato

HLI ou consideranéo elenentos nultive

- s - .
riavels e/ou variantes.

2y Bl Resneito do elemento NLI,

A condigao fundamental que foi estabzlecida onm

w Lo ol
2.1.2, ou seja: £(9) 4 ¢ EQL’ K2)’ 0 = K= K2 €oo devera ser
entida, e al

B

em disso a2 existencia e a unicidede ds solugao

=t

ara o sistema da PFig. (2.1).

Suvondo dronriedades suvlementares ou restricoes
mais especificas para o elemento NL, pode —-se estender ou

simplificar as condigoes para a estabilidade do sistemna.

A fungao Lyapunov definida na eq. (2.19) scra anli
x . - . ’ 3
cada para se determinar a estabilidade global e assintotica

de todos os casos tratados nesta Secgaon,
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A) Funcao lMondtona.

Brocket e Willems [5] consideraram as seguintes

LE O

&/ . . - .
caracteristicas adicionais para o elemento I1ILT:

dt i dt = K_L‘ et 1‘2
= -1 :
al () e i (o) existe (2:23)

, P ’ _ e (11)
pelo que f(¢) e uma funcao mondtons crescenite biunivoca

bpassando pelo origem conforme mostra a Fig. 2.4.

(@)
HG)F?}
ket
.
Fig, 2.4 -

(1) Na linguagen de anslise funcional f(0-) pertence &
: clase F: £(o)e {F} se K _éf(U')/U'éKQ.

Para este caso oo agregar as caracteristicas i) e
ii) tem-se uma sub-clace de fungoes, ou seja f(d)e
{Fm} sendo { Fm| e {F]
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o2 &’ o
Para funcoes com tais caracteristicas vode-se

enunciar o seguinte:

TEORZINA 2 DE POPOV [5] : O sistema revresentsodo
velo sistema de Sl ((Dsal ) global e assintéticamente este
vel se F(¢) satisfay a2 eq. (2.23) e existe um miltinlicedor

(12) "

real vositivo da forma:

Z(5) =, 5w R
Rl C'S+VE
b

com ¢X. c. f reais e vositivos ghtie o<t )l
“1’ qad Wl S it

B) Fungao Ionctona Impar [5]

Se no sistema (2.1) f(g) alem de ser nonotona,

for 1mpar, FHiel o5 o seja:

f(o) = -£(~q9) vpara todo g

'd
aplica-se o mesmo Teorema 2 de Popov so que com cié 2

(12) Z(s) & real vositivo se Re Z(jw) =0 para todolﬂ.
real; nese caso Z(s) nao ten nolos no seminlano di
reito. Alem disso, para ser real nositivo, se Z(s)
tem volos imaginirios, terao de ser simples e os re
siduos de Z(s) ncles deverdo ser re2is e POsitivos.
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Fiie. 205

€) Funczo Potencia [5]
No sistema (2.1) se £(qg) e da forma:

()= k(G)u sinal (T) : (2. 25)

aplice-se o Teorema 2 de Ponov com um valor de Ci aue de

4 ~
pendera do valor de u na eq. (2.25) segundo uma fungdo

r'd .
q)(u) que da o melhor valor de ci pera un dado u, e gue se

apresenta na Fig., 2.6

iy 2alo
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D)  Fungdo Histéresis:

L . . &

Yalubovich [56] estendeu o Critdrio de Popov a
5 s 4 ~ 5 . A
sistemas em que o-.elemento NLI e uma fungao hilsteresiisih vn

exemplo de fungoes histeresis é dado na Fig. 2.7 (13)

£(q)
P (ca) oy $ L
A /e -
/
. P
%
/|
/ =
59
f a) Balae el b)

~

- ’- ~ -
Para sistemas cujo elemento LI e unma fuacao do

tiporda Eigi2 o a)ion b ) Maniltica—selo::

TEOREMA 3 DE PCPOV: O sistema representado pelas

Bilo (2a1) & global e asintoticamence estavel com £(d) sen
de

do uma funcao histéresis gue satisfoz a condicgao vositi
: 14

vidade. )

(13)

Ver definicao de fungao com histeresis em [56] .
(14) Una fungao histerecis satisfaz a condicao de positivi
dade se »ara qualguer fungao coatinua T (%) e qual
quer conjunto de condigoes iniciais existe uma conston
te yZz0 tal que L
S - £(0) dv (T)2 - ¢ ¥t20
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Poderianos considerar funcgoes com outras carnc.
risticas ou fazer combinagSes, ‘mas para o objetivo do pre
sente trabalho e suficiente com os apresentados. 0 leitor
interessado pode consultar a referéncia [41] que considera
fungoes ILI descontinuas ou [55] que coasiders fungSes NLI

com derivades limitadas,

. - ..
Aol 2 Sistemas Multivariaveis

Seja o sistema da Fig. 2.8:

T A T

7 =90
u G 2 : :
=( ) = G (s) =5
(=)
Tabfei = 2l 16
sendo : i) G (s) una matriz nxn de funcoes de transferen
’ . .
cia estaveis tal que lim G (s) =0
ii) F (.) um vector coluna cujas gcomnmonentes nos
e s e GD
suen as caracteristicas da segao 2.1.2
(@i58)

era a condigao c) da segao 2.1.2 podemos escrever
(0 )/0. e [f X sendo K K, matrizes diagonais
4 ( i)/ 5 Sl 32) =0 = 8 3

de limites inferiores e supcriores vara fi(.)
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alstal ) Z y & vetores coluna das n entradas e m sai

das resvectivamente.,

O modeluv de ectado da Fig. 2.8 é:

= AK+-BI
Cx+DT (2,25 )

19
!

~F (o)

=
I

com A, B, C, D matrizes reais de dimensao nxn, nxm, mxa e

mme.

Due.s congideracoes tem gue ser feitas: 1) o
mente D = 0 , permi
como uma fungso de itrensft
fi de F podem ser fodos da. mesma classe (possuenm i
racterfsticas); ou poden Ser difererte:;'%odem ser inter
atuentes ou nzo, podendo assim obter um grande numerc de 30
ssiveis combinagoes.

1

Para detverninar a estabilidad

e
do sistema revresentcdo velas eq. (2.26), a funcao Lyapunov

provosta por Lur'e e Postnilov e Eﬂ :
V(x)= x R4 00 ) + 3 Tem+ 1/27T 6D+ D 8) T (2.27)

’ ~ . - = .
que e a versao matricial da eq. (2.19) vroposta por Ponov

porque:
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m o
i) we A [I £, (r)ar .....J:. fn(r)dr] = ( og(;)dg)T
i % Jakly, mndes, b
e g
iii) R=R=o0; &2 dlagp}>0

T
comprovando que (6D+D E) =z 0 assegura-se que a eq.

(2.27) é definida positiva.
A derivada da eq. (2.27) e

T(x) = x (A"R+RA)x+x" [3B - a7 - ¢®y ] £ - ¥ [3"R -fea

-Y0]x - P [€cB+BCT8+ YD+ DT ¥+ 20K, ]F‘-[g%f-

LS T S i - S5
~FK, Y] - [EY FYKT o )

Devido as caracteristicas das . (.) e = cue ¥>0

(=

()=

(3: diag[i, sbs by L2 ...]) vode—se assegurar aue os dois
3 i

ultimos termos sa.0 negativos semidefinidos norcue

T -1 T
7,: |<_ F i
FK, YF<E Y I¥T 40

Levar os guatro vrineiros ternmos z uma forma aqua
dratica e assegur*—lr sua definidade negativa tera de esten
der-se o Lema 1KY a forma snaloga matricial gue,fez Anderson

[2) e que é chamado Lema A-IIKY.

-— w e W Wm e

(16) Ver pé de pagina N@ (10) referente a eq. {(2.20)
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Lema A-IKY: seja H (s) una matriz de funcoes de
Ja i

ke : ; ALk o= R %
transferencia racionasis tal aue Heo= lim 4(Jw) & AELTalAEE) 8
W) —oco

ou seja H(s) tem polos com varte real negative e/ou rolos

4
simples com narte real nula. Se lAl, Bl 5 O ¢ HMJ e ums

1 1L

~ s S ’ 5

reaglizacao minimg, (1 7) de H(s) entao H(s) e real vogitive se
¢ »
€ 50 se exigtem uma matriz vositiva definids R essim cono
BEe=@tel Sque’:
It
1) RA+ AT R = —qo°
SRl =G (
1 i leunce 2.29)

1199 B R = H RO

Para utilizar o Lema A-NKY na eq. (2.28) identifi

camos:

B, =B
c, £ € catrc
g’ £ 6¢B+ 57078+ yp+ pTy 4 o

substituindo na eqg. (2.28) obtemos:

V(x) = - [oTx+x 2] [Qfernr =2 & y& - FL Yyr] (2030

’ . e -~ . rd
que e negativa semidefinida se e sO se

il P : 2l
( 7) Se os elementos 1 N ) de G(s ) no sistema da Fig., 2.8
sao racionais e nao tem mais zeros que polos, eris

tem muitos A,B,C,D} que levam a modelos de eutado
equivalentes. Cﬂda un desses conjuntos de natrizes cha
ma~-se "realizagao de G(s)". A realizacio de G(s) com A "
de dinensao mlnlma chana-se "“ou11zqcao ninina de CG(s).
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S

e
—
0
~
i1~

¥ [c(sT - ) B+1)+K;1]+ seC(sI - A)IB

(18)

. l‘
e matriz minima real vositiva

;2 7 . o 5 o
Ja e claro gue pelo metodo diredto de Lyanunov
val sendo maior o trebalho conforme o sistema vai sendo

meiisi semailss

Deve-se assinalar cue em muitos casos e mais con
Lot -’f\.
veniente procurar una funcao Lyapunov essecifica para um
determinado tivno de sistemas con uunooes carateristicas
/ L
concretas (mon0uonwu, impares, eic.) ainda pelos metodos
e prova e erro, gue intentar avlicar =2s eq. (2.27) e

-~

d

(2.29). Muitos trabalhos publicados comvrovam o anterior,
j& que os autores devido =@o conhecimento e fanili~rizacao
com um especffico fipo de sistemas determinanm uvna funggo

Lyaopunov diferente da. Cele (Ze 270

- ’ . q NS, o
O Criterio de Popov requer una adantacao nais
simples. Im geral a condicao suficiente nara poder cstabe
’ ’ ~ Q
lecer a estabilidade assintotica global, e a existencis de

umo, natriz diagonal Z(s) tal que:
e{Z(s) [G (s)+'K—1]}7O | (Zo3L)
— ¢ — _2 ¢

RN
com K -dlag{li K22 ,.....Kaﬁ.

(18)

Iinima real n0°1t1v“ se H( ) ¢ real nogsitiva e
[A,B,C,D} é realizagao minima de H(s).
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A forma de cada elemento Zi de Z denendera das
-’ .
caracteristicas do elemento fi(.) de F.

Consideremos o sistema renresentado na WlE, 2,889

outra forma de apresentar-lhe e o da Mg, 2.9

On
GRS
ey
f,(T,)
il s
fn(Cn) ()
Fig., 2.9

o Critério de Povov vara o sistema da Fig. 2.9 e [34] :

TEOREMA 4 DE POFOV: Se existem as matrizes diago

2
> . — :v-’ '._.'ca' ; Tl
*(i_.o, bz 0 e Qiﬁxi nao e polo da i-esima fila de

G(s) tal que

] S = 1 . 0( a8 — i a.s aes )
nais /\ = diag ( 1% wn),ﬁf diag (WI’QZ"h) com q_iZ_O,
d

Re{ z(s) [a (s)+_I_(_;1” > 0 (2,32)

S 4 4 L - @ é +
sendo K, £ diag (K;;, Ky, 0K, )y e 2 (s) (N+As),

entao o sistema representado pelas eq. (2.26) é global e

assintéticamente estavel.
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4 /’
Ao considerar carateristicos mais esnecificas
para os elementos de E(Gﬂ como, por exemplo, - que todos os
. o 4 7/ ~
fi@Ti) sejam fungoes monotonas imvares, entao todos os -

elementos de Z(s) serao da forma da eg. (2.24) com Cfé 2

Se cads elemento de F(¢) tivesse ceracteristicas

diferentes, entao os elementos de Z(s) serao de diferente
forma porem tais que a ineq. (2.31) seja. eumprifa »nara que

O sistema seja g£.za.e.

Combinacoes e extensoes noden congiderar—se o
4

bzee na uniformidade ou na2o dss ceracterictices dos eleren

tos HLI_(lg).

2.3.3 . Sistemas Varisntes.

Consideremos o sistema redresentado nela eg.

(]

(G250) porém 2gora coim o elemento nao-linear sendo varisnte
X = Ax+ bT
s (2.33)
g =S hiesatys Pos s

T = —g(O",'t)

- e B = em e

(19) Por exemplo, ver [22] que considera interaﬁgﬁo entre
os elementos NLI do sistema da FMg. 2.9
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Para este caso a fungao Lyapunov pronosta por
Popov, e apressentada na eq. (2.19), e:

1

= .
V= x Rx + @50 g(r,t)dr+%@€’?2 (2534L)

1
2
Pars determinar V(x) e demonstrar que V(x)< 0 o

- 4 - . %
procedimento e semelhante ao utilizado para chegar a eaq.

(628 o1 )8

Para os motivos exnlicativos deste trabalho vode

escolher—se uma funcao mais simples, como:

v(x)=%—x Bx i (12,959

derivando e levando em conta as eq. (2.33) obtém-sce :

T(x) =2 x° (aA"R+ RA)x - g(@, t)x"RD (2.36)

Narendra e Taylor [35] desenvolvem a eq. (2.36)
e demonstram que & negativa definida usendo uma adantagao
do Lema IKY de.ida a Rekasius e Rowland [}2] s

Gualquer fun@go V(x) que seja escolhida como fun
gao Lyapunov, implicaré um enorme trabalho analitico e al
gébrico para chegar ao cumprimento das condigSes ol ) & @93)

~ 4 2 ~
da secgao 2.2, que demonstram gque e fungao Lyapunov.
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. % . - 3
Por outro lado, o Criterio de Popov node ser apli
cado a sistemas variantes como uma simdles extensao Go caso

invariante o

Brocketitiie N FORY: [58] congideraram o problema da
estabilidade absolutza das eq. (2.33) com T como uma funggo
com o unico requisito de que vara cada instante t a fun
gﬁo g(T,t) n2o passe os limites do intervalo [K] £, ) com

= L<K __°° . 40 considerar une classe 120 cﬂpla de fun
‘Poes 1eva -nos a uma grande restrlcao no Cwluvrlo de Popov

€ 0S autores provaram gue so ® = 0 (linha Popov vertical)

Fy - 3 .’
poie ser aceitada para este caso. Assim teriamos:

TEOREMA 5 DE POPOV: O sistema reoresentado pelas

V4 ™ o ’ 5 ’ s
eg. (2.33) e global e zssintoticamente estavel se:

=, s

A interoretacg 20 *r”,lca na Fig. 2.10 mostra que

pode obter—se uma aproximacao (K2) 4 que pode estar longe

do velor verdadeiro mas suficiente para assegurar a establ

lidade do sistema representado pelas eq. (238 )5

“Im
L
(X,;) N e
r-j- = o
5

(W)

Eifgem2silo
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Uma alternativa para considerar a estabilidade do
. 3 o~ - . s .
mesmo sistema, como condigao suficiente, e o bem conhecido

Critério do Circulo que estabelece. [21]

TEOREMA DO CIRCULO: O sistema representado pelas

’ l
eg. (2.33) sera global e assintoticamente estavel nars,

Klé il = K2 com 0< Kl,/—KEéDO se existe um numero’

real X tal que para todo W>0 cumpre-se:

ik 2 2
(1;-1+~ 1{2) - 3wo<(1{2~1(1) KQ-R1 2

: i3 28T 2
G(ju)+ R, l -G ) (e w0

(a3

§ ~ 4 4 = o ‘<
A interpretacao geonetrica da ineg. (2.37) e: se

1/k12>-l/K - (20) para cada W>0, o grafico de G(jw) deve es

2 i ) .
" tar fora do circulo cujo centro e

i
—%(%+%)+%jxw% S i=Nce
i e 1 2
: aL 1
e que cruza o0 eixo real nos pontos ( - T’ 0o ), (- X’ 0 )
1 82

(e Bz, 2o0))
? Im

Re

4

(20) K1 e K2 podem ser negativos.
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Este teorema & uma geralizacao alternativa do
Teorema 1 de Popov, porque se K1 = 0 tem-se a linha Popov
cruzando em - X A Fig. 2.11 ilustra como pode fazerse
um intercambio 2 nas restrigSes entre as vartes linsar e
nao--linear do sistema. Diminuindo a diferenca entre Ll e
Ké anpliamos o intervalo permitido para G(jw), aumentando

tal diferenca as pos sibilidades do elemento NI 500 maiores

(1)
j=

inidowoela ineg. (2:37)8 HEvstrado

. - &
KW, todos osheilreuilios

c
.0 posgitivo do eixo ImG(jw) secundo au

menta oW . Se X = 0, tem—se um so circulo, sindtoico com e

|
0
L@
o
(@)
(0]
'_J
ra
O
Ly
D
)
=
@]
,Q
(<)
()
(RN
wn
(¢}
i
(@]
l__f
155
g
c*
o)
o

situacgao derlinida

velo Teorema 5 de FPopov.

. ’,
2o 3l Sistemas Multivariaveis Variontes.

A maior geralizagﬁo do sistemna representado ne
daseq. (2020) ¢ considerar seus coaponentes multivaria wveis

e varientes pelo cgue na Fig. 2.8 deve-se subsitituir o vetor

=

-
(T) pelo vetor variente g (0, t).

i~

0 desenvolvimento do Critdério de estabilidade de
Lyspunov para este tipo de sistemas tem sido demasiado len

to devido a dificuldade nara a adantag¢ao do Lema NMKY.



Considerando que os elementos do vetor g (v,t)

sao separaveis tal que (20 )
£ (9,0) = E () BN(E) (2.38)

onde K (t) = diag [Ki(t), 3 =i, SR Ke [£, &)

com (OFS AT I s oo e E(Uﬁ j4 foi espec11icada na

— 2 —
/ ~ ~ &
seg¢gao 2.3.2, funcao Lyanunov seria a (2.27) conm

T=-g (0,1) como T=K (t) E (0). A derivade no Cemnso e

W)

g. (2.28) oorem coatendo termos odicionais

@

’

semelhente a eg 0

com a derivada no tempo de K (%4); usendo una adani
" £ > ooy - d H_r o= —ﬁl'_-

Lems HKY e resitricoes avropriades para —— L(u)] 1551 ¢

uie expressso come a (2.28) pode Ser obii

- o~ - ’ - .
A anlicagao do Criterio de Povov a sis

- (4 - - ’
variavels variantes e

TEOREIIA 6 DE POPOV: O sistema exnrescado vor:

= o= 151G
Cx+D T - (2.39)

R 19
]

com g (3t) da eq. (2.38) e G (s) =|:C(sI—A)—1B+D] ¢ global

S ¢ .0 & .
e asintoticamente estavel se existe.

(21) Devido a dificuldade de anlicar o Método Direto de

~ Lyapunov e o Criterio de Popov a sistcmas multivax ~ia
. . ’ .
veis e variantes, alte ‘agora consideram-se so elenentos
separaveis como na eq. (2.38).



2.33

Z (s) = diag [Zi(s), s A8 e

tal que
~al
Re{ 2 (s) [& (s)+ K, ]}> o, Yw=o
com todos os Z. da mesma forma se t0dos oS fi«ri)e F(o)
possuen as mesnas caraoterfsticas, ou diferentes coaco contra

TEHL(0)



CAPITUL

"CRITSRIO DE POPOV HA ANALISE

E PR0JITO DOS SISTINAS
NAO-LL{ZARES"




3-1

CRITERIO DE POPOV HA ANATIST B PROJBTO DOS
SISTEIAS ITAO-LIIIBARES.

7 . . e n
No presente capitulo estudam-se as vossibilidades
- . . & . - : g
do Criterio de Ponov na analise e desenho de sistemas nao—

(1)

linecares que seguem a forma de ILur'e

= Z s i i G
Usando tecnicas convencionais da teoria clacsica
~de controle realimeantado e uma revresentacao da linha Ponov

o, (2)

X4 s P E

ou do Circulo da nao-linearida, nun grafico de ganho

em db e fase por frequencia logaritmicy, podem desenvolver
’ '_ 5 o SR BT e

se mecodos que vermitem obter resultados satisTatorios

- Le °
usando somente la»iz e pvanel.

O diegrama de Hyquist, o diagranma de Bode assinto
tico e o plano de Hichols sao voderosas ferrameatas nars
una, anallse ra*voa de sistemas néo-lineares com as caracte
risticas vistas no Capitulo 2.

Cada um dos diagramas node ser usado individual
nmente ou,como se apressenta neste trabalho, de forma conbi
nada para tirar o melhor proveito em guanto é ravidez e fa

cilidade na imoplementacao manual,

(1)

Chamada neste trabalho de “"sistema basico" e mosotra ada.

g 10l - 2sdl

(2) 2 | A ele -~ > % . .
Denendendo de se o elemento nao-linear e invariante ou

variante resnectivanente.



o 2

Varios autores como Hsu-leyer [?1] ,. llaumov—
Tsypkim [63] e [urnhy @4] desenvolveram métodos nara o
desenho de sistemas nao-lineares da forma de Lur'e baszea
dos no Criterio de Ponov, faceis de avlicar se L = 0,
jé aue a linha Povov e indenendente da frequéncia no
Diagrama de Hyquist modificado. Se X # O tais notodos re
guierem um grande trobalho de Tentative e erro para com

ensar o sistema.

0
J;

'3

~ ’, 2 4 A n %
A conpensacao serie e a mais gimples de anlicar
vorgue produz somente uma alteragao direta no diagrana
’
gue esta sendo usado.

-

; 2. 2l 1
Assim, neste trabalho usar-se-—-ao so filtros na

(3)

ssa-altos e vassa-baixos como compensadorecs em serie ;

3.1 DIAGRANMAS DX BODE B NICHOLS I O

CRITHRIO DE POROV,

No Cavn. 2 viu-se o Criterio de Popov e o Crite-—
rio do Circulo, assegurando a estabilidade global e assin
totica do sistema se o diagrama de Nyquist modificado da’
parte linear fica a direita da Linha Popov ou fora do cir
culo definido pars os limites superior e inferior da nao—

linearidade.

(3)

Os.ternos vassa—altos e pnassa-baixos se referem a NaSS
gem de altos e baixos valores de frequéncia resnpectiva
mente. Uma compensacao formaando varios lacos, nossui 4o
das as vantacrems e degvantagens prépias da. introdugﬁo
de uma nova realimentagao.
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Umna analise semelhante da estobilidade pode fazer-—

(4)

por ser mais facil a construcao dos diagramas respectivos e

se no plano de Bode e no plano de Nichols conm vantagem

/s 04 el
o calculo dos compensadores, se e aceitavel trabalhar com

~

. - ’ . - - -
uma aproximacao assintotica para o sistema snalisado.

Badlsl Transferencia ao vlano de Bode da

Linha Ponov.

. ’ .
Iniciarenios por desenvolver um DProcesso geomevrico
sinples vpara trasladar a ILinha Ponov ao Plano genho em db

e fase versus frequencia logaritmica.

Seja o disgrama de llyauist modificado G¥ (jw) da

funcao transferencia G(s) e uma Linha Popov mostradas na Fg

3.1 )
ImGﬁju? =1L
>/tan X
0 | Re G'(jw)
% e
Q
-Q2
(4

’ Vi % . . ¢
Chamados tambem graficos logeritmicos modulo-fase



definindo

ou

das eq. (

3o

Para uma dada w. :

il
ReG*(jui) = OR; (3ot )
ImG*(y%) = 0Q - ( 32 )
tan 6 = 0y, = R2P2 - @3 3)
2 Q2P2 .

Da eq. 3.3 podemos obter

R2P2 = QQPZ tan 6 @)
ggoras
e P,Q, _ B0
K = R-*"'-""'—' = PR (3.5)
3 Ry O _
15 (0] _
2D PO Lo

P2R2 = i - o (J°6')

3.4) e (3.6 ) chega—se a :

1

; PO _
P2Q2 ~ 1 - x'tan © ‘3'7 )

(0} iefaipe) 2l Gl Ihlms  Siall & trasladado ao vonto 82

2

no diagrama de Nyquist da Fig. 3.2 mediante:

= o (0
OU,= Q,2, (306 )
R P 3
R
OT2 = w (:309 )



3.5

Im G(jw)

;RGG(JW)

N

EHi 812

Assim, trasladar a Linna Ponov-zao0 Plano de Hyquist

4
se faz oonto por ovontoc; o ponto (- 0) e 0o mesmo em ambos

K’
diagramas.

As exvressoes ( 3.8) e ( 3.9) também vermitem cons

truir a Iinha Povov no Plano de Bode onde resulta ser dife

rente a uma reta. N

- nPragladar" a Condicdo Popov ao plano de Bode e
Simvples ja que a interpretacgao gréfica no plano de Myquist
modificado, ou seja,que O gréfico de G (jw) fique a dircita

da Linha Povov, tem o equivalente no »lano de Bode: "que a

(5)

Linha Popov fique acima da curva de modulo de G(jw)".

E 16gico que’tanto num diagrama quanto no cutro se a
Iinha TPopov e tangente ao grafico dé G (jw), ou do modulo
de G(jw),estaré~se dando o maior valor a X vara o inter
valo [0, K] da nao-linearidade.

(5)



Com referencia a construgao dos Diagramas de Bode
e Nichols corresnondecntes a fungao de traensferéncia da nar
te linear do sistema, sao importantes as seguintes conside

ragoes:

) V
1) A validade do uso no Metodo de Resnosta em
Frequencia dos Diagramas de Bode e Nichols

- o/ » . - .
assintoticos tem sido reafirmada em [1GQ] e [6

vara sistemas lineais.

2) Heste treabalho se usarao vara a Funcao de de
- transferéncie de parte linear, a diferenca ¢o

que tem sido publicado sobre o tema em trabal

hos como @7] ou ﬁ}], em que 820 desenvolvi

0s algoritmos para o uso de computadores digi

<

o

4 = -
als ou analoglcos para celcular os diggramas

l.

<

nao assintoticos.

3) Os resultados cue sao obtidos so usar diagra
mas de Bode e Hichols assintoticos sao inexa

- _I S
Ttos, com um erro mais ou mencs desprezivel

devendeado da exatidao requericda; no entanto
a

}_I

facilidade e rapidez com gue podem ser cons

truidos justifica a sua utilizagao.

No diagrama de Bode, o desenho e o calculo de com
y 7oA LAt :
pensadores estaticos ou dinanicos para o sistema em estudo,

’ , : . -
devendera da curva de modulo e da Linha Popov; ou seyant
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/
— Se a curva de modulo cai abaixo da Linha
. ~ - -’ 3 9
Povov trasladada, a disténcia minima verti
’
cal entre ambas as curvas da o valor do

£ 3 ’
ganho . do compensador estatico.

— OSe existe interseccao entre ambas as curvas,
4

as constantes de tempo do compenszdor obtem-—
se da frequencia menor em gue acontece a in

terseccao (6).

Como em qualquer processo de conpensacao, se
& 7 . - - P &
€ necessario, entra-se a um processo de prova e érro ate oh

ter os resultados desejados,

Ilustra—-se o anterior com o:

Exemplo 3,1 — Seja o sistema da Fig. 3.3
P Gl
7 G(s) 7
i ()
Dy o d

' ’ g - . ¢ -
(6) Esta e uma regra empirlca, ja que os melhores resultados
’ . >, SN A- ~
obtem—se se o filtro ¢ aplicado a vartir dessa frequencia



com a funcao de transferéncia da parte linear sendo:

8,86 g
G(=) = (sl @R sE (s s (3.20)

. - ile 3
Pede-se que o sistema seja global e gssintoti

camente estavel para f(.) e [b, 2] 2

Solugao: o diagrama de liyquist modificado de

G (jw) pare

8,86
(Gw+1)(1,43jw+1)(2jw+L) i

G(jw) = (5630L)

& mostrado na Fig. 3.4




3.9

Traca-se uma Linha Popov no ponto (-
para K2 =

E'O)
2, com uma inclinagao tentativa, neste caso
com o= 1.

i - 0 ’ .
Constroi-se o diagrama de Bode assintotico (7)

correspondente a G(jw) definida em (3.21), e que =c mostra
na Fig. 3,5 &

A seguvir traslada-se a Linha Ponov usando as
€Q. (3'8) e (3-9).

peey

(7) ver régna

o]

s. de consffﬁéﬁb ém"tibfl




Fig,

3.10

/
Assim, por exemnlo para W, = 1 obtem-se da

3.4

1

¢¥(jw) =1, 6 /-163,4°

P2 =

~(0R,+ j0Q,) = =(0,75 +;0,25)

(4
pelo que o ponto a trasladar e

ou

A
angulo -161,5

como o0 ponto S

02
n

3 2
~(032+ vy

= O G

0Q

Biblioteea

MAT 4

Ha curva de fase da Fig. 3.5' enconira—se o

0

2.

% = )
assinalendo o modulo de 0,79 em db (~2.05 db)

, - -
Podera ver-se claramente que daxrite ds ILinha

Te interseccao nuna

- e . N 4 -
Popov trasladada fica debaixo da curve de modulo e que exis

~ o e - - ~
frequencisa qucto,V. Para subir a ILinha

Vs w Va8
Popov devera afetar-se a curva de fase tal gue o 8ngulo de

G(jw) seja menos negativo vara wm intervalo de W oue in

e : o ; <.
clua agquela W nz cual ce da 2 m2ior diferenga catre 0S nodu

el
los; neste caso LUl (O)’.

Assim, usara-se wn filtro passa—2ltos aue,

. -~ 2 & > L4
conforme a frequencia de intersecgao, & dz2dd pors:

(8)

U A0 <F L

G e - 13012)

" S e wm W= e

Foi coincidencia que a w y efcolhida pora ilustrar o
prasiadofdallinha Ropov, = Fomal s Sremionts it
acontece a maior diferenta entre os modulos de G(Ijw) e

da Linha Ponov,



oL

Agregando o compensador de (3.12) 20 sistema

Vi ~ q
obtem-se a nova resnosta em frequencia de:

: . 8,86 \
o s (Ju+1)(2jw+1)(0,1435w+1) - )

O diagrama de Bode corresnondente a ( Sodkd )@

& nove Linha Eopoyiiic iise o . st B0l

(9)

Jé que o traslado da Lihha Ponov devende da-curva de fa

s ~ ’, ’, > A .
sieh tera uma nova localizacao, se esta ultima ¢ modifi
cada,



3.12

. - & ~ 5 s

Ainda existe intersec¢ao entre a curva de mo
dulo e a Linha Popov sendo a distancia maxima de 3db, pelo
que da-se um valor de ganho para o filtro na €Qq. (Scll2))

de 0,7 modificando a eq. (3.13) a:

G(JWE_(jw) =+ Sl
c (Jw+1)(2jw+1)(0,143jw +1)
0 resultado e 2 curve de modulo tracejada cque
aparece na mesma Fig. 3.6. e pode-se afirmar que o sistena

> v - o7 -
da ¥ig. 3.3 e global e acintoticamente estavel para £(.)e

BL 2] com

G = 6,2
G(u)‘_(S+JJ(28+JJ(O,14BS+1J (Slodlal)

N

E imvportante assinalar que os resultados sao

coaservadores devido a que & curva assintotica de modulo no-

diagrama de Bode resulta estar sempre por cima da curva ver

(10)

/

dadeira , Por isto se faz uma comvensagso nao necessaria

do sistena.

Na . Fig. _3;5 ayresenta—-se o diagrama de
Nyguist modificado, para a eq. (3.14), onde pode ver—-se gue
ohsistema cumdre com 0 Cri@ério de Poprov sem a necessidade
de baixar a curva de modulo como se T8z no diagrama de Bode

3 0'4 L
aszsintotico.

(10)_Aquola que e caleulada vonto & vonto.



i3

]
6}

10

Toger . diagrama modificado de Hyguist
(ou diagrama de Popov) "aproximzdo,

da fungao de transferencia da vparte. 1i
near do sistema, calcﬁlando tantos pén
tos guantos sejam necessdrios nara ter

uma boa aproximacgao.

Tracar uma Linha Povov no valoxnr
(—l/Kz, 0) desejado, com uma inclins,

cao tentativa o,

. . ¢ .
Fazer o diagrama de Bode assintotico

para a funcao de transferencia da par

te linear do sistcma.



3eold

492) Calcular os pontos da ILinha Popov con
forme as eg. (3.8) e (3.9) e trasla

dar ao diagrama de Bode.

5¢2) Se existe interseccs 20 entre a curva de
modulo ¢ a Linha Popov tresladada, com
bencar o sistema usando a intc*~ccw~o
ne frequencia menor como valor recinr

4
co para 0 calculo das constanies de tem

Do do coapensador,

62) Trasladar de novo a Linha Pomov confor
me a nova curva de fase
L4
79) Se necessario, regressar =20 passo 2292)
< &y o -
ate obter os resultados desejodos poxr

meio deste ovrocesso iterativo.,

T

8i2) Construir um diagrama de llyquist modifi
cado exato da funga a0 de tronsferéncia Fi
nal se ¢ necessario conferir os reculte

- ’ -
dos obticos com o Bode assintotico.

As vantagens deste notodo sa0 gue requer nou
L ’ - 3 - , -
co calculo e qgue e ravidanmente implementado dando wna ideia

aproximada da estabilidade do sistema para determinados para

metros e/ou intervalo da niao-linearidade.
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Fodlo 2 O Criterio de Ponov e o Diacroma de

Tichols.

(—

’ : ~ .' =
No IMetodo de Resnosta en Irequeneiia W nara

lincares, node fazcr—-se um braflco de modulo (ordencd'1 51 a7

2

sus fase (abcissa =) da Lunﬂﬂo de trﬁnoforen01c, cobre wn ez

¢

barito quec contém curvaes 1M de modulo constante e curvas Il de

5}

fase couctonte, da funcao de transferdncia do sisterna; cham

’

se ao grafico resultante Dicgrame de Hichols e 20 gabarito

com as curvas M e I chama-se Carta de lichols.
Pare sicstenmas nao-lineares aue scguem o Torna de
’
Iur'e node anlicar—-se o Criterio de Povowv usando uma Carta

de Hlichols diferente; em vez das curvas de nddulo e Tase

" . . 9 LS - '.

conctante, contem as Curves Limite de Ponov, que soo geradas

trasladando Linhes Ponov vara diferentes valores de U 07
g : e (@25)

do nlano de llyquist a0 »nlano de NWichols .

se nostram as Curvas Limite Povov nara —-10 € Xw< 10,

A aplicacao da Fig. 3.8 baseis-se no nesno vrined
pio aue a a‘llcaoao de dia agrama. de Myquist e o diagrama dc
Bode, assinalado nas secc coes anteriores; ov seja: assin
como ne diagrema modificado de Hyguist o gréfico de G*(jw)

deve ficar a direita da linha Povov e no diagrema de

(11)
Em [21] descreve-se como gerar as Curvas Linite Pon~v

no diagrama de Nichols.



BISHlG

Bode ¢ 3 ¢ < : !
© a curva de modulo de G(jw) deve ficar embaixo ds Iinha
(= <
Popov trasladads ou do circulo trasladado; assim, no diagsrs
ma de llichols cada ponto de G(jw) nara cada deve ficar en

baixo (ou ser tengente) da Curva Idinmite Ponov aw(IZ)

X G(jw)(crAUS)

o o o o o o
R PETE g llioN o maaE SOMERC
(@]
2
; . 30
i
VS
=)
s
B 20!
[/\
3
i
i S
iy (b
— 10
w4
1t
ST
o
= L .
o (Y y S = ]
o _ »»«\
-10P— 3.0 /[ 7 |
ol e /|
2 200 20 100
. 30.0(-30!
olles I/ Al

Fig. 3.8

(12) g . .~
Observar gue e¢ a Condicao Povov (2.15) levada a cads
diagrama em particular.



La carta de Nichols da IFige. 3.8 uen -se "nartindo
do calculo de modulo e fase de G(JuD vera o intervolo de w
: (13)
que interesse » 0 aque equivale a calcular og vontos pa

ra o0 diagrama de Hyguist do sistena.

Neste trebalho apresenta-se a possibilidnde de
obter os pontos necesssrios a partir do diagrama de DBode
assintotico vara, G(jw). L mais ravida a obtengﬁo de resulta
dos e ainda que sejam 80 anroxinados, noden servir como ha

- o~ . <
se vare uma refinacao vosterior se e necessorieo.
L wle 4 | & 4
Para iluvstrar o metodo da—-se o:

Exemnlo 3.2.— Paras o sistema do exemnlo il obter

o 71A-11:e de £(0)/5 e I_O o] {2]

D
i~

o qual e giliohail Se

3581nuo*;chenue es Lovel

Solugao:
Como primeiro passo coastroi-se o disgra

-

“eréncia do. narte 1i

}-')O

4 o = ~
ma Gde Bode assintotico da fungao trangs

=
~
(0]

near do sistema dada pela ea. (3.1 trenserita

f‘.)
35
2
®@
(¢73]
c
}_I
H

8, 86 15
(s = L)L, 43.J+1)(20+1)

G(s) =
e que se anresentea na Plb. g (linhas continuos).

(13)

Que devende de cada sistema em narticular, vodendo es
tender—-se decde w =0 a W— e



318

Pode ver-se gue G(jw ) mio corresponde & Ln  sis

165]

tena linear estavel dzvendd gompensar—se. A compensacap val de

e s : (14)
pender sobrc tudo Ga larzem de Ganmancia (G na Fig. 3.9) :

_ % _
da qual dependera 0 valor de Ké.

Escolhe-se wn zompensador vassa—altos de tal
~7 db @s) Jjada

4
forma que IiG = 5 0 reswltado e a curva tracejoda na

Fig., 3.9, tendo sido aplizado o Filtro dado pOr:

W W e e e e wem e e e

Lembrarse gue LG =HGCjuDDd@;lSOO

Ver tecnicas de compensagdd para sistomas linecares om 1.0

Cul

(14)
- (@5)
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o (nd - - -
llcando a fungao transferéncia ds, parte linear dada vor:

' 8,86
)6 () = ;
(4 e _) QL A (P T(Ch e )

O diegrama de Nichols sobre o gubarito de Curvas
Iimite Popov (vara o sistema cempensado ), feito nos nontos assi
nelados Dara os valores de W, Wyy Wy Wy, Wye, Wy, =

se noslr
Blg. 3.0

[85)

na

g9 e
e % o
TT 117
e
J 00007 Jamwo
30 G T 1 '
T~
Lo
e 20 \
~
—
S &\
= Bngn
] Vd'-
e \\gi\\\i:}\hvl
RN PN
O-l OISS 0.8 —— S
] 1.0 /™ n
O ™~ |5 |
N 5
2.0 j
-10p— 3.0 w7
~_ao’///[ 47
200
. l 30.0
..20L—-10.0 L




3.20

Mediante un deslocamento vertical encontra-se

que nars

20Log K. = 7db

2

ou

pode—se encontrar um valor de « = 0,4 ta2l que nara cada

produto «w = 0,4 o ponto

20Tog |G(jw)G, (jw)| + 7db

(17)'

cal abaixo da resvectiva Curva Linite Popnov

- . . ! .
Podemos afirmer gue o sistemna e globsl e asgsin
’.l_' S J_l o b =) =
toticamente estavel vars f(¢)/f e [C,0 2,24] da Tz,

Ziesabal
f(GO?

m T e em em G S em e=

16 ~ : ; -
( )A razao de procurar wa MMG=—T7db foi nara obter um NG

aproximado a aquele que foi obtido no metodo da secgao
anterior. ‘

1 7 N
( 7)0 valor de X = 0,4 cncontra-se denois de algunmas tenta

tivas obgscrvando para os pontos assinalodos na FMeg.3.10
cada valor de w no diagrama de Bode assintotico.



3.21

Para um sistemo da forma de Iur'ec o metodo
apresentado nesta seccao pode resumir—-se nos seguin

tes masso

-
-

6]

o)

12) Construir o diagrama de Bode assintoti
co para a parte linear do sistema, G(sg).
t "t 4 & - &

22) Se G(g) nao o éstavel, comvensar cstotica
ou dincmicamnente conforme as especifica

oes dadas ao gistena.

‘4\

32) Construir o diagrama de Tichols nartindo

|-

do diagrame de Pode.  Asgintotico e deter
minagr o valor de & , tal gue se cunors
0 Criterio de Popov, agsim como o valor
de X, vare £(9)/r < [0,0 k)] .
2 ~ 2
Ve sIEEE o et 5"
4¢) Se e dado [D,O K J Seguir O MEesmo VIO
4
cedimento e commensar ate obter o K

2
desejado.

Para obter resulvados mais exatos pode usar
se um diagroma de Bode noao assintotico feito medionte
algum algoritmo de comvutador digital como o desenvol

vido por Gerg P. D. em [17]
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; Lo . . , -
3+41.3 Trensférencia do Criterio_do

‘I
Circulo 20 Plano de Bode.

= - s - -’ . -’
Conforme .0 Criterio do Ciiculo visto no cani

. . . - a (d
tule 2 considere-se um sistema cujo modelo de estado e

% = A% bt
O = hx @b
T = —£(c,t) :

} ~ ; ; ; '
ou seja com o elemento nzo-—linear “warianuvelScujaNceiracteris

. % . T 2 & - - % o
tica esta no intervalo [Ll, Ké]de tal formae gue e reprecen

'

tado por um circulo no Plano de lyquist como se mostra na

0. Sel2

File il
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Se K2>'Ki7 0 o centro do circulo e o raio

estarao dados PO

+ X
: S 3
os oK K
0
e =
cP, 2§ - L ? (5016
2 )

Para qualquer ponto Pﬁ no cfrculo, da lei
dos cosenos anlicada ao triéngulo COPi, obtem-se 25 distan
cies desde a origem'até as duas interseccoes da linha CP
com o circulo (nz Fig. 3502 6 ontze interseccao obtdn-se

B r'd ~
orolongando a mesme linha OPi),.atraves da equacao:

h A RS ST -
(OPi?l,Z = pCcoswi ¢bc cos Y, (oc CP; ) (Eo1 )

’ &) -’
0 valor Wmax € obtido guando CPi e tangente

4 . .
80 circulo (0OPmax na Fig. 3.12), ou seja:

~ KA4K

W CPmax KE Kl 2
UlCLL — = -r r r r

0C 2L2Ll 2h2.1

ou

T
VY max = sen—l( 2r - S (3.18)
Ix21\l '
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alem disso

OPmax

OPmax

OPmax

A diferenca do método anterior, necte

3.24

- (607 ~ B

e 5 e
ALK, J(Ki*Ke) - (K - X))
=1/ \/leé ¢(3.19)

caso,

~ / y -
nzao esta afetado pela frequenc1a pelo aue o traslado do

circulo a0 nlano de Bode pode resumir-se nos seguintes pas-—

5508%¢
12)
2e)
30)
(18)

Quantos pontos

Calcular os limites da variacao de 8
conforme:

= 5167 - Ynax

B0 o Ymax

8 min

6 max =
(3.18) para encontrar Ymax

Calcular alguns pontos (18)
G30 (OPi)l (3.17) sustituin
do y. por 8 & [Gmin, Gmas_]

usando a eq.

de intersec

conl a B8d.
2 g s

Achaxr (OPi)l 3 calculandoIZOLog(OPi) no
plano de Bode, para o corresnondente Gi
na curva de Ffase da parte linear do sis
tema,

-— e e e wE e

G /
sejom necesarios para o tragado do circu

lo, ou uego. OPnax/6min, OPmax/Enax, (OP ) EZ i

(0P, i+l l 2

como uugostao.

/8y dara i =1,2....com o= g _ o0

al Sl
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Lembramos do Capitulo 2, seccio 2.3.3 que

Para que um sistema da forma de Iur'e, com uma parte 1i

near invariante G(s) e un elemento nao—linear variante

" . - ’ - £ ’ ”~ -
f(T,t) seja global e asintoticamente estavel o sufliciente

que G(s) seja estavel e que 0 < K < f(U,t)/&<:K2 nara

todo

t ou seja que o diagrama de Nyquist de G(jw) nao

’
éncerre nenhuma parte do circulo que passa pelos pontos

—l/Kl e —l/K € com o centro no eixo real negativo.

"Trasladando" o anterior ao vlano de Bode se

diz que nzo pode haver intersecgao entre a2 curva de modulo

’ ~
@ ¢ circulo tresladado. Se existe intersecgao o sistema te

L

4 - - .
ra de ser compensado estatica ou dinamicamnente vara que cum

pra conm as especificagoes dadas. Quando a comvens a.ca a0 ¢ ai

A . ’ : e ¥
namica devera determninar-se novamente o cireulo no nlano de

/ . ’
Bode ja que depende da curva de Fase e se esta o modificada

5 - . o]
tambem o traslado do circulo se modificea (1J)

(19)

4
Para ilustrar o metodo apresente—se o:

Ekemplo 3.3.- Seja o gistema

T ¢(s) o

BV

(o )

Fig. 3,13

Levar em conta gque o circulo da ndo lon aridade, que e
trauladada ao Plano de Bode,revul ara wna curva fechada
se emin o nmenos negativo que o mcxlmo fngulo para G(jw)
(que sera quando W—>°°): se¢ Omin 6 mais » negativo, resul
tara uma curva aberta Elﬂ
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con a fungao tronsferencia da parte linear sendo:

20,4(0,667s+ 1)
C = 2 2
) s(s+1)(0,25+1)(0,0677s+1) (3.20)

e o elemento nao-linear variante gue semvre estd no intervalo

[0,2 2,5], segundo 6 indicada na fig. 3,14
T (a)

[

4

Pede~se que o sictema seja global e assintoticanmente cstavel,

Seguindo o »nrocedimento assinalado enterior

mente e usando as eq. (3.16) e (3.18) obtem—s

0C =—2,7 omax = -121,58°
CR, = fgl Omin = -238,41°
/

com & eq. (3027 & vassando a db, obtem-se a tabela 3.1:

) 0L, db OR, db
-121,58 BN 3,00
-135,00 10,08 -4,06
_157’50 13116 -7713
_180100 13197 —7795
-202,50 SRS =7 A\
-225,00 10,08 -4, 06
PR, Al 3,01 3,01]

Tabela 3.1
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Como pode ver-se existe interseccao entre o
cfrculo trasladado e a curva de médulo, pelo que o sistema
tera de ser comnensado. Iscolhemos um comnensador Dassa-al
tos jé que possui valores de fase positivos o gque produz um
deslocamento para frente (ou adiantamento) fazcndo com que

o circulo trasladado tambem seja deslocado vara frent

@
'3
(2,
0

O
(6]

a = %
:Sencto aclima da curva de modulo. Seja o filtro passa=-alt

da forma:

§ iw+1
OQMU+1

onde 61> 52

7 _I : ~ x
0 valor de (51 e 0 reciproco darfrequenciial
menor em que acobatece a iAterseccao entre & curve de mddulo
o - - 2 . %
e 0 circulo trasladado; da Tig. 3.16 tal frequencia resulta

Ser w3 15 rad/seg, velo cue o compensador deve Ser:

0,2673 + 1 J
0,0267j + 1 (Blozil )

G, (jw) =

, ~ -
O resvltado cue se obtem (linhas tracejedas,

- -’ - . (D
Fig. 3.15) mostra que ainda existe interseccao entre ambas

(go)ao ital AL39R0)  @lE)

7/

eq. (3.21) tal que baixe a curva de modulo cm 8db, necessa

as curvas. Pode dar—se um valor de ganho

- " - -
rios para cue o circulo trasladado seja tangente, ou seja

- ) 3 % Co -
Ou pode seguir-se agrcgando filtros ate obter ausencia
-~
diessinitenseceaoks

(20)
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o - 9,398 (0,267jw+1)
c (0,0267jw+1)

pelo ague a Tfungao de transfercncia da

ma fica:

G(s)

8Ll 2100} 667o-+7)(

267s—+1)

te linecer do siste

grana de Bode

provar que os
assintdiico s20 ace
a—-se o diagraxu
(3.@2) com ganho wnitsrio (linh

(linhas continuas).

3 \
s(s4-1)(o 25 +1)(0,0667s+1)(0,0267s+1) (So22)

w G(jw) 0,398G(jW)
a5 1,99/-124,4 0,79/-124,4
10,0 A0 /=350 0,56/-135,4
115550 0,77/-154,3 0,31/-154,3
24092 0,32/-180,0 0,13/-180,0
30,0 0,21/-190,7 0,08/-190,7
50,0 0,06 /-215,6 0,02/-215,6

Tabela 3.2



B

Fig. 3.16

2 4 -
O metodo pode ser resumido nos seguintes nasg

.S0S ¢

tado conforme (3.15):

dado o sistema na forma de Iur'e e com o modelo de es

’
Fazer diagrama de Bode @ssintovico dara
G(jw).

Trasladar o circulo de nao-linearidade

80 plano de Bode.
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10

32) Se existe intersecgao entre & curvo de
% . ’ 1’
modulo de G(j ) e o circulo trasladado

conpensar .0 sistena.

4 . -
42) Se necessario, fazer o disgrems polaer

de.G(j ) nara refinar resultados.

’ 4 4 e oy - .
Este metodo e facil de implementar a2 mao,
- ’ .’ . ’ 0 - -
Ja que recuer um numero minimno de calculos por wtili

zar o diagrama de Bode assintotico.

L4
com 0 uso do diagrama de ilyquist exeto, quendo ja sc
A 5 ~ c £ 0
vreve que 0 sSisvema resulta ser satisfatorio vars as

~

especificagoes dadas.



CAPITULO 4

" APLICACX0 DO CRITZRIO POPOV

A.—
Ed SISTIIAS DE POTINCIA "




4.1

APLICACRO DO CRITRRIO POTOV mi SISTHVAS DE
POTANCIA.

O estudo da estsbilidade desemvenha um pavel re
levente no planejamento e operacao dos Sistemas de Poten

cia.

Para o estudo da estabilidace disndoc-ge basica
- - - > . . /’L - 2 7 -
mente de dois vrocedimentosy O primgro usa metodos numeri

cos para a solugao de ecuagoes diferenciais (simulacao)

0]

N K ~ ~
bara cada contingencia e as conclusoes sao obtidas pe

,\ - ’ -
convorvamento dos angulos internos das nacguinas ES] .
[55] ,Ip?] . A outra forme de abordar o »roblemna, baseia-—

i - - ~ - P . -

se em metodos diretos para o estudo da estahilidade,
: , ~ ; /b
isto e, em agueles que n20 usam o conhecimcnto exwlicito
da solucao. lagnusson [68] (1247 ) sugeriu o uso da fum-:

c20 de energis do sistema. Mais tarde Aylett [69] (1958)
=

T

estendeu o uso das idéias de Ilbbgnusson vara um sictema comn
trés miquinas e obteéve um Critério vera estabilidade base
‘_ahdo—se no ponto de equilibrio instavel con menor en e
gfa. Deronstrou tambénm cdmo usar esses resultados nara a

- (=t - & . - - o a
determinacao de tempos criticos. para eliminacao de faltes.

Gless [18] em 1966 apresentou um trabalho onde
() . ’ 3 = % . .
faz comparagoes entre o criterio das areas iguais, © estu

: ’
do pelo plano de Fase e o segundo metodo de Lyapunov.



s :
No caso de duas maquinas, que se reduz a una
4
maguing com barra infinita e no modelo classico csem amorte

~

cimento, os resuvltados sao exatos e identicos. Ilesse mesmo
trabalho, Gless sugere o uso da funcao de energis do siste
ma como fungao Lyzpunov no caso de trfs maquinac.
El-Abiad e lagannan [lﬂ eiztenderam 0 uso de fun
gSes Lyasunov vnara o caso de 'm" méquinas € nroruseram umn
algoritmo para analise de estabilidade e a deterainacao
do temno de eliminacao de Ffalta e incluiram amoritecimento

no .wodelo. Assim, foi despertado o interesse para o uso de

(®)
&
(@]
oy
@
(21
[
0
ok
@

funcces de Lyanunov pars o estudo da estabilids

mas de Potvencia.

’, ’ ; ~ -
O metodo de Lyanunov da em geral coadicoes sufi

. L - el e 2
cientes »vara a estsbilidade de um nonto de ecuilibrio e

~ , oy
provorciona indicacoes sobre o dominio de estabilidade.

Podem-se distinguir pelo menos trés tivos de fun
coes quanto a obtencao das mesmas.

Do primero tipo sao as fungoes que Foram obtl
das por tentativas ETG] , € nor tentotivas fagzendo conside

-ragoes sobre a energia do sistema [18] , [RI] .

Do segundo tino sao as funcoes gue foram obtidas
. 2 % ] 0 A
vor meio de netodos baseados emn escolher o gradienve da

fungao de Lyapunov [71] .
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llo terceiro tipo estdo as fungbes tipo Iur'e ob

3 . - % -
tidas a vartir do Critério de Povov.

As noo lincaridades gue aparecem nos rfenomenos
de falta em Sistemas de Potencia sao do tino senoidal e
cuvmprem a codicao "orimeitro-terceiro quadraante” (condicao

eide seg¢ao 2.1.2) para valores verto do origem, com limi

tes que chanaremos pl e p2 conforme a Fig. 4.1
£(T)
\ - — G~
Py R2
Skl Al sl
ou seja:
0 £ f£(0)5 < 00 & 0L (of o2

Assim, podemos utiligar o Criterio de Ponov nara
2 3 Landy Iy 165 o) ~rq
deduzir a estebilidade assintotica e vara assecurar o exis

[

. ’ - - - &= -
tencia de uma fungao Lyavunov do tivo "quadratica mais i

-

Cn? . . - = o LT N TY 17718 “F
tesral da nao-linearidade”, usando o Lema MNKY em suas dife

rentes versoes para a obter.
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Partindo do modelo mais simples Hara wna ma.quine
sincrona até unm cistema de n maquines congidersndo varia
coes do Tl emortecinento, »olos calientes, etec., o de
terminacao da fungso Lyspunov vai scnds mais lsboriosa ain

e &

da cue necegsaria vara encontrar o temnpo

22

-
1
~

e elininacaol da

£

GG

o .
4.1 LAQUINA SINCROIA COII RWEULADER D& Vi

LOCIDADE.

’ s _f
Suporemos que a nagquina sincrona node ser renre
sentada por ume fonte de tenszao de anvlitude coactonte

s 5 7 & ’ A =
tras da reatancia sincrons transitoria, e gque o flwio en

a
- ’ 5 ~ P2 ,
lacado permanece constante. Esta vltima sunosicao e valids
oy . = e - - = &
Ja gue a variacao do fluxo em quace todas &5 situacoes Dre

£ ] L > ~ S
ticas e geralménte nuito mais lento que os fenomenos tran

~ & ;5 ’ S K4
A equacao normalizada-de wnr sistema naguina sin
crona—barra infinita, depois de una falda snode sertescrd:

te cono:

g—-dg = Pn - send (AT )

onde § ¢ o angvlo o rotor com relagao a »osigro do Fluxo
’, (4 . L d = -~ =
girante sincrono (em grous eletricos), Pm ¢ a dotencia ne

cénica e 4 ¢ a constonte de anortccimento.



4.5

: e A 75 ;
O ponto de equilibrio na eq. (4.1) e deternina

do para:

pelo que resulta ser

=i
= S P
56 en imn

que pcde ser tvrasladado para a origem definindo:

x =8§=-§

0]

nodificando-se a eq. (4.1) para

¥4
I

X = -dx + Pm(2 - co

Definindo:

1>

1ne

%5

S

—d% + Pm - Gen(x-kéb)

X)) = Wi — BN eT

2
f(xl) 4 _ Pn( - cos xl)-+ VAL = i e X

(53)

I .
obtem-se o modelo de estado, cue segue a forma das eq.

(2o ))g
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X = Ax 4+ bT ]
4L
T ( , (@4
T-= —f((}”)
3 /
COon
0 1L, 0 1 :
Az ;b: ;h: (4.5)
0 —d 1 0

A funcao trensferencia de parte linear node ser

- - . = - -]
deduzida.com 4, b, b da eq. (4.5) e resulta ser: (1)
1 F
Bis ) = A
(s) s(s+ d) (4.6)
- podendo representar ao sistema pelo diagrama de blocos da
AEalfas )
i 1 q
ls(d + s) e
o)
Il a2
(1)

Consultar vor exemplo [9] .
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~ /
715 | Anlicacao do Criterio de Ponov.

4 nao linearidade expressada vels eg. (4.2

T e

tipo apresentado na Tig. 4.1, com a reciso de estabilidade

2 ’A' i - . .
assintotica, ao redor do origem, limiteds por
T (T 4 28 )<T < (T -26 )
0 0
Pode-se aplicar o Teorema 1 de Povov, naras tal

regiao, resultando que a ineqg. (2.15), vexrs o siscema da

(2)

Fig. 4,2 com gg lede (4. 38Nl (mGH) uc:

Re { (1+ = jw) 0?ﬂ3?%§+@)920 (2a7)

ou:

i L
SE

que se satisfaz se Xd = 1.

Seja, por exemplo, X =N/d para N = L. Conforme

s ’
¢ mostrado na Fige. 4.3, cunpre=selonCnittexiioNdlesRoR eV

29

Neste caso a matriz A da eq. (3.5) tem uma raisz nula.
Alem ‘digso deven ser usados os valores K = 0, K. =00
cumprindo a ineq. (2.15). Para uma anali se :
ampla da matriz A com autovalorcs nulos ou imaginarios
consultar [3] .



f ImG(jUJ)

tan %(

>ReG(jw)

Linla
Popov

G(Jjw)

B gedes

4.1l.2 Anlicacso de uwme Tuacso Lysounov do

¢
tivo "Nuedyatics mals Interral da
2 = L

0 cumorimento da ineq. (4.7), conforme o aue foi
assinalado na segoo 2.2.3, goerante & exXisitencia de unea

Funcao Lyapunov da Fforma:

)

T (< "
V=xRt+ ¢ j; f(xrjdr (4.9)

o)

L4 r~ & 3 = L4
Ja que & noo-lincaridade e dada pela eg. (4.2)
W

kol
E; B *~ L4
e tem a forma da Mg. 4.1, a funczo {4.9) @

psyh]

) > define-se:
P1<G‘<p2 e define-se

Ml 2 nin V(x,q) 3 Mé & min Vix,T)

"T i T\Y‘h
h x..pl h xX=D,,
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2 /
cujo calculo, usando multivlicadores de Lagrange, € [7@] 3

2
9 Dy
Mi = T 1 AF @S f(o)do
S RE T o)
(doaie)
pg ' Lo
N, = +{3S £(0)ag
2 T -~ i
h™R lh 0
SE}. 11 é min IT 7 a 'nerr-ig o r"tﬁ..f'\ l 'Qé
I n b 0, @ reglao de estohilidede
global e assintotica sera aquela em gue:
D T
DR S et @g r)dr = 1 (e
0

a2 - : - ‘Tl j
Escolhendo a matriz R, tal gue R = R>0/Scone (3)

d il
R =
1 h/d -
e com @ =4 & U= iqgr obtém—se da ea. (4.9), vara o
sistema de eq. (4.4), a funcao Lyanunov
WG o 5% (1)) e x2+~;;tgx2-+ix x +-gc-f(r)dr (@pal2))
7 20 g =y SRR R at, :

. - ’ - a0 .
(3) Para chegoar o uma matriz R que seja simetrica definida
ara a eq. (4.9) pode-se

positiva, e um valor de @ = 0 v a
usar o »rocedimento desenvolvido por Kalman en [?ﬂ
para sistemas cuja matriz A tem um autovalor nulo.
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Levando em conta que a nao-lincaridade esta dada

pela eq. (4.3) e que:

1

o = = e 280 - o W

It

|
N
(oS

2 0

- . ; /
sustituindo nas eq. (4.10) obten-se

2 :
M =M (=200 S ieeid
Wl = N = 2 = £ o
D 2(1L+ a) q [200050 Pm(ﬂ‘ 2§)ﬂ (Glsat )

Pelo ocue 0 sistema da Fig. 4.2 sera global e

& i e o
== TS 5K T 35 058 - s{x - 5 I
5 Xt TRy Xyt X+ cosd - coslx + 8 ) - B L

(4.14)

s -

Y X
Al 3 Ilaonina Sincrons com Reculador de

Velocidade,

Ao coasiderar—se a acao do regulador de velocl

4.44)

dade, o0 diagrama da Fig. 4.2 modifica-se 20 da IFig.

W e e e e

(4)

Ver por exemplo [36]
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it
65]
+ |~
fof
0

S

RO

Bl gedieid

~ b -~ . e h X Vs
A funcao trensierencia da parte linear e:

G(s) = > (£.15)
S &-+(e+db4%ed+rﬂ
com o0 modelo de estado dado vor:
= g A 2)
£ On gl 0 % | 0
iz =S| @ =l =il X, | + -1
k3 _O r -e —x3_ 0
> (4.16)
Ui — e SO O] %
%5
L3 )
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A condigao Popov (2.15) cumpre-se para a mesma

nzo-linearidade da eq. (4.3) com

-(T+ 28 )<a < (* -~ 268 )
0 o}

sSe

R et g Jwt © >
i {( g e e e ) 42T

para toda we= 0.

4

A eq. (4.17) pode ser escrita tambem da forma:

(xda - 1)(»2+ xeled+r)+ r - e2 =0
(ed+1x -u}?')2+ (e+d)2w2
Bibliotesa ‘
a quol _sé cwnp_rira', se: . HATA4

od -1 =20

xeled+r)+r - e-2 = (0

)

Para simvlificar vodemos escolher X = a velo

aue as eq. (4.18) ficam:

rjgﬂ:éﬁj_ >0 (4.19)

A eq. (4.19) se cumpre para todo valor de W ja

R %y @y sao constantes positivas,
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Para chegar a fungao Lyapunov do timno "quadréti
ga mais integral dz nao-linearidade™ segue—-se 0 mesno cami
nho gue pisa obter a ea.4.12), ou seja: procura-sc wia ma
triz R = R >0 pelo método‘de Drova e erro ou, como neste
caso que se tem wn modelo de estado cuja natriz A segﬁndo
eg. (4.16) tem um sutovalor nulo, anlica-ge o motodo de
Kalman [?7] s 80 que agors ao travalhar com natriz de or

s g (5)

dem tres e mais laborioso

A funcao vrocurada pode ser:

y L (et SRR P
RS - ) G SYoriEane) o

d(e+d)+ r P 2 de 47
_ 25 I i G o o
[ 2dr(ed+ r) +-2 2} =3 =

_E f’”’l‘\3+[cd+r Gl sy

[cos&o - cos(xi+ég) - mel] (7 20)

onde @ = 1 e Q@ censtonte pocitiva assegurarn gue & ed.

- ’ - 0
(4.20), segue a forma da ed. (4.9) com o ultimo termo sendo

a integral de nao-lincaridade (4.3).

(5)

Esta fora do objetivo deste trabalho expor o deccnvol
vimento comnleto do metodo. O leitor intcressado pode
encontrar dois exemplos em [36] .
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L4 . ~ Vi
Alem disso a fungao definida pela eg. (4.20) e uma

fungao definida vela eq. (4.20) é uma fungSo Lyavpunov se e

sonente se:

V(x) < I‘-.IQ (A 20))

sendo M2 o valor calculado seguindo a eag. (Z.15) vara o

’ / 7/ ;
gue e necessario o calculo de, pelo menos, um elemento de

A

/ / :
4.2 IAQUINA STICRONA COIT DRCRUEITITO DX

FLUXO & REGULADOR DE VCLTAGHLL,

Desde 1947 Crary [59] e devois muitos otros euto
res como Kimbark [60] , Siddigee @8] e WWillems ISO] ten
investigado a estabilidade traisi toria da iéquina Sincrona
(}1.S.) considerando variacao do fluxo e regulador de volia
gem, con O etodo Direto de Lyanuncv construindo ﬁum"oou

Lya.meov mecdilante s DRrovias € IR0

el dxtnl [39] quem considerou tzl problema como um
sistema com nao-linsaridades multiplas e usando 0 mesmo DIro
cedimento de Kalman [27] das segoes enteriores, chesou a uma

fungao do tivo "quadratica maig integral da nao-linearidade'.
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Desprezando resistencias, as equacgoes de uma ILS.
ligeda o uma linha infinits, levando em congideraggo 2 va

riacao do fluxo e a acao do regulador de voltagen, £20:
7 o b b

. : I VBsen 3
NS SR =aph st T R
SO e )
T T
a2 d
; >(4.22)
T e B! r., —r! v '
Ve 2l el q a a B
PLAE = = SHEOISIO
e r. 4z o Ehofty -
12 d
com:
. ’ -
m constvente Ge inercia
d coeficiente de anortecineato
Eh_ voltagen pnrovorcional a0 fluxo enlacado
VB voltagem de linha
" Vex  voltaegem de excitacao
15 reatancia entre os terninais do gercdor e
a linha infinita
~ . S . L
r'd reatancias trensitoria do eixo direto
rd' ceatancia sincrona do eixo direto
] :
i constante de temvo, transitoria a circuito
aberto

0 regulador de voltagem node ser exnressado pela

equacgao :

Vex'= Vﬁ - KVO exp (—1ht) (ae23)
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con:
’
Vm 0 valor meximo do voltagem de excitacgao
7 Voltagem de excitacdo cntes da falta.
h4 constente de temmo do regulador.

Pare determinar o modelo de estado terennos que

-

deslocar o ponto de eguilibrio para = origem escolhendo:

"
n
=
!
td

<
i
!

<

sendo §_ - o valor de § no vonto de equilibrio antes da

Failstay

E & o valor depois da falta de E&

Assim, obitemos:

T JiedTo (G seiods o [
%, 0 -d/m 0 0 X, 0
Ryf=(0 O -y my||x|H-L O (£ (a)
;k4— LO 0 0 -x, X4J @ © f2(¢)
_O_l_ = 5 3 _Xl_ (4.24)
qzd | 0 0 1 0 X2

3

L.x4-_




A

onde as nao-linearidades estao dadas por:

fl () = k/m (Ué%—E)sen(¢i+—ég) = Pﬁ/m

(4.25)

fz(U) = Rz(coséé.— cos(di+—50)

sendo que

e T
1 o 5
Kl L] 2e g LA (rd T 1) =
] ? = N - m
(rlgﬂ-fd)T (f12+-fd)i
;" ._._:L_- - k —_ EB S
=2 ' H 7 ey )
3 T Ty o+ T4
Pode observar—-ce, do modelo de estado (4.24) cue

as matriges A, B, e C nao

que usaremnos o modelo gue

ram de '"caso

particular”,

’ -
variavel auvxiliar:

S = (d/m)Xl+ X,

chegando ao
@
X

i
g

szo ums recalizacao minima, »elo
Adzerman e Gantwmacher [3] chema—

obtido mediante o definigso de

(4 205)

modelo de estado dado por:

- T
Ay Blg( )

~q"F(T)

T

Cl = Jn (P33

(Ao 27)



desenvolvendo,

=]
e
J

P

b
(UY)
|

?
obiem—ge:

r-—d/m 0 0 1
0 RJ_ RB
0 =) Kt}.

e sustituindo fica:

x2 1

5% -0

ble 0

L L
%, m/d
- =F

3

MeI=l o) g

4.18

i’l(cr)

(tho 263))

c2o de estado (4.28) se correcnoande
A fungao de trensferencia da varte lineor .
- p .
C:(sI = A ) "B+ pq /s :
5 L (4.29)
v
= =
caedl B0 o 0
_ || Sle=8&/a) (4.30)
1
0]
s+%L J
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0 -~ ,
by 2 3l Avlicacao do Criterio de Ponov.

Para aplicar o Teorema 4 de 2opov ao sistema cu
. - L4 -
Jo mnodelo de estado e dado pelas eg. (4.28) deve—se procu

rar as macitrizes:

tais que se cumnpra

Re i (N+As) [g(s)+IC;l]} =0 (@=a8)

leste caso as nao-linearidades dadas neles ede.

(4.25) sesuen o dhige Aot sieas s SHu(THy/RcilleHeo pelo
g () _

que:

Escolhenos _A_::g S Com.relagﬁo a N nvoderiamos
& - . ).
escolher N = I, onde I e matriz identidade, cue nos leva 2
cunprir com a condigao (4.31); nao obstente nara generali

D

zar farenos a seguinte suposigao: [?S] :

~ il
Existe uma funcgao Vie Cl que napeia R em R tal
gue Vl(Uj = 0 para todo Je nm comn Vl(O) = 0 e que para al

guma matriz N se cumpre:



‘NEE(O") =VV1(O‘)(6) para todo real e R
Suponhamos nars as eq. (4.28) que (7)
V(cr)~‘lf(cr)d :

1 —gyo . o pare, q > O

Aplicaendo a eq. (4.30) obtem-se:

a 0
N =
o a9k
IR

velo gque a2 ineq. (4.29) escreve-se:

e sustituindo com as eq. (4.30) e (4.33) fica

p—

Re{& _G_—(s)} = ] a/n . 0

WP (4 /m)°

W+ ky

para todo W =0, >0, d>0, m7O,P\?> 0, Kl> 0.

(6) VVl(c') ¢ cradiente de Vl(O‘).

(qe/ih,) 2

4.20

' (4.32)

(4.23)

)

(4.34)

(7) V1 pode ser egcolhida como & "integral da nao—lineari
dzde™ mais como deve saticfamer a eq. (4.22) vode nao
‘conter sempre todas as nao-lincaridades do »roblema.
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v « : 3
Conforme a eq. (4.34) o sistema dado pelas eq.
i

(4.22) cunpre o Criterio de Popov, sendo assintoti

Q
4]

4 ~
mente estavel na regiao determinada vor

e
}_l
IN
q
N
g

I'd
conforme a Fig. 4.1.

4.2.2 Anlicacso de uma Funcso ILye

’
do tipe "Quadmaitilce nails G s smail

da Nao-Iinca=idade".

!

0 cumpnrimento do Teorema 4 de Ponov assegura a

existencia da Funcao Lyanpuncov o ©ino:

G
V(x)qﬁ = xTRX—+ E So P(r)ar (dls 255

x : a S
A matriz R voderia ser escolhida de forma arbi

4 . - . 4y o
traria so cumprindo com a condigcao R = R"> 0. Para evivar

2
‘sos sao eanunciados e anlicados ao sistema dado nelas eq.

(A 22))3

] 2| s ~
1°9) Determinar a natriz (s ) usendo fatoracao

espectral da expressac:

Rel'Z (s)_g(s)+,1_c;l] = teedile) (do36)



onde Z(s) = (N+As).

O primeifro membro da eq. (4.36) ¢ a eq. (4.34)

pelo que chega=-se a

prme—n —

Yad/m . 0
s+ d/m ; _
M(s) = | (4.37)
! S\/q}:/mq2
O ._..5_-_*__.;{.]__._. =

20) A matriz E encontra-se da eq.:

1 ' = (8)
%1@ (ngjF? dT)+-% (BTC+-dQT)Iv =& . (4.38)

 Sustituindo com a eg. (4.33) e do modelo de esta
e
do (4.28) obtenm=ce:

0 0
(4.39)

=
ft

0 qk/maz
32) A identidade dada por:
, | =)
M(s) = B = =@ (sT =~ A)R
& resolvida vara o matriz Q1 )m

- W e e, wee

(8) A eg. (4.38) ndo ¢ mais que a .eg. iii) do sistena de
ey, (2.29) do Ioma A-~IXY da 52000 2.3.2
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50 o0
Sustituindo com as eq. (4.37) e (4.39) assim coro

Al e Bl de (4.28) obtém—:e:

e~

~ \/qd /m 0
= 0 Rl \/qk/mrzg (/4 5410))

931 35

podendo escolher a voantade os dois elenentos que folten,

escolhemnos:

- » . ’ . = - (>
49) TFinalmente a matriz R ¢ obtida an eauageo

i) do Lema A-IKY, ou seja:

Af B + RA = -0

sustituindo chega-se a
= =
a/2 0 0
ne | @ do kil 0 (4.41)
28m KZ
Y 20 qk:il_
8mk2k4
| 2
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A Fungao Lyapunov deda pela eq. (4.35) pode ser

determinada escolhendo o vetor €, vor excmplo, como

G = [ o__[.

obtendo a funcso:

V(500

i

L
xR+ grfl(r)dr : , (4.42)
) |

Sustituwindo. a matriz 2 da ea. (4.41), a funcao
fl('a‘) de (4.25), dendo o valor a g =1 e sabendo que
P =XE senS ¢ obtida a seguinte funzho Lyenunov :
- i seno_ e obtida a seguinte fungdo Lyspunov:

2
, hiah Rk
N i 2 3 2 k
b gl Bl ~ % S 1 e e i i e = =i -
V() o) 2mg2 X3 8R1R2R4 4 i TS ”)(?osgo

:
cos(xlﬁo)) - jf—imlsené% (i)

sendo a sna derivada:

- D
& = - -.-IS... '-?—2 — g‘. \—2 — RBI{ X2 + -lf__R._.B.._ Y. X
B uk, 3 e 4mn,, 47 | el (4.44)

Pode observar-se gue V(x)>0 e V(x) € 0 na re

giao de interesse (9’), assegurando a estabilidade assintoti

ca 4o sigstenmas

e e wEm e wms

(9) B ﬁemmn.s*t:pével que V(x) = 0« x = 0, condigao que deve
cumorir-se para que a funcao (4.43) seja uma fungao
Ly 2 0UA0Va



4.25

ESta_reﬂiﬁo de ectabilidade devers scr obtide de:
V)< (4.45)

T aas = o~ gioy o
com If sendo o +valor da funcao V(x) no nonto de equaitkibsilo

# 'd
instavel do sistens apés ae Lol e

2 T A
Os pontos de equilibrio do sistems dados nelas

eq. (4.22) com © = &

[72]

L e

'a = 0 serao a solugao das ea.

kk _ kg
P Sy SRS s e 5 O\‘
m R ex 2
1
>(4.45)
W = 1 - =0 : '
kl 2 R3Iex k2cos & . )

. _
Qbtendo das ec. (4.46) o nonto de equilibrio an

i rd ’
tes de falta e os pontos de eou111b“10 ec'9fel 2 instavel

is ¢a falsa pode determinar—-ge a regizo de egtvohilidade

dada pela ineg. (4.45).

(10)

7, s
0 51uuema pode ter V&TlOS nontos de eOd1110°lO iag

tavel devendo deuermlnaf—"e 0 maic proxlmo ao nonto
de equilibrio estavel.
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/
4.3 SISTENAS LULTINANUINAS.

=
()

stobilidade trensitoris de Sistemas de Poten
cia de "n" méquinas tenm recébido a maior atenc2o nos f1ti
oS anos. Varios autores tém nropmosto fuagdes ILyanunov,
quase todos do tipo_energfa e na base de certa intuicdo

Sobre o sistena.

0 procedinento de Anderson [2] , usado no. S0

enterior tem demostrado ser uma das melhores alternativaes

o B %
Parte—-se do Criterio de Povov e com o Lema A-TKY

- ~ (o v . - Lo - .
eternina-se uma funczao Lyapunov do tino "guadratica nais

jol]
h

esral de nao-linearidade".

ct

in

(11)

~ & P A 'd & £
A equagao para um sistema multimaquinas e :
: 3
m.d + 2.0 = Pm._ - Pe,
il il
(4.47)
E? n
Pe. = @ . = E.BE.B. .send. .
b E; i e 1 J
J=1
e
J1

. 1 o

* ’ L4 5
onde i =1, 2, ...n representa a i-esima naguina do siste

‘ma.

(ll)Feitas as suposicoes usuais.
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Para determinar o modelo de estado devera levar—
(=]
S€ em conta na escolha das variaveis de estado que, segun
do o Lema A-IKY, as matrizes A, B, C devem ser "realizacao

L
ninima" de' H velo gue vode-ce escolher:

— < = V )
SO0 e e (6 -&) - (Ji "52) '
e ! o @
25 —-52 o et (51 —§3)-(51 ~63 )
: ' (¢..48)
e 8 0 0
*n -'5n ol (61 _éﬁ) = (61 —Q1)
com §° & (69 = S s cndo oV allor Hdle SN oS
i et / : i

’,
% ’ ’
<4 by e . . ~
tado estavel; alem disso 2 maguina 1 ¢ sunosta como ocieren
~

- . ' / - .
cla e o amortecimento e nao URHOREIE, CGUIEES e el

(4
O modelo de estado e :
= RSB ()
U= O
: (12)
com 2s natrizes:



= | 1 i ]
I
i Z el sl 1 Lpt
S S o o _i.._. s B = e
S 0
e I n=-l n-1,r |

II = diag [mi} y M. 0

D = WS
=) Bibliotcea
5 =Ly R|) metriz (a-l)m s
|

Sendo W vma matriz n, (n-1) definida como a

_1"‘ormag§o do a.nguldcg, ou seja:
A=u(S)

tal que /(K- Gij —53'.3'

para k =(3-1)a - i(3E+1)/2+ ]
e i<j ; m é dada por m = max k =n{n-1)/2.

- T - J > n o
Cada elemcunto de F(0) esta definido pela equacao

G U = B [sen(qic* &) - sendy ] (4.50)
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que cumpre com & condicho

£ (T )

- O< 0_1_,- <C>O k 11 2-..m

ll

S0 parg D1 LG < P, coanforme a Tig. 4.5

r

J\f(G‘)
—(1T‘+2 8CL "_\'-"250 =
A v D 2 0p
Sl

Figendss

A funcao de transferencia d

.
- o~ oy
L8 De.

g(s)é CET =hEss (Z51)

sustituindo as matrizes de (4.49) funcao (4.51) fica:

i5) = S o ~Z) 0" (4.52)

e . £ . 5
4l 364l Avlicacao do Criterio de Ponov.

Avlica-se o Teorema 4 de Popov cuja eXDressao
- =il 4
(2.31) com 52 =0 ¢

Re {z_(s>_q(g)} >0 (4.53)
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pelo que deve-gse Procurar um:
Z(s) = (N+ As)

tal que ?e ;;Lunpra, a ineq. (4.53). Suvonhamos aue ‘N=1Ic¢
12 d

A =xI comX >0 reduziando sz dificuvldade a encontrer

um valor de o adronriado. Assim, a ineq. (4.53) Ffica:

Re (1+0(s)_g(s)}> 0 (4.54)

Sustituindo a eq. (4.52) na ineq. (4.54) e desen

volvendo, obtem-se a matriz diesgonal:

1+ '
Re [§ ————22r >0 (4.55)

s(sm, 4+ a.
(s l-\- 'al)

4 expressao (4.55) se cumpre se:
‘m.

i g ' :
X > = para todo I e X £ o0 assegurcndo

~ Lt
que nao havere caoncelamento de polos em G(s).

4.3.2 Avlicacoo de uma Fomcao Lyanunov do

] % > - .
tipo "Quadratice mais Integral da

Nao-Linearidade".

L4 - -
Ja que se cumpre a ineg. (4.55), existe uma fun

¢ao Lyapunov da forma:

oy
(D)
0]

(22) I ¢ matriz identida
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V(x) = xTrx 4 @g I(o) do (4.56)

em que R = RT>rO.

A aplicacao do Lema A-IKY da Secan 232

sume a solucao das equacoes.

RA'+ ATR = QQT
T DT (@ si)

RB =C"+xAC

M

= b ) |
e 0aao0

devido a auve o »roduto das matrizes C o B,do sists

vor (4.49) ¢

’ = z G =
Q e ume matriz gquadradas auxiliar; sunondo gque &

1y
R o= o e (4.58)
SR
a solugao das eq. (4.57) nos leva a 22
R =ali+ (xA+g) 1UU
R3 =—'Zn—1 - eZﬂ-—l Un—l 7n—1 | (4.59)
Rz=—%szdn

— e e o e e
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com il mi
= e ——— * 1
P = TR DAL = e ORS
E a, =
at =il
sendo U uma matriz nzn com wu,. = 1 para el oty o
. 1L .

2 n—1
L = (a.m. - a.m.)2 a.nm
z L i 0L e ! <0
i=l §=i 1 4 s T3 (o ;5 )"/{ Z_ T
\Ehs = = a — “'DZ' 1l 8= 3

A funcao ILyanunov considerando as ea. (4.49) e

(4.59) junto com B =1 e:

m .
T L ,
G g [@ $d ] paza’ W, = cSi e dada vor:

CcX

V(x) =wT31w+25T32w—6TRB€+ S F(o)do (4.61)
(0] ;

Deve levar—-seen conta a devendencia da funcao

V(x) dos varimetros Xe A, ou seja: altos valores para X
- 5 3 > > DS 158 o : 4 J : e

fazem mends significativos o amortecimento do sisteme re

preseatado belas matrizes R, e R3 nas eqg. (4.59).
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A variacoo de A afcta a ectimagio da regiso de

estobilidade nodendo demonstrar-se (14)

que posca dar-se a L.tal aque cumnra com

—~

Viclee

anterior,

Como ilustraceo do metodo anre

seja um

T

4.3.3

Ixenvlo:

t2)

1 1ed.

stinar a maior regiao de ectobilidade.

-’ -
gue o valor minimo

(4 6O) e
Wﬁauinas.

: o,
(=53] (=i
s U

4

ema, de dvas neguin

3 a3
r

como referencis e amortecinento nao uniforme tal

7 .

Yy Foay/n,

afﬁ

as varievels de estado sao

(14)

Ver

= &5
.62
(S, -6,) -

natrizes de (4.
—a, 0
l/ml
0 —a
R TSR -2/m2
al ~1
Lo
001]

[62)

2
) o modelo
0 xl
%,
0 X
3
ofbils

ne. $ecao

4
com & meauina L

e s
(2.62)
ade estado é:
]
*/hﬁ
—1/m fl(O‘l)
2
0
= '_J '(4'!63)
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A funcao de uranffercn01 da parte linear usanco
a eq. (4.52) é:
; 1L il
Gls )= = ety L (0s64)

do vor:
fl(Gl) _1 2 10 [ en(CFl + (6; -6;)) = sén(&i —é‘o)]

b
rme a exnressso (4.54) com G(s) dade vels
erio de Ponov estabelece gue o sistema

b4
Sl ovnia
Sera asginvoticamnente eg CVel nare

(=28 LG RN (e

Se Se cunpre:

14+ X8 1+ X5 .
Re _ s = } =0 (4.64)
s&is+a£ S(bu+3 )
com
r m
L ST o A £ oo
& &5

0 cumprimento da exnressao (4.64) ascegura a

~

existencie de uma Funcao Lyapunov da forma dada na cqg.
’,

(4.61). Depois de grende manipulagao algebrico com a intro

ducao das ec. (4.66) nas eq. (4.62) chego—se a fungao:
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Vix)

1]

EJ\ml+ (oA =+ P)ii’f] 2€§+ [0(m2+ (XA + (’)mg] S

} a U~+95)A3+2m m(dk%—?)”"4-2D1(1+€ e,

ae 3
- a o .‘ 3’\
2 [( 1_/ua2)m2(1+ eal)] Xt j 0— )n (565
1
ona = -
s € a1+a2 s

e
1 ymy - Sl e e Sl e
4 (2 ml m2 AT MBI Mo )k-léC
L T ol e e e
4.3,4 NRegigp_ﬁp_hsL__g;i dede e Temmo Ce Tlini

g
(BEhe

nacoo de Fal

Para:a anzclise da Estebilidade Tronsitoria, en
7

- - - s
sistenas de Poténci 1a, concluir que o =zistems e ectav

®
=
(©]
<

~ i el &
‘nao em base 2o Criterio de Popov ou & cxistencia de uma

Funcao Lyspunov, e apenas o prineiro vasso de un DIOCESS0

que, em geral, pode reswiir—-se enm:

) - . % - ’ -
Determinar se o sistema e assinvolbicanente

[
10
S

estavel nara neo-linecaridades do tivo da
Fig., 4.1 anlicendo o Critcrio de Povov e
construindo uma funcao Lyanunov para o non
to de equilfbrio estavel do cictcma apés a

IR
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(o] 5 e . . g & S .
2°) Deterainar o limite da regiao de estabilida
de que chamarenos jc no qusl a fungao Lyapu
OV encontrada em 12) tera um valor eritico

aue chamerenos V ,
c

(9]
o
S

Integrar as equagdes do sistema na falta
4
ate alcancar o limite 15 da regiao de esta

bilidade. Esta intesracao permitirs determi

nar o tempo de elininacso da falta.

£ - & . ' oy
ate de "m" meguinas e tarbenm o item

Nna.

Conforme os sistemas de Potgncia crescen, encon
trar a regiso de estebilidade € o temno de elininacazo da
falta, torna-sé mais nececsario e mais dl {cil devido a
gque o5 metodos tredicionais de simulacao consomem uml ten
Po proibitivo para a necessidade de obter rdvida (on line)

informacao sobre o comportamento da es*”oilidade do siste

LS.

’
Pora sistemas multi-nmequines uma alternativa pe

[

ra determinar a reglao em gue se cumpre

Vix) < dg
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i en seguida calcular a Funcio V(x)

- e o) . I g 0 4
no ponvo de equilidbrio instavel mais vroximo 2o monto de

/.
equilibrio estrvel obtendo assin o volor critico V .
l 't /7 ~ Ve 3 Zl—'l ~
este net sa0 necessarios (2 -1) solucoes

0
5 e ~ 2 %
G0 conjunto de ecuacoes algedricas nao-lineares

Pode ver-se gue dois sao0 os grandes inconvenien
- . - - 5 - e " .
tes da aplicacao do metodo direto de Lyanunov na analise
5 e e BT . ot Ll = sl : S
da. estabilidade tranzitoria em sistenmas de Poténcia. ou

seja:

I) A nececssidade de sunor nunerosas sinnlifica
~ 4
coes no modelo matematico do sistems nexa
4

fazer vossivel a comstrucao da funcao

Lyanunov aprovriado,

II) Conforme o sistema cresce (n aumcnta), o nu
mero de solucoes recueridas da eg. (4.66)
aumentam exnonencialmente.
Fa e 2ol Salin)) e
Nao obstrnte, o metodo de Lyanunov compara
do com oS metodos numericos comumente usados nos gqueis in
. (o . . . P
tegra-se o sistema de eguagocs diferencials (4.47), e
(15) o 2 e O - cAmA O 1 ana Y f
Nao verder de.vista gue estamos considerondo uma fun
cho Lyapunov que existe se o Critério de Povov se cum
PTE.



,
melhor ja que anresenta a vantagem de que, uma vez conheci
>

do o valor critico Vo no limite da regido de estabilidade
Xc y & informacao sobre o conportamento da estabilidade do
sistema obteém-se ravidamente (on line).

A maior parte dos trabalhos de investigacao neste
canpo esta0 decdicados a conseguir un metodo rapido nera che

ZE T a Vit
€ C

Prabhakara e Bl-ibiad [¢0] provoem um calculo
aproximado do limite }a- Usando o metodo de Mewton—-Renhson

(16) n-1

' '
vare eacontrar os (2 -1) bontos de equilibrio insta

~ k4
vels a ranloa COHVOfUO 1cia do metodo devende dos valores
iniciails cue se suponham (uswelnent

3
. ~ » ; N . L r e
binagoes da solucao do sistems antes da falta, ou seida S= )
7 v > ]

linha infinita, o ponto de e
mo o (?-25;)) como € mostrado na Fig.

Fstenaeado a sigvemnas multlﬂenalma 5e se consi
deram comd voatos inicials iodhs as vermutacgoes de (T 26 )
obten-se (2 1—1) pontos de equallbclo instaveis aproximna
dos levendo 2 um limite arroximado da regizo de estabilida
de j;COm un erro com relagao a.lgde iicos

- e W e we e

(16) Qualguer met0do vara a solugao de equacoes transcenden
tco vode Sy US ado, os autores dreferen =R vela sua
-ran:an eonveﬂﬂoncuq muﬁ“uo o5 valores iniciais estao

proxamou a soxunao.
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Alem disso o calculo do temno de eliminacfo da

f l (=)
a ta e 0 mesmo integrendo a ecuaﬂoo diferencial do ciste

me na falta até alcanzar l; ou ﬂ;(aﬁrO"wmado).

<

Ribhens-quella [43] vartindo do eaterior adicio

na consideracoes Fisic

V)
()]

» COMNO a verde de gincronismo e si

Tuecoes de sincronismo equivalente, e vise reduzir o nimero

T

de pontos de equilibrio cujo calculo ¢ necessario.

encoatira—se a O“lao de estabilidade mere cade um construin

-

is integral da nao-— llnea"10 de"; estve vetor atraves

'J
©
)
)y

de ume matriz de "agregacao® leva 2 eshinaz

tabilidade do sistena comnleto.
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CONCLUSOES

o presente Hrabalho se quis dar ume visao o mais
L4
completa possivel dag posgibilidades do Criterio de Poov
1l N+ A " ] . 4
comdlenentado pelo NMetodo Direto de Lyapunov para Sistemas

de Controle iao-Lin

¢

ares da "forma de Iur'e", claro que

’ ~ ~
ambos os netodos +4énm linitacoes.

Guento ao lietodo Direto de Lyanunov, conforme a
ordert do sistema a2unmenta ou o variante ou e multivariével,
vai scndo meis laborioso encentrar ume Tuncao que nossa
assegurar—se cono de Lyapunov nare determinsr o Istzhilida

de Absoluta do Sistens.

Com relagao 2o Criterio de Popvov, como viv—se no
~

istenes con elenento(s)

n
.
[§%)
3
o
=
o
I_I
]_J
[y
(853
B
0y
(@]
18Y]
0]

-, 1
canivulo 2,82

nao-lineares de ceracteristicas restritivas, ou & sistemas
. g 2 . ( . A
multivariaveis recuer encontrar um Z(g) apronricdo e
cue se cumpre a Condigzo FPopov,
- » . . - -~ 3
0 que faz mais atrativo ao Criterio de Ponov, &

. (o « - . v ) (LD
a sue internretacao geometrica para sistemas nao muliiva

-

Llf2), ol @F

]

a

’, ’ . . . < & n q .
rigveis, alem da sva simplicidade analitica ai
aue denorniinamos como extensoes do problema basico original

mente vroposto por Lur'e.

’ -
A superioridade operativa do Criterio ¢e Fopov,

’ .
pare Ffins de projeto, sobre o letodo Direto de Lyanunov

-’ 0
mostrou—se no-capitulo 3.



5.2

9 5 N & - .
Viv-se como o lletodo de Resmoste em Frequencia,
> - ’ .
continua sendo valido e confirmou-se cowm noderoso auxi
liar wara englisar, projetar ou modificer sistemas noo-—

lincares da forms de ILur'e.

Os metodos decenvolvidos no ca?ftulo 3 mnodem
conbinar-se ou ampliar os Suas posibilidades, nor exem
Dlo, vera comnensay sistenas lineares co elementos como

. ~

cadores com saturacao, etc.

(=B

L4 -
rele com bends auvla, amnlif

=

L4

Com lapis e vavel, de meneira simples e rinida,

obtem-se resultndos avroxinados que muites veses sso sufi
3 2 ~ e e ot AR ETYAY A AY \( q S 3 3 ‘

cienves para resHorder o5 exigencias de projeto ou nlaneja
MeNTO Jue rayudren o cumdrimento de certos limites nos na
T e i s ~ > . z & B
renetros ¢ res)osta do sistema. O anslists devers decidir

sobre o alternativa de obter ranidamente resu

i
ot
)
(o]
s}
o\
g
L}
(@]
i
rn
'_1

mados ou onlicar olgzoriitmos computacionais; todos os méto

@y

: s . T
dos do canfBulo 3 =30 innlementaveis em conmputador

Os processos de zinmuvlaczao vao sendo cada ver nmais

i
Qe ~ - SR & o /
CUITOS0S € lantds Dard 0 analise da ectabilidade trensito
o)

> L] X . A x D - ) %
»a e Sistenas Zletric e Poteneia. Ila procura de meto

™

d
. o5 A i
dos nais ronidos e efstivos, um grande passo tem sido dado
Dy
-L

20 utilizar o Crite fvio de opov vare deduzir se o sistema

PS ~
':l

L 4 . .
e estavel onte una deriurbacad e assegurar a existencia de

O>

o P -’—\- 2 -
me Dmeao Iyapuaov do $i0 especifico chomado '"quadratico

L4
mais Inverral 3z noo-lincaridade!, imprescindivel para de

teormingr a rozpido de estodbilidade e calcular o temvo de

Q) Yor DOT ezl [ZLJ Il’?]



5.3

eliminaca £ : ; y
ithacaoda talita i  Tsto evita entrar ao metodo de nrovae

€ erro ne procura da melhor funcao Lyavunov,

Os resultados mosvrados no canitulo 4 nocem esten
der-se a0 caso em gue 0 anortecimento seja nulo ou izual pa

ra todas as “”QUlﬂ&u.

Ao considerar condut tancias de transferencia, o
Criterio de Ponov pode evlicar-se 2 um sistems até de duas
maquinas [37] "5 nae valenaolsus chae o un sistena de
n-ngquinas com n> 2 [65]

Requeren-se nmodelos natematicos ”“”chg"cl”” que

cluem: fenBnenos de €& 3¢1ag5 o a uﬂ”o de reguladores de

voltaren (ﬂ"mﬁOUlhuS) etc. Um exennlo, € o trabolho de
Sasald 4@ (1279) que incornora a V?riagao @il adlibbdel Grdls)
cado de'caniorE' ao nodelo de n-maquinas considersndo cue
e una variagao. de um paréﬁetro, e nao como autra varia

e

Al R 5 Al I A
vel, afetando so as maguinas cue estzo mais perto da falta

(\J

evitando assin a necessidade de construir novas funcoes

Lyanunov.
’ - - - . ’ - %
Ainde ha muito vor investigar ja cue tal cistenma.
tica apresenta dvuag grandes dificuldedes: a vrimeira vroven

(2)

da necegsidade -de adotar numerosas simnlificacgoes
~ 0 3 - ’ . 1’ o o~ )

além de suposigoes teoricas das quais e impocsivel vrescin

dir. A segunda consiste na determinagzo do limite para a

) e por exemplo [65] que considera as condutdncias de
‘transferéncia.
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regieo de estabilidade.

Nao obstante o anterior, o Método Dircto de

Lyanunov auxiliado relo Criterio de Popov, proporciona in

o S L ’__‘. 3 & 3 - & . -
formacao razida (on line) e um critério racional que segue
fielnente o conceito de estebilidsde, sendo meis vonta joso

’
que 0s nétodos nunericos Ja conhecidos e w"xdom (3).

Finalnente, este trabalho objetivou anresentar em
conjunto uma grande quasntidade de infow Eo qgue existe em
grande numero de trabalhos, muitos dos gqueis incluem—se na.
Bibliogra ff sobre o temz de Critério no Doninio aa Fre
quéncie pare a Dstabilidade Absoluts, suas anlicasces e vro.

jecoes™,

(3)

Os mais recentes trabalhos publicadosg _como V J e pﬁ]
t”%ogm cfcluﬂlvwmelte 0 vproblecma da rmhldu deternina
qu da 1 ~1ao de estabilidocde e o lvw1to da mesna.



Al

APINDICE

PROVA DO T3ORm:A DE POPOV: (%)

Lemq_s Auxiliares

josdiL ]

s Lema 1.- Se g funcao continva.f(t) e sva deriva
/7 KR

oo i [ ~

d ——t T e N B O " o ~ ‘

e ot Sao limitadas pars + > 0, 2 funcao continua

G(x)> 0-vara aEALGIiera o P4 (0, @) = © & .pr [f(t)] dt <22
etlfige LT m B =0,

1 —Doo

Lema 2.- Se tres funcoes reais i (el 6 () ¢

fS(t) tendem a zero nara t—e noo mais lentanente cue uma

(*) e

exXnoaencial e se as suas transt

ormadas de TFourier

4 11 = mﬂ - —jwt - . 3
I‘k(aw) = J; Lk(t)@ at (k —'1, Ut a3
(A1)
estzo relacionadas nela equacao
F (jw) = H(jw)T, (jow)+ T, (jw) (Ao 2)
AL, 3 2
onde ReH (jw) =d6>0 (A.3)

parz todo W = 0 ,  entao
- rofl(t)f._,(t)d't =0 (A.4)
0 )

’ - o fadtd QR -
.onde a constante positiva @ e finita e definida ;_*.e}a. cqua

(43}

gao e
Fzé_‘u%_s— ﬁFZ(JUJ)l dw (A.5)

(%) Materia Gomdda de [3]

(%) 4 : 3
¥/ 3era exmressado por f]c(-t):o (08 =, 2, 3)



Prove do Tcorena 1 de Ponov:

Seja xi(t) (i = 1,...n) wia solugdo arbitroria do

stema

()
B2 @6l (20) com uma funcao arbitraria no sctor

[O 1{2] once

Gt = hT::

T(t) = cy (t | (4.6)

el -~
y - dadld = b | e
e uma funcao fixa do temvo e x, (t) (k = 1,...a2) é a solugdo

do sistema linear nzo-homogeneo

fel £z ¥ bt (6 (s 7))
Sejas: T(t) vare t € R
: T’,L(t) = (4.8

0 pvara t >h

’ . . La 303 3
onde h e un numero positivo fixo arbitrerio, e seja o fun

¢a.0
| T () = B ()
definida vela solucao do sistens

}"Cyl = Ay + b Ty (A59)
coml as nesnas condigges iniciais que vara g (%),

i r\(o) = :;_j(O) (j = l,...l’l)

E claro que

A
~
t
g
1
q
Can)
ct
s

'g
o
X
0
(@)
I\
ct
IN
=

(*)
Sustituir £(T) por ¢(0)



e

CO T r - o Q
mo recultado dg dropricdade de gigtemas lineares

naoshomogencos :

T () = T (5) + g(+) (4.10)

- 2D

- Loy ’ ~
onde @ (t) e 2 solucao do cistems de ed. (A.9) con condicoes

inicieis < = 4 ~
1clals zero, e g(t) e ume funcio do temno, cuve derende 1i

nearmente dos valores inicisais ol leD) (5] = 31,25 s o) Addm
disso, g($)30 e £(t)=0

Derivendo termo a termo a eg. (A.10):

T (t) =T (£)+ &(%) (@)

e combinando conm a eq. (A.10) obtém-se

T+ ()= -t G ) aico)- Tlllec(e)eng ()
2 12
(Gsaiz)
Introduzendo a notaggo:
‘ (5
£1(8) = = Gt) —adie)+ LTalr)

LZ

£,(6) = ~g(8) ~x§ (+)
Sejam as transformadas de TFourier das funcoes
fj(t), f (G5 ) eéj(t) dadas wor Fl(jw), Fz(mu),
Thliw) e E;«guﬁ mtao e transformads de Fourier da fun
‘cao —GZ(t) ecta relacionada com a transfornada de Fourier

de Tjét) pela equagao

- 5,(w) = 6Gw) T (jw (4.13)



fdl

Onde G j Y Sy o
(i) ¢ a recvosta em frequencia da parte llnoqr do

sistema relacionando a entrada 7 com a saide - @

A eq. (A.12) node-gse escrever:

£1(6) = () - (s )s —tiz-(-?-l @) (0ea)

Transformando (Tourier) o eq. (£.14) e usaondo =
ed.(A.13) obtem—se: .

F(3w) = [(1+ i)+ 2 ] T, Gw) + 7, (50)

Suvondo que:

H(jw) = (14 «ju)eljw)+ =

K N

<, (4.15)
Chega-ce a
F (Jw) = H(jw) T (Jwh 1, (5w) (A.15)
Todas as condicdes de Lema 2 sSo satisfeitos ne

Gl (ARG, A b qaacio que tem gue ser demoastrada 6

Re H(j } = &0

Alén disso £ (2)z30, £,(£)30 e Ty(s)=30

Pelo cue de acordo coml o Lema 2:

j}l(t)?m(ﬂdt <

onde T hir e ;
e e =g E' .(3@')?&«.0

4 Caondiczao TFepcew nholc altercda se € escrlita com
e{(l*mjw)&(}(jw)# -:} >§>0 nara un 70



A.5

Lk e o . 5
A fungao F2(Juﬂ assin como fz(t) denende lincar
mente das condicOes iniciais e q

nao da cuvantidade h. Pelo

= ol - - G . oo : “a =
aue a constante nositiva, ¢ depende quadraticamente daos con

dicoes iniciais e tende g zero se as condicoes iniciais ten

dem a ze

ro. A constante e &0 Cenende de h
Sustituindo a exnressso vara fj(t), obtem—ge :

FZ’ E-t)[W (+) v O (8) ~ 2] oy =j'h<5>[o-(t)][0"(t)+°@(t)

el 4 4} : hz o

(;'1.16)

Pode-se reescrever a eq. (A.16) senarando om duss
integrais o membro ezquerdo, adicionando a queutidade nao
negacsiva

g (o

D(Sgg(o‘)do*

a ambos os membxos e sendo wna nova consitante
o)

Ql = F,;.O(LQ(U_)CLO“

chega—se a inequagao:
5 (h) ;
J,h?(f)[()’ - _3;_@;1_] d-b-hqu)(o- Yag £ P
(i ) 0

B claro que ambas as integrais s2o nao negatives
relo que: :
— — s L) =1 (4.17)
6‘-‘— d-t —' -k o
Js@[ K, Jei =

h)
jgl(f)dd< ;l.z P’ (A.18)

1



A.6

Da ineq. (4.18), junto com a suposicio que ¢ (o)
e contida no setor [0, K'] 2inda nao

1
a funcao @) e 1 1nite 1,_3& que em tal setor nodem-se es

; ; 0
colher caracteristicas @ (o) pars as quais _f@(ﬁ)dﬁ‘ e fini

ta. Suponhenos que @(Wﬁ satisfaz a condicao ma, IS esteite

se pode afirmar que

s e | (a.19)

en vez da condigao original

0 & @(0) < X, (A 20)

ou seja gque esta contida no setor [é, LQ) e n20 no setor

[0, KQ]

Se'uo—ce da ineq. (4.18) que 2 funcao g (t) & 1i

mjitada vara t 20, e

o ()l € ¥  varat 20 (4,21)
onde ﬁ tende a2 infinito Junto com as condic 8 eSt indlciaiiss,
De fato, mudencéo Q(¢) vor¢¢ na ineq. (A.18),

obtem-se:

/

&
%eo‘z(h) S

Sustituindo n por t obtem-se (A.21) na qual

A i



AT

X ’
Devido as provriedades das equagocs difercaciais

lineares, a 2
.res soluca r 3 cil ~ 5 0 :
. ’ S 2.0 Yl(t) do sistema (A.7) sao limitadas,

ou seja:

. Z : :
1z, (%) Spf ¥ R =0 R R

onde Xz tende a zero junto com as condicoes inicieais,

Segue-se que a solugao trivial X, = O »nara

7’

L4
tema 2.1 e estavel no sentido Lyaounov,

4 _ d - ~
Alen disso na ineqg. (4.17) a fungso ‘da interral

1(0) =g(0) [o- L8]
2

o)
L(0) = 0. C linite ‘das

derivadas ki(t) e Dor lo tamto de 0 (%) e (t). Assin

Do Lema 1 conclue-se que para condicoes inic

arbitrérias
Iim d(t) = O

-t —>00

envao .

lim gfo(t)] =0
+ —>o=

pelo que devido as propriedades das cquagoes lincares:

1lim xi(‘c) =0

e

aL

(o]
b}

a

1

o]

S

e



A.8

setor [O,KQ]

No procedimento anterior mudo-gse do
= L4
pelo que devers mudar—se a caracteristi
(4.23)

velo setor[b,mé] ,

ca pvara:
"‘91(_0“) =@(c)+eq

bara £ >0 nequeno.
O modelo de estado e
. £
s =A(>x+bQ(r)
T (A.24)
O = In 5%
onde ; o ,
e; = 8 —gbi%,(%jzjq.“n) 2 eA,bieb,Lﬁeh
setoxr [O, ZNSenteaora 9, (o)
A <
nova funcao de trensferéncia

Se (P(G‘) e contida no

e contida no setor[ﬁ,?z*aj 5 el

pode-se exdressar:
SR G W)

% (Jw) = T 5

Para € > 0 peoueno, a5 funcoes G (Jw) e G(jw) nao

>0>0

s20 rmuito differentes, velo gue da ineguagso
2

Re{(l+mjw)0(jw}+%

segue-se a incquacio
: e S
Re{(l"r % jw) GC(Jw)+I-{' =00

2



na qual e possivel mudar K2 por K2+ 2€ (€>0 e pnequeno) de

Pois de diminuir a constante &

- . o s, - ~ .
Assim, se a Condicao Popov e satisfeita nara o sSe
tor [O, K2] para o sistema 2.1, entao é sati

[Hop 1:23 onde K, =K+ 2¢

3 rd ’ d o3 ¥
(A.24) € estavel para,t%(GJ = 0 e £20 suficientemente ve

.I 9 ’ L 5
queno ja gue 9(c) e a caracterist

. Quer dizer gue o sisteoma

ca de intercsse contida

il
no setor [0, Ké] » @ covresnondente caract

crigtica Q,(0) e
contida no sevoxr E‘, Ké+€] . Assim ambes as caracteristices
estao contidas no seior EE, sz o diE que o teorema foi mro
vado pars tal sctor, conscquentemente ¢ valido para o siste

ma, 2.1 cujo elemento nao-linear e contido no setor [C, Vé].

Asgim o Teorema 1 de Popov tem sido nrovado.
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