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"A mente que se abre a uma nova ideia jamais voltará ao seu tamanho original"

Albert Einstein.



Resumo

O principal objetivo desta dissertação é estudar as bifurcações de Hopf de codimensões

1 e 2 em sistemas de equações diferenciais ordinárias. Para sistemas de dimensão n, com

n > 2, utilizaremos dois métodos: o Metódo da Projeção e a Redução de Lyapunov-

Schmidt. Faremos uma comparação destes, no sentido de enfatizar suas semelhanças e

diferenças.

Palavras�chave: Bifurcação de Hopf, Método da Projeção, Redução de Lyapunov-

Schmidt, Bifurcação de Bautin.
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Abstract

The main goal of this dissertation is to study the Hopf bifurcation of codimension 1 and

2 in systems of ordinary di�erential equations. For systems of dimension n, with n > 2,

we will use two methods: the Projection Method and the Lyapunov-Schmidt Reduction.

We will compare them in order to emphasize their similarities and di�erences.

Key words: Hopf Bifurcation, Projection Method, Lyapunov-Schmidt Reduction, Bautin

Bifurcation.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Motivação

Considere o sistema de equações diferenciais dependendo do parâmetro α

x′ = f(x, α), x ∈ Rn, α ∈ Rm. (1.1)

Dizemos que o sistema (1.1) apresenta uma bifurcação se existe uma valor do parâmetro,

α0, tal que para toda vizinhança U de α0 existem α1 e α2, tais que x′ = f(x, α1) e

x′ = f(x, α2) não são topologicamente equivalentes.

As bifurcações podem ser locais ou globais. As bifurcações locais são aquelas que

podem ser detectadas observando-se o comportamento dos autovalores da parte linear do

campo de vetores e analisadas por meio da expansão em série de Taylor do campo de

vetores.

Neste trabalho estudaremos as bifurcações de Hopf locais de codimensões 1 e 2 em

sistemas do tipo (1.1), com n ≥ 2. Entenderemos por codimensão o número de parâmetros

que devem ser variados para que a bifurcação ocorra.

A bifurcação de Hopf é caracterizada pelo surgimento de uma órbita periódica simul-

taneamente à troca de estabilidade do ponto de equilíbrio. Sua análise e descoberta é

atribuída a E. Hopf que em 1942 estabeleceu condições para a ocorrência de tal bifurcação

num sistema n-dimensional. Entretanto, esse tipo de bifurcação já havia sido sugerida por

Poincaré, em 1892, e estudada por Andronov, em 1929.
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Para a bifurcação de Hopf planar de codimensão 1, utilizaremos a mesma abordagem

utilizada em [8]. Estudaremos analiticamente a forma normal da bifurcação no plano, em

seguida encontraremos condições para que um sistema planar que apresente a bifurcação

seja topologicamente equivalente à forma normal, feito isso utilizaremos o Teorema da

Forma Normal de Hopf para estudarmos a bifurcação. Este teorema apresenta condições

sobre a equação diferencial para que a bifurcação ocorra.

A partir deste estudo obteremos uma fómula explícita para o cálculo do primeiro coe-

�ciente de Lyapunov do sistema, cujo sinal nos dará informações sobre a estabilidade da

órbita periódica.

Para a bifurcação de Hopf planar de codimensão 2 faremos o mesmo processo feito

para a de codimensão 1, porém nesse caso utilizaremos o Teorema da Forma Normal de

Bautin e obteremos uma fórmula para o cálculo do segundo coe�ciente de Lyapunov do

sistema.

Na literatura sobre bifurcação de Hopf, podemos identi�car seis métodos distintos para

o estudo das bifurcações em sistemas de dimensão maior que 2. Aqui abordaremos dois

métodos para a bifurcação de codimensão 1: o Método da Projeção e o Método da Redução

de Lyapunov-Schmidt. Para bifurcação de codimensão 2 aplicaremos somente o primeiro.

Para maiores informações sobre os outros métodos veja [5].

Nosso objetivo é apresentar uma análise comparativa dos dois métodos, a partir da

qual o leitor poderá identi�car qual deles deverá utilizar para obter as informações que

deseja sobre a bifurcação.

Todas as �guras presentes no trabalho, exceto a 5.1, foram retiradas de [8].

1.2 Estrutura da Dissertação

A dissertação está estruturada como segue:

• Capítulo 2) Estudaremos a bifurcação de Hopf planar de codimensão 1. O estudo

realizado foi baseado em [8]. Primeiramente, falaremos sobre a de�nição da bifur-

cação e exempli�caremos apresentando suas formas normais. Em seguida, enuncia-

remos e demonstraremos teoremas que nos forneçam condições para a existência da
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bifurcação em sistemas planares, em seguida, aplicaremos esse teorema na equação

que modela o fenômeno biológico predador-presa.

• Capítulo 3) Estudada a bifurcação em sistemas planares, posteriormente estuda-

remos em sistema n-dimensionais, com n > 2. Inicialmente utilizaremos o Método

da Projeção, que nos permite diminuir a dimensão do sistema para 2, e a partir daí

podemos utilizar os resultados do Capítulo 2 para o estudo da bifurcação.

Obteremos também uma fórmula para calcular o primeiro coe�ciente de Lyapunov do

sistema. Para �nalizar, mostraremos através da aplicação do método, que o sistema

que modela o fenômeno físico feedback control apresenta uma bifurcação de Hopf. O

estudo realizado neste capítulo foi baseado nas referências [7] e [8].

• Capítulo 4)Apresentaremos outro método para sistemas n- dimensionais: o Método

da Redução de Lyapunov-Schmidt. Inicialmente apresentaremos o algoritmo do mé-

todo, que é divido em 5 passos, enunciaremos e justi�caremos matematicamente cada

passo envolvido. Em seguida, aplicaremos o algoritmo em sistemas n-dimensionais

que apresentam uma bifurcação de Hopf de codimensão 1. Feito isso, utilizaremos a

Redução feita anteriormente para demonstrar o Teorema de Hopf, a partir do qual

obteremos informações sobre a bifurcação. A principal referência utilizada foi [2].

• Capítulo 5) Neste capítulo aplicaremos os resultados obtidos a partir do Método

da Projeção e da Redução de Lyapunov-Schmidt para estudar a bifurcação de Hopf

na equação que modela o sistema biológico conhecido como Repressilator. Busca-

mos com isso fazer uma comparação destes métodos, no sentido de enfatizar suas

semelhanças e diferenças. Em seguida, faremos uma extensão do modelo e, para essa

extensão, apresentaremos o diagrama de bifurcação. Este capítulo foi baseado no

artigo [3].

• Capítulo 6) Este capítulo será dedicado à bifurcação de Hopf de codimensão 2 ou

bifurcação de Bautin. Primeiramente, estudaremos a bifurcação em sistema plana-

res, apresentamos o conceito da bifurcação e exempli�caremos apresentando suas

formas normais. Em seguida, enunciaremos e demonstraremos teoremas que nos for-

neçam condições para a existência da bifurcação em sistemas planares. Estudaremos
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também o diagrama de bifurcação, com o intuito de destacar o caráter geométrico.

Para �nalizar, aplicamos o Método da Projeção para sistemas n-dimensionais, n > 2

que exibem a bifurcação. O estudo feito neste capítulo foi baseado nas referências

[5], [7] e [8].



Capítulo 2

Bifurcação de Hopf no plano

Abaixo seguem algumas de�nições que utilizaremos ao longo deste capítulo.

De�nição 2.0.1. Um ponto de equilíbrio x0 do sistema

x′ = f(x)

com f suave e x ∈ Rn, é chamado hiperbólico se todos os autovalores de J(x0) têm

partes reais não nulas, onde J(x0) = Df(x0) representa a matriz Jacobiana de f(x)

no ponto x0.

De�nição 2.0.2. Um ponto de equilíbrio hiperbólico do sistema

x′ = f(x)

com f suave e x ∈ R2, chama-se foco se J(x0) possuir dois autovalores complexos.

Se a parte real desses autovalores for negativa chamaremos x0 de foco atrator. Se a

parte real dos autovalores for positiva de foco repulsor.

A principal referência utilizada para confecção deste capítulo foi [8].

2.1 Formas Normais da bifurcação de Hopf no plano

Considere o sistema de equações diferenciais dependende do parâmetro α

x′ = f(x, α), x = (x1, x2) ∈ R2, α ∈ R. (2.1)

5
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De�nição 2.1.1. O sistema (2.1) apresenta uma Bifurcação de Hopf se a partir

de uma pequena perturbação no parâmetro α, ocorre uma mudança de estabilidade

do ponto de equílibrio, de foco atrator para foco repulsor (ou vice versa) com o sur-

gimento de um ciclo limite estável (instável, caso contrário).

Vejamos alguns exemplos. Considere o sistema de equações diferenciaisx
′
1 = αx1 − x2 − x1 (x21 + x22) ,

x′2 = x1 + αx2 − x2 (x21 + x22) .

(2.2)

Note que, para qualquer α ∈ R, a origem é o único ponto de equilíbrio do sistema

(2.2) com matriz Jacobiana dada por

A =

 α −1

1 α


que possui autovalores λ1,2 = α± i.

Fazendo a mudança de variáveisx1 = ρ cos (θ),

x2 = ρsen (θ),

(2.3)

o sistema (2.2) assume a formaρ
′ cos (θ)− ρθ′sen (θ) = αρ cos (θ)− ρsen (θ)− ρ3 cos (θ),

ρ′sen (θ) + ρθ′ cos (θ) = ρ cos (θ) + αρsen (θ)− ρ3sen (θ).

(2.4)

Multiplicando a primeira equação de (2.4) por (cos (θ)), a segunda por (sen (θ)) e

somando-as temos

ρ′ = αρ− ρ3. (2.5)

Multiplicando agora a primeira equação de (2.4) por (−sen (θ)), a segunda por

(cos (θ)) e somando-as obtemos

θ′ = 1. (2.6)
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Temos, portanto, o seguinte sistemaρ
′ = ρ (α− ρ2) ,

θ′ = 1.

(2.7)

Analisaremos o comportamento dos retratos de fase do sistema (2.7) para diferen-

tes valores do parâmetro, considerando ρ ≥ 0. Da primeira equação de (2.7), temos

que ρ = 0 é ponto de equilíbrio para qualquer valor de α, tal que:

1) Para α < 0 este equilíbrio é uma foco atrator, pois os autovalores da matriz

jacobiana são complexos conjugados com partes reais negativas;

2) Para o valor crítico α = 0, da primeira equação do sistema (2.7) temos que

ρ′ < 0, logo a função ρ é estritamente decrescente, donde concluímos que as

órbitas tendem a origem. Neste caso dizemos que o equilíbrio é um foco atrator

fraco (um equilíbrio não linear e topologicamente equivalente ao foco atrator);

3) Para α > 0 o equilíbrio é uma foco repulsor, pois os autovalores são complexos

conjugados com partes reais positivas. Temos um outro ponto de equilíbrio

para ρ =
√
α, neste caso a origem �ca isolada por uma órbita fechada (ciclo

limite) que é única e atratora. Este ciclo é uma circunferência de raio ρ(α) =
√
α. Todas as órbitas internas e externas a este ciclo, com excessão da origem,

tendem a ele quando t→∞. A segunda equação do sistema (2.7) nos garante

que esta órbita é percorrida no sentido anti-horário com velocidade constante.

Assim, o sistema sofre uma bifurcação de Hopf para α = 0. Observe a �gura (2.1).

Um outro exemplo é mesmo sistema de (2.2), porém tendo os termos não lineares

positivos x
′
1 = αx1 − x2 + x1 (x21 + x22) ,

x′2 = x1 + αx2 + x2 (x21 + x22) .

(2.8)

O sistema (2.8) tem fómula polar dada porρ
′ = ρ (α + ρ2) ,

ϕ′ = 1.

(2.9)
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Figura 2.1: Retratos de fase qualitativos do sistema, em coordenadas polares ρ′ = ρ(α −

ρ2), θ′ = 1 com α ∈ R

e pode ser analisado da mesma maneira. Para α = 0 teremos uma bifurcação

de Hopf, mas ao contrário do sistema (2.2) o ciclo limite, que surgirá para α < 0, é

repulsor. Para valores de α > 0 a origem é um foco repulsor, para α = 0 será um foco

repulsor "fraco"e para α < 0 será um foco atrator. Neste último caso teremos então

o ciclo limite repulsor dado por uma órbita fechada de raio ρ(α) =
√
α. Todas as

órbitas externas ou internas ao ciclo, com excessão da origem, tendem a ele quando

t −→ −∞. Observe a �gura (2.2)

Figura 2.2: Retratos de fase qualitativos do sistema, em coordenadas polares ρ′ = ρ(α +

ρ2), θ′ = 1 com α ∈ R

De�nição 2.1.2. O sistemas (2.2) e (2.8) serão denominados Formas normais
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da bifurcação de Hopf.

As formas normais serão de grande importância para nossos estudos, como veremos

mais adiante elas serão utilizadas quando formos estudar o Método da Projeção para

bifurcação de Hopf em sistemas n-dimensionais. Segue abaixo a de�nição de ponto

de Hopf.

De�nição 2.1.3. Um ponto de Hopf é um ponto de equilíbrio (x0, α0) de (2.1) onde

a parte linear do campo de vetores A = Df(x0, α0) possui dois autovalores da forma

λ1,2 = ±iω0, ω0 > 0. Um ponto de Hopf é denominado transversal, se os autova-

lores complexos da forma λ1,2(α) = µ(α) ± iω0 interceptam o eixo imaginário com

µ′(α0) não nula.

Nos sistemas (2.2) e (2.8) o ponto formado pela origem do sistema e o parâmetro

α0 = 0 é o ponto de Hopf dos sistemas.

Veremos na próxima seção que o ponto de Hopf ser transversal é uma condição

necessária para que a bifurcação de Hopf ocorra.

O próximo lema nos dará informações de como os termos de ordem maior do

sistema afetam a bifurcação de Hopf .

Considere o sistema (2.2) na sua forma vetorial e com termos de ordem maior

 x′1

x′2

 =

 α −1

1 α

 x1

x2

− (x21 + x22
) x1

x2

+O
(
‖ x ‖4

)
, (2.10)

onde O (‖ x ‖4) são termos que podem depender eventualmente de α.

Lema 2.1.1. O sistema (2.10) é localmente topologicamente equivalente ao sistema

(2.2) perto da origem.

Para demonstração deste resultado veja [8], Apêndice 1.

Observação 2.1.1. Do Lema 2.1.1, concluimos que os termos de ordem maior não

afetam o comportamento da bifurcação do sistema (2.10) perto da origem, assim

podemos ignorá-los nas nossas considerações.

Observação 2.1.2. Um resultado análogo vale para o sistema (2.8).
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2.2 Bifurcação de Hopf genérica no plano

Como vimos na seção (2.1), os sistemas (2.2) e (2.8) representam as formas normais

da bifurcação de Hopf no plano. Nesta seção, encontraremos condições para que

um sistema planar qualquer seja topologicamente equivalente às formas normais

apresentadas.

Considere o sistema

x′ = f(x, α), x = (x1, x2) ∈ R2, α ∈ R, (2.11)

com f suave, tendo para ((0, 0), 0) autovalores λ1,2 = ±iω0, ω0 > 0. Pelo Teorema

da Função Implícita, quando λ = 0 não é autovalor da matriz Jacobiana, o sistema

(2.11) tem um único ponto de equilíbrio x0(α) em alguma vizinhança da origem para

todo | α | su�cientemente pequeno. Podemos, então, por uma mudança de coorde-

nadas, levar este equílibrio para a origem. Portanto, podemos assumir sem perda de

generalidade que x = 0 é ponto de equilíbrio do sistema para | α | su�cientemente

pequeno. Assim, o sistema (2.11) pode ser escrito na forma

x′ = A(α)x+ F (x, α), (2.12)

onde F é uma função vetorial suave com componentes F1 e F2 tendo expansão de

Taylor em x começando com termos quadráticos (no mínimo). A matriz Jacobiana

A(α) possui dois autovalores que serão denotados por

λ1(α) = λ(α), λ2(α) = λ(α),

onde λ(α) = µ(α) + iω(α),

µ(0) = 0, ω(0) > 0.

(2.13)

A segunda equação do sistema (2.13) denota uma condição necessária para que a

bifurcação de Hopf ocorra.

Lema 2.2.1. Introduzindo uma variável complexa z, o sistema (2.12) para todo | α |

su�cientemente pequeno pode ser escrito como uma equação simples

z′ = λ(α)z + g(z, z, α), (2.14)
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onde g = (‖ z ‖2) é uma função suave de (z, z, α).

Demonstração: Seja q(α) ∈ C2 um o autovalor complexo correspondente ao au-

tovalor λ(α),

A(α)q(α) = λ(α)q(α),

e seja p(α) ∈ C2 um autovetor da matriz transposta correspondendo ao autovalor

λ(α),

At(α)p(α) = λ(α)p(α). (2.15)

É sempre possível normalizar p(α) com respeito a q(α)

〈p(α), q(α)〉 = 1,

onde 〈p, q〉 = p1q1 + p2q2 é o produto escalar em C2.

Como q e q formam uma base de autovetores, qualquer vetor x ∈ R2 pode ser

representado unicamente, para todo α pequeno, como

x = zq(α) + z q(α), (2.16)

para algum número complexo z. Temos então a seguinte forma explícita para deter-

minar x

z = 〈p(α), x〉 . (2.17)

A�rmação 1: A fórmula (2.17) está bem de�nida.

Com efeito, da equação (2.16) segue que:

〈p(α), x〉 = 〈p(α), zq(α) + z q(α)〉

= 〈p(α), zq(α)〉+ 〈p(α), z q(α)〉

= z 〈p(α), q(α)〉+ z 〈p(α), q(α)〉 .

Como 〈p(α), q(α)〉 = 1 basta veri�carmos que 〈p(α), q(α)〉 = 0.
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De fato,

〈p(α), q(α)〉 =

〈
p(α),

A(α)q(α)

λ(α)

〉
=

1

λ(α)
〈p(α), A(α)q(α)〉

=
1

λ(α)

〈
At(α)p(α), q(α)

〉
=

λ(α)

λ(α)
〈p(α), q(α)〉

⇒
(

1− λ(α)

λ(α)

)
〈p(α), q(α)〉 = 0.

Como (
1− λ(α)

λ(α)

)
6= 0,

pois numa vizinhança su�cientemente pequena de | α | temos ω(α) > 0, concluímos

que

〈p(α), q(α)〉 = 0.

e a prova da a�rmação está feita.

A�rmação 2: z satisfaz a equação

z′ = λ(α)z + 〈p(α), F (zq(α) + zq(α), α)〉 .

Com efeito, de (2.17) temos que z satisfaz a equação

z′ = 〈p(α), x′〉

= 〈p,Ax+ F (x)〉

= 〈p,Ax〉+ 〈p, F (x)〉

= 〈p,A(zq + z q)〉+ 〈p, F (zq + z q)〉

= 〈p,A(zq)〉+ 〈p,A(z q)〉+ 〈p, F (zq + z q)〉

= λz 〈p, q〉+ λ z 〈p, q〉+ 〈p, F (zq + z q)〉

= λ(α)z + 〈p(α), F (zq(α) + z q(α), α)〉 .

Donde obtemos a fórmula requerida com

g(z, z, α) = 〈p(α), F (zq(α) + z q(α)), α〉 .
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�

Escrevendo g em série de Taylor nas variáveis complexas z e z temos

g(z, z, α) =
∑
k+l≥2

1

k!l!
gkl(α)zkzl,

onde

gkl =
∂k+l

∂zk∂zl
〈p(α), F (zq(α) + z q(α), α)〉

∣∣∣∣∣
z=0

para k + l ≥ 2, k, l = 0, 1, . . . .

Supondo que, para α = 0, a função F (x, α) de (2.12) seja representada na forma

F (x, 0) =
1

2
B(x, x) +

1

6
C(x, x, x) +O(‖ x ‖4),

onde B(x, y) e C(x, y, 8) são funções multilineares simétricas de x, y, z ∈ R2. Em

coordenadas temos

Bi(x, y) =
2∑

j,k=1

∂2

∂εj∂εk
Fi(ε, 0)

∣∣∣∣∣
ε=0

xjyk, i = 1, 2;

Ci(x, y, u) =
2∑

j,k,l=1

∂3

∂εj∂εk∂εl
Fi(ε, 0)

∣∣∣∣∣
ε=0

xjykul, i = 1, 2.

Então,

B(zq + z q, zq + z q) = z2B(q, q) + 2zzB(q, q) + z2B(q, q),

onde q = q(0) e p = p(0), e os coe�cientes de Taylor gkl, k + l = 2, dos termos

quadráticos em g(z, z, 0) podem ser expressos pelas fórmulas:

g20 = 〈p,B(q, q)〉 ,

g11 = 〈p,B(q, q)〉 ,

g02 = 〈p,B(q, q)〉 .

Fazendo cálculos similares com C temos

g21 = 〈p, C(q, q, q)〉 .

A seguir faremos mudanças de coordenadas (complexas) não lineares a �m de

simpli�car a equação (2.14). Primeiramente, iremos remover todos os termos qua-

dráticos, utilizando o seguinte lema.
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Lema 2.2.2. A equação

z′ = λz +
g20
2
z2 + g11zz +

g20
2
z2 +O(| z |3), (2.18)

onde λ = λ(α) = µ(α) + iω(α), µ(0) = 0, ω(0) = ω0 > 0, e gij = gij(α), pode ser

transformada, pela mudança de coordenada complexa

z = r +
h20
2
r2 + h11rr +

h20
2
r2, (2.19)

para | α | su�cientemente pequeno, na equação sem termos quadráticos

r′ = λr +O(| r |3). (2.20)

Demonstração: A mudança de variável inversa é dada pela expressão

r = z − h20
2
z2 − h11zz −

h20
2
z2 +O(| z |3).

Assim,

r′ = z′ − h20zz′ − h11(z′z + zz′)− h20z z′ · · ·

Substituindo z′ dado por (2.18) na expressão acima, obtemos

r′ = λz +
(g20

2
− λh02

)
z2 +

(
g11 − λh11 − λh11

)
zz +

(g02
2
− λh02

)
z2 + · · · .

Substituindo z e z dado por (2.19) temos

r′ = λr +
1

2
(g20 − λh20) r2 +

(
g11 − λh11

)
rr +

1

2

(
g02 − (2λ− λ)h02

)
r2 +O(| r |3).

Escolhendo

h20 =
g20
λ
, h11 =

g11

λ
, h02 =

g02

2λ− λ
.

eliminamos os termos quadráticos da expressão anterior e obtemos (2.20).

Essas substituições são sempre possíveis pois, para | α | su�cientemente pequeno, os

denominadores nunca se anulam, uma vez que λ(0) = iω0, com ω0 > 0.

�
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No que segue, assumindo que todos os termos quadráticos já foram removidos,

também tentaremos eliminar todos os termos cúbicos via mudança de variáveis.

Veremos que isso não é possível devido a um termo resistente.

Lema 2.2.3. A equação

z′ = λz +
g30
6
z3 +

g21
2
z2z +

g12
2
zz2 +

g03
6
z3 +O(| z |4), (2.21)

onde λ = λ(α) = µ(α) + iω(α), µ(0) = 0, ω(0) = ω0 > 0 e gij = gij(ε), pode ser

transformada, pela mudança de coordenada complexa

z = r +
h30
6
r3 +

h21
2
r2r +

h12
2
rr2 +

h03
6
r3, (2.22)

para | α | su�cientemente pequeno, na equação com um único termo cúbico

r′ = λ+ c1r
2r +O(| r |4). (2.23)

Demonstração: A mudança de variável inversa é dada por

r = z − h30
6
z3 − h21

2
z2z − h12

2
zz2 − h03

6
z3 +O(| z |4). (2.24)

Assim,

r′ = z′ − h30
2
z2z′ − h21

2

(
2zzz′ + z2z

)
− h12

2

(
z′z2 + 2zz z′

)
− h03

2
z2z + . . . .

Substituindo (2.21) na expressão acima obtemos

r′ = λz +

(
g30
6
− λh30

2

)
z3 +

(
g21
2
− λh21 −

λh21
2

)
z2z +

(
g12
2
− λh12

2
− λh12

)
zz2

+

(
g03
6
− λh03

2

)
z3 + · · · .

Substituindo agora z e z dados em (2.22) na expressão acima temos

r′ = λr +
1

6
(g30 + 2λh30) r

3 +
1

2

(
g21 −

(
λ+ λ

)
h21
)
r2r +

1

2

(
g12 − 2λh12

)
rr2+

+
1

6

(
g03 +

(
λ− 3λ

)
h03
)
r3 +O(| r |4).

Tomando, portanto,

h30 =
g30
2λ
, h12 =

g12

2λ
, h03 =

g03

3λ− λ
,
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eliminamos os termos cúbicos com excessão do termo r2r, o qual trataremos separa-

damente.

As substituições são válidas, pois os denominadores envolvidos são diferentes de zero

para todo | α | su�cientemente pequeno.

Podemos tentar eliminar o termo r2r escrevendo seu coe�ciente da seguinte maneira

h21 =
g21

λ+ λ
.

Isto é possível para α 6= 0 pequeno, mas quando α = 0 o denominador se anula, pois

λ(0) + λ(0) = iω0 − iω0 = 0. Para obtermos então uma transformação que dependa

suavemente de α, escolhemos h21 = 0, o que implica

c1 =
g21
2
.

�

O termo r2r é chamado de termo ressonante. Note que o seu coe�ciente é o mesmo

coe�ciente do termo cúbico z2z na equação (2.21). Combinando os Lemas 2.2.2 e

2.2.3 segue o resultado.

Lema 2.2.4. (Forma Normal de Poincaré para a Bifurcação de Hopf.) A

equação

z′ = λz +
∑

2≤k+l≤3

1

k!l!
gklz

kzl +O(| z |4), (2.25)

onde λ = λ(α) = µ(α) + iω(α), µ(0) = 0, ω(0) = ω0 > 0, e gij = gij(α), pode ser

transformada, pela mudança de coordenada complexa

z = r +
h20
2
r2 + h11rr +

h02
2
r2 +

h30
6
r3 +

h12
2
rr2 +

h03
6
z3,

para | α | su�cientemente pequeno, na equação com apenas um termo cúbico

r′ = λr + c1r
2r +O(| r |4), (2.26)

com c1 = c1(α).
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Demonstração: Iremos aplicar os Lemas 2.2.2 e 2.2.3. Primeiramente, a trans-

formação

z = r +
h20
2
r2 + h11rr +

h02
2
r2. (2.27)

com

h20 =
g20
λ
, h11 =

g11

λ
, h02 =

g02

2λ− λ
,

elimina os termos quadráticos como vimos no Lema 2.2.2, mas ela também altera os

coe�cientes dos termos cúbicos. O coe�ciente g21/2 do termo z2z na equação (2.25)

foi modi�cado pela transformação. Representemos, então, o coe�ciente de r2r por

g∗21/2. Aplicando a transformação do Lema 2.2.3 eliminamos os termos cúbicos com

excessão do termo ressonante. O coe�ciente deste termo continuará sendo g∗21/2.

�

Precisamos, agora, calcular o coe�ciente c1 em termos da equação (2.25). O va-

lor deste será dado pelo novo coe�ciente g∗21/2 do termo r2r após a transformação

quadrática. Segue então o lema.

Lema 2.2.5. O coe�ciente c1(α), da equação (2.26), para α = 0, é dado por

c1(0) =
i

2ω0

(
g20g11 − 2 | g11 |2 −

1

3
| g02 |

)
+
g21
2
. (2.28)

Demonstração: Diferenciando a equação (2.27), obtemos

z′ = r′ + h20rr
′ + h11(rr

′ + rr′) + h02rr
′. (2.29)

Substituindo na equação acima os valores de r′ e r′, provenientes da equação (2.26),

temos

z′ = λr + λh20r
2 + (λ+ λ)h11rr + λh20r

2 + c1r
2r + · · · .

Consideremos agora a equação (2.25), substituindo z e z, dados por (2.27) e escre-

vendo apenas os termos que nos interessam, temos:

z′ = λr +
1

2
(λh20 + g20) r

2 + (λh11 + g11) +
1

2
(λh02 + g02) r

2 +

+

(
g20h11 + g11

(
h20
2

+ h11

)
+
g02h02

2
+
g21
2

)
r2r + · · · .
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Comparando, então, os coe�cientes do termo r2r nas duas equações obtidas e utili-

zando os valores encontrados para h20, h11 e h20,

h20 =
g20
λ
, h11 =

g11

λ
, h02 =

g02

2λ− λ
,

temos

c1 = g20
g11

λ
+ g11

(
g20
2λ

+
g11
λ

)
+

g02g02
2(2λ− λ)

+
g21
2
.

⇒ c1 =
g20g11(2λ+ λ)

2 | λ |2
+
| g11 |2

λ
+
| g02 |2

2(2λ− λ)
+
g21
2
.

Essa fórmula nos dá a dependência de c1 em relação a α, uma vez que λ e gij são

funções suaves do parâmetro. No valor de bifurcação α = 0, a última equação se

reduz a

c1(0) =
g20g11(2iω0 − iω0)

2ω2
0

+
| g11 |2

iω0

+
| g02 |2

2(2iω0 + iω0)
+
g21
2
.

concluindo, �nalmente, o resultado

c1(0) =
i

2ω0

(
g20g11 − 2 | g11 |2 −

1

3
| g02 |

)
+
g21
2
.

�

O próximo lema nos permite transformar a forma normal de Poincaré na forma

normal da de�nição (2.1.2).

Lema 2.2.6. Considere a equação

dr

dt
= (µ(α) + iω(α)) r + c1(α)r | r |2 +O(| r |4), (2.30)

onde µ(0) = 0 e ω(0) = ω0 > 0. Suponha µ′(0) 6= 0 e Re (c1(0)) 6= 0. Então a

equação (2.30) pode ser transformada, por mudanças de coordenadas, na equação

du

dθ
= (β + i)u+ su | u |2 +O(| u |4), (2.31)

onde u é a nova coordenada complexa, θ é o novo tempo, β é o novo parâmetro e

s = sinal Re(c1(0)) = ±1.
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Demonstração: Introduzindo o novo tempo τ = ω(α)t, obtemos

dr

dτ
=

dr

dt

dt

dτ

=
[
(µ(α) + iω(α))r + c1(α)r | r |2 + · · ·

] 1

ω(α)

= (β + i)r + d1(β)r | r |2 + · · · ,

onde,

β = β(α) =
µ(α)

ω(α)
, d1(β) =

c1(α(β))

ω(α(β))
.

Note que, a direção do tempo é preservada, pois para | α | su�cientemente pequeno

próximo da origem, temos que ω(α) > 0. Podemos considerar β como um novo

parâmetro pois

β(0) = 0, β′(0) =
µ′(0)

ω(0)
6= 0,

e, portanto, o Teorema da Função Inversa nos garante a existência local e suave de

α como função de β.

Vamos agora reparametrizar o tempo ao longo das órbitas com a nova mudança de

tempo θ = θ(τ, β), onde

dθ = (1 + e1(β) | r |2)dτ

com e1(α) =Im (d1(α)). Usando esse novo valor do tempo, obtemos:

dr

dθ
= (β + i)r + l1(β)r | r |2 +O(| r |4),

onde

l1(β) = Re d1(β)− βe1(β), l1(0) =
Re c1(0)

ω(0)
.

Com efeito,

dr

dθ
=

dr

dτ

dτ

dθ

=
[
(β + i)r + d1(β)r | r |2 + · · ·

] 1

1 + e1(β) | r |2
.

Seja

f(x) =
1

1 + e1(β)x2
com x =| r | .
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Tomemos a expansão de Taylor de f em torno da origem para | x | pequeno

f(x) = 1 +
d

dx

[
1

1 + e1(β)x2

]
x=0

x+
1

2

d

dx2

[
1

1 + e1(β)x2

]
x=0

x2 + · · ·

= 1 + (−2e1(β)x)x=0 x+
1

2

(
−2e1(β)

1 + e1(β)x2

)
x=0

x2 + · · ·

= 1− e1(β)x2 + · · · .

Assim,

dr

dθ
=

[
(β + i)r + d1(β)r | r |2 + · · ·

]
(1− e1(β) | r |2)

= (β + i)r + d1(β)r | r |2 −(β + i)e1(β)r | r |2 + · · ·

= (β + i)r + [d1(β)− (β + i)e1(β)] r | r |2 + · · ·

= (β + i)r + l1(β)r | r |2 + · · · ,

temos

l1(β) = d1(β)− (β + i)e1(β)

= Re d1(β) + iIm d1(β)− βe1(β)− ie1(β)

= Re d1(β) + iIm d1(β)− βe1(β)− iIm d1(β)

= Re d1(β)− βe1(β).

Em particular,

l1(0) = Re d1(0)− 0e1(0) = Re d1(0) = Re
c1(0)

ω0

.

Finalmente, introduzindo a nova variável complexa u,

r =
u√
| l1(β) |

,

que está bem de�nida pois Re c1(0) 6= 0 e, portanto, l1(0) 6= 0,

temos

du

dθ
=

du

dr

dr

dθ

=
√
| l1(β) |

[
(β + i)r + l1(β)r | r |2 +O(| r |4)

]
=

√
| l1(β) |

[
(β + i)

u√
| l1(β) |

+ l1(β)
u√
| l1(β) |

| u |2

| l1(β) |
+O(| r |4)

]

= (β + i)u+
l1(β)

| l1(β) |
u | u |2 +O(| r |4)

= (β + i)u+ su | u |2 +O(| r |4)
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com s =sinal l1(0) =sinal Re c1(0).

�

De�nição 2.2.1. A função l1(β) é chamada de Primeiro coe�ciente de Liapu-

nov, para β = 0 pode ser calculado pela fórmula

l1(0) =
1

2ω2
0

Re (ig20g11 + ω0g21).

Observação 2.2.1. 1) Necessitamos somente da segunda e terceira derivadas do

campo de vetores no ponto de bifurcação para calcularmos l1(0);

2) O valor de l1(0) dependerá da normalização dos autovetores q e p, enquanto

que seu sinal é invariante pela escolha de p e q obviamente considerando a

normalização 〈p, q〉 = 1;

3) Note que se (2.31) com o sinal s = −1 for escrita na sua forma real ela coinci-

dirá com o sistema (2.2).

O teorema seguinte resume todos os resultados obtidos até agora.

Teorema 2.2.1. Qualquer sistema em duas dimensões

dx

dt
= f(x, α), x ∈ R2, α ∈ R (2.32)

com f suave, tendo para todo | α | su�cientemente pequeno o equilíbrio em x = 0

com autovalores

λ1,2 = µ(α)± iω(α),

onde µ(0) = 0 e ω(0) = ω0 > 0, satisfazendo as seguintes condições:

1) l1(0) 6= 0 (não degenerescência);

2) µ′(0) 6= 0 (transversalidade);

é localmente topologicamente equivalente em torno da origem a uma das seguintes

formas normais: y′1

y′2

 =

 β −1

1 β

 y1

y2

± (y21 + y22)

 y1

y2

+O(‖ y ‖4)
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Demonstração: Basta utilizarmos os Lemas 2.2.2 a 2.2.5, para trasformar o sis-

tema (2.32) na equação (2.30) e então usando o Lema 2.2.6 concluímos o resultado.

�

Usando o Lema 2.1.1 podemos eliminar os termos O(‖ y ‖4) e �nalmente chegar

no resultado geral.

Teorema 2.2.2. (Teorema da Forma Normal de Hopf) Qualquer sistema planar a

um parâmetro

x′ = f(x, α), x ∈ R2, α ∈ R

tendo para ((0, 0), 0) autovalores

λ1,2 = ±iω0, ω0 > 0

e satisfazendo as condições (1) e (2) do Teorema 2.2.1 é topologicamente equivalente

perto da origem a uma das formas normais: y′1

y′2

 =

 β −1

1 β

 y1

y2

± (y21 + y22)

 y1

y2

 .

O Teorema 2.2.2 nos garante que um sistema em duas dimensões que possui au-

tovalores imaginários puros e satisfaz as condições (1) e (2) do Teorema 2.2.1 possui

uma bifurcação de Hopf. Como consequência do Teorema 2.2.2 segue o corolário.

Corolário 2.2.1. Considere o sistema

x′ = f(x, α), x ∈ R2, α ∈ R. (2.33)

Suponha x0 ∈ R2 um ponto de equilíbrio do sistema tal que para α = α0 há uma

bifurcação de Hopf em (2.33). Suponha ainda que para α < α0 (α > α0), a parte

linear do campo de vetores, calculada no ponto de equilíbrio, possua um par complexo

conjugado, com parte real negativa, como autovalores e que para α > α0 (α < α0)

estes autovalores passem a ter parte real positiva. Então,
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a) Se l1 < 0, o ponto de equilíbrio (x0) quando α = α0 é assintoticamente estável e

para cada α > α0 (α < α0) , porém su�cientemente próximo deste, existe uma

única órbita periódica estável perto do ponto de equilíbrio instável (x, α).

b) Se l1 > 0, o ponto de equilíbrio (x0) é instável quando α = α0 e para cada

α < α0 (α > α0), porém su�cientemente próximo deste, existe uma única

órbita periódica instável perto do ponto de equilíbrio estável (x, α).

c) Se l1 = 0, nada se pode concluir.

Os Teoremas 2.2.1 e 2.2.2, junto com a análise da forma normal da seção anterior, o

Corolário 2.2.1 e a fórmula dada para l1(α) fornecem todas as ferramentas necessárias

para análise da bifurcação de Hopf em sistemas genéricos bidimensionais.

2.3 Bifurcação de Hopf no sistema predador-presa

Utilizaremos agora as ferramentas desenvolvidas na seção (2.2) para estudar a

bifurcação de Hopf em um sistema que modela o fenômeno biológico predador-presa.

A aplicação a seguir retirada de [8].

O primeiro modelo matemático elaborado para descrever a dinâmica de duas popu-

lações interagindo como um sistema predador-presa foi sugerido independentemente

por Lotka (1925) e V. Volterra (1931), e é dador porx
′
1 = rx1(α + x1)(1− x1)− cx1x2,

x′2 = −αdx2 + (c− d)x1x2.

(2.34)

Neste sistema x1 > 0 e x2 > 0 denotam os tamanhos das populações da presa e

do predador, respectivamente, onde a, b, c, d, r > 0 e α > 0 caracterizam o compor-

tamento isolado das populações e suas interações.

O modelo (2.34) tem como base as seguintes idealizações:

1. na ausência de predadores, a população de presas cresce exponencialmente de

acordo com a lei de Malthus;
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2. se não houver presas, a população de predadores decai exponencialmente;

3. a quantidade total de presas consumidas pelos predadores por unidade de tempo

depende linearmente da densidade populacional de ambos, predadores e presas;

4. a porção de biomassa de presas que é convertida em biomassa de predadores é

constante;

5. nenhum outro fator afeta a dinâmica do sistema.

Aqui iremos considerar α como parâmetro de controle e c > d.

O sistema (2.34) tem um equilíbrio não trivial

E0 =

(
αd

c− d
,
rα

c− d

[
1− αd

c− d

])
.

A matriz Jacobiana avaliada neste ponto é

A(α) =


αrd(c+ d)

(c− d)2

[
c− d
c+ d

− α
]
−αcd
c− d

αr[c− d(1 + α)]

c− d
0

 .

Vamos avaliar para quais valores do parâmetro α a matriz A(α) possui autovalores

imaginários puros.

A parte real dos autovalores pode ser calculada pela fórmula

µ(α) =
σ(α)

2
=
αrd(c+ d)

2(c− d)2

[
c− d
c+ d

− α
]
,

onde σ(α) é o traço da matriz A(α).

Temos que

µ(α) = 0⇒ α0 =
c− d
c+ d

,

e como

ω2(α0) =
rc2d(c− d)

(c+ d)3
> 0,

concluímos que para α = α0 o equilíbrio E0 tem autovalores imaginários puros com

ω0 > 0.
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Note que para α < α0 o equilíbrio é instável (possui autovalores com partes reais

positivas), enquanto que para α > α0 o equilíbrio é estável (possui autovalores com

partes reais negativas).

A tranversalidade é satisfeita, pois

µ′(α0) = −α0rd(c+ d)

2(c− d)2

e como todos os valores envolvidos são positivos, segue que µ′(α0) < 0.

Para estudarmos a estabilidade do ciclo limite calcularemos o primeiro coe�ciente

de Lyapunov, para isso �xaremos o parâmetro no seu valor crítico α0.

Para α = α0 o equilíbrio tem coordenadas

x01 =
d

c+ d
, x02 =

rc

(c+ d)2
.

Considere a mudança de variáveis, através da qual transladamos a origem das coor-

denadas para esse equilíbrio x1 = x01 + ξ1,

x2 = x02 + ξ2.

esta mudança transforma o sistema original no seguinte
ξ′1 = − cd

c+ d
ξ2 −

rd

c+ d
ξ21 − cξ1ξ2 − rξ31 = F1(ξ1, ξ2),

ξ′2 =
cr(c− d)

(c+ d)2
ξ1 + (c− d)ξ1ξ2 = F2(ξ1, ξ2).

(2.35)

O sistema (2.35) pode ser representado por

ξ′ = Aξ +
1

2
B(ξ, ξ) +

1

6
C(ξ, ξ, ξ),

onde A = A(α0) e B, C são funções multilineares simétricas.

Dados os vetores em R2 ξ = (ξ1, ξ2), η = (η1, η2) e ζ = (ζ1, ζ2), calculemos as

funções envolvidas

B1(ξ, η) = − 2rd

c+ d
ξ1η1 − c(ξ1η2 + ξ2η1), B2(ξ, η) = (c− d)(ξ1η2 + ξ2η1).

Assim,

B(ξ, η) =

(
− 2rd

c+ d
ξ1η1 − c(ξ1η2 + ξ2η1), (c− d)(ξ1η2 + ξ2η1)

)
.
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Calculemos agora a função C, é fácil ver que a segunda componente da função C é

nula e

C1(ξ, η, ζ) = −6rξ1η1ζ1.

Logo, C(ξ, η, ζ) = (−6rx1η1ζ1, 0).

A matriz A(α0) é dada por

A(α0) =


0 − cd

c+ d

ω2(c+ d)

cd
0

 , ω2(α0) =
rc2d(c− d)

(c+ d)3
.

Os autovetores p e q já normalizados são

q =

(
cd

ω(c+ d)

)
, p =

1

2ωcd(c+ d)

(
ω(c+ d)

−icd

)
.

Calculando as quantidades g20, g11 e g21, temos

g20 = 〈p,B(q, q)〉 =
cd(c2 − d2 − rd) + iωc(c+ d)2

c+ d
,

g11 = 〈p,B(q, q)〉 = − rcd2

c+ d
, g21 = 〈p, C(q, q, q)〉 = −3rc2d2.

Assim, o primeiro coe�ciente de Lyapunov é dado por:

l1(α0) =
1

2ω2
Re(ig20g11 + ωg21)

=
1

2ω2
Re

[
−i
(
cd(c2 − d2 − rd) + iωc(c+ d)2

c+ d

)(
rcd2

c+ d

)
− 3rωc2d2

]
=
−rc2d2

ω
< 0.

Logo, a condição de não-degenerescência é satisfeita. Podemos então aplicar o Te-

orema 2.2.2, donde concluímos que ocorre uma bifurcação de Hopf para o parâmetro

critíco α0. Do Corolário 2.2.1, segue que um único ciclo limite estável bifurca do

equilíbrio para cada α < α0, porém su�cientemente próximo de α0.

A Figura (2.3) apresenta um esboço dos retratos de fase do sistema para α > α0

e α < α0.
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Figura 2.3: Retratos de fase do modelo predador-presa.



Capítulo 3

Bifurcação de Hopf em sistemas

n-dimensionais I: Método da

Projeção

Neste capítulo apresentamos o Método da Projeção, o qual é utilizado quando

lidamos com bifurcações de Hopf em sistemas n-dimensionais, onde n > 2. Tal

método baseia-se em projetar e reduzir o sistema à sua variedade central. Para isso,

consideramos que a matriz jacobiana do sistema possui apenas um par de autovalores

imaginários puros, escrevemos o sistema na base de autovetores correspondentes a

estes autovalores, e reduzimos pelo método ao caso bidimensional. Assim, para

estudarmos este caso mais geral utilizamos as ferramentas já desenvolvidas para o

estudo da bifurcação de Hopf no plano.

Os teoremas da Variedade Central e da Forma Normal de Hopf (visto no Capítulo

2) desempenham um papel importante para aplicação deste método. Assim, antes

de enunciarmos o Método da Projeção iremos relembrar alguns resultados da Teoria

de Variedade Central.

Considere o sistema

x′ = f(x), x ∈ Rn, (3.1)

onde f é su�cientemente suave com f(0) = 0. Sejam λi, i = 1, . . . , n, os autovalores

28
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da matriz Jacobiana do sistema (3.1) avaliada no ponto de equilíbrio x0 = 0. Vamos

supor que o equilíbrio é não hiperbólico, isto é, existem autovalores com partes reais

nulas. Denotaremos por:

� n+ o número de autovalores com partes reais positivas;

� n− o número de autovalores com partes reais negativas;

� nc o número de autovalores com partes reais nulas (em todos os casos estamos

contando as multiplicidades);

� Ec o autoespaço linear de A gerados pelos autovetores correspondendo a união

de nc autovalores no eixo imaginário;

� ϕt o �uxo associado ao sistema (3.1).

Nas condições acima, segue o seguinte teorema.

Teorema 3.0.1. Teorema da Variedade Central. Localmente, existe um con-

junto invariante W c(0) do sistema que é tangente a Ec em x0 = 0. Tal conjunto

é grá�co de uma aplicação suave, cujas derivadas parciais de todas as ordens são

unicamente determinadas. Além disso, existe uma vizinhaça U de x0, tal que se

ϕt ∈ U para t ≥ 0(t ≤ 0) então ϕt → W c(0) para t→∞(t→ −∞).

De�nição 3.0.1. A variedade W c é chamada de Variedade Central do sistema.

Observação 3.0.1. 1) W c não é única, pode ocorrer de um sistema possuir uma

família de variedades centrais;

2) Uma variedade central tem a mesma suavidade �nita de f , se f ∈ Ck com, k

�nito, W c também é uma Ck variedade em alguma vizinhaça U de x0;

3) Se o sistema admitir mais de uma variedade central, todos os sistemas resul-

tantes serão topologicamente equivalentes;

4) No nosso estudo, os sistemas dependem de um parâmetro α, como estamos

interessados em estudar a estabilidade do equilíbrio para o sistema com α = 0,

calcularemos a restrição à variedade central para esse sistema;
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5) A equação de restrição do sistema à sua variedade central é a forma normal da

bifurcação em coordenadas apropriadas de w ∈ Rnc. Na seção 3.2 mostraremos

esta a�rmação para a bifurcação de Hopf de codimensão 1.

3.1 Algoritmo do Método da Projeção

O algoritmo descrito a seguir foi retirado de [7].

Considere o sistema

x′ = f(x, α), x ∈ Rn, α ∈ Rm. (3.2)

Vamos supor que para α = 0, o sistema (3.2) satisfaça as mesmas hipóteses do

sistema (3.1) e escrever em α = 0 da seguinte maneira

x′ = F (x) = f(x, 0), x ∈ Rn. (3.3)

Seja H sua nc variedade central parametrizada por w ∈ Rnc

x′ = H(w), H : Rnc −→ Rn. (3.4)

A equação restrita pode ser escrita como

w′ = G(w), G : Rnc −→ Rnc . (3.5)

Substituindo (3.4) e (3.5) em (3.3), obtemos a equação diferencial parcial

Hw(w)G(w) = F (H(w)). (3.6)

A equação (3.6) é denominada Equação Homológica e será de grande importância

para nós em calculos futuros.

Considere agora as expansões em série de Taylor de G e H, em torno da origem,

até certa ordem

G(w) =
m∑
|k|≥1

1

k!
gkw

k +O(‖ w ‖m+1), H(w) =
m∑
|k|≥1

1

k!
hkw

k +O(‖ w ‖m+1)
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onde O(‖ w ‖m+1) denota uma função suave com expansão em série de Taylor ini-

ciando nos termos de ordem m + 1 no mínimo. A expansão do campo de vetores é

apresentada na Seção 2.2.

Para obter as condições de não degenerescência para uma dada bifurcação, G

é colocada na forma normal até a ordem m. Note que os coe�cientes gk da forma

normal e os vetores hk da expansão em série de Taylor deH são desconhecidos, porém

podem ser obtidos a partir da equação homológica por meio de um procedimento

recorrente para k = 1, . . . ,m. Agrupando os termos wk, obtém-se um sistema linear

para os vetores hk,

Lhk = Rk, (3.7)

onde L é a matriz formada pela parte linear do campo de vetores e os autovalores

com partes reais nulas e Rk depende dos coe�cientes de G e H de ordem menor ou

igual a | k |, bem como dos termos de ordem menor ou igual | k | da expansão em

série de Taylor do campo de vetores F . Quando Rk envolve somente quantidades

conhecidas, o sistema (3.7) admite solução porque det(L) 6= 0 ou Rk satisfaz a

condição de Fredholm

〈p,Rk〉 = 0, (3.8)

onde p é um autovetor associado ao autovalor nulo de Lt. Se Rk depende dos co-

e�cientes gk ainda não calculados, det(L) = 0 e (3.8) fornece a expressão para gk.

Para todas as bifurcações locais a dois parâmetros, exceto para a bifurcação de

Bogdanov-Takens, o autoespaço invariante de L (ou L
t
) associado com o autovalor

nulo é unidimensional em Cn, ou seja, existem autovetores q e p tais que

L · q = 0,

LT · p = 0,

satisfazendo a condição de normalização

〈p, q〉 = 1

e não há outros autovetores generalizados. Assim, a única solução hk que satisfaz
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(3.7) pode ser obtida resolvendo o sistema não singularL q

pT 0

hk
s

 =

Rk

0

 .

Resumindo, o método apresentado consiste em restringir à variedade central e co-

locar na forma normal, até certa ordem, o sistema dinâmico. Esta técnica é aplicada

na seção (3.2) deste capítulo para sistemas n-dimensionais, n > 2, que apresentam

uma bifurcação de Hopf de codimensão 1.

3.2 Aplicação do Método da Projeção

Antes de aplicarmos o método demonstraremos o item 5 da observação 3.0.1.

Para isso, considere o sistema de equações diferenciais ordinárias dependendo de

uma parâmetro α.

x′ = f(x, α), x ∈ Rn, α ∈ R. (3.9)

Suponha que para α = 0 o sistema pode ser escrito na forma

x′ = Ax+ F (x), x ∈ Rn, (3.10)

onde F (x) = O(‖ x ‖2) é uma função suave e A corresponde à parte linear do

sistema, com x0 = 0 sendo um ponto de equilíbrio não hiperbólico, com uma par de

autovalores puramente imaginários, λeλ, onde λ = iω0, ω0 > 0. Suponha que sejam

os únicos autovetores de A com parte real nula. Seja q ∈ Cn um autovetor de A

correspondendo a λ = iω0. Então,

Aq = iω0q, Aq = −iω0q.

Introduzimos agora o autovetor adjunto p ∈ Cn com a propriedade

Atp = −iω0p, Atp = iω0p,

satisfazendo a normalização

〈p, q〉 = 1,
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onde 〈p, q〉 =
∑n

i=1 piqi é o produto escalar em Cn (linear em relação ao segundo

argumento).

O autoespaço real Ec é agora bidimensional e é gerado por Re q e Im q. O autoes-

paço real generalizado Esu, correspondendo a todos os outros autovalores de A, tem

dimensão (n− 2).

Como Rn = Esu ⊕ Ec podemos decompor x ∈ Rn da seguinte forma

x = zq + z q + ysu,

onde z ∈ C, zq + z q ∈ Ec e ysu ∈ Esu. Nestas condições o seguinte lema é válido.

Lema 3.2.1. Seja y ∈ Rn, y ∈ Esu se, e somente se, 〈p, y〉 = 0.

Demonstração: (⇒) Sejam µi, i = 1, . . . , l os autovalores reais de A e ηj, ηj, j =

1, . . . , k os autovalores complexos de A, diferentes de λ e λ.

Sejam i e j �xados. Denotemos por Eµi o autoespaço generalizado correspondente ao

autovalor µi e Eηj ,ηj o autoespaço generalizado real correspondende aos autovalores

ηj, ηj.

Temos que

Esu = Eµ1 ⊕ Eµ2 ⊕ · · · ⊕ Eµl ⊕ Eη1,η1 ⊕ Eη2,η2 ⊕ Eηk,ηk .

Como os autoespaços Eµi são generalizados, para cada i existe um Nµi ∈ N, tal

que, se y ∈ Eµi , então (A− µiI)Nµiy = 0. Logo, tomando o produto interno com p,

obtemos

0 =
〈
p, (A− µiI)Nµiy

〉
=
〈
(At − µiI)Nµip, y

〉
=
〈
(λ− µi)Nµip, y

〉
= (λ− µi)Nµi 〈p, y〉

e, como λ 6= µi, segue que

〈p, y〉 = 0.

Do mesmo modo, os Eηk,ηk também são espaços generalizados, para cada j existe

um Nηj ∈ N, tal que, se y ∈ Eηk,ηk , então (A− ηj)Nηj (A− ηj)
Nηj y = 0. Portanto,

0 =
〈
p, (A− ηjI)Nηj (A− ηjI)Nηj y

〉
=
〈
(At − ηjI)Nηj p, (A− ηjI)Nηj y

〉
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=
〈
(At − ηjI)Nηj (At − ηjI)Nηj p, y

〉
= (λ− ηj)

Nηj (λ− ηj)Nηj 〈p, y〉

e, como λ 6= ηj e λ 6= ηj, temos que

〈p, y〉 = 0.

Portanto, para qualquer y ∈ Esu, podemos escrever

y =
l∑

i=1

yµi +
k∑
j=i

yηj ,

com yµi ∈ Eµi para i = 1, . . . , l e yηj ∈ Eηj ,ηj , para j = 1, . . . , k, concluímos então

que

〈p, y〉 = 〈p, yµ1 + · · ·+ yµl + yη1 + · · ·+ yηk〉 =

= 〈p, yµ1〉+ · · ·+ 〈p, yµl〉+ 〈p, yη1〉+ · · ·+ 〈p, yηk〉 = 0.

(⇐) Seja y qualquer, tal que y ∈ Esu ⊕ Ec ⊂ Rn e 〈p, y〉 = 0. Podemos escrever

y = ysu + yc,

com ysu ∈ Esu e yc ∈ Ec. Como Ec é gerado por q e q, segue que yc = αq+α q, com

α ∈ C, concluindo que

y = ysu + αq + α q.

Mostremos que α = 0. Da hipótese temos

0 = 〈p, y〉 = 〈p, ysu + yc〉 = 〈p, ysu〉+ 〈p, yc〉 .

Da primeira parte da demonstraçao, temos que 〈p, ysu〉 = 0, logo

0 = 〈p, yc〉 = 〈p, αq + αq〉 = α 〈p, q〉+ α 〈p, q〉 .

Portanto α = 0, pois 〈p, q〉 = 1 e 〈p, q〉 = 0 (demonstrado no Lema 2.2.1).

�

Utilizando o Lema 3.2.1, podemos explicitar z e y em relação a x. De fato, seja

x ∈ Rn, podemos escrever x = zq + z q + y, com zq + z q ∈ Ec e y ∈ Esu. Tomando

o produto interno de x com p, obtemos

〈p, x〉 = 〈p, zq〉+ 〈p, z q〉+ 〈p, y〉 .
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Como 〈p, y〉 = 0, pois y ∈ Esu ( Lema 3.2.1),

〈p, x〉 = 〈p, zq〉+ 〈p, z q〉 = z 〈p, q〉+ z 〈p, q〉 ,

e, lembrando que 〈p, q〉 = 1 e 〈p, q〉 = 0, concluímos quez = 〈p, x〉

y = x− 〈p, x〉 q − 〈p, x〉 q.

Teorema 3.2.1. Nas coordenadas acima, o sistema (3.10) tem a forma:z
′ = iω0z + 〈p, F (zq + z q + y)〉

y′ = Ay + F (zq + z q + y)− 〈p, F (zq + z q + y)〉 q − 〈p, F (zq + z q + y)〉 q.
(3.11)

Demonstração: De fato, considerando a mudança:z = 〈p, x〉

y = x− 〈p, x〉 q − 〈p, x〉 q.

Derivando a primeira equação, temos

z′ = 〈p′, x〉+ 〈p, x′〉

= 〈p, x′〉

= 〈p,A(x) + F (x)〉

= 〈p,A(zq + z q + y) + F (zq + z q + y)〉

= 〈p, zA(q) + zA(q) + A(y) + F (zq + z q + y)〉

= 〈p, zA(q)〉+ 〈p, zA(q)〉+ 〈p,A(y)〉+ 〈p, F (zq + z q + y)〉 .

Note que 〈p,A(y)〉 = 0 pois A(y) ∈ Esu. Assim,

z′ = z 〈p, iω0q〉+ z 〈p,−iω0q〉+ 〈p, F (zq + z q + y)〉

= ziω0 〈p, q〉+ z(−iω0) 〈p, q〉+ 〈p, F (zq + z q + y)〉

= iω0z + 〈p, F (zq + z q + y)〉 .
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Derivando agora a segunda equação:

y′ = x′ − 〈p, x′〉 q − 〈p, x′〉 q

= A(x) + F (x)− 〈p, x′〉 q − 〈p, x′〉 q

= A(zq + z q + y) + F (zq + z q + y)− 〈p,A(zq + z q + y) + F (zq + z q + y)〉 q

− 〈p,A(zq + z q + y) + F (zq + z q + y)〉 q

= zA(q) + zA(q) + A(y) + F (zq + z q + y)− 〈p,A(zq)〉 q − 〈p,A(z q)〉 q

− 〈p,A(y)〉 q − 〈p, F (zq + z q + y)〉 q − 〈p,A(z q)〉 q − 〈p,A(zq)〉 q − 〈p,A(y)〉 q

− 〈p, F (zq + z q + y)〉 q

= ziω0q − ziω0q + ziω0q − ziω0q + A(y) + F (zq + z q + y)

− 〈p, F (zq + zq + y)〉 q + 〈p, F (zq + z q + y)〉 q

= A(y) + F (zq + z q + y)− 〈p, F (zq + z q + y)〉 q − 〈p, F (zq + z q + y)〉 q.

�

O sistema (3.11) pode ser escrito, usando a expansão de Taylor em z,z e y, na

formaz
′ = iω0 + 1

2
G20z

2 +G11zz + 1
2
G02z

2 + 1
2
G21z

2z + 〈G10, y〉 z + 〈G01, y〉 z + · · ·

y′ = Ay + 1
2
H20z

2 +H11zz + 1
2
H02z

2 + · · · .
(3.12)

onde G20, G11, G02, G21 ∈ C e G01, G10, Hij ∈ Cn. Os números complexos e vetores

podem ser calculados pelas fórmulas:

Gij =
∂i+j

∂zi∂zj
〈p, F (zq + z q)〉

∣∣∣∣∣
z=0

, i+ j ≥ 2,

G10,i =
∂2

∂yi∂z
〈p, F (zq + z q + y)〉

∣∣∣∣∣
z=0,y=0

, i = 1, 2, . . . , n,

G01,i =
∂2

∂yi∂z
〈p, F (zq + z q + y)〉

∣∣∣∣∣
z=0,y=0

, i = 1, 2, . . . , n,

Hij =
∂i+j

∂zi∂zj
〈p, F (zq + z q)〉

∣∣∣∣∣
z=0

−Gijq −Gjiq, i+ j = 2,
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onde

〈G, y〉 =
n∑
i=1

Giyi.

Lema 3.2.2. O sistema (3.11), restrito a variedade central, é dado pela expressão

z′ = iω0 + 1
2
G20z

2 +G11zz + 1
2
G02z

2 + 1
2
(G21 − 2 〈G10, A

−1H11〉+

+ 〈G01, (2iω0I − A)−1H20〉)z2z + · · · ,
(3.13)

onde I representa a matriz identidade.

Demonstração: Com efeito, como vimos a variedade central de uma sistema pode

ser representada localmente como grá�co de uma função

W c = {(z, z, y : y = V (z, z)}.

onde V : C2 7→ Rn e V (z, z) = O(| z |2), podemos escrever

y = V (z, z) =
1

2
w20z

2 + w11zz +
1

2
w02z

2 +O(| z |3), (3.14)

com < p,wij >= 0. Derivando a expressão acima obtemos:

y′ = w20zz
′ + w11(zz

′ + zz′) + w02z z
′ + . . .

Substituindo nessa equação as expressões de z′ e z′, dadas pela primeira equação do

sistema (3.12), obtemos

y′ = w20z(iω0z + · · · ) + w11z(iω0z + · · · ) + w11z(−iω0z + · · · ) + w02z(−iω0z + · · · )

= iω0w20z
2 + iω0w11zz − iω0w11zz − iω0w02z

2 + · · ·

= iω0w20z
2 − iω0w02z

2 + · · · .

Por outro lado, substituindo a expressão de y, dada em (3.14) na segunda equação

do sistema, temos

y′ = A

(
1

2
w20z

2 + w11zz +
1

2
w02z

2 + · · ·
)

+
1

2
H20z

2 +H11zz +
1

2
H02z

2

=
1

2
(Aw20 +H20)z

2 + (Aw11 +H11)zz +
1

2
(Aw02 +H02)z

+ . . .
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Vamos agora comparar as equações obtidas para y′, dos termos quadráticos temos
(2iω0I − A)w20 = H20,

−Aw11 = H11,

(−2iω0IA)w02 = H02.

Note que, estas equações tem solução única, uma vez que, as matrizes que aparecem

do lado esquerdo do sistema são inversíveis pois 0, 2iω0 e −2iω0 não são autovalores

de A. Os vetores wij ∈ Cn podem ser encontrados pelas equações lineares
w20 = (2iω0 − A)−1H20,

w11 = −A−1H11,

w02 = (−2iω0I − A)−1H20.

Calculemos agora o termo ressonante na primeira equação do sistema (3.12), restrita

à variedade central. Note, então, que

〈G, y〉 =

〈
G,

1

2
w20z

2 + w11zz +
1

2
w02z

2 + · · ·
〉

=
1

2
〈G,w20〉 z2 + 〈G,w11〉 zz +

1

2
〈G,w02〉 z2 + · · · .

Portanto, do produto 〈G10, y〉 z e 〈G01, y〉 z do sistema (3.12), aparecem os termos

z2z com os seguintes coe�cientes

〈G10, y〉 = 〈G10, w11〉 z2z + · · ·

=
〈
G10,−A−1H11

〉
z2z + · · ·

= −
〈
G10, A

−1H11

〉
z2z + · · · .

〈G01, y〉 =
1

2
〈G01, w20〉 z2z · · ·

=
1

2

〈
G01, (2iω0I − A)−1H20

〉
z2z + · · · .

Portanto,

z′ = iω0z +
1

2
G20z

2 +G11zz +
1

2
G02z

2 +
1

2
G21z

2z + 〈G10, y〉 z + 〈G01, y〉 z + · · ·

= iω0 +
1

2
G20z

2 +G11zz +
1

2
G02z

2 +
1

2
G21z

2z −
〈
G10, A

−1H11

〉
z2z +

+
1

2

〈
G01, (2iω0I − A)−1H20

〉
z2z + · · · .
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�

Note que a equação (3.13) é localmente topologicamente equivalente a forma nor-

mal da bifurcação de Hopf. Portanto, o item 5 da observação (3.0.1) está demons-

trado.

Uma boa característica do algoritmo acima é que ele dá o sistema restrito, na forma

complexa adequada para o cálculo do Primeiro coe�ciente de Lyapunov. Faremos

isto no próximo lema.

Lema 3.2.3. (Condição de não-degenerescência) O primeiro coe�ciente de

Lyapunov do sistema (3.10) �ca dado pela expressão

l1(0) =
1

2ω0

Re[〈p, C(q, q, q)〉 − 2
〈
p,B(q, A−1B(q, q))

〉
+

+ 〈p,B(q, (2iω0I − A)−1B(q, q))〉].
(3.15)

Demonstração: Escrevemos F (x) em termos de funções multilineares B(x, y) e

C(x, y, u)

F (x) =
1

2
B(x, x) +

1

6
C(x, x, x) +O(‖ x ‖4). (3.16)

Então, podemos expressar

〈G10, y〉 = 〈p,B(q, y)〉 , 〈G01, y〉 = 〈p,B(q, y)〉 ,

e a equação restrita �ca escrita na forma

z′ = iω0z +
1

2
G20z

2 +G11zz +
1

2
G02z

2 +

+
1

2

(
G21 − 2

〈
p,B(q, A−1H11)

〉
+
〈
p,B(q, (2iω0 − A−1)H20)

〉)
z2z · · · ,

onde

G20 = 〈p,B(q, q)〉 , G11 = 〈p,B(q, q)〉 , G02 = 〈p,B(q, q)〉 , (3.17)

G21 = 〈p, C(q, q, q)〉 (3.18)

e H20 = B(q, q)− 〈p,B(q, q)〉 q − 〈p,B(q, q)〉 q

H11 = B(q, q)− 〈p,B(q, q)〉 q − 〈p,B(q, q)〉 q.
(3.19)
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Substituindo de (3.17) a (3.19) na equação restrita, e tomando

A−1q =
1

iω0

q, A−1q =
−1

iω0

q,

(2iω0I − A)−1q =
1

iω0

q, (2iω0I − A)−1q =
1

3iω0

q,

transformamos (3.13) na equação

z′ = iω0z +
1

2
g20z

2 + g11zz +
1

2
g02z

2 +
1

2
g21z

2z + · · ·

onde,

g20 = 〈p,B(q, q)〉 , g11 = 〈p,B(q, q)〉

e

g21 = 〈p, C(q, q, q)〉 − 2
〈
p,B(q, A−1B(q, q))

〉
+
〈
p,B(q, (2iω0I − A)−1B(q, q)

〉
+

1

iω0

〈p,B(q, q)〉 〈p,B(q, q)〉

− 2

iω0

| 〈p,B(q, q)〉 |2 − 1

3iω0

| 〈p,B(q, q)〉 |2 .

Note que os termos da última linha são imaginários puros e que os termos na

segunda linha são dados pelo produto escalar g20g11. Aplicando a fórmula

l1(0) =
1

2ω2
0

Re (ig20g11 + ω0g21) ,

temos a seguinte expressão para o primeiro coe�ciente de Lyapunov

l1(0) =
1

2ω0

Re[〈p, C(q, q, q)〉 − 2
〈
p,B(q, A−1B(q, q))

〉
+

+ 〈p,B(q, (2iω0I − A)−1B(q, q))〉].

�

Esta fórmula parece ser a mais conveniente para um estudo analítico da bifurcação

de Hopf em sistemas n-dimensionais. Ela expressa o primeiro coe�ciente de Lyapunov

usando os termos lineares, quadráticos e cúbicos, originais, assumindo que somente

os autovetores críticos - ordinários e adjuntos - da matriz jacobiana são conhecidos.



41

Para �nalizar, apresentaremos uma fórmula explícita para o cálculo da condição

de transversalidade. Para isso, consideremos os sistemas de equações diferenciais a

um parâmetro

x′ = A(α)x+ F (x, α), x ∈ Rn, α ∈ R, (3.20)

onde F (x, α) = O(‖ x ‖2) é uma função suave de x, com expansão de Taylor iniciando

com pelo menos termos quadráticos, e depende suavemente de α e A(α) corresponde

à parte linear do sistema com um par de autovalores complexos conjugados

λ1(α) = λ(α), λ2(α) = λ(α),

λ(α) = µ(α) + iω(α),

satisfazendo a condição de Hopf para α = 0

µ(0) = 0, ω(0) = ω0 > 0.

Lema 3.2.4. (Condição de transversalidade) Considere o sistema (3.20), nas

condições acima. Então,

µ′(0) = Re 〈p,A′(0)q〉 , (3.21)

onde p, q ∈ Cn satisfazem

A(0)q = iω0q, At(0)p = −iω0p, 〈p, q〉 = 1.

Demonstração: Derivando ambos os lados da equação

A(α)q(α) = λ(α)q(α)

com relação a α, obtemos

A′(α)q(α) + A(α)q′(α) = λ′(α)q(α) + λ(α)q′(α).

Tomando agora, o produto escalar por p em ambos os lados temos

〈p,A′q + Aq′〉 = 〈p, λ′q + λq′〉

⇒ 〈p,A′q〉+ 〈p,Aq′〉 = 〈p, λ′q〉+ 〈p, λq′〉



42

⇒ 〈p,A′q〉+
〈
Atp, q′

〉
= 〈p, λ′q〉+ 〈p, λq′〉 .

Para α = 0 temos que At(0)p = −iω0p e assim

〈p,A′(0)q〉+ iω0 〈p, q′〉 = λ′(0) 〈p, q〉+ λ(0) 〈p, q′〉 ,

Usando que 〈p, q′〉 = 0 e 〈p, q〉 = 1 , segue que

〈p,A′(0)q〉 = µ′(0) + iω(0)′ 〈p, q〉 .

Portanto,

µ′(0) = Re 〈p,A′(0)q〉 .

�

3.3 Bifurcação de Hopf no sistema feedback control

Nesta seção aplicaremos o Método da Projeção para estudar a bifurcação de Hopf

no sistema físico feedback control, este exemplo foi retirado de [8]. Considere a

equação diferencial não linear dependendo do par de parâmetros positivos (α, β)

d3y

dt3
+ α

d2y

dt2
+ β

dy

dt
+ y(1− y) = 0,

esta descreve um sistema simples de feedback control do tipo Lur'e.

Fazendo x1 = y, x2 = x′1 e x3 = x′2, escrevemos a equação no seguinte sistema de

terceira ordem 
x′1 = x2,

x′2 = x3,

x′3 = −αx3 − βx2 − x1 + x21.

(3.22)

Note que para todos os valores de (α, β), o sistema (3.22) tem equilíbrios x(0) =

(0, 0, 0) e x(1) = (1, 0, 0). Estudaremos o equilíbrio x(0).
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A matriz jacobiana do sistema (3.22) avaliada em x(0) tem a forma

A = (x(0), α) =


0 1 0

0 0 1

−1 −β −α


cujo polinômio característico é dado por

P (λ) = λ3 + αλ2 + βλ+ 1.

A �m de estabelecer a relação entre α e β correspondendo a bifurcação de Hopf de

x(0) vamos aplicar o critério de Hurwitz (veja Anexo I).

Note que, todos os coe�cientes do polinômio são positivos, pelo critério de Hurwitz

o polinômio terá raízes complexas imaginárias puras, quando

α =
1

β
, β > 0.

Fazendo λ = iω no polinômio característico obtemos

P (iω) = (iω)3 + α(iω)2 + β(iω) + 1.

Neste caso, α = 1/β, assim

0 = −iω3 − ω2

β
+ βiω + 1⇒


−iω3 + βiω = 0,

−ω
2

β
+ 1 = 0,

⇒ ω2 = β > 0.

Logo, para α = 1/β, o equilíbrio tem autovalores imaginários λ1,2 = ±iω, com

ω2() > 0.

Temos que para α < α0, o equilíbrio é instável (possui autovalores com partes reais

positivas), enquanto que para α > α0 o equilíbrio é estável (possui autovalores com

partes reais negativas); em ambos casos o terceiro autovalor é negativo. (Basta

aplicar o critério de Hurwitz).

A condição de transversalidade é satisfeita (veja [8]).

Note que temos as condições su�cientes para que a bifurcação de Hopf ocorra. Para

analisar a bifurcação( isto é, determinar a posição do ciclo limite), iremos calcular o
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primeiro coe�ciente de Lyapunov do sistema restrito à variedade central no valor do

parâmetro crítico, para isso utilizaremos a fórmula (2.15).

O autovetor q de A correspondendo ao autovalor iω e o autovetor p de At associado

a −iω são

q = (1, iω,−ω2), p = (iω, 1− ω3i,−ω2)

Para que a relação 〈p, q〉 = 1 seja satisfeita, tomaremos os vetores

q = (1, iω,−ω2), p =
1

2ω4 + 2iω
(iω, 1− ω3i,−ω2).

A análise da parte linear do sistema está completa, faremos agora a análise da

parte não linear. Note que existe somente um termo não linear (quadrático). Assim,

a forma bilinear B(x, y), com x = (x1, x2, x3) e y = (y1, y2, y3) ∈ R3, pode ser

expressa como

B(x, y) = (0, 0, 2x1y1).

Temos também que C(x, y, z) = (0, 0, 0) com z ∈ R3. Assim,

B(q, q) = B(q, q) = (0, 0, q21) = (0, 0, 2).

Para as outras expressões envolvendo B, encontramos as matrizes inversas

A−1(x(0), α0) =



−β − 1

β
−1

1 0 0

0 1 0


.

e

(2i
√
β − A)−1 =

1

3



3(−3iω32)

6ω4 − 3iω

−1

ω2

3i

6ω3 − 3i

− 3i

6ω3 − 3i

−2i

ω
− −6ω

6ω3 − 3i

6ω

6βω3 − 3i
1

−12iω2

6ω3 − 3i


.
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Assim, segue que
s = A−1B(q, q) = (−2, 0, 0),

r = (2iωI − A)−1B(q, q) = − 2

3(1 + 2ω3i)
(1, 2ωi,−4ω2).

Utilizando a Fómula (2.15)

l1(α0) =
1

2
√
β

Re (−2 〈p,B(q, s)〉+ 〈p,B(q, r)〉)

=
1

2
√

(β)
Re (−4p3q1s1 + 2p3q1r1)

= − −ω3(1 + 8ω6)

(1 + w6)(1 + 4w6)

= − −β
√
β(1 + 8β3)

(1 + β3)(1 + 4β3)

O coe�ciente de Lyapunov é claramente negativo para todo β > 0. Aplicando o

Corolário 2.2.1, segue que existe um único equilíbrio estável para cada α < α0, com

α su�cientemente próximo de α0.



Capítulo 4

Bifurcação de Hopf em sistemas

n-dimensionais II: Redução de

Lyapunov-Schmidt

Neste capítulo apresentamos a Redução de Lyapunov-Schmidt, nosso objetivo é

mostrar como este método pode ser utilizado para estudar a bifurcação de Hopf em

sistemas n-dimensionais, com n > 2. Essa forma de entender a Bifurcação de Hopf

é devida a Cesari e Hale (ver [6]). O estudo realizado neste capítulo foi baseado na

referência [2]. Dividimos o capítulo em duas seções:

Na seção (4.1) apresentamos o algoritmo da Redução para sistemas de�nidos em

espaços de Hilbert de dimensão in�nita, para o caso de sistemas de�nidos em espaços

de dimensão �nita veja [2].

Na seção (4.2) aplicamos a Redução para sistema n-dimensionais que apresentam

uma bifurcação de Hopf de codimensão 1. Em seguida, utilizamos a redução feita

para demostrar o Teorema de Hopf o qual nos permitirá obter informações sobre a

Bifurcação de Hopf.

46
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4.1 Redução de Lyapunov-Schmidt para espaços de

Banach de dimensão in�nita

Primeiramente, apresentaremos de�nições e teoremas necessários para a compre-

ensão do Método da Redução de Lyapunov-Schmidt que será exposto a seguir.

De�nição 4.1.1. Sejam X e Y espaços de Banach. Um operador linear limitado

L : X → Y é dito Fredholm se satisfaz as seguintes condições:

i) Nuc (L) é subespaço de X de dimensão �nita.

ii) Im (L) é subespaço fechado de Y com codimensão �nita.

De�nição 4.1.2. Se L é Fredholm, o índice de L é o inteiro

i(L) = dim Nuc (L)− codim Im (L).

Proposição 4.1.1. Se L : X −→ Y é Fredholm de índice zero, então existem

subespacos fechados M e N de X e Y , respectivamente, tais que,

a) X = Nuc (L)⊕M ,

b) Y = N ⊕ Im (L).

Para uma demonstração deste resultado ver [1].

4.1.1 Algoritmo da Redução de Lyapunov-Schmidt

A Redução de Lyapunov-Schmidt nos fornece uma maneira de relacionar as órbitas

periódicas de um sistema n-dimensional, onde n > 2, com as soluções simples de uma

equação escalar do tipo

f(x, α) = 0.

A Redução é feita em 5 passos, no que segue iremos apresentar e justi�car cada

passo.



48

Seja Φ : X×Rk+1 → Y uma aplicação C∞ entre espaços de Hilbert, com Φ(0, 0) =

0. Usaremos a redução de Lyapunov-Schmidt para resolver a equação

Φ(u, α) = 0 (4.1)

com u em função de α, numa vizinhança da origem. A derivada de Φ na origem,

calculada no vetor u, é dada por

Lu = lim
h→0

Φ(hu, 0)− Φ(0, 0)

h
.

De agora em diante iremos supor L Fredholm de índice zero.

Segue o algoritmo do Método:

1) Decompor os espaços X e Y em função de L:

X = Nuc (L)⊕M, (4.2)

Y = N ⊕ Im (L). (4.3)

Esta decomposição faz sentido, pois como L é Fredholm de índice zero podemos

aplicar a Proposição 4.1.1.

2) Considere as projeções

E : Y −→ Im (L), (I − E) : Y −→ N.

com Nuc (E) = N e Nuc (I − E) = Im (L).

Proposição 4.1.2. Seja v ∈ Y temos que v = 0 se, e somente se Ev = 0 e

(I − E)v = 0.

Demonstração: (⇒) Suponha v = 0. Como E e I − E são transformações

lineares segue que E(0) = 0 e (I − E)(0) = 0. (⇐) Seja v ∈ (Nuc (E) ∩

Nuc (I − E)), como as projeções E e (I − E) são complementares, temos que

(Nuc (E) ∩ Nuc (I − E)) = {0} , ou seja v = 0.

�
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De acordo com a Proposição 4.1.2 o sistema (4.1) pode ser expandido no par

de equações equivalentes

EΦ(u, α) = 0 (4.4)

(I − E)Φ(u, α) = 0. (4.5)

3) Utilizando a decomposição (4.2) podemos escrever u = v+w, onde v ∈ Nuc(L)

e w ∈M .

A�rmação: É possível resolver a equação (4.4) em função de v e α.

De fato, inicialmente mostraremos que podemos aplicar o Teorema da Função

Implícita em (4.4). Para isso, de�namos a função

F : Nuc (L)× Rk+1 ×M → Im (L), (v, α, w) 7→ EΦ(v + w, α).

Utilizando a Regra da cadeia, temos que a derivada de F em relação a w,

aplicada na origem, é dada por

dF

dw
=
dE

dw
(Φ(0, 0)) ◦ L = E ◦ L = L

∣∣∣∣∣
M

.

Lema 4.1.1. L

∣∣∣∣∣
M

é invertível.

Demonstração: Seja w ∈M tal que L

∣∣∣∣∣
M

(w) = 0 então w ∈ Nuc (L)∩M ou

seja w = 0. Logo, Nuc (L)

∣∣∣∣∣
M

= {0} ⇒ L

∣∣∣∣∣
M

é invertível.

�

Aplicando o Teorema da Função Implícita segue que F tem solução única para

w numa vizinhança Ω ⊂ Nuc(L)×Rk+1 da origem. Vamos escrever essa solução

como w = W (v, α) sendo W : Ω→M a qual satisfaz

EΦ(v +W (v, α), α) = 0 , ∀(v, α) ∈ Ω (4.6)

e W (0, 0) = 0.



50

4) Substituindo W na equação (4.5) obtemos a equação reduzida

φ : Nuc (L)× Rk+1 −→ N, (v, α) 7→ (I − E)Φ(v +W (v, α), α). (4.7)

Desse modo, os zeros de φ(v, α) estão em correspondência biunívoca com os

zeros de Φ(u, α), tal correspondência é dada por

Φ(v, α) = 0⇔ φ(v +W (v, α)) = 0.

5) Escolhemos bases {v1, v2, . . . , vn} para Nuc (L) e {v∗1, v∗2, . . . , v∗n} para Im (L)⊥.

De�na gi por

gi : B ⊂ Rn × Rk+1 → Rn, (x, α) 7→ 〈v∗i , φ(x1v1 + · · ·+ xnvn, α)〉 , (4.8)

onde B é uma bola pequena o su�ciente para que o vetor (x, α) ∈ B então o

vetor (x1v1 + · · ·+xnvn, α) ∈ Ω. Como L é Fredholm de índice zero temos que:

dimNuc (L) = dim Im (L)⊥,

ambas dimensões são �nitas. Assim, as bases para Nuc (L) e Im (L)⊥ possuem

o mesmo número de vetores.

Abaixo vamos citar, brevemente, os cinco passos essenciais, que detalhamos ante-

riormente, para chegarmos na equação reduzida (4.8).

1. Decompomos o espaço, em uma soma direta dependendo de L ((4.2) e (4.3)).

2. Usamos tal decomposição para de�nirmos as projeções E e (I − E), donde

chegamos nas equações ((4.4) e (4.5)).

3. Mostramos que (4.4) pode ser resolvida numa vizinhança da origem usando o

Teorema da Função Implícita.

4. Substituímos as soluções de (4.4) em (4.5) para obtermos a equação (4.7).

5. Escolhemos bases convenientes para Nuc (L) e para (Im (L))⊥ e obtemos a

equação reduzida (4.8).

O resultado da Redução de Lyapunov-Schmidt pode ser resumido no seguinte

teorema.
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Teorema 4.1.1. Se a derivada de Φ(u, α) é um operador Fredholm de índice zero,

então as soluções de (4.1) então localmente em correspondência biunívoca com as

soluções do sistema em dimensão �nita

g(x, α) = 0, i = 1, . . . , n. (4.9)

onde gi é de�nido por (4.8).

Para aplicações da Redução de Lyapunov-Schmidt muitas vezes é necessário co-

nhecer as derivadas da função g. Vamos supor que W e gi, com i = 1, . . . , n sejam

su�cientemente diferenciáveis. A proposição abaixo nos fornece as fórmulas dessas

derivadas. Para demonstração veja [2].

Proposição 4.1.3. As seguintes a�rmações são veri�cadas

a) DvW (0, 0) = 0,

b) D2
vW (0, 0) = −L−1ED2

xΦ(0, 0),

c)
∂gi
∂xj

(0, 0) = 0,

d)
∂2gi

∂xk∂xj
(0, 0) =

〈
v∗i , D

2
xΦ(0, 0)(vkvj)

〉
,

e)
∂3gi

∂xl∂xk∂xj
(0, 0) = 〈v∗i , V 〉, onde

V = D3
xΦ(0, 0, 0)(vl, vk, vj) +D2

xΦ(0, 0)(vk,Wkl) +D2
xΦ(0, 0)(vl,Wlj),

f)
∂gi
∂αj

(0, 0) = 〈v∗i , DαlΦ(0, 0)〉 ,

g)
∂2gi
∂xj∂αi

(0, 0) =
〈
v∗i , D

2
xΦ(0, 0)(vj,−L−1E(DαlΦ(0, 0)) +DxDαlΦ(0, 0)(vj)

〉
.

4.2 Encontrando soluções periódicas através da re-

dução de Lyapunov-Schmidt

Seja F : Rn × R→ Rn, e considere a equação

du

dt
+ F (u, α) = 0, (4.10)
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Em toda seção, vamos supor que

F (0, α) ≡ 0, (4.11)

e que A(α) = dF0,α satisfaça as hipóteses:

i) A(0) tem autovalores simples ±i, e

ii) A(0) não tem outros valores sobre o eixo imaginário.

Essa seção será dividida em duas subseções:

(4.2.1)De�nição do operador Φ.

(4.2.2)Prova do Teorema de Hopf.

4.2.1 De�nição de Operador Φ

Nosso objetivo é de�nir um operador Φ com a propriedade que as soluções de

Φ = 0 correspondam a soluções 2π-periódicas de (4.10).

Existe um problema técnico no espaço das funções periódicas. A soma de duas

funções com períodos distintos pode não ser períodica. Para superar esse problema

introduziremos o parâmetro extra τ . Mais especi�camente,

s = (1 + τ)t.

Assim,
du

ds
=
du

dt

dt

dτ
=
du

dt

1

1 + τ
.

Isto é,
du

dt
= (1 + τ)

du

ds
.

Assim podemos escrever (4.10) da seguinte forma

(1 + τ)
du

ds
+ F (u, α) = 0, (4.12)

uma vez que F (u, α) não depende explicitamente de s.
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Notemos que soluções 2π-periódicas para (4.12) correspondem as soluções 2π/1+τ

periódicas para (4.10).

Como soluções periódicas de pequena amplitude de (4.10) têm período próximo de

2π, temos que τ ≈ 0.

De�nimos então,

Φ : C1
2π × Rk+1 × R→ C2π, (u, α, τ) 7→ (1 + τ)

du

ds
+ F (u, α).

Deste modo, soluções para a equação Φ(u, α, τ) = 0 estão em correspondência com

as soluções 2π-periódicas de (4.12) e por consequência com as soluções 2π-periódicas

de (4.10).

Notemos que,

Φ(0, α, τ) = 0, ∀α, τ.

Os espaços em que o operador Φ atua são de�nidos da seguinte maneira:

� C2π é o espaço de Banach das funções f : R → Rn, contínuas e 2π-periódicas,

onde a norma é de�nida por

‖ u ‖= max
s
| u(s) | .

Temos que existe maxu | u(s) |, pois u é contínua e periódica.

� C1
2π é o espaço das aplicações 2π-periódicas com derivadas de primeira ordem

contínuas. Neste espaço é de�nido a seguinte norma

‖ u ‖1=‖ u ‖ +

∥∥∥∥duds
∥∥∥∥ .

Tomando o seguinte produto interno

〈u, v〉 =
1

2π

∫ 2π

0

u(s)tv(s)ds

os espaços C2π e C1
2π são espaços de Hilbert.

Uma importante e indispensável observação é que o grupo S1 atua sobre C2π,

através da mudança de fase.
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De�nição 4.2.1. Sejam X um espaço topológico e G um grupo. Dizemos que G

atua em X se existe uma aplicação contínua

θ : Gx → X

tal que

θ(g, x) = gx.

De�nição 4.2.2. De�nimos a ação de S1 em C2π por θ : S1 × C2π → C2π onde

(θu)(s) = u(s− θ).

Temos a seguinte proposição.

Proposição 4.2.1. O operador Φ comuta com a ação de grupo θ.

Demonstração: Com efeito,

Φ(θ · u, α, τ) = (1 + τ)
d(θ · u)

ds
+ F (θ · u, α)

= (1 + τ)
du

ds
+ F (u, α)

= θ · Φ(u, α, τ),

uma vez que
d(θ · u)

ds
=
du

ds
e F (θ · u, α) = F (u, α),

pois F não depende explicitamente de s.

�

4.2.2 Prova do Teorema de Hopf

Tendo caracterizado as soluções periódicas de (4.10) com as soluções da equação

Φ(u, α, τ) = 0 (4.13)

resolveremos então (4.13) usando a Redução de Lyapunov-Schmidt.
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Denotaremos por A0(u) a derivada de F na origem, calculada no vetor u.

Calculemos a derivada de Φ com respeito a u avaliada no ponto (u, α, τ) = (0, 0, 0).

DΦ(0,0,0)u = lim
t→0

Φ(tu, 0, 0)− Φ(0, 0, 0)

t

= lim
t→0

d(tu)

ds
+ F (tu, 0)

t

= lim
t→0

du

ds
+ lim

t→0

F (tu, 0)

t

=
du

ds
+ lim

t→0

F (tu, 0)− F (0, 0)

t

=
du

ds
+ A0(u).

Denotaremos por L o operador DΦ(0,0,0).

A�rmação: O operador L : C1
2π → C2π é Fredholm de índice zero.

Teorema 4.2.1. Se o sistema (4.10) possui autovalores simples para x = 0 quando

α = 0 , então existe uma função diferenciável g(x, α), da forma

g(x, α) = r(x2, α)x, r(0, 0) = 0,

tal que as solucões locais de g(x, α) = 0, com x > 0, estão em correspondência

biunívoca com órbitas que são soluções 2π-periódicas de pequena amplitude para o

sistema (4.10).

Para demonstrarmos o Teorema 4.2.1, necessitamos de alguns lemas.

Lema 4.2.1. Se o sistema (4.10) satisfaz as hipóteses (i) e (ii), então

a) dim Nuc(L) = 2.

b) Existe uma base {v1, v2} para Nuc (L) com a seguinte propriedade.

Se identi�carmos Nuc (L) com o R2 pela aplicação

(x, y) 7→ xv1 + yv2

então, a ação de S1 sobre Nuc (L) dada por

θ

 x

y

 =

 cos (θ) −sen (θ)

sen (θ) cos (θ)

 x

y

 .
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c) Existe uma decomposição invariante de C2π dada por

C2π = Nuc (L)⊕M (4.14)

e essa decomposição induz uma decomposição em C1
2π

C1
2π = Nuc (L)⊕M, (4.15)

onde M = (Im (L)) ∩ C1
2π.

Demonstração: a) Considere o sistema de Edo's com coe�cientes constantes

Lu = 0, u ∈ C1
2π

onde

L =
d

ds
+ A0.

Das hipóteses (i) e (ii), feitas nesta seção, temos que os autovalores são±i, λ3, . . . , λn,

onde αj, j = 3, . . . , n não estão no eixo imaginário. Existe uma base de soluções

{u1(s), · · · , un(s)} tal que u1(s) e u2(s) (associadas aos autovalores ±i) são soluções

2π-periódicas e as outras não são 2π-periódicas. Mostraremos que estas são as únicas

soluções periódicas.

De fato, se α + iβ é autovalor e (u1 + iu2) é autovetor correspondente, temos

e(α+iβ)s(u1 + iu2) = [eαs cos (βs) + ieαssen (βs)](u1 + iu2)

= eαs cos (βs)u1 − eαssen (βs)u2

+ ieαs[cos (βs)u2 + sen (βs)u1]

= eαs[cos (βs)u1 − sen (βs)u2] +

+ ieαs[cos (βs)u2 + sen (βs)u1]

= eαsv1 + ieαsv2 (4.16)

onde

v1 = cos (βs)u1 − sen (βs)u2, (4.17)

v2 = cos (βs)u2 + sen (βs)u1. (4.18)
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Notemos que (4.16) será uma solução 2π-periódica se α = 0 e β ∈ Z. Logo, somente

os autovalores ±i induzem soluções 2π-periódicas.

Seja c ∈ Cn satisfazendo

A0c = −ic,
〈
ct, c
〉

= 2.

ou seja, c é autovetor associado ao autovalor −i. O vetor linha ct é o vetor transposto

ao vetor c com entradas complexas conjugadas em relação a c. Então tomando α = 0

em (4.16) e β = 1 nas equações (4.17) e (4.18), obtemos

v1(s) = Re (eisc), (4.19)

v2(s) = Im (eisc), (4.20)

que formam uma base para Nuc (L). Em particular dim Nuc(L) = 2.

b) Consideremos a base para Nuc (L) formada pelos vetores v1 e v2 dados por (4.19)

e (4.20). Como

v1(s) = Re (eisc) = cos (s)Re (c)− sen (s)Im (c), (4.21)

v2(s) = Im (eisc) = cos (s)Im (c) + sen (s)Re (c), (4.22)

temos que

θv1(s) = v1(s− θ)

= cos (s− θ)Re (c)− sen (s− θ)Im(c)

= [cos (s) cos (θ) + sen (s)sen (θ)]Re (c)

− [sen (s) cos (θ)− sen (θ) cos (s)]Im (c)

= cos (θ)[cos (s)Re (c)− sen (s)Im (c)]

+ sen (θ)[sen (s)Re (c)− cos (s)Im (c)

= cos (θ)v1 (s) + sen (θ)v2 (s).

Fazendo calculos análogos para θv2 (s) concluímos que

θv1 (s) = cos (θ)v1 (s) + sen (θ)v2 (s),

θv2 (s) = −sen (θ)v1 (s) + cos (θ)v2 (s).



58

Para descobrirmos com θ age em R2, aplicamos θ no vetor (x, y)

θ(x, y) = θ(xv1(s) + yv2(s))

= x(θv1(s)) + y(θv2(s))

= x[cos (θ)v1 (s) + sen (θ)v2 (s)] +

+ y[cos (θ)v1 (s) + sen (θ)v2 (s)]

= v1(s)[x cos (θ)− ysen (θ)] +

+ v2(s)[xsen (θ) + y cos (θ)]

=

 cos (θ) −sen (θ)

sen (θ) cos (θ)

 x

y

 .

c) A demostração deste item é extensa, citaremos aqui os principais passos, para

demonstração completa veja [2].

Primeiramente, construimos uma base para Nuc (L∗), onde L∗ é o operador adjunto

com respeito ao produto interno

〈u, v〉 =
1

2π

∫ 2π

0

u(s)
t
v(s)ds.

Para isso, utilizamos as a�rmações:

A�rmação 1) L∗ é dado por

L∗w = −dw
ds

+ At0w.

A�rmação 2) Considerando funções somente de valores reais, temos que A0 e At0

possuem os mesmos autovalores.

Concluimos da A�rmação 2 que se A0 satisfaz as hipóteses do enunciado (i) e (ii),

então At0 também satisfaz.

Seja d um vetor, não-nulo, pertencente a Cn satisfazendo

At0d = id,

e seja

v∗1(s) = Re (eisd),
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v∗2(s) = Im (eisd).

Então, com cálculos análogos aos feitos no item (a), concluímos que {v∗1, v∗2} é uma

base para Nuc (L∗).

Normalizamos d com a seguinte a�rmação.

A�rmação 3 O autovetor d pode ser escolhido tal que

dtc = 2 dt · c = 0.

Com essa normalização para d, temos as seguintes fórmulas para os produtos internos

entre vj e v∗k j, k = 1, 2:

1.
〈
v∗k, v

∗
j

〉
=
dtdδjk

2
,

2. 〈v∗k, vj〉 = δjk,

3. 〈vk, vj〉 = δjk, onde δij = 1, se i = j, e δij = 0, se j 6= i.

Para veri�carmos a decomposição (4.14) usamos a hipótese de L ser Fredholm de

índice zero,

codim Im (L) = dim Nuc (L) = 2,

ou seja, Nuc (L) tem a mesma dimensão de um subespaço complementar da Im (L).

A�rmação 4) Sendo L Fredholm de índice zero, então Im (L) ∩ Nuc (L) = {0}.

A�rmação 5) Seja W ⊂ C2π um subespaço tal que

a) Im(L)⊕W = C2π,

b) dim M = dim Nuc(L) = 2,

c) Im(L) ∩ Nuc (L) = {0}.

Então,

Im (L)⊕ Nuc (L) = C2π.

Utilizando as A�rmações (5) e (6) concluímos a decomposição (4.14).

A decomposição (4.15) segue de um argumento análogo a justi�cativa de (4.14).
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�

Vamos agora nos re�rir aos 5 passos da Redução. No passo 1, escolhemos M e N

de acordo com a decomposições (4.14) e (4.15), isto é,

M = (Im(L))⊥ ∩ C1
2π, N = Nuc(L). (4.23)

Os passos 2, 3 e 4 não requerem informações especí�cas para a presente aplicação.

Paramos após o passo 4 com as coordenadas livres da aplicação reduzida φ dada por

(4.7). Pela nossa escolha em (4.23), temos que

φ : Nuc(L)× Rk+1 × R −→ Nuc (L),

isto é, o mesmo espaço Nuc(L) aparece no domínio e imagem de φ. Na verdade, esta

é a razão de não usarmos o complemento ortogonal em (4.23). Além do mais, M e

N são complementos invariantes. Segue o lema.

Lema 4.2.2. Se os espaços são invariantes pela ação, então as projeções comutam

com a ação.

Demonstração: Seja E : Y → Im (L) a projeção com Nuc (L) queremos que E

comute com θ ∈ S1 qualquer. Suponhamos que u = v + w, onde v ∈ Im (L) e

w ∈ Nuc (L). Usando a linearidade de θ, temos que

θE(u) = θv = E(θv) = E(θv + θw) = E(θ(u)),

pois Im (L) e Nuc (L) são invariantes pela ação. De maneira análoga segue que

(I − E) comuta com θ.

�

Lema 4.2.3. A função φ comuta com a ação.

Demonstração: Mostraremos primeiramente que a função W : Nuc (L)×Rk+1 →

M dada em (4.6) comuta com θ, isto é

W (θv, α) = θW (v, α) ∀θ ∈ S1.
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De fato, �xemos θ ∈ S1 e de�namos

Wθ(v, α) = θ−1W (θv, α).

Assim,

EΦ(v +Wθ(v, α)) = EΦ(v + θ−1W (θv, α))

= EΦ(θ.θ−1v + θ−1W (θv, α))

= EΦ(θ−1(θv +W (θv, α))).

Como a ação comuta com o operador e com a projeção, segue que

EΦ(v +Wθ(v, α)) = θ−1EΦ(θv +W (θv, α)).

Do fato que (4.7) vale para qualquer v, em particular para θv, concluímos que Wθ

também é solução da equação implícita (4.4), sendo claro que Wθ(0, 0) = 0. Pela

unicidade do Teorema da Função Implícita, concluímos que

Wθ(v, α) = W (v, α),

o que queríamos mostrar.

Considere agora a equação (4.5), temos que

φ(θv, α, τ) = (I − E)Φ(θv +W (θv, α), α, τ)

= (I − E)Φ(θ(v +W (v, α)), α, τ)

= θ(I − E)Φ(v +W (v, α), α, τ)

= θφ(v, α, τ).

�

Os lema a seguir nos oferece a forma da aplicação φ.

Lema 4.2.4. Assumindo as coordenadas de Nuc (L) no Lema 4.2.1(b), a aplicação

reduzida tem a forma

φ (x, y, α, τ) = p (x2 + y2, α, τ)

 x

y

+ q (x2 + y2, α, τ)

 −y
x

 (4.24)

onde p e q são aplicações diferenciáveis satisfazendo:



62

a) p (0, 0, 0) = 0,

b) q (0, 0, 0) = 0,

c)
dp

dτ
(0, 0, τ) = 0,

d)
dq

dτ
(0, 0, τ) = −1.

Demonstração: Seja φ : R2 7→ R2 uma aplicação diferenciável que comuta com

a ação de�nida em (4.2.1)(c). Então existem funções diferenciáveis p, q de uma

variável real, tais que

φ (x, y, α, τ) = p (x2 + y2, α, τ)

 x

y

+ q (x2 + y2, α, τ)

 −y
x

 .

De fato, escrevemos φ como função de duas componentes

φ(x, y) = (φ1(x, y), φ2(x, y)).

Como sabemos φ comuta com qualquer θ ∈ S1, em particular comuta com θ = π.

Sendo π(x, y) = (−x,−y), temos que

φ(−x,−y) = φπ(x, y) = πφ(x, y) = π(φ1(x, y), φ2(x, y)) = (−φ1(x, y),−φ2(x, y)).

Fazendo y = 0, temos

φ(−x, 0) = (φ1(−x, 0), φ2(−x, 0)),

e por outro lado

φ(−x, 0) = (−φ1(x, 0),−φ2(x, 0)).

Logo,

φj(−x, 0) = −φj(x, 0), j = 1, 2.

Em outras palavras cada componente φj(x, 0) é uma função ímpar na primeira va-

riável. Sendo assim, podemos escrever

φ1(x, 0) = p(x2)x, φ2(x, 0) = q(x2)x

para funções diferenciáveis p e q.
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Para qualquer ponto (x, y) do plano, podemos encontrar uma ângulo θ tal que

θ(s, 0) = (x, y) onde s2 = x2 + y2. Disso segue que

φ(x, y) = φ(θ(s, 0)) = θφ(s, 0)

= θ(p(s2)s, q(s2)s)

= θ(p(s2)s, 0) + θ(q(s2)s, 0)

= p(s2)(θ(s, 0)) + q(s2)(θ(0, s))

= p(x2 + y2)(θ(s, 0)) + q(x2 + y2)(θ(0, s)).

Note que
π

2
θ(s, 0) = θ

π

2
(s, 0) = θ(0, s).

Logo,

θ(0, s) =
π

2
(x, y) = (−y, x).

Com isso, temos que

φ (x, y, α, τ) = p (x2 + y2, α, τ)

 x

y

+ q (x2 + y2, α, τ)

 −y
x

 .

Assim, concluímos a demonstração de (4.24) a menos de parâmetros auxiliares. Para

concluirmos a demonstração do lema, basta veri�camos agora os itens (a), (b), (c) e

(d). Na sequência, realizamos o passo 5 da Redução de Lyapunov-Schmidt. Especi-

�camente, para j = 1, 2 de (4.8) temos que

φj(x, y, α, τ) =
〈
v∗j ,Φ(xv1 + yv2, α, τ)

〉
.

De (4.24) temos

φ1(x, 0, α, τ) = p(x2, α, τ)x, (4.25)

φ2(x, 0, α, τ) = q(x2, α, τ)x. (4.26)

Derivando as equações (4.25) e (4.26) em relação a x e calculando em (0, 0, 0), obte-

mos
∂φ1

∂x
(0, 0, 0, 0) = p(0, 0, 0),

∂φ2

∂x
(0, 0, 0, 0) = q(0, 0, 0).
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Usando o item (a) da Proposição 4.1.3, concluímos que

p(0, 0, 0) = q(0, 0, 0) = 0.

De (4.25) e (4.26), seque que

∂p

∂τ
(0, 0, τ) =

∂2φ1

∂x∂τ
(0, 0, 0, τ),

∂q

∂τ
(0, 0, τ) =

∂2φ2

∂x∂τ
(0, 0, 0, τ).

Do item (g) da Proposição 4.1.3

∂2φj
∂x∂τ

=
〈
v∗j , d(Φτ)v1 − d2Φ(v1, L

−1EΦτ )
〉
, (4.27)

onde

Φτ =
∂Φ

dτ
.

Como

Φ(u, α, τ) = (1 + τ)
du

ds
+ F (u, α),

derivando em relação a τ
∂Φ(u, α, τ)

∂τ
=
du

ds
.

É trivial que
∂

∂τ
(0, α, τ) = 0,

assim o termo

d2φ(v1, L
−1EΦτ )

no produto interno de (4.27) é nulo.

Para o termo d(Φτ )v1 temos

∂(Φτ )v1 = lim
t→0

Φτ (0 + tv1, τ)− Φτ (0, 0, τ)

t

= lim
t→0

∂(tv1)

t∂s

=
∂v1
∂s

.

Como

v1(s) = Re (c) cos (s)− Im (c)sen (s),
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v2(s) = Im(c) cos (s) + Re (c)sen (s).

Segue que
∂v1
∂s

= −[Im (c) cos (s) + Re (c)sen (s)] = −v2. (4.28)

Substituindo (4.28) em (4.27)

∂2θj
∂x∂τ

=
〈
v∗j ,−v2

〉
.

assim,
∂2θ1
∂x∂τ

= −〈v∗1, v2〉 = 0,
∂2θ2
∂x∂τ

= −〈v∗2, v2〉 = −1

e concluímos a demonstração.

�

Temos agora todas as ferramentas necessárias para demonstrar o Teorema 4.2.1.

Demonstração de Teorema 4.2.1. Da fórmula explícita de φ dada no Lema 4.2.4

segue que φ = 0, se e somente, se

a) x = y = 0,

b) p = q = 0.

De fato,px− qy = 0,

py + qx = 0,

⇔ (px− qy) + i(py + qx) = 0⇔

p− iq = 0,

x+ iy = 0,

⇔ x = y = 0 ou p = q = 0.

As soluções de (a) correspondem a solução constante trivial u = 0, já as soluções

de (b) correspondem as soluções 2π-periódicas do sistema. Esta é não constante se

z = x2 + y2 > 0.

Com o objetivo de eliminar a redundância de soluções de (a) associadas a ação de

S1 vamos a assumir que y = 0 e x ≥ 0. Depois dessa simpli�cação, as expressões de

(a) e (b) �cam da seguinte forma:
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a) x = 0,

b) p(x2, α, τ) = q(x2, α, τ) = 0.

Agora queremos que numa vizinhança da origem a equação

q(x2, α, τ) = 0 (4.29)

pode ser resolvida para τ = τ(x2, α).

O Lema 4.2.4 itens (b) e (d) nos permite aplicar o Teorema da Função Implícita,

assim garantimos que (4.29) possa ser resolvida para τ = τ(x2, α).

De�namos então,

r(x, α) = p(z, α, τ(z, α)), g(x, α) = r(x2, α, x)x.

Então a equação

φ(x, y, α, τ) = 0 (4.30)

tem solução com x2 + y2 > 0 ⇔ r(x2 + y2, α) possui solução. Além disso, toda

solução de (4.30) pode ser obtida das soluções de

g(x, α) = 0

com x ≥ 0 por uma rotação apropriada.

Concluindo que as soluções de (4.30) estão em correspondência biunívoca com as

soluções do sistema (4.10).

�

Demonstraremos agora o Teorema de Hopf, o qual nos permitirá obter informações

sobre a bifurcação de Hopf.

Teorema 4.2.2. Considere o sistema de EDO's (4.10) tal que as seguintes hipóteses

são satisfeitas:

1) o sistema possui autovalores simples no ponto de equílibrio x = 0 para α = 0,
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2) a condição de transversalidade da Bifurcação de Hopf é satisfeita.

Então existe uma família á um parâmetro de (4.10) bifurcando da solução trivial

u = 0 em α = 0.

Demonstração: O Teorema 4.2.1 nos garante que podemos encontrar órbitas pe-

riódicas de (4.10) resolvendo a equação

g(x, α) = 0. (4.31)

O teorema também garante que g(x, α) = r(x2, α)x para alguma função r. Mas,

encontrar soluções triviais de (4.31) consiste em resolver

r(x2, α) = 0.

Expandindo a função r em série de Taylor numa vizinhança de (0, 0) temos

r(z, α) = r(0, 0) +
∂r

∂z
(0, 0)z +

∂r

∂α
(0, 0)α +O(z, α)

onde z = x2, r(0, 0) = 0 (Teorema 4.2.1) e O denota os termos de ordem maior.

A�rmação:
∂r

∂α
(0, 0) =

∂µ(0)

∂α
6= 0,

onde µ é a parte real dos autovalores associadas ao sistema (4.10).

Com efeito, temos que

r(z, α) = p(z, α, τ(z, α)).

Aplicando a regra da cadeia

∂r

∂α
(z, α) =

∂p

∂α
(z, α0, τ(z, α)) +

∂p

∂τ
(z, α, τ(z, α))

∂τ

∂α
(z, α)

e em (z, α) = (0, 0), temos

∂r

∂α
(0, 0) =

∂p

∂α
(0, 0, τ(0, 0)) +

∂p

∂τ
(0, 0, τ(0, 0))

∂τ

∂α
(0, 0)

Do Lema 4.2.4 temos que
∂p

∂τ
(0, 0, 0) = 0.
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Assim,
∂r

∂α
(0, 0) =

∂p

∂α
(0, 0, 0).

Por outro lado,

φ1(x, 0, α, τ) = p(x2, α, τ)x. (4.32)

Derivando (4.32) em relação a x obtemos

∂φ1

∂x
(0, 0, 0, 0) =

∂p

∂x
(x2, α, τ)2x2 + p(x2, α, τ).

Derivando agora com respeito a α0 e aplicando em (x, y, λ, τ) = (0, 0, 0, 0).

∂2φ1

∂α∂x
(0, 0, 0, 0) =

∂p

∂α
(0, 0, 0) =

∂r

∂α
(0, 0).

Da Proposição 4.1.3, item (g), temos

d2φi
dα∂x

=
〈
v∗1, d(Φα)v1 − d2Φ(v1, L

−1EΦα)
〉
, (4.33)

onde

Φ(u, α, τ) = (1 + τ)
∂u

∂s
+ F (u, α).

Derivando em relação a α obtemos,

Φα(u, α, τ) =
∂F

∂α
(u, α).

Em particular temos que

Φα(0, α, τ) = 0, dΦα(0)v1 = Aα(0)v1.

Portanto (4.33) �ca na forma

∂2φ1

∂α∂x
= 〈v∗1, Aα(0)v1〉 .

Como,

Aα(0)v1 =
∂µ

∂α
(0)v1 e 〈v∗1, v1〉 = 1

segue que,
∂r

∂α
(0, 0) =

∂2φ1

∂α∂x
(0, 0, 0, 0) =

∂µ(0)

∂α
6= 0

e concluímos a prova da a�rmação.
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Utilizando o Lema 4.2.4, podemos aplicar o Teorema da Função Implícita e obter que

a solução de r(x2, α0) = 0 pode ser expressa por α0 = α0(x
2), em uma vizinhança de

(x, α0) = (0, 0). Isto signi�ca que para cada valor de x > 0, próximo de x = 0, existe

um único α = α(x2) de forma que r(x2, α) = 0, ou seja, existe uma órbita periódica

de amplitude maior que 0. Com isto encontramos uma família a um parâmetro

parametrizada por x > 0 que bifurca da solução trivial u = 0.

�



Capítulo 5

Aplicação dos resultados e

comparação dos métodos

5.1 Apresentação do problema

O estudo realizado nesta neste capítulo foi baseado em [?]

As redes reguladoras são coleções de interações de moléculas em uma célula. Pro-

teínas, RNA e DNA agem um sobre o outro para controlar os processos celulares e

as respostas às alterações no ambiente. Um tipo particular são as redes oscilatórias

que estão sendo descobertas em muitos processos biológicos.

Nos últimos anos, pesquisas tem tornado possível implementar redes oscilatórias

arti�ciais em laboratórios. Estudar esses modelos simpli�cados é um importante

passo para entender a vida real das redes. Os estudos sugerem designs para uma

rede oscilatória arti�cial.

Iremos estudar uma rede oscilatória arti�cial conhecida como Repressilator, que

consiste de uma rede de três proteínas, cada uma das quais reprime ciclicamente a

transcrição da seguinte.

Estudaremos o comportamento da seguinte família à um parâmetro de equações

diferenciais.

70
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De�nição 5.1.1. Seja n um inteiro positivo, para α > 0 as equações do Repressilator

são 

dx

dt
=

α

1 + yn
− x,

dy

dt
=

α

1 + zn
− y,

dz

dt
=

α

1 + xn
− z,

(5.1)

com x, y, z ≥ 0.

Esta é a versão resumida do modelo, no qual três das seis relações estão assumidas.

A redução assume que as três variáveis excluídas envoluem numa certa ordem de

grandeza mais rápida do que as outras três.

Note que, devido a simetria das coordenadas, os pontos de equilíbrio são da forma

R = (r, r, r), onde r satisfaz
α

1 + rn
= r, (5.2)

isto é,

rn+1 + r − α = 0.

A matriz Jacobiana de (5.1) é dada por

A =


−1

−nαyn−1

(1 + yn)2
0

0 −1
−nαzn−1

(1 + zn)2

−nαxn−1

(1 + xn)2
0 −1

 ,

e calculada no ponto de equilíbrio R

A(r, r, r) =


−1

−nαrn−1

(1 + rn)2
0

0 −1
−nαrn−1

(1 + rn)2

−nαrn−1

(1 + rn)2
0 −1

 . (5.3)

O polinômio característico desta matriz é

P (λ) = −(1 + λ)3 + a3, a =
−nαrn−1

(1 + rn)2
,
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com raízes

λ = w
nrn

1 + rn
− 1, w3 = −1. (5.4)

Temos que

w3 = −1⇒ w = −1, w = −1

2
+

√
3

2
i, w = −1

2
−
√

3

2
i.

Note que para qualquer valor de n > 0 o autovalor correspondendo a w = −1 é

negativo.

Veri�quemos agora os autovalores correspondendo a

w = −1

2
±
√

3

2
i.

Utilizando a equação (5.4) é fácil ver que, para n = 1 e n = 2 os autovalores com-

plexos conjugados terão partes reais negativas. Logo, R em ambos casos é atrator.

Para o caso n > 2, dependendo do valor de r, a parte real pode ser negativa ou

positiva, vamos tratá-lo separadamente.

A parte real dos autovalores é dada por

Reλ = cos
(
±π

3

)
· nrn

1 + rn
− 1 =

n

2
· rn

1 + rn
, (5.5)

fazendo (5.5) igual a zero, obtemos

r0 = n

√
2

n− 2
. (5.6)

Para r < r0 as parte reais dos autovalores são negativas e para r > r0 as partes

reais do autovalores são positivas.

Em particular, para o único parâmetro

α0 = rn+1
0 + r0

a linearização de (5.1) tem dois autovalores imaginários puros, condição necessária

para que a bifurcação de Hopf ocorra. Para veri�carmos que de fato ela ocorre e

estudá-la, utilizaremos os resultados obtidos pelo Método da Projeção e o Método da

Redução de Lyapunov-Schmidt, o Teorema da Forma Normal de Hopf e o Teorema

de Hopf, respectivamente.
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5.2 Estudo da bifurcação via Teorema de Hopf

Iremos aplicar o Teorema de Hopf visto no Capítulo 4. Para isso, veri�quemos se

a condição de transversalidade é satisfeita.

De (5.2) temos para n > 0 �xo e r > 0

α

1 + rn
= r.

A�rmação A aplicação

α : (0,∞) 7→ (0,∞), α(r) = r + rn+1, (5.7)

é invertível.

De fato, basta observar que a aplicação é estritamente crescente e injetora, logo

invertível.

Da a�rmação acima, concluímos que a aplicação inversa está bem de�nida, com

derivada em relação a α dada por

1

1 + (n+ 1)rn
. (5.8)

De (5.5)

Re λ =
n

2
·
(

rn

1 + rn

)
− 1.

Utilizando (5.2), e derivando a expressão obtida em relação a α, temos

∂Re λ

∂α
=

n

2α2

(
−α ∂r

∂α
+ r

)
.

Vamos supor que
∂Re λ

∂α
= 0.

Como n/2α2 > 0, pois α > 0 e r > 0, segue que( n

2α2

)(
−α ∂r

∂α
+ r

)
= 0⇔

(
−α ∂r

∂α
+ r

)
= 0⇔ ∂r

∂α
=
r

α
.

Utilizando (5.8),

1

1 + (n+ 1)rn
=
r

α
⇔ α = r[1 + (n+ 1)rn],
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de (5.2), temos

α = r[1 + (n+ 1)rn]⇔ α + nrn+1 = α⇔ nrn+1 = 0,

o que é uma contradição, pois nrn+1 > 0.

Concluímos que
∂Re λ(α)

∂α
6= 0,

para todo valor de α, em particular para α = α0.

Aplicando o Teorema de Hopf, segue que existe uma família de órbitas periódicas

a um parâmetro que bifurca do ponto de equilíbrio (r0, r0, r0) quando α = α0.

5.3 Estudo da bifurcação via Teorema da Forma

Normal de Hopf

Primeiramente, vamos escrever o campo de vetores do sistema (5.1) na forma

F (x, y, z) = (f(x, y, z), g(x, y, z), h(x, y, z)) =

(
α

1 + yn
− x, α

1 + zn
− y, α

1 + xn
− z
)
.

Iremos supor

F (x, y, z) = A(x, y, z) +
1

2!
B((x, y, z), (x, y, z)) +

1

3!
C((x, y, z), (x, y, z), (x, y, z)) +

+ O(‖ (x, y, z) ‖4),

onde A é a matriz Jacobiana calculada no ponto (r0, r0, r0) dada por
−1 −2 0

0 −1 −2

−2 0 −1

 ,

com autovalores λ1 = −3, λ2,3 = ±
√

3i, e B e C funções bilineares e trilineares

respectivamente, com componentes

B1((x1, y1z1), (x2, y2, z2)) = fyy

∣∣∣∣∣
x,y,z=r0

y1y2,
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B2((x1, y1z1), (x2, y2, z2)) = gzz

∣∣∣∣∣
x,y,z=r0

z1z2,

B3((x1, y1z1), (x2, y2, z2)) = hxx

∣∣∣∣∣
x,y,z=r0

x1x2,

C1((x1, y1z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3)) = fyyy

∣∣∣∣∣
x,y,z=r0

y1y2y3,

C2((x1, y1z1), (x2, y2, z2), (x1, y3, z3)) = gzzz

∣∣∣∣∣
x,y,z=r0

z1z2z3,

C3((x1, y1z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3)) = hxxx

∣∣∣∣∣
x,y,z=r0

x1x2x3.

onde (x1, y1, z1),(x2, y2, z2),(x3, y3, z3) ∈ R3 e

fy(x, y, z) =
αnyn−1

(1 + yn)2
,

fyy(x, y, z) = nα
(n+ 1)y2n−2 − (n− 1)yn−2

(1 + yn

3

,

fyyy = −nα(n2 + 3n+ 2)y3n−3 − (4n2 − 4)y2n−3 − (n2 − 3n− 2)yn−3

(1 + yn)4
.

Procederemos da seguinte maneira. Primeiramente, calcularemos expressões ex-

plícitas para B e C; em seguida encontraremos os vetores p e q, tais que Aq =
√

3iq

e Atp = −
√

3ip , satisfazendo a normalização < p, q >= 1. Finalmente, calculare-

mos as expressões de (3.15), e a partir desta calcularemos o primeiro coe�ciente de

Lyapunov para α = α0.

Para o cáculo de B1, tomemos

y = r0 e r0 = n

√
2

n− 2
,

em fyy, e utilizando a relação

r0 =
α

1 + rn0

obtemos

B1((x1, y1z1), (x2, y2, z2)) =
2

r0
y1y2.
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Por simetria, este é também o coe�ciente de B2 e B3, então a função bilinear B é

dada por

B((x1, y1z1), (x2, y2, z2)) =
2

r0
(5− n)(y1y2, z1z2, x1x2).

Para o cálculo de C1, tomemos

y = r0 e r0 = n

√
2

n− 2

na expressão de fyyy, e utilizando a relação

r0 =
α

1 + rn0
,

segue que

C1((x1, y1z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3)) =
2

r20
(−n2 + 15n+ 38)y1y2y3.

Por simetria este também é o coe�cente de C2 e C3, então a função trilinear C e

dada por

C((x1, y1z1), (x2, y2, z2), (x1, y3, z3)) =
2

r20
(−n2 + 15n+ 38)(y1y2y3, z1z2z3, x1x2x3).

Os vetores p e q são dados por

p = q =

(
w2

√
3
,
w√
3
,

1√
3

)
, onde ω =

−1 +
√

3i

2
.

Utilizando (3.15), temos

l1(α0) =
1

2
√

3
Re
[
p · C(q, q, q)− 2p ·B(q, A−1B(q, q)) + p ·B(q, (2

√
3iI − A)−1B(q, q))

]
.

(5.9)

Calculemos as quantidades envolvidas em (5.9)

B(q, q) =
2

3r0
(5− n)(w2, 1, w), B(q, q) =

2(5− n)

3r0
(1, 1, 1).

Para as outras expressões envolvendo B encontramos as matrizes inversas

A−1 =



−1

9

2

9
−4

9

−4

9
−1

9

2

9

2

9
−4

9
−1

9
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e

(2
√

3I − A)−1 =



3

62
− 34

√
3i

189

10

63
+

8
√

3i

189
− 4

63
+

8
√

3i

189

− 4

63
+

8
√

3i

189

3

63
− 34

√
3i

189

10

63
+

8
√

3i

189

10

63
+

8
√

3i

189
− 4

63
+

8
√

3i

189
− 3

63
− 34

√
3i

189


.

Assim, segue que

A−1B(q, q) =
−2(5− n)

9r0
(1, 1, 1),

(2
√

3iI − A−1)B(q, q) =
−(5− n)

27r0

(
1− i√

3
, 6− 4

√
3i

7
,−3−

√
3i

)
.

Então,

B(q, A−1B(q, q)) =
−4
√

3(5− n)2

27r20

(
w, 1, w2

)
,

B(q, (2
√

3i− A)−1B(q, q)) =
−2
√

3(5− n)2

27r20

(
1− i√

3i
,−1− i√

3i
,

2√
3
i

)
.

e

C(q, q, q) =

√
3

9r20
(n2 − 15n+ 38)(1−

√
3i,−2, 1 +

√
3i).

Os produtos internos são

〈p, C(q, q, q)〉 =
n2 − 15n+ 38

3r20
(1 +

√
3i), (5.10)

〈
p,B(q, A−1B(q, q))

〉
=

2(5− n)2

9r20
(1 +

√
3i), (5.11)

〈
p, (q, (2

√
3i− A)−1B(q, q))

〉
=
−4(5− n)2i

9
√

3r20
. (5.12)

Substituindo os valores (5.10), (5.11) e (5.12) em (5.9)

l1(α0) =
1

2
√

3
Re

(
n2 − 15n+ 38

3r20
− 4(5− n)2

9r20
(1 +

√
3i) + p

−4(5− n)2i

9
√

3r20

)
=

1

2
√

3

(
n2 − 15n+ 38

3r20
− 4(5− n)2

9r20
(1 +

√
3i)

)
=

1

18
√

3r20
(−n2 + 5n+ 14)

= −n
2 + 5n− 14

18
√

3r20
.
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A�rmação: l1(α0) 6= 0 para n > 2.

De fato,

−n
2 + 5n− 14

18
√

3r20
= 0⇔ (n2 + 5n− 14) = 0,

isto ocorre quando n = 2 e n = −7, como estamos considerando n > 2 a a�rmação

é verdadeira.

Na seção anterior já veri�camos que (5.1) satisfaz a condição de trasversalidade.

Assim, estamos nas condições do Teorema da Forma Normal de Hopf, donde con-

cluímos que o sistema (5.1) apresenta uma bifurcação de Hopf, para n > 2, quando

α = α0 = rn+1
0 + r0, onde r0 = n

√
2/(n− 2).

Aplicando o Corolário 2.2.1, concluímos que para cada α > α0, porém su�ciente-

mente próximo de α0, existe um único ciclo limite estável.

5.4 Extensão do Modelo

Nesta seção iremos estender o modelo do Repressilator. Para isso faremos n ∈

R+, no caso anterior tínhamos n ∈ Z+. Nosso objetivo é apresentar o diagrama

da bifurcação correspondente a esta bifurcação de Hopf. Notemos que todos as

considerações feitas anteriormente para a aplicação dos métodos continuam válidas

quando fazemos a extensão.

Como vimos o polinômio característico da matriz Jacobiana do sistema aplicada

no ponto (r, r, r) é dado por

P (λ) = −(1 + λ)3 + a3,

onde

a =
−nrn

1 + rn
.

Vamos veri�car se

λ3 + 3λ2 + 3λ+ (1− a3) = 0,

tem raízes complexas com partes reais nulas, para isso vamos aplicar o Critério de

Hurwitz.
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Temos

a0 = 1, a1 = 3, a2 = 3, a3 = 1−
(
−nrn

1 + rn

)3

.

Note que todos os coe�cientes são positivos, aplicando o critério temos a seguinte

relação

9 = 1−
(
−nrn

1 + rn

)3

,

essa expressão nos dá a curva de Hopf, que está ilustrada na Figura 5.1.

Figura 5.1: Curva de Hopf.

Observação 5.4.1. a) Se tomarmos P = (n, r) abaixo da curva, porém su�cien-

temente próximo dela, aplicando (5.7) em P obtemos um único α, este é menor

que α0. Como vimos, para esse caso, o ponto de equilíbrio (r, r, r) é uma foco

atrator.

b) Porém, tomando P acima da curva, porém su�cientemente próximo dela, apli-

cando (5.7) em P obtemos um único α, o qual é maior que α0. Para este caso,

o ponto de equilíbrio (r, r, r) é uma foco repulsor isolado por um ciclo limite

estável (resultante da bifurcação de Hopf).

c) Para P sobre a curva, o parâmetro α obtido é um parâmetro crítico e (r0, r0, r0)

é assintóticamente estável.
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5.5 Comparação dos Métodos

Nos Capítulos 3 e 4 aplicamos o Método da Projeção e a Redução de Lyapunov-

Schmidt para estudarmos a bifurcação de Hopf em sistemas n-dimensionais, com

n > 2. A aplicação de ambos é trabalhosa, pois envolvem conceitos e resultados

não triviais de Álgebra Linear e Análise, como o Teorema da Variedade Central e o

Teorema da Função Implícita.

O Método da Redução de Lyapunov-Schmidt é utilizado para demonstrar o Teo-

rema de Hopf, a partir do qual obtemos informações sobre a bifurcação. A aplicação

do método é complicada, pois envolve a construção de um operador Φ e aplicação

de 5 passos, sendo que os dois últimos envolvem o Teorema da Função Implícita e

escolha de bases convenientes.

Já o Método da Projeção nos fornece uma maneira de restringir o sistema à sua

variedade central bidimensional, e assim podemos utilizar todos os resultados sobre

bifurcação de Hopf em sistemas bidimensionais. A partir desse método obtivemos

fórmulas explícitas para o cálculo do primeiro coe�ciente de Lyapunov do sistema

e a condição de transversalidade, as quais dependem apenas das componentes do

campo vetores e autovetores associados a matriz jacobiana do sistema no ponto de

equilíbrio e sua adjunta.

Observemos que o Método de Redução de Lyapunov-Schmidt nos fornece o Teo-

rema de Hopf para estudar a bifurcação e o método da Projeção nos fornece Teorema

da Forma Normal de Hopf.

Note que, para aplicarmos o Teorema da Forma Normal de Hopf, devemos veri�car

uma hipótese a mais em relação ao Teorema de Hopf, isto é, devemos veri�car que o

coe�ciente de Lyapunov é não nulo no parâmetro de bifurcação. Estes cálculos como

vistos em (5.3) podem ser tediosos e complicados, porém este teorema nos fornece

mais informações sobre a bifurcação, uma vez que podemos garantir a existência da

bifurcação e saber a estabilidade do ciclo limite a partir do sinal do coe�ciente de

Lyapunov. Já o Teorema de Hopf nos garante apenas a existência de uma família

de órbitas periódicas à um parâmetro que emana do ponto de equilíbrio do sistema.
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Assim, podemos dizer que a aplicação do Método da Projeção é "melhor"que a do

Método de Lyapunov-Schmidt, no sentido de que a partir do primeiro obtemos um

resultado que nos permite obter mais informações sobre a bifurcação, o que pode ser

observado nas Seções (5.2) e (5.3).



Capítulo 6

Bifurcação de Bautin

Neste capítulo estudaremos a Bifurcação de Hopf de codimensão 2, também co-

nhecida como Bifurcação de Bautin.

Esta bifurcação é caracterizada pela existência de até dois ciclos limites locais, de

estabilidades opostas, para valores adequados do parâmetro. Estes ciclos colidem e

desaparecem ao longo de uma curva que emana do ponto de codimensão 2 (Ponto

de Bautin).

Iniciaremos nosso estudo com o caso bidimensional, cujo estudo foi baseado em

[8].

6.1 Bifurcação de Bautin no plano

Considere o sistema de equações diferenciais dependendo do parâmetro α

x′ = f(x, α), x ∈ R2, α = (α1, α2) ∈ R2, (6.1)

com f suave tendo para α = 0 equilíbrio em x = 0 satisfazendo as seguintes condi-

çoes:

1) em α = 0 o equilíbrio tem autovalores imaginários puros, λ1,2 = ±iω0, ω0 > 0,

2) a condição de transversalidade é satisfeita, ou seja, µ′(0) 6= 0,

82
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3) o primeiro coe�ciente do Lyapunov avaliado no parâmetro de bifurcação é nulo,

l1(0) = 0.

Sob estas condições dizemos que o sistema (6.1) apresenta uma bifurcação de

Bautin.

Iremos supor, sem perda de generalidade, que o equilíbrio é a origem do sistema.

Como na análise da bifurcação de Hopf de codimensão 1, sempre podemos realizar

uma mudança de coordenadas que coloca esse equilíbrio em x = 0 para todo α

su�cientemente pequeno.

Do Lema 2.2.1, sempre podemos escrever o sistema (6.1) na forma complexa

z′ = (µ(α) + iω(α))z + g(z, z, α),

onde µ, ω e g são funções de α, com µ(0) = 0, ω(0) = ω0 e formalmente

g(z, z, α) =
∑
k+l≥2

1

k!l!
gkl(α)zkzl,

com gkl funções reais.

Lema 6.1.1. (Forma Normal de Poincaré para a Bifurcação de Bautin) A equação

g(z, z, α) =
∑

2≤k+l≤5

1

k!l!
gkl(α)zkzl +O(‖ z6 ‖), (6.2)

onde λ(α) = µ(α) + iω(α), µ(0) = 0 e ω(0) = ω0 > 0, pode ser transformada

através da seguinte mudança de coordenada complexa:

z = w +
∑

2≤k≤5

1

k!l!
hklr

krl, h21(α) = h32(α) = 0

para todo α com ‖ α ‖ su�cientemente pequeno, na equação

r′ = λ(α)r + c1(α)r | r |2 +c2(α)r | r |4 +O(‖ r6 ‖). (6.3)

O lema pode ser provado usando o mesmo método utilizado para provar o Lema

2.2.5 no Capítulo 2. Pelo Lema 2.2.5, podemos assumir que todos os termos qua-

dráticos e termos cúbicos não ressonantes em (6.2) já estão eliminados: g20 = g11 =
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g02 = g30 = g12 = g21 = 0 e c1 = g21/2. Em seguida, através de uma seleção ade-

quada de hij, com i+ j = 4, podemos eliminar todos os termos de ordem quatro em

(6.2), tendo o coe�ciente da ressonância c1(α) intocado durante a mudança. Final-

mente, podemos remover todos os termos quinta ordem exceto o termo ressonante

mostrado na equação (6.3).

Os coe�cientes c1 e c2 são complexos, o próximo lema nos fornece uma reparame-

trização do tempo, a partir da qual eles se tornam reais.

Lema 6.1.2. O sistema (6.3) é localmente topologicamente equivalente ao sistema:

r′ = (ν(α) + i)r + l1(α)r | r |2 +l2(α)r | r |4 +O(‖ r ‖6),

onde ν(α), l1(α) e l2(α) são funções reais com ν(0) = 0.

Demonstração: Primeiramente, vamos introduzir um novo tempo τ = ω(α)t.

Temos,

dr

dτ
=

dw

dt

dt

dτ

=
[
λ(α)r + c1(α)r | r |2 +c2(α)r | r |4 +O(‖ r6 ‖)

] 1

ω(α)

=
λ(α)r

ω(α)
+
c1(α)r | r |2

ω(α)
+
c2(α)r | r |4

ω(α)
+O(‖ r6 ‖)

= (ν(α) + i)r + d1(α)r | r |2 +d2(α)r | r |4 +0(‖ r6 ‖),

onde

ν(α) =
µ(α)

ω(α)
, d1 =

c1(α)

ω(α)
, d2(α) =

c2(α)

ω(α)
.

Note que a direção do tempo é preservada, pois para ‖ α ‖ su�cientemente pequeno

próximo da origem temos ω(0) = ω0 > 0.

As funções ν, d1 e d2 são suaves e d1 e d2 são funções a valores complexos. Faremos

agora uma reparametrização do tempo ao longo das órbitas introduzindo o novo

tempo θ tal que:

dτ = (1 + e1(α) | r |2 +e2(α) | r |4)dθ,

onde e1(α) e e2(α) são funções reais dadas por:

e1(α) = −Imd1(α), e2(α) = −Imd2(α) + [Imd1(α)]2
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Em termos de θ temos

dr

dθ
=

dr

dτ

dτ

dθ

=
[
ν(α) + i)r + d1(α) | r |2 +d1(α) + d2(α)r | r |4 +O(‖ r6 ‖)

]
× (1 + e1(α) | r |2 +e2(α) | r |4)

= (ν(α) + i)r + [ν(α + i)e1(α) + d1(α)] r | r |2

+ [ν(α + i)e2(α) + d1(α)e1(α) + d2(α)] r | r |4 +O(‖ r6 ‖).

Tomemos

l1(α) = (ν(α) + i)e1(α) + d1(α),

e

l2(α) = (ν(α) + i)e2(α) + d1(α)e1(α) + d2(α).

Escrevendo

d1(α) = Re d1(α) + iIm d1(α).

d2(α) = Re d2(α) + iIm d2(α),

e usando as de�nições de e1(α) e e2(α), segue que:

l1(α) = (ν(α) + i)(−Im d1(α)) + Re d1(α) + iIm d1(α)

= −ν(α)Im d1(α)− iIm d1(α) + Re d1(α) + iIm d1(α)

= Re d1(α)− ν(α)Im d1(α) = Re
c1(α)

ω(α)
− µ(α)Im

c1(α)

ω(α)2

que é o primeiro coe�ciente de Lyapunov. Por outro lado,

l2(α) = Re d2(α)− Re d1(α)Im d1(α) + ν(α)[(Im d1(α))2 − Im d2(α)]

e
dr

dθ
= (ν(α) + i)r + l1(α)r | r |2 +l2(α)r | r |4 +O(| r |6), (6.4)

onde ν(α), l1(α) e l2(α) são funções suaves e a valores reais.

�

De�nição 6.1.1. A função real l2(α) é chamada de Segundo coe�ciente de Lya-

punov.
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Como vimos no Capítulo 2, c1 = c1(α) pode ser calculado pela fómula

c1(α) =
g21
2

+
g20g11(2λ+ λ)

2 | λ |2
+
| g11 |2

λ
+
| g02 |2

2(2λ− λ)
,

onde λ = λ(α) e gkl = gkl(α).

Da bifurcação de Bautin temos que l1(0) = 0 e µ(0) = 0, segue que

l2(0) = Re d2(0) = Re
c2(0)

ω0

.

De modo análogo como calculamos c1(0) podemos calcular o coe�ciente c2(0), e

assim calcular l2(0). Obtendo o seguinte lema.

Lema 6.1.3. O segundo coe�ciente de Lyapunov do sistema (6.4) é dado por

12l2(0) =
1

ω0

Reg32 +
1

ω2
0

Im[g20g31 − g11(4g31 + 3g22)−
1

3
(g02g40 + g13)

− g30g12] +
1

ω3
0

{Re[g20g11(3g12 − g30) + g02(g12 −
1

3
g30) +

1

3
g02g03)

+ g11g02(
5

3
g30 + 3g12) +

1

3
g02g03 − 4g11g30] + 3Img20g11Img21}

+
1

ω4
0

{Im[g11g02(g20 − 3g20g11 − 4g211)] + Im(g20g11)[3Re(g20g11)

− 2 | g02 |2]}.

De�nição 6.1.2. Um ponto de Bautin é um ponto (x0, α0) de um sistema, tal que

A = Df(x0, α0) possui dois autovalores da forma λ1,2 = ±iω0, ω0 > 0 e nenhum

outro autovalor crítico, l1(α0) = 0 e l2(α0) 6= 0.

Para o sistema (6.1) o ponto de Bautin é o ponto formado pela origem do sistema

e o parâmetro α = 0. Suponha que neste ponto l2(0) 6= 0. Podemos parametrizar

uma vizinhança de α = 0, su�cientemente pequena, por dois novos parâmetros, η1 e

η2, tais que η1(α) = µ(α), assim quando tomamos α = 0 este parâmetro representa

a condição necessária para que a bifurcação de Hopf ocorra. O segundo parâmetro

tomamos como sendo η2(α) = l1(α). Portanto a anulação simultânea de ambos

especí�ca o ponto de Bautin.
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Vamos assumir a regularidade em α = 0, ou seja,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂η

∂α1

∂η

∂α2

∂l1
∂α1

∂l1
∂α2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(α=0)

=
1

ω0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂µ

∂α1

∂µ

∂α2

∂l1
∂α1

∂l1
∂α2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(α=0)

6= 0.

Como ω0 6= 0, o Teorema na Função Inversa nos garante que podemos escrever α em

função de η, obtendo a equação

r′ = (η1 + i)r + η2r | r |2 +L2(η)r | r |4 +O(| r |6),

onde L2(η) = l2(α(η)) é uma função suave de η tal que L2(0) = l2(0) 6= 0.

Introduzindo uma nova variável complexa r = 4
√
| L2(η) |u, e de�nindo os parâmetrosβ1 = η1,

β1 =
√
| L2(η) |η2,

obtemos
du

dθ
= (β1 + i)u+ β2u | u |2 +su | u |4 +O(| u |6), (6.5)

onde s = sinal l2(0) = ±1.

Podemos resumir os resultados obtidos no seguinte teorema.

Teorema 6.1.1. Considere o sistema

x′ = f(x, α), x ∈ R2, α ∈ R2,

com f suave, tendo no equilíbrio x = 0 autovalores

λ1,2(α) = µ(α)± iω(α),

para todo ‖ α ‖ su�cientemente pequeno, onde ω(0) = ω0 > 0. Suponha ainda que

para α = 0, sejam veri�cadas as hipóteses: µ(0) = 0 e l1(0) = 0. Assuma ainda que

as seguintes condições de generecidade são satisfeitas:

1) l2(0) 6= 0, onde l2(0) é o segundo coe�ciente de Lyapunov;

2) a aplicação α→ (µ(α), l1(α)) é regular em α = 0.
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Então, através da introdução de uma nova variável complexa e uma reparametrização

do tempo, o sistema pode ser reduzido à uma das seguintes formas complexas:

z′ = (β1 + i)z + β2z | z |2 +sz | z |4 +O(| z |6)

onde s =sinal l2(0) = ±1.

Lema 6.1.4. O sistema

z′ = (β1 + i)z + β2z | z |2 +sz | z |4 +O(| z |6)

é localmente topologicamente equivalente perto da origem ao sistema.

z′ = (β1 + i)z + β2z | z |2 ±z | z |4 .

Munidos com o Lema 6.1.4 podemos eliminar os termos de ordem maior e enunciar

o resultado geral.

Lema 6.1.5. (Forma Normal da Bifurcação de Bautin) Qualquer sistema planar a

dois parâmetros

x′ = f(x, α),

tendo em α = 0 um equilíbrio x0 = 0 que exibe uma bifurcação de Bautin, é lo-

calmente topologicamente equivalente perto da origem a uma das formas normais

complexas

z′ = (β1 + i)z + β2z | z |2 ±z | z |4 .

Este teorema nos diz que a forma normal capta a topolgia de qualquer sistema

que apresenta uma bifurcação de Bautin e satisfaz as condições de generecidade.

Para melhor compreendermos o caratér geométrico da bifurcação de Bautin iremos

estudar seu diagrama de bifurcação, que encontra-se ilustrado na Figura 6.1.
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6.1.1 Diagrama de Bifurcação da forma normal

Consideremos a forma complexa com sinal negativo e escrevendo-a em coordenadas

polares (ρ, φ), onde z = ρeiφ, obtemosρ
′ = ρ(β1 + β2ρ

2 − ρ4),

φ′ = 1.

(6.6)

Note que as equações do sistema (6.6) são desacopladas. Analisando a primeira

equação veri�camos a existência de dois pontos de equílibrio. O equilíbrio ρ = 0

corresponde ao único equilíbrio, z = 0, do sistema truncadado, e o equilíbrio

β1 + β2ρ
2 − ρ4 = 0 (6.7)

descreve ciclos limites circulares.

Note que a equação (6.7) pode ter duas, uma ou nenhuma solução positiva(ciclos).

Estas soluções são triviais ao longo da linha H = {(β1, β2) : β1 = 0} e colidem e

desaparecem na meia parábola

T = {(β1, β2) : β2
2 + 4β1 = 0, β2 > 0}.

O diagrama de Bifurcação é retratado na �gura 6.1. A linha H corresponde a

Bifurcação de Hopf, ao longo desta linha o equilíbrio tem autovalores λ1,2 = ±i.

Para β1 < 0 o equilíbrio é estável e para β1 > 0 o equilíbrio é instável.

O primeiro coe�ciente de Lyapunov é representado pelo parâmetro β2, assim o

ponto de Bautin (β1 = β2 = 0) separa H em dois ramos H+ e H−, o que corresponde

a uma bifurcação de Hopf com coe�ciente negativo e positivo, respectivamente. Um

ciclo limite estável bifurca do equilíbrio se cruzarmos H− da esquerda para a direita,

enquanto um ciclo limite instável aparece se cruzarmos H+ na direção oposta. Os

ciclos colidem e desaparecem na curva T , correspondendo a bifurcação sela nó de

ciclos. Ao longo dessa curva o sistema tem um ciclo limite semi estável.

As curvas dividem o plano de parâmetro em três regiões, veja Figura (6.1).
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Para um melhor entendimento do diagrama de Bifurcação, vamos fazer uma ex-

cursão no plano de parâmetros em torno do ponto de Bautin, começaremos em um

ponto na região 1 onde o sistema tem um equilíbrio estável simples e não tem ciclos.

Cruzando a fronteira da região H+ da região 1 para a região 2 implica o apare-

cimento de um ciclo limite estável, que se mantém quando entramos na região 3.

Cruzando a fronteira da região H+ aparece um ciclo limite instável dentro do ciclo

limite estável, onde o equilíbrio troca de estabilidade. Existem dois ciclos limites

de estabilidades opostas dentro da região 3 que desapareccem ao longo da curva T

através de uma bifurcação dobra de ciclos que deixa um único equilíbrio estável,

completando assim o ciclo.

Figura 6.1: Diagrama da bifurcação de Bautin.

6.2 Bifurcação de Bautin em sistemas n-dimensionais

Aplicaremos agora o Método da Projeção para estudar a bifurcação Hopf em sis-

temas n-dimensionais, com n ≥ 2. A principal referência utilizada foi ??. Considere

o sistema

x′ = f(x, α), x ∈ Rn, α ∈ Rm. (6.8)
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Suponha que (6.8) tenha uma equilíbrio na origem quando α = 0 e vamos repre-

sentar F (x) = f(x, 0) da forma:

F (x) = Ax+
1

2
B(x, x)+

1

6
C(x, x, x)+

1

24
D(x, x, x, x)+

1

120
E(x, x, x, x, x)+O(‖ x ‖6),

(6.9)

onde Ax = f(0, 0) e

Bi(x, y) =
n∑

j,k=1

∂2Fi(ε)

∂εj∂εk

∣∣∣∣∣
ε=0

xjyk, Ci(x, y, z) =
n∑

j,k,l=1

∂3Fi(ε)

∂εj∂εk∂εl

∣∣∣∣∣
ε=0

xjykzl,

Di(x, y, z, v) =
n∑

j,k,l,m=1

∂4Fi(ε)

∂εj∂εk∂εl∂εm

∣∣∣∣∣
ε=0

xjykzlvm,

Ei(x, y, z, v, w) =
n∑

j,k,l,m,s=1

∂5Fi(ε)

∂εj∂εk∂εl∂εm∂εs

∣∣∣∣∣
ε=0

xjykzlvmws,

i = 1, 2, 3, . . . , n com x, y, z, v, w ∈ Rn.

A variedade central para esse tipo de bifurcação é bidimensional e parametrizada

por

H : C2 → Rn, (r, r)→ x = H(r, r)

onde

H(r, r) = rq + rq +
∑

2≤j+k≤5

1

j!k!
hjkr

jrk +O(| (r, r) |6),

com hjk ∈ Cn, hjk = hkj, j, k ≥ 0. A restrição do sistema (6.1) à variedade central

para o parâmetro crítico é localmente topologicamente equivalente à forma normal

da bifurcação

r′ = (β1 + iω0)r + β2r | r |2 +l2r | r |4 .

onde l2 é real. Assim, podemos tomar a restrição da seguinte forma:

r′ = G(r, r) = iω0r +
1

2
G21r | r | 2 +

1

12
G32r | r |4 +O(| r |6).

Neste caso, a equação homológica é da forma

Hrr
′ +Hrr

′ = F (H(r, r)) (6.10)

onde F é dada por (6.9). Basta agora calcularmos as quantidades envolvidas de

maneira recorrente utilizando a equação homológica (6.10).
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Desenvolvendo o lado direito da equação (6.10)

F (H(r, r)) = Aqr + Aqr +
1

2
[Ah20 +B(q, q)] r2 + [Ah11 +B(q, q)] r2

+
1

6
[Ah30 + 3B(q, h20) + C(q, q, q)] r3

+
1

2
[Ah21 + C(q, q, q) + 2B(q, h21) +B(q, h20)]r

2r

+
1

2

[
Ah21 + C(q, q, q) + 2B(q, h11) +B(q, h20)

]
rr2

+
1

6

[
Ah30 + C(q, q, q) + 3B(q, h20)

]
r3 +

1

24
[Ah40

+ D(q, q, q, q) + 6C(q, q, h20) + 4B(q, h30) + 3B(h20, h20)]r
4

+
1

6
[Ah31 +D(q, q, q, q) + 3C(q, q, h11) + 3C(q, q, h20)

+ 3B(h20, h11) +B(q, h30) + 3B(q, h21)]r
3r

+
1

4
[Ah22 +D(q, q, q, q) + 4C(q, q, h11) + C(q, q, h20)

+ C(q, q, h20) + 2B(h11, h11) + 2B(q, h21) +B(h20, h20)

− 2h11(G21 +G21)]r
2r2. (6.11)

Desenvolvendo agora o lado esquerdo

Hrr
′ +Hrr

′ = iω0q − iω0q + iω0h20r
2 − (iω0h20)r

2 +
1

2
iω0h30r

3

+
1

2
(iωh21 +G21q) r

2r +
1

2
(iωh21 +G21q)rr

2

− 1

2
iω0h30r

3 +
1

6
(iωh40)r

4 +
1

3
(iω0h31 +

3

2
G21h20)r

3r

+ 2h11(G21 +G21)r
2r2. (6.12)

Vamos igualar (6.12) e (6.13) e comparar os coe�cientes termo a termo.

Para os termos de segunda ordem

Ah11 +B(q, q) = 0⇒ h11 = −A−1B(q, q).

e

iωh20 =
1

2
[Ah20 +B(q, q)] ,

resolvendo para h20, obtemos

h20 = (2iω0 − A)−1B(q, q).
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Os termos de terceira ordem:

(iω0I − A)h21 = C(q, q, q) +B(q, h20) + 2B(q, h11)−G21q,

o sistema é singular, pois iω0 é autovalor de A.

Utilizando a condição de Fredholm segue que

〈p, C(q, q, q) +B(q, h20) + 2B(q, h11)−G21q〉 = 0,

então o coe�ciente G21 da forma normal pode ser expresso por

G21 =
〈
p, C(q, q, q) +B(q, (2iω0I − A)−1B(q, q)− 2B(q, A−1B(q, q))

〉
e l1 = ReG21/2 coincide com a fórmula que de�nimos no capítulo 2.

Logo,

h21 = (iω0I − A)inv [C(q, q, q) +B(q, h20) + 2B(q, h11)−G21q] , (6.13)

onde o vetor complexo h21 satisfaz 〈p, h21〉 = 0 e pode ser encontrado resolvendo o

(n+ 1) dimensional sistema complexo não singular iω0I − A q

pt 0

 h21

s

 =

 C(q, q, q) +B(q, h20) + 2B(q, h11)−G21q

0

 .

Temos também

h30 = (3iω0 − A)−1[C(q, q, q) + 3B(q, h20)].

Os termos de quarta ordem:

h40 = (4iω0I − A)−1[D(q, q, q, q) + 6C(q, q, h20) + 4B(q, h30) + 3B(h20, h20)],

h31 = (2iω0I − A)−1[D(q, q, q, q) + 3C(q, q, h11) + 3C(q, q, h20) + 3B(h20, h11)

+B(q, h30) + 3B(q, h21)− 3G21h20],

h22 = −A−1[D(q, q, q, q) + 4C(q, q, h11) + C(q, q, h20) + C(q, q, h20) + 2B(h11, h11)

+2B(q, h21) +B(h20, h20)− 2h11(G21 +G21)].
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Dos coe�cientes de quinta ordem necessitamos apenas do r3r2. Neste caso, recaímos

em um sistema não singular, assim, utilizamos a condição de Fredholm e obtemos a

seguinte expressão para G32

G32 = < p,E(q, q, q, q, q)

+ D(q, q, q, h20) + 3D(q, q, q, h20) + 6D(q, q, q, h11)

+ C(q, q, h30) + 3C(q, q, h21) + 6C(q, q, h21) + 3C(q, h20, h20)

+ 6C(q, h11, h11) + 6C(q, h20, h11)

+ 2B(q, h31) + 3B(q, h22) +B(h20, h30) + 3B(h21, h20) + 6B(h11, h21) > .

Segue ainda que

l2 =
1

12
ReG32.

E concluímos a aplicação do método.



Conclusões e Trabalhos Futuros

Nesta dissertação estudamos as bifurcações de Hopf de codimensões 1 e 2. Para ana-

lisar a bifurcação de codimensão 1 em sistemas de dimensão n, com n > 2, utilizamos

dois métodos: O Método da Projeção e o Método da Redução de Lyapunov-Schmidt.

Concluímos que, a partir do Método da Projeção obtemos um resultado que nos for-

nece mais informações sobre a bifurcação quando comparado ao resultado obtido

com a Redução de Lyapunov-Schmidt.

Para a bifurcação de codimensão 2 aplicamos o Método da Projeção.

Como sugestões para trabalhos futuros podemos citar:

1. Estudar a aplicação do Método de Lyapunov-Schmidt para a bifurcação de

Bautin, visando fazer uma comparação com o Método da Projeção para essa

bifurcação, feito no Capítulo 5.

2. Aplicar outros métodos para estudar a Bifurcação de Hopf em sistemas n di-

mensionais, n > 2. Dentre eles o método das Aproximações Sucessivas e o

Método da Média.
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Anexo 1

Neste capítulo iremos enunciar alguns resultados e conceitos fundamentais de

Análise e Álgebra Linear. Tais conceitos são de extrema importância para o

desenvolver da dissertação tais como o Teorema da Função Implícita, o Teorema

de Routh-Hurwitz e as de�nições de Espaço de Hilbert e Banach.

Teorema 1 (Teorema da Função Implícita) Sejam D ⊂ Rn+m um aberto,

f : D −→ Rm uma aplicação de classe C1 e (p0, q0) ∈ D, com f(p0, q0) = 0;

se a matriz −→ ∂f

∂q
(p0, q0) =

(
∂f

∂xn+j
(p0, q0)

)
é não singular, então existem

abertos V ⊂ Rn contendo p0 e W ⊂ Rm contendo q0, tal que para cada p ∈ V ,

existe um único φ(p) ∈ W com f(p, φ(p)) = 0. A função φ : V −→ W é de

classe C1 e

Jφ(p) =

[
∂f

∂q
(p.φ(p))

]−1
∂f

∂p
(p, φ(p)).

De�nição 2 (Espaço de Hilbert) Um Espaço de Hilbert é um espaço veto-

rial com produto interno que é completo com a métrica induzida pelo produto

interno.

De�nição 3 (Espaço de Banach) Um Espaço de Banach é um espaço ve-

torial normada que é completo com a métrica induzida pela norma.

Teorema 4 (Critério de Routh-Hurwitz) Seja p(x) = x3 + ax2 + bx + c

com coe�cientes reais, então

a) p é estável se, se somente se, a, b, c > 0 e ab− c > 0.

b) Se c > 0 e ab − c < 0, então p tem duas raìzes com parte real positiva e

uma raiz com parte real negativa.
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c) Se a, b, c > 0 e ab − c = 0, então p tem duas raìzes com parte real nula e

uma raiz real negativa.


