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Lista de Simbolos

£ Espaco vetorial das sequéncias complexas limitadas

mon(Cla,b]) Cone do conjunto das fungdes continuas nao decrescentes definidas em [a, b]
mon(C*(Q)) Cone das fungdes f € C*(Q) monodtonas nao decrescentes

mon(Pla,b]) Cone dos polinémios nao decrescentes definidos em |[a, b]

B(z,d) Bola aberta centrada em x com raio &

B, (f) Polinémio de Bernstein associado a funcao f

Cla,b] Espago das fungoes continuas em |[a, b]

—_ k k
C**(Q) Espaco das funcdes f cujas derivadas parciais %, ceey %, 3—5, cee g—y{: existem e

sao continuas em {2 e podem ser continuamente estendidas para {2

Cck () Espaco das fungoes de classe C* em ) tal que suas derivadas parciais podem ser

continuamente estendidas para
Pla,b] Espago dos polindmios reais definidos em [a, b]
Aff(B) Envoltéria afim de B

co (B) Envoltéria convexa de B
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“A razao € o passo final
para reconhecer que hd uma
infinidade de coisas além dela.”

Blaise Pascal



Resumo

Sejam X e Y espacos vetoriais topologicos de Hausdorff reais, A : X — Y uma transfor-
magao linear continua, C' um subconjunto de X, B um subconjunto convexo denso em C
e d € Y. O objetivo deste trabalho ¢ estudar condi¢des que garantam que B N A~1(d) seja
nio vazio e denso em C' N A~!(d). Apresentaremos aplicagoes relacionadas com extensdes
monoétonas suaves de funcgoes definidas na fronteira do quadrado unitario e problemas de
interpolagao e aproximacao de fungoes continuas monoétonas por polinémios monétonos.
Palavras-chave Espacos vetoriais topologicos, interpolagao, aproximagao, conjuntos

convexos.



Abstract

Let X and Y be real topological vector Hausdorff spaces, A : X — Y be a continuous
linear map, C' C X, B a convex subset dense in C, and d € Y. In this work we are
mainly concerned in presenting conditions which guarantee that the set BN A~!(d) will be
nonempty and dense in C' N A~!(d). Some applications to shape preserving interpolation
and approximation, and the existence of smooth monotone extensions of functions defined
on the boundary of the unit square are described.

Keyword Topological vector space, interpolation, approximation, convex sets.



Introducao

Sejam X e Y espagos vetoriais topologicos de Hausdorff reais, C' um subconjunto de X
e A: X — Y uma transformagio linear continua. Consideremos o seguinte problema de

interpolagao abstrata:
dado d € Y encontrar x € C' tal que Az = d. (1)

Quando o problema (1) tem uma solugao para um dado d € Y, dizemos que d é admis-
sivel, isto ¢, d € A[C] := {Ax : x € C} ou equivalentemente C N A71(d) # @, com
A7Y(d) .= {r € X : Az = d}. Se C é um subconjunto préprio de X, tal problema é conhe-
cido como problema de interpolacao com vinculos. Se C = X, o problema é denominado
problema de interpolacao sem vinculos.

O problema de interpolagao com vinculos tem sido estudado por varios autores, dentre
os quais destacamos Wong [14], Neamtu e Mulansky [8],[9]. Possui aplica¢oes em Teoria de
Splines e em CAD. Problemas envolvendo extensoes de func¢ées também podem ser vistos
como problemas de interpolacao infinita.

O presente trabalho consiste em estudar resultados sobre aproximacao e interpolagao
com vinculos quando o conjunto C' é substituido por um subconjunto convexo B de C,
conforme os artigos de Mulansky e Neamtu [8] e [9]. Basicamente, o problema se resume
em encontrar condigdes para que B N A~1(d) seja ndo vazio e denso em C N A~1(d).
Vale ressaltar que se d é um ponto admissivel em C, nao necessariamente d é um ponto

admissivel em B.
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O capitulo 1 expoe uma sintese do principais resultados sobre espagos topoldgicos e
apresenta uma secao de espagos vetoriais topolégicos, que contém conceitos essenciais para
a elaboracao dos capitulos posteriores.

O Capitulo 2 trata do problema de interpolacdo e aproximacao por elementos do
conjunto B quando Y tem dimensdo finita. A anélise convexa é a ferramenta prin-
cipal para o desenvolvimento deste capitulo. Veremos que se B é denso em C e d é
um ponto do interior relativo de A[C], entao os elementos de C' poderao ser aproxima-
dos e interpolados simultaneamente por elementos de B. Veremos também alguns casos
particulares quando substituimos X por um subespago S de dimensao finita. Uma aplica-
¢ao do principal resultado é a garantia de interpolacéo e aproximacao de fungoes continuas
mondétonas por polindmios monétonos.

O Capitulo 3 trata dos problemas de interpolagao e aproximagao para o caso em que Y
tem dimensao qualquer. Se Y tiver dimensao infinita, o problema (1) é chamado de inter-
polagdo em dimensao infinita ou simplesmente interpolacdo infinita. Apresentaremos neste
capitulo extensoes de alguns resultados de aproximacao e interpolagao finita decorrentes
do Capitulo 2. Veremos que, neste contexto, para a garantia da interpolacao e aproxima-
¢ao simultaneas por elementos de B serao necessarias as hipoteses utilizadas no caso de
dimensao finita e mais uma relagdo entre a transformacgao A e o conjunto B. Esta relacao
se resume em tomar A B-aberta. Como aplicagao, estudaremos as extensées monotonas

suaves de fungoes definidas na fronteira do quadrado unitario.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos conceitos e resultados de Topologia Geral e Espagos Vetori-
ais Topologicos que serao utilizados nos capitulos que se seguirao. As referéncias utilizadas

sdo 4], [10], [12] e [13].

1.1 Espacgos Topolégicos

Definicao 1. Uma topologia sobre um conjunto X é uma colegao T de subconjuntos

de X tendo as seguintes propriedades:

T1. @ e X pertencem a 7;
T2. A unido de elementos de qualquer subcolecao de T pertence a T;

T3. A intersecao de elementos de qualquer subcolegéo finita de T pertence a 7.

Um espago topoldgico é um par (X,T), onde X é um conjunto e T uma topologia para
X. Se X é um espago topologico munido com a topologia T, dizemos que um subconjunto
U de X é um conjunto aberto de X se U pertence a cole¢do T. Dizemos que U é uma
vizinhan¢a de * € X se U é um aberto contendo . Um subconjunto F' de X ¢é dito ser

fechado se X \ F é aberto.
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Dado um subconjunto U de um espago topoldgico X, definimos o interior topoldgico
de U, denotado por int(U), como a uniao de todos os conjuntos abertos contidos em U.
E definimos o fecho de F, denotado por F, como a intersecdo de todos os fechados que

contém F. Portanto, se U é aberto, U = int(U) e se F é fechado, F = F.

Proposicao 2. Seja F um subconjunto de um espaco topoldgico X. Entdo, x € F se,

e somente se, toda vizinhanca de x intercepta F.

Definigao 3. Suponha que T e T’ sdo duas topologias para um dado conjunto X. Se
T C T, dizemos que T’ é mais fina que T. Dizemos que T é compardvel com T se T/ C T

ouJ cCJ.

Se T’ é mais fina que T, é usual também dizer que T é mais grossa que T, ou que a

topologia T’ & mais forte que a topologia 7.

Definigao 4. Se X é um conjunto, uma base de uma topologia para X é uma colegdo

B de subconjuntos de X, chamados de abertos bdsicos, tal que
B1. Para todo z € X, existe pelo menos um aberto basico B contendo x;

B2. Se x pertence a intersecdo de dois abertos basicos By e Bs, entdo existe um aberto

bésico B3 contendo z tal que B3 C By N Bs.

Sejam X um conjunto e B uma base como na defini¢do acima. Definimos a topologia
T gerada por B da seguinte forma. Um subconjunto U C X é dito pertencer a T se para
todo x € U, existe B € B tal que x € B e B C U. E facil mostrar que T assim definida
é de fato uma topologia para X. Note que dado qualquer espaco topoldgico X, sempre
existe uma base de sua topologia. De fato, a propria topologia para X é uma base para si
mesma.

Uma outra forma de caracterizar a topologia gerada por uma base é dada no resultado

abaixo.

Proposigcao 5. Sejam X wum espago topoldgico e B uma base da topologia T de X.

Entao, T € igual a colegdo de todas as unides de elementos de B.

Esta proposigao afirma que todo aberto U de X é expresso como unidao de abertos
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basicos, onde esta expressao para U nao é tnica. Note que um aberto basico contendo x

é uma vizinhanga de x. Esta vizinhanga serd chamada de vizinhanga bésica de x.

Definigao 6. Um espago topologico (X, T) é chamado espago topoldgico de Hausdorff
se para cada par de pontos distintos x,y em X, existem vizinhancas U e V de z e y,

respectivamente, que sao disjuntas.

Também iremos nos referir a espagos topologicos de Hausdorff dizendo que X esté

munido com uma topologia de Hausdorff.

Definicao 7. Sejam X e Y espagos topologicos. Uma funcao f: X — Y é dita ser
continua se para cada subconjunto aberto U de Y, o conjunto f~H(U) :={z € X : f(x) €

U} é aberto em X.
Proposigao 8. Sejam X e Y espacos topoldgicos e f : X — Y. Entdo, as sequintes

afirmacédes sao equivalentes:

(1) f € continua;

(ii) Para todo subconjunto U de X temos que f(U) C f(U);

(iii) Para todo conjunto F fechado em Y, o conjunto f~1(F) ¢ fechado em X;

(iv) Para cada v € X e cada vizinhanga V de f(z), existe uma vizinhanga U de x tal que

fo)cv.

Se a condigao (iv) vale para x € X, dizemos que f é continua em x.

Proposigao 9. Sejam X e Y espacgos vetoriais topoldgicos e M um subconjunto de X .

Se A: X — Y € continua, entao A[M] = A[M].

Demonstragao. Note que A[M] C A[M] e disso segue que A[M] C A[M]. Por outro lado,

pela continuidade de A, temos que A[M] C A[M] e assim a outra inclusao ¢ valida. "

Definicao 10. Sejam X e Y espagos topologicos e f : X — Y uma bijecao. Se a
funcdo f e a sua inversa f~!:Y — X forem continuas, diremos que f é um homeomor-

fismo.
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Chamaremos uma fungdo f entre espagos topologicos de aberta se para todo aberto
U de X tivermos f(U) aberto em Y. E simples verificar que um homeomorfismo f ¢é
caracterizado por ser uma bijecao aberta e continua.

O proximo resultado pode ser encontrado em [10].

Teorema 11. |[Teorema do Valor Intermediario| Sejam X um espago topoldgico conexo
e Y um conjunto ordenado com a topologia da ordem e f: X — Y continua. Se a,b sdo

pontos em X e r estd entre os pontos f(a) e f(b), entao existe c € X tal que f(c) =r.

A seguir apresentaremos um resultado importante da Teoria da Aproximacao. Em
suma, o teorema garante que toda funcao real continua definida em um intervalo compacto

pode ser uniformemente aproximada por um polindémio.

Teorema 12. |[Teorema de Bernstein| Seja f : [0,1] — R uma fun¢ao continua.
Entao, dado € > 0, existe n € N tal que |f(z) — Bn(f;2)| < €, para todo x € [0, 1] onde
B.(f,:) : [0,1] — R ¢é o polinomio de Bernstein associado a fungao f e
Bu(f;2) = Yoo f(5) (R)a*(1 — 2)" k.

A demonstragao deste teorema pode ser vista em [11]. H4 também uma versao analoga
deste teorema para o caso n dimensional que pode ser encontrado em [6]. No caso em que
n = 2, por exemplo, o polinémio de Bernstein associado a uma funcdo g : [0,1]> — R é
dado por

= 5 (D20
By (g; (z1,72)) og%gng i 1;[ (1 — -

Observagao 13. Os polinomios de Bernstein, By, (f;-), associados a uma fungao f nao
decrescente sdo nao decrescentes. E ainda, se f é de classe C*, entdo Bq(j)(f i) — f (@)
uniformemente, para ¢ = 1,...,k. O caso unidimensional pode ser encontrado com mais
detalhes em [11]. O caso bidimencional, garante a aproximagao simultanea das derivadas

parciais de f pelas derivadas parciais do polinomios de Bernstein [5].
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1.2 Espacos Vetoriais Topolbgicos

Definicao 14. Seja K o corpo dos niimeros reais ou o corpo dos ntmeros complexos.
Um espago vetorial topoldgico sobre K é um espago vetorial X sobre K, munido com uma

topologia T tal que:

e ET 1. A aplicagao de X x X em X definida por (x,y) — x + y é continua, sendo

X x X munido com a topologia produto;

e ET 2. A aplicagdo de K x X em X definida por (¢,z) — tz é continua, com K

munido da topologia usual e K x X com a topologia produto.

Em outra palavras, dizemos que o espago vetorial topolégico é um espaco vetorial com
uma topologia tal que a soma e o produto por escalar sao fungoes continuas. A topologia
T do espaco vetorial topologico é usualmente chamada de topologia vetorial do espaco
vetorial X ou de topologia compativel com a estrutura vetorial de X. Indicaremos por

EVT, a abreviagao de espaco vetorial topolégico.

Exemplo 15. Todo espago vetorial normado X real ou complexo é um espago vetorial
topologico munido com a topologia induzida pela norma. Em outras palavras, a topologia
de X é gerada pelas vizinhangas bésicas B(z,0) := {y € X : ||z — y|| < §}. A soma
¢ uma fungao continua. De fato, se z, — = e y, — vy, entdo |[(z, + yn) — (z + y)|| <
l|zn, — || + |lyn — y|| — 0 quando n — oo. Analogamente, verifica-se que o produto por

escalar é uma operacao continua.

Um espago vetorial topologico (X, T) é dito de Hausdorff se a topologia T é de Haus-
dorff.

Todo conjunto X néo vazio pode ser munido com uma topologia de Hausdorff, por
exemplo, a topologia discreta. Desta forma, é razoéavel perguntar se todo espago vetorial
nao trivial pode ser munido com uma topologia de Hausdorff compativel. A topologia
discreta é a mais fina para tal tentativa. Como cada ponto forma uma vizinhancga dele
mesmo na topologia discreta, e a vizinhanga {z} x {y} de (z,y) é levada na vizinhanca

{z+y} de x+y da soma, a adi¢do é continua. Entretanto, a multiplicagdo por escalar nao
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é continua. Considere a vizinhanga W = {sz¢} de szp em X. Nao existe uma vizinhanca
V de s em K tal que txg € W para todo t € V.

Por outro lado, todo espago vetorial pode ser normado. Com efeito, consideremos B
uma base de Hamel para X. Assim, qualquer x € X nao nulo pode ser escrito de maneira
Gnica como © = ajuy + - - - + apuy, paraalgumm € N, o, € Kew; € Bparai=1,...,m.
Entao, ||z|| = |ai| + - |am| € ||0]] = 0 define uma norma em X, e como a topologia
induzida pela norma é de Hausdorff, concluimos que X é um espaco vetorial topologico de
Hausdorff.

Iremos agora fixar algumas notagoes que serao utilizadas. Sejam X um espago vetorial

topologico sobre K e A, B C X. Considere os conjuntos

AtxtB={atb:ac Aebe B},
tA={ta:a€ A},
A+z=A+{z}={a+z:a€ A}.

E oportuno observar que (s+t)A C sA+tA, mas a igualdade nao é valida em geral.

Basta considerar X = C e A = {1,¢}; entao 24 = {2,2i}, enquanto A+ A = {2,2i,1 +1}.

Proposigao 16. Seja X um espago vetorial topoldgico.

(i) Dadosa € X es €K coms#0, a translagio T, : X — X dada por T,(z) =z +a e

a multiplicagao por escalar Mg : X — X dada por Ms(z) = sx sao homeomorfismos.

(ii) Se G € um aberto em X, entao a + G, sG e A+ G sao abertos em X para quaisquer
a€ X, AC X es€K, s#0. Em particular, se U € uma vizinhanc¢a da origem, tU

também €, para qualquer t € K nao nulo.

Demonstragao. (i) Consideremos ® : X x X — X sendo asomae U : Kx X — X a
multiplicagao por escalar. Como X é um espago vetorial topoldgico, temos que ® e ¥ sido
continuas e assim também as restrigoes ‘I>|XX{Q} e \If|{5}><X. Sabemos que as projegoes
m: X x{a} = X em: {s} x X = X sdo homeomorfismos. Note que T, = ®|x(q} om !
e My =V {s}xX OTy Lsdo continuas, pois sdo composicoes de fungoes continuas. Como T,

tem inversa T_, e M, tem inversa M -1, o resultado segue.
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(ii) Como T, e M, sao homeomorfismos, em particular sao aplicagdes abertas.
Assim, T,(G) = a + G e Ms(G) = sG sao abertos em X. Para finalizar, note que
A+ G =Juea(G + a) & uniao de abertos, logo ¢ aberto. "

Uma consequéncia fundamental da proposigao anterior é que se V' é uma vizinhanga
de a, entdo b — a + V é uma vizinhanca de b para quaisquer a,b € X. Se considerarmos
a = 0, entdao b+ V é uma vizinhanga de b para toda vizinhanca V da origem. Desta
forma a estrutura topoldgica de um espaco vetorial topologico é determinado por qualquer

conjunto de vizinhancas béasicas da origem.

Proposigao 17. Seja X um espago vetorial topoldgico. Para qualquer vizinhanca U
de 0 em X, existe uma vizinhanca V de 0 tal que V +V C U. Além disso, V pode ser

escolhida como sendo simétrica, isto €, V = =V .

Demonstracao. Seja ® : X x X — X a aplicacdo soma. Seja U qualquer vizinhanca de
®(z,y) = r+y. Como ® é continua, ®~(U) é uma vizinhanca de (z,y) em X x X. Desta
forma, existem abertos bésicos Vi de x e V3 de y de modo que Vi x Vo € ®~1(U). Disso
seque que ®(V; x Vo) C U, que é equivalente a V; + Vo C U.

Se tomarmos x = y = 0, segue que existem vizinhangas V; e V5 da origem tais que
Vi+ Vo CU. DefinaV=V,NVen(=Vi)N(=V2). Entdo V é uma vizinhanca da origem
pela Proposicao 16 e é uma vizinhanga simétrica. [

Por indugao, podemos generalizar a Proposi¢ao 17, de modo que para qualquer vizi-
nhanca U de 0 e para qualquer n € N, existe uma vizinhanca simétrica V' de 0 tal que
V+..-4V CU, sendo a soma em n termos. Para isso, basta considerar a aplicagao
continua ®,, : X X --- x X — X definida por @, (z1,...,2,) =21+ -+ + Tp.

A proxima definicdo serda importante para a compreensao de resultados que serdo dis-

cutidos nos proximos capitulos.

Definicao 18. Um subconjunto B de um espago vetorial X é dito ser um conjunto
absorvente se para qualquer z € X, existe u, > 0 tal que € tB sempre que |t| > iy,
t € K. Equivalentemente, B é um conjunto absorvente se para qualquer x € X, existe

0z > 0 tal que sz € B para todo s € K com |s| < d;.
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Segue direto da definigdo que todo conjunto absorvente contém o vetor nulo, basta

tomar x = 0 € X. A seguir veremos algumas propriedades acerca de conjuntos absorventes.

Proposicao 19. A intersecao finita de conjuntos absorventes € absorvente.

Demonstragao. Seja {B;}" ; uma familia de conjuntos absorventes, ou seja, para qual-
quer x € X existe \; > 0 tal que sx € B; se |s| < \; para i = 1,...,n. Defina
A = min{A,...,\,}. Entdo, para todo z € X, sz € ()., B; sempre que |s| < A\
Portanto, (', B; ¢ absorvente. "

A proposicao acima nao é valida para intersecao infinita de conjuntos absorventes. De
fato, considere X = ¢*° e para cada m € N, considere By, = {(an)n € €*° : |am,| < 1/m}.
E facil verificar que cada B,, é um conjunto absorvente, mas a intersecio (Nimen Bm nado
é absorvente. Com efeito, considere a sequéncia © = (x,), dada por z, = 1 para todo

n € N. Entao, sz ¢ (,,cny Bm para todo s # 0.

Definigao 20. Um subconjunto nao vazio B de um espago vetorial X é dito ser um

congunto balanceado se sB C B para todo s € K tal que |s| < 1.

Segue direto da definicdo que todo conjunto balanceado contém o vetor nulo, basta

tomar s = 0. E ainda se B ¢ balanceado entdo B C rB para todo r € K com |r| > 1.

Exemplo 21. Os subconjuntos balanceados do espago vetorial C sobre o corpo C s&ao
todos os discos (com ou sem as fronteiras) centrados na origem e o proprio espago C. Se
consideramos o espacgo vetorial R, os conjuntos balanceados sao os intervalos simétricos
centrados na origem e o proprio R. Se C é um espacgo vetorial sobre o corpo R, entao os
conjuntos balanceados sao unides de segmentos de reta simétricos passando pela origem.

Por exemplo, o retangulo {z € C: |Re(z)| <1 e [Im(z)| <1} é um conjunto balanceado.

Proposigao 22. Seja B um subconjunto balanceado de um espago vetorial topoldgico.

Entdo, B € balanceado. E se 0 € int(B) entdo int(B) também é um conjunto balanceado.

Demonstragao. Seja My como na Proposigao 16. Para todo s € K com 0 < |s| < 1,
usando a continuidade da aplicacao M, e a hipdtese de B ser balanceado, concluimos que

sB = My(B) C Ms(B) = sB C B. Para s = 0 também vale que sB C B, pois B ¢

balanceado e por isso contém 0. Portanto, B ¢ balanceado.
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Agora, suponha que 0 € int(B). Entao, para s € K tal que 0 < |s| < 1, temos
sint(B) = int(sB) C sB C B. Mas, sint(B) é aberto pela Proposicao 16, de onde sint(B) C

int(B). Como por hipotese isso vale para s = 0, int(B) é balanceado. "
Proposigao 23. Seja X um espaco vetorial topologico.

(i) Toda vizinhanga de 0 é absorvente.

(ii) Toda vizinhanga de O contém uma vizinhanca balanceada.

(iii) Para toda vizinhanga U de 0, eziste uma vizinhanga balanceada e absorvente V' tal
que V4+V CU.

Demonstragao. (i) Seja V uma vizinhanga de 0, x € V arbitrario e denotemos por

U : K x X — X a multiplicagdo por escalar. Pela continuidade de ¥ em (0,x) segue

que existe um § > 0 e uma vizinhanga basica W de x tal que ¥(B(0,d) x W) C V e isso

implica que tz € V sempre que || < 4.

(ii) Sejam V e ¥ como anteriormente. Pela continuidade de ¥ em (0,0) segue que
existe um 0 > 0 e uma vizinhanca basica W de 0 tal que ¥(B(0,5) x W) C V, isto &,
tW C V se |t| < 4. Defina U = [Jy5tW. E facil ver que U é uma vizinhanga de 0. A
vizinhanga U é a vizinhanga balanceada procurada. Com efeito, seja s € K com |s| < 1e
x € U. Entao x € tW para algum |t| < §. Logo, sx € stW C U, pois |st| < |t| < 0.

(iii) Basta usar os itens anteriores e a Proposigao 17. n

No espaco vetorial R? é simples visualizar que os seus subespacos vetoriais proprios,
retas e planos que passam pela origem, nao contém pontos interiores, uma vez que todo
conjunto aberto nio vazio deve conter uma bola aberta do R3. Consequentemente, os
subespacos proprios do R3 nio podem ser abertos. Este resultado é mais geral e valido para
espagos vetoriais topologicos, e € uma consequéncia da existéncia da vizinhancga absorvente

da origem, vista na Proposigao 23.

Proposigao 24. O udnico subespacgo vetorial aberto de um espago vetorial topologico X

€ ele mesmo.

Demonstracao. Seja M um subespago vetorial aberto de X. Como M é um espago vetorial

aberto e 0 € M, existe uma vizinhanga V de 0 tal que V' C M e esta vizinhanga é absorvente
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pela Proposicao 23. Entao, dado x € X arbitrario, existe um ¢ > 0 tal que tx € V sempre
que [t| < J. Assim, tx € M para algum ¢ # 0 e suficientemente pequeno. Mas como M é

um subespaco vetorial, = t "'tz € M. Portanto, M = X. =

Uma consequéncia da proposicao anterior é que se M é um subespaco vetorial proprio
de X, entdo M nao tem pontos interiores. Com efeito, suponha que x € M é um ponto
interior de M. Entao existe uma vizinhanca V de x tal que V C M. Note que V — x é
uma vizinhanga de 0 inteiramente contida em M, uma vez que M é um subespago vetorial.
Usando o mesmo argumento da Proposi¢ao 24, concluimos que M = X.

A seguir, recordaremos a defini¢do de conjunto dirigido e redes e nos préximos resul-
tados admitiremos as propriedades dos mesmos. Para maiores detalhes, sugerimos que

consulte [10] ou [13].

Definicao 25. Um conjunto dirigido I é um conjunto com uma ordem parcial < tal

que para qualquer par de elementos «, 8 € I existe v € [ tal que a« <y e 8 <.

Exemplo 26. O conjunto I = N com a ordem usual é um conjunto dirigido. A colegao
de todas as vizinhangas, V.., de um dado ponto £ em um espaco topologico, € um conjunto
dirigido munido com a ordem da inclusao reversa, i. e., U < V se, e somente se, V C U.
A colegao de todas as vizinhangas basicas de x, denotada por N, é um conjunto dirigido

com a ordem da inclusao reversa.

Definigao 27. Seja (X,7) um espago topolégico. Uma rede em X é uma fungao f de
um conjunto dirigido I em X. Se « € I, usualmente denotamos f(«) por z,. Denotamos
a rede f pelo simbolo (24 )acr, Ou apenas por (x4).

Dizemos que a rede (24 )acs converge para o ponto z € X, denotando por x, — x, se

para toda vizinhanca U de x existe o € I tal que se a < 3 entao xg € U.

Se X é um espago topologico de Hausdorff o limite de rede convergente é tinico. Os

resultados a seguir serao utilizados com frequéncia.

Teorema 28. Sejam X um espaco topoldgico e B C X. Entdo, v € B se, e somente

se, existe uma rede em B convergindo para x.
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Teorema 29. Sejam X e Y espacos topoldgicos e f: X — Y. Entao, f € continua

se, e somente se, para toda rede (x,) convergindo para x, f(xq) converge para f(x).

Proposigao 30. Sejam X e Y espagos vetoriais topoldgicos e T : X — Y wuma

transformacao linear. Entdo, T é continua se, e somente se, T' € continua em 0.

Demonstrag¢ao. Seja x € X e suponha que (x,) seja uma rede em X tal que
r, — x. Entdao x, — x — 0. Usando a hipotese de T ser continua em 0, obtemos
T(x, —x) — T(0) = 0. Pela linearidade obtemos T'(z,) — Tz em Y. Portanto, T' &

continua em x € X. ]

Teorema 31. Seja T um funcional linear definido em um espago vetorial topoldgico

X tal que T'(x) # 0 para algum x € X. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes.
(i) T é continuo;
(ii) Ker T é fechado;

(iii) T € limitado em alguma vizinhanga da origem.

Demonstracio. Como Ker T = T~1(0) e {0} ¢ fechado em K, ¢ claro que (i) implica (ii).
Mostraremos agora que (ii) implica (iii). De fato, uma vez que Ker T' # X, segue que
V := X \ Ker T é um aberto nio vazio de X. Como existe = ¢ Ker T, entdo V é uma
vizinhanca de x € X. Assim, V' — x é uma vizinhanga da origem e usando a Proposicao
23, segue que existe uma vizinhanga balanceada W de 0 tal que 0 € W C V — x. Disso
obtemos que W4z C V e assim (W +z)NKer T'= @. Como W é balanceado e T' ¢ linear,
entdo T(W) é um subconjunto balanceado de K e ainda T (W) ¢ limitado ou igual a K,
vide Exemplo 21. Se T (W) = K, entao existe w € W tal que Tw = —Tx e isso implica
que T(w + z) = 0, contradizendo o fato de (W + z) N Ker T' = @. Portanto, T'(W) deve
ser limitado e concluimos o resultado.

Para finalizar, basta verificarmos que (iii) implica (i). Seja V uma vizinhanga de 0 € X
tal que T'(V') é um conjunto limitado, isto é, existe um K > 0 tal que |T'(v)| < K para todo
v € V. Dado € > 0 arbitrario, vimos que =V & uma vizinhanca de 0. Seja y € +V. Entao
% € V. Usando a hipotese, temos que |T'(Ky/e)| < K, ou equivalentemente, |Ty| < e.

Disso segue que T é continua em 0, e entdao T' é continua em X, pela Proposi¢ao 30. [
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Teorema 32. Todo espago vetorial topoldgico de Hausdorff (X,T) sobre o corpo K de

dimensdo n € linearmente homeomorfo a K™.

Demonstragao. Suponha quedim X =ne{z1,...,x,} ¢ uma base para X. Seja {e1,...,en}
a base usual para K" e seja ¢ : K" — X a transformagao linear definida por ¢(e;) = z;.

Desta forma,
O((t1, ... tn)) = @(tieg + - +tpen) = t1xy + -+ - + tpTp.

E claro que ¢ é um isomorfismo de K™ em X. Além disso, ¢ é continua, pois a soma e

o produto por escalar sao continuos em um espaco vetorial topologico. Para completar a

1

primeira parte, precisamos mostrar que a transformagao linear ¢~ é continua. Seja

K=y e K"« [Jyl| = 1}.

Como K é um compacto em K" e ¢ é continua, p(K) é compacto em X. Visto que X
¢ de Hausdorff, segue que ¢(K) é fechado. Note que 0 ¢ K, de onde 0 = ¢(0) néo é um
elemento em p(K). Em outras palavras, X \ ¢(K) é uma vizinhanga de 0. Pela Proposicao

23, existe uma vizinhanca balanceada W de 0 tal que

W C X\ p(K).

1

Em particular, W N ¢(K) = @. Uma vez que ¢! ¢ linear, segue que ¢ 1(W) é um

conjunto balanceado em K" satisfazendo ¢~ 1(W) N K = @. Afirmamos que |[s|| < 1 para
todo ¢ € ¢ 1{(W). De fato, se ¢ € o L(W) e |[s|| > 1, entdo ¢|[¢|]|”* € K e também
pertence ao conjunto balanceado o~!(W). Isso contradiz o fato de ¢ '\(W)N K = @,
donde concluimos que todo ¢ € ¢! (W) satisfaz |[c|| < 1.

Para cada 1 < i < n, seja m; : K* — K a aplicacao projegao m;((t1,...,tn)) = t;.

1

Entdo, mjo ¢! : X — K & um funcional linear tal que |m; o ¢~!(z)] < 1 para todo

1

x € W. Pelo Teorema 31, segue que m; o ¢~ é continuo para cada 1 < ¢ < n e assim

1

o liz— (mop?

..., T 0 p 1) & continua. Portanto, ¢ é um homeomorfismo linear.
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Proposigao 33. Sejam X e Y espacos vetoriais topologicos. Se X € de Hausdorff com

dimensao finita, entao toda transformacgao linear T : X — Y € continua.

Demonstragao. Consideremos {x1,...,x,} uma base para X. Entdo, T' é a composi¢ao

das aplicagoes

2?:1 t,r; —— (tl, - ,tn) — Z?:l t;Tx;
Como 9 é continua pela demonstragao do Teorema 32 e f é continua porque a soma e o

produto por escalar sao continuas em Y, concluimos que 71" é continua. [

Proposigao 34. Se M ¢é um subespago vetorial do espago vetorial topoldgico X, entao
M também € um subespaco vetorial de X. Em particular, qualquer subespaco vetorial

mazimal proprio € denso ou fechado em X.

Demonstracio. Sejam M um subespaco vetorial de X, x,y € M e t € K. Mostraremos
que tx +y € M. Com efeito, existem redes (z,) e (y,) em M indexadas nas vizinhangas
béasicas de 0 tais que z, — x e y, — y. Assim tx, + vy, — tx +y. Usando o fato de M ser
um subespaco vetorial, concluimos que tx +vy € M.

Se M é um subespaco maximal proprio de X, como M € M C X e M é maximal, isso

implica que M = M donde M é fechado, ou M = X, isto é M é denso em X. [

Corolario 35. Seja ¢ : X — K um funcional linear sobre o espago vetorial topoldgico

X. Entao, ou ¢ € continuo ou Ker ¢ é um subespaco proprio denso em X.

Demonstracao. Se ¢ é a aplicagao nula, entao ¢ é continua. Caso contrario, Ker ¢ é um
subespago maximal proprio de X. De fato, seja M um subespaco vetorial de X tal que
Ker ¢ € M. Se M # Ker ¢, mostraremos que M = X. Como M # Ker ¢, existe x € M
tal que p(x) = B # 0. Considere y € X arbitrario. Se ¢(y) = 0, segue que y € M; caso
contrario, ¢(y) = a # 0. Disso, existe um tunico ¢ # 0 tal que a = ¢- 3 e assim obtemos
que y —cx € Ker ¢ C M. Defina, z = y — cx. Como z,z € M e M é um subespaco

vetorial, segue que y € M.
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Como Ker ¢ é um subespago vetorial proprio, aplicando a Proposi¢ao 34, obtemos que
Ker ¢ é fechado ou denso em X. No entanto, pelo Teorema 31 ¢ é continuo se, e somente

se, Ker ¢ é fechado e isso conclui. n

Definigao 36. Um F-espago é um espago vetorial topologico (X, T) tal que a topologia
T é induzida por uma métrica d completa e invariante.

Teorema 37. [Teorema da Aplicagdo Aberta| Se T é uma transformagao linear con-
tinua de um F-espaco X sobre um F-espaco Y, entdo T € aberta.

Ainda h& varios resultados interessantes sobre espagos vetoriais topologicos, que serao

omitidos aqui. Um estudo detalhado sobre espagos vetoriais topolégicos pode ser encon-

trado em [12], [13].



CAPITULO 2

Interpolacao e Aproximacao Finita

Seja f : [a,b] — R continua. Utilizando o Teorema de Singer-Yamabe [4] podemos
afirmar que dados € > 0 e qualquer subconjunto finito S de [a, b], existe um polinémio p

tal que

|f(z) — p(z)| < € para todo = € [a,b] e

f(z) = p(x) para todo z € S.

Mas se f : [a,b] — R é continua e nao decrescente, é possivel aproximar e interpolar
f por um polinémio nao decrescente?

Esse problema pode ser resolvido através do teorema de interpolagao e aproximagao
finita do artigo [8] que apresentaremos neste capitulo.

Sejam X e Y espagos vetoriais topologicos de Hausdorff reais com dimY finita,
A: X — Y linear e continua, B e C subconjuntos de X tais que B C C ed € Y. Estu-
daremos as condices que garantem que B N A~!(d) é nao vazio e denso em C' N A~1(d).
Veremos que tais condig¢oes sdo menos restritivas do que aquelas obtidas por Wong [14].

Consideraremos também o caso em que o dominio X de A é substituido por um subes-

pago vetorial S de dimensao finita.
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2.1 Convexidade, Conjuntos Afins e Interior Relativo

Nesta secao, introduziremos notagoes e propriedades a cerca de convexidade, conjun-
tos afins e interiores relativos, que serao essenciais para desenvolver este capitulo. Nos

pautamos em [1], [3], [4] e [15].

Inicialmente, fixaremos algumas notagoes. Seja X um espaco vetorial sobre R. Dados
x,y € X, o segmento de reta ligando x a y em X seréa denotado por [z,y] = {(1—t)z+ty :

0 <t < 1}. De maneira analoga, denotaremos os segmentos de reta semi-abertos e abertos
por [-%',y[: [x,y] - {y}v ]xay] = [xvy} - {x} e ]l’,y[: ['Tvy] - {xvy}v respectivamente.

Definigao 38. Sejam X um espago vetorial e B C X. Dizemos que B é um conjunto

convero se o segmento [z, y] esta contido em B para quaisquer z,y em B.

Usando indugao podemos mostrar que o conjunto B é convexo se, e somente se,

n
ZaixiGBsempre que a; > 0, xiGB,izl,...,neZ?zlaizl, com n € N.
i=1

Exemplo 39. O vazio e o espago vetorial X sao exemplos triviais de conjuntos
convexos. Se X for um espago vetorial normado, a bola centrada em z de raio r,

B(z,r) ={y € X : ||y — z|| < r}, também é um conjunto convexo.

Definigao 40. Um espago vetorial topologico (X, T) é dito ser localmente convexo, se
X & um espago topologico localmente convexo, i.e., T admite uma base B formada por

conjuntos convexos.

Proposicao 41. Sejam X wum espago vetorial topoldgico e B um subconjunto convexo

de X. Entdo, B e int(B) sdo convexos.

Demonstracio. Primeiro mostraremos que B é convexo. De fato, sejam = € tB e y €
m, para 0 < t < 1, e U uma vizinhanca arbitraria da origem. Pela Proposi¢cao
23 existe uma vizinhanga da origem V tal que (z + V) + (y+V) C = +y + U. Visto
que z €tBey € (1 —1)B, existem a € tBN(x+V)ebec (1—-t)BN(y+V). Desse
modo, a +b € x+y+U eentdoz +y €tB+ (1 —t)B. Como M; é um homeomorfismo,
pela Proposicdo 16, valem as igualdades tB = tB e m = (1 — t)B. Portanto, pela

convexidade de B temos que tB + (1 —t)B C tB + (1 —t)B C B e isso conclui a primeira



26 Capitulo 2. Interpolacdo e Aproximac3o Finita

parte. Agora, note que tint(B) + (1 — t)int(B) C B para 0 < ¢t < 1, pois o conjunto B é
convexo. Pela Proposi¢ao 16 temos que tint(B) + (1 — t)int(B) é um aberto em X, logo
tint(B) + (1 — t)int(B) C int(B) para 0 <t < 1, ou seja, int(B) é convexo. "

Proposigao 42. Sejam X e Y espacgos vetoriais topoldgicos. Se T : X — Y € uma

transformagao linear e B C X € convezo, entiao T'(B) € convezo.

Demonstragio. Sejam x,y € T'(B). Entao existem /.y’ € B tais que T'(z') =z e T(y') =
y. Como B é convexo, para 0 <t < 1, temos que tz’ + (1 — t)y’ € B. Pela linearidade de
T segue que tx + (1 —t)y =tT(2") + (1 — )T (y') = T(tz' + (1 = t)y') € T(B). n

Proposigao 43. Seja B um subconjunto convexo de um espago vetorial topoldgico X .

Se B for um conjunto sdlido, isto é, com int(B) # & , entao:
(i) tB+ (1 —t)int(B) C int(B) para 0 <t < 1.

(ii) B = int(B) (Em particular, int(B) € denso em B).

Demonstracio. (i) Observe que basta mostrar que tB + (1 — t)int(B) C B, pois tB +
(1 — t)int(B) é aberto pela Proposicao 16. Seja p € int(B); entao (1 — t)(intB — p) é
uma vizinhanca de 0 € X. Como M; é um homeomorfismo, pela Proposicdo 16, vale
a igualdade tB = tB. Afirmamos que tB C tB + (1 — t)(intB — p). De fato, sejam
y € tB e a vizinhanga V;, = y — (1 — t)(intB — p) de y. Como y € tB, temos que
tBNV, # @, isto ¢, existe z = y — (1 — t)(ap — p) = tai, com ag € int(B) e a1 € B.
Desta forma, y = ta; + (1 —t)(ag — p) € tB + (1 —t)(intB — p). Para finalizar, usamos a
convexidade de B e a afirmagdo anterior. Portanto, tB = tB C tB + (1 —t)(intB — p) =
tB+ (1 —t)intB — (1 —t)p C B—(1—t)p, e como p & arbitrario em int(B) resulta em
tB + (1 —t)int(B) C B.

(ii) E facil ver que intB C B. Seja z € B e p € int(B). Logo o segmento de reta

[p,z) C int(B) pelo item anterior, e isso implica que z € int(B). n

Definicao 44. A envoltoria convera de B, denotada por co (B), ¢ a interse¢ao de
todos os conjuntos convexos que contém B. Ou equivalentemente,

n n
co (B) = {Zaixi:xi EB,aZ—20,@':1,...,7172041-:177161\1}.
i=1

=1
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Observe que co (B) é um conjunto convexo e se B for convexo, co (B) = B. A envoltoria

convexa de B é o menor conjunto convexo que contém B.

Definigao 45. Sejam X um espago vetorial e B C X. Dizemos que B é um conjunto
afim se, dados =,y € B, a reta passando por z e y esta inteiramente contida em B, isto é,

se x,y € B, entdo tr + (1 — t)y € B para todo t € R.

Usando indugao podemos mostrar que o conjunto B ¢ afim se, e somente se, Y ;- | a;x; €
B sempre que oy € R, z; € B,i=1,...,n,ey " ;=1 comneN

E facil verificar que um conjunto B é afim se, e somente se, existe um b € X e um
subespago vetorial X tal que B = Xy + b, ou seja, um conjunto afim é uma translagdo de

um subespago vetorial.

Exemplo 46. O vazio e o espago vetorial X sdo exemplos triviais de conjuntos afins.
Uma reta em R? e um plano em R? sdo conjuntos afins. Em R os conjuntos afins sio os

conjuntos unitarios e o préprio R.

Definigao 47. Seja X um espago vetorial. A envoltdria afim de um subconjunto B
de X, denotado por Aff(B), é a intersegao de todos os conjuntos afins que contém B. Ou
equivalentemente,

n n
Aff(B) = {Zaiaci cx; € Byo; €R,i = 1,---,7%2%‘ =1,ne N} )
i=1 =1

Observe que a envoltéria afim é o menor conjunto afim que contém B. Note ainda que
se B é um conjunto afim, vale a igualdade Aff(B) = B e B — b é subespaco vetorial de X
para todo b € B.

Proposicao 48. Seja B um subconjunto nao vazio de um espaco vetorial X .
(i) Aff(B) +y=Afl(B+y) para todo y € X.
(ii) Se 0 € B, entao Aff(B) = span(B).
Demonstragio. Sejay € X. Se x € Aff(B) +y, entdo x = Y ;" ab; +y com b; € B e

aeR i=1,...,n, Y ;=1 Assimaz = > ", a;(b; +y) € Aff(B + y). Isso prova
que Aff(B) +y C Aff(B + y). Como B e y sao arbitrarios segue que Aff(B +y) —y C
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Aff(B +y — y) = Aff(B) e assim obtemos que Aff(B + y) C Aff(B) + y e isso conclui o
item (i).

Que Aff(B) C span(B) ¢é trivial. Seja x € span(B), por defini¢do = = Y ;" o;b;
com «; € Reb;, € Bparai = 1,...,m. Como por hipotese 0 € B, obtemos que

=" b+ (1 -3 ;)0 € Aff(B). .
Proposicao 49. Se B C R", entdo AH(E) = Aff(B).

Demonstragio. E facil ver que Aff(B) C Aff(B), pois B D B. Por outro lado,

Afi(B) C Aff(AfI(B)) = Af(Af(B)) = Afi(B).

O conjunto Aff(B) é fechado pois é a translagao de um subespago vetorial do espago vetorial

topologico R™. Assim, Aff(B) C Aff(B). "

Definicao 50. Seja M um subconjunto de um espago vetorial topolégico X. O interior
relativo de M, ri (M), é o interior de M relativo ao conjunto Aff(M) visto com a topologia

induzida. Mais precisamente,
ri (M)={xeM:VNAH(M)C M para alguma vizinhanca V' de z}.
Note que ri (M) é por defini¢do um conjunto aberto em Aff(A). Observe também que

o interior topologico int(M) é um subconjunto de ri (M).

Observagao 51. Os conjuntos afins sao translagoes de subespagos vetoriais. Se consi-
derarmos X um espago vetorial topologico de dimenséo finita, na defini¢ao de interior rela-
tivo obtemos que ri (M) = {zx € M : VNAff(M) C M para alguma vizinhanga V de z},

pois Aff(M) = Aff(M) uma vez que os subespagos vetoriais de um espago de dimensao
finita sdo fechados.
O conceito de interior relativo de um conjunto M serd bastante utilizado neste capitulo

e tendo em vista que faremos uso desta definigdo somente em espagos vetoriais de dimensao

finita, é suficiente nos restringirmos no que se segue ao R”.
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Proposicao 52. Sejam M; C My subconjuntos do R™ tais que Aff(M;) = Aff(Ms).
Entao ri (My) C i (Ma).

Demonstragao. Defina A = Aff(M;) = Aff(Ms). Se x € ri (M;), temos que existe uma

vizinhanga V' de z tal que VN A C My C My, de onde segue que x € ri (My). ]

A Proposigao 52 nao é valida se retirarmos a hipotese Aff(M;) = Aff(Ms). De fato,
seja. D um cubo no espaco euclidiano R?. Considere M; como sendo uma aresta de D e
M5 como a face de D que contém M. Entdo os interiores relativos ri (M7) e ri (Ms) s@o
nao vazios e disjuntos. O conjunto Aff(M;) é a reta contendo My, enquanto o Aff(Ms) é

o plano contendo Mo.

Teorema 53. Seja B um subconjunto convero e nao vazio do R™. Entdo valem:

(i) [Principio do Segmento de Reta] Se z € 1i (B) ey € B entio o segmento de reta |z, y|

estd inteiramente contido em ri (B);

(i) 1i (B) # 2;

(iii) [Principio do Prolongamento| = € ri (B) se, e somente se, todo segmento de reta em
B tendo x como ponto final pode ser prolongado para além de x sem sair de B, i.e.,

para todo y € B, existet > 1 tal que x + (t — 1)(x —y) =tz + (1 —t)y € B.

Demonstra¢ao. Vamos inicialmente verificar o item (i). Seja z = Az + py com A\, > 0
e A+ p = 1. Primeiramente verificaremos que existem 2’ € ri (B) e y' € B tal que
z = Ax’ + py’. Em outras palavras, mostraremos que é suficiente provar o resultado sobre
a hipotese mais forte de y € B. Para isso, seja U C B uma vizinhanga de x em Aff(B).
Entao, V := %(z — AU) é uma vizinhanga de y = i(z — Ar) em Aff(B) . Como y € B
entdo existe y' € BNV. Defina 2’ := (2 —py’). Entdo, 2’ pertence a U e logo 2’ € 1i (B).
Como z = Az’ + uz’, isso prova a primeira parte. Vamos agora assumir que y € B e que
A,z e U sao como antes. Entao, W := AU + py C B, pois B é convexo e, além disso, W é
uma vizinhanga de z em Aff(B). Isso mostra que z € ri (B).

Verifiquemos agora o item (ii). Fixe zyp € B. Entao, Aff(B) = M + z¢ para

algum subespago M de dimensao digamos n, n > 0. Se n = 0, entdo M = {0} e
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Aff(B) = {x0} = B implicando que ri (B) = B. Vamos assumir agora que n > 1.

Desta forma, pela Proposigao 48
M = Aff(B) — o = Aff(B — x¢) = span(B — xg).

Como M tem dimensdo n, existem n vetores x1,...,x, € B tal que o conjunto

{z1—x0,...,2n —x0} é uma base para M. Fixemos z = n%rl(:no +---+x,). Mostraremos

que z €ri (B).
Primeiramente note que

1 1 1

Z:n+1(l’1—$0)+n+1($2—$0)+"'+n+1

(zn — 20) + 0.

Visto que Aff(B) = M + z¢ e {1 — z¢,...,2, — 20} € uma base para M, temos que
para todo y € Aff(B),

y= Zaz‘(ﬂ% — Z0) + To (2.1)
i=1

para escalares o; unicamente determinados. Também,

Zn: <Oéi - nil) (zi — o)

i=1

ly = 2l = Iy — 20) — (z —xo)l| =

Considere a norma || - |[; em R™ tal que para todo w = Y ;' Ai(x; — xg) € M,

wllr =325 [Nl

Como todas as normas em R™ sdo equivalentes, existe uma constante k > 0 tal que

1 1 .
aer%‘<;;%—n+1kﬂw—ﬂh§MW—zw i=12,...,n
Tome € = ——. Se y € B(z,¢) N Aff(B), entdo

k(n+1)2°

ko1
(n+1)2  (n+1)

1
= | < bl 2l <

1 5, parai=1,2,... n. (2.2)
n

Em particular, (2.2) implica que «; > 0 para todo i e

1 N 1 n__._ n+nn+1)  (n+1)32
a,_ p—y
" n+1] n+1 (n+1)2 n+1 (n+1)2 (n+1)2

0<zn:ai Si(
=1 =1
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Mas entao (2.1) implica que

n n n
Y= Zai(xi —xo) +xo = Zaﬂi + <1 - Zai> 0
i=1 i=1 i=1
é uma combinacao convexa de xg, x1,...,Z, € assim y € B, pois B é um conjunto convexo.
Portanto, B(z,¢) N Aff(B) C B, que é equivalente a dizer que z € ri (B).

Vamos agora verificar o item (iii). Se x € ri (B), pela defini¢ao de interior relativo a
condigao vale. Suponha que z € R" satisfaz a condigao dada em (iii). Queremos mostrar
que z € 1i (B). Pelo item (ii) deste teorema, garantimos a existéncia de =’ € ri (B). Se
x = 2/, ndo ha nada para se provar. Vamos assumir que z # 2’. Como 2z’ € ri (B) C B,
por hipotese, existe v > 1 tal que y = x + (y — 1)(z — 2’) € B. Mas isso ¢ equivalente a
z=MAy+ (1 —X)2', onde A =1/5. Como 2’ € ri (B) e y € B, pelo Principio do segmento

de reta segue que z € ri (B). ]

Corolario 54. Se B € um subconjunto nao vazio e convexo do R™, entao ri (B) é um

conjunto convero.

Demonstragao. Como 1i (B) C B, dados z,y € ri (B), segue do Principio do Segmento de

Reta que |z, y[ esté contido em ri (B) e isso garante sua convexidade. [

Corolario 55. Se B € um subconjunto convero ndo vazio de um espacgo de dimensao

finita, entdo valem as igualdades:

1i (B) =B e i (B) =ri (B).

Demonstragio. Note que 1i (B) C B e disso segue que ri (B) C B. Por outro lado, seja

y € Bex €ri (B). Pelo Principio do Segmento de Reta segue que o segmento ]z, y[ esta

contido em ri (B) e assim y € ri (B). Portanto, i (B) = B.

Para a outra igualdade, note que B e B tém a mesma envoltéria afim pela Proposicio
49, e aplicando a Proposicao 52, segue que ri (B) C ri (B). Por outro lado, suponha que
x € 1i (B). Visto que B é nao vazio, segue do Teorema 53 que existe 2’ € 11 B C B.
Se x = 2’ nao temos o que fazer. Se xz # 2/, podemos encontrar v > 1 suficientemente

proximo de 1 tal que, aplicando o Principio do Prolongamento, y = x4+ (y—1)(z—2') € B.
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Fixe A = 1/4. Pelo Principio do Segmento de Reta segue que x = (1 — Xz’ + Ay € ri (B).

"

Corolario 56. Se By e By sao subconjuntos converos ndo vazios do R™, entdo

ri (B1) Nri (Bg) C ri (B1 N Bg). Em particular, se ri (By) Nri (B2) # &, temos que
BiNBy=DBiNBy eri (By)Nri (By) =i (By N By).

Demonstrag¢ao. Suponha que z € ri (By) Nri (Bg) e seja y € By N By. Pelo Principio do
Prolongamento, existem y; > 1,7 = 1, 2 tais que x+(y1—1)(z—y) € By e z+(y2—1)(z—y) €
Bs. Escolhendo v = min{v1, 72}, a condi¢ao acima se reduz a x4+ (y—1)(x —y) € B1 N Bo
e aplicando novamente o Principio do Prolongamento, resulta que x € ri (By N By).
Agora, suponhamos que ri (B1) Nri (By) # &. Sejam x € 1ri (By) Nri (By) ey €
B1 N By. Pelo Principio do Segmento de Reta, segue que para todo A € [0,1), temos que
(1 =XNx+ Ay €ri (By)Nri (B2). Note que a sequéncia {(1 — Agp)z + A\gy} esté contida

emri (By) Nri (Bg) se 0 < A\ < 1. Se Ay — 1, entao (1 — A\g)z + A\gy — y e disso segue

que y € 1i (By) Nri (Bz). Com isso temos que By N By C i (By) Nri (Bg) C By N By. Por
outro lado, é trivial que By N By C B; N Bsy. Portanto, concluimos que By N By = By N Bo.

Para finalizar, se ri (B;) Nri (B2) # @ como consequéncia dos argumentos precedentes

temos que ri (By) Nri (B2) = By N Bz, Isso juntamente com o Corolario 55 resulta em
ri (ri (B1) Nri (Bg)) = ri(ri (By) Nri (B2)) = ri (B1 N B2) = 1i (B N By). Portanto,
ri (Bl N Bg) =ri (l"i (Bl) Nri (BQ)) Cri (Bl) Nri (BQ) [

Uma aplicagdo imediata deste corolario consiste em consideramos By como sendo um
conjunto afim. Note que os conjuntos afins, em espagcos vetoriais com dimensao finita, sao
fechados pois sdo translagdes de um subespaco vetorial. Desta forma, ri (By) = Bs = By
e resulta que ri (B1) N By =11 (B1 N Ba).

Vale ressaltar que em geral nao vale a igualdade By N By = By N By. Considere By =

{reR:2>0}eBy={r€R:2<0}. Entdo B; N By = @, enquanto By N By = {0}.
Corolario 57. Sejam T : R™ — R™ uma transformacgado linear e B um subconjunto
convezo nao vazio do R™. Entao, T'(ri (B)) =ri (T(B)).

Demonstracdo. Antes de provarmos o resultado, iremos verificar uma igualdade que sera

utilizada. Note que ri (B) C B. Aplicando a transformagao 7" e tomando o fecho, obtemos
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T(ri (B)) C T(B). Usando o fato de que B C B, o Corolario 55 e a continuidade de T

garantida pela Proposicao 33, obtemos T'(B) C T'(B) = T(ri (B)) C T(ri (B)). Disso
segue que T'(B) C T'(ri (B)). Logo, T(B) = T'(ri (B)).

Usando o fato de B ser convexo e T ser linear, segue da Proposigao 42 que T'(B) é
convexo e aplicando o Corolario 55, obtemos que ri (T(B)) =ri (T(B)) =1i (T(ri (B))) =
ri (T'(ri (B))) C T(xi (B)). Isso prova um lado da igualdade.

Para mostrarmos que T'(ri (B)) C ri (T'(B)), suponha que 2’ € T'(ri (B)). Entao existe
x € ri (B) tal que 2’ = T'(x). Considere qualquer y' € T'(B) e y € B tal que T(y) = ¥/.
Pelo Principio do Prolongamento, existe v > 1 tal que yx + (1 —+)y € B. Como T ¢ linear
isso implica que vz’ + (1 — )y’ € T(B). Uma vez que 3y € T(B) é arbitrario, aplicando

novamente o Principio do Prolongamento, segue que 2’ € ri (T'(B)). ]

Algumas consequéncias diretas do Corolario 57 sdo que ri (aB) = ari (B) para todo
a € Reri(B; + B) =i (By) +ri (B2). Basta considerar as transformagoes lineares

x— aze (r),re) — a1 +x2 coma € R xeRe (z1,22) € R" x R™,

2.2 Aproximacao e Interpolacao Finita

Sejam X um espago vetorial topologico de Hausdorff real e Y um espaco vetorial topologico
real de dimensao finita, identificado com R"™, n € N, munido com a topologia usual.
Consideraremos A : X — Y uma transformagao linear e continua, C C X e B C C.
Diremos que B é denso em C se B C C C B sendo B o fecho topologico de B.

Nesta secao, apresentaremos condicoes que garantem que elementos f em C' podem
ser interpolados e aproximados simultaneamente por elementos de B, desde que B seja
convexo e denso em C.

Uma aplicagdo deste resultado é a interpolagdo e aproximagao simultaneas de fungoes
continuas monoétonas por polindmios monétonos num intervalo compacto.

Nos baseamos no artigo [8] de Mulansky e Neamtu.

O préximo teorema pode ser interpretado como um resultado de interpolagao. Dado

d e ri (A[C]), existe x € B tal que Az = d.
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Teorema 58. [Mulansky-Neamtu| Sejam X wm FEVT de Hausdorff real e
A X — R"™ uma transformagao linear continua. Se B € um subconjunto mdo vazio

convezo e denso em C C X, entao ri (A[C]) =11 (A[B]) # 2.

Demonstrag¢iao. Aplicando a Proposiggo 9 com a transformacao linear continua

A: X — R" e os subconjuntos B e C, obtemos

[B] e

7] =

=4[}

[

s
s
2

Como por hipétese C' = B, resulta que A[B] = A[C]. Usando a Proposicio 49, temos

AfH(A[C]) = AfI(A[C]) = AfI(A[C]) = Af(A[B]) = Aff(A[B]) = Aff(A[B])

e visto que A[B] C A[C] C A[C] = A[B], aplicando a Proposi¢ao 52 duas vezes resulta que

ri (A[B]) C ri (A[C]) Cri (A[B)).
Além disso, A[B] é convexo pela Proposi¢ao 42, e pelo Corolario 55 obtemos ri (A[B]) =
ri (A[B]). Com isso, concluimos a igualdade. Que ri (A[B]) # @ segue do fato de A[B]

ser um convexo nao vazio do R™ juntamente com o Teorema 53. [

Observacao 59. O Teorema 58 nao é vilido se substituirmos o contradominio da
aplicagdo A por um espago vetorial topologico Y com dimY = oco. Por exemplo, consi-
dere X =Y = Cla,b] o espago das fungodes reais continuas em [a, b], munido da norma
do supremo e seja A = I : X — Y o operador identidade. Tomando C' = X e
B = Pla,b] o espago dos polindmios reais definidos em [a,b] temos que B é convexo e
denso em C, mas ri (I[B]) # ri (I[C]) pois ri (I[C]) = ri (I[X]) =ri (X) = X enquanto
ri (I[B]) =ri (B) =int(B) = @.

Lema 60. Seja ¢ um funcional linear continuo em um EVT de Hausdorff real X e
seja B um subconjunto convero nao vazio e denso em C C X. Suponha que r € ri (p[C]).

Entio, BN~ Y(r) € denso em C Np~L(r).

Demonstracio. Note que se ¢ = 0, o resultado é trivial. Se ¢ # 0, entdo ¢ é sobrejetora,

pois, dado A € R, existe u € X tal que ¢(u) # 0 e entao @(%) =\
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Se 11 (¢[C]) = {r}, entao ¢[C] = {r}. De fato, usando a Proposi¢ao 9, o Corolério
55 e o Teorema 58, temos que ¢[C] C p[C] = ¢[B] =i (p[B]) = 1i (¢[C]) = {r}. Neste

caso, C C H := p~!(r) e o resultado ¢ vélido trivialmente. Caso contrario, se ¢[C] # {r},
entdo ri p[C] = intp[C]. Com efeito, segue da definigdo que int(p[C]) C ri (¢[C]). Por
outro lado, se y € ri (¢[C]), entao existe 6 > 0 tal que B(y,d) N Aff(¢[C]) C ¢[C] C R.
Temos duas possibilidade para Aff(¢[C]), a saber, ou ele é igual a R ou é igual a um
conjunto unitario, digamos {p} com p € R. Se Aff(¢[C]) = R, o resultado segue. Se
Aff(p[C]) = {p}, como p[C] # {r}, entdo existe s € ¢[C], s # r tal que {r,s} C [C],
mas isso implica que {r,s} C ¢[C] C Aff[p[C]] = {p}, 0 que é um absurdo, e com isso
concluimos a igualdade.

Para mostrarmos que B N H é denso em C N H, é suficiente provar que para toda
vizinhanga U de 0 € X e para todo x € C N H temos que (z +U) N BN H # o.
Pela Proposigao 23, existe uma vizinhancga balanceada e absorvente V da origem tal que
V +V C U. Considere 27 € (x+V)NCNHT, onde H" := ¢~ 1[(r,00)] ¢ um aberto
pela continuidade de . Tal x' existe porque r € int(¢[C]), V é absorvente e ¢ # 0.
De fato, existe ¢ > 0 tal que o intervalo (r —e,r 4+ ¢) C ¢[C], e existe u € X tal que
o(u) > 0. Como V ¢é absorvente, existe 6, > 0 tal que su € V para todo |s| < 0.

Defina p := min{ ,%"}. Entao podemos considerar, por exemplo, 4 = z + pu. Que

)
rt € (z+V)NHT étrivial. Eax™ € C, poisr < ¢(z1) = r+pp(u) < r+e. Similarmente,
existe = € (x+V)NCNH, onde H- := ¢ ![(—00,7)]. Note que (z +V)NH' e
(x + V)N H~ sao vizinhangas de z™ e ™, respectivamente. Usando a densidade de B
em C, garantimos a existéncia de elementos b e b™, tais que, b™ € (x+V)NBNHT e
b-€(x+V)NBNH

Visto que p(b~) < r < p(b*), pelo Teorema do Valor Intermediario existe ¢ € (0,1) tal
queb=tb"+(1—-t)b"=x+t(b- —2)+ (1 —-1)(b" —x) e p(b) = r. Como B é convexo,
V' é uma vizinhanga balanceada e ¢(b) = r, obtemos b € (x +V + V)N BN H. Portanto,

(x4+U)NBNH # & e isso conclui o lema. ]

O proximo teorema € o principal resultado deste capitulo. Ele pode ser visto como uma
generalizacao do Teorema de Singer-Yamabe [4], que apresenta condigoes suficientes para

aproximacao e interpolagao simultaneas.
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Teorema 61. [Mulansky-Neamtu| Sejam X wm FEVT de Hausdorff real e
A : X — R"™ uma transformagao linear, continua e sobrejetora. Se B é um subcon-
junto ndio vazio, convezo e denso em C C X e d € 1i (A[C]), entdo BN A~(d) é denso
em C N A~L(d).

Demonstracao. Faremos a prova por inducdo em n, a dimensdo da imagem da transfor-
magao A. Para n = 1 o resultado segue do Lema 60 considerando d = r. Suponhamos
que o teorema ¢é valido para R™. Considere £ : X — R” uma transformagao linear
dada por Ex = (r1,...,m,) e ¢ : X — R um funcional dado por ¢(z) = 7,41, onde
Az = (r1,...,m,Tny1), * € X. Como, por hipétese, A é continua, segue que E e ¢
também sao continuas.

Sejad = (di,...,dp,dy1) € R tal que d € 1i (A[C]). Entdo (dy,...,d,) € 1i (E[C])
e dpi1 €11 (p[C N E~Y(dy,...,d,)]). De fato, primeiro verificaremos que (dy,...,d,) €
ri (E[C]). Seja ¢ : R*T! — R” a transformacao linear definida por ¢ (r1,. .., 7, Tny1) =
(r1,...,mn). Note que ¥(A[B]) = E[B]. Usando o Teorema 58 e o Corolario 57, temos que
1 (E[C]) = i (E[B]) = i (WAB]]) = ¢lsi (A[B))] = lsi (AIC])]. Assim, (di,...dn) =
Y(d) € ri (E[C]). Vamos agora verificar que d, 11 € 1i (9[C N E~(dy,...,d,)]). Com
efeito, fixe F' = {(dy,...,d,)} X R e note que F' é um conjunto afim. Usando o Corolario
56 e a Proposigao 9, obtemos que A[B]NF & denso em A[C]NF. Considere ¢ : R"*1 — R
dada por ¢((z1,...,%nt1)) = Tp+1. Entdo ¢ = ¢ o A e com isso obtemos a igualdade
o[CNE~Y(dy,...,d))] = ¢[A[C N A7 (dy,...,dy) x R]]] = ¢[A[C] N F]. Pelo Teorema
58, segue que d € ri (A[B]), e assim d € ri (A[B]) N F. Logo, segue do Corolario 56
que d € ri (A[B] N F). Utilizando as igualdades anteriores, juntamente com o Corolério
57 e o Teorema 58, para a fungdo ¢ e os conjuntos A[B] N F, A[C] N F, resulta que
dns1 € 6l (AIB)NF)] = 1i (S[A[BINF]) = 1i (J[AICINF]) = 1i (f[COEdr, ., ).

Pela hipotese de indugao, BN E~1(dy,...,d,) é denso em C N E~(dy,...,d,). Apli-
cando o Lema 60 para os conjuntos BNE~Y(dy,...,d,), CNE~(dy,...,d,) e considerando
o funcional linear continuo ¢ = ¢oA: X — Requer = d,.1 € 1i ([CNE~(dy,...,d,)]),
segue que BN E~Y(dy,...,dy) Ny (dyy1) é denso em CNE~Y(dy,...,dy) N (dnit).

Mas note que E~1(dy,...,d,) N~ (dni1) = A7(d) e isso finaliza o teorema. "
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Observacao 62. Note que no Teorema 61, BN A~(d) # @. De fato, pelo Teorema
58 temos que ri (A[C]) =11 (A[B]). Disso segue que existe b € B tal que Ab = d.

Observacao 63. O Teorema 61 nao é vilido se o contradominio de A é um EVT
Y com dimensdo infinita. De fato, tome C = X =Y = Cla,b], A = I identidade e
B = Pla,b], como na Observacao 59. Seja d = f, f(z) = €*, x € [a,b]. Temos que
d €ri (A[C]) = Cla,b], mas BN A~(d) = @ nao é denso em C' N A~Y(d) = {d}.

Teorema 64. [Singer-Yamabe| Seja B um subconjunto convezo e denso de um EVT
de Hausdorff real X e sejam ¢1,..., ¢, funcionais lineares reais continuos em X. Dado
qualquer xg € X e qualquer vizinhanga V' de xq, existe z € B tal que z € V e ¢i(xg) = ¢i(2)

para i =1,...,n.

Demonstracao. Sem perda de generalidade podemos assumir que ¢1, ..., ¢, sao linear-

mente independentes. Seja A : X — R definida por
Az = (¢1(x), ..., ¢n(x)) para todo z € X.
Como ¢1, ..., ¢, sao linearmente independentes, existem uq,...,u, em X tais que
di(uj) =65, 1<14,5<n.

Isso mostra que A[X] =R". Dado zp € X, temos que

di= A(zo) = (61(20); - -, dul0)) € R" = 1i (R”) = 1i (A[X]).

Como B ¢ um subconjunto convexo e denso em X, segue do Teorema 61 que BN A~!(d)
é denso em X N A~1(d). Assim, para toda vizinhanga V de zg, V N BN A7(d) # @, isto
é, existe z € V N B tal que Az = d. Logo, ¢;(z) = ¢i(xg), i =1,...,n.

Algumas variagdes mais fracas dos Teoremas 58 e 61 foram obtidos por Wong [14]. Os
resultados sao considerados quando d € A[int(C)] ou, equivalentemente, int(C)NA~1(d) #

. A seguir veremos um desses resultados como consequéncia do Teorema 61.
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Lema 65. Sejam X um EVT de Hausdorff real, S um subespaco vetorial denso em X

e C um subcongunto convero de X tal que int(C) # @. Entao, C NS é denso em C.

Demonstragao. Seja x € int(C'). Entao, para toda vizinhanca U de x em X, int(C)NU é
aberto e nao vazio. Como S é denso em X, segue que int(C)NU NS # @. Isso significa

que int(C') NS é denso em int(C). Para finalizar, como int(C) # @ e C' é convexo, pela

Proposicio 43, temos C' C C = int(C') = intC' NS € CNS. Portanto, CNS C C C CNS.

Corolario 66. [Wong [14]] Sejam X um espago de Banach real e A : X — R™ uma
transformacao linear, continua e sobrejetora. Se S € um subespago vetorial denso em X
e C C X é convexo tal que int(C) N AL(d) # @, entdo C N SN A-L(d) é denso em
CnNA-Yd).

Demonstragio. Por hipotese, int(C) N A~Y(d) # @. Entao, int(C) # @. Aplicando o
Lema 65, temos que C' NS é denso em C. Como X e R™ sdo espacos de Banach, segue
do Teorema da Aplicacdo Aberta que A é aberta. Assim, para cada d € Alint(C)], segue
que d € int(A[C]). Note que C' NS & convexo e d € ri A[C]. Aplicando o Teorema 61, o

resultado segue. [

O proximo teorema é uma aplicagdo do Coroléario 66.

Teorema 67. Sejam a < ' < ... < 2™ < b nimeros reais e n € N. Se f € Cla,b] e
f>0 entio para todo € > 0 existe p € Pla,b], p > 0, tal que ||f —p|| < e e f(x?) = p(z?)

para i =1,...,n.

Demonstragao. Usaremos o Corolario 66. Considere X = Cf[a,b] munido com a norma
do supremo, S = Pla,bl e C = {f € Cla,b] : f > 0}. Note que P[a,b] & denso em
Cla,b] e C & convexo. Defina A : C[a,b] — R™ por Af = (f(x!),..., f(z")). Claramente
A ¢é linear e continua. Afirmamos que a aplicaggo A é sobrejetora. Com efeito, dado
y = (y1,...,Yn) € R™, considere p o polindmio interpolador de Lagrange que passa pelos
pontos (z1,y1),..., (2", y,). Entdo Ap = y. Temos que int(C) = {f € C : f > 0} e
Alint(C)] = {(y1,---yyn) € R" 1 y; > 0,4 = 1,...,n}. Assim, se f € Cla,b] e f > 0,
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entdo d := (f(x!),..., f(a™)) € A[int(C)]. Logo, pelo Corolério 66, para todo ¢ > 0 existe
p € Pla,b], p> 0, tal que ||p— f|| < € e Ap = d e portanto, p(z') = f(z*),i=1,...,n. =

Apresentaremos uma aplicagado do Teorema 58 e do Teorema 61 em que o resultado
de Wong nao se aplica. Denotaremos o conjunto das func¢des continuas nao decrescen-
tes definidas em [a,b] por mon(C|a,b]). Analogamente, o conjunto dos polinémios nao

decrescentes definidos em [a, b] por mon(PJa, b]).

Teorema 68. Sejam 0 < z' < ... < 2" < 1 naiimeros reais, n € N e f uma fungao real
continua estritamente crescente em [0, 1]. Entao, existe um polindémio p nao decrescente em
[0,1] tal que p(z*) = f(2%), i = 1,...n. Além disso, o conjunto de todos os polinémios nao
decrescentes interpolantes, com d = (f(x'),..., f(z™)), contém uma sequéncia convergindo

uniformemente para f.

Demonstragao. Considere os conjuntos X = C|0, 1], C' = mon(C|0, 1]), B = mon(P[0,1]) =
CNP[0,1],Y =R"eseja A: X — Y dada por Af = (f(x!),..., f(2™)). A aplicacio A &
sobrejetora pelo mesmo argumento do Teorema 67.

Claramente, B é convexo. Vamos mostrar agora que B é denso em C. De fato, pelo
Teorema de Bernstein [11], dado e > 0 e f € C, existe um polinémio de Bernstein By, (f, ")
tal que ||f — Bn(f,-)]| < e. Como o polinémio de Bernstein de fungdes nao decrescentes é
nao decrescente, Observagao 13, segue que B, (f,-) € B.

Vamos denotar f(z') por fi. Seja f a funcdo do enunciado e d = (f1,..., fn). Observe
que int(A[C]) = {(f1,---, fn) : fi < fix1} ed € int(A[C]), pois a aplicacdo f & estritamente
crescente. Por outro lado, int(A[C]) C ri (A[C]) e usando o Teorema 58, temos que
d € ri (A[B]) € A[B]. Ou seja, existe um polindomio p € B tal que Ap = d. Em outras
palavras, p(z%) = f; parai=1,...n.

Para concluir a tltima parte, usamos o Teorema 61. Como f € C N A~!(d), pela
densidade de BN A~!(d) em C N A~1(d), segue que existe um sequéncia de polinémios

(pn)n € BN A~Y(d) tal que p, — f. ]

Observagao 69. O Teorema 68 também ¢é valido para o intervalo [a, b]. Considere no
Teorema 68 f : [a,b] — R onde a < b e f nao decrescente. Defina a fun¢ao g : [0,1] — R

dada por g(z) = f(a + (b — a)z). Note que g é ndo decrescente, g(0) = f(a) e g(1) =
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f(b). Como g é continua em [0, 1], entao dado € > 0 existe um polindmio de Bernstein
B, (g;-) : [0,1] — R tal que |g(y) — Bn(g;y)| < € para todo y € [0,1]. Para = € [a,b],
considerando y = =2 temos que y € [0,1] e g(y) = g9(7=5%) = fla+ (b—a)j=3) = f(x).
Entao, |f(z) — Bn(g, =2)| < € para todo = € [a,b]. Definindo P : [a,b] — R por
P(r) = Bn(g, ;%) temos que P ¢ um polinémio nao decrescente e esta bem definido pois
P(a) = Bn(g;0) e P(b) = Bn(g;1). Portanto, |f(z) — P(x)| = |9(5=3) — Bn(g; 3=5)| =

9(y) — Bu(g; y)| < € para todo = € [a, b].

Nao é possivel utilizar o Corolario 66 para provar o Teorema 68 pois

int(mon(Cla, b])) = @ na topologia usual de Cla, b].

2.3 Cones Recessivos

Na sec¢ao anterior, estudamos a interpolacao considerando a transformacao linear continua
A de X em R™ sendo X um espago vetorial topologico de Hausdorff real. Na proxima
secao, trataremos o caso em que X é substituido por um subespaco vetorial S C X de
dimensao finita. Para isso serad necesséario fazer uso de resultados sobre cones recessivos

que apresentamos a seguir.

Definicao 70. Um subconjunto B do R™ é dito ser um cone se, para todo x € B e
A >0, tivermos Az € B. Se I' C R", o cone gerado por F', denotado por cone F', é definido
por cone F'=|JysoA'={2 €R":z2=Xz, z€F, >0}

Note que todo cone contém a origem. Observe também que o cone F' pode ou nao ser
convexo. Considere, por exemplo, o cone gerado por F; = {(1,1),(2,2)}, que é convexo,

enquanto o cone gerado por F» = {(—1,1),(1,1)} nao é convexo.

Definicao 71. Um conjunto B C R" é dito ser um cone convero se B é um cone e é
um conjunto convexo. Assim, para todo conjunto F' C R™, o cone convezxo gerado por F é
denotado por cone co F' e é expresso como o conjunto que contém todas as combinagoes

conicas de elementos do conjunto F', isto é,

m
conecoF:{:CG]R”:x:Z)\imi,xiGF,)\iZO,izl,...,memEN}
i=1
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O cone convexo gerado por F' é o menor cone convexo contendo F. Um resultado

simples e relevante é que B é um cone convexo se, e somente se, B+ B C B.

Definigao 72. Para um conjunto convexo B C R"™, d € R"™ é chamada de direcdo de
recessao de B se x + A\d € B para todo x € B e A > 0. A colecao de todas as direcoes de
recessao do conjunto B C R” forma um cone, chamado de cone recessivo de B, denotado

por rec (B). Mais explicitamente, rec (B) = {d € R": B+ d C B}.

Proposigao 73. Considere um conjunto convexo fechado B C R™. Entao valem:
(i) rec (B) é um cone convexo fechado;
(ii) d € rec (B) se, e somente se, existe x € B tal que x + Ad € B para todo A > 0;

(iii) Se B é um cone convezxo, entao rec (B) = B.

Demonstragao. (i) Primeiramente verificaremos que rec (B) é um cone. Com efeito, seja
d € rec (B), isto é, para todo x € B e A > 0, temos que z + Ad € B. Considere a > 0.
Denote por ' = A\/a > 0. Entao, z + N (ad) = x + Ad € B, ou seja, ad € rec (B) para
todo o > 0. Para o caso de a = 0, basta notar que x + A(ad) =z € B.

Verifiquemos agora que rec (B) é convexo. Sejam dj,ds € rec (B). Isso implica que

para todox € Be A >0, z+\d; € B i = 1,2. Pela convexidade de B, para todo X' € [0, 1]
(1= XN)(x+ M) + N(xz+ Ado) =2+ A\(1 — XN)dy + Ndy) € B,

donde segue que (1 — X)dy + Ndy € rec (B). Para finalizar, basta provar que rec (B) é
fechado. De fato, seja d € rec (B). Isso implica que existe uma sequéncia (dy)x € rec (B)
tal que dr — d. Mas, para todo x € B e A > 0, visto que a soma e a multiplicagao por
escalar sdo continuas, obtemos x + A\dy, — x + Ad. Como x + \dj, € B, entdo = + \d € B.

Mas, B é fechado por hipotese, e, entdo, B = B donde d € rec (B).

(ii) Se d € rec (B), a condigao segue direto da defini¢ao do cone recessivo. Reciproca-
mente, suponha que d € R" e que existe x € B satisfazendo = + Ad € B para todo A > 0.
Se d = 0, é trivial. Suponha que d # 0 e considere 2/ € B arbitrario. Visto que rec (B)

¢ um cone, ¢é suficiente mostrar que =’ + d € B. Defina x; = z + kd, k € N. Segue da
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hipotese que xy € B. Se 2/ = xy, para algum k € N, entdo 2/ +d =x+ (k+1)d € B e con-

cluimos. Se 2’ # xj para todo k € N, defina dj, = %ﬂ'ﬁl”. Desta forma, considerando
N = IIx!i‘L’II > 0, temos que ' +di = (1 — X))z’ + Nz, Isso significa que 2’ + dj, pertence

ao segmento de reta que passa por x’ e x. Agora considere

dp,  xp—a
ldl| - [lzx — 2]
TR x—a
lze —a'[] - [lox — 2]
e =l a2k -2 x—a
Ml = @[ e — 2l o — 2|
Mk -] d x—a
lox = 2'[[{ld]] |2z — 27|

Pela construcao da sequéncia (zy )y € facil ver que esta é uma sequéncia ilimitada. Entao,

H:kaxH_)l x—a x—a
S e =
||k — 2] lze =2/l o — 2" + kd]|

— 0,

e isso juntamente com a igualdade precedente resulta em dp — d. Observe que o vetor

Il
llzx—=|

' +dy € (¢, xy) para todo k € N tal que ||z — 2'|| > ||d||, pois X = < 1. Como

2,z € B e B é convexo, resulta que 2’ +dj, € B. Para finalizar, visto que 2’ +d — 2’ +d

e B é fechado, concluimos que 2’ +d € B.

(iii) Que B C rec (B) segue do fato de B ser um cone, pois 0 € B e 0 + A\x € B para
todo A > 0 e x € B. Assim, aplicando o item (ii) desse teorema, obtemos que = € rec (B).

Por outro lado, se d € rec (B), como 0 € B, temos que d=0+d € B+d C B. n

Entretanto, se B nao for fechado, entdo rec (B) nao é necessariamente fechado e
também nao necessariamente vale o item (ii) da Proposi¢ao 73. Com efeito, considere
B ={(z,y) €R?: 2 >0,y >0} U{(0,0)}, que nio ¢ fechado. Neste caso, rec (B) = B,
que nao é fechado, e também (1,0) ¢ rec (B) enquanto (1,1)+ A(1,0) € rec (B) para todo
A>0.

Proposigao 74. Sejam By e By subconjuntos fechados e converos em R™ satisfazendo

B1 N By # @. Entao, rec (By N By) =rec (B1) Nrec (Ba).

Demonstragao. Se d € rec (By) Nrec (Bg), entao para A > 0 temos que = + Ad € By
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para todo x € By e y + Ad € By para todo y € Bs. Assim, se z € By N By, temos que
z+\d € BN By, e disso segue que d € rec (B1NB3). Reciprocamente, se d € rec (B1NB3),
como B N By # @, existe z € By N By. Desta forma, z 4+ Ad € By N By para todo A >0 e

segue do item (ii) da Proposi¢ao 73 que d € rec (By N Ba). =

Proposigao 75. Seja B um subconjunto convezo, fechado e nao vazio do R™. Entdo,

B € limitado se, e somente se, rec (B) = {0}.

Demonstrag¢ao. Suponha que B é limitado e que exista d € rec (B) sendo d # 0. Isso
implica que para todo x € B, x + Ad € B para todo A > 0. Desta forma, ||z + Ad|| — oo
se A —» 0o, contradizendo o fato de B ser limitado. Logo, rec (B) = {0}.

Reciprocamente, suponha que B é ilimitado. Considere 2 € B e seja () uma sequéncia
ilimitada em B. Defina a sequéncia limitada dj = ﬁ Logo, esta sequéncia possui
uma subsequéncia convergente. Continuaremos denotando tal subsequéncia convergente
por (di)k. Considere d o limite desta subsequéncia (dg),. Entao, ||dk|| = ||d|| = 1.
Consideremos A > 0 fixado, porém arbitrario e

A A

:L'—F/\dk:(l )x—i—

el Tk —all ™

Se ||xx — z|| > A, segue que = + Adj, pertence ao segmento [z, xx| para todo k£ € N. Como
B é convexo, segue que x + Adg € B. Além disso, B é fechado e 4+ Ad, — x + Ad. Desta
forma, = + Ad € B e pela Proposi¢ao 73, segue que d € rec (B), mas d # 0 pois ||d|| = 1.

2.4 Interpolacao em Subespagos de Dimensao Finita

Nesta secao apresentaremos alguns resultados de interpolacao quando substituimos o es-
pago vetorial topologico X da Segdo 2.2 por um subespaco vetorial S de X com dimensao
finita. Também substituiremos B por C' N S para algum subconjunto convexo, fechado
e nao vazio C de X. Observe que C' NS é um fechado pois é a intersecao de fechados.
Consideraremos Y um espago vetorial de dimensao finita com a topologia usual.

A seguir, iremos enunciar dois resultados que podem ser encontrado na referéncia [4]

pagina 104 juntamente com o Exercicio 2.60 e pagina 142.
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Lema 76. Sejam X um EVT de Hausdorff real e By,Bs subconjuntos fechados e con-
veros de X. Se Byé€ localmente compacto e rec (By) Nrec (B2) € um subespago vetorial de

X, entao By — By ¢é fechado.

Lema 77. Sejam X e Y espagos de Banach e B(X,Y) o espaco das transformagoes
lineares limitadas de X em Y. Se T € B(X,Y) € sobrejetora com nicleo N, entio um
subconjunto M de X tem a propriedade de T(M) ser fechado em Y se, e somente se,

M + N ¢€ fechado em X.

Teorema 78. Sejam S um EVT real de dimensao finita, A : S — Y wma transfor-
magdo linear, B C S ndo vazio, fechado e convexo. Se rec (B) N A=Y(0) é um subespago

vetorial de S, entao A[B] € fechado.

Demonstracao. A transformacao linear A é continua pela Proposi¢dao 33. Fixe By = B e
By = A71(0). Note que A~!(0) é um cone convexo. Assim, pela Proposicio 73, temos
rec (A71(0)) = A=1(0). Dessa forma, segue do Lema 76 que B + A~1(0) é fechado.

Como dim S é finita, existe um homeomorfismo linear ¢ : R® — S, sendo R" um
espago de Banach. Se considerarmos A sobrejetora, entdao A o ¢ : R — Y é sobrejetora.
Como B + A71(0) ¢ fechado, temos que ¢ 1[B + A7Y0)] = ¢~ 1[B] + ¢~ 1[4A71(0)] =
@ 1[B] + Ker (Ao ¢) é fechado. Assim, segue do Lema 77 que (Ao ¢)[p![B]] = A[B] ¢
fechado. Caso, A nao seja sobrejetora, consideramos Y = A[S] e concluimos.

|
Se considerarmos no Teorema 78, o subconjunto B como sendo um cone convexo, visto
que rec (B) = B, garantir que A[B] ¢ fechado se resume a mostrar que BN A~1(0) é um

subespaco vetorial. Em particular, A[B] é fechado se BN A~1(0) = {0}.

Corolario 79. Sejam X um EVT de Hausdorff real, S um subespaco vetorial de X,
de dimensao finita e A : X — Y uma transformagao linear. Seja C um subconjunto ndao

vazio, fechado e convero de X tal que rec (B) N A=Y(0) ¢ um subespago vetorial, sendo

B=CnS. Se A[C]|\ A[B] # @, entao ri (A[C]) \ A[B] # @.

Demonstracao. Se B = &, como C' é convexo e A é linear, entdo, pela Proposigao 42,

temos que A[C] é convexo, e o resultado segue do Teorema 53. Suponha que B # &.
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Considerando a restrigao de A a S, A|g, segue do Teorema 78 que A[B] é fechado. Pelo

Corolario 55, temos A[C] = ri (A[C]). Suponha, por contradi¢ao, que ri (A[C])\ A[B] =
Disso segue que ri (A[C]) C A[B] e assim A[C] C A[C] =11 (A[C]) C A[B] = A[B]. Como
B C C, entao A[B] C A[C] e obtém-se A[B] = A[C]. Logo, A[C]\ A[B] = @, que contradiz

a hipotese. -

O Corolario 79 pode ser interpretado da seguinte forma. Se d € A[C] mas nao pode
ser interpolado por elementos de B, entdo existe y € ri (A[C]) que ndo é interpolado
por B. Apresentaremos uma aplicagdo do Corolario 79 que afirma que fixados os noés
de interpolagao, nao é possivel especificar previamente o grau do polinémio interpolador.
Denotaremos por Pyla,b] o conjunto dos polindmios reais definidos em [a,b] com grau
menor ou igual k. O cone do conjuntos do polinémios de grau menor ou igual a k, nao

decrescentes, definidos em [a, b], sera denotado por mon(Py[a, b)).

Teorema 80. Sejam a < zb < ... < 2" < b ndmeros reais, n € N com n > 3
e A : Cla,b] — R" a transformagao linear continua e sobrejetora dada por Af =
(f(xh),..., f(z™). Considere C = mon(Cla,b]) e S = Pyla,b] com k € N. Entdo, exis-
tem numeros reais f1 < fo < ... < fn tais que nao existe um polindomio p € C NS =

mon(Py[a, b)) tal que p(x?) = f; parai=1,...,n

Demonstracao. Escolha ntmeros reais y1,...,y, tal que y1 = y2 < y3 < ... < y,. Note
que (y1,...,yn) € AlC] e (y1,..-,yn) ¢ A[C N S], pois um polindémio ndao decrescente
e nao constante nao assume valores iguais em dois pontos distintos. Disso obtemos que
A[C] — A[C N S] # @. Além disso, rec (C N S) N A~1(0) = {0}. De fato, seja g €
rec (C'NS)N A~L(0). Visto que g € rec (C'NS) e que a aplicagao nula pertence a C N S,
segue da definicdo de cone recessivo que ¢ € C N S. Usando agora que g € A~1(0)
segue que g ¢ um polinémio nao decrescente que se anula em n pontos distintos. Logo,
g = 0. Aplicando agora o Corolario 79 segue que ri (A[C]) \ A[C N S] # @. Observe
que ri (A[C]) = int(A[C]). Portanto, existem numeros reais f; < fo < ... < f, tal que

= (f1,..., fn) € Int(A[C]) e d ¢ A[C' N S], em outras palavras, nao existe um polinémio

p € C NS tal que p(x?) = f; parai=1,...,n. =
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Teorema 81. Sob as hipdteses do Teorema 78, sejam d € Y e BNA™1(d) # @. Entdio,
BN A7Y(d) ¢ compacto se, e somente se, rec (B) N A~1(0) = {0}.

Demonstragio. Note que A~!(d) é fechado e convexo e que rec (A~1(d)) = A~1(0). Usando
a Proposigao 74 nos conjuntos A~1(d) e B, segue que rec (BNA~1(d)) = rec (B)NA~1(0).
Note que BN A~Y(d) é convexo e fechado, pois é a interse¢ao de convexos e fechados. Pela
Proposigao 75, segue que B N A~1(d) é limitado se, e somente se, rec (B N A71(d)) =
rec (B) N A~1(0) = {0}. Logo, pelo Teorema de Heine-Borel, concluimos que B N A~!(d)
é compacto se, e somente se, rec (B) N A~1(0) = {0}. n

Para ilustrar o Teorema 81, precisamos do seguinte resultado que pode ser encontrado

em [7].

Lema 82. Seja X um espago normado. Se @ # M C X ¢é compacto, entao para todo
feX, existe h € M tal que ||f — h|| = infyer || f — pl]-

Teorema 83. Seja X um espaco normado real. Sob as hipdteses do Teorema 78, sejam
deY, BNAY(d) # @ erec (B)NA1(0) = {0}. Entdo existe zo0 € BN A~Y(d) tal que
|lzol| = infrepra-1(a) [|2|]-

Demonstragio. Segue do Teorema 81 que B N A~!(d) é compacto. Logo, tomando f = 0

no Lema 82, existe 9 € BN A~1(d) tal que ||xo|| = inf,epna-1(a) |12l "



CAPITULO 3

Interpolacao e Aproximacao em

Espacos de Dimensao Infinita

Sejam X e Y espacos vetoriais topologicos de Hausdorff reais, A : X — Y linear e conti-
nua, C' C X, B um subconjunto nao vazio, convexo e denso em C' e d € Y. Neste capitulo,
apresentaremos extensoes de resultados de aproximacao e interpolagao finita decorrentes
do Capitulo 2, para o caso em que Y tem dimensao infinita.

Condigoes sdo obtidas garantindo que BN A~!(d) seja ndo vazio e denso em CNA~!(d).

A hipétese dimensao de Y finita serd substituida por uma certa interacdo entre o
conjunto convexo B e a transformagao linear A.

A teoria é ilustrada com um exemplo sobre a existéncia de extensdes mondtonas suaves
de funcoes definidas na fronteira do quadrado unitario.

As referéncias para este capitulo sao [2], [4], [9].

3.1 Propriedades do Core

Nesta secao, introduziremos notagoes e propriedades a cerca do core de um conjunto M.

Nos pautamos nas referéncias [4] e [9)].
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Definicao 84. Sejam Y um espacgo vetorial e M C Y. O core de M, denotado por
cor(M), é o conjunto de todos os elementos = € M tal que para todo y € Y, y # x, existe

z € |z, y[ com [z, 2] C M.

O cor(M) também é conhecido como o interior algébrico de M. A seguir, veremos
algumas propriedades sobre o core de subconjuntos de um espaco vetorial topologico de

HausdorfT real.

Proposicao 85. Sejam Y EVT de Hausdorff real e M C Y. Entao,

(i) M ¢€ absorvente se, e somente se, 0 € cor(M);

(il) int(M) C cor(M).

Demonstragao. (i) Suponha que 0 € cor(M) e seja x € Y arbitrario. Pela defini¢ao
de cor(M), existe z; € |0,z[, digamos z; = tiz, 0 < ¢; < 1 tal que [0,z1] C M e
existe zo € |0, —z[, digamos zo = —tox, 0 < t2 < 1 tal que [0,22] C M. Fixemos
Az = min{ti,t2} > 0. Entdo, se |r| < Ay segue que rz € M. Portanto, M é um conjunto
absorvente.

Reciprocamente, suponha que M é absorvente. Dado z € Y, existe A\, > 0 tal que
rz € M para todo r € R com |r| < A\;. Seja z = >‘2—$1: Note que o segmento [0, z] = {tz :
0 <t < 1} esta inteiramente contido em M, porque |%52| < \;. Se & < 1, entdo 2z € ]0, 7]
e isso finaliza. Caso contrario, se )‘7’ > 1 consideramos 2’ = A—lzm Entao, 2/ € ]0,z] e
[0,2'] € [0,2] C M. Portanto, 0 € cor(M).

(ii) Dado = € int(M) existe uma vizinhanca da origem U tal que z + U C M. Seja
y € Y —{x} arbitrario. A vizinhanga U é absorvente pela Proposigao 23. Logo, 0 € cor(U)
pelo item anterior. Dessa forma, existe 2’ € |0, y—x[ tal que [0, 2] C U. Fixemos z = z+2'.
Entdo, [z,2] = [z,z+ ] =240,/ Ca+UCMez=z+72 €z + 10,y —z[ =]z, y.

Portanto, x € cor(M). "

Proposicao 86. Seja Y um EVT de Hausdorff real. Se M C Y € convexo e sdlido,

entao int(M) = cor(M) e int(M) = int(M).

Demonstragao. Verifiquemos inicialmente que int(M) = cor(M). A inclusado int(M) C

cor(M) ja foi verificada na Proposigao 85. Por outro lado, consideremos = € cor(M) e
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p € int(M). Fixemos 3y’ = sz + (1 — s)p para algum s > 1. Visto que x € cor(M), existe
y € |z,y'[ tal que [x,y] € M. Uma vez que y € M e p € int(M), aplicando a Proposi¢ao
43, resulta que o segmento [p, y[C int(M). Mas z € [p,y], e entdo = € int(M).
Verificaremos agora a outra identidade. E facil ver que int(M) C int(M). Por outro
lado, tome z € int(M) e p € int(M). Se garantirmos que existe y € M tal que = € [p,y],
usando a Proposigao 43 concluimos que z € int(M). Verifiquemos entao que existe y € M
tal que = € [p,y[. De fato, fixemos z = tx + (1 — t)p para algum ¢t > 1. Como int(M) C
cor(M), temos que = € cor(M). Logo, existe y € |z, 2| tal que o segmento [z,y] C M.

Entdo, y € M e x € [p,y|. ]

Proposigao 87. Sejam X e Y espacos wvetoriais topoldgicos de Hausdorff reais e
A: X — Y linear. Seja M C X um conjunto convezo tal que 0 € M e 0 € cor(A[M]), e
seja U C X absorvente. Entao, 0 € cor(A[M NU]J).

Demonstragao. A hipotese do 0 € cor(A[M]) significa que dado qualquer y € Y, y # 0,
existe ¢y’ € (0,y) tal que [0,y'] C A[M]. Em particular, v’ = Az’ para algum 2’ € M —{0}.
Usando o fato de U ser absorvente em X, segue da Proposicao 85 que 0 € cor(U). Assim,
podemos encontrar z € (0, 2) tal que o segmento [0, z] C U. Note que [0, z] C [0,2]. Como
M & convexo, concluimos que o segmento [0,2'] C M. Logo, [0,z] C MNU. Usando agora
a linearidade de A, obtemos [0, Az] C A[]MNU] e Az € (0,y). Portanto, 0 € cor(A[MNU]).

3.2 Interpolacao e Aproximacao

O objetivo desta secao é estender os dois resultados abaixo para o caso em que o con-
tradominio da transformacao linear e continua A : X — Y tem dimensao infinita. Nos

pautamos na referéncia [9].

Teorema 88. Sejam X eY espacgos vetoriais topoldgicos de Hausdorff reais com dimY
finita e A : X — Y uma transformagao linear continua. Se B € um subconjunto nao vazio,

convezo e denso em C C X, entao int(A[C]) = int(A[B])

Demonstragao. Como A[B] C A[C], temos Aff(A[B]) C Aff(A[C]). Se Aff(A[B]) =Y,
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entao Aff(A[C]) =Y. Logo int(A[B]) = ri (A[B]) e int(A[C]) = ri (A[C]). Assim, usando
o Teorema 58, obtemos int(A[C]) = ri (A[C]) =i (A[B]) = int(A[B]).
Suponha que Aff(A[B]) # Y. Temos que Aff(A[B]) é fechado pois ¢é translagao de um

subespago vetorial de dimensdo finita, e ndo tem pontos interiores. Como int(A[B]) C

int(A[B]) C int(Aff(A[B])) = int(Aff(A[B])) = @, segue que int(A[B]) = int(A[B]) =
@. Usando a densidade de B em C e a continuidade de A obtemos A[B] C A[C] C

A[B] C A[B]. Assim, int(A[B]) C int(A[C]) C int(A[B]) = int(A[B]) = @. Portanto,
int(A[C]) = int(A[B]) = @. n

Esse teorema de interpolagao afirma que todo d € int(A[C]) pode ser interpolado por
elementos de B, desde que B seja convexo e denso em C. Tal resultado pode ser melhorado
da seguinte forma: todo ponto interpolante x € C' tal que Az = d € int(A[C]) pode ser

simultaneamente aproximado por elementos de B.

Teorema 89. Sejam X e Y espacos vetoriais de Hausdorff reais com dimY finita e
A: X — Y linear, continua e sobrejetora. Se B € um subconjunto nao vazio, convezro e

denso em C, e d € int(A[C]), entdo BN A~Y(d) e denso em C N A7L(d).

Demonstragdo. Como d € int(A[C]) C ri (A[C]), segue do Teorema 61 que B N A~1(d) é
denso em C' N A~1(d). "

Os exemplos mencionados nas Observagoes 59 e 63 mostram que os Teoremas 88 e 89
nao sao validos quando o contradominio da aplicacdo A tem dimensdo infinita.
Acrescentando a condi¢ao de A[B] ser solido no Teorema 88 obtemos um resultado de

interpolagao que pode ser aplicado quando dimY = co.

Teorema 90. [Mulansky-Neamtu| Sejam X eY espagos vetoriais topoldgicos de Haus-
dorff reais e A : X — Y linear e continua. Se B € um subconjunto convexo e denso em

C C X, tal que int(A[B]) # @, entao int(A[B]) = int(A[C]).

Demonstracao. Pela continuidade da transformacao linear A, segue da Proposicdo 9 que

A[B] = A[B]. Visto que B é convexo e A é linear, pela Proposigao 42, temos que A[B] é

um subconjunto convexo de Y e por hipotese int(A[B]) # &. Dessa forma, utilizando a
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Proposicao 86 obtemos

int(A[B]) = int(A[B]) = int(A[B]) = int(A[B)).

Usando a hipotese de B ser denso em C', resulta que int(A[B]) C int(A[C]) C int(A[B]).
Utilizando a igualdade verificada anteriormente, a saber, int(A[B]) = int(A[B]), conclui-
mos que int(A[B]) = int(A[C]). (]

O teorema precedente pode ser interpretado da seguinte forma. Para cada dado
d € int(A[C]), existe um elemento = € B tal que Az = d desde que o conjunto A[B]

seja solido.

Observagao 91. O Teorema 90 também é vélido se os interiores dos conjuntos con-
siderados forem substituidos por interiores relativos, X por m e Y por m.
Para isso, inicialmente transladamos a origem em X e Y, se necessério, e assumimos que
0 € C. Consideremos X = span(C) e Y = A[Aff(B)] = span(A[C]).

Verifiquemos a igualdade A[Aff(B)] = span(A[C]). Afirmamos que

Aff(B) C Aff(C) = span(C) C span(B) C Aff(B). (3.1)

Vamos verificar apenas a ultima inclusdo, pois as outras sao triviais. Com efeito, note

que B C Aff(B) e como Aff(B) ¢ um conjunto afim obtemos que Aff(B) C Aff(Aff(B)) =

Aff(B), usando o fato de 0 € B e a Proposicao 48 o resultado segue. Aplicando a trans-

formacao A nas inclusoes de 3.1 obtemos:

A[Afi(B)] € Alspan(C)] € A[AR(B)]

Usando a continuidade de A segue que A[Aff(B)] C A[Aff(B)]. Para concluirmos o resul-
tado basta verificarmos que A[Aff(B)] = A[Aff(B)]. De fato, é facil ver que A[Aff(B)] C

A[Aff(B)] aplicando o fecho em ambos os lados obtemos uma das inclusées. Por outro

lado, pela continuidade da A temos que A[Aff(B)] C Aff(B) e aplicando o fecho ambos os

lados concluimos a igualdade. E facil verificar que span(A[C]) = A[span(C)] e isso finaliza.

A fim de estender o Teorema 89 para o caso em que dimY = oo, precisamos do

resultado abaixo e da defini¢do de aplicacao aberta relativa a um conjunto M C X.
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Proposigao 92. Sejam X e Y espagos vetoriais topoldgicos de Hausdorff reais e
A X — Y linear. Sejam M C X convero e V. C X balanceado tal que

int(A[M NV]) # @. Entao, cor(A[M NV]) Cint(A[M NV +V)]).
Demonstragao. Inicialmente iremos provar que para todo t € [0,1),
t(AIM NV])+ (1 —t)int(A[M NV]) Cint(A[M N (V 4+ V))]). (3.2)

Seja p € int(A[M N V]). Entao, (1 — ¢)(int(A[M N V]) — p) é uma vizinhanca da origem
em Y. Dessa forma, usando a mesma justificativa da Proposicao 43, obtemos
tAIM N V] CtAIM N V] + (1 —t)(int(A[M N V]) — p)

CtAIMNV]+ (1 —=t)intAIMNV]—(1—-t)p

CAMN(V+V)—(1-1t)p.
Usamos na tultima passagem o fato de M se convexo e V ser balanceado. Com efeito,
sejam Az, Ay € A]M NV]. Usando o fato de M ser convexo e V balanceado, resulta que
tr+(1—t)ye MN(V +V) para todo ¢t € [0,1). Para concluir, usamos a linearidade de
A, donde tAz+ (1 —t)Ay = Atz + (1 —t)y) € AIM N (V +V)]. Como p € int(A[M NV])
¢ arbitrario, obtemos tA[M N V] + (1 — t)int(A[M NV]) € A[M N (V 4 V)]. Observe que
tA[M NV]+ (1 —t)int(A[M NV]) é aberto pela Proposicio 16 e portanto esta contido em
int(A[M N (V+V))).

Para finalizar a demonstracao, considere 2 € cor(A[M NV]) e p € int(A[M N V])
distinto de z. Usando a defini¢do do core, podemos encontrar y € |z, 2z — p[ de modo
que [z,y] € AIM NV]. Temos y = (1 + ')z — t'p para um certo ¢’ € (0,1). Com isso,
r =ty+(1—t)p parat = ﬁ € (0,1). Usando (3.2) concluimos que x € int(A[MNV+V]).

E conveniente introduzir a seguinte defini¢ao.

Definicao 93. Sejam X e Y espagos vetoriais topolégicos de Hausdorff reais,
A : X — Y uma transformacdo linear continua e M C X n&o vazio. A aplicacdo A
¢ chamada de aberta relativa a M, ou M-aberta se int(A[M N U]) # & para todo aberto
UcCX talque M NU # 2.
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O proximo resultado fornece condigbes que garantem a interpolagdo e aproximagao

simultaneas quando o contradominio da aplicacdo A : X — Y tem dimensao infinita.

Teorema 94. [Mulansky-Neamtu| Sejam X e Y espagos vetoriais topoldgicos de Haus-
dorff reais e C C X. Sejam B um subconjunto convexo e denso em C, A: X — Y uma

aplicagio B-aberta e d € int(A[C]). Entio, BN A~1(d) é denso em C N A~1(d).

Demonstracao. Seja x € C tal que d = Az € int(A[C]). Vamos assumir sem perda de
generalidade que x = 0 e assim d = 0 € int(A[C]). Seja U uma vizinhanga de 0 € X.
Mostraremos que BN A~1(0) N U # @, ou equivalentemente, que 0 € A[B N U] para toda
vizinhanga U.

Consideremos V' uma vizinhanga balanceada de 0 € X tal que V +V C U. Como
estamos supondo que 0 € int(A[C]), temos que 0 € int(A[C]) C int(A[B]) C cor(A[B]).
Aplicando a Proposigao 87, resulta que 0 € cor(A[B N V]).

Usando o fato de que 0 € C C B e A é B-aberta, segue que V N B # & e, entdo
int(A[VNB]) # @. Considerando M = B na Proposicio 92, obtemos que cor(A[BNV]) C
int(A[BN(V+V)]). Finalmente, usando o fato de BNV ser denso em BNV e a continuidade
da transformacio linear A, segue que A[B N V] C A[BNV]. Com isso obtemos que
0 € cor(A[BNV]) C cor(A[BNV]) C int(A[BN (V4 V)]) C int(A[BNU]) C A[BNU].

Observagao 95. No Teorema 94, BN A~!(d) # @. Com efeito, como A é B-aberta,
entdo int(A[B]) # @. Logo, pelo Teorema 90, int(A[C]) = int(A[B]) e como d € int(A[C]),
existe b € B tal que d = A(b), isto é, BN A~1(d) # @.

O Teorema 94 também ¢é valido se int(A[C]) for substituido por ri (A[C]). A justifica-

tiva é analoga a explicada na Observagao 91.

Observacao 96. A prova deste resultado para espacos localmente convexos pode ser
simplificada. Com efeito, considere a vizinhanca U do Teorema 94 sendo convexa e absor-
vente. Temos que 0 € C' C B, 0 € int(A[C]) C int(A[B]) C cor(A[B]) e U ¢ absorvente.
Assim, podemos aplicar a Proposicao 87 e obter que 0 € cor(A[BNU]J). Usando o fato de
que 0 € B e A é B-aberta, segue que BNU # @ e int(A[BNU]) # 9. Assim, A[BN U]
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é solido e consequentemente A[B N U] é solido. Dessa forma, utilizando a Proposicao 86,
temos que cor(A[B NU]) = int(A[B N UJ). Logo, 0 € int(A[B N C]). Visto que BNU é
convexo e denso em BNU, segue do Teorema 90 que int(A[BNU]) = int(A[BNU]J). Logo,
0 € int(A[B N C]) e, portanto, 0 € A[BNC].

Observagao 97. Se A é aberta relativamente a um conjunto convexo M C X, entao
A & uma aplicacao aberta (leva abertos de X em abertos de V). Com efeito, note que se A
¢ M-aberta, entdo int(A[M]) # @. Vamos assumir sem perda de generalidade que 0 € M,
0 € int(A[M]) e que U e V sao como no Teorema 94. Vimos na demonstragao do Teorema
94 que 0 € int(A[M N (V 4+ V)]) C int(A[M NU]J) C int(A[U]) para toda vizinhanca U
de 0 € X. Logo, 0 é ponto interior de A[U]. Para finalizar, seja W um aberto em X e
y € A[W]. Mostraremos que A[W] & aberto. Considere y = Aw para algum w € W e
U’ = W — w uma vizinhanga da origem. Entao, A[W]| = Aw + A[U’]. Pela parte anterior,
temos que 0 € int(A[U']), ou seja, existe uma vizinhanga By de 0 € X tal que By C A[U’].
Assim, By + y é uma vizinhanga de y inteiramente contida em A[W]. Portanto, y é ponto

interior de A[W].

Observe que se X e Y sdo espagos vetoriais topologicos e A : X — Y é uma transfor-
magao linear e aberta, entdo A é sobrejetora. Com efeito, note que A(X) é um subespago
aberto de Y. Desta forma, segue da Proposi¢ao 24 que A(X) =Y. As aplicagoes B-abertas

também sao sobrejetoras e segue da Observagao 97.

Vimos que a hipotese de A ser B-aberta é mais forte do que A ser uma aplicagao
aberta. Desta forma, é natural perguntar quais condigoes devem ser adicionadas no con-
junto convexo B para que uma aplicacido aberta seja também B-aberta. A resposta para

isso é acrescentar a hipotese de B ser solido, conforme veremos a seguir.

Proposigao 98. Sejam X e Y espagos vetoriais topoldgicos de Hausdorff reais e
A X — Y uma transformacao linear, continua e aberta. Se B C X € convexo e

int(B) # @, entao A é B-aberta.

Demonstracdo. Seja U um aberto de X tal que BN U # &. Usando a hipotese de B

ser solido, segue da Proposicio 43 que B = int(B). Com isso, int(B)NU # &. De
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fato, como existe x € B N U, em particular, x € m e U é uma vizinhanga de =x.
Logo, U N int(B) é um aberto nao vazio em X. Usando a hipotese de A ser aberta,
obtemos que @ # A[U Nint(B)] = int(A[U Nint(B)]) C int(A[U N B]), donde resulta que
int(A[U N B]) # @. L]

Exemplos apresentados em [8] mostram que a hipotese de B ser sélido nao é boa, mas
sugerem que B poderia ser sélido em um subespago vetorial S de X munido com uma
topologia T mais fina que a topologia induzida por X. Assim, S equipado com T deve ser
continuamente mergulhada em X, ou seja, a inclusdo S — X é continua. Neste contexto,

obtemos os seguintes resultados.

Teorema 99. Sejam X e Y espacos vetoriais topoldgicos de Hausdorff reais e
A: X — Y linear e continua. Seja S C X um EVT, com topologia T, continuamente
mergulhada em X. Suponha que a restricao Alg : S — Y € aberta e que o conjunto

convero B C S € sdlido na topologia T de S. Entao, A é B-aberta.

Demonstracao. Denotaremos o fecho de M C S com respeito a topologia T por a
Afirmamos primeiramente que ﬁ = M. Com efeito, seja (S,0) o espago topolégico S
com a topologia induzida por X. Visto que T é mais fina que o, segue que a identidade
I:(S,7) — (S,0) é continua e disso temos que M = I(M‘T) C I(M) = M e assim
ﬁ C M. Por outro lado, M C el e, entdo M C ﬁ

Denotemos por intg(B) o interior do conjunto B relativo a topologia T de S. Por
hipotese, intg(B) # @ e usando a Proposigao 43 segue que B = WT. Tomando o
fecho em ambos os lados na tltima igualdade, resulta em B = m

Seja U um aberto de X tal que BNU # @. Entéo, existe x € BN U. Em particular,
x € B = intg(B). Note que U NS é uma vizinhanga de , e entdo @ # intq(B)N(UNS) =
inty(B)NU. Logo, V := inty(B) NU é aberto nao vazio em .S, com respeito a topologia 7.
Usando a hipotese de Alg ser aberto com respeito a T, resulta que @ # A[V] = int(A[V]) C
int(A[B NU]J). Portanto, A é B-aberta. ]

Combinando o Teorema 99 com o Teorema 94 obtemos o seguinte resultado.

Teorema 100. Suponha que as hipdteses do Teorema 99 sejam satisfeitas. Se B €

denso em C C X, d € int(A[C]), entdo BN A~(d) ¢ denso em C N A~Y(d).
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Para aplicar este resultado em uma situacao concreta é necessario garantir que a res-
tricdo da aplicacao A ao subespaco S munido com a topologia T seja aberta. Para isso,
precisamos de resultados como por exemplo o Teorema da Aplicagao Aberta (Teorema 37).

Faremos a seguir uma reinterpretacao do Teorema 100 no contexto de F-espacos.

Teorema 101. Suponha que as condigoes abaizo sao satisfeitas:

(1) X é um EVT de Hausdorff real ¢ Y um F-espago real;

(ii) A € uma transformagao linear e continua de X emY';

(iii) C C X € nao vazio e B convezo e denso em C;

(iv) S é um F-espago real, com topologia T, continuamente merqulhada em X ;

(v) A restrigao de A ao subespago S, Alg : S — Y, € sobrejetora;

(vi) B C S étal que o seu interior com respeito a topologia T € nao vazio, ie, inty(B) # &.
Entio, BN A7Y(d) é denso em C' N A~1(d) sempre que d € int(A[C]).

Demonstracao. Inicialmente note que a topologia T de S é mais fina que a topologia de S
induzida por X e que a aplicagao A|g é continua e aplica o F-espago S sobre o F-espago Y.
Pelo Teorema da Aplicacao Aberta para F-espagos (Teorema 37), segue que Alg é aberta.
Como por hipétese B é so6lido em S com a topologia T, pelo Teorema 99 segue que A é

B-aberta e aplicando o Teorema 100, o resultado segue. [

3.3 Existéncia de Extensoes Monotonas Suaves

Veremos uma aplicagao do Teorema 101 em problemas envolvendo extensoes de fungoes.
Para isso, vamos interpretar um dado problema de extensao de fun¢ao como um problema
de interpolacao infinita. Antes de enunciarmos este resultado, precisaremos fixar algumas

notagoes e enunciaremos um lema necessario.
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Diremos que € é um dominio em R? se for um subconjunto aberto de R%. Denotaremos
por Ck(Q), k € N, o espaco das funcoes de classe CF em Q tais que suas derivadas
parciais podem ser continuamente estendidas para Q e C**(Q) o espaco das funcoes f

k k
cujas derivadas parciais %, L 2ror o°f

) B By ok existem e sao continuas em {2 e podem ser

continuamente estendidas para ).

Definigao 102. Seja Q um dominio em R?. Uma fungdo f € C*(Q) é dita ser ndo
decrescente (crescente) se f(z) < f(y) (f(z) < f(y)), sempre que y — x € R3 — {0}, para
todo z,y € Q.

O cone das fungdes f € CF(Q) monétonas nao decrescentes serd denotado por

mon(C*(Q)).

Observacao 103. Vimos nas preliminares, a saber na Observacao 13, que os poliné-
mios de Bernstein associados & fungoes unidimensionais nao decrescentes sao nao decres-
centes. Tal afirmacg@o também é valida para o caso bidimensional, sendo a definicao de
funcdo nao decrescente, neste caso, como na Definicao 102. Para a verificacdo de que
B, (f; (z,y)) é nao decrescente se f(x,y) é nao decrescente, basta verificar que a derivada
direcional, Dy By, (f; (x,y)) com t € [0,1]? — {0}, é positiva e utilizar o Teorema do Valor
Médio.

O lema a seguir sera necesséario para fazer a demonstracao da aplicagdo do Teorema

101 e pode ser encontrado com mais detalhes em |2].

Lema 104. Suponha que Q) é um dominio limitado em R®. Toda fun¢cdo mondtona f
definida na fronteira de €2, denotado por OS2, possui uma extensao mondtona, F, de f em

Q. Além disso, se Q) € convexo e f € continua em 0S), entdo F € continua em €.

Apresentaremos a seguir uma prova alternativa do Teorema da Extensao de Dahmen,
DeVore e Micchelli [2]. Por simplicidade nos restringimos, como em [2], ao caso bidimensi-

onal com Q = (0,1) x (0,1) C R2.
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Teorema 105. Sejam f; € C*([0,1]), 1 < k < 00, i = 1,...,4 funcdes estritamente

crescentes, i.e, f/(t) >0,t¢€[0,1], parai=1,...,4, tal que

f1(0) = £2(0),  f2(1) = f3(0), f3(1) = fa(1), fa(0) = f1(1) e

f3(t) > fi®),  fa(t) > f2(t), t€]0,1]. (3.3)

Entéo, existe uma fung¢io f € mon(C**(Q)) tal que para todo t € [0, 1]

f(t,O) :fl(t)v f(O,t) :f2(t)’ f(t7 1) :f3(t)’ f(l’t) :f4(t)' (34)

Demonstracao. Para a demonstragao iremos utilizar o Teorema 101. Sejam
X ={f €C): flan € C¥(ON)},
C=monC(Q)NX
S=CMQ), B=CnS§,
Y = Ck(0Q),
A: X — Y definida como Af = f|pq para todo f € X.
A notacio CF(99) designa o espaco das fungdes f continuas na fronteira, 99, tal que
f é C* em cada parte suave de 99, ou seja, f é C* em cada lado do quadrado unitério.

Definimos em X a seguinte norma:

||f”X—||ch(Q)+ZHf ||ck[01]+Z||f lero,1-

Por [[ - || (@) denotamos a norma usual do supremo e por || - [[gr[,1) denotamos a norma
usual em CH[0,1], que & dada por [lgllor.y = llgll + [19'] + [lg"]] + - + g com
g = SUPge0,1] |9 (z)|. Além disso, a topologia em Y sera definida pela norma:
4
lglly = > llgillewpo.y
i=1

onde g; para i = 1,...4 s@o as quatro partes da fungdo g € Y definida de acordo com a

convencao (3.4). A norma em S ¢é a usual C** norma, que ¢ dada por:

I llorea = flle@ + sup 1FCw)llerpn + sup [1£(@)loroa-
ye[0,1] z€[0,1]
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Iremos agora verificar as hipoteses do Teorema 101. Os espagos X,S e Y sao Ba-
nach. O espaco S é continuamente mergulhado em X. De fato, considere a identi-
dade I : S — X. Mostraremos que I é continua. Como [ é linear, basta verifi-
car que ¢ limitada. Com efeito, observe que ||f(-,4)||lckj01) < supyepoq) £ ¥)llerpa

e [|f(@ lero) < subgepoa [1f (@, )llerio,1)- Com isso, temos:

IAx = IF11x = flle@ + Xizo 1 G Dllerp + Xizo 1 ey
< 2l[fllc@+2supyepo |1 9)llero+2supacion [1f (s )llexo,)
=2[|]s-
Logo, ||I|| < 2.

Verifiquemos que A|g : S — Y & sobrejetora. Dado f € Y, considere ¢, € C*[0,1]
dadas por p(z) = 1—z e (y) = 1—y? com p(0) = 1(0) = 1 e (1) = 1(1) = 0. Considere
a funcdo soma booleana interpolante,

L(z,y) := () f(0,y) + (1 — (@) f(1,y) + () f(x,0)

+(1 =) f(z,1) = {f(0,0)0¢(z)¥(y)

10, D)) (1 — () + F(1,0)(1 - p(@))(y)

+ (1L, 1)(1 = (@) (1 —¥(y))}, para cada (z,y) € Q.
A funcdo L € C**(Q), pois as funcoes f,¢ e ¢ sdao CF. E ainda, L(0,y) = f(0,v),
L(1,y) = f(1,y), L(z,0) = f(x,0) e L(x,1) = f(x,1). Portanto, A(L) = f.

Agora, iremos verificar que B = C' NS é denso em C. Com efeito, dadoe >0e f € C,
pelo Teorema de Bernstein, existe uma sequéncia de polindémios de Bernstein (B, (f,-)), tal
que || f = Bn(f,)llc@) — 0. Como cada By(f,-) ¢ um polindmio, é trivial que By (f,-) €
S. Pela Observagao 103, garantimos que By, (f,-) € C. Logo, B,(f,-) € B. Usando o fato,
de que as derivadas dos polinémios de Bernstein associados a f convergem para as derivadas
da f, conforme a Observagao 13, segue que ||f — Bn(f,)|| = ||f — Ba(f,)||x — 0 e isso
conclui a afirmagao.

O interior de B é nao vazio, com respeito a topologia da norma de S, porque as funcoes

estritamente crescentes pertencentes a B pertencem ao int(B).
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Para finalizar, precisamos saber o que significa d € int(A[C]). Visto que © é um dominio
limitado e convexo, segue do Lema 104 que toda f continua e monétona nao decrescente
em Of) possui um extensao F' € C tal que A(F) = Flgpo = f. E disso concluimos que
A[C] = mon(C(09)). Consequentemente, dada uma funcdo f|sq descrita através das
fungdes fi,..., fa, da hipotese do Teorema 105, concluimos que f|sn € int(A[C]) pois
cada f; é estritamente crescente e a condi¢ao (3.3) é satisfeita. Dessa maneira, segue do
Teorema 101 que existe f € B ndo decrescente pertencente a C**(Q) satisfazendo (3.4).
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