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Resumo

Dada uma superf́ıcie parametrizada por f : U ⊂ R2 → R3, Whitney mostrou que f pode

ter uma singularidade estável sob mudanças de coordenadas na fonte e na meta. Um

modelo local desta singularidade é dado pela aplicação

(u, v) 7→ (u, uv, v2).

A imagem desta aplicação é uma superf́ıcie singular chamada cross cap. Graças a esta

estabilidade do cross cap, é natural estudarmos um pouco de sua geometria diferencial.

Podemos entender esta geometria do cross cap por meio das singularidades das funções

altura e distância ao quadrado. Em especial, o objetivo principal desta dissertação é

estudar os invariantes intŕınsecos do cross cap, ou seja, os elementos que podem ser

descritos em termos de uma métrica semi-definida positiva.

Palavras-chave: Cross cap, função altura, função distância ao quadrado, deformação

isométrica, invariantes intŕınsecos, invariantes extŕınsecos.
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Abstract

Given a surface parametrized by f : U ⊂ R2 → R3, Whitney proved that f can have a

stable singularity under coordinate changes in the source and the target. A local model

for this singularity is given by the map

(u, v) 7→ (u, uv, v2).

The image of this map is the singular surface we call the cross cap. Because of its stability,

it is natural we seek to understand some of its differential geometry. This geometry of

the cross cap can be understood by the study of height and distance squared functions’

singularities. In particular, the main goal of this work is to study the intrinsic invariants

of the cross cap, that is, the elements which can be described in terms of an induced

positive semidefinite metric.

Key-words: Cross cap, height function, distance squared function, isometric defor-

mation, intrinsic invariants, extrinsic invariants.
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Cross Cap Parabólico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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Introdução

A geometria diferencial de superf́ıcies em R3 tem sido amplamente estudada ao longo dos

anos. Superf́ıcies em R3 podem ser descritas por mais de uma maneira: Por exemplo, uma

superf́ıcie pode ser dada implicitamente, ou seja, dada por uma única equação g(x, y, z) =

0 para algum germe de aplicação suave g : (R3, 0)→ (R, 0). O guarda chuva de Whitney

é um exemplo dessa superf́ıcie, definida pela equação y2 − x2z = 0. O guarda chuva de

Whitney intersecta o plano z = 0 em uma reta (com contato 2), e os planos z − k = 0

em pares de retas y2 = kx2, onde k é uma constante positiva. Se c é uma constante, o

guarda chuva de Whitney intersecta o plano x − c = 0 nas parábolas c2z = y2. A única

parte do guarda chuva de Whitney que pertence a região z < 0 é o eixo z.

Outra maneira de definir superf́ıcies é explicitamente, ou parametrizadas por uma

função suave f : U → R3, com U um subconjunto aberto do R2. O cross cap surge desta

forma: considerando fstd : (R2, 0) → (R3, 0) o germe definido por fstd(u, v) = (u, uv, v2),

conhecido como cross cap padrão. A imagem de fstd é o guarda chuva de Whitney sem a

sua “alça”(semi-reta x = y = 0, z < 0). A ilustração pode ser vista na Figura 1.

Figura 1: Cross Cap Padrão.
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No entanto, não é necessariamente verdade que tais parametrizações irão gerar vari-

edades. A superf́ıcie pode conter auto-interseções, mas este não é o problema de maior

importância. O maior problema é que elas podem possuir pontos singulares.

Um ponto p ∈ U é chamado ponto singular se o posto da matriz Jacobiana de f em

p é menor que 2. Desta forma (0, 0) é um ponto singular de fstd, chamado de ponto

cross cap padrão. Um ponto singular p de uma aplicação f : U → (R3, 0) é chamado

de cross cap se existe um difeomorfismo local ϕ em R2 e um difeomorfismo local ψ em

R3 tal que ψ ◦ f = fstd ◦ ϕ. Nota-se que a imagem da derivada na origem de um germe

que parametriza um cross cap é sempre uma reta. Cometemos um abuso de linguagem e

chamamos esta reta de reta tangente ao cross cap.

Whitney provou que uma aplicação suave f : U → (R3, 0) possui uma singularidade

cross cap em (0, 0) ∈ U se existe um sistema de coordenadas locais (u, v), centrado em

(0, 0), tal que

fv(0, 0) :=
∂f

∂v
(0, 0) = 0

e tal que os três vetores

fu(0, 0) :=
∂f

∂u
(0, 0), fuv(0, 0) :=

∂2f

∂u∂v
(0, 0), fvv(0, 0) :=

∂2f

∂v2
(0, 0)

sejam linearmente independentes. Além disso, Whitney mostrou que se perturbarmos

estas aplicações, essas singularidades persistirão, ou seja eles são estáveis (ver [12] ou

[19] para detalhes). Consequentemente, quando estudamos a geometria diferencial de

superf́ıcies em R3, existem boas razões para estudarmos superf́ıcies com cross caps.

Em [13] os autores consideraram uma parametrização do cross cap dada por

f(u, v) =

(
u, uv +

n∑
i=3

bi
i!
vi,

n∑
r=2

r∑
j=0

ajr−j
j!(r − j)!

ujvr−j

)
+O(u, v)n+1 (1)

onde a02 6= 0. Quando a20 = 0, ajk = 0 para j + k ≥ 3 e bi = 0 para i ≥ 3, denominamos

f por cross cap quadrático degenerado. Usando deformações isométricas de superf́ıcies

regradas, os autores mostraram que cada cross cap quadrático degenerado induz uma

famı́lia de deformações isométricas não triviais. Com isso os autores mostraram que os

invariantes a03, a12 e b3 de (1) são extŕınsecos, ou seja, esses invariantes se alteram de

acordo com a deformação isométrica. Vale notar ainda que utilizando esse mesmo método,
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os autores observaram a existência de deformações isométricas não triviais para outros

tipos de singularidades conhecidas, como cuspidal cross caps, swallowtails e cuspidal edges.

Mas, neste trabalho, fixamos nossa atenção apenas no cross cap.

A geometria diferencial do cross cap em R3 tem sido discutida por vários autores

(ver [5], [8], [7], [10], [14], [17] e [18]). Contudo, a distinção entre invariantes intŕınsecos

e extŕınsecos não havia sido discutida anteriormente ao trabalho [13]. Esta dissertação

está baseada nos trabalhos The differential geometry of the Crosscap, de M. J. West e

Intrinsic invariants of cross caps, de M. Hasegawa, A. Honda, K. Naokawa, M. Umehara

e K. Yamada (respectivamente, [18] e [13]) e tem como objetivo o estudo da geometria

flat do cross cap e também o estudo dos invariantes intŕınsecos e extŕınsecos do cross cap.

Esta dissertação está disposta da seguinte maneira:

No Caṕıtulo 1 obtemos duas parametrizações do cross cap. Uma parametrização é

obtida via mudanças de coordenadas na fonte (R-mudanças) e isometrias na meta. Para

a outra parametrização, utilizamos as R-mudanças e transformações lineares na meta

(transformações que preservam a geometria flat).

No Caṕıtulo 2 damos ênfase à geometria flat do cross cap, que são as caracteŕısticas

geométricas que podem ser medidas por contato com planos e retas. O contato com

planos pode ser medido considerando funções altura no cross cap. Também investigamos

as singularidades da famı́lia de funções distância ao quadrado, que medem o contato com

esferas e, além disso, nos dão informações a respeito do conjunto focal do cross cap.

No Caṕıtulo 3 estudamos os invariantes intŕınsecos e extŕınsecos do cross cap. Quando

f : U → R3 é uma imersão, f induz uma métrica Riemanniana em U , chamada de primeira

forma fundamental. Sabemos que “intŕınseco” significa que o dado invariante pode ser

escrito em termos dessa estrutura Riemanniana em U . Desta forma, mostramos neste

caṕıtulo que os invariantes a02, a11 e a20 do cross cap são intŕınsecos.

Finalmente, em toda esta dissertação estamos assumindo um conhecimento prévio da

teoria das singularidades. Desta forma, vários conceitos clássicos serão usados nesta dis-

sertação sem a prévia definição. Para referências da teoria das singularidades, sugerimos

por exemplo: [4], [11] e [16].
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Caṕıtulo 1

Parametrização do Cross Cap

O objetivo deste caṕıtulo é estudar a geometria diferencial local de uma singularidade

cross cap. Ter uma singularidade cross cap significa o seguinte: ser a imagem de qualquer

germe g que esteja na A-órbita do germe da aplicação

fstd : (R2, 0)→ (R3, 0)

(u, v) 7−→ (u, uv, v2).
(1.1)

Em outras palavras, existe um difeomorfismo local ϕ em R2 e um difeomorfismo local

ψ em R3 tal que ψ ◦ g = fstd ◦ ϕ. Desta forma, obtemos uma famı́lia de germes de

aplicações que são A-equivalentes a fstd. Porém, a geometria diferencial local pode diferir.

Consideramos, então, propriedades geométricas dessa famı́lia. Pode ser mostrado (usando

subgrupos de isotropia (ver [18])) que, em um certo sentido, esta famı́lia não pode ser

reduzida a nenhuma outra. Neste caṕıtulo obtemos duas famı́lias de parametrizações do

cross cap, uma famı́lia utilizando mudanças de coordenadas que preservam a geometria

diferencial e a outra preservando a geometria flat, isto é, aquela cujas propriedades podem

ser medidas em termos de contato com planos e retas.

Em todo este trabalho, denominamos fstd por cross cap padrão.

1.1 Geometria Diferencial do Cross Cap

Mudanças de coordenadas na fonte (difeomorfismos) não afetam a geometria diferencial

local da imagem de um germe de aplicação. Na meta, as mudanças de coordenadas que

preservam a geometria diferencial local da imagem de um germe são as isometrias que
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fixam a origem, isto é, as transformações ortogonais. A mudança na meta corresponde

à ação de O(3) × R+ em E(2, 3), onde O(3) são as matrizes ortogonais de ordem 3, cuja

ação é definida da seguinte maneira: Considere g ∈ E(2, 3), a matriz ortogonal L ∈ O(3)

e λ ∈ R+, então (L, λ).g = λ.L(g). Passamos, então, a encontrar a forma normal do cross

cap em termos da ação acima. Antes, precisaremos do seguinte lema cuja demonstração

pode ser encontrada em [2] ou [18].

Lema 1.1. Seja f : (R2, 0)→ (R2, 0) definido por f(u, v) = (u, uv+r(u, v)) com r ∈M3
2.

Então, por mudanças de coordenadas na fonte, podemos reduzir f à forma normal

f(u, v) = (u, uv + r′(v)), r′ ∈M3
1.

Proposição 1.1. Seja fstd : (R2, 0)→ (R3, 0) um germe de aplicação dado por fstd(u, v) =

(u, uv, v2). Seja g um germe de aplicação A-equivalente a fstd. Então, com as mudanças

de coordenadas descrita acima, reduzimos g à forma

g′(u, v) = (u, uv + p(v), v2 + au2 + buv + q(u, v)), (1.2)

onde a e b são constantes, p ∈M3
1 e q ∈M3

2.

Demonstração: Temos que fstd tem posto 1 na origem. Logo, como g éA-equivalente

a fstd, segue que g também possui posto 1 na origem. Assim, podemos escolher uma

rotação ρ1 ∈ O(3) tal que

ρ1 ◦ g(u, v) = (g1(u, v), g2(u, v), g3(u, v)),

onde g2, g3 ∈M2
2 e g1 = l1u+ l2v + · · · , l1, l2 ∈ R não simultaneamente nulos. Portanto,

pela forma local das submersões, existe um difeomorfismo φ1 : (R2, 0) → (R2, 0), tal que

g1 ◦ φ1(u, v) = u. Então,

ρ1 ◦ g ◦ φ1(u, v) = (u, g′2(u, v), g′3(u, v)),

com g′2 e g′3 ∈M2
2. Denotemos os 2-jatos de g′2 e g′3 por, respectivamente,

j2g′2 = a1u
2 + a2uv + a3v

2 e j2g′3 = b1u
2 + b2uv + b3v

2,
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com a1, a2, a3, b1, b2, b3 ∈ R. Como ρ1◦g◦φ1 é A-equivalente a fstd, segue que a2b3−b2a3 6=

0. Considere uma rotação ρ2 ∈ O(3) de um ângulo θ com o eixo-x (na meta). Aplicando

a matriz de rotação dada por

ρ2 =


1 0 0

0 cos θ sen θ

0 − sen θ cos θ

 em (u, g′2(u, v), g′3(u, v)), obtemos

ρ2◦ρ1◦g◦φ1(u, v) = (u, cos θg′2(u, v)+ sen θg′3(u, v),− sen θg′2(u, v)+cos θg′3(u, v)). (1.3)

Podemos então escolher θ de forma que

ρ2 ◦ ρ1 ◦ g ◦ φ1(u, v) = (u, c1uv + c2u
2 + p1(u, v), d1u

2 + d2uv + d3v
2 + q1(u, v))

com c2, d1, d2 ∈ R, c1, d3 ∈ R − {0} e p1, q1 ∈ M3
2. De fato, a segunda componente do

germe dado em (1.3) fica sendo

(a1 cos θ + b1 sen θ)u2 + (a2 cos θ + b2 sen θ)uv + (a3 cos θ + b3 sen θ)v2 +O(u, v)3,

onde O(u, v)3 são termos de ordem maior ou igual a 3 nas variáveis u e v. Basta escolher

θ tal que o coeficiente de v2 seja nulo. Como a3 e b3 não são simultaneamente nulos,

podemos tomar θ de modo que

sen θ =
a3√
a23 + b23

e cos θ =
−b3√
a23 + b23

.

É fácil ver que o coeficiente de uv na segunda componente é diferente de zero pois a2b3−

a3b2 6= 0 e o coeficiente de v2 é zero. Agora, na terceira componente do germe dado em

(1.3), obtemos

(b1 cos θ − a1 sen θ)u2 + (b2 cos θ − a2 sen θ)uv + (b3 cos θ − a3 sen θ)v2 +O(u, v)3.

Assim, o coeficiente de v2 na terceira componente é diferente de zero, pois a3 e b3 não são

simultaneamente nulos. Portanto,

ρ2 ◦ ρ1 ◦ g ◦ φ1(u, v) = (u, c1uv + c2u
2 + p1(u, v), d1u

2 + d2uv + d3v
2 + q1(u, v)), (1.4)
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com c2, d1, d2 ∈ R, c1, d3 ∈ R − {0} e p1, q1 ∈ M3
2. Agora, com a seguinte mudança de

coordenadas na fonte

v =
v′ − c2u
c1

levamos o germe ρ2 ◦ ρ1 ◦ g ◦ φ1 no germe

(u, uv′ + p(u, v′), d′1(v
′)2 + d′2uv

′ + d′3u
2 + q(u, v′)), (1.5)

com d′1 ∈ R− {0}, d′2, d′3 ∈ R e p, q ∈M3
2. Por abuso de linguagem, chamando v′ de v e

aplicando o Lema 1.1, podemos reduzir o germe (1.5) (mudança de coordenadas na fonte)

para

(u, uv + p(v), d′′1v
2 + d′′2uv + d′′3u

2 + q(u, v)). (1.6)

Trocando u por λ1u e v por λ2v na equação (1.6), com λ1 e λ2 ∈ R− {0}, obtemos

(λ1u, λ1λ2uv + p2(λ2v), d′′1λ
2
2v

2 + d′′2λ1λ2uv + d′′3λ
2
1u

2 + q2(λ1u, λ2v)).

Na meta podemos usar uma dilatação da forma
λ 0 0

0 λ 0

0 0 λ

 ,

onde λ > 0. Aplicando no germe acima obtemos

(λλ1u, λλ1λ2uv + λp2(λ2v), λd′′1λ
2
2v

2 + λd′′2λ1λ2uv + λd′′3λ
2
1u

2 + λq2(λ1u, λ2v)).

Fazendo, λ1 = d′′1, λ2 = 1 e λ = 1/λ1, temos o seguinte germe

(u, uv + λp2(v), v2 + d′′2uv + d′′3d
′′
1u

2 + λq2(λ1u, v)).

Agora basta tomar, λp2(v) = p(v), λq2(λ1u, v) = q(u, v), d′′2 = b e d′′3d
′′
1 = a. Com essas

mudanças, obtemos a forma requerida

g′(u, v) = (u, uv + p(v), v2 + au2 + buv + q(u, v)),

7



com p ∈M3
1 e q ∈M3

2, e a proposição está provada.

�

Dada uma superf́ıcie suave M em R3 com uma famı́lia de normais N , temos a aplicação

de Gauss N : M → S2, onde S2 ⊂ R3 é a esfera unitária. Se M é parametrizada por

f(u, v), os coeficientes da primeira forma fundamental Ip (em um ponto p) são dados por

E = fu · fu, F = fu · fv, G = fv · fv,

onde · denota o produto interno canônico. Os coeficientes da segunda forma fundamental

IIp são dados por

l = N · fuu, m = N · fuv, n = N · fvv.

Quando consideramos a singularidade cross cap, deparamos com um problema, já que

a normal à superf́ıcie em seu ponto singular não está bem definida. Fora do ponto cross

cap, a normal unitária N é dada por

N =
fu × fv
‖fu × fv‖

,

onde × denota o produto vetorial em R3 e ‖.‖ a norma usual em R3. No entanto, pode-

mos multiplicar os coeficientes l, m e n por um termo ‖fu × fv‖, substituindo assim os

coeficientes l, m e n por, respectivamente,

L = (fu × fv) · fuu, M = (fu × fv) · fuv, N = (fu × fv) · fvv.

Isto é feito pois estamos interessados nos zeros da curvatura Gaussiana K, que, com

esta mudança, é dada por

K = LN −M2.

Sendo assim, vemos agora que a curva de pontos parabólicos para a forma normal do

cross cap dada em (1.2) depende do sinal de a.

Corolário 1.1. Considere o cross cap dado em (1.2). Se a > 0, então existem duas

curvas transversais na fonte que são as pré-imagens das curvas de pontos parabólicos do

cross cap. No caso onde a < 0, não existem pontos parabólicos no cross cap.
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Demonstração: Lembramos que um ponto é parabólico se a curvatura Gaussiana K

é nula neste ponto. Assim,

K(u, v) = 0 ⇔ (LN −M2)(u, v) = 0.

Definindo h(u, v) = (LN −M2)(u, v), e sendo

f(u, v) = (u, uv + p(v), v2 + au2 + buv + q(u, v)),

com p ∈M3
1 e q ∈M3

2, temos

h(u, v) = 0⇔ (fu × fv · fuu)(fu × fv · fvv)− (fu × fv · fuv)2 = 0.

Calculando as derivadas de f , temos

fu = (1, v, 2au+ bv + qu), fv = (0, u+ p′, 2v + bu+ qv),

fuu = (0, 0, 2a+ quu), fuv = (0, 1, b+ quv), fvv = (0, p′′, 2 + qvv).

Assim,

fu × fv = (2v2 − 2au2 + vqv − uqu − pvqu,−(2v + bu+ qv), u+ p′).

Logo, temos que o 2-jato de h tem a forma

j2h(u, v) = 4au2 − 4v2.

Portanto, h(u, v) tem uma singularidade do tipo Morse na origem se a 6= 0 e segue o

resultado.

�

Podemos caracterizar os cross caps de acordo com o sinal de a, como pode ser observado

na definição a seguir.

Definição 1.1. Seja g′(u, v) a forma normal (1.2). Então definimos:

a) Cross cap eĺıptico quando a > 0 em g′ (Ver figura 1.1 (a)).
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b) Cross cap hiperbólico quando a < 0 em g′ (Ver figura 1.1 (b)).

c) Cross cap parabólico quando a = 0 em g′ (Ver figura 1.1 (c)).

(a) (b) (c)

Figura 1.1: (a) Cross Cap Eĺıptico, (b) Cross Cap Hiperbólico, (c) Cross Cap Parabólico

1.2 Propriedades Geométricas dos Cross Caps

Agora podemos obter algumas informações geométricas do cross cap parametrizado pela

famı́lia de formas normais vista em (1.2), ou seja,

f(u, v) = (u, uv + p(v), v2 + au2 + buv + q(u, v)),

com p ∈M3
1 e q ∈M3

2 . Parametrizar uma superf́ıcie suave em uma vizinhança da origem

na forma de Monge tem o efeito de fixar a posição do plano tangente na origem. No caso

do cross cap, não existe plano tangente na origem. Ao invés disso temos um objeto

chamado cone tangente que pode ser considerado um refinamento da noção de espaço

tangente. O objetivo da rotação ρ2 na demonstração da Proposição 1.1 é justamente fixar

o cone tangente no plano y = 0. Neste trabalho não realizamos o estudo do cone tangente

e suas propriedades. Para detalhes sobre esse assunto, ver [18]. Mostramos, no entanto,

os significados geométricos da rotação ρ1 e do difeomorfismo φ1 nas proposições a seguir.

Proposição 1.2. O efeito de ρ1 na demonstração da Proposição 1.1 é uma rotação na

meta de forma que a reta tangente ao ponto cross cap seja o eixo x.
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Demonstração: : Seja ρ1◦g : (R2, 0)→ (R3, 0), como na demonstração da Proposição

1.1, ou seja, ρ1 ◦ g(u, v) = (g1(u, v), g2(u, v), g3(u, v)), com g1(u, v) = l1u + l2v + O(s) e

g2, g3 ∈M2
2. Assim é claro que d(ρ1 ◦ g)0 é o eixo x.

�

Proposição 1.3. O difeomorfismo φ1 na demonstração da Proposição 1.1 leva a pré-

imagem da tangente à curva de pontos duplos na origem para o eixo v.

Demonstração: Escrevemos g′ ao invés de ρ1 ◦ g ◦φ1. Seja C ⊂ R2 a pré-imagem da

curva de pontos duplos do cross cap parametrizado por g′. Como g′ é A-equivalente ao

cross cap padrão fstd, temos que C é uma curva suave. Sejam dois pontos (u, v) e (U, V )

tais que f(u, v) = f(U, V ). Assim,
u = U

uv = UV ⇒ u = U e v = −V.

v2 = V 2

Logo, uma parametrização para a pré-imagem da curva de pontos duplos do cross cap

padrão é γ(t) = (0, t). Então, fstd(γ(t)) = fstd(γ(−t)). Assim, podemos escolher uma

parametrização local γ̄ : (R, 0) → (R2, 0) de C tal que g′(γ̄(t)) = g′(γ̄(−t)). De fato,

usando o fato de que g′ é A-equivalente a fstd, temos que existem difeomorfismos locais ϕ

em R2 e ψ em R3 tais que ψ ◦ g′ = fstd ◦ ϕ. Assim, fstd(u, v) = ψ ◦ g′ ◦ ϕ−1(u, v) e, como

fstd(γ(t)) = fstd(γ(−t)), temos

ψ ◦ g′ ◦ ϕ−1(γ(t)) = ψ ◦ g′ ◦ ϕ−1(γ(−t))

⇒ g′ ◦ ϕ−1(γ(t)) = g′ ◦ ϕ−1(γ(−t)).

Tomando γ̄(t) = g′◦ϕ−1(γ(t)), temos g′(γ̄(t)) = g′(γ̄(−t)). Escrevendo γ̄(t) = (γ̄1(t), γ̄2(t))

e inspecionando a primeira componente de g′ ◦ γ̄, vemos que γ̄1(t) = γ̄1(−t), para todo t.

Portanto, γ̄1 pode ser escrito em função de t2, e o resultado segue.

�

Observação 1.1. Segue da demonstração da proposição anterior que a pré-imagem da

curva de pontos duplos pode sempre ser escrita como u = h(v), com h ∈M2
1.
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Motivados pela demonstração da Proposição 1.3, temos a proposição a seguir.

Proposição 1.4. Sejam g′ como em (1.2) e C ∈ R2 a pré-imagem da curva de pontos

duplos de g′ e escreva j3p = p3v
3. Então, C pode ser escrita como

u = −p3v2 + ψ(v), onde ψ ∈M3
1.

Demonstração: Pela Proposição 1.3 sabemos que C é uma curva suave que é tangente

ao eixo v. Assim C pode ser escrita como

u = α(v), α ∈M2
1.

A curva de pontos duplos de g′(u, v) é dada pelos pontos (u, v) tais que g′(u, v) = g′(U, V ).

Então, U = u e segue ainda que

uv + p(v) = uV + p(V )

⇒ u(V − v) = −(p(V )− p(v))

⇒ u =
−(p(V )− p(v))

V − v
.

Como por hipótese j3p = p3v
3, segue que

u = −p3(V 2 + V v + v2) +O(v, V )3. (1.7)

Por outro lado

au2 + buv + v2 + q(u, v) = au2 + buV + V 2 + q(u, V )

⇒ bu(v − V ) = V 2 − v2 + q(u, V )− q(u, v)

⇒ V 2 − v2 = bu(v − V )− q(u, V ) + q(u, v)

⇒ (V + v)(V − v) = −bu(V − v)− q(u, V ) + q(u, v)

⇒ V + v = −bu− q(u, V )− q(u, v)

V − v
, q ∈M3

2.

O segundo membro desta última igualdade é uma equação de ordem 2 nas variáveis V e

v, depois de substituirmos o valor de u encontrado em (1.7). Assim, obtemos V = −v e

o resultado segue. �
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1.3 Geometria Flat do Cross Cap

Quando focamos na geometria flat do cross cap, podemos reduzir sua forma normal ainda

mais, pois temos mais mudanças de coordenadas à disposição. Na geometria flat, as pro-

priedades geométricas podem ser medidas em termos de contato com planos e retas. Pro-

priedades geométricas flat da imagem de um germe de aplicação são preservadas por trans-

formações lineares. Essas mudanças de coordenadas correspondem ao subgrupo GL(3,R)

de L, onde, neste caso, L é o grupo dos germes de difeomorfismos (R3, 0)→ (R3, 0).

Proposição 1.5. Seja fstd : (R2, 0)→ (R3, 0) o germe de aplicação definido por fstd(u, v) =

(u, uv, v2). Seja g um germe que é A-equivalente a fstd. Então, usando mudanças

GL(3,R) na meta e difeomorfismos na fonte, podemos reduzir g à forma

g′(u, v) = (u, uv + p(v), v2 + au2 + q(u, v)), (1.8)

onde p ∈ M3
1 e q ∈ M3

2. Quando a 6= 0, podemos fixar o coeficiente de u2 na terceira

componente sendo 1, se a > 0, e −1, se a < 0.

podemos considerar g da forma

g′(u, v) = (u, uv + p(v), v2 + au2 + buv + q(u, v)),

Demonstração: Pela Proposição 1.1 onde a e b são constantes, p ∈M3
1 e q ∈M3

2.

Assumindo a 6= 0 podemos reduzir g′ para a seguinte forma

(u, uv + p(v), v2 ± u2 + q(u, v)).

De fato, aplicando a mudança x→ x, y → y, z → z − by na meta, a terceira componente

de g′ fica sendo

v2 + au2 + q(u, v).

Na fonte, fazemos a mudança u→ u√
|a|

. Assim, obtemos

(
u√
|a|
,
uv√
|a|

+ p(v), v2 ± u2 + q′(u, v)

)
.

Agora, no germe acima, fazendo a mudança x →
√
|a|x, y →

√
|a|y e z → z na meta,
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obtemos o germe

(u, uv + p(v), v2 ± u2 + q(u, v)),

onde o coeficiente de u2 é 1, se a > 0 e −1, se a < 0. E assim a proposição está

demonstrada.

�

Corolário 1.2. O cross cap parametrizado pela forma normal determinada em (1.8)

possui duas curvas parabólicas quando a > 0 (podemos fixar a = 1). No caso onde a < 0,

não existem pontos parabólicos no cross cap.

Analogamente à Definição 1.1, temos a definição de acordo com a forma normal do

cross cap como em (1.8).

(a) (b) (c)

Figura 1.2: Forma normal flat: (a) Cross Cap Eĺıptico, (b) Cross Cap Hiperbólico, (c)
Cross Cap Parabólico

Definição 1.2. Em se tratando da geometria flat do cross cap, definimos:

• Cross cap eĺıptico o cross cap parametrizado por

g′(u, v) = (u, uv + p(v), v2 + u2 + q(u, v)),

• Cross cap hiperbólico o cross cap parametrizado por

g′(u, v) = (u, uv + p(v), v2 − u2 + q(u, v)),

14



• Cross cap parabólico o cross cap parametrizado por

g′(u, v) = (u, uv + p(v), v2 + q(u, v)),

com p ∈M3
1 e q ∈M3

2 nos três casos.

Para exemplos de cross caps eĺıptico, hiperbólico e parabólico, ver Figura 1.2.
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Caṕıtulo 2

Geometria das Singularidades de

Projeções

2.1 Função Altura

Uma abordagem usual quando se estuda geometria flat de superf́ıcies suaves é considerar a

composição da parametrização de uma superf́ıcie, usualmente na sua forma de Monge, com

famı́lias a dois parâmetros de projeções em planos e retas. Como motivação, consideramos

nesta seção as singularidades da função altura em uma superf́ıcie suave. Em seguida,

imitamos o processo para o cross cap, utilizando sua parametrização dada por (1.8).

Definição 2.1. Seja X : M → R3 uma imersão de uma superf́ıcie suave M em R3.

Denominamos famı́lia de funções altura a famı́lia de aplicações dada por

H : M × S2 → R

(x, u) 7→ H(x, u) := x · u.

Para u fixo, a funçãoHu é a função altura na direção u. Tomando coordenadas (x1, x2, x3) ∈

R3, podemos associar a cada ponto (u1, u2, u3) ∈ S2 o plano cuja equação é dada por

(x1, x2, x3) · (u1, u2, u3) = 0.

Logo, se H(x, u) = 0, então a função Hu mede o contato entre a superf́ıcie M e o plano

(x1, x2, x3) · (u1, u2, u3) = 0.
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2.1.1 Função Altura em Superf́ıcies Suaves

Sejam M uma superf́ıcie suave e a famı́lia de funções altura H como anteriormente. Como

nosso interesse é a geometria diferencial local, sendo p ∈M , podemos identificar p com a

origem e fixar coordenadas locais (u, v, w) em p = (0, 0, 0) tal que o eixo w seja normal a M

em p e o plano tangente seja formado pelo plano (u, v). Assim, escrevemos M localmente

na forma de Monge, como um gráfico de função w = f(u, v) tal que f = fu = fv = 0 em

(0, 0).

Escolhemos uma carta em S2 próxima a (0, 0, 1) dada por (u1, u2, 1). Então, a famı́lia

modificada de funções altura é dada por

H : M × (R2, 0)→ R

((u, v), (u1, u2)) 7→ H(u1,u2)(u, v) = u1u+ u2v + f(u, v).

Fixando u0 = (0, 0, 1), temos Hu0(u, v) = f(u, v).

A função H(u1,u2) é singular na origem se, e somente se, u1 = u2 = 0. Se u1 6= 0

ou u2 6= 0, então H(u1,u2) é uma submersão. Este caso não nos interessa pois não há

singularidades. Desta forma, considere u0 = (0, 0, 1) e, então, estudemos as singularidades

de Hu0(u, v) = f(u, v) e suas descrições geométricas.

Em superf́ıcies suaves, a função altura Hu possui apenas singularidades do tipo Ak,

com k ≤ 3. Este é um resultado do teorema a seguir, que não será demonstrado aqui.

Para detalhes, ver [1].

Teorema 2.1. Sejam M uma superf́ıcie suave e (x, u) ∈M × S2 com u normal à M em

x. Então, a função altura Hu pode ter apenas os seguintes tipos de singularidades:

A±1 f(x, y) = x2 ± y2,

A2 f(x, y) = x2 + y3,

A±3 f(x, y) = x2 ± y4.

A seguinte proposição estabelece condições sobre os coeficientes da expansão de Taylor

de f em (0, 0), para que Hu0 tenha um dos tipos de singularidades do Teorema 2.1.

Denotaremos por aki o coeficiente do monômio ukvi na expansão de Taylor de f na

origem.
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Proposição 2.1. A função altura Hu0 = f(u, v) possui as seguintes singularidades:

i) A1 ⇔ 4a20a02 − a211 6= 0;

ii) A2 ⇔ 4a20a02 − a211 = 0 e a03 6= 0;

iii) A3 ⇔ 4a20a02 − a211 = 0, a03 = 0 e 4a20a04 − a212 6= 0.

Demonstração: Como f(0, 0) = fu(0, 0) = fv(0, 0) = 0, temos que f possui uma

singularidade na origem.

i) O 2-jato de f é dado por

j2f(0, 0) = a20u
2 + a11uv + a02v

2.

Sem perda de generalidade, seja a20 6= 0 e considere a seguinte mudança de variável na

fonte:

u = U − a11V

2a20
, v = V.

Logo, temos que j2f(0, 0) pode ser escrito da forma

a20U
2 +

(
4a20a02 − a211

4a20

)
V 2,

que é uma singularidade A1 (Morse) se, e somente se, 4a20a02 − a211 6= 0.

ii) Considerando 4a20a02 − a211 = 0, o 3-jato de f pode ser escrito como

j3f(0, 0) = a20u
2 + a30u

3 + a21u
2v + a12uv

2 + a03v
3.

Com a mudança de variável

u = U − (a30U
2 + a21UV + a12V

2)

2a20
, v = V,

podemos escrever j3f(0, 0) da forma a20U
2 + a03V

3. Logo, a singularidade é do tipo A2

se, e somente se, 4a20a02 − a211 = 0 e a03 6= 0.

iii) Considerando 4a20a02−a211 = 0, a03 = 0 e fazendo mudanças de coordenadas similares
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às anteriores, chegamos que o 4-jato de f pode ser escrito como

a20u
2 +

(
4a20a04 − a212

4a20

)
v4,

que é uma singularidade A3 se, e somente se, 4a20a04 − a212 6= 0.

�

Seja p um ponto da superf́ıcie M , escrita na forma de Monge. Sabemos que Hu0 é

singular se, e somente se, u0 é a direção normal de M em p.

A proposição a seguir identifica geometricamente os tipos de singularidades da função

altura Hu0 .

Proposição 2.2. As singularidades genéricas da função altura Hu0 = f(u, v) ao longo

da direção u0 ocorrem em p ∈M da seguinte maneira:

i) A1 ⇔ p não é ponto parabólico;

ii) A2 ⇔ p é ponto parabólico e a direção assintótica é transversal ao conjunto pa-

rabólico da superf́ıcie em p;

iii) A3 ⇔ p é ponto parabólico e a direção assintótica é tangente ao conjunto parabólico

da superf́ıcie em p. Este ponto é chamado cúspide de Gauss.

Demonstração: i) Sejam p ∈ M e j2f(p) = a20u
2 + a11uv + a02v

2. A curvatura

Gaussiana K em p é dada por K(p) = fuufvv − f 2
uv = 4a20a02 − a211. Se K(p) 6= 0, então

p não é ponto parabólico. Pela Proposição 2.1, a função altura Hu0 tem singularidade do

tipo A1 se, e somente se, 4a20a02 − a211 6= 0. Logo, p não é ponto parabólico se, e somente

se, Hu0 tem uma singularidade do tipo A1.

ii) Seja p ∈ M ponto parabólico, ou seja, 4a20a02 − a211 = 0. Podemos, então, escrever

j3f(u, v) = a20u
2+a30u

3+a21u
2v+a12uv

2+a03v
3. Temos, ainda, que o conjunto parabólico

de uma superf́ıcie w = f(u, v) é dado pelos pontos (u, v) que anulam o determinante da

matriz Hessiana de f(u, v). A parte linear desta equação é dada por

a20a12u+ 3a20a03v = 0
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e as singularidades são dadas por

∇

det

 fuu fuv

fvu fvv

 = a20(a12, 3a03) = 0.

O normal ao conjunto parabólico pode ser dado por (a12, 3a03). A direção assintótica é

igual a (0, 1). Logo, (0, 1) é transversal ao conjunto parabólico se, e somente se, a03 6= 0,

ou seja, pela Proposição 2.1, se, e somente se, Hu0 tem singularidade do tipo A2.

iii) Considere p ∈ M ponto parabólico, ou seja, 4a20a02 − a211 = 0. Se a03 = 0 a direção

assintótica é tangente ao conjunto parabólico. Novamente pela Proposição 2.1, 4a20a02 −

a211 = 0 e a03 = 0 são condições para que Hu0 tenha singularidade do tipo A3.

�

2.1.2 Função Altura no Cross Cap

Agora que já discutimos as singularidades da função altura com superf́ıcies suaves em sua

forma de Monge, podemos realizar um estudo similar no cross cap. Como a função altura

mede o contato com planos, usaremos a forma normal

f(u, v) = (u, uv + p(v), v2 + au2 + q(u, v)),

onde p ∈ M3
1 e q ∈ M3

2. Pelo Corolário 1.1, sabemos que o conjunto parabólico na

fonte é vazio quando a < 0 e, quando a > 0, o conjunto parabólico é formado por

duas curvas regulares. Vimos na Proposição 1.5 que a pode ser tomado como ±1, mas

estamos interessados na transição do sinal de a. Estudamos a famı́lia de funções altura

em torno das direções em S2 dadas por (1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, 0, 1). Estas direções podem

ser parametrizadas, respectivamente, por (1, u1, u2), (u1, 1, u2) e (u1, u2, 1).

Proposição 2.3. Considere a famı́lia de funções altura em torno da direção (1, 0, 0),

dada por

H(u1,u2)(u, v) = u+ u1(uv + p(v)) + u2(v
2 + au2 + q(u, v)).

Então, H(u1,u2) não possui singularidades.
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Demonstração: Temos que H(u1,u2) é uma submersão. Portanto, não possui singu-

laridades.

�

Proposição 2.4. Considere a famı́lia de funções altura em torno da direção (0, 0, 1),

dada por

H(u1,u2)(u, v) = u1u+ u2(uv + p(v)) + (v2 + au2 + q(u, v)).

Então,

i) H(u1,u2) possui singularidade em (0, 0) se, e somente se, u1 = 0.

ii) H(u1,u2) possui singularidade do tipo A1 se, e somente se, u1 = 0 e u22 − 4a 6= 0.

iii) H(u1,u2) possui singularidade do tipo A2 se, e somente se, u1 = 0 e u2 = ±2
√
a. A

direção (0,±2
√
a, 1) é chamada direção normal degenerada.

Demonstração: i) Imediato.

ii) Considere u1 = 0. Neste caso, o 2-jato de H(u1,u2) é dado por:

v2 + au2 + u2uv.

Assim, H(u1,u2) possui uma singularidade do tipo A1 se, e somente se, u22 − 4a 6= 0.

iii) Seja agora u22 − 4a = 0. Considerando a > 0, a famı́lia de funções altura na direção

(0,±2
√
a, 1) é dada por

H(0,±2
√
a,1)(u, v) =

(√
au± v

)2
+ q(u, v)± 2

√
ap(v).

Fazendo a mudança

U =
√
au± v, V = v,

temos

U2 + q

(
1√
a

(U ∓ V ), V

)
± 2
√
ap(V ).

Para termos uma singularidade do tipo A2, o coeficiente de V 3 dever ser não nulo. Este

coeficiente é dado por q3(∓1/
√
a, 1)± 2

√
ap3(1), onde q3 é a cúbica homogênea de q e p3

é a parte cúbica de p. Genericamente, este coeficiente é não nulo e o resultado segue.

�
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Proposição 2.5. Considere a famı́lia de funções altura em torno da direção (0, 1, 0),

dada por
H(u1,u2)(u, v) = u2(au

2 + v2 + q(u, v)) + u1u+ uv + p(v).

Então,

i) H(u1,u2) possui singularidade em (0, 0) se, e somente se, u1 = 0.

ii) H(u1,u2) possui singularidade do tipo A1 se, e somente se, u1 = 0 e 1− 4au22 6= 0.

iii) H(u1,u2) possui singularidade do tipo A2 se, e somente se, u1 = 0 e u2 = ±1/2
√
a.

Demonstração: Segue de forma análoga à demonstração da Proposição 2.4.

�

Vimos no Corolário 1.1 que o conjunto parabólico na fonte, quando a > 0, consiste

em duas curvas transversais intersectando na origem. Uma outra maneira de determinar

o conjunto parabólico na fonte é através da função altura, mas não apenas no caso onde

a > 0 e sim na transição entre os casos a > 0 e a < 0. A próxima proposição mostra que

o conjunto parabólico na fonte, quando a = 0, é uma cúspide e o comportamento deste

conjunto (fora do ponto cross cap) é observado na Figura 2.1.

o
o o

a > 0 a = 0 a < 0

Figura 2.1: Conjunto parabólico para a > 0, a = 0 e a < 0

Assim, no caso do cross cap eĺıptico, ao invés de termos duas curvas transversais na

fonte, podemos pensar que o conjunto parabólico é formado apenas por uma curva que se

intersecta na origem. Quando a tende a zero, esta curva se transforma em uma cúspide e,

quando a < 0, o conjunto parabólico se afasta do ponto cross cap. É claro que esta é uma

análise local, não podemos afirmar o que realmente acontece com o conjunto parabólico

longe do ponto cross cap.
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Proposição 2.6. Quando a = 0, o conjunto parabólico na fonte é uma cúspide.

Demonstração: Considere a função altura

H(u1,u2)(u, v) = u1u+ u2(uv + p(v)) + v2 + au2 + q(u, v).

O conjunto parabólico é obtido pela projeção do conjunto dado por Hu = Hv = HuuHvv−

H2
uv = 0 no espaço (u, v). Assim, temos

Hu = 2au+ qu + u2v + u1, Hv = 2v + u2(u+ p′(v)) + qv,

Huu = 2a+ quu, Huv = u2 + quv e Hvv = 2 + qvv + p′′(v).

Considerando Hu = 0, obtemos u1 = −(2au + qu + u2v). Como u1 só aparece nessa

equação, podemos apenas considerar Hv = HuuHvv −H2
uv = 0. Para facilitar a notação,

escrevemos u2 = w. Assim,

2v + w(u+ p′(v)) + qv = 0 (2.1)

e

(2a+ quu)(2 + qvv + p′′(v))− (w + quv)
2 = 0. (2.2)

Pelo teorema da função impĺıcita, a equação (2.1) implica que v pode ser escrito em termos

de u e w. Escrevendo

q(u, v) = q0v
3 + q1uv

2 + q2u
2v + q3u

3 + q4u
4 + · · · ,

observamos que os termos de ordem mais baixa de sua expansão em Taylor são dados por

v = −1

2
(wu+ q2u

2) + · · · . (2.3)

Expandindo a equação (2.2), temos

4a+ 12q3u+ 4q2v + u2(24q4 + 12q1q3 − 4q22) + 4q1au− 4q2wu

−w2 + vφ1(u, v, w, a) + φ2(u, a, w) = 0, φ1 ∈M2, φ2 ∈M3
3.

(2.4)
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Substituindo v dada em (2.3), temos

2a+ 12q3u+ u2(24q4 + 12q1q3 − 6q22) + 4q1au− 6q2wu− w2 + φ3(u, a, w) = 0,

onde φ3 ∈M3
3. Novamente pelo teorema da função impĺıcita, escrevemos u em função de

w e a, e os termos de ordem menor são dados por

u = − 1

12
q3(4a− w2 − 24q2aw + 16(q1 + 24q4 + 12q1q3 − 6q22)a2) + · · · . (2.5)

Substituindo (2.5) em (2.3), obtemos a seguinte parametrização para o conjunto parabólico

na fonte:

ψ(w, a) =

(
− 1

12
q3(4a− w2 − 24q2aw) + · · · , 1

24
q3(4aw − w3 − 24q2aw

2) + · · ·
)
.

Quando a = 0, ψ(w) é genericamente uma cúspide.

�

Ainda em relação ao conjunto parabólico, podemos encontrar uma relação interessante

entre geometria diferencial e singularidades. Vimos que, quando a > 0, o 2-jato do

conjunto parabólico dado por K = 0, como no Corolário 1.1, é dado por

4(
√
au− v)(

√
au+ v).

Parametrizando os ramos deste conjunto, obtemos duas curvas espaciais. Assim, podemos

fazer uma associação entre os tipos de singularidades da função altura com as respectivas

torções desses ramos (curvas espaciais). É o que mostra a proposição seguinte.

Proposição 2.7. Sejam Pi(t), i = 1, 2, as parametrizações dos ramos do conjunto pa-

rabólico em um cross cap eĺıptico (com Pi(0) sendo o ponto cross cap) e denote por τi(t)

a torção dessas curvas espaciais. Então, a função altura ao longo da direção normal

degenerada associada ao ramo Pi possui singularidade no ponto cross cap do tipo

A2 ⇔ τi(0) 6= 0,

A3 ⇔ τi(0) = 0, τ ′i(0) 6= 0.
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Demonstração: Considere o cross cap

g′(u, v) = (u, uv + p(v), u2 + av2 + q(u, v)),

parametrizado como em (1.8). Fixamos aqui j4p = p3v
3 + p4v

4 e j4q = q3 + q4, com

qi =
∑i

j=0 qiju
i−jvj. Vimos que podemos fixar a = 1, já que o cross cap em questão é o

eĺıptico (a > 0). Assim, o 2-jato do conjunto parabólico K = 0, como no Corolário 1.1, é

dado por j2K(u, v) = 4(u− v)(u+ v). A prova deste resultado segue através de cálculos

diretos realizados no programa computacional Maple. Considere, por exemplo, o ramo

com direção tangente (1, 1), o qual é o gráfico da função v(u) = u+ α2u
2 + α3u

3 +O(u)4

com

α2 = q31 +
1

2
q32 +

3

2
q30,

α3 =− 3

4
q31q33 +

3

8
q231 +

1

2
q31q32 −

1

8
q232 +

3

4
q30q32 −

9

8
q230 + 3q40 + 2q42 +

3

2
q43 +

5

2
q41+

+ q44 −
9

8
q233 −

3

2
q33q32 − 2p4 + p3

(
3q32 −

9

2
p3 +

3

2
q31 +

9

2
q33
)
.

Calculando a torção da curva g′(u, v(u)) e sua primeira derivada em u = 0, obtemos que

τ(0) 6= 0⇔ 2p3 − q30 − q31 − q32 − q33 6= 0,

τ(0) = 0 e τ ′(0) = 0⇔ 2p3 − q30 − q31 − q32 − q33 = 0 e Γ 6= 0

onde

Γ = 12(6p3 − 3q33 − 2q32 − q31)2 + 48(−q40 − q41 − q42 − q43 − q44 + 2p4).

Por outro lado, a função altura ao longo da direção normal degenerada u1 = (0,−2, 1),

que corresponde ao ramo (u, v(u)) do conjunto parabólico, é dada por

Hu1(u, v) = (0,−2, 1) · (u, uv + p(v), v2 + u2 + q(u, v))

= (v − u)2 − 2p(v) + q(u, v).
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Agora não é dif́ıcil ver que Hu1 possui uma singularidade na origem do tipo

A2 ⇔ 2p3 − q30 − q31 − q32 − q33 6= 0⇔ τ(0) 6= 0,

A3 ⇔ 2p3 − q30 − q31 − q32 − q33 = 0 e Γ 6= 0⇔ τ(0) = 0 e τ ′(0) = 0.

�

2.2 Função Distância ao Quadrado e Conjunto Focal

O objetivo desta seção é analisar o conjunto focal do cross cap em um ponto cross cap.

Para superf́ıcies suaves, este estudo é realizado considerando as singularidades da função

distância ao quadrado. Imitaremos este processo para descrever o conjunto focal do cross

cap, tendo em mente que isso é um pouco mais delicado, já que o cross cap não possui

uma única direção normal em sua singularidade. Iniciamos a seção com as definições de

função distância ao quadrado e conjunto focal e enunciamos um resultado semelhante

ao Teorema 2.1, mas para função distância ao quadrado. Em seguida, apresentamos a

descrição do conjunto focal no ponto cross cap.

Definição 2.2. Sejam M ⊂ R3 uma superf́ıcie suave e p ∈ M . Definimos a função

distância ao quadrado por

d : M × R3 → R

(p, u) 7→ d(p, u) := ‖p− u‖2.

Escolhendo uma parametrização φ de uma vizinhança de p, consideraremos o tipo de

singularidade (usando R-equivalência) do germe

(R2, 0)→ (R, 0)

(x, y) 7→ du(x, y) = d(φ(x, y), u),

para cada u ∈ R3.

Definição 2.3. Sejam M ⊂ R3 uma superf́ıcie suave e p ∈M . O conjunto focal de M

em p é o local geométrico de pontos u ∈ R3 tal que a função distância ao quadrado em

M , du, possui singularidade do tipo A≥2 em p.
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Observação 2.1. O conjunto focal é o local geométrico de pontos no R3 os quais são

centros de esferas com contato degenerado com M em p (ver [15]).

Assim como na famı́lia de funções altura, a função distância ao quadrado pode apre-

sentar apenas certos tipos de singularidades, como enuncia o teorema abaixo.

Teorema 2.2. Seja M ⊂ R3 uma superf́ıcie suave genérica. Então a função distância

ao quadrado du pode ter apenas singularidades dos tipos A1, A2, A3, A4 e D4, onde as

singularidades Ak são as singularidades (R2, 0)→ (R, 0) R-equivalentes a

(x, y) 7→ ±x2 ± yk+1, k ≥ 1,

e a singularidade D4 é uma das singularidades Dk R-equivalentes a

(x, y) 7→ x2y ± yk−1, k ≥ 4.

Demonstração: Ver [3].

�

Estudemos agora o conjunto focal do cross cap. No que segue, usamos a forma normal

como na Proposição 1.1, ou seja,

f(u, v) = (u, uv + p(v), v2 + au2 + buv + q(u, v)), p ∈M3
1 e q ∈M3

2,

pois estamos lidando com contato com esferas, então só podemos utilizar a ação do grupo

O(3)× R+ na meta.

Proposição 2.8. A parte do conjunto focal que corresponde ao ponto cross cap é uma

seção cônica no plano ortogonal à reta tangente (plano (u2, u3)) com equação

2u3(1− 2au3) + (bu3 + u2)
2 = 0.

i) Para o cross cap hiperbólico (a < 0), esta seção cônica é uma elipse.

ii) Para o cross cap eĺıptico (a > 0), esta seção cônica é uma hipérbole.

iii) Para o cross cap parabólico (a = 0), esta seção cônica é uma parábola.
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Demonstração: A função distância ao quadrado no cross cap é dada pela composição

da parametrização do cross cap com a função distância ao quadrado, ou seja,

F(u1,u2,u3)(u, v) = (u− u1)2 + (uv + p(v)− u2)2 + (v2 + au2 + buv + q(u, v)− u3)2.

Vamos analisar as singularidades de F em (0, 0). As derivadas parciais de F são dadas

por

Fu = 2(u−u1)+2v(uv+p(v)−u2)+2(2au+bv+qu(u, v))(v2 +au2 +buv+q(u, v)−u3) e

Fv = 2(u+ p′(v))(uv + p(v)− u2) + 2(2v + bu+ qv(u, v))(v2 + au2 + buv + q(u, v)− u3).

Assim, em (0, 0), temos

(F(u1,u2,u3))u(0, 0) = −2u1, (F(u1,u2,u3))v(0, 0) = 0.

Logo, Fu = Fv = 0 em (0, 0) se, e somente se, u1 = 0. Portanto, a parte da cônica focal

correspondendo a singularidade cross cap está no plano u1 = 0, ou seja, o plano normal à

reta tangente. Consideramos o conjunto no plano (u2, u3) no qual F possui singularidade

degenerada em (0, 0). Isto é dado pela condição

FuuFvv − F 2
uv = 0

em (0, 0). Calculando as respectivas derivadas em (0, 0), obtemos

Fuu = 2− 4au3, Fuv = −2u2 − 2bu3, Fvv = −4u3.

Logo,

FuuFvv − F 2
uv = 0⇔

2u3(1− 2au3) + (bu3 + u2)
2 = 0. (2.6)

Quando a 6= 0, podemos reescrever (2.6) como

(bu3 + u2)
2 − 4a

(
u3 −

1

4a

)2

+
1

4a
= 0.
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Assim, temos que (2.6) é a equação de uma seção cônica no plano (u2, u3). No caso do

cross cap eĺıptico (a > 0), esta cônica é uma hipérbole. Para o cross cap hiperbólico

(a < 0), esta cônica é uma elipse. Por fim, para o cross cap parabólico (a = 0), esta

cônica é uma parábola e o resultado está demonstrado.

�

A Figura 2.2 mostra os três tipos de seções cônicas descritas pela Proposição 2.8: elipse

para o cross cap hiperbólico, hipérbole para o cross cap eĺıptico e parábola para o cross

cap parabólico.

a < 0 a > 0 a = 0

Figura 2.2: Seções cônicas: (a) Elipse, (b) Hipérbole, (c) Parábola

Corolário 2.1. No caso do cross cap eĺıptico, as asśıntotas da hipérbole são as retas no

plano (u2, u3) com equações u2 + u3(b± 2
√
a)∓ 2

√
a.

Demonstração: Imediato, já que obtemos a equação da hipérbole na Proposição 2.8.

�

Para o cross cap eĺıptico, esperamos que as asśıntotas das hipérboles correspondam

aos planos com contato do tipo A2 na singularidade cross cap. Estes planos podem

ser pensados como esferas de raio infinito, cujos centros se encontram nas asśıntotas da

hipérbole. Mais precisamente, se considerarmos pontos p pertencentes a qualquer um dos

ramos da hipérbole, e a esfera centrada em p que passa pela origem, então a medida que p

tende a infinito, a esfera tende ao plano ortogonal à reta que liga a origem e p. No limite,

esta reta tende à reta que passa pela origem e é paralela a uma das asśıntotas.
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Consideraremos a natureza das singularidades da função distância ao quadrado em

um ponto cross cap. O caso (u2, u3) = (0, 0) não será tratado aqui mas será comentado

mais adiante.

Proposição 2.9. Quando u1 = 0 e (u2, u3) está na cônica especificada na Proposição 2.8

(mas longe de (0, 0)), a função distância ao quadrado possui uma singularidade de corank

1 quando (u, v) = (0, 0). Estas são do tipo A2 exceto para 0, 2 ou 4 pontos na cônica,

onde elas são, genericamente, do tipo A3.

Demonstração: A função distância ao quadrado no cross cap é dada por

F(u1,u2,u3)(u, v) = (u− u1)2 + (uv + p(v)− u2)2 + (v2 + au2 + buv + q(u, v)− u3)2.

Para obtermos uma singularidade de corank 2, devemos ter Fuu = Fuv = Fvv = 0 em

(0, 0), ou seja, 
2− 4au3 = 0,

−2bu3 − 2u2 = 0,

−4u3 = 0,

o que não pode ocorrer. Assim, F deve possuir singularidade de corank 1 quando u =

v = u1 = 0 e u2, u3 satisfizerem

2u3(1− 2au3) + (bu3 + u2)
2 = 0.

Isto significa que a parte quadrática de F(0,u2,u3)(u, v) nas variáveis u e v, ou seja,

(1− 2au3)u
2 − 2(u2 + bu3)uv − 2u3v

2, (2.7)

é o quadrado de uma forma linear para valores apropriados de u2 e u3. A demonstração da

segunda parte deste resultado será feita da seguinte maneira: Primeiramente, encontramos

parametrizações das cônicas vistas na Proposição 2.8. Feito isso, determinamos a forma

linear, que denotaremos por L(u, v, t), da parte quadrática de F dada em (2.7). É fácil

verificar que a parte cúbica de F(0,u2,u3)(u, v), denotada por C(u, v, u2, u3), é dada por

C(u, v, u2, u3) = −2u2p3v
3 − 2u3(q0u

3 + q1u
2v + q2uv

2 + q3v
3),
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onde p3v
3 e q0u

3 + q1u
2v + q2uv

2 + q3v
3 são as partes cúbicas de p e q, respectivamente.

Temos que F possui singularidade A2 quando (u2, u3) pertence à cônica como em (2.6), a

não ser que sua parte cúbica C seja diviśıvel pela forma linear L a ser encontrada. Para

determinar se F possui singularidade A≥3, primeiramente substitúımos a parametrização

da cônica em questão por u2 e u3. Rearranjamos a forma linear L(u, v, t) = 0 de forma a

obtermos uma expressão para v em termos de u e t e substitúımos em C para encontrarmos

um polinômio P (u, t) que é homogêneo e de grau 3 em u. A condição para L dividir C é

equivalente a condição P (u, t) = 0 para todo u, isto é, P (u, t)/u3 = 0.

Faremos este procedimento para os casos a > 0, a < 0 e a = 0 separadamente, sendo

que apresentaremos o primeiro caso com mais detalhes.

• Cross Cap Eĺıptico (a > 0):

Neste caso, escrevemos a = λ2 e assim a parte do conjunto focal correspondendo ao cross

cap é uma hipérbole contida no plano u1 = 0 de equação

(bu3 + u2)
2 − 4λ2

(
u3 −

1

4λ2

)2

+
1

4λ2
= 0

⇒ 16λ4
(
u3 −

1

4λ2

)2

− 4λ2(bu3 + u2)
2 = 1.

Parametrizamos a hipérbole como segue: Faça a mudança de coordenadas

16λ4
(
u3 −

1

4λ2

)2

= cosh2 θ e 4λ2(bu3 + u2)
2 = senh 2θ.

Assim, temos

u3 =
1± cosh θ

4λ2
e u2 =

senh θ

2λ
− bu3.

Cada escolha de sinal corresponde a um ramo da hipérbole. Substituindo u2 e u3 em

(2.7), temos (
1∓ cosh θ

2

)
u2 −

(
senh θ

λ

)
uv −

(
1± cosh θ

2λ2

)
v2.

Fazendo a mudança

t = eθ, t ≥ 0 e t = −eθ, t < 0,

obtemos

± cosh θ =
t2 + 1

2t
e senh θ =

t2 − 1

2t
.
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Assim,

u3 =
(t+ 1)2

8λ2t
e u2 =

(t+ 1) ((2λ− b)t− (2λ+ b))

8λ2t
.

Note que t = 0 corresponde às asśıntotas da hipérbole e t = −1 nos dá a origem. Substi-

tuindo os novos valores de u2 e u3 em (2.7) (com a = λ2), temos

(
2t− (t2 + 1)

4t

)
u2 −

(
t2 − 1

2λt

)
uv −

(
2t+ (t2 + 1)

4λ2t

)
v2.

Isto nos dá a forma quadrática

−1

t

(
(t− 1)2

4
u2 +

(t− 1)(t+ 1)

2λ
uv +

(t+ 1)2

4λ2
v2
)

=
−1

t

(
(t− 1)

2
u+

(t+ 1)

2λ
v

)2

,

ou seja, a forma linear é dada por

L(u, v, t) =
(t− 1)

2
u+

(t+ 1)

2λ
v.

Então,

L(u, v, t) = 0⇒ v = −λ(t− 1)

t+ 1
u.

Substituindo na cúbica C, obtemos o polinômio

P (u, t) =
u3

4λ2t

(
λ3p3 ((2λ− b)t− (2λ+ b)) (t− 1)3

(t+ 1)2
−

−q0(t+ 1)2λq1(t− 1)(t+ 1)− λ2q2(t− 1)2 + λ3q3
(t− 1)3

(t+ 1)

)
.

Quando t 6= 0 ou −1 (então estamos longe da origem e das asśıntotas), a condição

P (u, t)/u3 = 0 é equivalente a

λ3p3 ((2λ− b)t− (2λ+ b)) (t− 1)3 − q0(t+ 1)4+

+λq1(t− 1)(t+ 1)3 − λ2q2(t− 1)2(t+ 1)2 + λ3q3(t− 1)3(t+ 1) = 0.

Expandindo, obtemos

(
λ3p3(2λ− b)− q0 + λq1 − λ2q2 + λ3q3

)
t4 +

(
λ3p3(−8λ+ 2b)− 4q0 + 2λq1 − 2λ3q3

)
t3+
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+
(
12λ4p3 − 6q0 + 2λ2q2

)
t2 +

(
λ3p3(−8λ− 2b)− 4q0 − 2λq1 + 2λ3q3

)
t+

+λ3p3(2λ+ b)− q0 − λq1 − λ2q2 − λ3q3 = 0.

Logo, temos uma quártica geral, que, genericamente, possui 0, 2 ou 4 ráızes reais. Assim,

cada ráız da quártica obtida nos dá um ponto na hipérbole do plano u1 = 0, onde o

contato de uma esfera centrada nesse ponto com o cross cap é do tipo A≥3.

• Cross Cap Hiperbólico (a < 0):

Neste caso, escrevemos a = −λ2. Assim, a parte do conjunto focal correspondendo ao

cross cap é uma elipse contida no plano u1 = 0 com equação

16λ4
(
u3 +

1

4λ2

)2

+ 4λ2(bu3 + u2)
2 = 1.

O procedimento é análogo ao caso do cross cap eĺıptico. Fazemos a parametrização da

elipse com as seguintes mudanças:

u3 +
1

4λ2
=

sen θ

4λ2
e bu3 + u2 =

cos θ

2λ
.

Tomando t = tan θ/2 (t = 1 nos dará a origem) e fazendo as substituições, chegamos na

forma quadrática

(
(1 + t)2

2(1 + t2)

)
u2 −

(
(1− t)(1 + t)

λ(1 + t2)

)
uv +

(
(1− t2)

2λ2(1 + t2)

)
v2

=
1

2(1 + t2)

(
(1 + t)u− (1− t)

λ
v

)2

.

Assim, a forma linear é dada por

L(u, v, t) = (1 + t)u− (1− t)
λ

v.

Substituindo

v =
λ(1 + t)

(1− t)
u
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em C, obtemos o polinômio

P (u, t) =
u3

2λ2(1 + t2)

(
−λ3p3

((2λ− b) + (2λ+ b)t) (1 + t3)

(1− t)2
+

+q0(1− t)2 + λq1(1 + t)(1− t) + λ2q2(1 + t)2 + λ3q3
(1 + t)3

(1− t)

)
.

Fazendo P (u, t)/u3 = 0 quando t 6= 1 (o que corresponde a origem) e expandindo, obtemos

o polinômio

(
−λ3p3(2λ+ b) + q0 − λq1 − λ2q2 − λ3q3

)
t4 +

(
−λ3p3(8λ+ 2b)− 4q0 − 2λq1 − 2λ3q3

)
t3+

+
(
−12λ4p3 + 6q0 − 2λ2q2 + 2λ3q3

)
t2 +

(
−λ3p3(8λ+ 2b)− 4q0 − 2λq1 + 2λ3q3

)
t−

−λ3p3(2λ− b) + q0 + λq1 − λ2q2 + λ3q3 = 0.

Logo, novamente temos uma quártica geral, que, genericamente, possui 0, 2 ou 4 ráızes

reais. Assim, cada raiz da quártica obtida nos dá um ponto na elipse do plano u1 = 0,

onde o contato de uma esfera centrada nesse ponto com o cross cap é do tipo A≥3.

• Cross Cap Parabólico (a = 0):

O procedimento é totalmente análogo aos casos anteriores. A parte do conjunto focal

correspondendo ao cross cap parabólico é uma parábola no plano u1 = 0 com equação

2u3 + (bu3 + u2)
2 = 0.

Basta fazer a mudança 2u3 = −t2, bu3 + u2 = −t e o resultado segue de forma similar.

�

A função distância ao quadrado possui precisamente uma singularidade do tipo A3 em

(0, 0) quando (u1, u2, u3) = (0, 0, 0). Este resultado será apenas enunciado, mas não será

demonstrado aqui. Sua demonstração exige definições e resultados sobre funções semi

quase homogêneas e filtrações.

Proposição 2.10. Quando (u1, u2, u3) = (0, 0, 0), a função distância ao quadrado possui

uma singularidade do tipo A3 em (u, v) = (0, 0).

Demonstração: Ver [18] �
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Caṕıtulo 3

Invariantes Intŕınsecos do Cross Cap

No Caṕıtulo 1, vimos que, após algumas mudanças de coordenadas, podemos reduzir um

germe g A-equivalente a (u, v) 7→ (u, uv, v2) à forma

g′(u, v) = (u, uv + p(v), v2 + au2 + buv + q(u, v)),

onde a e b são constantes, p ∈ M3
1 e q ∈ M3

2. Estudamos neste caṕıtulo os invariantes

intŕınsecos e extŕınsecos do cross cap. Utilizamos a notação do artigo [13], uma vez

que este caṕıtulo é baseado neste artigo, no qual os autores estudaram este assunto pela

primeira vez. Dessa forma, de agora em diante chamamos de forma normal do cross

cap a aplicação f dada por

f(u, v) =

(
u, uv +

n∑
i=3

bi
i!
vi,

n∑
r=2

r∑
j=0

ajr−j
j!(r − j)!

ujvr−j

)
+O(u, v)n+1, (3.1)

onde a02 > 0. Um sistema de coordenadas (u, v) que nos dá essa forma normal é chamado

de sistema canônico de coordenadas de f em uma singularidade cross cap. Esta ex-

pansão do cross cap implica que os coeficientes ajk e bi podem ser considerados invariantes

geométricos do cross cap f . Desta forma, o objetivo deste caṕıtulo é mostrar quais desses

invariantes são extŕınsecos e intŕınsecos. Usando a existência de deformações isométricas

não triviais de cross caps quadráticos degenerados, mostramos que os invariantes a12, a03

e b3 na expressão (3.1) são extŕınsecos. Em seguida, mostramos que os invariantes a02,

a20 e a11 podem ser escritos somente em termos da métrica induzida pelo cross cap e suas

derivadas em (0, 0), ou seja, esses invariantes são intŕınsecos.
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3.1 Algumas Definições

Apresentamos nesta seção algumas definições, as quais serão utilizadas até o final deste

caṕıtulo. De agora em diante, denotamos o cross cap f com a forma normal dada em

(3.1).

Definição 3.1. Diremos que o cross cap f é

• não degenerado se a20 6= 0,

• degenerado ou parabólico se a20 = 0,

• quadrático se ajk = 0 para j + k ≥ 3 e bi = 0 para i ≥ 3.

Observe que o cross cap padrão fstd dado em (1.1) é um exemplo de cross cap

quadrático degenerado.

Denotamos por f0 um cross cap quadrático degenerado no sistema canônico de coor-

denadas (u, v). Note que f0 pode ser escrito na forma

f0(u, v) =
(
u, uv,

a02
2
v2 + a11uv

)
=

1

2

(
0, 0, a02v

2
)

+ u(1, v, a11v), a02 > 0. (3.2)

Em particular, f0 é uma superf́ıcie regrada. Os coeficientes de sua primeira forma funda-

mental são dados por

E0 = 1 + (1 + a211)v
2,

F0 = (1 + a211)uv + a02a11v
2,

G0 = (1 + a211)u
2 + 2a02a11uv + a202v

2.

Em seguida, serão definidos os conceitos de aplicações isométricas, congruentes e de

deformação isométrica, o que será de grande importância daqui para frente.

Definição 3.2. Seja U ⊂ R2 um aberto contendo a origem e sejam fi : U → R3 (i = 0, 1)

duas aplicações suaves possuindo singularidades cross cap em (0, 0). Dizemos que f0 é

isométrica a f1 se as primeiras formas fundamentais de f0 e f1 coincidem.
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Neste trabalho, consideramos movimento ŕıgido como sendo uma aplicação

R :R3 → R3

x 7−→ Ax+ T,

onde A é uma matriz ortogonal com determinante positivo e T (x) = t+x é uma translação

em R3.

Definição 3.3. Seja f0 como na Definição 3.2 e considere ft : U → R3 (|t| < ε, onde ε é

uma constante positiva) uma famı́lia suave a 1-parâmetro de aplicações com singularidades

cross cap em (0, 0). Então, {ft}|t|<ε é chamada deformação isométrica de f0 se cada

ft é isométrica a f0. Uma deformação isométrica {ft}|t|<ε de f0 é não trivial se cada

ft é não congruente a f0 para t 6= 0, ou seja, não existe uma famı́lia gt de movimentos

ŕıgidos com ft = gt ◦ f0.

3.2 Deformações Isométricas de Superf́ıcies Regra-

das com Singularidades

Em geral, superf́ıcies regradas admitem deformações isométricas não triviais. Considere

primeiramente γ(v) uma curva em R3 definida em uma vizinhança de v = 0. Seja ainda

ξ(v) um campo vetorial ao longo da curva γ tal que ξ não se anula e ξ′(0) 6= 0. Então, a

superf́ıcie regrada f(u, v) = γ(v) + uξ(v) possui deformação isométrica não trivial. Este

processo é feito da seguinte maneira.

Por uma mudança de coordenadas da forma (u, v) 7→ (u/‖ξ(v)‖, v), podemos assumir

que ‖ξ(v)‖ = 1. Como ξ′(0) 6= 0, também podemos assumir que ‖ξ′(v)‖ = 1. Assim,

{ξ(v), ξ′(v), ξ(v)× ξ′(v)}

forma um referencial ortonormal e a derivada de γ(v) neste referencial possui a seguinte

expressão
γ′(v) = a(v)ξ(v) + b(v)ξ′(v) + c(v)

(
ξ(v)× ξ′(v)

)
.

Seja ξ̃(v) uma curva esférica arbitrária, parametrizada pelo comprimento de arco, e
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seja γ̃ a curva cuja derivada é dada por

γ̃′(v) = a(v)ξ̃(v) + b(v)ξ̃′(v) + c(v)
(
ξ̃(v)× ξ̃′(v)

)
.

Então, f̃(u, v) = γ̃(v) + uξ̃(v) possui a mesma primeira forma fundamental de f(u, v).

Agora, calculando a segunda forma fundamental, verifica-se que f e f̃ são congruentes

se, e somente se, ξ e ξ̃ são congruentes como curvas esféricas. Isso implica que algumas

singularidades já conhecidas sobre superf́ıcies admitem deformações isométricas. Em par-

ticular, (0, 0) é um cross cap se, e somente se, γ′(0) = 0 e det(γ′′(0), ξ(0), ξ′(0)) 6= 0.

Pode-se escolher γ e ξ de forma que os critérios acima sejam satisfeitos. Isto implica que

os cross caps e outras singularidades conhecidas na literatura como, por exemplo, cuspidal

edges (Figura 3.1 (a)), swallowtails (Figura 3.1 (b)) e cuspidal cross caps (Figura 3.1 (c))

admitem, de fato, deformações isométricas não triviais em uma certa classe de superf́ıcies

regradas. Ver [6] para mais detalhes.

(a) (b) (c)

Figura 3.1: (a) Cuspidal Edge, (b) Swallowtail, (c) Cuspidal Cross Cap

3.3 Deformações Isométricas de Cross Caps Quadráticos

Degenerados

A Seção 3.2 sugere que superf́ıcies regradas com singularidades podem admitir deformações

isométricas. Motivados por este resultado, obtemos uma deformação isométrica de um

cross cap (visto como superf́ıcie regrada) a partir do cross cap quadrático degenerado e de

uma curva esférica. Antes de enunciarmos este resultado, faremos algumas considerações
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sobre curvas na esfera.

3.3.1 Fórmulas de Frenet para Curvas na Esfera

Definição 3.4. Considere c(s) uma curva regular em S2 ⊂ R3, parametrizada pelo com-

primento de arco. Sua curvatura geodésica, κg(s), em c(s), é dada por

κg(s) = c′′(s) · c(s)× c′(s).

Seja c(s) uma curva regular em S2, parametrizada pelo comprimento de arco. Defina

e = c′ e n = c× c′.

Como c(s) está em S2, seu vetor posição c(s) é ortogonal a c′(s). Logo, {c, e,n} é um

referencial ortonormal de R3. Assim, existem únicos α, β, γ ∈ R tais que e′ = c′′ =

αc+ βe + γn, onde

α = e′ · c, β = e′ · e e γ = e′ · n.

Lema 3.1. Nas condições anteriores, temos que α = −1, β = 0 e γ = κg.

Demonstração: Como a curva c(s) está em S2, segue que ‖c‖2 = c · c = 1. Logo,

(c · c)′ = 0⇒ e · c = 0.

Derivando e · c com relação a s, vem:

e′ · c+ e · e = 0⇒ α = −1.

Como c está parametrizada pelo comprimento de arco, temos que ‖e‖2 = 1. Derivando

e · e, obtemos β = 0. Para finalizar, temos que γ é a curvatura geodésica de c em c(s).

De fato,

κg = e′ · n = (αc+ βe + γn) · n = γ.

Portanto, temos as igualdades desejadas.

�
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Segue do Lema 3.1 que e′ pode ser escrito (no referencial {c, e,n}) como

e′ = −c+ κgn.

Por outro lado,

n′ = e× e + c× e′ = c× (−c+ κgn) = −κge.

Assim, temos as fórmulas de Frenet para curvas em S2 dadas a seguir
c′ = e

e′ = −c+ κgn

n′ = −κge.

3.3.2 Deformações Isométricas de Cross Caps Quadráticos De-

generados

Mostramos agora a existência de deformações isométricas não triviais para cross caps

quadráticos degenerados. Este resultado será útil para mostrarmos que os invariantes a12,

a03 e b3 do cross cap (3.1) são extŕınsecos.

Teorema 3.1. Seja c(s) (|s| < π/2) uma curva regular em S2 ⊂ R3, parametrizada pelo

comprimento de arco. Defina

ξ(v) :=
√

1 + (1 + a211)v
2ĉ(v), ĉ(v) := c

(
arctan(v

√
1 + a211)

)
,

para cada v ∈ R, e

γ(v) :=
a02

1 + a211

∫ v

0

tB(t) dt, B(v) := a11ξ
′(v) + ξ(v)× ξ′(v).

Então, a superf́ıcie regrada fc : R2 → R3, definida por

fc(u, v) := γ(v) + uξ(v)

possui uma singularidade cross cap na origem, tal que fc é isométrica ao cross cap

quadrático degenerado f0. Além disso, sejam ci(s) (|s| < π/2, i = 1, 2) duas curvas
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regulares em S2 parametrizadas pelo comprimento de arco. Então, fc1 é congruente a fc2

se, e somente se, c1 é congruente a c2 em S2. Nesta correspondência c 7→ fc entre curvas

esféricas e cross caps, o cross cap quadrático degenerado inicial f0 corresponde a uma

geodésica em S2. Mais precisamente, fc é congruente a f0 como em (3.2) se, e somente

se, c(s) é uma geodésica em S2.

Demonstração: Primeiramente, mostremos que a superf́ıcie regrada fc possui uma

singularidade cross cap na origem. Temos que

(fc)v(0, 0) = γ′(0) + 0ξ′(0) = 0, (fc)u(0, 0) = ξ(0) = c(0),

(fc)uv(0, 0) = ξ′(0) =
√

1 + a211c
′(0),

(fc)vv(0, 0) = γ′′(0) =
a02
√

1 + a211
1 + a211

(a11c
′(0) + c(0)× c′(0)).

Logo, como (fc)v(0, 0) = 0 e os vetores (fc)u(0, 0), (fc)uv(0, 0) e (fc)vv(0, 0) são linearmente

independentes, segue que fc possui uma singularidade cross cap em (0, 0).

Mostremos agora que fc é isométrico a um cross cap quadrático degenerado f0. Temos

que f0 é dado por

f0(u, v) =
(
u, uv,

a02
2
v2 + a11uv

)
, a02 > 0.

Assim, os coeficientes da primeira forma fundamental de f0 são dados por

E0 = (f0)u · (f0)u = 1 + (1 + a211)v
2,

F0 = (f0)u · (f0)v = (1 + a211)uv + a02a11v
2,

G0 = (f0)v · (f0)v = (1 + a211)u
2 + a202v

2 + 2a02a11uv.

Seja fc(u, v) = γ(v)+uξ(v). Denotando por Ec, Fc e Gc os coeficientes da primeira forma

fundamental de fc, devemos mostrar que

E0 = Ec, F0 = Fc e G0 = Gc.
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Calculando os coeficientes:

Ec = (fc)u · (fc)u = ξ(v) · ξ(v) = 1 + (1 + a211)v
2 = E0,

onde usamos o fato de que ĉ(v) é uma curva em S2. Além disso, como ĉ(v) é ortogonal a

ĉ′(v), vem que

Fc = (fc)u · (fc)v = ξ(v) · γ′(v) + uξ(v) · ξ′(v)

= a02a11v
2 + (1 + a211)uv = F0.

Para o cálculo de Gc, usamos as relações a seguir, que surgem através de um cálculo

imediato:

• ξ′(v) · ξ′(v) = 1 + a211,

• γ′(v) · ξ′(v) = a02a11v,

• γ′(v) · γ′(v) = a202v
2.

Note que, na última relação, usamos

B(v) ·B(v) = a211(1 + a211) + ‖ξ(v)× ξ(v)‖2

= a211(1 + a211) + ‖ξ(v)‖2‖ξ(v)‖2
(

1− (ξ(v) · ξ′(v))2

‖ξ(v)‖2‖ξ(v)‖2

)
= (1 + a211)

2.

Assim, com o aux́ılio das relações acima, temos

Gc = (fc)v · (fc)v = γ′(v) · γ′(v) + 2u(γ′(v) · ξ′(v)) + u2(ξ′(v) · ξ′(v))

= (1 + a211)u
2 + a202v

2 + 2a02a11uv = G0.

Portanto, como os coeficientes da primeira forma fundamental de f0 e fc coincidem, segue

que estas aplicações são isométricas.

Passamos agora para a demonstração da afirmação fc1 é congruente a fc2 se, e somente

se, c1 é congruente a c2 em S2. Assim, devemos calcular os coeficientes da segunda forma

fundamental de fc: L, N e M . Para isto, considere o campo vetorial normal unitário ν
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dado por

ν(u, v) =
(fc)u(u, v)× (fc)v(u, v)

‖(fc)u(u, v)× (fc)v(u, v)‖
.

Fazendo e = dc/ds e n = c× e, temos que

(fc)u(u, v)× (fc)v(u, v) =
−a02v

√
1 + (1 + a211)v

2√
1 + a211

e

e

‖(fc)u(u, v)× (fc)v(u, v)‖ =
√

(1 + a211)u
2 + 2a02a11uv + a202v

2(1 + v2).

Logo, o campo vetorial normal unitário ν é dado por

ν(u, v) =
1

δ

(
−
(
a02v

√
1 + (1 + a211)v

2

)
e(v) +

(
(1 + a211)u+ a02a11v

)
n(v)

)
,

onde

δ =
√

1 + a211

√
(1 + a211)u

2 + 2a02a11uv + a202v
2(1 + v2).

Um cálculo simples porém enfadonho nos mostra que os coeficientes da segunda forma

fundamental são dados por

L = ν · (fc)uu = 0, (3.3)

M = ν · (fc)uv =
−a02v

√
1 + a211
δ

, (3.4)

N = ν · (fc)vv =
a02
√

1 + a211
δ

u+
δκg(v)

(1 + (1 + a211)v
2)3/2

, (3.5)

onde κg(v) é a função curvatura geodésica de c(s).

Sejam ci(s) (|s| < π/2; i = 1, 2) duas curvas regulares em S2 parametrizadas pelo com-

primento de arco e κgi(s) a função curvatura geodésica de ci(s). Então, fc1 é congruente a

fc2 se, e somente se, c1 é congruente a c2 em S2. De fato, os coeficientes da segunda forma

fundamental de fc1 e fc2 , dados por (3.3), (3.4) e (3.5) coincidem se, e somente se, κg1

coincide com κg2 . Para finalizar a demonstração, o exemplo seguinte mostrará que cross

caps quadráticos degenerados correspondem aos grandes ćırculos, que são as geodésicas

de S2.

�
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Exemplo 3.1. Seja κg uma constante e defina

cκg(s) :=
1

µ2

(
κ2g + cos(µs), µ sen (µs), κg(1− cos(µs))

)
,
(
|s| < π

2
, µ :=

√
1 + κ2g

)
.

Observe que cκg(s) define um ćırculo em S2, parametrizado pelo comprimento de arco e

com curvatura geodésica constante κg. Assim, cκg produz uma deformação do cross cap

padrão, onde c0 corresponde ao cross cap padrão fstd.

A Figura 3.2 mostra a deformação isométrica do cross cap padrão para ckg do Exemplo

3.1, onde os valores de kg são dados por 0 (ou seja, o cross cap padrão fstd), 1 e 3,

respectivamente.

(a) (b) (c)

Figura 3.2: Deformação isométrica do cross cap padrão, com kg = 0 (a), kg = 1 (b) e
kg = 3 (c).

3.4 Invariantes Extŕınsecos e Intŕınsecos do Cross

Cap

Usando a existência de deformações isométricas não triviais de cross caps quadráticos

degenerados, podemos demonstrar que os invariantes a12, a03 e b3 são extŕınsecos. Para

provarmos este resultado, faremos uso das fórmulas de Frenet para curvas na esfera, como

apresentado na Subseção 3.3.1.

Teorema 3.2. Existe uma deformação isométrica de uma singularidade cross cap tal que

esta deformação modifica os três invariantes a12, a03 e b3, ou seja, esses invariantes são

extŕınsecos.

44



Demonstração: Para provarmos o resultado, basta exibirmos uma deformação iso-

métrica que altera os invariantes citados acima. Para isso, tome uma curva esférica c(s),

parametrizada pelo comprimento de arco s, de modo que

c(0) = (1, 0, 0),
dc

ds
(0) =

1√
1 + a211

(0, 1, a11).

Fazendo e = c′ e n = c× e, temos que as fórmulas de Frenet para c(s) são dadas por
c′(s) = e

e′(s) = κg(s)n(s)− c(s)

n′(s) = −κg(s)e(s),

onde κg(s) é a curvatura geodésica de c em c(s). Dada esta curva c(s), considere o cross

cap f = fc, como no Teorema 3.1. A expansão em Taylor de f é dada por

f(u, v) = f(0, 0) + ufu(0, 0) + vfv(0, 0) + uvfuv(0, 0)+

+
u2

2
fuu(0, 0) +

v2

2
fvv(0, 0) +

u3

6
fuuu(0, 0) +

v3

6
fvvv(0, 0)+

+
1

2
u2vfuuv(0, 0) +

1

2
uv2fuvv(0, 0) +O(u, v)4.

(3.6)

Um cálculo simples mostra que f e suas derivadas em (0, 0) são:

• f(0, 0) = fv(0, 0) = fuu(0, 0) = fuuu(0, 0) = fuuv(0, 0) = 0,

• fu(0, 0) = (1, 0, 0),

• fuv(0, 0) = (0, 1, a11),

• fvv(0, 0) = (0, 0, a02),

• fuvv(0, 0) = κg(0)
√

1 + a211(0,−a11, 1),

• fvvv(0, 0) = −2a02κg(0)
√

1 + a211(0, 1, 0).

Substituindo esses valores em (3.6), obtemos

f(u, v) =

(
u, uv, a11uv +

1

2
a02v

2

)
+

+
κg(0)

√
1 + a211

6

(
0,−3a11uv

2 − 2a02v
3, 3uv2

)
+O(u, v)4.

(3.7)
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Fazendo a mudança de parâmetros v = w+ 1
2
a11κg(0)

√
1 + a211w

2, (3.7) pode ser reescrita

como

f(u,w) =

(
u, uw, a11uw +

1

2
a02w

2

)
+

+
κg(0)

√
1 + a211

6

(
0,−2a02w

3, 3(1 + a211)uw
2 + 3a11a02w

3
)

+O(u,w)4.

Assim, (u,w) forma um sistema canônico de coordenadas até os termos de terceira ordem.

Logo, os coeficientes a12, a03 e b3 podem ser expressos da seguinte forma:

a12 = κg(0)(1 + a211)
3/2, a03 = 3a02a11κg(0)

√
1 + a211,

b3 = −2a02κg(0)
√

1 + a211.

Portanto, os invariantes a12, a03 e b3 são extŕınsecos, já que dependem do valor da curva-

tura geodésica κg(0).

�

Do Teorema 3.2, temos que os invariantes a12, a03 e b3 do cross cap são extŕınsecos.

O objetivo agora é mostrar que os invariantes a02, a20 e a11 do cross cap são intŕınsecos,

ou seja, estes invariantes só dependem dos coeficientes da primeira forma fundamental e

suas derivadas.

Definição 3.5. Seja f : U ⊂ R2 → R3 uma aplicação suave possuindo uma singularidade

cross cap em (0, 0). Um sistema de coordenadas locais (u, v) centrado em (0, 0) é dito

admisśıvel se satisfaz fv(0, 0) = 0.

Observação 3.1. 1) O sistema canônico de coordenadas do cross cap é um sistema

de coordenadas admisśıvel.

2) O conceito de sistema de coordenadas admisśıvel é intŕınseco.

Em contraste com o Teorema 3.2, temos o resultado a seguir.

Teorema 3.3. Os coeficientes a02, a20 e a11 são invariantes intŕınsecos do cross cap.
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Demonstração: Seja (0, 0) uma singularidade cross cap de uma aplicação suave

f : U ⊂ R2 → R3

(u, v) 7→ f(u, v),

onde (u, v) é um sistema de coordenadas admisśıvel. Sem perda de generalidade, aplicando

a mudança de coordenadas (u, v) 7→ (−u,−v) caso necessário, podemos assumir que

[fu, fuv, fvv] > 0,

onde

[a, b, c] := det(a, b, c) = (a× b) · c (a, b, c ∈ R3).

Assim, para (u, v) = (0, 0), afirmamos que

a02 =
‖fu‖‖fu × fvv‖3

[fu, fuv, fvv]2
, (3.8)

a20 =
‖fu × fvv‖

4‖fu‖3[fu, fuv, fvv]2
(
[fu, fuu, fvv]

2 + 4[fu, fuv, fvv][fu, fuv, fuu]
)
, (3.9)

a11 =
1

2‖fu‖[fu, fuv, fvv]2

2[fu, fuv, fvv] det

 fu · fu fu · fuv
fvv · fu fvv · fuv

− (3.10)

− ‖fu × fvv‖2[fu, fuu, fvv]

 .

De fato, podemos provar estas igualdades da seguinte maneira. Note que os lados direitos

destas igualdades não dependem da escolha do sistema de coordenadas admisśıvel. Desta

forma, essas identidades podem ser diretamente verificadas com f como em (3.1), o qual

é dado por um sistema de coordenadas canônico.

Considere E = fu · fu, F = fu · fv e G = fv · fv os coeficientes da métrica induzida

do cross cap. A fim de concluir a prova do teorema, é suficiente mostrarmos que os

lados direitos das igualdades (3.8), (3.9) e (3.10) podem ser escritos em termos de E, F

e G e suas derivadas em (0, 0), ou seja, que os coeficientes a02, a11 e a20 são intŕınsecos.

Primeiramente, mostremos que a02 é intŕınseco. Como fv(0, 0) = 0, então, em (u, v) =

(0, 0), é fácil ver que

fu · fuv = Fu, fu · fvv = Fv,

47



fuv · fuv =
Guu

2
, fuv · fvv =

Guv

2
, fvv · fvv =

Gvv

2
.

Logo, usando essas relações,

[fu, fuv, fvv]
2 = det



fu

fuv

fvv

 (fu, fuv, fvv)

 (3.11)

= det


fu · fu fu · fuv fu · fvv
fu · fuv fuv · fuv fuv · fvv
fu · fvv fuv · fvv fvv · fvv

 = det


E Fu Fv

Fu
Guu

2
Guv

2

Fv
Guv

2
Gvv

2

 .

Como

‖fu‖2 = E e

‖fu × fvv‖2 = (fu · fu)(fvv · fvv)− (fu · fvv)2

=
EGvv

2
− (Fv)

2

em (u, v) = (0, 0), temos que a02 pode ser reescrito da seguinte forma:

a02 =

√
E
(
EGvv

2
− F 2

v

)3/2
det


E Fu Fv

Fu
Guu

2
Guv

2

Fv
Guv

2
Gvv

2


.

De maneira análoga, para mostrar que a20 e a11 são intŕınsecos, é suficiente mostrar que

[fu, fuu, fvv] e [fu, fuv, fuu] são escritos em termos de E, F e G e suas derivadas em (0, 0).

Antes disso, note que são válidas as relações abaixo em (u, v) = (0, 0),

fu · fuu =
Eu
2
, fuv · fuu = Fuu −

Euv
2
, fvv · fuu = Fuv −

Evv
2
.
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Assim, observamos que (3.11) implica que [fu, fuu, fvv] é intŕınseco, pois

[fu, fuu, fvv] =
1

[fu, fuv, fvv]
det



fu

fuv

fvv

 (fu, fuu, fvv)



=
1

[fu, fuv, fvv]
det


E fu · fuu Fv

Fu fuv · fuu Guv

2

Fv fvv · fuu Gvv

2

 .

De forma análoga, [fu, fuv, fuu] é intŕınseco por causa da identidade

[fu, fuv, fuu] =
1

[fu, fuv, fvv]
det



fu

fuv

fvv

 (fu, fuv, fuu)

 .

Portanto, como a02, a11 e a20 são escritos em termos de E, F e G e suas derivadas, temos

que estes invariantes são intŕınsecos.

�

Corolário 3.1. A elipticidade, hiperbolicidade e parabolicidade de cross caps em R3 são

propriedades intŕınsecas.

Demonstração: Vimos no Caṕıtulo 1 que um cross cap é eĺıptico se a20 > 0, hi-

perbólico se a20 < 0 e parabólico se a20 = 0. Pelo Teorema 3.3, a20 é intŕınseco, assim

a elipticidade, hiperbolicidade e parabolicidade de cross caps também são propriedades

intŕınsecas.

�

Seja U ⊂ R2 um conjunto aberto contendo a origem. Fixamos o cross cap

f : U → (R3, 0)

(u, v) 7→ f(u, v),
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onde (u, v) é um sistema de coordenadas admisśıveis, isto é, (u, v) = (0, 0) é uma singu-

laridade cross cap e fv(0, 0) = 0. Chamamos a reta

{f(0, 0) + tfu(0, 0) : t ∈ R}

de reta tangente ao cross cap e ainda, um vetor não nulo em R3 proporcional a fu(0, 0)

é chamado de direção tangente.

Definição 3.6. O plano passando por f(0, 0) gerado por fu(0, 0) e fvv(0, 0) é chamado de

plano principal. Por outro lado, o plano passando por f(0, 0) perpendicular a direção

tangente é chamado de plano normal.

Proposição 3.1. O vetor tangente à curva de pontos duplos (em R3) em um ponto cross

cap está contida no plano principal.

Demonstração: Já que o plano principal é invariante sobre difeomorfismos em R3,

esta afirmação pode ser facilmente verificada para o cross cap padrão.

Definição 3.7. Um germe do cross cap f : U → (R3, 0) é chamado normal se a curva

de pontos duplos está contida na intersecção do plano normal com o plano principal.

É fácil ver que os cross caps quadráticos são todos normais. A seguir apresentamos

um critério para cross caps normais.

Proposição 3.2. O germe de um cross cap anaĺıtico real é normal se, e somente se, todos

os invariantes bj (j = 3, 4, 5, . . .) associados à forma normal (3.1) se anulam simultanea-

mente.

Demonstração: Sem perda de generalidade, podemos assumir que um dado cross

cap f tem uma expressão como em (3.1). Defina

β(v) :=
∞∑
i=3

biv
i

i!
.

Como f é anaĺıtica real, β é uma função anaĺıtica. Se β é identicamente nula, então

f(0, v) =

(
0, 0,

∞∑
n=2

a0v
n

n!

)
.
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Como a02 > 0,

w :=

√√√√ ∞∑
n=2

a0nvn

n!

está bem definida e dá uma função anaĺıtica real. Trocando o sistema de coordenadas

(u, v) por (u,w), temos que

f(0, w) = (0, 0, w2) = f(0,−w),

que implica que a curva de pontos duplos de f pertence ao eixo z, ou seja, a curva

de pontos duplos está contida na intersecção do plano normal com o plano principal.

Inversamente, assuma que o conjunto S da curva de pontos duplos pertença ao eixo z.

Então, da primeira e segunda componentes de (3.1) segue que

u = 0, uv + β(v) = 0,

ao longo de S. Assim, a curva de pontos duplos é parametrizada pelo eixo v e β(v) é

identicamente nula, provando a afirmação.

�

Sabemos que a20 é um importante invariante intŕınseco do cross cap, relacionado ao

sinal da curvatura de Gauss. A seguinte proposição nos dá um significado geométrico

para a20.

Proposição 3.3. A seção de um cross cap com seu plano principal contém uma curva

regular γ cujo vetor velocidade é fu(0, 0) e, então, a curvatura de γ (visto como uma

curva plana) no ponto cross cap é igual a a20, onde a orientação para o plano principal é

tal que {fu(0, 0), fvv(0, 0)} tem orientação positiva.

Demonstração: Basta ver que a curva plana obtida no plano principal é dada por

γ(u) =

(
u,
∞∑
n

an0u
n

n!

)
.

Desta forma, a curvatura de γ no ponto cross cap é dada por a20.

�
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Exibimos agora outros invariantes sob deformações isométricas dos cross caps. Em

particular, o resultado seguinte mostra que certas quantidades permanecem inalteradas

mesmo sob deformações isométricas de um cross cap.

Proposição 3.4. As seguintes quantidades escritas em termos dos coeficientes da forma

normal (3.1),

a03 +
3a11b3

2
, a12 +

(1 + a211)b3
2a02

, a21 −
a11a20b3

6a02
, a30 −

(1 + a211)a20b3
2a202

,

são as mesmas para dois cross caps que possuem primeiras formas fundamentais iguais.

Em particular, estas quantidades não se modificam sob deformações isométricas de um

cross cap.

Demonstração:

Sejam f1 e f2 dois cross caps com as seguintes formas normais, respectivamente:

f0(u, v) =

(
u, uv +

b3
3!
v3,

3∑
r=2

r∑
j=0

ajr−j
j!(r − j)!

ujvr−j

)
+O(u, v)4,

f1(x, y) =

(
x, xy +

B3

3!
y3,

3∑
r=2

r∑
j=0

Ajr−j
j!(r − j)!

xjyr−j

)
+O(x, y)4,

Como (u, v) e (x, y) são ambos sistemas de coordenadas locais de R2, a aplicação (u, v) 7→

(x(u, v), y(u, v)) é um difeomorfismo. Como duas coordenadas dão a forma normal de f0

e f1, podemos fixar

xu(0, 0) = yv(0, 0) = 1, xv(0, 0) = yu(0, 0) = 0.

Queremos mostrar que as quantidades dadas no enunciado permanecem inalteradas para

dois cross caps isométricos. Suponha então que f0 e f1 possuam a mesma primeira forma

fundamental. Logo, como a02, a20 e a11 são intŕınsecos (pelo Teorema 3.3), temos que

a20 = A20, a02 = A02, a11 = A11.
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Além disso, sendo

I0 = E0du
2 + 2F0dudv +G0dv

2 e

I1 = E1dx
2 + 2F1dxdy +G1dy

2

as primeiras formas fundamentais de f0 e f1, respectivamente, temos:

E0 = E1x
2
u + 2F1xuyu +G1y

2
u, (3.12)

F0 = E1xuxv + F1(xuyv − xvyu) +G1yuyv, (3.13)

G0 = E1x
2
v + 2F1xvyv +G1y

2
v . (3.14)

De fato, como (x, y) 7→ (x(u, v), y(u, v)), segue que

dx2 = x2udu
2 + 2xuxvdudv + x2vdv

2,

dxdy = xuyudu
2 + (xuyv + xvyu)dudv + xvyvdv

2,

dy2 = y2udu
2 + 2yuyvdudv + y2vdv

2.

Assim,

I1 = E1(x
2
udu

2 + 2xuxvdudv + x2vdv
2) + 2F1(xuyudu

2 + (xuyv + xvyu)dudv + xvyvdv
2)+

+G1(y
2
udu

2 + 2yuyvdudv + y2vdv
2)

= (E1x
2
u + 2F1xuyu +G1y

2
u)du

2 + 2(E1xuxv + F1(xuyv − xvyu) +G1yuyv)dudv+

+ (E1x
2
v + 2F1xvyv +G1y

2
v)dv

2.

Como I0 = I1, as igualdades (3.12), (3.13) e (3.14) seguem. Calculando agora os termos

de primeira e segunda ordem da expansão em Taylor dos lados esquerdo e direito destas

igualdades, chegamos às relações a seguir.

xuu(0, 0) = xuv(0, 0) = xvv(0, 0) = 0,

xuuu(0, 0) = xuuv(0, 0) = xuvv(0, 0) = xvvv(0, 0) = 0.
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Similarmente, calculando a expansão de Taylor das derivadas de terceira ordem

∂3

∂u3
,

∂3

∂u2∂v
,

∂3

∂v3
,

obtemos expressões expĺıcitas para yuu(0, 0), yuv(0, 0), yvv(0, 0) e

a03 − A03, a12 − A12, a12 − A12, a30 − A30

em termos de a02, a11, a20 e b3 −B3, o que finaliza a demonstração.

�
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38 (2013).

[9] Fukui, T., Nuño-Ballesteros, J. J., Isolated roundings and flattenings of submanifolds
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(1999).

[17] Tari, F., Pairs of geometric foliations on a cross-cap, Tôhoku Math. J 59, 233-258
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