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Resumo

Dada uma superficie parametrizada por f : U C R? — R3, Whitney mostrou que f pode
ter uma singularidade estavel sob mudancas de coordenadas na fonte e na meta. Um

modelo local desta singularidade é dado pela aplicacao
(u,v) = (u,uv,v?).

A imagem desta aplicagdo é uma superficie singular chamada cross cap. Gragas a esta
estabilidade do cross cap, é natural estudarmos um pouco de sua geometria diferencial.
Podemos entender esta geometria do cross cap por meio das singularidades das funcoes
altura e distancia ao quadrado. Em especial, o objetivo principal desta dissertacao é
estudar os invariantes intrinsecos do cross cap, ou seja, os elementos que podem ser

descritos em termos de uma métrica semi-definida positiva.

Palavras-chave: Cross cap, funcao altura, funcao distancia ao quadrado, deformagao

isométrica, invariantes intrinsecos, invariantes extrinsecos.

v



Abstract

Given a surface parametrized by f : U C R? — R?, Whitney proved that f can have a
stable singularity under coordinate changes in the source and the target. A local model

for this singularity is given by the map
(u,v) = (u,uv,v?).

The image of this map is the singular surface we call the cross cap. Because of its stability,
it is natural we seek to understand some of its differential geometry. This geometry of
the cross cap can be understood by the study of height and distance squared functions’
singularities. In particular, the main goal of this work is to study the intrinsic invariants
of the cross cap, that is, the elements which can be described in terms of an induced

positive semidefinite metric.

Key-words: Cross cap, height function, distance squared function, isometric defor-

mation, intrinsic invariants, extrinsic invariants.
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Introducao

A geometria diferencial de superficies em R3 tem sido amplamente estudada ao longo dos
anos. Superficies em R? podem ser descritas por mais de uma maneira: Por exemplo, uma
superficie pode ser dada implicitamente, ou seja, dada por uma tinica equacao g(x,y, z) =
0 para algum germe de aplicacao suave g : (R?,0) — (R,0). O guarda chuva de Whitney
¢ um exemplo dessa superficie, definida pela equacao y? — 222 = 0. O guarda chuva de
Whitney intersecta o plano z = 0 em uma reta (com contato 2), e os planos z — k = 0
em pares de retas y?> = kx?, onde k é uma constante positiva. Se ¢ é uma constante, o
guarda chuva de Whitney intersecta o plano  — ¢ = 0 nas parabolas ¢?z = y2. A tnica
parte do guarda chuva de Whitney que pertence a regiao z < 0 é o eixo z.

Outra maneira de definir superficies é explicitamente, ou parametrizadas por uma
funcao suave f : U — R3, com U um subconjunto aberto do R2. O cross cap surge desta
forma: considerando fgq : (R?,0) — (R3,0) o germe definido por fyq(u,v) = (u, uv,v?),
conhecido como cross cap padrao. A imagem de fyq é o guarda chuva de Whitney sem a

sua “al¢a” (semi-reta x = y = 0,2z < 0). A ilustracdo pode ser vista na Figura

Figura 1: Cross Cap Padrao.



No entanto, nao é necessariamente verdade que tais parametrizacoes irao gerar vari-
edades. A superficie pode conter auto-interse¢oes, mas este nao é o problema de maior
importancia. O maior problema é que elas podem possuir pontos singulares.

Um ponto p € U é chamado ponto singular se o posto da matriz Jacobiana de f em
p é menor que 2. Desta forma (0,0) é um ponto singular de fgq4, chamado de ponto
cross cap padrao. Um ponto singular p de uma aplicagao f : U — (R? 0) é chamado
de cross cap se existe um difeomorfismo local ¢ em R? e um difeomorfismo local ¢ em
R3 tal que ¥ o f = fyq0 . Nota-se que a imagem da derivada na origem de um germe
que parametriza um cross cap ¢ sempre uma reta. Cometemos um abuso de linguagem e
chamamos esta reta de reta tangente ao cross cap.

Whitney provou que uma aplicagio suave f : U — (R3,0) possui uma singularidade
cross cap em (0,0) € U se existe um sistema de coordenadas locais (u,v), centrado em

(0,0), tal que

_ 9 o) =
£,(0,0) := pe (0,0)=0
e tal que os trés vetores
0 0? 0?
700,00 = 920,00, 0,00 = 20.0), 70,00 = 2500

sejam linearmente independentes. Além disso, Whitney mostrou que se perturbarmos
estas aplicacoes, essas singularidades persistirdo, ou seja eles sdo estaveis (ver [12] ou
[19] para detalhes). Consequentemente, quando estudamos a geometria diferencial de
superficies em R?, existem boas razoes para estudarmos superficies com cross caps.

Em [I3] os autores consideraram uma parametrizagao do cross cap dada por

flu,v) = (u,uv—i—z ‘ ZZ Gjr=j uJ r— J) + O(u, v)"** (1)

'r2]0 ’I"—]

onde agy # 0. Quando agy = 0, a;, = 0 para j +k > 3 e b; = 0 para ¢ > 3, denominamos
f por cross cap quadratico degenerado. Usando deformagoes isométricas de superficies
regradas, os autores mostraram que cada cross cap quadratico degenerado induz uma
familia de deformacoes isométricas nao triviais. Com isso os autores mostraram que os
invariantes agp3, ais € bs de sao extrinsecos, ou seja, esses invariantes se alteram de

acordo com a deformacao isométrica. Vale notar ainda que utilizando esse mesmo método,



os autores observaram a existéncia de deformacgoes isométricas nao triviais para outros
tipos de singularidades conhecidas, como cuspidal cross caps, swallowtails e cuspidal edges.
Mas, neste trabalho, fixamos nossa atencao apenas no cross cap.

A geometria diferencial do cross cap em R3 tem sido discutida por vérios autores
(ver [B], ], [7], [10], [14], [I7] e [18]). Contudo, a distin¢ao entre invariantes intrinsecos
e extrinsecos nao havia sido discutida anteriormente ao trabalho [I3]. Esta dissertagao
estd baseada nos trabalhos The differential geometry of the Crosscap, de M. J. West e
Intrinsic invariants of cross caps, de M. Hasegawa, A. Honda, K. Naokawa, M. Umehara
e K. Yamada (respectivamente, [I8] e [13]) e tem como objetivo o estudo da geometria
flat do cross cap e também o estudo dos invariantes intrinsecos e extrinsecos do cross cap.

Esta dissertacao esta disposta da seguinte maneira:

No Capitulo |1} obtemos duas parametrizagoes do cross cap. Uma parametrizagao ¢é
obtida via mudancas de coordenadas na fonte (R-mudancas) e isometrias na meta. Para
a outra parametrizacao, utilizamos as R-mudancas e transformacoes lineares na meta

(transformagoes que preservam a geometria flat).

No Capitulo [2| damos énfase a geometria flat do cross cap, que sao as caracteristicas
geométricas que podem ser medidas por contato com planos e retas. O contato com
planos pode ser medido considerando fungoes altura no cross cap. Também investigamos
as singularidades da familia de fungoes distancia ao quadrado, que medem o contato com

esferas e, além disso, nos dao informagoes a respeito do conjunto focal do cross cap.

No Capitulo[3|estudamos os invariantes intrinsecos e extrinsecos do cross cap. Quando
f: U — R3 é uma imersao, f induz uma métrica Riemanniana em U, chamada de primeira
forma fundamental. Sabemos que “intrinseco” significa que o dado invariante pode ser
escrito em termos dessa estrutura Riemanniana em U. Desta forma, mostramos neste

capitulo que os invariantes agq, a1 € asg do cross cap sao intrinsecos.

Finalmente, em toda esta dissertacao estamos assumindo um conhecimento prévio da
teoria das singularidades. Desta forma, vérios conceitos classicos serao usados nesta dis-
sertacao sem a prévia definicao. Para referéncias da teoria das singularidades, sugerimos

por exemplo: [4], [11] e [L6].



Capitulo 1

Parametrizacao do Cross Cap

O objetivo deste capitulo é estudar a geometria diferencial local de uma singularidade
cross cap. Ter uma singularidade cross cap significa o seguinte: ser a imagem de qualquer

germe g que esteja na A-6rbita do germe da aplicacao

fsta : (R%,0) — (R°,0) W)

(u,v) — (u, uv,v?).

Em outras palavras, existe um difeomorfismo local ¢ em R? e um difeomorfismo local
¢ em R3 tal que ) o g = fquq 0 ¢. Desta forma, obtemos uma familia de germes de
aplicagoes que sao A-equivalentes a fi4. Porém, a geometria diferencial local pode diferir.
Consideramos, entao, propriedades geométricas dessa familia. Pode ser mostrado (usando
subgrupos de isotropia (ver [I8])) que, em um certo sentido, esta familia nao pode ser
reduzida a nenhuma outra. Neste capitulo obtemos duas familias de parametrizacoes do
cross cap, uma familia utilizando mudangas de coordenadas que preservam a geometria
diferencial e a outra preservando a geometria flat, isto €, aquela cujas propriedades podem
ser medidas em termos de contato com planos e retas.

Em todo este trabalho, denominamos f4 por cross cap padrao.

1.1 Geometria Diferencial do Cross Cap

Mudangas de coordenadas na fonte (difeomorfismos) nao afetam a geometria diferencial
local da imagem de um germe de aplicacao. Na meta, as mudangas de coordenadas que

preservam a geometria diferencial local da imagem de um germe sao as isometrias que



fixam a origem, isto é, as transformagoes ortogonais. A mudan¢a na meta corresponde
a agao de O(3) x R* em £(2,3), onde O(3) sdo as matrizes ortogonais de ordem 3, cuja
acao ¢ definida da seguinte maneira: Considere g € £(2,3), a matriz ortogonal L € O(3)
e A € RT, entao (L, \).g = A.L(g). Passamos, entao, a encontrar a forma normal do cross
cap em termos da agao acima. Antes, precisaremos do seguinte lema cuja demonstragao

pode ser encontrada em [2] ou [18].

Lema 1.1. Seja f : (R%0) — (R?,0) definido por f(u,v) = (u,uv+7r(u,v)) comr € M3.

Entao, por mudancas de coordenadas na fonte, podemos reduzir f a forma normal

flu,v) = (u,uv +1'(v), 1 € M3

Proposigao 1.1. Seja fqq : (R 0) — (R3,0) um germe de aplicag¢do dado por feq(u,v) =
(u,uv,v?). Seja g um germe de aplica¢io A-equivalente a fyuq. Entdo, com as mudangas

de coordenadas descrita acima, reduzimos g a forma

J (u,v) = (u,uv + p(v),v* + au® + buv + q(u,v)), (1.2)

onde a e b sio constantes, p € M3 e q € M3.

Demonstracao: Temos que fyq tem posto 1 na origem. Logo, como g é A-equivalente
a fsq, segue que g também possui posto 1 na origem. Assim, podemos escolher uma

rotacdo p; € O(3) tal que

P10 g(Uﬂ)) = (gl(u7'U)792<u>v)7g3(u7v))7

onde go,g3 € M3 e g = lju+Ilyv + -+, I1,l5 € R ndo simultaneamente nulos. Portanto,
pela forma local das submersoes, existe um difeomorfismo ¢; : (R? 0) — (R?,0), tal que

g1 © ¢1(u,v) = u. Entao,
prLegeo ¢1(u7 U) = (U’7 gé(ua U)? gé(ua U))u
com gh e g5 € M3. Denotemos os 2-jatos de g e g4 por, respectivamente,

G2y = a1u® + aguv +azv® e j2gh = biu® + byuv + byv?,



com aq, as, as, by, ba, b3 € R. Como p;ogo¢p; é A-equivalente a fgq4, segue que asbz —boag #
0. Considere uma rotagdo p, € O(3) de um angulo 6 com o eixo-z (na meta). Aplicando

a matriz de rotacao dada por

1 0 0
pa=1_1 0 cosf® senf | em (u,gs(u,v),gs(u,v)), obtemos

0 —senf cosb

p20p1090 1 (1,v) = (u, cos Bgh(u, v) + sen g} (u, v), — sen Ogh(u, v) +cos O (u, v)). (1.3)

Podemos entao escolher 6 de forma que
p2oprogodi(u,v) = (u,cruv + cou? + p1(u,v), dyu® + douv + dsv® + ¢ (u, v))

com ¢y, dy,dy € R, ¢1,ds € R— {0} e p;,q1 € M3. De fato, a segunda componente do
germe dado em ([1.3)) fica sendo

(ay cos @ + by sen O)u® + (az cos @ + by sen O)uv + (as cos @ + bz sen §)v? + O(u, v)?,

onde O(u,v)? sao termos de ordem maior ou igual a 3 nas varidveis u e v. Basta escolher
0 tal que o coeficiente de v? seja nulo. Como as e by nao sao simultaneamente nulos,

podemos tomar # de modo que

as —bs
senf = ————— e cosf =

E facil ver que o coeficiente de uv na segunda componente é diferente de zero pois asbs —
asby # 0 e o coeficiente de v? é zero. Agora, na terceira componente do germe dado em

(1.3)), obtemos
(by cos — ay sen O)u? + (by cos @ — ag sen @)uv + (bg cos § — azsen O)v? + O(u,v)>.

Assim, o coeficiente de v? na terceira componente é diferente de zero, pois as e by nao sao

simultaneamente nulos. Portanto,

p20p1ogopi(u,v) = (u,cruv + cou? + p1(u,v), dyu? + dyuv + dsv® + @1 (u,v)), (1.4)



com ¢y, dy,dy € R, ¢1,ds € R — {0} e p1,q1 € M3. Agora, com a seguinte mudanga de

coordenadas na fonte

v — cou
v =
(&1
levamos o germe py 0 p1 0 g © ¢ NO germe
(u, uv’ + p(u,v'), d (v")* + dyuv' + dyu® + q(u, ")), (1.5)

com dy € R— {0}, dj,dy € Rep, ¢ € M3. Por abuso de linguagem, chamando v' de v e
aplicando o Lema , podemos reduzir o germe (|1.5) (mudanga de coordenadas na fonte)
para

(u, uwv + p(v), djv* + dyuv + dju® + q(u,v)). (1.6)

Trocando u por A\ju e v por Agv na equagao (1.6, com A; e Ay € R — {0}, obtemos
(A1, A douw + pa(Aav), di Aav? + diAi douv + di\3u? + go(Au, Agv)).

Na meta podemos usar uma dilatacao da forma

A0 0
0O X 0 [,
0 0 A

onde A > 0. Aplicando no germe acima obtemos
(AU, AN A + Apa(Aav), A A30? + Ady A Aguv + AdgA2u? + Aga (A, Av)).
Fazendo, A\; = df, \a =1 e XA =1/)\;, temos o seguinte germe
(u, uv + Ap2(v), v? + dyuv + didu® + Aga(Au, v)).

Agora basta tomar, Aps(v) = p(v), Ag2(Au,v) = q(u,v), dy = b e did] = a. Com essas

mudangas, obtemos a forma requerida

J (u,v) = (u,uv + p(v),v* + au® + buv + q(u,v)),



com p € M3 e g € M3, e a proposigao esté provada.

Dada uma superficie suave M em R? com uma familia de normais N, temos a aplicacao
de Gauss N : M — 52, onde S? C R? é a esfera unitéria. Se M é parametrizada por

f(u,v), os coeficientes da primeira forma fundamental I, (em um ponto p) sdo dados por

E:fufu, F:fu'fm G:fv'fv’

onde - denota o produto interno canonico. Os coeficientes da segunda forma fundamental
I1, sao dados por
l:Nfuua m:N'fu’m n:N'fvv-

Quando consideramos a singularidade cross cap, deparamos com um problema, ja que
a normal a superficie em seu ponto singular nao estda bem definida. Fora do ponto cross

cap, a normal unitaria N é dada por

N — fu X f’U ;
1 % foll
onde x denota o produto vetorial em R? e ||.|| a norma usual em R3. No entanto, pode-

mos multiplicar os coeficientes [, m e n por um termo || f, X fo||, substituindo assim os

coeficientes [, m e n por, respectivamente,

LZ(qufv>’fuu7 MI(qufv)'fum N:(fuva)'fvv-

Isto é feito pois estamos interessados nos zeros da curvatura Gaussiana K, que, com

esta mudanca, é dada por

K = LN — M?.

Sendo assim, vemos agora que a curva de pontos parabdlicos para a forma normal do

cross cap dada em (|1.2)) depende do sinal de a.

Corolario 1.1. Considere o cross cap dado em . Se a > 0, entao existem duas
curvas transversais na fonte que sao as pré-imagens das curvas de pontos parabolicos do

cross cap. No caso onde a < 0, nao existem pontos parabolicos no cross cap.



Demonstracgao: Lembramos que um ponto é parabdlico se a curvatura Gaussiana K

é nula neste ponto. Assim,
K(u,v) =0 < (LN — M?*)(u,v)=0.
Definindo h(u,v) = (LN — M?)(u,v), e sendo
f(u,v) = (u,uv + p(v),v* + au® + buv + q(u,v)),
com p € M3 e g € M3, temos
h(u,v) =06 (fu X fo fua) (fu X for foo) = (fu X fo - fu)* = 0.
Calculando as derivadas de f, temos
fu=(1,v,2au+b+q,), fo=0,u+p, 2v+bu+gq,),

fuu = (07072a+ Quu)7 fuv = (0; 17b+ qu>7 fvv = (pr//,2 -+ qm;>-

Assim,
fu % fo = (20 = 2au® + vq, — UGy — PoGu, —(20 + bu + @), u + p').
Logo, temos que o 2-jato de h tem a forma
§2h(u,v) = dau® — 40°.

Portanto, h(u,v) tem uma singularidade do tipo Morse na origem se a # 0 e segue o

resultado.

Podemos caracterizar os cross caps de acordo com o sinal de a, como pode ser observado

na definicao a seguir.
Definicao 1.1. Seja ¢'(u,v) a forma normal (1.9). Entdo definimos:
a) Cross cap eliptico quando a >0 em ¢ (Ver figura[l.1] (a)).

9



b) Cross cap hiperbdlico quando a <0 em g’ (Ver figura[1.1] (b)).

¢) Cross cap parabdlico quando a =0 em g (Ver figura[1.1] (c)).

(a) (b) ()

Figura 1.1: (a) Cross Cap Eliptico, (b) Cross Cap Hiperbdlico, (c) Cross Cap Parabdlico

1.2 Propriedades (Geométricas dos Cross Caps

Agora podemos obter algumas informacoes geométricas do cross cap parametrizado pela

familia de formas normais vista em ({1.2)), ou seja,
flu,v) = (u,uv + p(v), v* + au® + buv + q(u, v)),

com p € M3 e g € M3 . Parametrizar uma superficie suave em uma vizinhanga da origem
na forma de Monge tem o efeito de fixar a posi¢ao do plano tangente na origem. No caso
do cross cap, nao existe plano tangente na origem. Ao invés disso temos um objeto
chamado cone tangente que pode ser considerado um refinamento da nocao de espaco
tangente. O objetivo da rotagao p, na demonstragao da Proposigao|l.1]é justamente fixar
o cone tangente no plano y = 0. Neste trabalho nao realizamos o estudo do cone tangente
e suas propriedades. Para detalhes sobre esse assunto, ver [I8]. Mostramos, no entanto,

os significados geométricos da rotagao p; e do difeomorfismo ¢, nas proposicoes a seguir.

Proposicao 1.2. O efeito de p; na demonstracao da Proposicao 1.1 é uma rotacao na

meta de forma que a reta tangente ao ponto cross cap seja o €ixo .
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Demonstragao: : Seja p;og : (R? 0) — (R?,0), como na demonstragao da Proposigao
7 ou Sejau pP1© g(u7 U) = (gl<u7v>7g2(u7 U>7g3(u7 U))v com gl(“’a U) = llu + 121) + O(5> e

g, g3 € M2. Assim é claro que d(p; o g) é o eixo z.

Proposicao 1.3. O difeomorfismo ¢, na demonstracao da Proposicao leva a pré-

mmagem da tangente a curva de pontos duplos na origem para o eixo v.

Demonstragao: Escrevemos ¢’ ao invés de p; o go ¢1. Seja C' C R? a pré-imagem da
curva de pontos duplos do cross cap parametrizado por ¢’. Como ¢’ é A-equivalente ao

cross cap padrao fgqg, temos que C' é uma curva suave. Sejam dois pontos (u,v) e (U, V)

tais que f(u,v) = f(U,V). Assim,

uwv =UV = u=U e v=-V.

Logo, uma parametrizacao para a pré-imagem da curva de pontos duplos do cross cap
padrao ¢ y(t) = (0,t). Entao, fua(7(t)) = fsa(y(—t)). Assim, podemos escolher uma
parametrizacao local 7 : (R,0) — (R%0) de C tal que ¢'(¥(t)) = ¢'(3(—t)). De fato,
usando o fato de que ¢’ é A-equivalente a fyq, temos que existem difeomorfismos locais ¢
em R? e ¢ em R? tais que v o ¢ = fyq0 0. Assim, fya(u,v) =10 g 0@ (u,v) e, como
fsta(Y(t)) = fsta(v(—t)), temos

Yog o (y(t) =1og op(y(—t))

=g oo ' (v(t) =g o (v(—1)).
Tomando ¥(t) = g'op~ " (y(t)), temos ¢'(7(t)) = ¢'(7(—t)). Escrevendo 5(t) = (%1(t), 72(t))

e inspecionando a primeira componente de ¢’ o 7, vemos que 7 (t) = 7, (—t), para todo t.

Portanto, 7; pode ser escrito em funcdo de t2, e o resultado segue.

Observacao 1.1. Seque da demonstrag¢ao da proposi¢cio anterior que a pré-imagem da

curva de pontos duplos pode sempre ser escrita como u = h(v), com h € M3.
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Motivados pela demonstragao da Proposigao [L.3] temos a proposigao a seguir.

Proposigao 1.4. Sejam g’ como em e C € R? a pré-imagem da curva de pontos

duplos de g' e escreva j3p = psv®. Entao, C pode ser escrita como
u=—psv? +(v), ondep € M3

Demonstracgao: Pela Proposigao|l.3|sabemos que C' é uma curva suave que é tangente

ao eixo v. Assim C pode ser escrita como
u=al), o€ Mi

A curva de pontos duplos de ¢'(u, v) é dada pelos pontos (u, v) tais que ¢'(u,v) = ¢'(U, V).

Entao, U = u e segue ainda que

uv 4 p(v) = uV + p(V)

= u(V —v) =—=((p(V) - p))
—(p(V) —p(v))

= =
“ V—uv
Como por hipétese j3p = psv3, segue que
u=—ps(V2+ Vo +0?) + 0, V)3 (1.7)

Por outro lado

au® 4 buv 4+ v + q(u,v) = au® + buV + V2 + q(u, V)
= bu(v — V) =V? —0* + q(u,V) — q(u,v)
=V2—v*=bulv—V)—qu,V) + q(u,v)
= V+o)(V—-v)==bu(V—v)—qu,V)+q(u,v)

Q(u7 V) — Q(u7 U)

=V = —bu —
—+v u V — o )

q € M.

O segundo membro desta tultima igualdade é uma equagao de ordem 2 nas variaveis V e

v, depois de substituirmos o valor de u encontrado em (1.7]). Assim, obtemos V = —uv e
o resultado segue. [ |
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1.3 Geometria Flat do Cross Cap

Quando focamos na geometria flat do cross cap, podemos reduzir sua forma normal ainda
mais, pois temos mais mudancas de coordenadas a disposicao. Na geometria flat, as pro-
priedades geométricas podem ser medidas em termos de contato com planos e retas. Pro-
priedades geométricas flat da imagem de um germe de aplicacao sao preservadas por trans-
formagoes lineares. Essas mudancas de coordenadas correspondem ao subgrupo GL(3,R)
de £, onde, neste caso, £ é o grupo dos germes de difeomorfismos (R3,0) — (R?,0).
Proposigao 1.5. Seja fqq: (R%,0) — (R3,0) o germe de aplicagao definido por fsq(u,v) =
(u,uv,v?). Seja g um germe que € A-equivalente a fgq. Entdo, usando mudancas

GL(3,R) na meta e difeomorfismos na fonte, podemos reduzir g a forma
9'(u,v) = (u,uv + p(v), v* + au® + q(u, v)), (1.8)

onde p € M3 e q € M3. Quando a # 0, podemos fizar o coeficiente de u* na terceira

componente sendo 1, se a >0, e —1, se a < 0.

podemos considerar g da forma
g'(u,v) = (u,uv + p(v), v* + au’ + buv + q(u, v)),

Demonstragao: Pela Proposicao [1.1]onde a e b sdo constantes, p € M3 e ¢ € M3,

Assumindo a # 0 podemos reduzir ¢’ para a seguinte forma
(u, uwv + p(v), v* £ u* + q(u,v)).

De fato, aplicando a mudanca ©z — x, y — y, 2 — z — by na meta, a terceira componente
de ¢’ fica sendo

v? 4 au® + q(u,v).

. Assim, obtemos

Na fonte, fazemos a mudanca u —

u
Vlal
(o) 4 7 (w0) )

Vial +/lal
Agora, no germe acima, fazendo a mudanga z — +/|a|z,y — /|aly e z — z na meta,
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obtemos o germe

(u, uv + p(v), v* £ u® + g(u, v)),
onde o coeficiente de u? é 1, se a > 0 e —1, se a < 0. E assim a proposicao estd
demonstrada.

Corolario 1.2. O cross cap parametrizado pela forma normal determinada em (@
possui duas curvas parabdlicas quando a > 0 (podemos fizar a = 1). No caso onde a < 0,

nao existem pontos parabdlicos no cross cap.

Analogamente & Defini¢ao [I.1], temos a defini¢do de acordo com a forma normal do

cross cap como em ([1.8]).

Figura 1.2: Forma normal flat: (a) Cross Cap Eliptico, (b) Cross Cap Hiperbdlico, (c)
Cross Cap Parabdlico

Definicao 1.2. Em se tratando da geometria flat do cross cap, definimos:

e Cross cap eliptico o cross cap parametrizado por

g'(u,v) = (u,uv + p(v),v* +u’ + q(u, v)),

e Cross cap hiperbdlico o cross cap parametrizado por

g/(% U) = (ua uv —{—p(?}), v —u’ + Q<u7 U))>
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e Cross cap parabdlico o cross cap parametrizado por

g (u,v) = (u,uv + p(v),v* + q(u, v)),

comp € M3 e q € M3 nos trés casos.

Para exemplos de cross caps eliptico, hiperbélico e parabélico, ver Figura [I.2]
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Capitulo 2

Geometria das Singularidades de

Projecoes

2.1 Funcao Altura

Uma abordagem usual quando se estuda geometria flat de superficies suaves é considerar a
composi¢ao da parametrizacao de uma superficie, usualmente na sua forma de Monge, com
familias a dois parametros de projegoes em planos e retas. Como motivacao, consideramos
nesta secao as singularidades da funcao altura em uma superficie suave. Em seguida,

imitamos o processo para o cross cap, utilizando sua parametrizacao dada por (|1.8)).

Definicao 2.1. Seja X : M — R?® uma imersio de uma superficie suave M em R3.

Denominamos familia de fungoes altura a familia de aplicacoes dada por

H:MxS*—=R

(x,u) — H(x,u) =z - u.

Para u fixo, a funcao H, é a fungao altura na diregao u. Tomando coordenadas (z1, z3, x3) €

R3, podemos associar a cada ponto (uy,us, uz) € S? o plano cuja equagao é dada por
(xla X2, '1'3) : (ula U2, US) = O

Logo, se H(xz,u) = 0, entao a fungdo H, mede o contato entre a superficie M e o plano

($1,$279€3) : (U1,U27U3) = 0.
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2.1.1 Funcgao Altura em Superficies Suaves

Sejam M uma superficie suave e a familia de fungoes altura H como anteriormente. Como
nosso interesse é a geometria diferencial local, sendo p € M, podemos identificar p com a
origem e fixar coordenadas locais (u, v, w) em p = (0,0, 0) tal que o eixo w seja normal a M
em p e o plano tangente seja formado pelo plano (u,v). Assim, escrevemos M localmente
na forma de Monge, como um grafico de fungao w = f(u,v) tal que f = f, = f, =0 em
(0,0).

Escolhemos uma carta em S? préxima a (0,0, 1) dada por (u1, us, 1). Entdo, a familia

modificada de fungoes altura é dada por

H:Mx (R*0) =R

((u7 U)? (ulv u2)> = H(uhuz)(u? U) = uru + ugv + f(uv U)'

Fixando ug = (0,0, 1), temos H,,(u,v) = f(u,v).

A funcao Hy, 4,) € singular na origem se, e somente se, u; = upy = 0. Se u; # 0
ou uy # 0, entao H(,, 4,) ¢ uma submersao. Este caso nao nos interessa pois nao ha
singularidades. Desta forma, considere ug = (0,0, 1) e, entao, estudemos as singularidades
de Hyy(u,v) = f(u,v) e suas descri¢oes geométricas.

Em superficies suaves, a funcao altura H, possui apenas singularidades do tipo Ay,
com k < 3. Este é um resultado do teorema a seguir, que nao sera demonstrado aqui.

Para detalhes, ver [1].

Teorema 2.1. Sejam M uma superficie suave e (x,u) € M x S% com u normal ¢ M em

x. Entao, a funcao altura H, pode ter apenas os sequintes tipos de singularidades:

AY flzy) =22 £ 47
Ay f(zy) =2+,
Ay f(r,y) =2 £yt

A seguinte proposicao estabelece condigoes sobre os coeficientes da expansao de Taylor
de f em (0,0), para que H,, tenha um dos tipos de singularidades do Teorema .

k

Denotaremos por ay; o coeficiente do monoémio u*v* na expansio de Taylor de f na

origem.
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Proposicao 2.1. A funcdo altura H,, = f(u,v) possui as sequintes singularidades:
i) Ay & 4dagapy — a3y # 0;
i) As & dagpags —aly =0 e apz # 0;
iii) As & 4agpags —aly =0, ags = 0 e daggagy — a2y # 0.

Demonstracao: Como f(0,0) = f,(0,0) = f,(0,0) = 0, temos que f possui uma

singularidade na origem.

i) O 2-jato de f é dado por

jZf(O, 0) = a20u2 + a11uv + CL021)2.

Sem perda de generalidade, seja asy # 0 e considere a seguinte mudanca de varidavel na

fonte:

Logo, temos que j2f(0,0) pode ser escrito da forma

CLQ()UQ + —46120@02 — &%1 VQ,
4@20

que é uma singularidade A; (Morse) se, e somente se, 4aggagy — a3y, # 0.
i1) Considerando 4agage — a?; = 0, o 3-jato de f pode ser escrito como

72£(0,0) = agou® + aspu® + anuv + ajuv? + agzv®.

Com a mudanca de variavel

(a30U2 + CLQlUV + CL12V2)
2a99

u="U — , v=1V,

podemos escrever ;2 f(0,0) da forma aU? + ag3V?. Logo, a singularidade ¢ do tipo A,

se, e somente se, 4dasgagy — a%l =0eap3 #0.

iii) Considerando 4asyage — a?; = 0, agz = 0 e fazendo mudancas de coordenadas similares

18



as anteriores, chegamos que o 4-jato de f pode ser escrito como

4@20&04 — CL2
a20u2 + | —2 v4,
4@20

que é uma singularidade As se, e somente se, 4aggags — a3y # 0.

Seja p um ponto da superficie M, escrita na forma de Monge. Sabemos que H,, ¢é
singular se, e somente se, 1y ¢ a direcao normal de M em p.
A proposicao a seguir identifica geometricamente os tipos de singularidades da funcao

altura H,,.

Proposicao 2.2. As singularidades genéricas da funcao altura H,, = f(u,v) ao longo

da direcao ug ocorrem em p € M da sequinte maneira:
i) Ay < p ndo é ponto parabdlico;

i) As < p € ponto parabdlico e a dire¢do assintdtica € transversal ao conjunto pa-

rabolico da superficie em p;

i11) Az < p € ponto parabdlico e a diregcdo assintdtica € tangente ao conjunto parabdlico

da superficie em p. Este ponto é chamado cispide de Gauss.

Demonstragao: i) Sejam p € M e j2f(p) = aspu® + ajuv + agev®. A curvatura
Gaussiana K em p é dada por K(p) = fuufow — [2, = dasgaps — a3,. Se K(p) # 0, entdo
p nao é ponto parabdlico. Pela Proposicao [2.1] a fun¢ao altura H,, tem singularidade do
tipo A; se, e somente se, 4dasgags — a2, # 0. Logo, p nao é ponto parabdlico se, e somente

se, H,, tem uma singularidade do tipo A;.

ii) Seja p € M ponto parabdlico, ou seja, 4axags — a3, = 0. Podemos, entao, escrever
72 f(u,v) = agou?+azgud+ag uv+apuv?+agzv®. Temos, ainda, que o conjunto parabdlico
de uma superficie w = f(u,v) é dado pelos pontos (u,v) que anulam o determinante da

matriz Hessiana de f(u,v). A parte linear desta equagao é dada por

a20012U + 3a20a03v = 0

19



e as singularidades sao dadas por

V | det fuw oo = ago(a12, 3ae3) = 0.

f’U'LL f'U’U
O normal ao conjunto parabélico pode ser dado por (a2, 3ap3). A dire¢do assintética é
igual a (0,1). Logo, (0,1) é transversal ao conjunto parabdlico se, e somente se, agz # 0,

ou seja, pela Proposigao 2.1] se, e somente se, H,, tem singularidade do tipo As.

iii) Considere p € M ponto parabdlico, ou seja, 4axagy — a2, = 0. Se agz = 0 a diregio
assintotica é tangente ao conjunto parabdlico. Novamente pela Proposicao [2.1], 4asgags —

a?; =0 e ap3 = 0 sdo condigoes para que H,, tenha singularidade do tipo As.

2.1.2 Funcao Altura no Cross Cap

Agora que ja discutimos as singularidades da funcao altura com superficies suaves em sua
forma de Monge, podemos realizar um estudo similar no cross cap. Como a funcao altura

mede o contato com planos, usaremos a forma normal
fu,v) = (u,uv + p(v),v* + au® + q(u, v)),

onde p € M? e ¢ € M3. Pelo Corolario , sabemos que o conjunto parabdlico na
fonte é vazio quando a < 0 e, quando a > 0, o conjunto parabdlico é formado por
duas curvas regulares. Vimos na Proposicao que a pode ser tomado como +1, mas
estamos interessados na transicao do sinal de a. Estudamos a familia de fungoes altura
em torno das dire¢oes em S? dadas por (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1). Estas dire¢oes podem

ser parametrizadas, respectivamente, por (1, uy,us), (u1, 1, u2) e (uy, ug, 1).

Proposicao 2.3. Considere a familia de fungoes altura em torno da dire¢do (1,0,0),
dada por
H(U17u2)(u7 U) =u-+ ul(uv +p(v)) + u2(v2 + au® + Q(u7 U))

Entao, Hy, u,) nao possui singularidades.
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Demonstragao: Temos que H,, 4,) ¢ uma submersao. Portanto, nao possui singu-

laridades.
[ |

Proposicao 2.4. Considere a familia de funcoes altura em torno da direcao (0,0,1),
dada por
Huy i) (0, 0) = wru + ug(uv + p(v)) + (0° 4 av® + q(u, v)).

Entao,
i) Hu, uy) possui singularidade em (0,0) se, e somente se, u; = 0.
1) Hy, uy) possui singularidade do tipo Ay se, e somente se, uy =0 e u3 —4a # 0.

1) Hu, up) possui singularidade do tipo A, se, e somente se, uy =0 e uy = £2\/a. A
direcao (0,£2+/a,1) é chamada dire¢gdo normal degenerada.

Demonstragao: i) Imediato.

ii) Considere u; = 0. Neste caso, o 2-jato de H,, 4,) ¢ dado por:
v? + au? —+ usuv.

Assim, Hy, u,) possui uma singularidade do tipo A; se, e somente se, u3 — 4a # 0.

iii) Seja agora u3 — 4a = 0. Considerando a > 0, a familia de fungdes altura na diregao

(0,+2+/a, 1) é dada por

H1aa1)(w,v) = (\/_u:l:v) + q(u, v) £ 2/ap(v).

Fazendo a mudanca

U=+ Vau+w, V =,

temos

1
U? —
+q(¢5

Para termos uma singularidade do tipo As, o coeficiente de V3 dever ser nao nulo. Este

UFV), V) + 2vap(V).

coeficiente é dado por ¢3(F1/+v/a, 1) +2\/aps(1), onde g3 é a cibica homogénea de ¢ e p3

é a parte cubica de p. Genericamente, este coeficiente é nao nulo e o resultado segue.

21



Proposicao 2.5. Considere a familia de funcoes altura em torno da direcao (0,1,0),
dada por ) )

H(umu)(u’ U) = uQ(au +ut+ q(“? U)) +uiu + uv —I—p(v).
Entao,

i) Hu, uy) possui singularidade em (0,0) se, e somente se, u; = 0.
) Hy, uy) possui singularidade do tipo Ay se, e somente se, uy =0 e 1 — 4au3 # 0.
1) Hu, up) possui singularidade do tipo Ay se, e somente se, uy =0 e up = £1/2/a.

Demonstracao: Segue de forma andloga & demonstracao da Proposigao [2.4]

Vimos no Corolario que o conjunto parabdlico na fonte, quando a > 0, consiste
em duas curvas transversais intersectando na origem. Uma outra maneira de determinar
o conjunto parabdlico na fonte é através da funcao altura, mas nao apenas no caso onde
a > 0 e sim na transicao entre os casos a > 0 e a < 0. A préxima proposi¢cao mostra que
o conjunto parabdlico na fonte, quando a = 0, é uma cuispide e o comportamento deste

conjunto (fora do ponto cross cap) é observado na Figura .

a>0 a=0 a <0
Figura 2.1: Conjunto parabdlico paraa >0, a=0ea <0

Assim, no caso do cross cap eliptico, ao invés de termos duas curvas transversais na
fonte, podemos pensar que o conjunto parabdlico é formado apenas por uma curva que se
intersecta na origem. Quando a tende a zero, esta curva se transforma em uma cispide e,
quando a < 0, o conjunto parabdlico se afasta do ponto cross cap. E claro que esta é uma
analise local, nao podemos afirmar o que realmente acontece com o conjunto parabdlico

longe do ponto cross cap.
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Proposicao 2.6. Quando a = 0, o conjunto parabdlico na fonte ¢ uma cuspide.

Demonstragao: Considere a fungao altura
H iy ) (U, 0) = g+ ug(uv + p(v)) + v* + au® + q(u, v).

O conjunto parabdlico é obtido pela projecao do conjunto dado por H, = H, = H,,H,, —

H2, =0 no espaco (u,v). Assim, temos
H, =2au+ q, +ugv +uy, H,=2v+us(u+p'(v))+ qu,

Huu = 2a + Qo Huv =Us+ Quo € va =2+ Qv _'_p//(U).

Considerando H, = 0, obtemos u; = —(2au + ¢, + usv). Como u; s6 aparece nessa
equagao, podemos apenas considerar H, = H,,H,, — H2, = 0. Para facilitar a notagao,

escrevemos s = w. Assim,

20+ w(u+p'(v)+¢ =0 (2.1)

(20 + Guu) (2 + Goo + 0" (V) — (W + quo)? = 0. (2.2)

Pelo teorema da fungao implicita, a equacao (2.1) implica que v pode ser escrito em termos

de u e w. Escrevendo
q(u,v) = qov* + qruv® + guv + gzu® + qut + -+ |
observamos que os termos de ordem mais baixa de sua expansao em Taylor sao dados por
1 2
v:—i(wu+qzu)+---. (2.3)
Expandindo a equacao (2.2), temos

4a + 12q3u + 4qov + u*(24q4 + 12q1q3 — 4q3) + 4qrau — 4gowu (2.4)

—w2 + U¢1<U,U, w, (l) + ¢2(U, CL,U)) = O, ¢1 € MQ, (252 € M%
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Substituindo v dada em ({2.3)), temos
2a + 12q3u + u2(24Q4 + 12¢1q3 — 6q§) + dgrau — 6gawu — w? + o3(u, a,w) =0,

onde ¢3 € Mj. Novamente pelo teorema da fungao implicita, escrevemos u em fungao de

w e a, e os termos de ordem menor sao dados por

1
u= —qu(éla — w® — 24qaw + 16(q1 + 24q4 + 12q1g5 — 6¢3)a®) + - - - . (2.5)

Substituindo (2.5 em ([2.3)), obtemos a seguinte parametrizagao para o conjunto parabdlico

na fonte:

1

1
77Z}(UJ, (l) = (——Q3(4(I — w2 — 24q2aw) 4+, —

E— 3— 2 DY
B 24q3(4aw w” — 24gaw”) + ) :

Quando a = 0, ¥(w) é genericamente uma cuspide.

Ainda em relacao ao conjunto parabdlico, podemos encontrar uma relacao interessante
entre geometria diferencial e singularidades. Vimos que, quando a > 0, o 2-jato do

conjunto parabdlico dado por K = 0, como no Corolario ¢é dado por

4(vau —v)(Vau +v).

Parametrizando os ramos deste conjunto, obtemos duas curvas espaciais. Assim, podemos
fazer uma associacao entre os tipos de singularidades da funcao altura com as respectivas

torgdes desses ramos (curvas espaciais). E o que mostra a proposicdo seguinte.

Proposigao 2.7. Sejam Pi(t), i = 1,2, as parametriza¢oes dos ramos do conjunto pa-
rabdlico em um cross cap eliptico (com P;(0) sendo o ponto cross cap) e denote por 7;(t)
a torcao dessas curvas espaciais. Entao, a funcdo altura ao longo da dire¢cao normal

degenerada associada ao ramo P; possui singularidade no ponto cross cap do tipo

Ag = Tz(O> 7£ O,
As & TZ(O> =0, 7'1/(0) 7£ 0.
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Demonstragao: Considere o cross cap
9'(u,v) = (u,uv + p(v), v’ + av? + q(u, v)),

parametrizado como em (1.8). Fixamos aqui j'p = psv® + pyo? e jlq = ¢3 + q4, com
q; = Z;:o ¢i;u7v7. Vimos que podemos fixar a = 1, j& que o cross cap em questdo é o
eliptico (a > 0). Assim, o 2-jato do conjunto parabélico K = 0, como no Corolério , é
dado por j2K (u,v) = 4(u — v)(u + v). A prova deste resultado segue através de cdlculos
diretos realizados no programa computacional Maple. Considere, por exemplo, o ramo

com direcao tangente (1,1), o qual é o grafico da funcao v(u) = u + asu® + azu® + O(u)?

com
+ L + 5
Qg = — —
2 = (31 2(132 261307
ag=—° NN R Ly 2 ) 2o+ 3ai0 + 21 + i + Dqut
3= 4(131(133 8%1 2(131(132 8(]32 4Q3OQ32 8q30 440 q42 2(]43 2(]41
9 4 3 9 3 9
+ Qaa — g3 — 5332 — 2py + p3 (36132 ~ 5Ps + 531 + 5@133)-

Calculando a torgao da curva ¢'(u,v(u)) e sua primeira derivada em u = 0, obtemos que

7(0) # 0 < 2p3 — @30 — q31 — g32 — @33 7 0,

7(0)=0e7(0) =04 2p3 —qs0— @31 — @2 —qz3 =0 e T #0
onde
['=12(6ps — 3gs3 — 2q32 — 931)2 + 48(—quo — qa1 — Qa2 — Ga3 — Qua + 2pa).

Por outro lado, a fungao altura ao longo da direcdo normal degenerada u; = (0, —2, 1),

que corresponde ao ramo (u,v(u)) do conjunto parabdlico, é dada por

Hy, (u,v) = (0,=2,1) - (u,uv + p(v),v* + u* + q(u,v))

= (v —u)* = 2p(v) + q(u, v).
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Agora nao € dificil ver que H,, possui uma singularidade na origem do tipo

Ay & 2p3 —q30 — 31 — 32 — q33 # 0 & 7(0) # 0,

A3 & 203 —q0— @31 — g2 — @3 =0e ' #0< 7(0) =0 e 7'(0) = 0.

2.2 Funcao Distancia ao Quadrado e Conjunto Focal

O objetivo desta secao é analisar o conjunto focal do cross cap em um ponto cross cap.
Para superficies suaves, este estudo é realizado considerando as singularidades da funcao
distancia ao quadrado. Imitaremos este processo para descrever o conjunto focal do cross
cap, tendo em mente que isso ¢ um pouco mais delicado, ja que o cross cap nao possui
uma Unica direcao normal em sua singularidade. Iniciamos a secao com as defini¢oes de
funcao distancia ao quadrado e conjunto focal e enunciamos um resultado semelhante
ao Teorema [2.1 mas para fungao distancia ao quadrado. Em seguida, apresentamos a

descricao do conjunto focal no ponto cross cap.

Definicao 2.2. Sejam M C R3? uma superficie suave e p € M. Definimos a fungao

distancia ao quadrado por
d: M xR =R

(p,u) = d(p,u) = [|p — ul|*.

Escolhendo uma parametrizacao ¢ de uma vizinhanca de p, consideraremos o tipo de

singularidade (usando R-equivaléncia) do germe

(R?,0) — (R, 0)

(z,y) = du(z,y) = d((x, ), u),

para cada u € R3.

Definigao 2.3. Sejam M C R3 uma superficie suave e p € M. O conjunto focal de M
em p € o local geométrico de pontos u € R® tal que a funcao distancia ao quadrado em

M, d,, possui singularidade do tipo Ass em p.
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Observacao 2.1. O conjunto focal € o local geométrico de pontos no R® os quais sdo

centros de esferas com contato degenerado com M em p (ver [15]).

Assim como na familia de fungoes altura, a funcao distancia ao quadrado pode apre-

sentar apenas certos tipos de singularidades, como enuncia o teorema abaixo.

Teorema 2.2. Seja M C R?® uma superficie suave genérica. Entdo a funcdo distancia
ao quadrado d, pode ter apenas singularidades dos tipos Ay, As, As, Ay e Dy, onde as

singularidades Ay sao as singularidades (R*,0) — (R,0) R-equivalentes a
(z,y) — £2® £y E>1,

e a singularidade Dy é uma das singularidades Dy R-equivalentes a
(z,y) — 22y £ k>4

Demonstracao: Ver [3].

Estudemos agora o conjunto focal do cross cap. No que segue, usamos a forma normal

como na Proposigao [I.1] ou seja,
fu,v) = (u,uv + p(v),v* + au® + buv + q(u,v)), pE€ M} e q€ M;,

pois estamos lidando com contato com esferas, entao sé podemos utilizar a agao do grupo

O(3) x R* na meta.

Proposicao 2.8. A parte do conjunto focal que corresponde ao ponto cross cap € uma

se¢do conica no plano ortogonal a reta tangente (plano (us,us)) com equagdo
2uz(1 — 2auz) + (buz + uz)* = 0.

i) Para o cross cap hiperbdlico (a < 0), esta se¢ao conica é uma elipse.
ii) Para o cross cap eliptico (a > 0), esta se¢ao conica é uma hipérbole.
iii) Para o cross cap parabdlico (a = 0), esta se¢do conica € uma pardbola.
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Demonstracgao: A funcao distancia ao quadrado no cross cap é dada pela composicao

da parametrizacao do cross cap com a funcao distancia ao quadrado, ou seja,
Flus sz (4, 0) = (u =) + (w0 + p(v) = uz)” + (v + aw® + buv + q(u,v) — uz)*.

Vamos analisar as singularidades de F' em (0,0). As derivadas parciais de F' sdo dadas

por
F, = 2(u—uy) +2v(uv +p(v) — ug) +2(2au +bv + ¢, (u, v)) (v* 4 aw® + buv + q(u, v) —us) e

Fy, =2(u+p'(v))(uv + p(v) — ug) + 2(20 + bu + q,(u,v)) (v + au® + buv + q(u, v) — us).
Assim, em (0,0), temos

(F(U1,U2,U3))u(0= O) = —2uy, (F(U1,U2,U3)>v(07 0) =0.

Logo, F,, = F, = 0 em (0,0) se, e somente se, u; = 0. Portanto, a parte da conica focal
correspondendo a singularidade cross cap estd no plano u; = 0, ou seja, o plano normal a
reta tangente. Consideramos o conjunto no plano (us, u3) no qual F' possui singularidade

degenerada em (0,0). Isto é dado pela condigao
FuuFo — F2, =0
em (0,0). Calculando as respectivas derivadas em (0, 0), obtemos
F. =2 — 4aus, Fu = —2uy — 2bus, F,, = —4dus.

Logo,
FuFy—F2 =0«

2uz(1 — 2auz) + (bug + uz)* = 0. (2.6)

Quando a # 0, podemos reescrever ([2.6) como

1\> 1
(bu3+u2)2—4a (U3—4—a) +E:0.
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Assim, temos que (2.6) é a equac¢do de uma segao conica no plano (usg,us). No caso do
cross cap eliptico (a > 0), esta conica é uma hipérbole. Para o cross cap hiperbdlico
(a < 0), esta conica é uma elipse. Por fim, para o cross cap parabdlico (a = 0), esta

cOnica é uma parabola e o resultado estd demonstrado.
|
A Figura2.2 mostra os trés tipos de se¢oes conicas descritas pela Proposigao 2.8} elipse

para o cross cap hiperbodlico, hipérbole para o cross cap eliptico e parabola para o cross

cap parabdlico.

a<0 a>0 a=20

Figura 2.2: Segbes conicas: (a) Elipse, (b) Hipérbole, (c¢) Pardbola

Corolario 2.1. No caso do cross cap eliptico, as assintotas da hipérbole sao as retas no

plano (ug,u3) com equagoes us + uz(b + 24/a) F 24/a.
Demonstragao: Imediato, ja que obtemos a equacao da hipérbole na Proposicao [2.8]

Para o cross cap eliptico, esperamos que as assintotas das hipérboles correspondam
aos planos com contato do tipo A, na singularidade cross cap. Estes planos podem
ser pensados como esferas de raio infinito, cujos centros se encontram nas assintotas da
hipérbole. Mais precisamente, se considerarmos pontos p pertencentes a qualquer um dos
ramos da hipérbole, e a esfera centrada em p que passa pela origem, entao a medida que p
tende a infinito, a esfera tende ao plano ortogonal a reta que liga a origem e p. No limite,

esta reta tende a reta que passa pela origem e é paralela a uma das assintotas.
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Consideraremos a natureza das singularidades da funcao distancia ao quadrado em
um ponto cross cap. O caso (ug,u3) = (0,0) ndo serd tratado aqui mas serd comentado

mais adiante.

Proposicao 2.9. Quando u; = 0 e (ug, u3) estd na conica especificada na Proposi¢do
(mas longe de (0,0)), a fun¢ao distincia ao quadrado possui uma singularidade de corank
1 quando (u,v) = (0,0). Estas sao do tipo Ay exceto para 0, 2 ou 4 pontos na conica,

onde elas sao, genericamente, do tipo Asz.

Demonstracao: A func¢ao distancia ao quadrado no cross cap é dada por
Fluy up ) (U, 0) = (u— 1) + (uv + p(v) — ug)® + (v* + au® + buv + g(u, v) — uz)*.

Para obtermos uma singularidade de corank 2, devemos ter F,, = F,, = F,, = 0 em

(0,0), ou seja,

p
2 —4ausz = 0,
—2bU3 — 2U2 = O,
—4U3 = 0,

\

o que nao pode ocorrer. Assim, F' deve possuir singularidade de corank 1 quando u =

v =1wu; =0 e ug, uz satisfizerem
2uz(1 — 2auz) + (bug + uz)* = 0.
Isto significa que a parte quadratica de F{gy,us)(u, v) nas varidveis u e v, ou seja,
(1 — 2auz)u® — 2(uy + bug)uv — 2uzv?, (2.7)

é o quadrado de uma forma linear para valores apropriados de us e uz. A demonstracao da
segunda parte deste resultado sera feita da seguinte maneira: Primeiramente, encontramos
parametrizacoes das conicas vistas na Proposicao [2.8] Feito isso, determinamos a forma
linear, que denotaremos por L(u,v,t), da parte quadrética de F' dada em 1} E f4cil

verificar que a parte cibica de Fgy,,uq)(u, v), denotada por C'(u, v, us, us), é dada por

C(u,v,ug,uz) = —2uyp3v° — 2U3(QOU3 + quPv + guv® + C]3U3);
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onde p3v? e qou® + qruv + guuv? + gz sao as partes ctibicas de p e g, respectivamente.
Temos que F' possui singularidade Ay quando (ug, u3) pertence a conica como em (2.6, a
nao ser que sua parte cubica C' seja divisivel pela forma linear L a ser encontrada. Para
determinar se F' possui singularidade As3, primeiramente substituimos a parametrizagao
da conica em questdo por uy e uz. Rearranjamos a forma linear L(u,v,t) = 0 de forma a
obtermos uma expressao para v em termos de u e t e substituimos em C para encontrarmos
um polinémio P(u,t) que é homogéneo e de grau 3 em u. A condigao para L dividir C' é
equivalente a condigao P(u,t) = 0 para todo u, isto é, P(u,t)/u® = 0.

Faremos este procedimento para os casos a > 0, a < 0 e a = 0 separadamente, sendo

que apresentaremos o primeiro caso com mais detalhes.

e Cross Cap Eliptico (a > 0):

Neste caso, escrevemos a = \? e assim a parte do conjunto focal correspondendo ao cross

cap é uma hipérbole contida no plano u; = 0 de equacao
s o 1\* 1
(bU3+U2) — 4\ Uz — —— +—=0
= 160 (g — 2-—4A%bu +up)? =1
37 e 3 2 :
Parametrizamos a hipérbole como segue: Faca a mudanca de coordenadas
1\2
16\ <u3 - W) = cosh® 0 e 4N (buz + ug)?* = senh 26.

Assim, temos

14 coshé senh 6
Uz = 4—)\2 € Uy =

Cada escolha de sinal corresponde a um ramo da hipérbole. Substituindo us e u3z em
(2.7)), temos
1Fcoshd) , senh ¢ 1£coshd\ ,
5 u 3 U e v

Fazendo a mudanca

obtemos

241 t2—1
+ e senh @ = .

+ cosh @ =
o ot 9
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Assim,

y o (t+1)? . C(t+ D) (@A=D)t — (22 +D))
STURNd 2 8A2¢ '
Note que t = 0 corresponde as assintotas da hipérbole e t = —1 nos da a origem. Substi-

tuindo os novos valores de uy e uz em (2.7) (com a = A\?), temos

20— (2 +1)\ , [t*—-1 204+ (2 +1)\
( At >u “\en )T AN2 v

Isto nos da a forma quadratica

t

—1/(t=12%, (t—1D(t+1) t+1)2 ,\ -1/(t—-1)  (t+1) \
T( IS S 4AQU): (2“+ %) U>’

ou seja, a forma linear é dada por

L(u,v,t) = (t ; 1>u+ (t;;\l)v.

Entao,
At —1)
t+1

L(u,v,t) =0=v=—

Substituindo na cibica C', obtemos o polinomio

ud [ Np3 (2N =b)t — (2A+ D)) (t — 1)
P(u,t) = D& ( TESiE _

ot + 1Aaqr{t — 1)t + 1) — Ngp(t — 1 + Wget 1)3> .

Quando t # 0 ou —1 (entdo estamos longe da origem e das assintotas), a condi¢do

P(u,t)/u® = 0 é equivalente a
N'ps (24 = b)t — (20 +0)) (¢ = 1)° = qot + 1)*+

At — 1)+ 1)3 = Nt — 1)%(t + 1) + Ngg(t — 13t + 1) = 0.

Expandindo, obtemos

()\3]?3(2)\ - b) — {o + /\(]1 - )\ZQQ + )\3(]3) t4 + ()\3]93(—8)\ + 2b) — 4(]0 + 2)\q1 - 2)\3(]3) t3+
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+ (12X*p3 — 6g0 + 2X°q2) 12 4+ (APp3(—8A — 2b) — 4dgo — 2Aq1 + 2X\°q3) 1+
+)\3p3(2)\ + b) — 4o — )\(]1 — )\2(]2 — )\SQ3 = 0

Logo, temos uma quartica geral, que, genericamente, possui 0, 2 ou 4 raizes reais. Assim,
cada raiz da quartica obtida nos d4 um ponto na hipérbole do plano u; = 0, onde o

contato de uma esfera centrada nesse ponto com o cross cap é do tipo Asj.

e Cross Cap Hiperbdlico (a < 0):

Neste caso, escrevemos a = —A2. Assim, a parte do conjunto focal correspondendo ao

cross cap € uma elipse contida no plano u; = 0 com equacao

1 2
16)\4 (U3 + w) + 4)\2<bU3 + U2)2 =1.

O procedimento é anédlogo ao caso do cross cap eliptico. Fazemos a parametrizagao da

elipse com as seguintes mudancas:

1 _sen9 bus + _COSQ
me T e ¢ sTmlEm T

Tomando ¢t = tan /2 (¢t = 1 nos dard a origem) e fazendo as substitui¢oes, chegamos na

forma quadratica

- (e )

Assim, a forma linear é dada por

L(u,v,t) = (1 +t)u —

Substituindo
A1 +1)
= —1u
(1-1)
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em C', obtemos o polinomio

u s (CA=D)+ 2A+b)t) (1 +13)
Pt = (0 -

1+1)?
Fazendo P(u,t)/u® = 0 quando ¢ # 1 (o que corresponde a origem) e expandindo, obtemos
o polinomio

(=X°p3s(2A+b) + g0 — Ag1 — Mgz — Nq3) t*+ (= NPps (8 + 2b) — 4go — 2Aq1 — 2Ng3) P+

+ (—12X'p3 + 690 — 2X\°q2 + 2X%q3) £* + (= N°p3(8X 4 2b) — 4go — 2Aq1 + 2X%¢g3) t—
—)\3])3(2)\ — b) —+ do -+ >\(]1 — )\2(]2 + )\3(]3 = 0.

Logo, novamente temos uma quartica geral, que, genericamente, possui 0, 2 ou 4 raizes
reais. Assim, cada raiz da quartica obtida nos d4 um ponto na elipse do plano u; = 0,

onde o contato de uma esfera centrada nesse ponto com o cross cap é do tipo Asj.

e Cross Cap Parabdlico (a = 0):

O procedimento é totalmente andlogo aos casos anteriores. A parte do conjunto focal

correspondendo ao cross cap parabdlico é uma parabola no plano u; = 0 com equagao

QU3 + (bU3 + U2)2 = 0.

Basta fazer a mudanca 2us = —t2, bus + ups = —t e o resultado segue de forma similar.

|

A funcao distancia ao quadrado possui precisamente uma singularidade do tipo Az em
(0,0) quando (uq,uz,u3) = (0,0,0). Este resultado serd apenas enunciado, mas nao serd
demonstrado aqui. Sua demonstragao exige defini¢oes e resultados sobre fungoes semsi

quase homogéneas e filtragoes.

Proposicao 2.10. Quando (u1,us,us) = (0,0,0), a funcao distancia ao quadrado possui

uma singularidade do tipo Az em (u,v) = (0,0).

Demonstracao: Ver [1§] |
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Capitulo 3

Invariantes Intrinsecos do Cross Cap

No Capitulo (1}, vimos que, apds algumas mudancas de coordenadas, podemos reduzir um

germe g A-equivalente a (u,v) — (u,uv,v?) & forma
q (u,v) = (u,uv + p(v),v* + au® + buv + q(u, v)),

onde a e b sdo constantes, p € M3 e ¢ € M3. Estudamos neste capitulo os invariantes
intrinsecos e extrinsecos do cross cap. Utilizamos a notagao do artigo [13], uma vez
que este capitulo é baseado neste artigo, no qual os autores estudaram este assunto pela
primeira vez. Dessa forma, de agora em diante chamamos de forma normal do cross

cap a aplicacao f dada por

n n r

flu,v) = | u,uw —I—Z b:vl,zz Sir—g ujvr 7 + O(u, )", (3.1)
= =00 Jir = )"

onde age > 0. Um sistema de coordenadas (u, v) que nos da essa forma normal é chamado
de sistema candnico de coordenadas de f em uma singularidade cross cap. Esta ex-
pansao do cross cap implica que os coeficientes a;;, e b; podem ser considerados invariantes
geométricos do cross cap f. Desta forma, o objetivo deste capitulo é mostrar quais desses
invariantes sao extrinsecos e intrinsecos. Usando a existéncia de deformacoes isométricas
nao triviais de cross caps quadraticos degenerados, mostramos que os invariantes ais, g3
e b3 na expressao sao extrinsecos. Em seguida, mostramos que os invariantes ags,
aso € app podem ser escritos somente em termos da métrica induzida pelo cross cap e suas

derivadas em (0, 0), ou seja, esses invariantes sdo intrinsecos.
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3.1 Algumas Definicoes

Apresentamos nesta secao algumas definicoes, as quais serao utilizadas até o final deste

capitulo. De agora em diante, denotamos o cross cap f com a forma normal dada em

B
Definicao 3.1. Diremos que o cross cap [ €
e nao degenerado se ayy # 0,
e degenerado ou parabdlico se ayg = 0,
e quadratico se a;, =0 para j+k >3 e b, =0 para i > 3.

Observe que o cross cap padrao fgq dado em (1.1)) é um exemplo de cross cap

quadratico degenerado.

Denotamos por fp um cross cap quadratico degenerado no sistema canonico de coor-

denadas (u,v). Note que fy pode ser escrito na forma

fO(uv U) = <u, uv, %UQ + anuv>

1
= 5 (0, 0, CLOQ’U2) + U(l,’U, CLHU), ago > 0. (32)

Em particular, fy é uma superficie regrada. Os coeficientes de sua primeira forma funda-

mental sao dados por

Ey =1+ (1 +af,)v?,
Fo = (1 + a?l)uv + CLQQCL11U2,

2y, 2 2 2
Go = (1 + ajy)u” + 2ap2a11uv + agyv=.
Em seguida, serao definidos os conceitos de aplicagoes isométricas, congruentes e de
deformagao isométrica, o que sera de grande importancia daqui para frente.

Definigao 3.2. Seja U C R? um aberto contendo a origem e sejam f; : U — R3 (i = 0,1)
duas aplicagoes suaves possuindo singularidades cross cap em (0,0). Dizemos que fy é

isométrica a fi se as primeiras formas fundamentais de fo e f1 coincidem.
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Neste trabalho, consideramos movimento rigido como sendo uma aplicacao

R:R?® - R?

r+— Ax+ T,

onde A é uma matriz ortogonal com determinante positivo e T'(x) = t+x é uma translagao

em R3.

Definicao 3.3. Seja fy como na Deﬁm’g(io e considere f; : U — R? (|t| <€, onde € é
uma constante positiva) uma familia suave a 1-parametro de aplicag¢oes com singularidades
cross cap em (0,0). Entao, {fi}jy<c € chamada deformagao isométrica de fy se cada
fi € isométrica a fy. Uma deformagdo isométrica {fi}j<c de fo € nao trivial se cada
fi € nao congruente a fo para t # 0, ou seja, nao existe uma familia g; de movimentos

rigidos com f; = g o fo.

3.2 Deformacoes Isométricas de Superficies Regra-

das com Singularidades

Em geral, superficies regradas admitem deformacoes isométricas nao triviais. Considere
primeiramente v(v) uma curva em R? definida em uma vizinhanga de v = 0. Seja ainda
¢(v) um campo vetorial ao longo da curva v tal que £ nao se anula e £'(0) # 0. Entao, a
superficie regrada f(u,v) = v(v) + u&(v) possui deformacao isométrica nao trivial. Este

processo é feito da seguinte maneira.

Por uma mudanga de coordenadas da forma (u,v) — (u/[|{(v)],v), podemos assumir

que ||£(v)|| = 1. Como &'(0) # 0, também podemos assumir que ||&'(v)|| = 1. Assim,

{£(v), &' (v),§(v) x ' (v)}

forma um referencial ortonormal e a derivada de y(v) neste referencial possui a seguinte

expressao

7'(v) = a(v)§(v) + b(v)E' (v) + c(v) (€(v) x §'(v)).

Seja £(v) uma curva esférica arbitrdria, parametrizada pelo comprimento de arco, e
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seja 4 a curva cuja derivada é dada por

¥ (0) = a(v)€(v) +b(v)E (v) + ¢(v) (E(v) x €' (v)).

Entéo, f(u,v) = 5(v) + u(v) possui a mesma primeira forma fundamental de f(u,v).
Agora, calculando a segunda forma fundamental, verifica-se que f e f sdo congruentes
se, e somente se, £ e §~ sao congruentes como curvas esféricas. Isso implica que algumas
singularidades ja conhecidas sobre superficies admitem deformagoes isométricas. Em par-
ticular, (0,0) é um cross cap se, e somente se, 7' (0) = 0 e det(y”(0),£(0),£'(0)) # 0.
Pode-se escolher v e & de forma que os critérios acima sejam satisfeitos. Isto implica que
0s cross caps e outras singularidades conhecidas na literatura como, por exemplo, cuspidal
edges (Figura [3.1] (a)), swallowtails (Figura[3.1] (b)) e cuspidal cross caps (Figura[3.1] (c))
admitem, de fato, deformagoes isométricas nao triviais em uma certa classe de superficies

regradas. Ver [6] para mais detalhes.

(a) (b) ()

Figura 3.1: (a) Cuspidal Edge, (b) Swallowtail, (c) Cuspidal Cross Cap

3.3 Deformacoes Isométricas de Cross Caps Quadraticos
Degenerados

A Segao[3.2]sugere que superficies regradas com singularidades podem admitir deformagoes
isométricas. Motivados por este resultado, obtemos uma deformacao isométrica de um
cross cap (visto como superficie regrada) a partir do cross cap quadratico degenerado e de

uma curva esférica. Antes de enunciarmos este resultado, faremos algumas consideracoes
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sobre curvas na esfera.

3.3.1 Formulas de Frenet para Curvas na Esfera

Definigao 3.4. Considere c(s) uma curva reqular em S* C R, parametrizada pelo com-

primento de arco. Sua curvatura geodésica, ky(s), em c(s), € dada por

ky(s) = c"(s) - c(s) x (s).

Seja c(s) uma curva regular em S?, parametrizada pelo comprimento de arco. Defina

Como c(s) estd em S?%, seu vetor posicao c(s) é ortogonal a c/(s). Logo, {c,e,n} é um

referencial ortonormal de R3. Assim, existem tnicos o, 3,7 € R tais que e = ¢’ =

ac + e + yn, onde

Lema 3.1. Nas condicoes anteriores, temos que o = —1, =0 e 7 = K,.

Demonstragao: Como a curva c(s) estd em S?, segue que ||c[|> = ¢- ¢ = 1. Logo,
(c-e)=0=>e-c=0.
Derivando e - ¢ com relacao a s, vem:
e c+e-e=0=a=-1.

Como c estéd parametrizada pelo comprimento de arco, temos que |/e[|> = 1. Derivando
e - e, obtemos f = 0. Para finalizar, temos que 7 é a curvatura geodésica de ¢ em c(s).
De fato,

kg =€ -n=(ac+ Pe+ ) -n=nr.

Portanto, temos as igualdades desejadas.
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Segue do Lema [3.1| que €' pode ser escrito (no referencial {c,e,n}) como

Por outro lado,

/
e

—C+ Kgn.

n=exe+cxe =cx(—c+rmn)=—rge.

Assim, temos as férmulas de Frenet para curvas em S? dadas a seguir

\

3.3.2 Deformacoes Isométricas de Cross Caps Quadraticos De-

generados

Mostramos agora a existéncia de deformacoes isométricas nao triviais para cross caps

quadraticos degenerados. Este resultado sera ttil para mostrarmos que os invariantes a;s,

d=e
€ =—c+ Ky
n =—x,e

= —Kge.

aps e bz do cross cap (3.1) sao extrinsecos.

Teorema 3.1. Seja c(s) (|s| < 7/2)

comprimento de arco. Defina

uma curva reqular em S? C R3, parametrizada pelo

E(w) o= /14 (1 +ady)o?

para cada v € R, e

Qo2

W=

/0 B

ov), o) = c (arctan(v\/rc@> ,

)dt, B(v) :=ané(v) +&(v) x £ (v).

Entao, a superficie regrada f, : R?> — R3, definida por

fe(u,v) :==~(v) + ué(v)

possui uma singularidade cross cap

quadrdtico degenerado fo. Além disso, sejam c;(s) (|s| < 7/2, i = 1,2) duas curvas

na origem, tal que f. € isométrica ao cross cap
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requlares em S* parametrizadas pelo comprimento de arco. Entdo, f., € congruente a f.,
se, e somente se, ¢, € congruente a co em S*. Nesta correspondéncia ¢ — f. entre curvas
esféricas e cross caps, o cross cap quadrdtico degenerado inicial fo corresponde a uma

geodésica em S%. Mais precisamente, f. é congruente a fo como em se, e somente

se, c(s) € uma geodésica em S?.

Demonstragao: Primeiramente, mostremos que a superficie regrada f. possui uma

singularidade cross cap na origem. Temos que

(fc)v(07 O) - /7/<0) + 05/(0) =0, (fc)u<07 O) - 5(0) = 0(0)7

(£)en0.0) = 7'0) = "BV L 01,00) +(0) % ¢10))

Logo, como (f.),(0,0) = 0 e os vetores (f.)u(0,0), (fo)uw(0,0) e (fe)uu(0,0) sdo linearmente
independentes, segue que f. possui uma singularidade cross cap em (0,0).

Mostremos agora que f, é isométrico a um cross cap quadratico degenerado f,. Temos

que fy é dado por

ap2
fo(u,v) = (u,uv, %112 + amw) . age > 0.

Assim, os coeficientes da primeira forma fundamental de f; sao dados por

EO = (fO)u : (fO)u =1+ (1 + a%1)02>
Fo = (fo)u- (fo)o = (1 +a3))uv + ageai v’

Go = (fo)o - (fo)o = (1 4 ai)u® + ajyv” + 2ag2a11uv.

Seja f.(u,v) = v(v) +u&(v). Denotando por E., F. e G. os coeficientes da primeira forma

fundamental de f., devemos mostrar que

EOZEC, FOZFC € G():Gc.
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Calculando os coeficientes:

E.= (fc)u ’ (fC)u = f(v) ) f(v) =1+ (1 + a%l)v2 = L,

onde usamos o fato de que ¢(v) é uma curva em S%. Além disso, como ¢(v) é ortogonal a

¢ (v), vem que

F, = (fc)u ’ (fc)v = f(v) '7/(7]) + ug(v) : gl(v)

= (Lozallvz + (1 + afl)uv = Fy.

Para o calculo de G., usamos as relacoes a seguir, que surgem através de um calculo

imediato:
. C(v)-E(0) =1+,
o V() -€(v) = amanv,
o 7(v)-7(v) = ady?.

Note que, na ultima relacao, usamos

B(v) - B(v) = ai, (1 + afy) + [|€(v) x £(v)]*

= A1+ ) + €@ (1

_ ) W) )
€)1 )]1?

_ 2 \2
= (L +a7,)"
Assim, com o auxilio das relagoes acima, temos

Ge = (fo)o (fe)o =7 (v) -7/ (v) + 2u(y (v) - €' (v)) +u*(€'(v) - €' (v))

= (1 + a}))u® + agyv® + 2agea11uv = Gy.

Portanto, como os coeficientes da primeira forma fundamental de fj e f. coincidem, segue
que estas aplicagoes sao isométricas.

Passamos agora para a demonstracao da afirmacao f., é congruente a f., se, e somente
se, ¢; é congruente a ¢, em S2. Assim, devemos calcular os coeficientes da segunda forma

fundamental de f.: L, N e M. Para isto, considere o campo vetorial normal unitario v
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dado por
(fe)u(u, v) X (fe)u(u, v)
1(fe)u(u, v) x (fe)o(u, v)|

Fazendo e = dc/ds e n = ¢ X e, temos que

v(u,v) =

—apavy/1+ (1+ a%l)vge

1+ a3,

(fc)u(u7 U) X (fc)v(uav> =

(el 0) X (Foholan 0) | = 4/ (1 + a2 + 2aparri + a2 (1 + 02).

Logo, o campo vetorial normal unitario v é dado por

v(u,v) = 5 (— (aogv\/ 1+ (1+ a%l)UQ) e(v) + ((1+ a2,)u + agean1v) n(v)) ,

onde

5= \/1 + a%l\/(l + a?))u? + 2agea11uv + ad,v?(1 4 v?).

Um célculo simples porém enfadonho nos mostra que os coeficientes da segunda forma

fundamental sao dados por

L=v-(f)uw=0, (3.3)

M=v- (fc)uv = — et 51 ki a’%l’ (34)
. _agey/ 1+ aly dkgy(v)

N=vlfw =" T 11 a2, y02p7 (3.5)

onde ky(v) é a funcdo curvatura geodésica de c(s).

Sejam ¢;(s) (|s| < 7/2; ¢ = 1,2) duas curvas regulares em S? parametrizadas pelo com-
primento de arco e k,,(s) a fungao curvatura geodésica de ¢;(s). Entao, f., é congruente a
f., se, e somente se, ¢; é congruente a c; em S?. De fato, os coeficientes da segunda forma,
fundamental de f., e f.,, dados por , e coincidem se, e somente se, kg,
coincide com rgy,. Para finalizar a demonstragao, o exemplo seguinte mostrard que cross

caps quadraticos degenerados correspondem aos grandes circulos, que sao as geodésicas

de S2.
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Exemplo 3.1. Seja k, uma constante e defina

1
12

(17 4 cos(us), psen (ps), kq(1 — cos(us))) , (\s\ < g,,u =4/1+ /ﬁg) :

Cro(8) 1=

Observe que c,,(s) define um circulo em S2 . parametrizado pelo comprimento de arco e
com curvatura geodésica constante k4. Assim, c., produz uma deformagdo do cross cap

padrao, onde cq corresponde ao cross cap padrao fgq.

A Figura mostra a deformagao isométrica do cross cap padrao para c;, do Exemplo
, onde os valores de k, sao dados por 0 (ou seja, o cross cap padrdo fuq), 1 e 3,

respectivamente.

(a) (b) (c)

Figura 3.2: Deformacao isométrica do cross cap padrao, com k, = 0 (a), k, = 1 (b) e
ky =3 (c).

3.4 Invariantes Extrinsecos e Intrinsecos do Cross
Cap

Usando a existéncia de deformacoes isométricas nao triviais de cross caps quadraticos
degenerados, podemos demonstrar que os invariantes ais, ag3 € bs sao extrinsecos. Para
provarmos este resultado, faremos uso das féormulas de Frenet para curvas na esfera, como

apresentado na Subsecao [3.3.1

Teorema 3.2. Existe uma deformacao isométrica de uma singularidade cross cap tal que
esta deformacdao modifica os trés invariantes ais, ags e by, ou seja, esses invariantes sao

extrinsecos.
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Demonstracgao: Para provarmos o resultado, basta exibirmos uma deformacao iso-
métrica que altera os invariantes citados acima. Para isso, tome uma curva esférica c(s),

parametrizada pelo comprimento de arco s, de modo que

(0) = (1.0,0). %0 = ————(0.L.an).

V1+a?,

Fazendo e = ¢ e n = ¢ X e, temos que as férmulas de Frenet para c(s) sdo dadas por

d(s)=e
J €'(s) = rgls)n(s) — c(s)
n'(s) = —ry(s)e(s),

onde k,4(s) é a curvatura geodésica de ¢ em c(s). Dada esta curva c(s), considere o cross

cap f = f., como no Teorema [3.1] A expansdo em Taylor de f é dada por

f(u,v) = f£(0,0) + ufy(0,0) + v f,(0,0) + wv fu, (0,0)+
2 2 3 3

+ 51"%(0, 0) + §f”“(0’ 0) + Ef“““(o’ 0) + gfm(o, 0)+ (3.6)

1 1
+ §u21)fuuv(0, 0) + §uv2fwv(0, 0) + O(u, v)4.

Um célculo simples mostra que f e suas derivadas em (0, 0) sao:
e f(0,0) = fo(0,0) = fuu(0,0) = fuuu(0,0) = fuu(0,0) = 0,
e £.(0,0)=(1,0,0),
e f.,(0,0)=(0,1,a1),
® fu(0,0) = (0,0, a02),
o fun(0,0) = ky(0)y/1 + a3, (0, —ai1, 1),
 fun(0,0) = —2a09k,(0)y/1 + a}; (0, 1,0).

Substituindo esses valores em ((3.6)), obtemos

1
f(u,v) = (u,uv,anuv + §a0202> +

0)y/1+ a3
n rig(0) : T an (O, —3ayuv® — 2apv?, 3UU2) +0(u,v)",
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Fazendo a mudanca de parametros v = w+ %almg(O) V1+a?w?, } pode ser reescrita

CcOo1mo

1
flu,w) = <u, uw, auw + —a02w2) +

2
i Kg(0)y/ 1+ af

6

(0, —2ap2w®, 3(1 + ai;)uw?® + 3ariagew?®) + O(u, w)*.

Assim, (u, w) forma um sistema canénico de coordenadas até os termos de terceira ordem.

Logo, os coeficientes a1z, agz e by podem ser expressos da seguinte forma:

12 = Iig(O)(l + a%1)3/2, Qo3 = 3(1,02(1111'{5](0)\/ 1+ a%l,

b3 = —2&02/19(0)\/ 1+ CL%I.

Portanto, os invariantes ajs, ags € bs sao extrinsecos, ja que dependem do valor da curva-

tura geodésica r,(0).

Do Teorema [3.2] temos que os invariantes aj2, ap3 e by do cross cap sdo extrinsecos.
O objetivo agora é mostrar que os invariantes ags, a9 € a1 do cross cap sao intrinsecos,
ou seja, estes invariantes s6 dependem dos coeficientes da primeira forma fundamental e

suas derivadas.

Definicao 3.5. Seja f : U C R? — R3 uma aplicacdo suave possuindo uma singularidade
cross cap em (0,0). Um sistema de coordenadas locais (u,v) centrado em (0,0) € dito

admissivel se satisfaz f,(0,0) = 0.

Observagao 3.1. 1) O sistema candnico de coordenadas do cross cap é um sistema

de coordenadas admissivel.
2) O conceito de sistema de coordenadas admissivel € intrinseco.
Em contraste com o Teorema [3.2] temos o resultado a seguir.

Teorema 3.3. Os coeficientes ag, ag € a11 SAo invariantes intrinsecos do cross cap.
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Demonstracao: Seja (0,0) uma singularidade cross cap de uma aplicagao suave

f:UCR? =R

(u,v) = f(u,v),

onde (u,v) é um sistema de coordenadas admissivel. Sem perda de generalidade, aplicando

a mudanga de coordenadas (u,v) — (—u, —v) caso necessario, podemos assumir que

[fu? fu’l]?fU’l)] > 07

onde

la,b,c] := det(a,b,c) = (a xb)-c (a,b,c € R?).

Assim, para (u,v) = (0,0), afirmamos que

3
Qo2 = "{?E||}c:vvaf:f2|| ; (3.8)
a =PIl Fol? 4l far ol Fars Fud) . (39)
20 — 4||fu||3[fu,fuv,fyy]2 uy Juus Jov wsy Juvsy Jov][Jur Juvy Juul ) » .
== 2 usy Juvsy Jov d - 3.10
N Sl fo fo? P e Jeed e (310)

- ”fu X fvv||2[fu7fumfvv]

De fato, podemos provar estas igualdades da seguinte maneira. Note que os lados direitos
destas igualdades nao dependem da escolha do sistema de coordenadas admissivel. Desta
forma, essas identidades podem ser diretamente verificadas com f como em , o qual
¢ dado por um sistema de coordenadas canonico.

Considere E = f, - fu, FF' = fu- fo e G = f, - f, 0s coeficientes da métrica induzida
do cross cap. A fim de concluir a prova do teorema, é suficiente mostrarmos que os
lados direitos das igualdades , e podem ser escritos em termos de E, F
e G e suas derivadas em (0,0), ou seja, que os coeficientes ag, a11 € ag sdo intrinsecos.
Primeiramente, mostremos que agy ¢ intrinseco. Como f,(0,0) = 0, entdo, em (u,v) =
(0,0), é facil ver que

fur fuw =Fu,  fu+ foo = Fy,
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D

Guu Ly _va
fuv'fuv_Ta fuv'fvv_ 92 ) fvv fvv_ 9 .

Logo, usando essas relacoes,

Jfu
[fuafuvafvv]Q = det fu’y (fuafuvafvv) (311)
oo
fufu fufuv fu'fuv E Fu Fv
= det fufuv fuv'fuv fuv'fvv = det Fu Ggu va
F, Guv  Gov

fu ' fvv fuv ' fvv fvv : fvv

[\
[\

Como

Iful?=E e
Hfu X fvv”2 = (fu : fu)(fvv ) fvv) - (fu ) fvv)2
va 2
= E2 _(Fv)

em (u,v) = (0,0), temos que agy pode ser reescrito da seguinte forma:

VE (8 — )"

g2 =
E F, F,
G’U/U. Guv
det [ F, “a Cu
G”ILU GT)U
F, = 2

De maneira andloga, para mostrar que asy € aq; sao intrinsecos, é suficiente mostrar que
[fus fuus fou] € [fus fuvs fuu] 880 escritos em termos de E, F' e G e suas derivadas em (0, 0).

Antes disso, note que sao validas as relagdes abaixo em (u,v) = (0,0),

E’U’U

E E
u'uu:_u> uv'uu:Fuu_ UU’ vv'uu:Fuv_ .
fur =25 e 0 f ] :
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Assim, observamos que (3.11)) implica que [fy, fuu, foo] é intrinseco, pois

fu
1
[fu; Juus fvv] = mdet Fuo (fmfuu,fw)
fov
R : Guv
Bl [fuyfuvyfvv] det Fu f“” fuu 2

Fv fvv ) fuu Géw

De forma andloga, [fu, fuv, fuu] € intrinseco por causa da identidade

Ju
1
[fu;fumfuu] — mdet fuv (fuvfuvyfuu)
oo

Portanto, como agz, a11 € asg sao escritos em termos de E, F' e G e suas derivadas, temos

que estes invariantes sao intrinsecos.

Coroldrio 3.1. A elipticidade, hiperbolicidade e parabolicidade de cross caps em R? sdo

propriedades intrinsecas.

Demonstracgao: Vimos no Capitulo [1| que um cross cap é eliptico se ayg > 0, hi-
perbdlico se asy < 0 e parabdlico se asg = 0. Pelo Teorema [3.3] asg é intrinseco, assim
a elipticidade, hiperbolicidade e parabolicidade de cross caps também sao propriedades

intrinsecas.

Seja U C R? um conjunto aberto contendo a origem. Fixamos o cross cap
) J g

f:U— (R*0)

(u, v) = f(u, v),
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onde (u,v) é um sistema de coordenadas admissiveis, isto é, (u,v) = (0,0) é uma singu-

laridade cross cap e f,(0,0) = 0. Chamamos a reta
{/(0,0) +1£u(0,0) - t € R}

de reta tangente ao cross cap e ainda, um vetor nao nulo em R?® proporcional a f,(0,0)

¢ chamado de diregao tangente.

Definig¢ao 3.6. O plano passando por f(0,0) gerado por f,(0,0) e f,.,(0,0) € chamado de
plano principal. Por outro lado, o plano passando por f(0,0) perpendicular a dire¢do

tangente é chamado de plano normal.

Proposigao 3.1. O vetor tangente & curva de pontos duplos (em R3) em um ponto cross

cap estd contida no plano principal.

Demonstracao: J4 que o plano principal é invariante sobre difeomorfismos em R3,

esta afirmacao pode ser facilmente verificada para o cross cap padrao.

Definigao 3.7. Um germe do cross cap f: U — (R?,0) é chamado normal se a curva

de pontos duplos estd contida na interseccao do plano normal com o plano principal.

E facil ver que os cross caps quadraticos sao todos normais. A seguir apresentamos

um critério para cross caps normais.

Proposigao 3.2. O germe de um cross cap analitico real € normal se, e somente se, todos
os invariantes b; (j = 3,4,5,...) associados & forma normal se anulam simultanea-

mente.

Demonstracao: Sem perda de generalidade, podemos assumir que um dado cross

cap f tem uma expressao como em ({3.1)). Defina

o)

Bo) =Y b;

=3

Como f é analitica real, § é uma funcao analitica. Se § é identicamente nula, entao

£(0,v) = <o,o,z afjn)
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Como agy > 0,

estd bem definida e da uma funcao analitica real. Trocando o sistema de coordenadas

(u,v) por (u,w), temos que

f(07 w) = (07 0, w2) = f((), —w),

que implica que a curva de pontos duplos de f pertence ao eixo z, ou seja, a curva
de pontos duplos estd contida na interseccao do plano normal com o plano principal.
Inversamente, assuma que o conjunto S da curva de pontos duplos pertenca ao eixo z.

Entao, da primeira e segunda componentes de (3.1]) segue que
u=0, uv+ [(v) =0,

ao longo de S. Assim, a curva de pontos duplos é parametrizada pelo eixo v e S(v) é

identicamente nula, provando a afirmacao.

Sabemos que asy ¢ um importante invariante intrinseco do cross cap, relacionado ao
sinal da curvatura de Gauss. A seguinte proposicao nos dd um significado geométrico

para aog.

Proposicao 3.3. A secdao de um cross cap com seu plano principal contém uma curva
reqular 7y cujo vetor velocidade é f,(0,0) e, entdo, a curvatura de v (visto como uma
curva plana) no ponto cross cap é igual a aszy, onde a orienta¢ao para o plano principal é

tal que {f.(0,0), f,,(0,0)} tem orientagdo positiva.

Demonstragao: Basta ver que a curva plana obtida no plano principal é dada por

00 = (w30

n

Desta forma, a curvatura de v no ponto cross cap é dada por asgg.
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Exibimos agora outros invariantes sob deformacoes isométricas dos cross caps. Em
particular, o resultado seguinte mostra que certas quantidades permanecem inalteradas

mesmo sob deformacgoes isométricas de um cross cap.

Proposicao 3.4. As sequintes quantidades escritas em termos dos coeficientes da forma

normal ,

3&11b3 (1 + a%l)bg (111(120[)3 (1 + a%l)agobg
a2 - 4 agl — —(/——, 30 — ———5 5

a —"_ ) )
03 2 2@02 6&02

I

2
2a5,

sao as mesmas para dois cross caps que possuem primeiras formas fundamentais iguais.
Em particular, estas quantidades nao se modificam sob deformagoes isométricas de um

Cross cap.

Demonstragao:

Sejam f; e fy dois cross caps com as seguintes formas normais, respectivamente:

folu,v) = | u, uv~|——v3 ZZ e Ll u]vr T+ O(u,v)*,

fr'_
7’2]0 ‘7

3 T
x, :xx+ JTJxJTJ + O(z,y)4,
fi(z,y) y E;Z T (z,)
Como (u,v) e (z,y) sao ambos sistemas de coordenadas locais de R?, a aplicagao (u, v)

(x(u,v),y(u,v)) é um difeomorfismo. Como duas coordenadas dao a forma normal de fy

e f1, podemos fixar
2,(0,0) = 4,(0,0) =1, ,(0,0) = 4,(0,0) = 0.

Queremos mostrar que as quantidades dadas no enunciado permanecem inalteradas para
dois cross caps isométricos. Suponha entao que fy e fi possuam a mesma primeira forma

fundamental. Logo, como ag, asy € a1y sdo intrinsecos (pelo Teorema [3.3)), temos que

Q20 = A207 Qo2 = A()Qa ap; = An.
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Além disso, sendo

Iy = Eydu® + 2Fydudv + Godv® e

Il = E1d$2 + 2F1dl'dy + Gldy2

as primeiras formas fundamentais de fy e fi, respectivamente, temos:

Fy = Eyxyxy + Fi(z0ys — 20y0) + G1Yulo, (3.13)
GO = Ell'z + 2F1.’L’,va —+ Gly?; (314)

De fato, como (z,y) — (x(u,v),y(u,v)), segue que

dz® = z2du® + 2z, 7 ,dudv + x2dv?,
drdy = x,y,du’® + (TulYo + Tyyy)dudv + Ty dv?,

dy? = y2du® + 2y, ypdudv + y2dv®.
Assim,

I} = By(22du® + 2z, 2,dudv + 22dv?) + 2F) (2uyudu® 4+ (24Ys + Toyu)dudv + uy,dv?)+
+ Gi(yadu® + 2y yydudv + yodv®)
= (Elxi + 2F 2.y, + Glyi)du2 + 2(Frxyy + Fi(zyy — oY) + G1yuyy ) dudo+

+ (By2? 4 2F 2y, + Gry?)do?.

Como Iy = I, as igualdades (3.12)), (3.13)) e (3.14) seguem. Calculando agora os termos

de primeira e segunda ordem da expansao em Taylor dos lados esquerdo e direito destas

igualdades, chegamos as relagoes a seguir.

Zuu(0,0) = T4 (0,0) = 2,,(0,0) = 0,

ZTou(0,0) = 20 (0,0) = T4y (0,0) = 24,(0,0) = 0.
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Similarmente, calculando a expansao de Taylor das derivadas de terceira ordem

93 93 3
oud’  ou2ov’ O3’

obtemos expressoes explicitas para ¥,,(0,0), ¥u(0,0), ¥4,(0,0) e

aps — Aoz, a1z — A127 a12 — A12> aso — Aso

em termos de ago, a1, asg € b3 — Bs, o que finaliza a demonstracao.
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